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Resumen

El propésito de este trabajo es describir los carcajes de Auslander-Reiten y Gabriel de algu-
nas categorias de Representaciones de Conjuntos Parcialmente Ordenados Equipados (Posets
Equipados). En primer lugar, se introducira los principales conceptos y notacién que serén
usados a lo largo del trabajo. Luego, se describiran algunos resultados que conciernen a la Ca-
tegoria de Representaciones de Posets Equipados enfatizando en las propiedades categéricas
del Algoritmo de Diferenciacion VII, introducido por A.G. Zavadskij para clasificar posets
equipados de tipo representacion manso y de crecimiento finito. Finalmente, se describiran
los carcajes de Auslander-Reiten y Gabriel de la Categoria de Representaciones de la cadena
completamente débil y el poset equipado Fis de tipo representacion finito.
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Abstract

The purpose of this work is to describe Auslander-Reiten and Gabriel quivers of some ca-
tegories of representations of equipped posets. First of all, a review of the main concepts
and notation used throughout the work will be introduced. Then, some results regarding
the category of representations of equipped posets will be described. Emphasizing on the
categorical properties of the algorithm of differentiation VII , which was introduced by A.G.
Zavadskij to classify equipped posets of finite growth and tame representation type. Finally,
the Auslander-Reiten and Gabriel quivers of the category of representations of the comple-
tely weak chain and the poset Fis of finite representation type will be constructed.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La teoria de representaciones de posets fue desarrollada a principios de los anos setenta del
siglo XX por Nazarova, Roiter y sus estudiantes en Kiev. El objetivo principal de sus estudios
fue determinar objetos indescomponibles de la categoria aditiva rep P

U=Uy; Uy |z €P),

donde Uy es un k-espacio vectorial de dimension finita, U, es un subespacio de U, para cada
x € PyU, CU,, siempre que z < y. La suma directa de dos elementos U y V en repP
estd definida por la formula

UV =UeV;U,®V,|zcrep?P).

Una representacion U € rep P se dice indescomponible si U # 0 y no se puede expresar como
la suma directa de dos representaciones no nulas.

Un morfismo f : U — V entre representaciones U,V € rep P es una transformacion k-lineal
f Uy — Vo tal que f(U,) C V, para cada = € P [29]. Si Ind?P denota un conjunto de
representantes de las clases de isomorfismos de representaciones indescomponibles de rep P,
entonces el poset P se dice de representacion tipo finito si el conjunto Ind P es finito.

Hasta el momento, las herramientas principales para clasificar posets han sido los algoritmos
de diferenciacion. Tales algoritmos son funtores que dan una relacién entre la categoria de
representaciones de un poset dado P y la categoria de representaciones del respectivo poset
derivado P'. En realidad, los principales criterios para clasificar posets ordinarios de tipo fi-
nito, manso y crecimiento finito fueron encontrados por Kleiner en 1972, Nazarova en 1975, y
Nazarova y Zavadskij en 1981; respectivamente, con la ayuda del algoritmo de diferenciacién
con respecto a un punto maximal, introducido por Nazarova y Roiter en 1972, y el algoritmo
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de diferenciacién, introducido por Zavadskij en 1977 [16-23,36].

Debemos recordar que los métodos de la teoria de representacién de posets fueron usados
por Nazarova y Roiter en la solucion de la segunda conjetura de Brauer-Thrall que afirma
que si un campo k es infinito, entonces una k-dlgebra A de dimensién finita es de repre-
sentacion tipo finito 6 existe una secuencia infinita d; < dy < ds... de enteros tal que hay
un numero infinito de clases de isomorfismos de A-mddulos derechos indescomponibles de
dimensién d; para todo j [29]. Para su demostracién la idea principal consisti6 en reducir la
conjetura a una correspondiente a unos problemas matriciales categoéricos y en consecuencia
a representaciones de conjuntos finitos parcialmente ordenados.

Los métodos de la teoria de representaciones de posets fueron exitosamente aplicados para
clasificar diferentes tipos de anillos. Por ejemplo: los posets criticos obtenidos por Kleiner
fueron utilizados por Zavadskij y Kiricenko en [37] para dar un criterio de representaciones
tipo finito para los ordenes tejados, también conocidos como anillos semimaximales. Ademas,
Arnold en [2] describe algunas relaciones entre grupos Butler y representaciones de posets
finitos sobre anillos de valuacién discreta.

Al final de los anos ochenta uno de los temas mas importantes en la investigacién de repre-
sentaciones de posets fue la clasificacion de posets con estructuras adicionales, en particular
en los noventa, Zavadskij y Zabarilo introdujeron el concepto de poset equipado, describieron
también los posets equipados de un parametro y dieron la descripcién completa de sus repre-
sentaciones indescomponibles. De acuerdo con Zavadskij, la correlacién entre representacio-
nes de posets equipados con posets ordinarios es analoga a la correlacion de representaciones
de grafos valuados con representaciones de grafos ordinarios [32].

Poco después, Zavadskij describié posets equipados de tipo manso y salvaje con la ayuda
de los algoritmos de diferenciacion VII-XVII para esta clase de posets. En particular, los
algoritmos VII, VIII, y IX le permitieron encontrar un criterio para posets equipados de
crecimiento finito. La lista de posets equipados sinceros de crecimiento finito fue encontrada
por Zavadskij en [34, 35].

Hasta ahora, la investigacion de la teoria de los algoritmos de diferenciacién ha sido orientada
principalmente al estudio de como estos funtores transforman objetos de las correspondientes
categorias, sin centrarse en como los morfismos pueden ser transformados bajo la accién de
tales funtores. De hecho, algunos de los trabajos que tratan este tema han sido escritos por
Gabriel, Zavadskij, Caniadas, Rump y Giraldo. Gabriel por ejemplo: obtuvo la interpretacion
categorica del algoritmo de diferenciacién con respecto a un punto maximal de Nazarova y
Roiter [10]. Tiempo después, en [6, 33] Canadas y Zavadskij investigaron propiedades ca-
tegdricas de algunos algoritmos de diferenciacién para posets con involucion y sin estructuras



adicionales; respectivamente. En particular, en [36] Zavadskij dio una generalizacién de la
descripcidn categorica del algoritmo de diferenciacién (Presentada por él en [33]) para posets
con algunas relaciones reticulares. Otra generalizacién de estd descripcién categérica (para
categorias semiabelianas) fue obtenida por Rump en [28]. Recientemente Canadas y otros
han obtenido las propiedades categéricas de los algoritmos de diferenciacién VII, VIII y IX
y completacion para posets equipados, con lo cual se finalizo la investigacion categorica de
los algoritmos de diferenciacion de posets de tipo representacién crecimiento finito.

Uno de los objetivos de este trabajo es resenar los resultados principales de categorias de
representaciones de posets equipados. Se explora la existencia de objetos proyectivos e in-
yectivos indescomponibles de este tipo de categorias. Todo esto con el fin de dar ejemplos
de los carcajes de Gabriel y Auslander-Reiten de categorias de posets equipados.



CAPITULO 2

PRELIMINARES CATEGORICOS

En general las primeras ideas de lo que es una categoria aparecieron en los anos cuarenta
del siglo pasado, como una necesidad en topologia de pasar de la homologia a la teoria de
homologia, y de formalizar lo que es una transformacién natural, ideas que en 1945 fue-
ron concretadas y formalizadas por Samuel Eilenberg (1913-1998) y Saunders Mac Lane
(1909-2005) en un articulo titulado "General Theory of Natural Equivalences”. En esté apa-
recio por primera vez la nocién de categoria, y otras nociones importantes tales como funtor
y transformacion natural, ademas de la aplicacion de estas nociones a la topologia algebraica.

Después de su aparicién los avances en esta teoria se han dado gracias a la necesidad compu-
tacional del dlgebra homoldgica y a la necesidad axiomatica de la geometria algebraica (Ver
[8] pp. 329), entre otras razones, pero quizas una de las razones mas importantes que han mo-
tivado el desarrollo de esta teoria, es la de dar un lenguaje que permite visualizar claramente
las conexiones entre partes de la matemaética que, quizas, antes no se imaginaban que estu-
vieran conectadas. Por estas razones y dado que la finalidad de este trabajo se fundamenta
en nociones categoricas, se van a exponer algunas de estas nociones a continuacién.

2.1. Conceptos basicos

2.1 Definicién. Una categoria C consiste de una clase de objetos Obj(C), para cada par
de objetos A y B en C una clase C(A, B), la clase de morfismos de A en B, y para cada
tripla de objetos A, By C' en € una operacion

-1 C(A,B) x C(B,C) — C(A,C)
notada por: -(f, g) = gf. Todo esto sujeto a los siguientes axiomas:

C1 Para cada A € Obj(C) existe 14 € C(A, A), llamado el morfismo identidad de A, tal que
para cualquier f € C(A,B)y g € C(C, A) se cumple: flx = fy lag=g.
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C2 La operacion - es asociativa, es decir, para cualesquiera f € C(A,B), g € C(C,D) y
h € C(D, E) se cumple:

hgf) = (hg)f.

Una categoria € se dice pequena, cuando Obj(C) y C(A, B) son conjuntos, para cualquier
par de objetos A, B € Obj(C). En estas notas solo se trabaja con categorias pequenas, es
por esto que no se hara distincién entre categorias y categorias pequenas, y ha estas ultimas
siempre se les va a llamar categorias.

Note que para cualquier objeto en una categoria € su morfismo identidad es 1inico, situacion
que garantiza la existencia de una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los morfis-
mos identidad y Obj(C); asi cuando sea necesario se identificard cada objeto de la categoria
con su respectivo morfismo identidad.

Para un morfismo f € C(A, B) se usaran las notaciones f: A — B 6 Ai>B, y a los objetos
Ay B se les llamaré el dominio (notado por Dom f) y el codominio (notado por Cod f) de f.

Existen muchos ejemplos de categorias entre ellos estan: la categoria de los grupos abelianos
Ab, la categoria de los conjuntos Sets, la categoria de los R-mddulos izquierdos Mod,(R), la
categoria de los R-mdédulos izquierdos finitamente generados mod;(R), entre muchas otras,
para més detalles y ejemplos ver [18]. En particular se va a trabajar con la categoria de
representaciones de un posets equipado, la cual va a ser descrita en el capitulo 3.

Una subcategoria € de una categorfa G es una categorfa tal que: (i) Obj(C) C Obj(€),
(77) para cualquier par de objetos Ay B en e, G/(A, B) C C(A, B) y (iii) la composicién
en € es inducida por la composicion en €. Por ejemplo: Ab es una subcategoria de la ca-
tegorfa de los grupos Grp. Una subcategoria € de € tal que € (A, B) = C(A, B) para todo
par A, B € Obj((?l) recibe el nombre de subcategoria plena de C; asi, para obtener una
subcategoria plena de una categoria dada C, basta tomar cualquier subclase de objetos en €
y todos los morfismos entre estos objetos en €, por ejemplo: Ab es una subcategoria plena
de Grp.

Se define la categoria dual C” de una categoria dada C, como la categoria tal que
(i) Obj(€C) = Obj(C?) y (ii) para cada Ay Ben C, f € C(A, B) siy solo si f? € CP(B, A),
de esta forma; si un morfismo satisface una propiedad p en C, entonces el morfismo dual
satisface la propiedad p°? en C.

Un morfismo f : A — B es invertible o isomorfismos si existe un morfismo f : B — A
tal que ff =1py f f = 1p, en este caso f es tnico y se nota por f~. Dos objetos A y
B de una categoria son isomorfos, cuando existe un isomorfismo f : A — B, este hecho se
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nota por A = B.

Un morfismo f : A — B se dice mono o cancelable a izquierda si para cualquier par
de morfismos paralelos hy, he € C(B,C), fhy = fhe implica hy = hy; por ejemplo: en la ca-
tegoria Grp los morfismos monos coinciden con los monomorfismos, y en la categoria Sets
estos coinciden con las funciones uno a uno. Dualmente un morfismo f es epi o cancelable
a derecha si para cualquier par de morfismos paralelos t1,t, € C(D, B), t; f = tof implica
t1 = to, por ejemplo: en la categoria Sets los morfismos epi coinciden con las funciones sobre,
pero en la categoria de los anillos Rng el homomorfismo inclusion ¢ : Z — Q es epi, pero
claramente no es un epimorfismo; este ejemplo también muestra que en general un morfismo
mono y epi no es un isomorfismo.

Para un morfismo h : A — B una inversa a derecha es un morfismo r : B — A tal que
hr = 1p; una inversa a derecha de h es llamada una seccién de h. Note que si A tiene una
seccion, él es epi. Dualmente se dice que h tiene una inversa a izquierda 6 una retrac-
cion; en este caso h es mono. Si gf = 14, decimos que g es epi escindido y f es mono
escindido, en este caso esta definido el morfismos fg el cual es idempotente. Un morfismo
f : B — B es idempotente escindido, si es idempotente y existen morfismos h y g tales

que f =hgy gh=1.

Un objeto S es inicial si para cualquier otro objeto A existe un inico morfismo f : S — A.
Si S es un objeto inicial entonces el inico morfismo f : .S — S es la identidad, asi; cualquier
par de objetos iniciales en una misma categoria son isomorfos. Dualmente se define objeto
terminal y se cumple la propiedad de unicidad de este salvo isomorfismo. Por ejemplo: en
la categoria Sets el conjunto vacio es un objeto inicial y cualquier conjunto con un solo
elemento es un objeto terminal, por otro lado en Grp el grupo trivial es al tiempo un objeto
inicial y terminal. Un objeto que es al tiempo terminal e inicial en una categoria € se llama
objeto nulo y se nota por 0. En una categoria € con objeto nulo C(A, B) # (), para cada par
de objetos A y B, ya que en este conjunto esta el morfismo nulo 0,43, el cual resulta de la
composicion de los morfismos A — 0y 0 — B.

2.2 Definicién. Para un par de categorias dadas C y B un funtor F': € — B; consiste de
dos funciones relacionadas adecuadamente: la funcién que a cada objeto X de C le asocia
un objeto FX de B, y la funcién que a cada f € C(X,Y) le asocia F'f € B(FX,FY); de

manera que se satisfacen los siguientes axiomas:
F1 Para cada X € Obj(C), Flx = lpx.

F2 Para cada par de morfismos f y g en C tales que fg esta definido, el morfismo F' fFg
estd definido en By Ffg= FfFg.
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Ahora; considere la correspondencia D : € — C% tal que a cada objeto A de € le asocia
DA = A, y a cada morfismo f le asocia Df = f°, note que esta correspondencia cumple
el axioma F1 de la definicién anterior pero no el axioma F2, a cambio de esto, satisface el
axioma:

F2* Para cada par de morfismos f y g en € tales que fg estd definido, el morfismo FgF'f
estd definido en By Ffg= FgFf.

A una correspondencia que cumpla F'1 y F2* se le llama funtor contravariante y a una
correspondencia que cumple con la definicién 1.2 se le da el nombre de funtor covariante.
En general a una correspondencia que cumpla cualquiera de estas dos definiciones se lla-
mara funtor. En realidad, un funtor contravariante se puede ver como un funtor covariante;
teniendo en cuenta que la composicién de funtores es un funtor y que la composicién de dos
funtores contravariantes es un funtor covariante, en efecto; si £’ : € — B es un funtor contra-
variante este puede ser visto como el funtor F' = F'D : € — B. En consecuencia, cualquier
funtor contravariante F : € — B se puede ver como el funtor covariante F : €% — B, y esta
serd la manera como se verd a cualquier funtor contravariantes.

Sean DI, la categoria de todos los dominios de integridad con morfismos todos los mono-
morfismos y Q : DI, — Rng tal que la funcién objeto envia a cada dominio de integridad
A en su cuerpo cociente Q(A) y la funcién morfismo envia a cada f € DI, en Q(f); donde

Q(N(§) = %, asi Q(f) es bien definida, pues f es monomorfismo. De esta manera la

construcciéon cuerpo cociente de un dominio de integridad puede ser vista como un funtor.

Sea M un médulo izquierdo fijo, considerese Hom(M, —) : Mod,;(R) — Ab tal que a cada
N le asocia el grupo abeliano Hom(M, N) y cada homomorfismo f : N — S de R-mdédulos
izquierdos le asocia el homomorfismo de grupos abelianos Hom(M, f) = f.; De manera que
si g € Hom(N, M) entonces f.g := fg, asi Hom(M, —) es una funtor de la categoria Mod,;(R)
a la categoria Ab. Por otro lado; Hom(—, M) : Mod;(R) — Ab también es un funtor donde
la funcién morfismo Hom(f, M) = f* para f : N — S es tal que si g € Hom(S, M) entonces
f*g := gf. De esta manera Hom(—, M) es un funtor contravariante y Hom(M, —) es uno
covariante.

Un funtor F' : € — B es llamado funtor pleno si la funcién morfismo es sobreyectiva. F'
es llamado funtor fiel si la funcién morfismo en inyectiva. Un ejemplo de un funtor fiel es
el funtor inclusién I : € — ©; donde € es una subcategoria de €, ademas I es pleno si la
subcategorfa € es plena. Un isomorfismo entre categorfas es un funtor F : € — B para
el cual existe un funtor G : B — C tal que GF = lg¢ y F'G = 14, note que un isomorfismo
entre categorias es al tiempo un funtor fiel y pleno, que establece una biyeccion entre los
objetos de las categorias C y B. Un ejemplo sencillo de isomorfismo de categorias lo da el
funtor D : € — C.
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Dados funtores F,G : € — B se dice que G es un subfuntor de F: si GC C FC para
todo C' € Obj(€) y para cada morfismo f : C' — C', el morfismos Gf es la restriccién del
morfismo F'f a GC.

2.3 Definicién. Sean F,G : € — B funtores. Una transformacién natural 7 : F-3G es
una funcién que asigna a cada objeto C' de € un morfismo 7 = 7C' : FC' — GC de B de tal
manera que para cualquier morfismo f : C — C' el siguiente diagrama se hace conmutativo

FC -2~ GC

ol o

FC/ T—/>GC/
C

Cuando esto se cumple se dice que 7¢ : FFC — GC es natural en C. Una transformacion
natural también recibe el nombre de morfismo entre funtores.

Una transformacién natural 7 tal que para todo objeto C' € €, 7¢ es invertible recibe el nom-
bre de equivalencia natural o isomorfismo natural; en simbolos F' = (G, en este caso las
componentes 7, ! son las componentes del isomorfismo natural 7' : G=>F. A continuacién
se dan algunos ejemplos de transformaciones naturales

Para cada anillo conmutativo local A el homomorfismo canénico n4 : A — A/rad(A) define
una transformacién n del funtor identidad sobre la categoria de todos los anillos conmutativos
locales CRngL a el funtor factor radical F' : CRngLL — CRngL. Ademas, n es natural ya
que cada homomorfismos de anillos f : A — B cumple f(rad(A)) C rad(B), por lo que se
puede definir de manera natural el homomorfismo de anillos f : A/rad(A) — B/rad(B)
para el cual el siguiente diagrama conmuta

A5 A/rad(A)

| |

Sean Matry la categoria que tiene por objetos todos los niimeros enteros positivos, donde los
morfismos de n a m son todas las matrices sobre el campo F' de orden m xn y la composicién
es el producto de matrices, y Vectr la categoria de los espacios vectoriales de dimensién fini-
ta sobre un cuerpo F'. Se define a partir de lo anterior los funtores: dimp : Vecty — Matrp y
G : Matrp — Vectr de la siguiente manera: dimp (V') es la dimensién de V iy siT: V — W
es una transformacién lineal, existe por lo menos un isomorfismos 7y : X — F4mr(X) para
cada X € Obj(Vectr), se fija as{ un isomorfismo 7x para cada espacio vectorial X y se toma
dimz(T) como la matriz asociada a 7y T'ry, ' bajo las bases canénicas de Fdmr(V) y pdime(W)
respectivamente. Por otro lado; G(n) = F™ y la funcién morfismo es la funcién identidad.
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Entonces es facil ver que cada uno de los isomorfismos 7., que se fijaron en el proceso de
construccién de los funtores anteriores, definen transformaciones 7 : Inatr, — dimp oGy
7 Iveet, — G o dimp, que ademas son equivalencias naturales, es decir, dimp oG = Injatr,
y G odimp = Iyect,. En este caso se dice que Matry y Vectyr son categorias equivalentes.

En general dos categorias € y B son equivalentes cuando existen funtores S : € — By
T : B — Cat junto a isomorfismos naturales T oS = [ v S oT = Iy, lo que es equivalente
a que exista un funtor S : € — B fiel, pleno y tal que para cada C' € B existe A € C tal que
C = SA. El ejemplo anterior muestra que esta nocion permite comparar categorias que son
"parecidas” pero de diferentes ”tamanos”.

2.2. Construccion de categorias

La categoria producto: a partir de cualquier par de categorias C y B se puede construir la
categoria producto € x B como sigue: los objetos son las parejas ordenadas (C, B), donde
C'y B son objetos de C y B; respectivamente, los morfismos son las parejas ordenadas (f, g),
donde f y g son morfismos de € y B; respectivamente, y la composicién es la composicion
componente a componente. Junto con esta categoria existen los funtores:

clexBEB

llamados proyecciones del producto, definidos de manera natural, con la propiedad uni-
versal que dada cualquier categoria D y cualquier par de funtores ecLD £>B, existe un
unico funtor F': D — € x B que hace al diagrama

e exB_Y.B

A

D

conmutativo. De manera andloga se define la categoria producto para una familia arbitraria
de categorias. Dos funtores F' : C — e yG:B — B’ también tienen un producto F x G :
Cx B — € x B definido sobre ob jetos y morfismo por:

FxG(C,B) = (FC,GB)  FxG(f,g) = (Ff,Gqg).

En la anterior definicion esta incluida la descripcién de funtores F' : D — € x B a una
categoria producto. Por otro lado, los funtores G : € x B — D a partir de una categoria
producto se llaman bifuntores o funtores de dos variables. Tales funtores aparecen fre-
cuentemente, algunos ejemplos son: el bifuntor Mor(—, —) : C” x € — Sets, el bifuntor
x : Sets x Sets — Sets y el bifuntor Ext(—,—) : A” x A — Ab.
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Si se fija uno de los argumentos de un bifuntor F'; lo que se obtiene es un funtor ordinario
sobre el argumento restante. En general, un bifuntor F' estd determinado por estos dos
funtores como se muestra en la siguiente proposicion.

2.4 Proposicion. Sean B, C y D categorias. Para cualesquiera objetos C € Cy B € B,
sean

Lc:B — D, Mg:C—D

funtores tales que Lo(B) = Mp(C). Entonces existe un bifuntor F' : B x € — D tal que
F(—,C) = L¢ para todo C'y F(B,—) = Mg para todo B si y solo si para todo par de
morfismos f: B— B' y g: C' — C' se tiene la igualdad

Mg goLcf = Le foMpg.
Esta igualdad de morfismos en D es entonces el valor F'(f,¢) de la funcién morfismo de F'.

Demostracion. Ver [18]. O

La categoria cociente: una funcién R : Obj(€C)? — Sets es una congruencia sobre € si (i)
R asocia a cada par de objetos A y B una relacién de equivalencia R(A, B) sobre C(A, B)
y (i1) si fR(A,B)f entonces para cada par de morfismos g : A - Ay h: B - B,
hfgR(A",B)hf'g. Asi, si R es una congruencia sobre € entonces se obtiene la categoria
cociente C /R y el funtor canénico @ : € — € /R de tal manera que si H : € — B es
cualquier funtor tal que fR(A, B)f implica Hf = Hf', entonces existe un tnico funtor
T :C/R — B que hace al diagrama

_“.¢e/R

¢
/s
H /s
7
L7 T

B

conmutativo. Si R es una relacién sobre una categoria €, A y B son elementos en €, entonces
para simplificar la escritura, se notara la relacién R(A, B) por 4Rp.

2.3. Limites y colimites

2.5 Definicién. Un limite para un funtor F': § — € es un objeto en €, notado por lim F,
—

junto con una familia de morfismos {5; : im F' — Fi|i € Obj(J)} tal que:
—

L1 Para todo morfismo h : i — j en J se tiene que Fhf3; = ;.
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L2 Si R es un objeto en Cy {o; : R — Fi|i € Obj(d)} es una familia de morfismo tal que
para todo morfismo h : ¢ — j en g se tiene que F'ha; = «;, entonces existe un unico
morfismo f : 7 — lim F' que hace al diagrama

—

RZIlim F Fh
H

conmutativo para todo 7, j y todo morfismo h : 7 — j.

Iy

Suponga que {«; : C' — Fi|i € J} es otro limite para F', entonces por la propiedad universal
existen morfismos tinicos h : C — lim F' y h' :lim F — C tales que B;hh' = B; y a;h'h = o
para cada ¢ € J. Si se aplica la propgdad univer?ﬂ para comprobar que los inicos morfismos
tales que 5;f = B; v a;g = «; son respectivamente f = 1EmF y g = l¢, entonces se puede
concluir que hh' = lymr v K'h = l¢, es decir, cualquier par de objetos limites de F' son
isomorfos, es por estozue no es ambiguo notar este objeto por h£1 F' ni hablar del limite de

F. A continuacién se dan algunos ejemplos particulares de limites que seran ttiles.

Sea P un poset visto como categoriay F' : P — €, el objeto limite lim F' es llamado el limite
H

proyectivo y los morfismos (; son llamados proyecciones.

Si d es la categoria discreta {1, 2}, entonces cualquier funtor ' : J — € es un par de objetos
Ay B en C. Si el limite de F existe, al objeto limite se le llama el producto de Ay B,y
se nota por A[[B 6 A x B; el diagrama limite consiste en un objeto A x B y un par de
morfismos p y ¢

A< AxB-*.B

llamados las proyecciones del producto A x B. Por la definiciéon de limite tenemos la
biyeccién de conjuntos

C(C, A x B) = C(C, A) x C(C, B)

natural en C. Que envia a cualquier morfismo h : C' — A x B en la pareja (ph,qh). A la
inversa, si f : C' — Ay g: C — B son cualquier par de morfismos, entonces existe un
unico morfismo h : C' — A x B tal que ph = f y q¢h = g. Por ejemplo: el producto en Grp,
Mod(K), rep P existe y coincide con la suma directa de sus objetos.

En general cuando J es cualquier categoria discreta el funtor F': J — € es precisamente una
familia de objetos A; J-indexada en C, en esta caso el objeto limite de F se llama el producto
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de esta familia y se nota por [],; As, y los morfismos p; : [,c; Ai — Ai que hacen parte del

i€d
limite se llaman proyecciones, y se tiene la biyeccion de conjuntos

e, [T4) = e 4

icd ied

que al igual que en el caso anterior es natural en C'. En particular cuando F' es constante el
objeto limite se llama potencia, y si Fii = A, este se nota por A% y se tiene la biyeccién de
conjuntos

e(C, AY =~ e(C, AY)

natural en C.

Si J =], el funtor F :|]— € es un par de flechas paralelas f,g : A — B en C. El objeto
limite de F', cuando existe, es llamado un ecualizador (6 una diferencia nicleo) de f y
g. El diagrama limite es:

f
D——A==DB, fe=ge

La flecha universal se llama ecualizador de f y g; su propiedad universal se lee: Para cual-
quier morfismos h : C' — A tal que fh = gh existe un dnico morfismo h' : C' — D tal que
eh’ = h. En Sets, el conjunto ecualizador siempre existe; D es el conjunto {z| fr = gz}
y la flecha ecualizador e es la inclusién usual. En las categorias Ab y Mod(K) y rep P el
objeto ecualizador coincide con el ntcleo de f — g y la flecha ecualizador coincide con la
inclusion. Ecualizadores para cualquier nimero de flechas se describe de manera andloga.
Por la propiedad universal cualquier ecualizador es necesariamente mono.

Por ultimo; si § = (— - <), un funtor F': (— - <) — € es un par de morfismos f: B — A
y g: D — Aen € con codominio comtin A. Un limite para F' es un par de morfismos h, k
con dominio comun que hace al cuadrado

k.

Sy

h

-~
<

s

D g

conmutativo. Si k' : " — By h' : C" = D es otro par de morfismos tal que fk' = gh’,
existe un tnico morfismo u : €' — C tal que ku = k' y hu = h'. En este caso el cuadrado
universal se llama un cuadrado pullback, y el objeto C se nota por B x4 D, y se llama
el objeto pullback , un producto fibrado 6 un producto sobre A. Esta construccion es
posible en muchas categorias, una de ellas es la categoria Mod(K); donde B x4 D es el
médulo {(z,y) | f(z) = g(y)} v los morfismos k y h son las restricciones de las proyecciones
usuales del producto de moédulos. Pullbacks para cualquier nimero de flechas con codominio
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comun se describen de manera analoga.

De manera dual para un funtor F' : J — C se define el colimite y se demuestra que el objeto

colimite es tinico salvo isomorfismo. Para el objeto colimite se usa la notaciéon lim F'. En
—

particular cuando J = P es un poset entonces el objeto colimite es llamado limite directo
y los morfismos que hacen parte del diagrama universal del colimite son llamados inyecciones.

Si d = {1,2}, cuando el colimite de F' existe; este tiene la siguiente descripcién: El obje-
to colimite se llama el coproducto de la imagen de la funciéon objeto de F' que se nota
por F1][F2 6 F1+ F2, los morfismos que hacen parte del diagrama universal se llaman
inyecciones del coproducto y se tiene la biyeccién de conjuntos

C(A]] B.C)=C(A,C) x €(B,C)

natural en C. Por ejemplo: el coproducto en Sets es la unién disyunta de conjuntos junto con
las funciones inyeccién. Mientras que si K es una anillo en la categoria Mod(K) el objeto
coproducto coincide con el objeto producto y las inyecciones son las inyecciones usuales.

En general, si F' : X — C es un funtor, donde X es una categoria discreta, entonces el objeto
colimite de F' se llama el coproducto de la familia {F"i|i € X} y se nota por [[,.y Fi, y los
morfismos que hacen parte del colimite se llaman inyecciones del coproducto. Y se tiene la
biyeccién de conjuntos
e(IT 4.0) =[] e, 0)
zeX zeX
que al igual que en caso anterior es natural en C. En particular cuando F' es constante
el objeto colimite se llama copotencia, este se nota por X - Fi. En este caso se tiene la
biyeccién de conjuntos

C(Fi,C)YX 2 (X - Fi,O).

Por ejemplo: en Sets, con A =Y un conjunto, el coproducto X - Y = X X Y coincide con
el producto cartesiano de los conjuntos X y Y.

Si J =||, cuando el colimite de F' existe, el objeto colimite es llamado un coecualiza-
dor (6 una diferencia conicleo). Por ejemplo: en las categorias Ab y Mod(K) el objeto
coecualizador coincide con el conicleo de f — g y la flecha coecualizador coincide con el
homomorfismo candnico. Coecualizadores para cualquier niimero de flechas se describe de
manera analoga. Por la propiedad universal cualquier coecualizador es necesariamente epi.

SiJ = (« - —), un funtor F': (+— - —) — € es un par de morfismos f: A— Byg: A— D
en C con dominio comin A. Un colimite para F' es un par de morfismos u, v con codominio
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comun que hace al cuadrado
A-L.B
g L
D——R

conmutativo. Siu : B — R y v : D — R es otro par de morfismos tales que u' f = v'g,
existe un tinico morfismo w : R — R’ tal que uw = u' y vw = v". En este caso el cuadrado
universal se llama un cuadrado pushout, y el objeto R se nota por B[], D, y se llama
el objeto pullback , una suma amalgama 6 un coproducto sobre A. Esta construccién es
posible en muchas categorias, por ejemplo: en la categoria Mod(K); donde B[], D es el
médulo cociente B x D/C; donde C' = {(f(x),—g(x)) |z € A} y los morfismos v y v son los
homomorfismos canénicos. Pushouts para cualquier niimero de flechas con dominio comun
se describe de manera anéaloga.

2.4. Categorias abelianas

2.4.1. Categorias aditivas

2.6 Definicién. Una categoria A se dice aditiva si:
Ad1l Tiene objeto nulo.
Ad2 Cada par de objetos tiene producto y coproducto.
Ad3 Cada conjunto A(A, B) tiene estructura de grupo abeliano y tal que la composicién
A(A,B) x A(B,C) - A(A,C)
es bilineal.

En una categoria aditiva un sistema suma directa de dos objetos A y B es un diagrama:

LA LB
A<—C—=1B
pA PB

tal que
(i) pata =14, pet = lp
(11) PBlLA = 0, pAlLB = 0

(iii) tapa +teps = lc.



12 2 Preliminares Categoricos

El sistema suma directa de dos objetos A y B se nota por la quintupla (¢4, 5, pa, p, C).
si (44,tg, P4, g, C') €s otro sistema suma directa, entonces

(tpp +apa)(ipps +iapa) =lo vy ((gpp +iapa)(tspp + taps) = 1o,

es decir, el objeto suma directa de dos objetos es tinico salvo isomorfismo; por esta razén
cualquier objeto suma directa de A y B se nota por A@® B y se le llama la suma directa de
Ay B. En una categoria con sumas directas un objeto X # 0 se llama indescomponibles si
X = X;® X, implica X; =06 Xy = 0. Ademds, se tiene el siguiente resultado en categorias
aditivas.

2.7 Proposicion. Sean A y B dos objetos en una categoria aditiva, entonces

1. La tripla (pa, pp, ¢) es un producto si y solo si existen ¢, : C' — Ay tp: C' — B tal que
la quintupla (¢4, tp,pa, pr, C) es un sistema suma directa.

2. La tripla (i4,ip,C) es un coproducto si y solo si existen ps : A — Ay pp: B — C tal
que la quintupla (i4,ig,pa, pp, C) es un sistema suma directa.

3. Ax B2 A+ B.

Demostracion. 1. (=) Por la definicién del producto se garantiza la existencia de los
morfismos ¢4 v tp tal que los diagramas

A A
1a 0
A //;
LA A LB C
ﬁ \pB;
0 B 1p B

conmutan, esto es equivalente a las condiciones (i) y (ii) del sistema suma directa.
También por la definicién del producto se tiene la biyeccién de conjuntos

Mor (X, C) — Mor(X, A) x Mor(X, B),

tal que a cada 5 : X — C le asocia la pareja (paf, pp3). Tomando X = C'y 5 = 1¢ se
tiene que a 1¢, se le asocia la pareja (pa, pp) que es la misma pareja que se la asocia
al morfismo pata + ppig, lo que prueba (iii).
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(<) Sean f: X - Ay g: X — B, considere el morfismo & :=isf + igg, entonces el

diagrama
A

conmuta por las condiciones (i) y (ii). Si € es otro morfismo tal que pa& = f y
pp€ = g, entonces por la condicién (iii)

/

§ = (tapa + LBPB)fl =uaf +i1pg=¢.

2. La demostracion es dual a la anterior.

3. Es consecuencia directa de 1, 2 y del hecho de que el objeto suma directa es tinico salvo
isomorfismo.

]

Por la proposicion anterior en una categoria aditiva los objetos producto, coproducto y suma
directa de una familia finita de objetos A = {A4;|1 < i < n} se pueden identificar; por lo

B
i=1

para cualquiera de los objetos: suma directa, producto é coproducto de la familia A, ademas,

que se usa la notacion

si f @ @, A — D", B es un morfismo, este tiene la escritura matricial (f;;); donde
Jij = pB, fa,-

Un funtor entre categorfas aditivas se dice aditivo si F(f + g) = Ff + Fg. Es sencillo
demostrar que si F' es aditivo, entonces F' envia sumas directas en sumas directas. A menos
que otra cosa se diga un funtor entre categorias aditivas sera aditivo.

2.4.2. Nucleos y conucleos

En una categoria aditiva una diferencia nicleo de un par de morfismos (f,g), si existe, es
una diferencia nucleo del par de morfismos (f — g,0), y viceversa. Obviamente un hecho
similar se cumple para diferencias conticleo. Estos hechos sugieren las siguientes definiciones
en categorias con objeto cero: un nicleo para un morfismo f : A — B es una diferencia
ntcleo del par (f,0), esto es equivalente a decir que un morfismo i : K — A es un nicleo de
f si para cualquier morfismo h : C' — A tal que fh = 0, existe un tinico morfismo A’ tal que
h = ih’ . Por la propiedad universal el objeto niicleo es tinico salvo isomorfismo, asi cualquier
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morfismo niucleo de f define el mismo objeto el cual se nota por Ker f, en particular un mor-
fismo nucleo se nota por ker f. Dualmente se define un morfismo conticleo de f, en este caso
el objeto contcleo se nota por Coker f y un morfismo conticleo se nota por coker f. Un mono
(epi) se dice normal (conormal) cuando es nicleo (respectivamente conticleo). Se dice que
una categoria tiene nicleos y contcleos cuando todo morfismo tiene un nicleo y un contcleo.

Para un morfismo f en una categoria con nicleos y conticleos se definen una imagen y una
coimagen por:

im f := ker(coker f) y coim f := coker(ker f),

y los respectivos objetos que definen estos dos morfismos se llaman los objetos imagen y
coimagen de f que se notan por Im f y Coim f. Note que f es mono < kerf = 0 <
coim f = 1, equivalencias duales se tienen si f es epi.

2.8 Proposicién. En una categoria con nicleos y conticleos para todo morfismo f se tienen
las igualdades:

ker(im f) =ker f 'y coker(coim f) = coker f (2.1)

Demostracion. Se demostrara la igualdad de la derecha, la demostracion de la otra igualdad
es dual. Ya que coim f es contcleo del ntcleo de f, existe un tnico morfismo ¢ tal que
gcoim f = f, asi

f ker(coim f) = g coim f ker(coim f) = 0,

lo que asegura la existencia de un tinico morfismo « tal que ker(coim f) = ker fa. Por otro
lado, como coim f ker f = 0, existe un tinico morfismo o’ tal que ker(coim f)a’ = ker f. Estos
hechos y las propiedades de los niicleos garantizan que « es un isomorfismo, esto prueba lo
deseado. O

2.9 Corolario. En una categoria con nicleos y contcleos las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. Todo mono es normal y todo epi es conormal.
2. Todo mono es ntcleo de su conticleo y todo epi es conticleo de su nucleo.
Demostracion. Inmediato de 2.8. O

De este corolario podemos concluir que en una categoria normal, conormal, con nicleos y
conticleos todo morfismo f mono y epi es isomorfismo. En efecto, el nicleo y el contcleo de f
son los morfismos cero, ademds, el nticleo y el conticleo de un morfismo cero es la identidad.
Por el corolario anterior f es el niicleo y el conticleo de los morfismos cero correspondientes,
asi existen morfismos hy y hs tales que fho = 1y hyf = 1, entonces hy = (hyf)hs = ha, lo
que prueba que f es un isomorfismo.
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2.4.3. Categorias abelianas

2.10 Definicién. Una categoria A se dice abeliana si:
Abl Tiene objeto cero.

Ab2 A tiene productos y coproductos finitos.

Ab3 A tiene ntcleos y contcleos.

Ab4 Todo mono es normal y todo epi es conormal.

Para categorias abelianas se va a establecer la siguiente notacién: Si (pa, pp, A X B) es una
tripla producto, f : C' = Ay g : C' — B son morfismos, entonces se notara por (g) al
unico morfismo tal que py (g) =fyops (g) =g. Y si(ia,ip, A+ B) es un tripla coproducto,
f:A— Cyg:B— C sondos morfismos, entonces se notara por (f,g) al inico morfismo
tal que (f,9)ia = f vy (f,9)ip = g.

2.11 Teorema. Sea A una categoria abeliana, entonces:
1. A tiene diferencias nticleos y contcleos.
2. A tiene cuadrados pullbacks y pushouts.

Demostracion. Solo se demostrara la existencia de diferencias nicleos y cuadrados pullbacks;
las otras demostraciones son duales

1. Sean f,g : A — B dos morfismos y considerese los morfismos u := coker (}) y wy =
1 1 . ;. 1 1
ker((g)u), cOmo ( f) es mono, existe un unico morfismo wy tal que ( f)wg = (g)wl,
asi e = w; = py (})wl = pa (;) wy = wq. Veamos que e es una diferencia nicleo para f
y g, en efecto: si h es un morfismo tal que fh = gh, se tiene

pg(l)hthzgthB(l)h y pA(l)hzh:pA(l)h,
f g f g

entonces (})h = (l)h, asi u(l)h = u(l)h = 0, en consecuencia existe un tinico morfismo
g g !
w tal que ew = h.

2. Sean f: B — Ay g:C — A dos morfismos en una categoria abeliana, y considere
e : K — A x B una diferencia contcleo del par de morfismos fpg, gpc : B x C — A.
Resta probar que el par de morfismos h = pge y r = pce junto con los morfismos f y
g forman un cuadrado pullback. En efecto, si v y w son morfismo tales que fv = gw,
frg (Z) = fv = gw = gpc (;’)), entonces existe un tnico morfismo v tal que eu = (”),

w
asi hu = pgeu = v y ru = pceu = w.
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]

2.12 Proposicion. En una categoria abeliana todo morfismos f acepta la escritura f = mp;
donde p := coim f v m es mono. Ademds, si f = m'p es otra factorizacién de f con m’
mono y p epi, existe un isomorfismo ¢ tal que m' = mt yp= tp.

Demostracion. Ver [18] pagina 199. O

Por dualidad se tiene que cualquier morfismo f en una categoria con nucleos, contcleos,
diferencias nicleo, normal y conormal, tiene la factorizacién tnica f = wim f. De hecho
para morfismo en categorias abelianas se tiene el siguiente resultado.

2.13 Teorema. En una categoria abeliana todo morfismo f tiene la factorizaciéon tnica
f =1im f f coim f; donde f es un isomorfismo.

Demostracion. Por la proposicion 2.12 f = mcoim f, asi coker ff = coker fmcoim f = 0,
como coim f es epi, entonces coker fm = 0, por lo tanto m = im fg¢ para un tinico mono g,
tenemos asi que f = im fgcoim f y por dualidad se tiene que f = im fp y existe un tnico
epi ¢ tal que f =1im fg coim f, asf f = g = ¢ es isomorfismo. La unicidad es consecuencia
directa de la unicidad de las otras factorizaciones. O

Tenemos asi para cualquier morfismo f es una categoria abeliana el diagrama

ker f coker f

Ker f A—Tt .pB Coker f
coim fJ Tim f
Coim f — Im f

conmutativo; donde f es un isomorfismo. Una consecuencia adicional de la existencia de este
diagrama es que cualquier morfismo f se puede escribir como f = im f coim f.

2.14 Proposicion. Sean A y B dos objetos en una categoria abeliana, entonces
1. imig = ker(0,1) y im ((1)) = ker pp.
2. Ax B2 A+ B.

Demostracion. Ver [9]. O

En conclusion en cualquier categoria abeliana el producto y el coproducto de dos objetos
coincide. En esta caso para dos objetos A y B se usa el simbolo A ® B para denotar el
producto y el coproducto de estos, y es llamado la suma directa de A y B. Ademas, si f
es un morfismo entre sumas directas, entonces este acepta una escritura matricial como en
categorias aditivas.

Para un objeto A se define el morfismo diagonal 4 := (i) y el morfismo suma o4 := (1, 1).
Dados dos morfismos f,g: A — B, se definen los morfismos f +, g :=(f,9)0ay f+rg:=

ap(!).
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2.15 Teorema. Sean f,g : A — B, h: B — C yu: (C — A morfismo en una categoria
abeliana A, entonces

LO+rf=f=f+0 y O+rf=f=/f+r0.
2. hf+rhg=h(f+r9) v futrgu=(f+rgu
3. 4+ = +r = + y esta es asociativa y conmutativa.

4. A(A, B) con la operacién + es un grupo abeliano.

Demostracion. 1. 04 f = (0, f)da = (0, f)(}) =f=(f, O)G) = (f,0)004 = f+.0, la
otra igualdad se prueba de manera analoga.

2. hf +rhg = (hf,hg)oa = h(f,g)0a = h(f +L g), la otra igualdad se prueba de manera
andloga.

3. Sea (f g) :A® A — B® B, entonces
vow

(f +r9) +r (vHpw) = JB(Q +r aBC;) = @[(ﬁ) +1 (2)]

_ UB[(g Z;) 5a] = [os (5 jj})m

= [(f> U) +R (gaw)]éA = (f> U)(SA +R (ga w)gA
= (f+Lv) +r (g +Lw).

Haciendo g = 0, v = 0 y teniendo en cuenta la propiedad 1. se obtiene f+,w = f+grw,
lo que prueba +; = 4+ = + y se también se tiene la igualdad

(f+9)+@w+w)=(f+v)+ (g+w)

haciendo v = 0 se obtiene (f +¢g) +w = f + (¢ + w), y haciendo f =0y w = 0 se
obtiene g +v =v+g.

4. Para demostrar que A(A, B) tiene estructura de grupo abeliano con la operacién -+,
resta probar que cualquier morfismo tiene inverso. Para esto sea f : A — B, y considere
el nucleo (:j) :k — A® A del morfismo (} ‘1)), el cual es tal que (; ‘f) (;f):( fulfi-v) =0,
asiu =0y v =0, por lo tanto (} ‘j) es mono. Dualmente se prueba que es epi y asi es
un isomorfismo. Es sencillo ver que la inversa es de la forma C [1)), donde f 4 g = 0.

O

Una consecuencia directa de 2.15 es que toda categoria abeliana es aditiva; ademas, es sencillo

probar a partir de la notaciéon matricial, que si F' : A — A" es un funtor entre categoria

abelianas, entonces F es aditivo si y solo si F' preserva sumas directas. A menos que se diga

lo contrario un funtor entre categorias abelianas preserva sumas directas.
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2.16 Teorema. Las siguientes condiciones son equivalentes para una categoria A.
1. A es abeliana.
2. A tiene objeto cero, es normal, conormal y tiene pullbacks y pushouts.

3. A es aditiva, tiene nicleos, conicleos y todo morfismo f tiene la factorizacién unica
(salvo isomorfismos) f = im f coim f.

Demostracion. (1.= 2.) es inmediato de 2.11. (2. = 1.) Para A y B objetos cualesquiera en
A los morfismos p4 v pa, junto con el objeto C' del cuadrado pullback

PA A

(l)o

forman un producto de A y B. Dualmente se ve que A y B tienen un coproducto en A. Por
otro lado para f : A — B el morfismo k : E — A del cuadrado pullback

Q

ba

B S

Sy

—_

0

E-f.A
OL f
0——B

0

es un nucleo para f en A. Dualmente se ve que f tiene un contucleo en A.

(1.=3.) Es inmediato de 2.13 y 2.15. (3.=1.) Si f es mono entonces f = coim f, por lo
tanto f es nucleo de su conticleo y por 2.9 es normal. Dualmente se prueba que todo epi es
conormal. 0

2.4.4. Sucesiones exactas
2.17 Definicién. Una sucesion de la forma

"'Ai—1£>z4¢i> 1 (2.2)

es exacta en A; siim f;_; = ker f;, y se dice una sucesion exacta si es exacta en cada A;.
En particular una sucesion exacta del tipo

f_o 9

0 (2.3)

se llama una sucesion exacta corta.
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La exactitud de (2.3) significa que f es mono, g es epi y im f = ker g es sencillo ver que esto
es equivalente a f es mono, g es epi y coker f = coim g. También por el axioma Ab4: (2.3)
es exacta si y solo si f = ker g y g = coker f. En particular una sucesion

O.f.g.(.f.g.())
es exacta si solo si f = ker g (respectivamente g = coker f).

Un funtor covariante entre categorias abelianas F' : A — A’ se dice exacto a izquierda
(derecha) si para todo morfismo f se tiene ker F'f = F(ker f) (respectivamente coker F'f =
F(coker f)). Un funtor exacto a izquierda y a derecha se dice exacto. Es sencillo ver F' es
exacto a izquierda (respectivamente a derecha) si y solo si dada la sucesién exacta

().f.g.(.f.g.o)7

entonces

0 Ff ) Fg Ff ) Fg 0)

(respectivamente

es exacta. Asi, un funtor es exacto si y solo si envia sucesiones exactas cortas en sucesiones
exactas cortas.

2.18 Proposicion. En una categoria abeliana A se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo objeto X el funtor A(X,—) : A — Ab es exacto a izquierda.

T.B-2+C es exacta si y solo si para todo objeto X la

2. La sucesién 0 A

sucesion 0 — A(X, A)i>A(X, B) £~ A(X,C) es exacta.

Demostracion. 1. Sean 0 A—L B2 C unasucesién exacta en A yheA(X, A)
tal que f.h = 0, esto significa que fh = 0 y como f es mono se concluye que h = 0,
asi Ker f, = 0 por lo tanto f, es un monomorfismo. Ahora si h € Ker g,, esto significa

que gh = 0 por lo tanto existe « tal que h = im fa, pero como f es mono f = im f,
esto significa que h = fa = f.a, lo que prueba que Kerg, C Im f,. Por otro lado
Im f, C Ker g, ya que g.f. = 0, lo que concluye la demostracién.

2. =) Consecuencia directa de 1.<=) Sea h : X — A tal que fh = 0, esto significa que
f+h = 0, pero como f, es monomorfismo entonces h = 0, lo que significa que f es mono
y en conclusion f = im f. Ademas, si u : X — B es tal que gu = 0, esto significa
que g,u = 0 en conclusion u € Ker g, = Im f, por lo que existe w : X — A tal que

u = f,w = fw, lo que significa que im f = f = kerg.
]
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Propiedades duales se tienen si se usa el funtor A(—, X)) para cualquier objeto X de una
categoria abeliana A.

.« s .y / g . . s
2.19 Definicion. Una sucesion exacta 0 A B C 0 se dice sucesion
exacta escindida si f tiene una retracciéon y g tiene una seccion.

2.20 Proposicion. Sea

0 A1

B—2-C 0 (2.4)

una sucesion exacta en una categoria abeliana A, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. (2.4) es escindida.
2. f tiene una retraccion.
3. ¢ tiene una seccién.

Demostracion. (1.= 2.) Evidente. (2. = 3.) Sea f una retraccion de f, entonces
0=f—fff=Us—ff)f, yaqueg= coker f, existe un morfismo ¢ tal que 1z—ff =g'g,
asi gg'g = g(1p — ff) = g, pero como g es epi entonces gg = l¢, lo que significa que g
tiene una seccién. (3.<= 1.) Una retraccién de f se encuentra de manera dual a como se
encontré una seccion de g en la demostracién de la implicacién 2. = 3., esto completa la
demostracion. N

Note que si (2.4) es una sucesion exacta escindida, entonces B = A & C. En efecto si f es
una retraccién de f; de acuerdo a la demostracién anterior existe una seccién ¢ de g tal que
1g— ff =g'glocual implica que 13 = ff +4g gy f g =0, esto significa que la quintupla
(f.g,f,g,B) es un sistema suma directa de A y B, y por lo tanto B = A @ C. Pero en
general en una categoria abeliana B =2 A @ C' no implica que cualquier sucesién exacta de
la forma (2.4) sea escindida, por ejemplo: en la categoria Mod(Z); la sucesién

0 ZQ : Z4 ! ZQ 0,

donde (1) = 2 y I(1) = 1, es exacta pero no escindida ya que Z; % Zy ® Z,, ademés para
cualquier Z-modulo M, esta sucesion induce la sucesion exacta

o—>22ﬁ>z4@M”ﬂlZ2@M—>o,

la cual no es escindida, pero en el caso cuando se toma M como una suma directa infinita
de los Z-médulos Zs y Zy, se tiene Zy B M = 7o & 7oy ® M.
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2.4.5. Lemas clasicos

Counsidere el cuadrado
C—> A (2.5)
vt f

en una categorfa abeliana por definicién es claro que (2.5) conmuta siy solo si (f, —g) (%) = 0.

Ademés, este es un cuadrado pullback (pushout) si y solo si (Z

) = ker(f, —g) (respectiva-
mente (f, —g) = coker (Z)) En conclusion el cuadrado (2.5) es pullback y pushout si y solo
si (f, —g) = coker (5) y (Z) = ker(f, —g).

2.21 Proposicién. Dado un cuadrado pullback (2.5) en una categoria abeliana, g epi implica
u epi. Ademas, el nicleo de g factoriza a través del nicleo de wu.

Demostracion. Ver [18] pagina 203.
[

Dualmente si (2.5) es un cuadrado pushout, © mono implica g mono. Ademas el conticleo de
u factoriza a través del conticleo de g.

En virtud de los anteriores hechos, el método de pesca puede ser hecho en cualquier categoria
abeliana usando " miembros” (en A) en vez de elementos (en Ab). Una flecha z con codominio
A se va a llamar un miembro de A, y esta situacién se va a notar por = €,, A. Ademas,
para dos miembros de A, x y y, se define x = y que significa que existen epis u y v tales que
ru = yv. Esta relacion es evidentemente reflexiva y simétrica. Para probar que es transitiva,
suponga yw = zr para epis w y r y considere el cuadrado pullback situado en la parte
superior izquierda del diagrama
w/

C

. w
'rt Y

A

A

=
:

. . !’ ’ . .
Por la proposicién 2.21 w y v son epis, y de esto x = z. Entonces un miembro de A es una
clase de equivalencia, de la relacién =, de morfismos a A.

2.22 Teorema. Para los miembros en cualquier categoria abeliana se cumple:

1. Para un morfismo f : A — B las siguientes condiciones son equivalentes

a) f es mono.
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b) fxr =0, implica z = 0.

¢) fx = fa', implica z = 2.
2. g: B — (' es episiy solo si para todo z €, C existe un y €, B tal que gy = z.

3. h: R— S escero siy solo si para todo = €, R, hr = 0.

4. Una secuencia A J.pe. C es exacta si y solo si gf = 0y para todo y €, B con
gy = 0 existe un x €, A tal que fxr =y.

5. Dados g: B — C' y x,y €, B con gr = gy, existe un miembro z €,, B con gz = 0;
ademds, cualquier f : B — D con fx = 0 es tal que fy = fz y cualquier h : B — A
con hy = 0 es tal que hx = —hz.

Demostracion. Ver [18] pagina 204. O
El siguiente lema se puede probar usando el método de pesca como en [18].

2.23 Lema (Lema de los cinco). Sea el diagrama conmutativo

Al g1 A2 92 A3 g3 A4 94 A5

N

Bl BQ I B3 B4 BS

hi h3 ha
En una categoria abeliana; donde las filas son exactas, entonces
1. Si fi es epi, fo v fi son monos entonces f3 es mono.
2. Si f5 es mono, fy y f4 son epis entonces f3 es epi.
3. Si f1, fa, f4+ Y f5 son isomorfismos entonces f4 lo es.

Demostracion. Ver [18] pagina 205. ]

2.24 Corolario. Sea el diagrama conmutativo

0 Ay Lo A5 A, 0

|

0 By B3 By 0

ha h3
En una categoria abeliana; donde las filas son exactas, entonces
1. Si fy y f4 son monos entonces f3 es mono.

2. Si fo v f4 son epis entonces f3 es epi.
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3. Si foy fi son isomorfismos entonces f4 lo es.

2.25 Lema (Lema de la serpiente). Sea el diagrama conmutativo

0 A DB 2 0 (2.6)

R

0 A By Cy 0

f2 92

en una categoria abeliana; donde las filas son exactas, entonces existe un morfismo
0 : Ker h3 — Coker hy tal que la sucesién

0—— Ker hy I Ker ho I Ker hs —% . Coker hy 2, Coker ho % _ Coker hs —=0
(2.7)

es exacta.

Demostracion. Ver [18] pagina 206.

2.4.6. Objetos especiales

2.26 Definicion. Un objeto P en una categoria A se dice proyectivo si para todo epi
A-t.B y todo morfismo P —". B, existe un morfimos P —“> A tal que fh =h.
Para todo objeto A en una categoria abeliana A el funtor A(A,—) : A — Ab es exacto a

izquierda pero no siempre es exacto, por ejemplo: en la categoria Mod(Z) si aplicamos el
funtor Homy(Zs, —) a la sucesién exacta

0 7—tso7 - ".7, 0

se obtiene la sucesion

0—=0-2-0-2-7, 0

que no es exacta ya que el morfismo 0 no es epi. Pero cuando A es proyectivo este funtor es
exacto. De hecho se tiene la siguiente proposicién.

2.27 Proposicién. Para un objeto P en una categoria abeliana A las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. P es proyectivo.

2. El funtor A(P, —) es exacto.

3. Cualquier sucesion exacta 0 AL.p 2. p 0 es escindida.
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4. Cualquier epi g : N — P tiene una seccion.
Demostracion. (1. = 2.) La propiedad que satisface el objeto P significa que si

0 MMM 0

es exacta, el morfismo A(P, o) = o, es epimorfismo; esto junto con el hecho de que A(P, —) es

exacto a izquierda hace que A(P, —) sea exacto. (2. = 3.) Sea 0 AL.p2.p 0
una sucesion exacta entonces el morfismo g, : Hom(P, B) — Hom(P, P) es epi, y por lo tanto
para 1p existe ¢ : P — B tal que g¢ = ¢g.g = 1p, es decir, ¢ tiene una seccién y por 2.20
la sucesién exacta dada es escindida. (3. = 4.) Inmediato. (4. = 1.) Sea v : N — M un epi
y considere un morfismo u : P — M entonces se tiene el diagrama pullback

x-?2.p
)

Dado que v es epi, entonces g es epi y por lo tanto tiene una seccién ¢'. Entonces u = vhg

y P es proyectivo. O]

2.28 Proposicién. Sea @ P, una suma directa en una categoria A. Entonces cada P; es
ieJ

proyectivo si y solo si @ P; es proyectivo.

icJ

Demostracion. =) Sea g : B — C unepiy h: @,
t € I se tiene el morfismo hip, : P, — C, ya que P; es proyectivo, existe un morfismo

P, — C un morfismo, entonces para

h; : P, — B tal que gh; = htp,, esto para todo ¢ € J, por lo tanto existe un tinico morfismo
h @ZEJ P, — B tal que ]’LILPi = h; para todo i, asi gh/Lpippi = hup,pp, para todo 7 € J de lo
que se concluye que gh’' = h. <=) Sea g : N — M un epiy u : P, — M un morfismo entonces
existe un morfismos v tal que upp, = gv, tomando u = vLp, se tiene que guip, = upp,Lp, = U,
lo que prueba que cada P; es proyectivo. O

Dualmente se define un objeto inyectivo en una categoria abeliana y se demuestran propie-
dades con respecto a este tipo de objetos; como ejemplo: Un producto de objeto arbitrario es
inyectivo si y solo si cada objeto es proyectivo. En particular en la categoria Mod A, la suma
directa finita de modulos inyectivos es inyectivo, dado que la suma directa finita coincide
con el producto de médulos.

2.5. Categorias de Krull-Schmidt

A través de esta seccion R denotard un anillo conmutativo y k un cuerpo fijo.
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2.5.1. R-categorias

Una R-categoria es una categoria donde cada conjunto de morfismos A(X,Y) esta dotado
de estructura de R-mddulo y la composicion es R-bilineal. A menos que otra cosa se diga;
un funtor entre R-categorias F' : A — B es tal que para cada par de objetos X y Y en A,
F(X,Y): AX,Y) = B(FX,FY) es R-lineal. En particular una R-categoria A con objeto
cero y sumas directas finitas se dice R-categoria aditiva.

Para cualquier objeto X en una R-categoria aditiva A el conjunto A(X, X) esta dotada de
manera natural de estructura de R-élgebra, esta dlgebra se notard por End(X) y se le da
el nombre de élgebra de endomorfismos de X. Es sencillo probar que cuando End(X) es
un algebra local entonces X es un objeto indescomponible, la reciproca de esta afirmacion
no siempre es cierta; por ejemplo: en la k-categoria aditiva Mod k[z], k[z] visto como k[z]-
médulo es indescomponible pero su anillo de endomorfismos End(k[z]) = k[z] no es local.
En realidad la nocién de R-categoria no es mas que una generalizaciéon de la nocién de
algebra que permite también realizar una generalizacién de otros conceptos tales como ideal
y modulo, estas generalizaciones se dan a continuacién junto con la generalizaciéon de algunas
de sus respectivas propiedades.

2.29 Definicién. Para una R-categoria se hacen las siguientes definiciones:

1. Un ideal derecho I, de A consiste de un R-submédulo 14(X,Y) C A(X,Y) para cada
par de objetos X y Y en A, tal que paracada f € [4(Z,Y)y g € A(X,Z), fg € [4(X,Y).
De manera analoga se define ideal izquierdo e ideal bilatero.

2. Un médulo derecho M sobre A consiste de un grupo abeliano M (X) para cada objeto
X € Ay de una operacién M(X) x A(Y,X) — M(Y): (m, f) — mf, que cumple los
axiomas: mlx =m, m(fg) = (mf)g, (mi+ma)f = mif+maf ym(fi+fa) = mfr+mfs.
De esta manera la operacién M (X) x R — M(X); (m,r) — m(rlx) dota a cada grupo
M (X) de estructura de R-médulo. De manera andloga se define médulo a izquierda sobre
A.

A partir de las anteriores definiciones; nociones que se encuentran en la ”teoria de médulos”,
como: submodulo, mdédulo cociente, etc, y en la "teoria de algebras”, como: ideal maxi-
mal, algebra cociente, etc, pueden ser facilmente extendidas a la teoria de R-categorias.
Por ejemplo: La generalizacién del médulo subyacente a un algebra se puede generalizar
como sigue: Por definicién, el A-mddulo X" representado por un objeto X € A es tal que
XMNY) =AY, X) y XMNY) x AZ,)Y) = XNZ2); (f,g9) — fg. Por otro lado la extensién
de la nocion de radical R4 de una R-categoria A resulta ser exactamente igual que la de
teoria de algebras, como la interseccion de todos los ideales maximales derechos, y tiene
propiedades similares, como se muestra en el siguiente lema.
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2.30 Lema. Si f € A(X,Y) en una R-categoria A, las siguiente afirmaciones son equiva-
lentes:

1. feRAX,Y).

2. 1y + fg es invertible para cada g € A(Y, X).

3. f € L(Y) para cada ideal maximal izquierdo L de A.
4. 1x + gf es invertible para cada g € A(Y, X).

Demostracion. La demostracion de este lema es una generalizacion de la demostracion co-
rrespondiente para el lema en algebras. O

El lema anterior garantiza que el radical de una R-categoria es un ideal bildtero que no
contiene morfismos mono escindidos ni epi escindidos. La importancia del radical de una
R-algebra se encuentra en la siguiente observacién: Un ideal I de una R-algebra A estéd con-
tenido en Ry si y solo si la injeccién candnica @ : A — A /T conserva isomorfismos. Se sigue
de esto que un funtor F' : A — B entre R-categorias proporciona una biyecciéon entre las
clases de isomorfismos de A y B si este satisface que Ker F' C R4 e induce una equivalencia
A /Ker F/ = B, es decir, si I es epivalente!.

Para una R-categoria A se define la n-ésima potencia R’} C R4 como el conjunto de morfis-
mos f € Ry tal que se puede factorizar a través de n morfismos en Ry, es decir, f € R (X,Y)
si existen h; € Ra(X;_1,X;) con 1 < i < n tal que el diagrama
h2 hn—l hn

h1

f

X =Xy X, =Y

es conmutativo, es sencillo probar que cada uno de estas potencias es un ideal bilatero de A.
En particular en R-categorias aditivas se tiene la siguiente propiedad

2.31 Lema. Sea A una R-categorfa aditiva. f € R%(P_, Xi,@;_, Vi) si y solo si
py; fux, Ry (X;, Y;) paracada 1 <i<sy1<j<r.

Demostracion. Esta doble implicacién es inmediata del hecho de que R, un ideal bilatero
de A. O

Un morfismo f : A — B (¢ : B — () se llama minimal izquierdo (respectivamente
derecho) si para todo h € End(B) la igualdad hf = f (respectivamente gh = ¢) implica que
h es un isomorfismo.

'Un funtor F : A — B es epivalente si es pleno, para cada objeto Y € B existe un objeto X € A tal que
FX =Y y conserva isomorfismos.
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2.32 Proposicién. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un morfimos f: A —
B(g:B— ()

1. f (g) es minimal izquierdo (derecho).
9. {h€End(B); hf =0 (gh=0)}C R(B).
3. Paracadah: B— D (h: D — B) hf =0 (gh = 0) implica que h € R

Demostracion. (1 = 2) Para cualquier morfismos ¢ : B — C' se tiene que 1 + gh es isomor-
fismo, dado que (gh + 1)f = f, por lo tanto h € R. (2 = 3) Evidente. (3 = 1) Si (hf = f)

en consecuencia (1 —h) € Ry h=1— (1 — h) es isomorfismo. O

2.5.2. Categorias de Krull-Schmidt

A continuacién se expondrd la nocion de categoria de Krull-Schmidt y las propiedades de
ésta que se usara a través de este texto.

2.33 Definiciéon. Una categoria de Krull-Schmidt es una categoria R-aditiva en la
que cualquier objeto se puede descomponer como suma directa finita de objetos indescom-
ponibles con anillos de endomorfismos locales. Si adicionalmente es una k-categoria finito

IH

dimensional se dice que X es k-finita.

2.34 Ejemplo. Las categorias mod A, rep, P y rep,(Q;J) (representaciones sobre k de un
poset finito P y un carcaj acotado (Q,J)) son categorias de Krull-Schmidt, las tdltimas dos
ademds son categorias k-finitas. Cualquier clase de objetos™ y cualquier categorfa cociente
de una categoria de Krull-Schmidt es de Krull-Schmidst.

A continuacién se presentan algunas propiedades que lograran dar mas caracterizaciones de
este tipo de categorias, para esto se supondra que A es una categoria aditiva.

2.35 Lema. Sean f : Hﬂ ?21 AP Ay = B1® Byy fi1: Ay — By isomorfismo en una
21 J22
categoria A, entonces Ay = B,.

S A
for fao

La, = forfrz + foofor = flafuifii frz + faofor = foofoo-

Una k-categoria finito dimensional A, es una categoria tal que dimg(X,Y) < 0o, para todo par de objetos
XyY.

IPara una categoria aditiva una clase de objetos es una subcategorfa plena cerrada para sumas y sumandos
directos

Demostracion. Sea { 1 el inverso de f, si fo1 = 0, entonces 1p, = foofse, 0= fo f11y
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Asi fo9 es isomorfismo. Si fo; # 0 se toma

[ Ip, 0 1 [fn f12} _ {fn Ji2

—fafit 1] Ufr fo2 0 —forfii fi2 + fo

y se aplica el razonamiento anterior. O
2.36 Lema. Sea X una categoria de Krull-Schmidt, entonces

1. Ry (X) coincide con el radical del dlgebra de endomorfismos de X, siempre que X sea
indescomponible.

2. Ry (X,Y) coincide con los morfismos no invertibles siempre que X y Y sean objetos
indescomponibles.

Demostracion. 1. Es consecuencia del lema 2.30 y la proposicién 2.1.

2. Si f € Ry(X,Y) es invertible, por el lema 2.30 0 = 1y + f(—f~!) es invertible lo que
es absurdo. Ahora se demostrard que si f € K(X,Y) es no invertible, entonces para
todo g € K(Y, X) fg es no invertible. Se procederd por reduccién al absurdo, suponga
que fg tiene inverso h entonces el elemento u = ghf # 0 es tal que u(1x —u) = 0. Por
ser End(X) local u es invertible, ya que si no fuera asi 1 — u lo serfa y de esto u = 0
lo cual es absurdo, como consecuencia de esto 1y —u = 0 esto significa que 1y = ghf;
de lo que se sigue que f es invertible y f~! = gh contrario a la suposicién.

Dado que para todo g € K(Y, X) fg es no invertible y End(Y) es local, 1y + fg es
invertible y por el lema 1.30 f € Ry (X,Y).
0

Como consecuencia de los lemas 2.31 y 2.36; cualquier f € Ry (X,Y) es no invertible para
cualquier par de objetos X y Y en XK.

2.37 Teorema (Teorema de Krull-Schmidt). Sean X y Y; objetos indescomponibles en una

categorfa de Krull-Schmidt KX con 1 <j <ny1l<i<m,tal que @ X, = @Y,;. Entonces
j=1 i=1
n =m, y existe una permutacién o de {1,...,n} tal que X; = Y,(; para todo j.

Demostracion. Sean X = X; @ X con X' = DX, Y =@ L Yiyf: X —=>Yu
isomorfismo.

]'Xl - (f_lf)ll = pX1f_1fLX1 = Z lef_ILYkakaXl‘
k=1

Como End(X;) es local, entonces existe 1 < i; < m tal que lef*ILyil Py; Lx, €8 invertible.
Por la parte 2 del lema 2.36 g1, = PY;, fix, es invertible. Definiendo Y’ = @Z’é“ Y, se tiene
el isomorfismo

{911 Gio

XX —Y,eY
e sz '
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el cual resulta de permutar las filas de la forma matricial del morfismo f. Por el Lema 2.35
X' 2 Yy el resultado se sigue por induccion. ]

2.38 Teorema. Si K es una categoria R-aditiva las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es de Krull-Schmidt.

2. Para todo objeto X, End(X) es un anillo semiperfecto!” y todos los idempotentes son
escindidos.

3. End(X) es local para todo objeto X indescomponible, y todo objeto se escribe de manera
tnica (salvo isomorfismo y permutacién) como suma directa finita de objeto indescompo-
nibles.

Demostracion. Basta demostrar la equivalencia (1 < 2), ya que 1 es consecuencia directa
de 3, y 3 se deduce de 1 por el teorema de Krull-Schmidt.

Suponga 1, asi cualquier objeto X se puede escribir como @), X; con X; indescomponible.
Entonces 1x = vx,px, + -+ + tz, P, donde {e; := tx,px, }_; es un conjunto de idempoten-
tes ortogonales y End(X;) = e; End(A)e;, en consecuencia End(X) es semiperfecto. Ahora

mostraremos que todo idempotente f : X — X es escindido. Inicialmente se supondra que
f no es local. Como f ¢ Ry (X)

f=fert i fe

entonces existe i tal que fe; & Ry (X), de ahi frx, ¢ Rx(X;, X), ya que End(X;) es local y
Ry no contiene mono escindidos ni epi escindidos, existe un morfismo k : X — X; tal que
lx, =kfix,, (fix,)(kf) es un idempotente no nulo de f End(X)f, como este anillo es local
(fex,)(kf) = f. Si f es local basta escribir f = f; +--- + f,,, como suma de idempotentes
locales ortogonales" y descomponer f; = 1;p; asi

P1
Pn

Suponga ahora 2, asi para cualquier objeto X, End(X) es semiperfecto, por lo tanto 1x = e;+
---+e, con ¢; idempotentes locales ortogonales, como todo los idempotentes son escindidos,
existen ¢; : X; =& X y p; : X — X, tales que p;jt; = 1; y 1,0, = €;, asi X = @?:1 X;. Ademas,
End(X;) = p; End(X)t; = e; End(X)e; el cual es un anillo local. O

IVUn anillo A es semi-perfecto si A/ rad A es un anillo semisimple y todo idempotente en A/rad A contiene
un idempotente de A.
VEs posible pues f End(X)f es un anillo semiperfecto dado que End(X) es semiperfecto
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2.39 Proposicion. Sea f : X — Y un morfismo en una categoria de Krull-Schmidt K.
Entonces

1. f es mono escindido si y solo si existe [’ tal que [f f] : X & X’ — Y es isomorfismo.
2. f es epi escindido si y solo si existe f’ tal que [f f']': X = Y @Y es isomorfismo.

Demostracion. Si f es mono escindido existe g : ¥ — X tal que gf = 1x vy 1y — fg es
idempotente, por lo tanto 1y — fg = f'¢’ tal que ¢'f" = 1x/, por lo tanto [f f'] es un
isomorfismo. La demostracion del otro hecho es completamente dual. O]

En lo que sigue se estableceran algunas de las propiedades més importantes de K una ca-
tegoria de Krull-Schmidt fija. Se dice que K es de tipo finito si existen Unicamente finitos
objetos indescomponibles salvo isomorfismo.

A continuacién se mostrard que todo morfismo en K se puede factorizar via morfismos
minimales. Para un idempotente e : X — X con e = 1py 17 = pt, se define su tamano
como el nimero de sumando indescomponibles de Z, note que si el tamano de e es 1, e es
local y el tinico idempotente de tamano maximo es la identidad.

2.40 Lema. Dados morfismos f: X — Z, g: Z — By e: Z — Z idempotente, tales que
gef =0, se tiene que: si gt ¢ Ry (respectivamente pf ¢ Ry) entonces existe un idempotente
¢’ de tamano menor que e que cumple €’ f = ef (respectivamente ge’ = ge).

Demostracion. Si gu ¢ Ry, entonces existen un idempotente local e; = 11p; tal que e =
e1 + €2, donde e = 19py es ortogonal a e; de tamano menor que e y gy ¢ R(Z1,Y), esto
ultimo implica que existe k : Y — Z; que cumple k(gi1) = 1z,.

Z
pP1 k
f "
—7 b Z—g>Y
N

Zy

X

Defina €’ = (1o + 11b)py (el tamanio de €’ es igual al de e;) donde b = —kgis : Zy — Zy, asi
¢f = (eaf + uk(—geaf)) = eaf +uik(gupif) = eof +erf = ef.
]

2.41 Proposicién. Dado f: X — Z (g : Z — B) existe una descomposicion Z = Z; & Z,
tal que f = [f'0]" (respectivamente g = [¢'0]) con f’ (¢') minimal izquierdo (derecho).
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Demostracion. Sea e : Z — Z idempotente de tamano minimo tal que ef = f, descompo-
niendo e = 1p, basta demostrar que f' = pf : A — Z; es minimal. Para esto basta verificar
la condicién 3 de la proposicién 1.32; tome h : Z; — W tal que 0 = hf’ = (hp)ef, entonces
por el lema 1.40 h = hpt € R. O

Un camino radical en X una categoria de Krull-Schmidt consiste de una secuencia finita
(Xo,...,X,) de objetos indescomponibles X;, 0 < i < n, con R(X;_1,X;) # 0 para todo
1 <17 < n; los objetos X; se dice pertenecen al camino y n es su longitud. En el caso en el
que existe un camino se escribe Xy < X,,, v cuando n > 1 se escribe Xy < X,,V!. Un camino
(Xo,...,Xp) en el que Xy = X, se llama un ciclo. Un objeto indescomponible N de X se
llama director, cuando no pertenece a un ciclo.

2.42 Lema. Un objeto indescomponible N en una k-categoria de Krull-Schmidt finita X es
director si y solo si End(N) = k y existen clases de objetos X, Y, N’ con K = X VY VN;
donde N = N"V (N), tal que

KN,N)=K(N,N)=0
X(9,X) = X(Y, N) = X(N,X) =
Demostracion. Ver [13] capitulo 2. O

En una categoria de Krull-Schmidt X, un objeto N se llama separador cuando N es direc-
tor, cualquier morfismo X — Y con X < N <Y factoriza a través de una suma directa de
copias de N.

Para objetos X y Y en una categoria de Krull-Schmidt X se construye el
End(Y') — End(X)-bimédulo

(X, Y) = R(X,Y)/RA(X,Y)

el cual es aniquilado a la izquierda por R(Y) y a la derecha por R(X).

Dado objetos X y Y en K, un morfismo f : X — Y se llama irreducible si no es mono
escindido, ni epi escindido y siempre que f = f”f’, f' es mono escindido é f” es epi escindido.

2.43 Proposicion. Sean X y Y objetos indescomponibles en K, f : X — Y es irreducible
siysolosi feR(X,Y)—R¥(X,Y).

Demostracion. Como X y Y son indescomponibles f € R(X,Y) es equivalente a decir que
f no es mono escindido ni epi escindido. Ademés, f € R?(X,Y) significa que f = fof; con
fi € R(X, M), es decir, f; no es mono escindido y fo € R(M,Y), es decir, f, no es split
epi. Por lo tanto la segunda condicién para que un morfismo sea irreducible es equivalente a
f&R(X)Y). O

VINote que la relacién < no es antisimétrica, incluso bajo isomorfismo.
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En conclusion si X y Y son indescomponibles, entonces existe un morfismo irreducible
X — Y siysolosiIrr(X,Y) # 0, de esta forma se tiene una manera de medir el nimero de
morfismo irreducibles entre objeto indescomponibles usando el bimédulo Irr(X,Y), el cual
es llamado bimédulo de mapas irreducibles.

Para concluir esta seccién se construira el carcaj de Gabriel asociado a K, denotado por
Q(X); para esto recuerde que un carcaj Q es una cuddrupla (Q,, Q;, s, e) que consiste de
un conjunto de vértices (), un conjunto de flechas Q;, y un par de funciones s, e : Q; = Q,
tal que para toda flecha a € Q;: s(«) es su vértice inicial y e(a) es su vértice final. Q se
llama finito si tanto sus vértices como sus flechas son finitos. Un subcarcaj Q de un carcaj
Q, es un carcaj tal que Q) C Q,, Q) C Q,, s y ¢ son las restricciones de s y e sobre
Qo; respectivamente. Q' se dice pleno si contiene todas las flechas en Q que tienen vértices
iniciales y finales en Q.

Un camino de longitud n de a a b en un carcaj ) es una concatenacién de flechas (a|ay - - - v, |b)
tal que e(a;_1) = e(q;) para todo 2 < i < n, en particular un camino de longitud n de a
a a se llama un ciclo. En el caso en el que existe un camino de a a b, se dice que a es un
predecesor de b y b es un sucesor de a. Cuando existe una flecha o : a — b se dice que a es
un predecesor directo b y b es un sucesor directo de a. para un vértice a se notara por a~
y a™ el conjunto de todos su predecesores directos y sus sucesores directos; respectivamente.
El conjunto de sucesores directos y antecesores directos de un vértice x son llamados los
vecinos de z. Un carcaj se dice localmente finito si todos sus vértices tienen un niimero
finito de vecinos. Un subcarcaj Q' de un carcaj Q se dice convexo si todo camino en Q con
puntos inicial y final en Q' estd en Q'.

Dado un carcaj @ se construye el carcaj 4 Q para d > —1 por induccion sobre d. Sea _1 Q el
carcaj vacio, y, para d > 0, sea 4 Q el subcarcaj pleno de Q generado por todos los vértices
= tales que £~ C 41 Q. Finalmente, sea oo Q = |J;=_;; Q, si un vértice a pertenece a o Q se
dice que es alcanzable.

Finalmente, sea K una k-categoria de Krull-Schmidt finita, el carcaj de Gabriel Q(X) de K
es tal que sus vértices son las clases [X] de isomorfismos de objetos indescomponibles y hay
una flecha [X] — [Y] siempre que Irr(X,Y) # 0. En el caso dxy := dim Irr(X,Y) > 1,
entonces se marca la flecha [X] — [Y] con la multiplicidad dxy ¢ se dibujan dxy flechas
diferentes de [X] a [Y].

2.5.3. Morfismos iniciales y finales

A través de esta subseccién K serd una categoria de Krull-Schmidt.
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2.44 Definicién. Un morfismo f : X — Y se llama morfismo inicial para X si satisface
las siguientes condiciones: f no es mono escindido, dado f’' : X — Y’ no mono escindido,
existe h: Y — Y’ tal que hf = f y f es minimal izquierdo.

Dualmente, un morfismo g : Y — Z se dice morfismo final para Z si satisface las siguientes
condiciones: g no es epi escindido, dado ¢’ : Y/ — Z no epi escindido, existe h : Y’ — Y tal
que gh = ¢’ y g es minimal derecho.

Sif: X — Y esun morfismo inicial, X es indescomponible, de lo contrario 1y = ¢1p1 + top2,
donde p; : X — X; no es mono escindido para ¢ = 1,2, luego existen h; : Y — A; tal que
hif = pi, asi (t1hy + taho)f = 1x, es decir, f es epi escindido. Ademds, f es unico salvo
isomorfismos y mas aun cualquier componente de f es irreducible como se demuestra en el
siguiente lema.

2.45 Lema. Sea f : X — Y un morfismo inicial y f': X — Y’ un morfismo no nulo. f’ es
irreducible si y solo si f' = pf para algin p: Y — Y’ epi escindido.

Demostracion. (=) Si f’ es irreducible, entonces no es mono escindido, por lo tanto f' = pf
para algin h : Y — Y’ ademds, como f no es mono escindido h es epi escindido. (<) Sea
"= pf porlotanto f =[f"f"]': X = Y'@®Y” como f no es mono escindido f’ tampoco
lo es. f/ no es epi escindido dado que X es indescomponible y en este caso epi escindido no
nulo implica isomorfismo. Para finalizar suponga que f' = fof; con f; : X — Z no mono
escindido, como f es morfismo inicial, existe [/’ h"] : Y' @ Y" — Z tal que f, = [/ h"][f "]

de ahi
{ﬁh’tﬁhq lf]::[fi
O 1Y// f// f//
foh' fah”

0 1y//
es isomorfismo, luego fy es split epi. O

Como f es minimal izquierdo [ } es un isomorfismo y por el lema 1.35 foh’ también

Se dice que X tiene morfismo iniciales (morfismo finales) si cada objeto indescomponible
tiene un morfismo inicial (respectivamente final).

2.46 Teorema. Si K es k-finita de tipo finito, entonces K tiene morfismos iniciales y finales.
Demostracion. Ver [20] pagina 56. O
2.47 Teorema. Sea X, Y objetos indescomponibles con Irr(X,Y') no nulo y

S

f=|l:xsvyez
In
f/
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morfismo inicial, donde Z no tiene sumandos directos isomorfos a Y. En este caso fi, ..., fa
es un conjunto minimal de generadores de Irr(X,Y’) como End(Y")/R(Y)-médulo.

Demostracién. Primero se verificard que fi,..., f, son linealmente independientes. Sean
ag, ..., a, € End(Y) tales que ay f1 + -+ - + a, fr, = 0, es decir,
fi
[ar,...,0,,0] | 1| € R¥(X,Y) (2.8)
fn
f/
Supongamos que @; # 0, es decir, a; es un isomorfismo y
F 0
[,y 0, 0] || = 1y
= O —
por lo tanto p = [aq, ..., ay, 0] es epi escindido, por el lema 1.45 pf es irreducible contradi-
ciendo 2.8.
Se va a probar ahora que fi,. .., f, es un conjunto de generadores, sea u € R(X,Y). Dado
quef es morfismo inicial, existe & = [ay, . .., ap, /] tal que u = a1 f1+- - -+, fr, + &/ f como

Z no tiene sumandos directos isomorfos a Y, o/ € R(Z,Y’), ademés por el lema 1.45 f’ es
irreducible o nulo, en ambos casos o/ f' € R*(X,Y), por lo tanto @ = oy f1 + -+ + ap fr. O

En [20] se demuestra la relacion precisa entre el morfismos inicial y el bimédulo de morfismos
irreducibles. La relacién entre el morfismos inicial y el bimédulo de morfismos irreducibles
se puede establecer por dualidad.

2.48 Lema. Suponga que existe un morfismos inicial para X. Sean Y7, ...,Y,, objetos in-
descomponibles no isomorfos entre si, y sean morfismos f;; : X = Y;, 1 <j<d;, 1 <i<n,
con fi; € Irr(X,Y;). Entonces f = [fij]ij : X — @Y% es un morfismo inicial para X si

y solo si fi,..., fig, es una k-base de Irr(X,Y;), para cada 1 < i < n, y cualquier objeto
indescomponible Y’ con Irr(X, Y’) # 0 es isomorfo a algin Y;.

Usando morfismos iniciales y finales se puede relacionar los caminos radicales con los caminos
en Q(X). Claramente si existe un camino entre [X] y [Y], tenemos que A < B, a continuacién
se establece la proposicién reciproca en el caso de objetos alcanzables, es decir, objetos
indescomponibles que pertenecen a o, Q(X).

2.49 Proposiciéon. Suponga que X tiene morfismos finales. Sea Y un objeto alcanzable, si
para X indescomponible R(X,Y) # 0, entonces existe un camino no trivial en Q(X) entre

Xy [Y].
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Demostracion. Sea d tal que [Y] € 4Q(X) y g : Z — Y morfismo final, escribiendo
Z = @@, Z; donde cada Z; es indescomponible. Como Irr(Z;,Y) # 0 se tiene que [Z;] €
Y]~ C 41 Q(X), en particular cuando d = 0 necesariamente Z = 0.

Considere f € R(X,Y) no nulo, como g es morfismo final existe h : X — Z, tal que
0 # f = gh = >, 9:;hi en consecuencia para algin ¢, h; # 0. Si h; : X — Z; es un
isomorfismo entonces [X] = [Z;] y existe en Q(X) una flecha entre [X] y [Y]; en caso contrario
h € R(X, Z;) y la proposicién se sigue por induccién sobre d. n

Dada una categoria de Krull-Schmidt X, se defina 4K para cada entero d > —1 y también
para d = oo, inductivamente como sigue: Primero ;K = (0). Asuma que 41 K esta definido,
entonces un objeto indescomponible X de K pertenece a 4K si y solo si cualquier otro objeto
indescomponible Y con Irr(Y, X) # 0 pertenece a 41 K. Finalmente, sea K = |J,~_; K.

La siguiente lista de lemas presenta la relacion entre el carcaj ;K y 4Q(X) de una categoria
de Krull-Schmidt X y su demostracion puede ser consultada en [20].

2.50 Lema. Sea X una categoria de Krull-Schmidt. Entonces cualquier objeto indescompo-
nible en X es director.

2.51 Lema. Sea X una categoria de Krull-Schmidt con morfismos finales, y sea X un objeto
indescomponible en K. Entonces X pertenece a 4K si y solo si [X] pertenece a ;Q(K). Si X
pertenece a 4K y X' es un objeto indescomponible tal que Hom(X’, X') # 0, entonces existe
un camino de [X'] a [X] en Q(X).

2.52 Lema. Sea K una categoria de Krull-Schmidt con morfismo finales, suponga que Q(X)
tiene una componente finita C'. Si X es un objeto indescomponible que no pertenece a C,
entonces Hom (X, C) = 0.

2.5.4. El carcaj de Auslander-Reiten

El fin principal de este trabajo es llegar a obtener los carcajes de Gabriel y Auslander-Reiten
de ciertas categoria de posets equipados de las que se demostrara mas adelante son categorias
de Krull-Schmidt con una estructura exacta. Anteriormente se definio el carcaj de Gabriel
en categorias de Krull-Schmidt, ahora se definira el carcaj de Auslander-Reiten para cate-
goria de Krull-Schmidt con estructura exacta; con esto en mente se iniciara dando algunas
definiciones preliminares.

Una traslacién para un carcaj Q = (Qg, Q) es una funcién inyectiva 7 definida sobre un
subconjunto de QQ, tal que para todo x € Qyy y € Q; el nimero de flechas de y a x es igual al
ntimero de flechas de 7(x) a y. (Q, 7) es llamado carcaj de traslacidn, los vértices que no se
encuentran en el dominio de 7 se dicen proyectivos y los que no se encuentran en su imagen
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se dicen inyectivos. Un carcaj de traslacion se dice propio si cualquier vértice no proyectivo
tiene antecesores directos. Dado un vértice no proyectivo z en un carcaj de traslaciéon propio,
existe un camino de longitud 2 de 7(2) a z. Si x, y son vértices no proyectivos y = € y~
entonces 7(x) € 7(y)~. Consecuentemente, dado un camino

T ——> Ty —> " Tp_] —> Ty,

de vértices no proyectivos, entonces existe un camino

7(z1) 7(22) T (L) — T ().

Un vértice z tal que 7""(x) = = para algin n > 1 se dice periddico. Una 7-érbita contiene
solo vértices peridédicos 6 exactamente un vértice proyectivo y uno inyectivo. Por otro lado
una 7-Orbita infinita puede contener un vértice proyectivo 6 uno inyectivo, pero no ambos a
la vez. Una 7-6rbita se dice estable si no contiene vértices proyectivos e inyectivos. Cuando
todas las 7-Orbitas de Q son estables se dice que el carcaj de traslacion es estable.

Dado un carcaj de traslacién (Q,7) el carcaj de traslacién opuesto (Q,7*) es tal que
Q" es el carcaj opuesto a Q y 7" = 71 Si Q; C Q,, entonces el subcarcaj de traslacién
pleno (Q',7') es tal que 7/(z) = 7(x) siempre que * € Dom7 N Qy y 7(x) € Im7 N Q. Un
subcarcaj de traslacién pleno (Q',7") de (Q,7) se dice malla completo (mesh completo)
si es tal que para todo vértice no proyectivo de Q', todos sus predecesores directos en Q se
encuentran en él.

Un carcaj de traslacion propio se dice preproyectivo si no tiene caminos ciclicos, tiene fini-
tas 7-Orbitas y cada 7-6érbita tiene un vértice proyectivo. Dualmente, Q) se dice preinyectivo
cuando Q" es preproyectivo.

2.53 Definicién. Una categoria € se dice exacta si satisface las siguientes condiciones

Extl € es una subcategoria plena de alguna categoria abeliana A.

Ext2 Si 0 X’ X X" 0 es una sucesién exacta en A con X'y X” en C,
entonces X € C, es decir, € es cerrada bajo extensiones.

Una pareja (K, €) es llamada una categoria de Krull-Schmidt con sucesiones exactas
cortas cuando X es una categoria de Krull-Schmidt y € es el conjunto de parejas (f,g) en
X tal que

0 0

es una sucesion exacta corta. Se dice que € es una estructura exacta sobre la categoria K
cuando X es una categoria exacta tal que si A es una categoria abeliana que contiene a X
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plenamente, entonces € es el conjunto de todas las sucesiones exactas en A que se encuentran
en XK.

Sea (X, €) una categoria de Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas. Una pareja (f, g) €
€ es llamada una sucesion de Auslander-Reiten si f es un morfismo inicial y ¢ es
un morfismo final. Dada una sucesién de Auslander-Reiten (f,g) € € con f : X — Y y
g:Y — Z, se tiene: (i) X y Z son objetos indescomponibles y (ii) [X] es determinada por
[Z] v [Z] es determinada por [X]VL. Ademés se tiene.

2.54 Lema. Sea (f,g) una sucecién de Auslander-Reiten en una k-categoria de Krull-
Schmidt con estructura exacta (X, &). Si Y = @, Y, con Y; indescomponibles no isomorfos
dos a dos, entonces dimy, Irr(X, Y;) = dimy, Irr(Y;, Z) para todo 7.

Demostracion. De acuerdo al teorema 1.47 y su dual dimy Irr(X,Y;) = ¢; = dimy Irr(Y;, Z2)
para todo 1. O

Las propiedades de las sucesiones de Auslander-Reiten en una k-categoria de Krull-Schmidt
con sucesiones exactas (X, €) permite darle al carcaj Q(X, &) una traslaciéon 7y ¢, de tal
manera que si (f, g) es una secuencia de Auslander-Reiten entonces 7 ¢)([Z]) = [X], a T(x.¢)
se le dice traslacién de Auslander-Reiten de X y al carcaj de traslacién (Q(X, &), Tix.e))
carcaj de Auslander-Reiten de K. En k-categorias de krull-Schmidt con estructura exacta
(K, €) para comprobar que una secuencia (f, g) es de Auslander-Reiten basta con comprobar
que f es morfismo inicial 6 g es morfismo final.

2.55 Lema. Sean (X, €) una k-categoria de Krull-Schmidt con estructura exacta y (f,g) €
€. Entonces f es morfismo inicial si y solo si g es morfismo final.

Demostracion. Ver [20] pagina 61.
[l

Una categorfa de Krull-Schmidt con secuencia exactas cortas (X, €) se dice estandar si K
y k(Q(XK, €)) son equivalentes.

2.56 Lema. Sea (X, &) una categoria de Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas y
morfismos finales, tal que Q(X, ) es preproyectivo y el morfismo final de un objeto Z con
[Z] proyectivo en Q(XK, €) es monomorfismo. Entonces (X, £) es estandar.

Demostracion. Ver [13] capitulo 2. O

VIIRecuerde que el objeto nticleo y conticleo de un morfismo son tinicos salvo isomorfismos.



CAPITULO 3

PRELIMINARES ALGEBRAICOS

En este capitulo se hara una breve introduccién a los conceptos y propiedades de algebras y
modulos necesarios para la compresion de este texto.

3.1. Conceptos basicos

Recuerde que un anillo (A, +, ), consiste de un conjunto A junto con dos operaciones bina-
rias - (multiplicacién) y + (suma), de tal manera que A tiene estructura de grupo abeliano
con la suma, estructura de semigrupo con la multiplicacién y donde la multiplicacion es dis-
tributiva por izquierda y por derecha con respecto a la suma. Por sencillez un anillo (A, +.-)
serd notado por su conjunto subyacente A.

Un elemento e € A es llamado idempotente si €2 = ¢, es llamado nilpotente si existe n
tal que €” = 0 y dos elementos a y b en A de dicen ortogonales cuando ab = ba = 0.

Un anillo A se dice con identidad multiplicativa, si A con la multiplicacién tiene estructura
de monoide. En este caso notamos por 0 y 1 la identidad de la suma y la multiplicacién en
A; respectivamente, ademds para evitar trivialidades se supondra que 0 # 1. Por otro lado
A se llama conmutativo si la multiplicacién en A es conmutativa.

Una funcién f : A — B entre anillos se dice un homomorfismo de anillos si respeta
la suma y el producto, es decir , si para cada a y @ en A; f(a+d) = f(a) + f(a) y
flaa") = f(a)f(a’). Para f : A — B homomorfismo de anillos, definimos su nicleo y
su conticleo como los conjuntos Ker f = f~1{0} y Coker f = B/f(A); respectivamente,
ademds llamamos a f un monomorfismo, si Ker f = {0}, un epimorfismo, si f(4) = B
y un isomorfismo, si f es a la vez monomorfismos y epimorfismo.
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Se supondra, a menos que otra cosa se diga, que un anillo siempre tiene identidad multipli-
cativa y que cada homomorfismo de anillos la respeta.

1 1

Una unidad de A es un elemento u € A para el que existe u™! € A tal que vu™! = u™'u = 1,
note que el conjunto de las unidades de A forman un grupo el cual se notard por A*. Un
anillo en el que todo elemento distinto de cero es una unidad se llama un semicuerpo o un
anillo de division. Si un cuerpo de divisiéon ademéds es conmutativo entonces lo llamamos
cuerpo. Un cuerpo k se dice algebraicamente cerrado si dado un polinomio p(t) € k[z]

siempre existe a € k tal que p(a) = 0.

Sea L es un cuerpo que contiene a k, en este caso decimos que L es una extencion de k.
Se dice que a € L es un elemento algebraico sobre el campo k, si existe p(t) € k[t] tal
que p(a) = 0. Si todo elemento en L es algebraico sobre k, entonces decimos que L es una
extension algebraica de k. Una extension L de k se dice finita si la dimensién de L como
espacio vectorial sobre k es finita. La dimensién de L sobre k es llamada el grado de una
extensién y se nota por [L;k|. Si [L; k] = n, entonces para cualquier elemento a € L los
elementos 1,a,a?,...,a" son linealmente independientes sobre k, y ademas a es una raiz de
algiin polinomio sobre k[t]. De esta manera cualquier extensién finita es algebraica.

Dado un anillo A, decimos que I C A es un ideal izquierdo (derecho) , si I con la suma es
un subgrupo de A y es absorbente por izquierda (respectivamente a la derecha) con respecto
a la multiplicacion, es decir, para todo a € A, al C I (respectivamente Ia C I). Un ideal que
sea absorbente por izquierda y por derecha se llama un ideal bilatero.

Si I es un ideal bilatero de un anillo A y m es entero positivo, se denotara por 1" el ideal
bilatero generado por todos los elementos de la forma z; - - - x,,; donde x; € I. Ademas, se
considera que I° = A. Si existe m tal que I™ = 0, entonces se dice que I es un ideal nilpo-
tente.

Un ideal I derecho (respectivamente izquierdo 6 bilatero) propio de un anillo A es llamado
maximal derecho (respectivamente izquierdo 6 bilatero) si ningin ideal derecho (respecti-
vamente izquierdo 6 bilatero) de A lo contiene propiamente.

3.1 Proposicién. Para un anillo A las siguientes afirmaciones son equivalente
1. a pertenece a la interseccion de todos los ideales maximales derechos en A.
2. 1 — ax es una unidad de A para todo xz € A.

3. a pertenece a la interseccién de todos los ideales maximales izquierdos de A.
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4. 1 — za es una unidad de A para todo x € A

Demostracion. Ver [14] pégina 5.
[

Una consecuencia de la proposicién anterior es que la interseccion de los ideales maximales
derechos de un anillo forman un ideal bilatero el cual coincide con la interseccion de los ideales
maximales izquierdos, este ideal se va a notar por rad A y se llamara el radical del anillo A.
Note que gracias a lo anterior A/ rad A es de nuevo un anillo para el cual rad(A/rad A) = 0.

3.2 Corolario. Todo ideal nilpotente I de A esta contenido en rad A.

Demostracion. Sean m < 0 tal que [ =0,r >m y x € I. Dado a € A, ax € I por lo tanto
(ax)" =0, de esto (1 +ax + -+ (ax)" 1) (1 —ax) =1, y de la proposicién 3.1 se sigue que
xr € rad A. O]

Un anillo A es llamado local cuando este tiene solo un ideal maximal, el cual obviamente es
bilatero. A continuacién se dan algunas propiedades equivalentes a la anterior.

3.3 Proposicién. Para un anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es un anillo local.

2. El conjunto A — A* es cerrado para la suma.

3. Sia€ Aentoncesa € A*61—ae A"

Demostracion. (1 = 2) Es suficiente demostrar que A — A* es precisamente el ideal maximal
m de A. En efecto, si a € A — A* no pertenece a m, el ideal bildtero generado por a, (a),
estd contenido en un ideal maximal diferente a m, lo que contradice la hipdtesis. (2 = 3) Sea
a€ A—A*tal que 1 —a € A— A* entonces 1 = a+(1—a) € A— A*, lo que es contradictorio.
(3 = 1) Sean m; y my dos ideales maximales de A tal que existe b € m; —mj, por lo tanto
existea emy yy=srrem; talquea+y=1,asiy=1—a € A— A", lo que contradice
la hipotesis. O

Para un anillo local A su radical rad A coincide con su tunico ideal maximal, en este caso se
tiene también que A/rad A es un anillo de divisién. Por otro lado una consecuencia directa
de la proposicion anterior es que los tinicos idempotentes en un anillo local son 1 y 0, aunque
la inversa de esta propiedad no siempre es cierta; por ejemplo: para un cuerpo k, en el anillo
k[t] 1o tnicos idempotentes son 0 y 1 pero este anillo no es local.

3.4 Definicion. Sea A un anillo, un médulo a derecha sobre A es un grupo abeliano M
junto con una operacion M x A — M; (m,a) — ma que satisface los axiomas: ml = m,
m(ab) = (ma)b, (my + mo)a = myay + mea y m(a + b) = ma + mb.
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La definicién de médulo a izquierda es analoga. A través de estas notas, a menos que otra
cosa se diga, se trabajard solo con moédulos a derecha.

Un submoédulo N de un A-médulo M es un subgrupo de M, que con respecto al producto
por escalar de M tiene estructura de A-mddulo, se nota este hecho por N < M. Note que si
N < M, entonces el conjunto cociente M /N tiene estructura natural de A-médulo tal que
el epimorfismo natural 7 : M — M/N es un homomorfismo de A-médulos.

Sean M un A-moédulo y I un ideal derecho de A, es sencillo verificar que el submédulo M T de
M consiste de todos los elementos de la forma mja; + - - - + msa, para algin s > 1. Por otro
lado un A-médulo M se dice generado por un conjunto S, si cualquier elemento m € M
existen my,...,m, € Sy ay,...,a, € A tal que m = mya; + - - - + m,a,, este hecho se suele
notar por M = (S) 4. Se dice que un A-médulo M es finitamente generado si existe un
conjunto finito S tal que M = (5) 4.

Sea {M;; ¢ € I} un conjunto de submdédulos de un A-médulo M, el submédulo suma
> i1 M; consiste de todos los elementos de la forma m;, 4 - - - +m;, para algin r > 1; donde
m;; € M;, para todo 1 < j < r. En el caso donde M; N M; = 0 para todo 7,7 € I, decimos
que ) ,.; M; es suma directa interna y la notamos por ) @ec;M;.

La suma directa externa de una familia {M;; i € I} de A-mddulos, consiste del A-mddulo

generado por lo elementos (m;);c; € [[..; M; tales que m; = 0 para casi todo m; € M;, este

el

submédulo se notard por €. ; M;. Ademads, note que cuando I es finito la suma directa

iel
externa de maédulos es igual al producto de médulos. Por otro lado un A-médulo M # 0 se

dice indescomponible, si M = N @ S implica que N =06 5 = 0.

A través de este texto se usard frecuentemente el siguiente lema, conocido como el lema de
Nakayama.

3.5 Lema (Lema de Nakayama). Sea I un ideal contenido en rad A y M un A-mddulo
finitamente generado. Si M1 = M, entonces M = 0.

Demostracion. Ver [17] pagina 424. O

Un homomorfismo de A-mddulos es un homomorfismo de grupos abelianos f : M — N
tal que f(ma) = f(m)a para cada m € M y a € A. si f es inyectiva, se dice que f es un
monomorfismo, si f es sobreyectiva se dice que es un epimorfismo y si f es biyectiva se
dice que es un isomorfismo. Por otro lado se dice que dos A-médulos M y N son isomorfos
si existe un isomorfismo entre ellos, esta situacion se nota por M = N. Un homomorfismo
del tipo f : M — M se le llama un endomorfismo.
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Para un homomorfismo de A-médulos f : M — N las definiciones de niicleo y contcleo coin-
ciden con las de homomorfismos de anillos, ademaés, definimos la imagen y la coimagen de
f respectivamente por Im f = {n € N, Im € M tal que f(m)=n} y Coim f = M/ Ker f,
los cuales tienen estructura natural de A-mdédulos.

Note que si M es un A-médulo, entonces el conjunto de sus endomorfismos, End 4 (M), se pue-
de dotar naturalmente de estructura de algebra. Ademas, para A-moédulos M y N, el conjunto
Hom4 (M, N) se puede dotar de estructura de A-médulo, donde f - a, es el homomorfismo
definido por f-a(m) = f(m)a. Con respecto a la ultima propiedad, note Hom4 (A, M) = M,
este isomorfismo esta dado por la funcién que a cada f € Homy (A, M) lo envia en f(1).

De acuerdo a las anteriores definiciones queda claro cual es la categoria de los A-mddulos,
Mod A, en particular en este texto se va a trabajar més con la categoria de los médulos
finitamente generados sobre A, mod A. Es sencillo demostrar que esta iltima categoria es
abeliana, por lo que no se va a volver hacer las definiciones ni a demostrar las propiedades
que tiene mod A como categoria abeliana, pero si se van a usar en lo que sigue de este
capitulo.

3.6 Definicién. Dados A y B anillos, un A— B-bimdédulo consiste de un grupo abeliano M
el cual es un A-modulo por izquierda y B-mddulo por derecha , tal que satisface el axioma:
a(mb) = (am)b para todoa € A, me M ybe B.

Para cualquier A — B-bimédulo M y para cualquier B-moédulo derecho X, el conjunto de
homomorfismos Homp (M, X) esta dotado de estructura de A-médulo a derecha, con el pro-
ducto definido por la operacién f - a tal que f-a(m) = f(am).

3.2. Maddulos simples y semisimples

Un A-médulo M # 0 se dice simple, si su tinico submodulo es el trivial. Un A-médulo es
semisimple si es suma directa externa o interna de modulos simples.

3.7 Lema (Lema de Schur). Sean M y N A-médulos y f: M — N un homomorfismo no
nulo de A-mddulos, entonces

1. Si M es simple entonces f es monomorfismo.
2. Si N es simple entonces f es epimorfismo.
3. Si M y N son simples entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que f es un homomorfismo no nulo, Ker f es un submédulo de M y
Im f es un submodulo de IV, entonces si M es simple se sigue que Ker f =0y si N es simple
entonces Im f = N. O
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Se sigue directamente del anterior lema que si M es simple, entonces End (M) es un anillo
de division.

3.8 Lema. Sea M un A-modulo, entonces
1. M es semisimple si y solo si para todo N < M existe L < M tal que M = N & L.
2. Todo submodulo y médulo cociente de un moédulo semisimple es semisimple.

Demostracion. Ver [14] pagina 14.
O]

El submédulo de un A-moédulo M generado por todos los submddulos simples contenidos en
M, es un médulo simple el cual se llama el s6calo y se nota por soc M.

Una cadena de composicién de un A-médulo M consiste de una cadena de submodulo
0=Ny <Ny <--- <N, = M, tal que cada seccion es simple, es decir, cada mdodulo
cociente N;/N;_1 es un A-mdédulo simple. Cuando existe tal cadena de composicién para M,
se dice que M tiene longitud finita, hecho que se nota por ¢(M) = k.

3.9 Teorema (Jordan-Holder-Schreier). Sea M un A-médulo de longitud finita tal que

0<My<---<M,=M
0<Ny<---<N,=M

son dos cadenas de composicion de M, entonces r = s y existe una permutacion o de
{1,2,...,r} tal que para todo i € {1,2,...,7} se cuample M;/M;_1 = N, )/Noii-1).

Demostracion. Ver [1], [7], [25] y [31]. O
Este teorema garantiza que la longitud de un mdédulo solo depende de él, asi hablar de la

longitud de un médulo no lleva a ninguna ambigiiedad.

Recuerde que M es un médulo noetheriano (respectivamente artiniano) si toda cadena
ascendente (respectivamente descendente) de submédulos de M se detiene. Es facil verifi-
car que si un anillo A es noetheriano (respectivamente artiniano), entonces cada médulo en
mod A es noetheriano (respectivamente artiniano). Ademads, una propiedad 1til es que un
A-médulo M es de longitud finita si y solo si M es noetheriano y artiniano.

A continuacién se dan algunas propiedades que son consecuencia directa del teorema 3.9.

3.10 Proposicién. 1. Sea N un submédulo de M en mod A, entonces ¢(M) = ((N) +
{(M/N).

2. Si L'y N son submdédulos de M en mod A, entonces £(L+ N)+((NNL)={L)+£{(N).
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3.3. Maddulos proyectivos e inyectivos

Tanto las definiciones y las propiedades de moédulo proyectivo e inyectivo dadas en el
capitulo anterior respectivamente coinciden y se tienen en la categoria Mod A, aunque, bien
en esta categoria estos objetos tienen tanto caracterizaciones y propiedades particulares que
seran utiles, por lo que a continuacién se van introducir.

Un médulo en la categoria Mod A se llama libre si es isomorfo a la suma directa del médulo
A4 y recuerde que una resoluciéon de un médulo M en Mod A es una sucesion exacta de

la forma

SEL VLN A LN VAL L ANELE (3.1)
o de la forma

0 M2 Ny Ny 2o N, B LN, I N (3.2)

Cuando en una resolucién de la forma 3.1 (respectivamente 3.2) todos los médulos M; (respec-
tivamente V;) son proyectivos (respectivamente inyectivos) la resolucién se llama resolucién
proyectiva (respectivamente resolucién inyectiva).

3.11 Proposicién. 1. Un médulo P es proyectivo si y solo si existe un maédulo libre F' y
un médulo P tal que P @ P = F.

2. Todo médulo en Mod A tiene una resolucién proyectiva y una resolucion inyectiva.
Demostracion. Ver [27] y [14]. O

Un submédulo N de M se llama superfluo si para todo submédulo X de M la igualdad
X + N = M implica X = M. Por otro lado un epimorfismo de médulos f : M — N se dice
minimal si el moédulo Ker f es superfluo de M, en caso donde f : P — N es minimal y P
es proyectivo a f se le llama cubrimiento proyectivo de N.

3.12 Lema. Un epimorfismo f : P — N es un cubrimiento proyectivo si y solo si P es
proyectivo y para cualquier homomorfismo g : M — P la sobreyectividad de fg implica la
de g.

Demostracién. (=) Sea g : M — P un homomorfismo tal que fg es sobreyectivo. Considere
p € P, entonces existe m € M tal que f(g(m)) = f(p), en conclusién p — g(m) € Ker f y
p=g(m)+ (p—g(m)), por lo tanto P = Ker f + Im g; como Ker f es superfluo con respecto
a P, entonces Img = P.

(<) Sean X un submodulo de P tal que X +Ker f = Py ¢ : X — P la inclusién natural,
entonces fi es sobreyectivo y de esto X = P. O
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Para un médulo M un resolucién

fi fi—1 f3 f1 fo

) fit1 P P

Py P Py M 0 (3.3)

se dice minimal si fo : Py — M vy f; : P, — P;_1 son cubrimientos proyectivos para todo ¢.
En particular a una sucesién exacta

f1 fo

Py I M 0 (3.4)

se le llama una presentacion proyectiva de M, si f; : P, — Ker fy y fo son cubrimientos
proyectivos. Las anteriores definiciones se pueden hacer por dualidad sobre moédulos inyecti-
VOs.

3.13 Lema (Criterio de Baer). Un médulo F es inyectivo si y solo si para cualquier ideal de-
recho I de A, cualquier A-homomorfismo f : I — E se puede extender a un A-homomorfismo
sobre A.

Demostracion. Ver [27]. O

3.14 Teorema (Cartan-Eilenberg). Para un anillo A los siguientes enunciados son equiva-
lente:

1. Todo ideal derecho (izquierdo) de A es proyectivo.

2. Todo submédulo de un A-médulo derecho (izquierdo) proyectivo es proyectivo.

3. Todo médulo cociente de un A-médulo derecho (izquierdo) inyectivo es inyectivo
Demostracion. Ver [12] O

Un anillo A que satisfaga cualquiera de los enunciados del teorema anterior se dice heredi-
tario a derecha (izquierda). Un ejemplo de este tipo de anillo son los anillos semisimples.
Un Dominio de Dedeking es un dominio hereditario.

3.4. El radical de un madulo

Para un A-mdédulo M se define su radical como la intersecciéon de todos sus submddulos
maximales, este médulo se nota por rad M. Recuerde que un anillo A es semisimple a derecha
(izquierda) si A visto como A -mdédulo por derecha (izquierda) es semisimple.

3.15 Teorema (Wedderburn-Artin). Para un anillo A las siguientes afirmaciones son equi-
valentes.

1. A es un anillo semisimple a derecha (izquierda).
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2. A es suma directa finita de ideales minimales derechos (izquierdos).

3. rad A =0.

4. Todo A-médulo a derecha (izquierda) M es semisimple.

5. Todo A-médulo a derecha (izquierda) M es inyectivo.

6. Todo secuencia exacta de A-moédulos derechos (izquierdos) escinde.

7. Todo A-médulo derecho (izquierdo) M es proyectivo.

Demostracion. Ver [27]. O
3.16 Proposicion. Sean M, N y L médulos en mod A.

1. m € rad M siy solo si f(m) = 0 para cualquier f € Hom(M,S) y cualquier A-médulo
simple S.

2. rad(M & N) =rad M @ rad N.

3. Si f € Hom(M, N), entonces f(rad M) C rad N.

4. rad M = M rad A.

5. Suponga que L y M son submédulos de N. Si L Crad Ny L+ M = N, entonces M = N.

Demostracion. 1. (=) Sean m € rad M, S un médulo simple y f € Hom(M,S). Por el
primer teorema de isomorfia M/ Ker f = S, por lo tanto Ker f es un submédulo maximal
de M y de esto m € Ker f. (<) Sim € M es tal que f(m) = 0 para todo f € Hom(M, S)
y todo moédulo simple S, entonces m € Ker f, pero Ker f es un médulo maximal de M,
asi m € rad M.

2. Dado que Hom(M & N, S) = Hom(M, S) & Hom(N, S), entonces 2 se sigue de 1.

3. Sean m € rad M, f € Hom(M,N), S un médulo simple y g € Hom(N,S), entonces
gf € Hom(M,S) y por la parte 1 se tiene g(f(m)) = 0, nuevamente por la parte 1 se
tiene f(m) € rad N.

4. Sea m € M y considere el homomorfismo de médulos f,,, : A — M; definido por f,,(a) =
ma. Por la parte 3 se tiene que para todo a € rad A se cumple ma = f,,(a) € f,(rad A) C
rad M, de esto se sigue que M rad A C rad M. Para la otra inclusién tenga en cuenta que
M/Mrad A se puede dotar de estructura de A/rad A-médulo, por el teorema 3.15 el
algebra A/rad A es simple, asi M /M rad A es un médulo simple y por la parte 2 se tiene
que rad(M/Mrad A) = 0 . Por la parte 3 se tiene que el epimorfismo natural 7 : M —
M /M rad M es tal que (rad M) C rad(M /M rad A) = 0, por lo tanto rad M C M rad A.
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5. Supongamos que M # L, entonces existe un submodulo maximal X de N que contiene
a M, que también contiene a L, asi N = L+ M C X + X = X lo que contradice la
suposicion.

O
3.17 Corolario. Sea M un moédulo en mod A.
1. El médulo M/ rad M es semisimple y es un médulo sobre el anillo A/ rad A.
2. Si L es un submédulo de M tal que M/L es semisimple entonces rad M C L.

Demostracion. 1. Este hecho se tiene por el razonamiento hecho en la segunda parte de la
demostracion de la parte 4 de la proposicion 3.16.

2. Considere el epimorfismo natural 7 : M — M /L, por la parte 3 de la proposicién 3.16, se
tiene m(rad M) C rad(M/L) = 0, por lo tanto rad M C L.
O

Por los anteriores hechos se tiene que (M/rad M)rad A = 0,ademés, el médulo top(M) =
M/rad M, es un A/rad A-médulo, llamado la cima de M. Por otro lado a partir de un
homomorfismo f : M — N, por la parte 3 de la proposicion 3.16, es posible definir el
homomorfismo de A/rad A-médulos top f : top M — top N, tal que top f(7) = f(m).

3.18 Corolario. 1. Un A-homomorfismo f : M — N es sobreyectivo si y solo si top f :
top M — top N es sobreyectivo.

2. Si S es un A-mdédulo simple entonces Srad A =0y S es un A/ rad A-médulo simple.
3. Un A-moédulo M es semisimple si y solo si rad M = 0.

Demostracion. 1. (=) Esta implicacién es inmediata de la definicién del homomorfismo
top f. («=) Si top f es sobreyectiva, entonces Im f +rad N = N, asi por la parte 5 de
la proposicién 3.16, se cumple que Im f = N.

2. Por el lema de Nakayama se debe tener que Srad A = 0 y por el corolario anterior S
es un A/ rad A-moédulo simple.

3. (=) Consecuencia directa de la parte 2 de la proposicién 3.16. (<) Si rad M = 0
entonces M es un A/rad A-médulo, en consecuencia M es semisimple, pues A/rad A
es un anillo semisimple.

[]
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3.5. k-Algebras

Para un anillo conmutativo R una R-algebra es un anillo A con estructura de R-mdédulo
tal que r(ab) = (ar)b = a(rb) = (ab)r para todo r € Ry a, b € A. Un homomorfismo de
R-algebras f : A — B es un homomorfismo de anillos R-lineal. En lo que sigue de este
capitulo se van a tratar las dlgebras sobre un cuerpo k con dimy(A4) < oo.

Las definiciones y resultados acerca de anillos mostrados en las secciones anteriores de este
capitulo pueden ser facilmente extendidos para k-algebras; por ejemplo un ideal de una k-
algebra A es un ideal de A que tiene estructura de k-espacio vectorial.

Algunos ejemplos de k-dlgebras son:

1. El anillo k[t] de todos los polinomios con indeterminada ¢ y con coeficientes en & y el anillo
k[t1,...,t,] de polinomios con indeterminadas ¢y, ...,t, y coeficientes en k son ejemplos
de k-algebras de dimension infinita.

2. El anillo de matrices cuadradas M, (k) es un ejemplo de k-dlgebra finito dimensional y
el subanillo de matrices triangulares inferiores T, (k) es un ejemplo de una subalgebra de
M, (k).

3. Sea (P, <) un poset finito, donde P = {ay,...a,}, entonces el subconjunto de M, (k)
kP = {[N;]; Nij =0siysolosia; £a;}

forma una k-algebra de dimensién finita; en el caso particular donde P sea una cadena,
entonces kP = T, (k).

4. Sea (G, -) un grupo finito, el dlgebra kG asociada a G consiste de todos los elementos de
la forma gec Y95 donde o, € k para todo g € Gy con operaciones definidas por:

Zagg + Zﬁgg = Z(O‘g + By)g

geG geG geG
y
(Z OCE.T)(Z Byy) = Z Z ()
zeG yelG heG ZZ}éG

A continuacién se dan algunos hechos adicionales para k-algebras.
3.19 Proposicion. Sea A una k-dlgebra de dimensién finita, entonces

1. Si I es un ideal bildtero nilpotente de A tal que A/I =k X k--- x k, entonces I = rad A.
En consecuencia rad A es un ideal nilpotente.
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2. Si S es un A-moédulo simple y k es algebraicamente cerrado, entonces End 4(S) = k.

Demostracion. 1. 1 C rad A, por el corolario 2.2. Sea 7 : A — A/ 1 el epimorfismo natural,
entonces 7(rad A) C rad(A/I) = 0, lo que significa que rad A C 7=1(0) = I.

2. Como S es simple, S es un A-modulo ciclico y dim; S < oco. En consecuencia existe un
nimero entero n positivo tal que dimg(End4(S)) = n, de esta manera para ¢ € End4(S5),
1,¢,...,¢" son linealmente dependientes y existe un polinomio irreducible f € kl[t] tal
que f(¢) = 0, como k es algebraicamente cerrado, f tiene grado 1, asi ¢ actua sobre
S como la multiplicaciéon por escalar A, € K. La correspondencia ¢ — A, establece el
isomorfismo de k-dlgebras End4(S) = k.

O

A continuacién se dan una serie de resultados cuya demostracién se pueden encontrar en
[14].

3.20 Teorema (Wedderburn-Malcev). Sea A una k-algebra finito dimensional, donde & es
algebraicamente cerrado, entonces existe una k-subalgebra B de A tal que existe una des-
composicion de espacios k-espacios vectoriales A = B@rad A y la restriccién del epimorfismo
natural de k-dlgebras m: A — A/rad A a B induce un k-isomorfismo.

3.21 Teorema (Wedderburn-Artin). Una k-algebra A de dimensién finita es semisimple si
y solo si existen enteros positivo ny,...,n, y anillos de division Dy, ..., D,, tal que se tiene
el isomorfismo de k-algebras

A M, (Dy) % - x M, (D). (3.5)

Algunas consecuencias del teorema anterior son: Si k es algebraicamente cerrado, entonces
A es simple si y solo si se cumple un isomorfismo del tipo 3.5, donde Dy =---=D,, =k, y
si A es también conmutativa entonces A es semisimple si y solo si es isomorfa a un producto
finito del tipo k x --- x k.

En teoria de k-algebras los elementos idempotentes juegan un rol importante. Un idempo-
tente e en A se llama primitivo si no se puede expresar como la suma de dos idempotentes
ortogonales no nulos y se llama central si conmuta con todo elemento de A.

Toda élgebra A tiene por lo menos dos idempotentes triviales 0 y 1. Si e es un idempotente no
trivial de A, entonces 1 — e es un idempotente no trivial, ademas estos dos idempotentes son
ortogonales, y existe una descomposicién de A-médulos A4 = eA® (1 —e)A. A la inversa, si
A = M; & M, es una descomposicién no trivial de A-mdédulos entonces existen idempotentes
ortogonales no triviales e; y es tales que M; Z e Ay My = ey A.
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Si e es un idempotente central no trivial, entonces 1 —e también lo es, en este caso los ideales
eAy (1—e)A son bilateros y es més se tiene que eA y (1 —e)A son k-algebras con elementos
identidad e y 1 — e; respectivamente. En este caso se tiene la descomposicion no trivial de
algebras A = eA @ (1 — e)A. Un &lgebra se llama conectada si sus tnicos idempotentes
centrales son los triviales.

Si A es una k-dlgebra de dimensién finita, entonces existen ideales indescomponibles
Py, P, tales que A 2 P& --- @ P,, por lo tanto existe un conjunto de idempoten-
tes ortogonales primitivos £ = {ej, - ,e,} tal que 1 = e +--- 4+ e, y P = ¢;A. A la
inversa, si £ es un conjunto de idempotentes con las anteriores propiedades, este conjunto
induce la descomposiciéon A = e;A@® --- @ e, A donde cada e; A es indescomponible.

Un conjunto de ideales indescomponibles con la propiedad anterior se llama una descom-
posiciéon indescomponible y un conjunto de idempotentes con las propiedades anteriores
se llama un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales de A.

Note que si E es un conjunto completo de idempotente, primitivos y ortogonales de una
k-dlgebra A, entonces para cualquier A-moédulo derecho M, se tiene que para todo e € E
Me tiene estructura de eAe-mddulo derecho inducida por el producto por escalar en M. Se
sigue de esto que Homy(eA, M) tiene estructura de eAe-médulo con respecto a la accion
(peae)(z) = p(eaex) para todo a € A, x € eAy ¢ € Homy(eA, M), ademds se tiene el
eAe-isomorfismo Homa(eA, M) = Me definido por la férmula ¢ — @(e)e. De esto tdltimo
se tiene que el isomorfismo 6.4 : End(eA) — eAe of eAe-médulos induce un isomorfismo de
k-algebras.

3.22 Proposicién. Sea A una k-algebra y B = A/rad A, entonces se tiene las siguientes
afirmaciones:

1. si T € B es un idempotente, entonces existe un idempotente e € A tal que e € 7.

2. Todo ideal I de B es suma directa de ideales simples de la forma eB, donde e es un
idempotente primitivo de B.

3. Cualquier N € mod B es isomorfo a la suma directa de ideales simples de la forma
eB, donde e es un idempotente primitivo de B.

4. Si e € A es un idempotente primitivo de A, entonces el B-mddulo topeA es simple y
radeA = erad A C eA es el inico submddulo propio de eA.

Demostracion. Ver [14] capitulo 1. O

3.23 Lema. Sea A una k-algebra de dimensién finita; donde k es algebraicamente cerrado,
las siguientes condiciones son equilaventes
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1. A es local.
2. A solo tiene dos idempotentes, 0 y 1.
3. La k-édlgebra B = A/rad A es isomorfa a k.

Demostracion. (1 = 2) Es inmediata. (2 = 3) El médulo B es simple por la parte 3
de la proposicién anterior, y por la proposicién 2.21 se tiene el isomorfismo de k-alge-
bras Endp(B) = k. Ademds, se tienen los isomorfismo de k-dlgebras B = Endg(B) = k.
(3 = 1) Esta implicacién es consecuencia del corolario 2.2. [

Se sigue del la proposicion 2.24 y del lema anterior que e es un idempotente primitivo de A
si y solo si el dlgebra eAe es local, ademas se tiene el siguiente corolario.

3.24 Corolario. Sea A una k-algebra y sea M € mod A un médulo indescomponible,
entonces el algebra de endomorfismos de M es local y cualquier endomorfismo sobre M es
nilpotente o un isomorfismo.

Demostracion. Dado que M € mod A entonces dimy M < oo, en consecuencia End(M) es
una k-dlgebra de dimensién finita. Ahora si End(M) no es local, por el lema 2.25, entonces
esta algebra tiene dos idempotentes no triviales ey f = 1 —e¢, por lo tanto M = Ime ® Im f
es una descomposicién no trivial de M. En conclusién End(M) es local. Por la proposicién
2.3 todo homomorfismo no invertible f € End(M) pertenece al radical de A y por la parte
1 de la proposicién 2.21 este elemento es nilpotente. O

Se ha demostrado asi que la categoria mod A es una categoria de Krull-Schmidt y en esta
se satisfacen todos los hechos relativos a este tipo de categorias, Ver capitulo 1. Ahora, el
intereses particular es analizar los objetos indescomponibles en este tipo de categorias.

Si £ = {ej,...,e,} es un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales de
una k-algebra A, se puede demostrar que todo todo médulos indescomponible proyectivo
de A es de la forma P(i) = ¢;A y todo médulo simple es de la forma top(P(i)) para algin
1 < i < n. Ademas, todo médulo en mod A tiene un cubrimiento proyectivo y una pre-
sentacién proyectiva. Se tiene también que el funtor exacto D : mod A — mod A%! tal
que D(—) := Homg(—, k), establece una equivalencia de categorias y una biyeccién entre los
moédulos proyectivos de mod A y los inyectivos de mod AP, en consecuencia todo moédulo
inyectivo indescomponible en mod A es de la forma I(i) = D(Ae;), todo médulo en mod A
tiene un envolvimiento inyectivo y una presentacion inyectiva.

Sean P(1),...,P(n) todos los A-médulos principales no isomorfos dos a dos, para una k-
algebra de dimensién finita. Si se escribe R(i) := P(i)rad Ay V(i) = R(i)/R(i) rad A. Ya

"Dada una k-algebra A su dlgebra opuesta A°P es el dlgebra con producto definido por la férmula a*b = ba.
IUn médulo principal es un médulo proyectivo e indescomponible.
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que V(i) es es un médulo semisimple, V(i) = @]_, U(i)", donde U (i) := top(P(i)). Esto es
equivalente a decir que P(R(i)) = @}_, P(j)", donde P(R(i)) es el cubrimiento proyectivo
de R(i). El Carcaj de Gabriel de A consiste de un punto i por cada médulo principal P(i),
y de t;; flechas de el punto ¢ al punto j.

Algunos ejemplos de este tipo de carcaj son:

1. Si A es una k-algebra semisimple, entonces su carcaj de Gabriel es un carcaj discreto
dado que rad A = 0.

2. Para A = T, (k) es sencillo demostrar que su carcaj de Gabriel es una cadena de longitud
n.



CAPITULO 4

CATEGORIA DE REPRESENTACIONES DE POSETS EQUIPADOS

En este capitulo se define poset equipado y la categoria de sus representaciones, se mos-
trard que esta es una categoria de Krull-Schmidt no abeliana, y se hace la descripcién de los
algoritmos de diferenciacién D-VII, D-VII; y completacién.

4.1. Posets equipados

Un poset (P, <) se dice equipado, si todas las relaciones entre sus puntos x < y son
relaciones fuertes (denotadas por z <y) 6 débiles (denotadas por x < y) de tal manera que
la composicion entre una relacién fuerte y cualquier otra relacion es una relacion fuerte, es
decir,

r<y<dzozx<y<zimplica z < z. (4.1)

En general las relaciones <y < no son relaciones de orden. Estas relaciones son antisimétri-
cas pero en general no son reflexivas, ademas, < es transitiva y = en general no lo es.

Se denota por z < y una relacién arbitraria en un poset equipado (P, <). El orden < sobre
un poset equipado P induce relaciones < y < de orden estricto: x < y (respectivamente
x Qy)en P siysolosix <y (respectivamente z Jy) y x # y.

Un punto x € P se dice fuerte (débil) si © <z (respectivamente z < z). Los puntos fuertes
(débiles) son denotados por o (respectivamente ®) en el diagrama del poset equipado P.
También se denota por P° C P (respectivamente P® C P) el subconjunto de puntos fuertes
(respectivamente, puntos débiles) de P. Si P® = (), entonces el equipamiento es trivial y el
poset P es ordinario.

NOTA 1.Note que si z < y en un poset equipado (P, <) y existe un punto ¢ € P tal que
x <t <y, entonces r,y € P® o <t yt=<y. Enefecto;si x <t ot<y, por definicién z <y,
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lo que es contradictorio con lo supuesto al inicio.

El diagrama de un poset equipado (P, <) se obtiene por medio de su diagrama de Hase (con
puntos fuertes (o) y puntos débiles (®)). En este caso, una nueva linea es adicionada para
conectar dos puntos x,y € P con x < y si y solo si tal relacion no puede deducirse de otras
relaciones en P. Este tipo de diagrama se muestran en las figuras 4.1-4.3.

Para un punto a en un poset equipado P, se definen los subconjuntos de P siguientes:

o ={xePla<z}, ar={rePlx<a}
o' ={rePlada}, ay={reP|lrDa}
a¥ =a"/a, a, = ap/a,

a" ={rePla<z}, a,={reP|z=<a}

El subconjunto a¥ (respectivamente a,) es llamado el cono! ordinario superior (respec-
tivamente inferior) asociado al punto a € P y el subconjunto a” (respectivamente a,) es
llamado el cono fuerte superior (respectivamente inferior) asociado al punto a € P.
Mientras que los subconjuntos a¥ y a, son llamados conos truncados (superior e inferior,
respectivamente) asociados al punto a € P. Ejemplos de estos conjuntos se presentan en las
figuras 4.1-4.3.

Pr={1<{1,3,4},2=<2,2<(3,4},393,4=<4}

1Y =9 1V ={1,3,4} 1,=0 1, = {1}

39 ®4 2Y ={2} 2Y ={3,4} 24 ={2} 2,=0
3Y =0 3V = {3} 3.=10 35 ={1,2,3}
1 ®2
4 =44} 4" =0 4, ={4} 4, ={1,2}
Figura 4.1.

'Un cono superior (respectivamente inferior) es un subconjunto A de un poset P tal que para cada a € A,
a < x (respectivamente z < a) implica x € A.
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Po={1=<{1,3,4,8},197,2=<{2,4,7},2<{5,6,8},3 <X{3,7},4<{4,7,8},5J3{5,8},6 <{6,8},7=<7,8=<8}

Y ={1,3,4,8y 1V ={7} 1y = {1} 1, =0
2Y = {2,4,7} 2V = {5,6,8} 2, = {2} 2, =10
7 8
3Y ={3,7} 3V =10 3, ={1,3} 3, =10
3 4" = {4,7,8} 4V =90 4, ={1,2,4} 4, =0
® & 0 5
57 =0 5V = {5, 8} 5, =0 55, = {2,5}
\ / \ / 6" = {6,8} 67 =0 6, = {6} 65 = {2}
1 2 77 ={7} V=0 Ta=1{2,3,4,7} 7, ={1}
8Y = {8} 8V =10 8, = {1,6,8} 8 = {2,5}
Figura 4.2.

Pz ={1=<{1,2},143,2=3,3=3}

Y={1,2} 1V ={3y 1*={1} 1, =0

Y ={2,3} 2V=0 2, ={1,2} 2,=0

Y ={3} 3V=10 34 =1{2,3} 3a={1}
Figura 4.3.

En general los conjuntos a” y a, no son conos. Ademds, cuando a € P°, a* = a, = 0.

Para un poset equipado (P, <) y A C P, se definen los subconjuntos siguientes:

:Uav, AY::UCLY yAV::UaV.

acA a€A a€A

Los subconjuntos A,, A, y A, son definidos de manera dual.

Una cadena C' = {¢; € P|1 < i < m,¢_1 < ¢ sii > 2} en un poset equipado se dice
débil si y solo si ¢;_1 < ¢; para cada i > 2. C' se dice completamente débil, si ¢; < ¢,.
Note que una cadena completamente débil es una cadena débil, pero una cadena débil no
necesariamente es una cadena completamente débil (ver figura 4.3). Frecuentemente se nota
por {¢; < cg < -+ < €1 < ¢} una cadena débil de longitud n con elementos ¢y, - , ¢,
la misma notacién se usa para notar una cadena ordinaria C' de longitud n (usando el co-
rrespondiente simbolo <). Un subconjunto A de un poset equipado P es completamente
débil si A = A® y todas las relaciones entre sus puntos son débiles.
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Para subconjuntos A y B de un poset equipado P se escribe A < B si a < b para cada a € A
y b € B. Las notaciones A < By A< B se usan de manera analoga. La unién disyunta de
Ay B se llama suma y se nota por A+ B. La suma A + B es cardinal (respectivamente
ordinal) si A y B son incomparables (respectivamente A < B 6 B < A).

La forma cuadratica de tits asociada a un poset equipado P, f = fp, es dada por la
formula
f(d) = d(2] + Z fmdi + meyfzfydzdy — dy Z fxdxa
zeP <y zeP

donde f, =1 (respectivamente f, = 2) si 2 € P es un punto fuerte (respectivamente débil)
Y Dy = 1/2 (respectivamente p,, = 1) si x < y (respectivamente x < y). Naturalmente,
ésta coincide con la forma cuadratica de posets ordinarios si P no tiene puntos débiles. A
continuacion se presentan algunos ejemplos de este tipo de forma cuadrética.

fop(d) = d2 + 2d? + 2d3 + 2d1da — 2dg(dy + d2)

= (d1 +d2 — do)? + d3 + d3

Figura 4.4.

fp(d) = df + 2d3 + 2d3 + 2d3 — 2dg(d1 + d2 + d3)

& [ (2] = (d1 +d2 +d3 —do)? + (d1 — d2 — d3)? — 4dads

Figura 4.5.

Recuerde que una forma cuadratica f se dice débilmente positiva si f(d) > 0 para todo
vector d > 0 y se dice débilmente no-negativa si f(d) > 0 para todo vector d > 0,
ademas las raices admisibles de la forma cuadratica f son todos los vectores d > 0 tales
que f(d) =16 f(d) = 2. Por ejemplo: la forma cuadrética de la figura 4.4 es débilmente
positiva y la de la figura 4.5 es débilmente no negativa.

4.2. Complejificacion de F-espacios

En lo que sigue de este texto G = F(u) es una extensién cuadratica de un campo F; donde u
es una raiz del polinomio minimal ¢* + ut + X con A # 0 y u, A € F. Esta pareja de campos
se notara en la forma més corta (F,G).
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4.1 Definicion. La complejificacion de un F-espacio vectorial U es el G-espacio vectorial
U2 = Uy con suma y producto por escalar definidos por las férmulas

(U1)+(U2) = <U1+02),Ui, U)zEU() (42)
w1 Wo w1 + Wo

(a+ ub) (w) - (bv i”@fbj‘;)w) v, we Uy (43)

Si se identifica el F-espacio Uy con el subespacio Uy x {0} de vao y se escribe simplemente v
en vez de (v,0)!, entonces un elemento arbitrario z € Uy se puede escribir en la forma:

()= ) () = @) o) e

De esta manera, la COIIlplGJlﬁC&ClOH de un F-espacio vectorial Uy puede ser escrita como

U() = Uy +ul,. Asi, si W C Uo es un FF-subespacio de UO, entonces la parte real y la

parte imaginaria de W denotadas por ReW y Im W son definidas de tal manera que si
=F{z; +uy; |z, ye € Uy, t € A} C /Uvo para una base fija, entonces

ReW =gen{x; |t € A} CUy y ImW =gen{y, |t e A} C Up;

respectivamente. En este caso, si k es un campo y 7' = {ey,...,€e,} es un conjunto de gene-
radores de un k-espacio vectorial V| entonces k{ey, ..., e,} denota el k-subespacio generado

por {eq,...,en}.

Si W es un G-espacio vectorial, entonces la realizacion Wy de W es el F-espacio vectorial
que se obtiene de W restringiendo la multiplicacién escalar a F x W (Informalmente, éste es
precisamente W considerado como un F-espacio vectorial).

4.2 Proposicion. Para un F-espacio vectorial Uy de dimension finita, V' un G-subespacio
de Uy y un G-espacio W de dimension finita se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. dimg Uy = dimg Up.
3. ReVg = Im Vg.

Demostracion. 1. Si B = {ejy,...,e,} es una base para el F-espacio vectorial Uy, entonces
cualquier elemento v + uw € Uy se puede escribir en la forma ) (a; + ub;)e;; donde
v=> rae;yw=y . be;. Ademas, si Y ' (a; + ub;)e; = 0, entonces

n n
E ai€; = E bie; = 0,
i=1 i=1

dado que B es una base, a; = b; = 0 para cada 1 < ¢ < n. Lo anterior prueba que T es
una G-base para Uy, y dimg Uy = dimg Uj.
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2. SiT ={f1,..., fn} una base para el G-espacio vectorial W, entonces cualquier elemento
v 4+ uw € Wy se puede escribir en la forma

> (a; +uby) f; Zalfthb (uf;).
=1

Ademas, sean aq,...,a, v Bi,..., B, elementos en [ tales que

0= Za’f’ + Zﬁz uf;) = Z(ai +uf;) fi,

=1

dado que T es una base de W, entonces (a; +up;) = 0 para cada 1 <7 < n, y de esto,
o; = f; = 0, para cada 1 < i < n. Esto prueba que 7" = T'U {uf;| f; € T} es una F-base
para Wg, v de esto dimg Wy = 2dimg W.

3. SiV=G{e,+ufi|e, fr eVt € A} C Uy, por la parte 2 se tiene
Ve =Fle, +ufy, =Afe+ules — pfi) e, fr € Vit € A},
ademas,
ReVr = gen{e; [t € A} +gen{f, |t € A} = gen{ey, fi|t € A} = Im V.
[

Para cada G-subespacio W de ﬁ; se establece la notacién W+ = Re Wy = Im W5 y se define
el subespacio W~ = gen{v € Uy | (v,0)t € Uy} C WT.

Para un G-espacio W un F-subespacio V' C W es llamado una F-forma de W, si W = V=
V +4V, ademas por la parte 1 de la proposicion 4.2 dimg V' = dimg W. Note que si Y es un
F-espacio de Uy y X =Y, entonces X* = X~ =Y. Ademés, Y es una F-forma de X.

4.3 Ejemplos. 1. Sean F' =R, G = Cy Uy = R3 = R{ey, ey, €3}, entonces R3 = C3, en
este caso se asume que u = i. Si W = C{e; + ieq, €1 +iez} C C?, entonces

I/VJr = RS y W~ = R{@g — 63}.
2. SiUy=R*=R{ey, ez, e3,es} y W = {ey +ies + ez +ies; C C? entonces
VVJr = R{@l + es, ez + 64} y W~ =0.

4.4 Proposicién. Sean X, Y F-subespacios de Uy, Z y W (G-subespacios de ﬁg, entonces

. X+Y=X4+Y.

e~

2. XNY=XNnY
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3. (X)* = X.

4. (Z4+W)t=Zt+ W,

5. (ZNW)tCc Ztnwt,

6. Z-+W-C(Z+W)".
T.(ZNW) =Z" NnW-.

8. ZVCW- & ZCcW- & Z+CW.

9. Si Z C W, entonces (W- + Z)~ C W—.
10. WHc X & W c X.

1. XcW- e XcWw.

—_——

Demostracion. 1. v4+uw € X +Y siysolosiv,w € X +Y siysolosiv=wv +vyy
W = wi+wsy, con vy, w; € X yvg,we € Y siysolosiv+uw = vi+uw;+ve+uwy € X+Y.

e~

2. Dado que X NY C X,Y, entonces X NY C)z,?yXﬂY C X NY. Por otro lado si
v—i—uwew, entonces v +uw € X y v+ uw € Y; de esta manera v,w € X NY y
v+uw e XNY.

3. Consecuencia de la proposicién 4.2. Las partes 1. 4 y 5 son inmediatas.

6. Siv e Z + W, entonces v =z+w; con z € Z~ yw € W, por lo tanto (v,0)" =
(2,0 + (w,0) € Z+ W,y deestov e (Z+W)".

T.veZ NW- siysolosive Z- yv e W™ siysolosi (v,0f € ZNW siy solo si
ve(ZNW)~.

—

8. =) Si Z* C W, entonces Z C 7t CcW-. =) 51 Z C W~, entonces Z+ C (W)t =
W-CcW.=)SiZt CWywveZ", entonces (v,0)" € Z+, por lo tanto v € W ™.

9. Dado que W= C Wy Z C W, entonces (W-+Z) C Wy (W- + Z)~ C W~. La otra
contenencia es inmediata.

10. =) WCWHCX. <) WHc X+=X.

1. =) XCW-CW. <) X=X"CW-.
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4.5 Ejemplo. Sean Uy = R?, X = C{e; +iea} y Y = C{es + iea}, entonces
Xt =R{e,ea} v YT =R{eyes}, por lo tanto
XNyt =R{e;} y (XNY)" =0. Ademés

X 4+Y =0 y (X+4Y) =R{e; —e3}.

Este ejemplo muestra que las contenencias en las partes 5 y 6 de la proposicién anterior son
propias.

4.6 Corolario. Si X es un F-subespacio de Uy y X; C Xy C --- C X, es una cadena de
G-subespacios de Uy, entonces

—_——

(()A(/ + X)) +X,) = ()? + X,,) ", para cada j fijo, 1 < j < n. (4.4)
Demostracion. Para X; se cumplen la contenencia:
XCX+X,CX+ X,
ésta junto con la parte 6 de la proposicién anterior implica las contenencias
X=X)"c(X+X;,)" CX+X,,

Aplicando complejificaciéon a cada uno de estos espacios y por la parte 1 de la proposicién
anterior, se tienen las contenencias:

—_——

Xc(X+X,)-CcX+X, CX+X,.

Estas ultimas contenencias implican la igualdad:

P

(5(:+X])_ +Xn :X+Xn7
y ésta implica la igualdad 4.4. O

Si W es un G-subespacio de ﬁg, entonces el G-subespacio F(W) = W+ es llamado la F-
envoltura de W, la cual satisface W C F(W).

4.7 Lema. Cualquierf@—subespacio W de /Uvo puede ser expres@ como suma directa de
G-subespacios, W = W~ @& H, donde H es el complemento de W~ en W. Ademds, H™ =
Wt /Ww-.

Demostracion. Dado que W~ C W, se tiene:

W-=W"+ulW~ CcW +ulW =W,
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por lo tanto W~ es un G-subespacio de W. Por otra lado, la familia T = {H < W | W-NH =
0} es no vacia, dado que 0 € T, y cualquier cadena {Hy, C Hy C --- C H,, C ---} C T tiene
cota superior V = J;2, H;, por el lema de Zorn, T tiene por lo menos un elemento maximal
H. Se demostrara a continuacién que W-oH= W es claro que W-+H=W-&H es
un G-subespacio de W, si en W existe un elemento x que no estd en W-oH , entonces
H' = H + G{z} es un G-subespacio que se encuentra en la familia 7' y contiene propiamen-
te a H, lo que contradice que H sea un elemento maximal de 7', en conclusion W-®&H=W.

Por definicion (I7V\i)+ = W™, a partir de este hecho se tienen las igualdades:

Wt=W @H) =W ) eH =W o H*.
De las que se deduce:
WH/W- =W~ @ HY/W- =2H".

]

Si X C ﬁg es un G-subespacio con F-envoltura F(X) = X, entonces se dice que X es un
subespacio fuerte. Ademas, por el lema 4.7 se concluye que cualquier G-subespacio X C Uj
siempre tiene un sumando directo fuerte de la forma X —.

4.8 Lema. Si H C W son subespacios de ﬁ; y F(W) = W, entonces existe D subespacio
fuerte contenido en W tal que W = H & D.

Demostracion. La familia de subespacios T = {D < W|DNH = 0y F(D) = D} no es
vacia, ademas si C'= {Dy C Dy C --+ D; C ---} es una cadena en 7', entonces como W es
un espacio de dimension finita, por lo tanto noetheriano, existe n > 1 tal que D,, = D; para
1 >n, y por lo tanto C' tiene cota superior

i D, = Z D; = D,,
=1 =1

por el lema de Zorn, T tiene por lo menos un elemento maximal D. Es claro que H®D C W.
Por otro lado; si existe v = v +uw € W\ (H & D), entonces v 6 w no estan en H @ D. Si
se supone que v ¢ H & D, entonces el subespacio Dy = D + G{v} pertenece a la familia T
y contiene propiamente al subespacio D, lo cual es contradictorio. Asi, H & D = W. O

Para una transformacién F-lineal ¢ : Uy — Vj, se define su complejificacién ¢ : /UVO — ‘70
de tal manera que

P+ uw) == ¢(v) + up(w),
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En realidad, ¢ es una transformacion G-lineal; En efecto, ésta es lineal, dado que ¢ lo es, y
sir=a4+ubeGyz=v+uw € Uy, entonces

= ¢((a+ ub)(v + uw))

= @(av — Abw + u(bv + (a — pb)w))

= p(av — Abw) + up(bv + (a — pb)w)

= ap(v) = Abp(w) +u(be(v) + (a — pb)p(w))
= (a+ub)(¢(v) + up(w))

= rp(2).

p(rz)

4.9 Lema. Sean ¢ : Uy — Vj una F-transformacion lineal, W < ﬁg y N < Uy, entonces

Loo(W™) =e(W)",

4 o(W) Cp(W)™.

Demostracion. 1. Si W como F-espacio vectorial tiene por conjunto generador al conjunto
{z; +ays | x4,y € Ugy t € A}, entonces {p(zy) + up(y:) |z, y: € Uy y t € A} es un
conjunto generador de (W), y (W) = g(W)*.

~ —~—

2. o(N) =@o(N +uN) = p(N)+uN = p(N).
3. Consecuencia de 1 y 2.

4. Siy € o(W™), existe (v,0)" € W tal que y = ¢(v), vy (y,0)" = (p(v),0)". En conse-

cuencia y € o(W)~.
[

Note que la contenencia de la parte 4 del lema anterior es propia; por ejemplo: Sean W =

Cle; +ies} v o : R2 — R?%; (z,9)" — (z,0). Entonces p(W~) =0y (W)™ = R{e; }.

4.3. La categoria de representaciones de un poset
equipado

En esta seccién se determinard la categoria de representaciones de un poset equipado fijo P
y se probaran algunos hechos importantes acerca de ésta.
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Una representaciéon de un poset equipado P sobre la pareja de cuerpos (F,G), donde
G es una extensién cuadrética de F, es un sistema de espacios de la forma

U= (Uy Uy |z €P),

donde Uy es un F-espacio vectorial de dimensién finita y para cada z € P, U, es un G-
subespacio vectorial de Uy, tal que

x<y= U, CU,
r<y = F(U,) CU,.

NOTA 2. x € P° si y solo si z < x, de esto: U, C F(U,) C U,. En conclusién, si x € P°,
entonces U, es un G-subespacio fuerte.

4.10 Ejemplos. 1. Para el poset equipado definido por la figura:

é@/ O\é
N

se define una representacién U sobre la pareja (R, C) de tal manera que {eq, eq, €3} es la

P _

base canénica del espacio vectorial Uy = R?. Ademas;
U1 = C{el} = R(Ul),
U2 = C{Gz + i€3, 61},
U3 = C{@l + ’i@g, 63},
Uy =C® =T

2. Para el poset equipado definido por la figura:

j) - l
se define una representacién U sobre la pareja (R, C) de tal manera que {e, eq, €3, €4} €s
la base canédnica del espacio vectorial Uy = R*. Ademés;

U1 = C{Gl + i@g},

U2 = (C{el, 62} = R(Ug),
Us = C{ey, €9, €3 + iey}.
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Dada una representacién U = (Uy; U, |z € P) de un poset equipado sobre la pareja (F,G),
para cada espacio U, se define su radical

U, =Y FU)+ > U..

z<4x z=<x

La categoria de representaciones de un poset equipado P denotada por rep P tiene co-
mo objetos todas las representaciones del poset equipado P sobre un par adecuado de cuerpos
(F,G) (G una extension cuadratica de F). Un morfismo
o : U= UyU|x € P) >V = (Vy;Vp|x € P) en rep?P consiste de una transforma-
cion F-lineal ¢ : Uy — V; tal que

o(U,) C V,, para cada = € P,

y la composicién de morfismo coincide con la composicién usual de funciones.

Para U = (Up; Uy |z € P) y V = (Vo; Vi | 2 € P) en rep P se define su suma directa por:
UoV=U®oVyuU,®V,|xe?P),

donde Uy @ Vj es la suma directa usual entre F-espacios y U, & V, es la suma directa usual
entre G-espacios para cada x € P. De hecho; U@V es de nuevo una representaciéon del poset
equipado P, ya que si x <y, por la parte 1 de la proposicion 4.4 se tiene:

e~

F(U, @ Vi) = (Us @ Vi) *
C(Ufa V)
=U &V,
=FU,) @ F(V;,)
cU,@V,

Ademsds, cada conjunto de morfismos Homp(U,V) es un F-subespacio vectorial de
Homp(Uy, Vp). Los anteriores hechos son suficientes para concluir que la categoria rep P es
F-aditiva. En realidad ésta, como se demostrara a continuacion, es también de Krull-Schmidt.

Dadas U = (Up; U, |z € P) y V = (Vo; Vi |« € P) en rep P se dice que U es una subrepre-
sentacion de V' siempre que:

UycVyg y U,CV, paracadazeP.

Un morfismo ¢ : U — V en rep?®, donde U = (Up; U, |z € P) y V = (Vo; Vi |z € P), es
monomorfismo si ¢ : Uy — Vj es inyectiva, es epimorfismo si ¢ : Uy — Vj es sobreyectiva y
es isomorfismo cuando es monomorfismo, epimorfismo y ¢(U,) = V, para todo z € P. En
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el caso en el que exista un isomorfismo ¢ : U — V se dice que U y V son representaciones
isomorfas, situaciéon que se notard por U = V. Ademads, a ¢ le asociamos las siguientes
representaciones:

Kerp o = (Kerp; Ko |2 € P) y Imp ¢ = (Im; Lo |z € P),

donde Ker ¢, Im ¢ son el nicleo y la imagen usual de la transformacion F-lineal ¢ : Uy — Vj,
K.p =KerpnU, y I,p = ¢(U,), para todo x € P. En realidad, Kerp ¢ junto con la inclusién
¢ : Ker ¢ < Uy es un nicleo de ¢ en rep P.

4.11 Lema. Si U = (Uy; U, | x € P) es una representacion indescomponible en rep P, enton-
ces su anillo de endomorfismo, Endp(U) es una F-dlgebra local. Ademds todo elemento no
invertible en Endy(U) es nilpotente.

Demostracion. La F-algebra Endp(U) es de F-dimensién finita, en vista que Endy(U) C
Endr(Uy) y Endp(Up) tiene F-dimensién finita. Si Endy(U) no el local, entonces por el lema
2.25 existen idempotentes ortogonales no triviales ¢ y ¥ = 1 — ¢ en Endy(U). Se demos-
trard que U = Imgp ¢ & Imgp ; En efecto, es claro que Uy = Im ¢ @& Im ), ahora para z € P
sea z € U, dado que z = 3(2) 4+ 2z — @(2) = 3(2) + ¥(z), entonces U, = Ly + L. Y si

z € IpN I, entonces z = @(z1) = (z2) = 25 — P(22) para z1 y 23 en U,, pero:

P(21) + 0(22) = @21 + 22)
= pp(21 + 22)
= p(22),

por lo tanto z = @(z;) = 0y la suma Imgp ¢+ Img ¢ es directa no trivial, por lo tanto U no es
indescomponible. Por la proposicién 2.3 todo elemento no invertible en Endy(U) pertenece al
radical de anillo de endomorfismo y por la proposicién 2.21 este elemento es nilpotente. [

4.12 Teorema. Cualquier objeto U = (Up; U, |x € P) en rep P se puede expresar como
suma directa finita de objetos indescomponibles en rep P.

Demostracion. Se supondra que U es descomponible y se demostrara el teorema por induc-
cién sobre dimp Endyp(U) = n. En efecto, si n = 2, por el lema anterior existen idempotentes
ortogonales no triviales ¢ y ¥ = 1 — ¢ tales que U = Imyp ¢ @ Imyp ¢, v se tiene ademés que
Endyp(Imgp ¢) = Endp(Imgp 1)) = F, es decir, Imgp ¢ y Img 1) son representaciones indescompo-
nibles en rep P.

Si dimp Endy(U) = n+ 1, entonces por el lema anterior existen idempotentes ortogonales no
triviales ¢ y ¢ = 1 —p tales que U = Imgp ¢ & Imgp . Si Imgp ¢ y Imgp 1) son indescomponibles,
entonces termina la prueba, por el contrario se tiene que

dimp Endg(Imgp ¢), dimp Endp(Imp¢) < n +1

y la prueba se sigue por induccién. O
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Se sigue del teorema anterior y del lema 4.11 que rep P es una categoria de Krull-Schmidt [F-
finita, por ende el problema fundamental consiste en clasificar los objetos indescomponibles
en rep P. Para un poset P se denotard por Ind P un conjunto completo de representantes
de objetos indescomponibles no isomorfos dos a dos; P se dice de tipo representacion
finito si Ind PP es finito. En general, la categoria rep P no es abeliana, como se muestra en el
siguiente ejemplo:

4.13 Ejemplo. Para el poset definido por la figura

iP = l
Considere las siguientes representaciones V = (Vo; V. |z € P) y U = (Uy; U, |z € P) sobre

la pareja (R, C), donde {eq,ea,e3}t v {f1, fo, f3, f2} son las base candnicas de los R-espacios
vectoriales R? y R*; respectivamente, y

%:R47 ‘/i:(:{f4}7 %:C{f17f4}a %:C{flaf3+f27f4}‘
Up = RS, Ui = Cle; +iex}, Uy =C{er,en}, Us= /U;,

Para este par de representaciones se tiene el epimorfismo ¢ : V — U, que tiene matriz
asociada en las bases canonicas a:

O O =

0
0
1

S = O
o O O

y que tiene como representacién nicleo la representacion Kerp o = (R{f4};0,|z € P) y
morfismo nicleo a ¢ : Kerp o — U tal que ¢ := (0,0,0,1)". Ahora, el morfismo ¢ : V. — V,
con matriz asociada en las bases canodnicas:

o O O =
S O = O
o = O O
o O O O

es tal que ¥ = 0, pero la unica transformacion lineal ¢’ : Uy — V; entre R-espacios que
hace conmutativo el diagrama

Vo —= Uy

|

Vo
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es la transformacion que tiene como matriz asociada en las bases candnicas a:

o O O
S = O O
O O = O

pero ¢’ no es un morfismo en rep P, ya que e; +ies € Uy y

Y'(er +ieg) = ¢'(er) + i’ (eq) = fi +ifs & Vi

Entonces a pesar de que ¢ es un epimorfismo en rep P, él no es el conticleo de su niticleo. De
esto la categoria rep P no es conormal, y por lo tanto no abeliana.

Si X C Py U €rep?P, entonces los subespacios de 56 denotados por Uy, Uy, ﬁX y (A])} son
definidos de la siguiente manera

Ux=> U, Uf=> U5 Ux=(U. vy Ux=[\U.

reX zeX reX zeX

Ademas, se asume: Uy =0y [7@ = /Uvg.

La dimensién de una representacion U € rep P es un vector d tal que
d=dimU = (do;d, |z € P),

donde dy = dimg Uy y d, = dimg U, /U,. Una representacion U € P es sincera si dy # 0y
d, # 0 para cada = € P. En otras palabras, el vector d de una representacion sincera U no
tiene coordenadas nulas.

4.14 Ejemplo. Para las representaciones V' y U del ejemplo 4.13 se tiene:
dimV =(4;1,1,1) y dimU =(3;1,0,1).
En este caso V' es una representacién sincera y U no lo es.

Un poset equipado P es sincero, si en la categoria rep P hay por lo menos una representacién
indescomponible sincera.

4.4. Problema matricial

En esta seccién se introducira el problema matricial inducido por un poset equipado P, de
acuerdo a la nueva versién descrita por Rodriguez y Zavadskij en [26].
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Cada poset equipado define de manera natural un problema matricial de tipo mixto sobre
un par (F,G) adecuado de cuerpos. Considere una matriz rectangular dividida en franjas
verticales M,, x € P, donde M, tiene entradas sobre F (G) si el punto z es fuerte (débil):

r—1UY
P= ® ® o o

M= G| G| F | F

tal matriz particionada es llamada una representacién matricial del poset equipado P
sobre la pareja (IF, G). Sus transformaciones admisibles son las que siguen:

a. Transformaciones F-elementales sobre todas las filas de la matriz M.

b. Transformaciones F-elementales (G-elementales) entre las columnas de la franja vertical
M, si x es un punto fuerte (débil).

c. En caso de una relacién débil z < y, adiciones de las columnas de la franja M, a las
columnas de la franja M, con coeficientes en G.

d. En el caso de una relacion fuerte x<y, adiciones independientes de la parte real e imaginaria
de las columnas de la franja M, a la parte real e imaginaria (en cualquier combinacién)
de columnas de la franja M, con coeficientes en F (Asumiendo que, para y fuerte, no hay
adiciones a la parte imaginaria nula de M,).

Dos representaciones matriciales se dicen equivalentes o isomorfas si una de ellas puede
ser transformada en la otra con ayuda de las transformaciones admisibles. El correspondiente
problema matricial de tipo mixto (F, G) consiste en clasificar las representaciones matriciales
indescomponibles bajo equivalencia.

4.15 Ejemplos. 1. Una representacién matricial M del poset equipado P = {®} es una
matriz [m;;]mxn con entradas en G. Las transformaciones admisibles de esta matriz son

las del tipo descritas en a y b. Para este ejemplo se denotaran las filas de una matriz
B por Fi(B),...F,(B) y sus columnas por Cy(B),...Cy,(B).

Se multiplica Fy, (M) por m; }; donde ki = min{i|m;; # 0} (si no es posible encontrar
este elemento se sigue con la siguiente fila), para luego eliminar los elementos restantes
de Fi,1(M) con G-operaciones elementales sobre columnas, finalmente se intercambian
F (M) por la fila Fy, (M), para obtener la matriz M ~ M; = [mj;]. Ahora se multiplica
Fi, (M) por (my,)~", donde ky = min{i|mj, # 0} (si no es posible encontrar este
elemento se sigue con la siguiente fila), para luego eliminar lo elementos restantes de
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Fi,(M,) usando G-operaciones elementales sobre columnas, finalmente se intercam-
bian Fy(M;) por la fila Fy,(M,). Continuando con este razonamiento hasta donde sea
posible, se obtiene una matriz de la forma:

A | B

donde se puede eliminar la parte real del bloque A haciendo F-operaciones elementales
sobre filas y obtener:

I

llA1 Bl

Y

donde la matriz A; tiene entradas en F. Ahora, sobre el bloque B; se pueden hacer li-
bremente F-operaciones elementales sobre sus filas y G-operaciones sobre sus columnas
sin alterar la forma de los otros bloques, entonces aplicando a B; el algoritmo aplicado
a la matriz M se obtiene la matriz:

I

udjudp| I

LIA13 1.1A14 LIAQ BQ

En esta nueva matriz los bloques A;; v A3 se pueden hacer 0, haciendo operaciones
G-elementales entre columnas del tercer bloque vertical a los dos primeros bloques
verticales sin alterar la forma de los otros bloques, obteniendo la matriz:

UAg BQ

donde Aj tiene entradas en FF. Realizando este procedimiento, en un numero finito
de pasos se obtiene un bloque B; = 0 y una correspondiente matriz A; la cual tiene
entradas en el campo F . A ésta se le pueden hacer F-operaciones elementales sobre
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filas y sobre columnas para reducirla y llegar finalmente a la representacién matricial:

ul

Lo que significa que cualquier representacién matricial de P es suma directa finita de
alguna de las representaciones matriciales indescomponibles:

1)y [

. Una representacién matricial del poset P descrito por la Figura 3.4 es una matriz M
con entradas en G, dividida en dos franjas verticales:

1 2
M =M, | M,

Se empieza reduciendo el bloque M; a la forma del ejemplo anterior:

1 2
I By
I By
M ~
ul B3
By

los bloques B; y Bs se pueden hacer nulos con G-operaciones elementales de las co-
lumnas de los dos primeros bloques de la primera franja a la segunda franja, sin alterar
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la forma de la primera franja:

1 2
I
I
M ~
ul C
By

El bloque B, se puede llevar a la forma del primer ejemplo sin alterar la forma de la
franja 1.

ul C1|Ca|C3

ul

El bloque C5 se puede hacer nulo, con F-operaciones elementales de las filas de los
bloques I y ull a él, sin alterar la forma de los bloques restantes, ademas la parte real
del bloque C] se puede eliminar con F-operaciones elementales de las filas del bloque
I, debajo de éste, a él; y su parte imaginaria se puede hacer nula con F-operaciones
elementales de las columnas del segundo bloque de la franja 1 a sus columnas. Por otro
lado el bloque arriba de C que ahora no es nulo y tiene entradas en [F, se puede hacer
nuevamente nulo, con F-operaciones sobre filas del bloque I, debajo de éste, a sus filas.

ul Cs

ul

Entonces el problema de reducir la representacion matricial M se reduce al problema
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de reducir la representacion matricial:

1 2
I
N =
U]I 03

Para esta representacion se tiene: Las transformaciones admisibles que se pueden hacer
sobre ('3 sin afectar la forma de la franja 1 son; G-operaciones elementales sobre sus
columnas, aunque las F-operaciones elementales sobre sus filas altera la forma de la
matriz ull a esta matriz se le puede devolver su forma con F-operaciones elementales
sobre sus columnas y a pesar de que estas operaciones afectan la forma de la matriz I,
a ésta se le puede devolver sus forma inicial con operaciones elementales sobre sus filas;
asi: C3 se puede reducir a la forma del primer ejemplo y se obtiene la representacién
matricial:

ul I

ul I

ul ul

Ahora se realizan las siguientes operaciones elementales entre columnas de la franja 1
a la franja 2 , para eliminar el bloque ul:

ul I ul I

ul I ul I

ul ul

Multiplicamos el ultimo bloque vertical de la franja 1 por u y se lo restamos al tercer
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bloque de esta franja para obtener:

ul I

ul I

donde D es una matriz con entradas en G. Si se denota por A y B la parte real e
imaginaria de la matriz D, entonces A se puede hacer cero haciendo F-operaciones
elementales de las filas del bloque I, que se encuentra sobre D, a las filas de él, y B se
puede hacer cero haciendo F-operaciones elementales de las columnas del dltimo bloque
vertical de la primera franja a columnas del tercer bloque de ésta. De esta manera se

obtiene:
1 2

ul I

ul I

ul

Por ultimo el bloque —B se puede hacer nulo haciendo F-operaciones elementales de
las filas de la columna I, que se encuentra sobre —B, a las filas de él, y realizando las
respectivas permutaciones de filas y columnas se obtiene la representacion matricial:

1 2

ul I

ul

En este caso; cualquier representacién matricial M del poset equipado P representado
por la Figura 3.4 es equivalente a una representacién que es suma directa finita de las
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representaciones matriciales:

e
N

Figura 4.6.

P

El problema matricial para representaciones a.-d. surge naturalmente de la clasificacién de
los objetos U € rep P bajo isomorfismo. En este caso, a una representacion U se le asocia
su representacion matricial My = (M,; x € P) definida de la siguiente manera: si un punto
x € P° (z € P?), entonces las columnas de la franja M, consiste de un sistema de coordenadas
G (con respecto a una base fija B de Uy) que genera a U (respectivamente, G-subespacio
U,) modulo su subespacio radical U} (respectivamente, U,). El problema a.-d. puede ser
obtenido cambiando la base B y el sistema de generadores G.

4.16 Ejemplo. La representacion U = (Uy; U, | x € P) del poset equipado P descrito por la
figura 4.6, donde

Uo=R", U, = Cley +ies}, Uy = Cley +iey, ep + ies, e5 +ieg) },
U, = C{ey + ieq, €2 + ies, e3 +ieg} y Uy = Uy

tiene representacion matricial asociada:

1 €1
1 1 €9
1 1 €3
MU = €4
14 €5
1 1 1 €6
1|er

En este caso, cada casilla vacia indica coordenadas nulas con respecto a la base candnica
{e1, eq, €3, €4, €5, €6, €7} del espacio vectorial Uy.
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4.5. Algunas representaciones indescomponibles

En esta seccion se daran algunos ejemplos de representaciones indescomponibles en la cate-
goria rep P de representaciones de un poset equipado P.

Si P es un poset equipado y A C P, entonces P(A) = P(min A) = (F; P, |z € P), es tal que
P,=Gsiz e AV y P, =0 en otro caso. En particular, P(0)) = (F;0...,0).

Sia,b € P¥ entonces T'(a) y T'(a,b) denotan objetos indescomponibles cuyas representacio-
nes matriciales son de la siguiente forma:

a
T(a)Z,ae?®7 T(a,b) =

En la notacién que se usa para los objetos en rep P, la representacion T'(a) puede ser descrita
en la forma T'(a) = (Ty; T, |z € P), donde Ty = F? y

,con a < b.

&~
—_ O

To = G2, six € a,
T, =< G{(1,u)'}, sizea",
0, En otro caso,

donde (1,u)" es la columna de coordenadas con respecto a una base ordenada de Ty.

Por otro lado, la representacién T'(a,b) puede ser descrita de tal manera que T'(a,b) =
(Ty, T, |z € P), donde Ty = F? y
G{(L,u)'}, sia=<z<Db,
T, =< Ty = G2, size€a’UbY,

0, En otro caso.

Sia € PPy B C P esun conjunto completamente débil tal que a < B, entonces T'(a, B)
denota la representacién de P que cumple las siguientes condiciones con T = F?:

G{(1,u)'}, sizea\B,
T, =< Ty = G2, siz€a’ + BY,

0, En otro caso.

En particular T'(a, () = T(a).
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Las anteriores definiciones permiten escribir la representacién matricial

a b c d
1 1|€e1
1 1 €2
M= |1 €3
1 1 €4
1 €5

del poset descrito por la figura:
co d
P =
“ b
Figura 4.7.

como la siguiente suma directa de objetos indescomponibles:

a b c d
1 1|€1
1 1 €2
T@eaeTh) eT(c,d =M= |i €3
1 1 €4
7 €5

De hecho en [26, 34] se demuestra que el poset P descrito en la Figura 3.7 es de tipo repre-
sentacién finito.

NOTA 3. En [34] se demuestra que P(0), P(c;), T(c;) vy T(ci, ¢j), para 1 <i < j < n forman
un conjunto completo de representaciones indescomponibles sobre la pareja (R,C) de la
cadena completamente débil C'= {¢; < co < -+ < ¢, }. De hecho, si U = (Up; U, |1 <7 < n)
es una representacion sobre (R, C), entonces de manera andloga a como se hizo en el ejemplo
4.15, cada bloque de su correspondiente representacién matricial U,,, 1 < 7 < n, puede ser
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reducida via transformaciones admisibles a la siguiente forma estandar

I

il

Y

donde las columnas consisten de generadores de U, modulo su subespacio radical U, = U, ,
con respecto a una base fija de Uy (en este caso, los bloques vacios indican coordenadas nulas).
Este resultado puede ser generalizado de manera natural al caso (F; G), usando el escalar
adecuado u € G en vez de la constante ¢ € C, en la representaciéon matricial de U,, mostrada

anteriormente.

4.6. Algoritmos de diferenciacién D-VII, D-VII; y
completacion

En esta seccién se expondran brevemente los algoritmos de diferenciacién D-VII, D-VII; y
completaciéon para posets equipados que forman parte del aparato de diferenciacién descri-
to por A.G. Zavadskij para describir los posets equipados de tipo representacion manso y
crecimiento finito. Muchos de los teoremas se presentaran sin demostracion, para el lector
interesado en éstas puede consultar [34].

Considere el poset de subespacios de un k-espacio vectorial Uy descrito por la siguiente figura:

0

2O\
B/

N
7

NnB

N\

EO/A
\O

Figura 4.8.
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La pareja de subespacios (Ey, W) es llamado un par (A4, B)-escindido, si el poset mostrado
en la figura 3.8 es un reticulo. En este caso los subespacios Ej y W, satisfacen las siguientes
condiciones

{Wom(A+B):B {EOmB:o (45)

Wo+A="U Ey+(AnB)=A

4.17 Lema. Sea (A, B) una pareja de subespacios de un espacio vectorial Uy de dimensién
finita, entonces

1. Una pareja de subespacios (Ey, W) es (A, B)-escindida si y solo si Uy = Ey & W,
A=FEy+(ANB)y B=WynN(A+ B).

2. Si (Eo, Wy) y (Ej, W) son dos pares (A, B)-escindidos entonces Ey = E y Wy = W

Demostracion. 1. (=) Es suficiente probar Ey@® Wy = Uy. En efecto; si x € Uy = A+ Wy,
entonces existe a € Ay w € W, tales que x = a + w, pero A = Ey + B, por lo tanto
a=c+bparae€ Egybe B,asix =e+w € Ey+ Wy, donde w' =b+ w' € W

(<) Para esto es suficiente probar las condiciones (3.5) restantes. En efecto; Dado que
ANBCW,,
U0:E0+W0:E0+W0+AHB:A+WO

ysix € EgN B, entonces x € Ey y x € B C Wy, por lo tanto = 0.

2. Basta demostrar que Ey y Ej, tienen la misma dimension. En efecto; ya que A = Ey +
(ANB) = Ej+(ANB)y ExNB = E,NB =0, dim £y = dim A—dim(ANB) = dim E}.
]

4.6.1. Diferenciacion D-VII

Un par de puntos incomparables (a,b) de un poset equipado P, donde a € P® y b € P°,
se dice VII-conveniente, si P = a" + b, + C, donde C' = {¢; < -+ < ¢,} es una cadena
completamente débil (posiblemente vacia) incomparable con el punto by a < ¢;.

El poset derivado del poset P con respecto al par de puntos (a, b) es un poset equipado
Plapy = (P\(a+0)) +{a" <a} +C™ +CT,

donde a~ es débil, a™ es fuerte, C~ = {c] < -+ < ¢, } yCT ={c¢f <--- < ¢'} son cadenas
completamente débiles tales que ¢; < ¢ para todo 1 < i < n;a” < ¢, a” < ¢f y se
satisfacen las siguientes condiciones:

T Aunque en [34]; el par (Eg, Wo) es llamado (A, B)-complementario, desde [36] este par es llamado (A, B)-
escindido.
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(i) Cada uno de los puntos a*, a~ (c¢;,¢;) heredan todas las relaciones del punto a (¢;)

con los puntos de P\ {a + C};

(i) las relaciones de orden en P, , son inducidas por las relaciones de orden en su subcon-
junto P\ {a + C} y por las relaciones listadas anteriormente.

Cn

C2

G

Si U = (Up; U, | x € P) es una representacion del poset equipado P, entonces la represen-

taciéon derivada U’ del poset equipado P’ = ’(a’b) es definida de la siguiente manera:
Ul = Uy, U_=U,NU, Uéf =U, NU,,
' =F(U,), Uy =FU,)+U, y U, = U,, para los demds puntos en P'.

Si U % V es un morfismo en la categorfa rep P, por el lema 4.9, ¢ es de nuevo un morfismo
en rep P’, de esta manera el morfismo derivado ¢ es dado por ¢’ = ¢ y en consecuencia el
funtor de diferenciacién’ : rep P — rep P’ es bien definido. Claramente (U V) = U'@V".

Una representacién de P que no contiene sumandos directos de la forma P(a), T'(a) y T'(a, ¢;),
serd llamada reducida. Note que P'(a) = P(a™) y T'(a) = T'(a, ¢;) = P?(a™).

Dada una representacién U = (Up; U, | x € P) y una pareja (Ey, W) de subespacios de Uy
(U5, U, )-escindida; para la representacion derivada U’ se cumple U, = UL N Ey & UL N W,
para todo z € . En realidad; como U, N Ey = E, para cada = € (a*)Y, y

U nw,="U"
from-r ”

U NE,=0
para x € P\ (a*)Y, entonces U’ = U¥ @ P™(a*), donde dimgEy = my Ut = W =
(Wo; Wy |z € P) (W, = U, N W) es una representacién de P’ que no contiene sumandos

directos de P(a™). Como en el caso de los poset ordinarios; U+ no depende, salvo isomorfis-
mos, de la eleccién de la pareja (Ey, Wy), gracias a la segunda parte del lema 4.17. Ademas;
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Wer =UL N V[A//O =F(U,) N I//I\/E) C U, = W,, con lo que Ut es en realidad una representacién
del poset completado @l, por la relacién a® < b.

Un proceso contrario al descrito anteriormente fue hecho por A.G. Zavadskij en [34], es decir,
él probo que dada W una representacion del poset equipado P’ existe una representaciéon W1
del poset equipado P, tal que (WT)¥ = W. La representacién W+ fue construida a partir de
un proceso que A.G. Zavadskij llamé integracién y el cual es descrito en la demostracién
del siguiente lema.

4.18 Lema. Para cada objeto W de la categoria rep ?, existe un objeto W' de la categoria
rep P tal que (WT¥ = W.

Demostracion. Sea W = (Wy; W, |z € ?) una representacion del poset equipado completa-
do P'. Cada subespacio W_+ puede ser expresado en la forma

VVC+ :wc+ ®E@Hza

donde F; C W, y H;NW, = 0, y se puede fijar una G base { fi1, ... fim,} para cada subespacio
F;. Ademés, por el lema 4.8, W+ = W +®D,donde D =F(D) = G{g1,...,9s} Y g1,---,9s €
Wy. Se elige un nuevo F-espacio Ej con base

{t1,.. . te e €, i €, [ =1,2,...0}
y se considera W' = U = (Uy; U, | x € P), donde
Uy = Wo @ Ey,
Us=Wu +G{g1 +uty,...,gs +uts} + ZG{@H e, ..., eim, +uej, },
i=1
U,=W,+F{U,) sizea,
Uci = Uci,1 + WC; + H’L + G{eil + .f’i17 sy fzmz + eimi} (UCO = Ua)a
U, =W, six€b,.

]

La representacién W' no depende, bajo isomorfismo, de la eleccién de los complementos Fj,
H;, D y de las correspondientes bases™, Ademsés,

dimg D = dimg Wy /W,y dimg F; = (W, (0W3) /(W +W)NW,) (donde W, = W),

Y es claro, (W, @ Wo)' = W] @ Wj.

I Esto se puede obtener, directamente, de la interpretaciéon matricial del algoritmo de integracién que A. G.
Zavadskij hace en [34].
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Figura 4.9.

4.19 Teorema. En el caso del proceso de diferenciacion VII las operaciones | y 1 inducen
biyecciones mutuamente inversas

IndP\ {P(a), T'(a), T(a,¢;)|i=1,...,n} = Ind P = Ind P \ {P(a™)}.
Demostracion. Ver [34]. O

4.20 Ejemplo. En este ejemplo se usara el algoritmo de diferenciacion D-VII e integracion
para encontrar todas las representaciones indescomponibles del poset equipado Fi7 descrito
en el apéndice B. Para esto se va a considerar una representaciéon matricial M del poset
equipado F_l’7 descrito al lado derecho de la figura 4.9. Usando las transformaciones admisibles
a-d, descritas en la seccién 4.3, se obtiene:

a” at by bo

1 P(a™)

1 1 P(a™,b1)

Ga(a™,b1)

Gi1(a™,b1)

M ~

T(a™)

1 1 P(at,by)

1 P(by)

1 P(a™)

1 | P(b2);

Ahora; usando el proceso de integracién se obtiene la siguiente lista de representaciones
indescomponibles del poset equipado F}7:

1/10/0 11071 0 110]0
~ )t = v P
Ga(a™, by) w0 110 T(a™) alolo 1 P(a*,by) e
- Nt 1100 b
P(b)" = P(b) P =101 P(bs)! = P(by)
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Finalmente; aplicando el teorema 4.19 se obtiene la lista completa de representaciones in-
descomponibles del poset equipado Fi; (ver apéndice C).

4.6.2. Diferenciacion D-VII,

Para un tratamiento més efectivo de los algoritmos de diferenciacién es conveniente (cuan-
do es posible) reducir los pasos de diferenciacién largos a unos maés cortos, probablemente,
dando como resultado a un problema matricial méds amplio (pero conveniente).

Para el algoritmo de diferenciacién VII es posible realizar dicha reduccion; como lo mostra-
ron C. Rodriguez y A.G. Zavadskij en [26]; ellos realizaron una descomposicién del algoritmo
de diferenciaciéon VII (De manera andloga a como se hizo la descomposicién del algoritmo
I en [36]), la cual dio lugar al algoritmo de diferenciacién VII;. A continuacion se hace una
breve resena de estas reducciones y del algoritmo de diferenciacion VII;.

Si P es un poset equipado con un par de puntos (a,b) VII-conveniente el paso largo o
diferenciacién VII; consiste en la transicion del poset equipado P al poset con relaciones
de la forma

Pl = (Plap | Zan);
donde P,y = (P\NC)+CT+C7, C~ ={cf <+, <}, 0" ={¢f <, <}
son cadenas completamente débiles, ¢; < ¢ paracadai=1,...,n, ¢, <b, a < ¢ y las
siguientes condiciones se cumplen:

a. Cada uno de los puntos de las cadenas C~ y C* heredan todas las relaciones originales
de los puntos en la cadena C' con los puntos del subconjunto P\ (a + C).

b. Las relaciones de orden en ?l(a p) SON inducidas por las relaciones iniciales en el subconjunto
P\ C y por las relaciones listadas anteriormente.

Ademas, X, = {ab C ¢y}, esto significa que la categorfa rep ’J')(a,b) es una subcategoria
plena de rep ﬂ)l(a’b), consistente de todas las representaciones V' que satisfacen V, NV}, C VC;.

Cn
o b
VII
Co —l> CT
(a,b)
g : :
a
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Si U = (Up; U, |x € P) es una representacién y ¢ es un morfismo en rep P, entonces el
correspondiente funtor Déa p) €5 definido por las siguientes formulas:

Uy six =
F(U,) + U, siz=c
Dipy(U)s = Z Z Yy Diuy(p) =¢
( ,b)( ) U, N U, iz=c ( ,b)( )
U, en otro caso.

Note que T'(a) = T'(a,¢;) = T(a) y P'(a) = P(a) y en este caso para cualquier representa-
cién U en rep P la representacion Démb)(U ) puede expresarse en la forma Ut & T™(a), donde
Ut es una representacién en rep j)(a,b) sin sumandos directos de T'(a). Dada una representa-
cion W = (Wy, W, | fJ'D(ajb)) en rep fj’(ajb) sin sumando directos de T'(a), podemos definir una
representacién W' = U de rep P tal que U = W & T™(a); en efecto, W+ = W + & H; & F},
donde H; NU, = 0y F; C U,. Se fija una base fi1,... fim, para cada E y se considera un

F-espacio Ey = > ;" F{ei, ..., €im, }. Ahora la representacién U deseada es tal que
( Wo @& Ey siz=0
Wo+ 3> Glea +uei, ..., €ipm; + Ui, } siz=a
U, = F(U,) +W, size€a’
U T W + Hi+G{fir + e, ..., fim, +€im;} siz=c (Uy="Ua)
W, en otro caso.

\

Asi se obtiene el siguiente resultado.

4.21 Teorema. En el caso de diferenciacion VII;, las operaciones | y 1 inducen biyecciones
mutuamente inversas

Ind P\ {T(a), T(a,¢;)|i=1,...,n} = Ind j’(avb) \{T(a)}.

El adicional 0-paso o diferenciacién VIIj es una transicion del poset T(a,b) al poset fP’(a by’
definido en la seccién anterior. En otras palabras, diferenciacion VI es una caso particular
de diferenciacién VII aplicado a la situacién C' = ()

2 ®
S
!
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En este caso particular se tiene P°(a) = P(a™) y T°(a) = P?*(a™) y como consecuencia del
teorema 4.19 se obtiene el siguiente resultado.

4.22 Corolario. En el caso de diferenciacion VIl las operaciones | y 1 inducen biyecciones
mutuamente inversas

Ind P\ {P(a), T(a)} = Ind iP(()a’b) \ {P(a™)}.

Claramente si P es un poset equipado con un par de puntos (a,b) VII-conveniente, entonces
P Py — (P’(a7b), ademds, si se nota por D,y al funtor correspondiente al algoritmo de
diferenciacion VII, se obtiene la descomposiciéon combinatorial de éste en la forma:

0 l
Diap) = Diap)Diap)-

En seguida se hard una descripciéon del algoritmo de diferenciacion VI, él cual permite

realizar una descomposicion del funtor Déa b)-

Una tripla de puntos (a,b,c¢) de un poset equipado P se dice VII;-conveniente, si a, ¢ son
puntos débiles incomparables con el punto fuerte by

P=a"4+by+{a<X<c<Y}

donde {a < X < ¢ <Y} es un conjunto completamente débil que contiene conjuntos X, Y
(probablemente vacios).

El poset equipado (a, b, ¢)-derivado con relaciones fP/(a bo) del poset equipado P es un par

J)/(a,b,c) = (?fa,b,c)) | Z(GJLC))?

donde
fa,b,c) = (UD \ C) + {C_7 C+}

es un poset equipado tal que los pares ¢~ < ¢t, X < ¢" y ¢& < Y son completamente
débiles, a < ¢™, ¢~ < by el orden parcial en Tfmb’c) es inducido por las anteriores relaciones
y por el orden inicial en P \ ¢, es decir, que cada uno de los puntos ¢~ y ¢ heredan todas
las relaciones del punto ¢ con los puntos del subconjunto a¥ + b,.

Ademas, Xgpe = {c" Ca+ )/}, bX C ¢}, y por definicién la categoria rep ’J"(a’bﬂ:) es una
subcategoria plena de la categoria rep ?L(qa,b,c) formada por las representaciones W tales que:

We CFW)+Wy vy WynWy C W,-.
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ctCca+Y;bla+X)Cc

Para una representacion U y un morfismo ¢ en repP, el funtor de diferenciacién
Dape) : repP — rep iP’(a’b,C) es dado por las siguientes férmulas:

Uy sizx=0
U +FU,) siz=c"
DiaseU)s = U.NU six=c . Dabole) = ¢
c b -
U, en otro caso

De hecho, la accion del funtor permite una extension natural a la situacion cuando el poset
equipado inicial P es un poset con relaciones. En tal caso mas relaciones son adicionadas a

E(a,b,c) .

4.23 Proposicién. Si P es un poset equipado con un par (a,b) VII-conveniente. Entonces
el funtor de diferenciacion Dé%b) del algoritmo de diferenciacion VII; es presentado como la
composicion:
l
D(a,b) = D(a,b,q)D(a,b,cz) T D(a,b,cn)u

la cual no depende del orden de los factores. Como una consecuencia de esto, se cumple:
0 ! 0
Diap) = DiapyDiap) = DiapyPiabier) Diabes) = Diapien)-
En el caso de diferenciacion VII, se tiene:
D(ap.e)(T(a)) = T(a), Dape)(T(a,Y)) = Diapoy(T(a,c)) = T(a,Y) y Diape)(Pla)) = Pla).

Para cualquier representacién U € rep P existe una representacién Ut de ?’(a be) sin suman-
dos directos de T'(a,Y), tal que Dy po)(U) = U+ & T™(a,Y).
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Para diferenciacién VIIg el proceso de integracion es como sigue: para una representacion
, . : . .
W de ﬂ’(a,b@ sin sumando directos de T'(a,Y), se empieza por descomponer el espacio W+

COIMo:

chr@H@F)

donde HNW, = 0y F C W, se elige una base {f1, ..., fin} de F'y se considera un F-espacio

vectorial Fy con base {ei,...,e,} v se toma la representaciéon W' = U de P definida por:
(W @ Ey siz=0
W, + G{e; + uey, ..., e, +ue,} siz€a+ X
I — F(U,) + W, siz €a’
‘ Wi +HA+G{fi+e,....fm+en} siz=c
W, + U, sizeY
ngj en otro caso.

Como consecuencia de lo anterior, se tiene el siguiente teorema.

4.24 Teorema. Si P es un poset equipado con una tripla (a, b, ¢) VIl -conveniente y T’(a be) =
(Pabel E(a,b,c)) es el correspondiente poset equipado derivado con relaciones. Entonces el
funtor D, induce las siguientes biyecciones mutuamente inversas

md P\ {7(a.Y), T(a, )} S Id P, \ {T(a, Y)},
inducidas por las correspondientes operaciones | y 1. En particular cuando Y = () se cumple:

Ind P\ {T'(a), T(a,c)} S Ind P, o \ {T(a)}.

4.6.3. Completacion

Un par de puntos débiles comparables a < b de un poset equipado P es llamado especial,
si P =a" 4+ b, + 3, donde ¥ es el interior del intervalo [a, b].

La completacién de P con respecto al par de puntos especial (a,b) es la transicién de P
a un poset equipado levemente diferente P = i(&b), obtenido de P; convirtiendo la relacién
débil a < b en una relacién fuerte a <1 b.
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Completacion
-
@ © @)

Es claro que rep P es una subcategoria plena de rep P. Ademsds, se cumple el siguiente lema.

4.25 Lema. La categorfa rep P coincide con la subcategoria plena de rep P formada por los
objetos sin sumando directos de la forma T'(a), de esto; Ind P = Ind P\ {T'(a)}.

Demostracion. Sea U una representacién de P tal que US ¢ U, . Por el lema 4.7;
U, = U, @ Ny, y se puede hacer la descomposicién U, = M, & N,, donde M C U, y
NFNU, =0. De esto ultimo se tiene:

F(N)NU; =0, U,NF(N)=N, y F.nUy=FN)NN,=N,  (4.7)

Ahora; si Wy es un complemento de N, en Uy, entonces ﬁ; = V[A//o @ F(N,). Dado que
Uf C U, , para cada = € b,, por la primera igualdad en 4.7, U, NF(N,) = 0 para x € b,, y,
por la segunda igualdad en 4.7, U, NF(N,) = N, para x € ¥.. En consecuencia:

szUxﬂVVo@Na, siz€a’
U, =U, "Wy @®F(N,), siz€a,
U,=U,N 1/70, en otro caso.

Y finalmente; U = W & T™(a), donde m = dimg(N,) y W = (Wo; W, [z € P), donde

Para una representacion U en rep P (sobre una pareja conveniente de cuerpos (F, G)), el
subespacio U, puede ser expresado como la suma directa U, = [}E & M, & N,, donde
U, @& M = Ul nU,. Usando esta particion se puede definir dos versiones distintas del
funtor de completacion las cuales son descritas a continuacion.

Por O se denota la primera versién del funtor de completacién definido de tal manera
que C@Y : repP — P, en este caso la imagen de una representacién U en rep P es una
representacién U de rep P tal que:

70 = U07

U, = U, +F(N,) = U, + F(U,),

U, = U, Para los otros puntos z € P
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y C@Y(p) = ¢ para cada morfismo ¢ en rep P.

Por otro lado C, ) denota la segunda version del funtor de completacion el cual es definido
de tal manera que C,y) : repP — P, en este caso la imagen de una representacién U en
rep P es una representacién U de rep P tal que:

UO7
a ZE@M(L:U/T[,ZQU(M
U,

| S S

I
I

- Para los otros puntos z € P

v Cap) () = ¢ para cada morfismo ¢ en rep P.

Estas dos versiones del funtor de completacién inducen descripciones diferentes equivalencias
entre categorias cocientes; como se demuestra en [3].

4.7. Los criterios de clasificacion

En esta seccion se hace una recopilacion de algunos de los criterios de clasificacién de posets
equipados, sin demostracion.

De manera analoga a como se consideraron representaciones matriciales de un poset equipado
P sobre un par de campos adecuados (F,G), también se pueden considerar representaciones
indescomponibles sobre el par de anillos de polinomios (IF[t)], G[t]), asi como sobre las édlge-
bras libres con dos generadores (F(z,y), G(z,y)).

Cada (F[t] G[t])-representaciéon L del poset equipado P genera de forma natural una serie
real (como regla, infinita) de (F, G)-representaciones; sustituyendo la variable ¢ por alguna
matriz cuadrada A sobre F, reducida en alguna forma candnica bajo transformaciones de
similaridad sobre [F, y cada escalar A € G por una matriz escalar Al del mismo tamano.

Si la mencionada (F[t], G[t])-representacién L es tal que las franjas de todos sus puntos
fuertes son escalares, entonces L genera una serie compleja de (I, G)-representaciones;
sustituyendo la variable ¢ por alguna matriz cuadrada A sobre G, reducida a la forma nor-
mal de Jordan, y los escalares A € G por una matriz escalar A\l del mismo tamano.

Se dird también (en concordancia con las dos situaciones descritas anteriormente) que una
(F, G)-representacién L genera una serie sobre ' (sobre G).

Sea ahora una representacion W del poset equipado P sobre el par de algebras libres
(F(z,y),G(z,y)). Entonces W también genera una serie de (F,G)-representaciones de P
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W4 p; sustituyendo las variables x y y por un par de matrices cuadradas del mismo tamano
Ay B sobre F y cada escalar A € G por una matriz escalar A del mismo tamafo.

4.26 Definicién. pu(d) denotard el minimo nimero de series, de cualquier tipo real o com-
plejo, que contiene casi todas las representaciones indescomponibles de dimensién fija d, con-
sideradas bajo isomorfismo. Un poset equipado P es llamado de tipo manso, si p(d) < co
para cada d.

4.27 Definicién. Un poset equipado P es de tipo salvaje, si para alguna (F(x, y), G(z, y))-
representacion fija W y para un conjunto completo de representaciones indescomponibles X,
dos a dos no isomorfos, las representaciones W, p generadas por todas las parejas A, B € X
son indescomponibles y dos a dos no isomorfas. En este caso; W es llamado un generador
salvaje.

4.28 Teorema. Para un poset equipado P las siguientes condiciones son equivalente:
1. P es de tipo representacién finito.

2. P no contiene, como subposet pleno, a ninguno de los poset K, ..., Ky, listados en el
apéndice A.

3. La forma cuadratica de tits fp es débilmente positiva. Ademas , existe una correspon-
dencia biyectiva entre las raices admisibles de la forma cuadrética de tits fp y la lista
completa de representaciones indescomponibles del poset equipado P.

4.29 Teorema. Un poset equipado P de tipo representacién finito es sincero si y solo si
tiene una de las formas I}, ..., Fig, listadas en el apéndice B.

Todas las representaciones matriciales indescomponibles sinceras de los posets con equipa-
miento no trivial sinceros son listadas en el apéndice C.

4.30 Teorema. Para un poset equipado P las siguientes condiciones son equivalentes:
1. P es de tipo manso.

2. P no contiene, como subposet pleno, a ninguno de los posets Ny ..., Ng, W1, ..., Wy,
listados en el apéndice C.

3. La forma cuadratica de tits fp es débilmente no negativa.



CAPITULO 5

MORFISMOS EN CATEGORIAS DE REPRESENTACIONES DE
POSETS EQUIPADOS

En este capitulo se establecen algunas propiedades de F y G transformaciones lineales y su
relacién con representaciones de posets equipados. Ademads, se hace una descripcion cate-
goria de los algoritmos de diferenciaciéon VII, VII; y completacién.

Se denotard por R = repP y por Q = (U; |i € I) el ideal de morfismos en R que consiste de
todos los morfismos que pasan a través de sumas directas finitas de elementos en {U; | i € I},

. p , .
es decir, un morfismo Uy ——V{ en R estd en Q(U, V), si se puede expresar como un pro-

ducto Uy —==W, L Vo de dos morfismos en R, donde W = @,_,; U™ (U; = 0 para casi

todos los i € I, si I es infinito).

Para X C Uy vy Y C V, subespacios de los F-espacios vectoriales Uy v Vj, se denota por
[X,Y] el subespacio de Homp(Uy, Vj) consistente de todos las F-transformaciones ¢ tales
que

pe[X,Y]siysolosi X CKerpy Imp CY.

Claramente si X' C X y Y C Y/, entonces [X,Y] C [X',Y].
Los siguientes hechos han sido demostrados en [5, 3] por A.M. Canadas y A.G. Zavadkij.

5.1 Lema. Si ¢ € Homp(Uy, Vj) es un morfismo, X, X; subespacios de Uy y Y, Y] subes-
pacios de Vj tales que ¢ € [X, Y]y ¢(X1) C Y7, entonces ¢ € [X + X3, Y]+ [X, Y NY].

Demostracion. Sea (E, F') un par de subespacios en Uy (X7, X )-escindidos y e, f € Endp(Uy) =
Endp(E & F) los correspondientes idempotentes escindidos de los sumandos F, F'. Entonces
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los morfismos ¢’ = pe y ¢” = ¢f cumplen lo siguiente:

©'(Up) = we(EDF) = ¢(E) C (X)) CY
PX+X) =" (X+XD)N(EOF)=¢"(FoX)=pf(E®X)=p(X) =0,

de esto ¢ € [X,) Y NYi]y ¢" € [X + X;1,Y]. Esto concluye la demostracién ya que ¢ =
30/ +§0”. [l
5.2 Corolario. Si ¢ € Homp(Uy, Vp) es tal que ¢ € [X,Y] v ¢(X;) C Y, para
iel={1,...,n},ademéds, X1 C Xy C---C X, 0Y; CY, C--- CY,, entonces

peD [X+X,YNYy]

JcI

donde J es cualquier subconjunto de I (incluido el subconjunto vacio), J' =1\ J, Xg =0y
Yy = V.

Demostracion. Se aplicard induccién sobre el cardinal de I. Para n = 1, el corolario se
transforma en el lema 5.1. Se supondra que el corolario es cierto para un n > 1 dado y que
la condicién X; C --- C X,,41 se cumple. De aplicar la hipotesis de induccién al conjunto de

indices I = {2,3,...,n+ 1} resulta que ¢ = 3 ¢, donde ¢ € [X + X,,Y NY]. Entonces
JCI

e=9¢r+ > o, yaque p(X;) C Yy
JEI

QOJ(Xl)CQOJ<X—|—X]):OCY1

para cada J # I, se cumple también p;(X;) C Y;. Aplicando una vez mas el lema anterior con
respecto a cada transformacién ¢y (J C I) y la pareja (X7, Y7). Se obtiene inmediatamente
la férmula deseada para el conjunto de indices mas amplio I’ = {1} U (El caso Y; C ---Y,
es realizado por A.G. Zavadskij en [36]). O

Un caso particular del corolario 5.2 es importante para resultados posteriores.
5.3 Corolario. Si ¢ € Homp(Uy, Vi) es tal que ¢ € [X, Y]y o(X;) CY; parai € {1,...,n},
y adicionalmente X; C Xo C --- C X, yY; C Yy C --- C Y, entonces

n+1
peEY [X+Xi1,YNY],

i=1
donde X(] =0 y Yn+1 = ‘/0
Demostracién. De aplicar el corolario 5.2 resulta ¢ € S [X + X,,Y NY,]. Entonces ¢ €

JcI
> e, + @ni1, donde C; ={J # I| minJ' =i}, pe, € Y, [X—I—XJ,YH}A/J/] Y ont1 € [X +
i=1 JeC;

X,,Y]. Para i fijoy cada J € C; se cumple méx J > i—1, de esta manera [X + X ;, Y NY,/| C

(X + X,_1,Y NY] para cada J € C;, asi pe, € [X + X;_1,Y NY]] para cada i. Esto finaliza
n n+1

con la demostracién ya que ¢ = > e, + @ni1 € Y. [X + X;1, Y NY]]. O
i=1 '

=1
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En particular, para n = 2 se obtiene con el corolario 5.2
P e [X, Y NYINY, + [ X + X, Y NYs] + [X + X, Y NV + [X + X1 + X, Y],
mientras que con el corolario 5.3 se obtiene
e[ X, YNV +[X+X,YNYy] + [X + X5, Y].

5.4 Lema. Si ¢ € Homp(Up, Vp) es tal que (X N X;) C Yy vy ¥(Xy) C Y + Y7, entonces
existe una F-transformacién lineal w € [X, Y] tal que (¢ —w)(X;) C Y.

Demostracion. Sean (E, F') un par (X1, X)-escindido en Uy y (E', F') un par (Y, Yy)-escindido
en V. Para las sumas directas Uy = E® F 'y Vo = E' @ F’, se denota por e € Endg(U))
y € € Endgp(Vp) los idempotentes escindidos correspondientes a los sumandos directos
E y FE'; respectivamente. Entonces para la transformacién lineal w = €'pe, se satisface
XCFCKerwylmw CFE CY.Yaque X1 =(XNX,®F)yY+Y, =Y, ®F, cualquier
x € X7 se puede expresar como la suma x1 4+ 25 con 21 € XN X,y 22 € E, y ¢(x3) se puede
expresar como la suma y; + y con y; € Y7 y ya € E'. De esta manera

o(r1) + p(22) — w(a1) — w(xa) = V(1) + ©(72) — ¢'ve(ry)
(1) + @(x2) — €' (0(22)) = @(x1) +y1 +y2 — € (y1 + v2)
o(x1) + 1 +y2 —y2 = p(21) + 41 € V1.

¢ —w()

O

5.5 Corolario. Si X; C Xo C - C X,,, Y1 C Y, C--- CY, (paracadai = 1,...,n),
¢ € Homp(Up, Vp) es tal que (X NX;) C Y,y ¢¥(X;) C Y 4 Y], entonces existe una
F-transformacién lineal w € [X, Y] tal que (¢ — w)(X;) C Y}, para cada i.

Demostracion. Se aplicara induccion sobre n. Para n = 1 el corolario se transforma en el
lema 5.4. Si el corolario es cierto para un n > 1 dado, entonces existe una transformacion
lineal ¢ € [X,Y] tal que ¢/(X;) C Y; para i < n, donde ¢’ = ¢ —e. Ahora considere el espacio
X' = X+ X, para el cual se cumple ¢’ (X'NX,11) C Y1y ¢ (Xni1) CY+Y,41. Aplicando
el lema 5.4 a la transformacién lineal ¢’ y el conjuntos de subespacios (X', X,,11,Y, Yoi1).
Se obtiene ¢’ € [X'Y] C [X,Y] tal que (¢' — &) (Xy41) C Yor1. Ademas, (¢ — &) (X;) C
Y; para i < n ya que X,, C Kere'. Asi, (¢ — w)(X;) C Y; para todo i < n + 1, donde
w=e+¢ €[X,Y]. O

5.6 Lema. Sean X C ﬁo yY C ‘70 dos G-subespacios. Si ¢ @ Uy — Vy es una F-
transformacion lineal tal que ¢(X) C Y, entonces p(XT) C YTy p(X7) C Y. Ademds,
una equivalencia se obtiene si X~ =Xt oY~ =Y.
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Demostracion. Las contenencias son consecuencia directa del lema 4.9. Ahora, suponiendo
X1 = X7, se tiene que X es un G-subespacio fuerte, como consecuencia de esto y aplicando
el lema 4.9 se tiene la siguiente cadena de contenencias:

—_—

FX)=3F(X)=3(X)=p(X")CY~ CY.

Por otro lado, si Y™ = Y, entonces Y es un G-subespacio fuerte y en consecuencia se tiene
la siguiente cadena de contenencias:

B(X) € FF(X)) C p(XT) CV* = F(Y) = Y,
]

5.7 Lema. Sean X C Uy, Z C Us y ¢ : Uy — Vi un F-subespacio de Uy, un G-subespacio
de Uy y una F-transformacion lineal; respectivamente, tales que ¢(X) =0y (¢(Z))” = 0,
entonces p((X + 2)7) = 0.

Demostracion. Aplicando el lema 4.9 se tiene las siguientes contenencias:
A(X+2)7) CHX+2) = (3(X)+3(2)" = §(2) =0.
O
5.8 Lema. Sean X; C Xo C --- C X,, C (70 yYicY,C.---CY,C ‘70 dos cadenas de

G-subespacios. Si X C Uy, Y C Vi v ¢ son dos F-subespacios y una F-transformacion lineal;
respectivamente, tal que ¢ € [X, Y]y ¢(X;) CY; para cada i =1,...,n. Entonces

n+1
ped [(X+Xi),Yny ),

i=1
donde Xo =0y Y, ;, = V.
Demostracion. Si X! = {t|t+uz € X; y x € X}, entonces (X +X;)~ = X + X/. En efecto:

te (X+X)) & (t,0) e X + X,
& (ty,11) € X y (ta, 22) € X;, donde (£,0) = (t1, x1) + (t2, 2)
S ty,x1 € Xy (fg,x0) € X5, dondet =t +ty y o= —21 € X
&t € Xytye X!, donde t =t +ty
ste X+ X,

Ademés, ¢(X!) C Y,”. Aplicando el corolario 5.3 a las cadenas X| C X} C --- C X y

Y CY, C---CY, seobtiene:
n+1 n+1
pED X+ X[, YNY =) [(X+X,4) YNy
=1

i=1
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5.9 Lema. Sea P un poset equipado que puede escribirse en la forma P = a¥ U b,, para
algunos puntos a, b € P. Sean U, V dos representaciones de P y ¢ : Uy — V, una F-
transformacion lineal tal que

Y e [Ulj_v‘/a-i_] y &(UaV) C Va-
Entonces ¢ es un morfismo de la categoria rep P.

Demostracion. Para x € by, ¢(Uy) C ¢(Uy) = 0 C V,. Por otro lado si z € a", ¢(U,) C
o(U)) CcV, CV,. Por tltimo, si z € ¥, p(U,) C F(V,) C V,. O

5.10 Lema. Si P es un poset equipado con un par de puntos débiles incomparables a y
b tales que P = a¥ +b,, y V € repP es una representacién sobre la pareja (F,G) con
Vo = ‘7&_ @ H,, entonces todo morfismo ¢ : T"(a) — V puede ser escrito como una suma de
la forma ¢ = 1 + @2, donde @1 € [0, V7], 2 € [0, H] vy 1, 2 € rep P.

Demostracién. Debido a Im¢ C V.7, V tiene una subrepresentaciéon W tal que Wy = V.,
Wey=V,sixea', W, =F(V,)size€a’ yWy=0siz€Dbyy ¢ se pude presentar como el

producto Uy v Wy —-=Vp de dos morfismos en rep P, donde v es inducido por ¢ y ¢ es
la inclusién. Ademas, la representacién W se pude expresar como la suma directa D & H,

donde D y H son las representaciones inducidas por V,~ y H.; respectivamente. Entonces

a
en este caso los idempotentes fi y fo correspondientes a la suma directa V- @ H, estdn
en repP y p se puede expresar como la suma ¢ + @9, donde ¢; = ¢f;7) cumplen con las

condiciones requeridas. O

5.11 Lema. Si P es un poset equipado con un par de puntos a y b tales que a ﬁ by
P=a"+bry ¢ € Homp(U, V), entonces se cumple:

p € (Pla))g & ¢ € [UF, V).

Demostracion. =) Claramente ¢ € [U;5,V."]. <) Si ¢ € [U,", V,], entonces V contiene una
subrepresentaciéon W = P™(a) tal que Wy =V, W, =V -siz € o’ y W, =0si x € b,
(m = dimV,"). Dado que ¢(U,) C V.~ para todo x € P, ¢ es un morfismos en repP y se
puede presentar como el producto Uy —— Wy ——=V, de morfismos en rep P, donde ¢ es

el morfismo inducido por ¢ y ¢ es la inclusién. O

5.12 Teorema. Si U y V son dos representaciones de un poset equipado con una tripla de
puntos (a, b, c) VIlg-conveniente. Entonces para un morfismo ¢ € Hom(Uy, V;) se tienen las
siguientes equivalencias.

1. g€ (T(a,Y))g < o € [(Uy+ U, V:r nU;], 3(U) C Vo Vi y 3(Uy) CF(V,) N Vi

2. ¢ € (T(a,0)x & ¢ € [(Up+Uasx) ™, Vo NV] G(U) C F(Va)NV y 3(Uarx) C VoV,
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Demostracion. 1. =)  Esta  implicacion es clara. <) Sea la  particién
V, = ‘7(11 & M, ® N, de manera que L, = f/av— e M, =V, N ‘7}7. Entonces V' contie-
ne la subrepresentacién L tal que Ly = LT, L, = F(L,) si x € a" UY, L, = L, si
a2z =cy L, =0six € b, Ya que claramente p(U,) C V, para cada = € P, ¢ se
puede presentar como un producto Uy Yo L—“~V de dos morfismos en rep P, donde
¥ es inducido por ¢ y ¢ es la inclusién.

La representacién L se puede descomponer como la suma directa de representaciones
R & M en rep P; donde

M siz=0

V.. siz=0 .
—~ ) M, sia<x=<¢
R, =qV,- sizea’ y M, = _ :
F(M,) sizea’UY
0 en otro caso

0 en otro caso

Y

de este modo M = T%'(a,Y) (s; = dimg M,). Si f1 y fa son los idempotentes corres-
pondientes a los sumandos directos My y Ny, entonces fi, fo € repP y 1 se puede
expresar como ¥y + 1o; donde v; = f;3b. Ademas, 1 se puede presentar como el pro-
ducto UO&MO —2- Ly de dos morfismos en rep P, donde v, es inducido por 1 y
Lo es la inclusién. Del mismo modo que 1o, 1 se puede presentar como el producto
Uy i>N0 2> L, de dos morfismos en rep P, donde Y} es inducido por ¢ y ¢y es la
inclusion.

Sea (Eo, Wy) un par (UF, U, )-escindido, X, denota el espacio (U. + U,)~, X7 el comple-
mento de U," en Wy, B, el complemento de (U.NU,)" en UF NU," y se descompone U,
de la manera siguiente:

Us @ H,N Uy ® Xp @ H;

en esta descomposicion Xy @ H. es el complemento H.NUp en H.y X = B,® X3, ademés
se cumple X3 C Ey, H, C Eyy ;Z(Xg) = 0, esto 1ltimo debido a B, C (U.+U,)~. Ahora;
se elige una base {e;|1 < i < m} de Uy de tal manera que {e; + ue;y5|1 < i < s}ty
{€itas| 1 <i < p} son bases de H. y X;; respectivamente.

Considere las representaciones S y D tales que:

H!* sizx=0
F(H.) sizea’UY
H! sia<xz=<c

0 en otro caso.
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y
X1 Xy siz=20
D — E) sizea’'UY
’ Gle;+ue, |1 <i<p} siaxx=c
0 en otro caso

aqui €} = <ei628> Y €y = < 0 ), ast S 2 T"(a,Y)y T = T?(a,Y) (t; = dimg H,
Ci+2s

y ty = dimyp X7). Finalmente se definen las F-transformaciones o : Uy — Sy @ Dq y
B :Sy® Dy — Ry de forma que:

€; sil<i<2s
ale;)) =qe 5, si2s+1<i<2s+p
0 en otro caso

¢i (61) si dl = €;
B(di) = § Vi (eiras) sidi=ejyl<i<p

0 en otro caso

por definicién « y 8 son morfismos en rep P y para d; € {e; |1 < i < m} se cumple:

Ber) = vi(es) sidi=eyl1<i<2s
Blaldi)) = § Blaleiras)) = B(e]) = Yi(eiras)  sidi= ey 1 <i<p
0 =Yi(d;) en otro caso

= ¢1(di)~
Por todo lo anterior se tiene S & D & M = T%(a,Y) y los morfismos siguientes en rep P:
(12) Uy —= So® Ty ® My y ([,Llﬁ [,LQ) STy d My — Vp
tales que
(tt1B o) (@Z) = 11 Ba + gy = 1y + ol = 1y + 1he = (P + ) = 11 = ¢,

de esto p € (T'(a,Y)).

. =) Esta implicacion es clara. <) Para esta demostracion se inicia haciendo la particién
V.. & M, ® N, de V, de tal manera que L, = V- & M, = V, N V. Entonces ¢ se
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presenta como el producto Uy — Ly LN Vo de dos morfismos en rep P, donde L es la
subrepresentacién de V' tal que Ly = L}, L, = F(L,) si x € a" U{c}UY, L, = L, si
a=xr<cyL,=0siz¢€b,, 1esinducido por ¢ y ¢ es la inclusion. Por argumentos
analogos a los de la demostracion de la parte 1: L se puede expresar como la suma directa
R® M de representaciones en rep P (M = T%'(a, c)), 1 se puede expresar como 11 +1)q, 1y

/ /

y 1 se pueden presentar como los productos Uy L Ry —> L, y Uy —= M, 2. L
de dos morfismos en rep P, donde 9| y v, son inducidos por 1y y 19; respectivamente, y
L1y Lo son las inclusiones.

Se toma un par (Eo, Wy) (U, x, U, )-escindido, se hacen las notaciones y particiones
andlogas a la de la demostracién de la parte 1: Xy = (U, + Uy x), Wo = Uy @ X,
Ufix NUS = (Hoyx NU)T @ Bayx ¥ Unix = Uy @ Hyyx NU, & Xo & H,, «, don-
de X;" = B,y x ® X3. Como en la demostracién de la parte 1 se considera una base
{ei|1 <1 <m} de U tal que H v = G{e; +uey |1 <i<spy Xy =Fe|2s+1<
i < 25+ p}, se construyen representaciones S = T" (a,c), T = T%(a, c) (t; = dimg H,, y
yto =dimXy), a: Uy — So®Tyy f: So® Ty — My morfismos en repP tales que
©1 = 1) = t1Pa. Y se puede concluir de manera andloga a la parte 1, ¢ € (T'(a,c)).

]

NOTA 4. Para el caso donde P es un poset con una tripla de puntos (a, ¢, d)-conveniente
tal que Y = (), se cumple Uy, = Uy y como consecuencia para cualquier ¢ € Homp(Uy, V) es
cierta la afirmacion:

pe(T(a)r < ¢elU+U)",V,']yoU)C V..

5.13 Corolario. Si U y V dos representaciones de un poset equipado P con un par de
puntos (a,b) VII-conveniente. Entonces para una F-transformacién lineal ¢ : Uy — Vg, se
tienen las siguientes equivalencias, sii = 1,...,n (U, = U,):

Lop e (T(a,c))z & ¢ € U+ Uey)™ Vo NVI] @(U,) € Vi, @(Ue) CF(Va) NV y
P(Ueiy) CVan Vi,

2. pe(T(a))x & € [(Up+U,), VM y &(U.,) C Ve
Demostracion. Ver [5]. O

Si P es un poset con una tripa de puntos (a, b, ¢) VII;-convenientes y P’ es su poset derivado
entonces se denotard por R’ = rep P'.

5.14 Lema. Si P es un poset equipado con una tripla de puntos (a, b, ¢)-convenientes y P’ es
su correspondiente poset derivado, entonces para ¢ € Homp(Up, Vp) se cumple la afirmacion:

0 € (T(a, V) < ¢ € [(Uasx+Us) ", ViU, $(Uasrx) C VanUy v 3(Uy) C F(V)NUy .
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Demostracion. Esta demostracion es analoga a la demostracion del teorema 5.12. O]

Al aplicar los anteriores lemas y teoremas a un poset equipado P con una pareja de puntos
(a,b) especial se obtiene los siguientes lemas. En éstos R denota la categorfa del poset
equipado P.

5.15 Lema. Si P es un poset equipado con una pareja de puntos (a, b) especial y P es su
poset derivado, entonces para ¢ € R(U, V) y 1) € R(U,V); donde U y V son las imagenes
de las representaciones U y V del poset equipado P bajo el funtor C*? se cumplen las
siguientes afirmaciones:

Loy e(T(a)r & v [U, ,Vi]y @(h) C V.

2. pe(T(a,b))x & ¢ €U, , V'], p(Uy) CF(Ve) NV, vy &(Uarpp) C VeV,

a

3. ¥ € (T(a))g & ¥ € [U;, V], ¥(Usr) C Vi y &(Us) C F(V,).

5.16 Lema. Si P es un poset equipado con una pareja de puntos (a,b) especial y P es su
poset derivado, entonces para ¢ € R(U, V) y ¢ € R(U,V); donde U y V son las imégenes
de las representaciones U y V' del poset equipado P bajo el funtor C,), se cumplen las
siguientes afirmaciones:

Lope(T(a))r & ¢ elU,, VS y ¢(Uh) CVa

2. pe(T(a"))r & 0 e [US+U, DylydU) C N Ve

z€a¥\a

3.0 € (T(a)g & v ey D)y dU) € N Ve

z€a¥ \a

AquiD+a:( N w)m(n v)

z€a"\a yea’

5.1. Descripcién categoérica de los algoritmos de
diferenciacion VII, VII; y completacion

Las siguientes descripciones categdricas han sido demostradas por A.M. Canadas y H. Giraldo
en [3, 4].

5.17 Teorema. Si P es un poset equipado con una tripla (a, b, ¢)-conveniente, entonces el
funtor Dg ) : rep P — P induce la siguiente equivalencia entre categorias cociente:

repP/(T(a,Y), T(a,c)) ZrepP /(T (a,Y))
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Del anterior teorema se concluye de forma inmediata el siguiente resultado que relaciona el
carcaj de Gabriel I'(P) de la categoria rep P y el carcaj de Gabriel T'(P’) de la categoria
rep P’ del poset derivado de P.

5.18 Corolario. Si P es un poset equipado con una tripla de puntos (a, b, ¢)-convenientes
entonces se cumple la siguiente equivalencia entre carcajes:

PP\ [T(a,¢), T(a, V)] = T(P)\ [T(a,Y)].

En el caso donde P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-convenientes se cumplen
la siguiente equivalencia.

5.19 Teorema. Si P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-convenientes y P’ es
su poset derivado, entonces se cumple la siguiente equivalencia entre categorias cocientes:

repP/(P(a),T(a),(a,¢;)|i=1,...,n) ZrepP /{P(a™)).

De la misma manera que con el algoritmo de diferenciaciéon VII; se tiene una equivalencia
entre los carcajes de Gabriel de las categorias de los posets equipados Py P'.

5.20 Corolario. Si P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-convenientes y P’ es
su poset derivado, entonces se cumple la siguiente equivalencia entre carcajes:

D)\ [P(a), T(a), (a,¢;) | = 1,...,n] = D(P) \ [P(a")].

Por otro lado si P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-especial y P es su poset
completado, entonces los funtores C@% y Cla,p) inducen las equivalencias entre categorias
concientes que se formulan en el siguiente teorema.

5.21 Teorema. Si P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-especial entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1. El funtor C»® induce la siguiente equivalencia entre categorfas cociente:
rep P/(T(a), T (a,b)) = rep P/(T(a)).
2. El funtor C(,) induce la siguiente equivalencia entre categorias cociente:

rep P/(T(a), T(a")) = rep P/(T(a")).

En el anterior teorema el indescomponible T'(a") = (To; T | x € P) es tal que:

[F? siz=0
T G{(1,u) sizea"\a
’ G? sixz€a’
0 en otro caso.

Ademés, los funtores de completacién C(@? y Cla,p) inducen una equivalencia entre carcajes
como se muestra en el siguiente corolario.
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5.22 Corolario. Si P es un poset equipado con un par de puntos (a, b)-especial entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1. El funtor C»® induce la siguiente equivalencia entre carcajes:

L(P)\ [T(a), T(a,b)] = T(P) \ [T(a)].

2. El funtor C(,) induce la siguiente equivalencia entre carcajes:

L(P)\ [T(a), T(a")] = T(P) \ [T(a")].



CAPITULO 6

CARCAJES DE GABRIEL Y AUSLANDER-REITEN DE ALGUNAS
CATEGORIAS DE REPRESENTACIONES DE POSETS EQUIPADOS

En este capitulo se construird los carcajes de Gabriel y Auslander-Reiten de la categoria de
representaciones de algunos posets equipados de tipo representativo finito.

Para un poset equipado P se denotara por Rad el ideal radical de su categoria de represen-
taciones Rp bajo un par (F,G) conveniente de campos y por I'(P) el carcaj de Gabriel de
Ryp. Ademsds, se dira para X C Ind?P y U una representaciéon de un poset equipado P, que
U es X-reducida si ningtin elemento de X es isomorfo a algin sumando directo de U.

6.1 Proposiciéon. Para un poset equipado P se cumplen las siguientes condiciones:
1. U es una representacién P())-reducida en Ry si y solo si Rep(U, P(0)) = 0.

2. SiU € Ind P\P(0), entonces Rad(P (D), U) # 0. Ademés, todo morfismo en Rad(P(0), U)

es mono pero no mono escindido.

Demostracion. 1. =) Esta implicacion es consecuencia directa de la igualdad (3.1). <)
Sea ¢ # 0 un morfismo en Ry(U, P(()), ya que ¢(U,) = 0 para todo z € P, entonces
Wo =3 ,ep U C Kerp. Como ¢ # 0; Wy # Uy y Wy tiene un complemento £, en Us.
Asi U se puede expresar como la suma directa W @ E de representaciones en Ry, donde

W'y E son la subrepresentaciones de U inducidas por Wy y Ejy; respectivamente, donde
E = P™(0) (m = dim Ejy).

2. Claramente Rp(P((),U) = Homg(F, Uy) = Uy # 0 y todo morfismo lineal distinto de cero
en Homp(IF, Ujy) es mono, ademds ¢ no puede ser mono escindido por la parte 1.
]
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En consecuencia para cualquier poset equipado P se tiene I'(P)y = P(0).

Para una representacion U de un poset equipado P se consideran los subconjuntos de P:
supp, U ={x € P|U, =0y U, # 0},
supp; U = {z € P|U, =U; #0}y
suppU = {zx € P|U, # 0};

los cuales son llamados el soporte débil, el soporte fuerte y el soporte de U; respec-
tivamente. Ademas, se denota por nulU al complemento de suppU en P y se le llama la
nulidad de U. Note que supp, U C P® y supp, U U supp; U C supp U.

Dadas dos representaciones U, V' de un poset equipado P y ¢ : Uy — V{ un morfismo en
rep P, se satisface:

Z U, + Z UfCKeryp vy (6.1)
xEsuppy V zenul vV
Z Ul C Imop. (6.2)
zesupp U

Ademés, en el caso en el que V sea P())-reducible se cumple:

Y @)t cmec >V (6.3)

zesupp U zesupp V

Como consecuencia de la igualdad (6.1) se tiene la siguiente afirmacion:
6.2 Proposicion. Si U y V son representaciones de un poset P tales que

o= Y. U+ > U

xEsuppy V z€nul V
entonces Ry(U, V') = 0.
Demostracion. Consecuencia directa de la relacion 6.1. O

6.3 Proposicion. Si U es una representacion de un poset equipado P para la que existe
X Csupp; U tal que Uy = ) Uf y V es un representacion tal que X C supp, V' entonces

zeX
Ro(U, V) = 0.

Demostracion. Si ¢ € Rp(U, V'), entonces

o(Uo) = (D UH) =o( D U;)

zeX zeX
=Y wU;)C Y @)
reX zeX
c> Vv, =0
zeX

Por lo tanto ¢ = 0. []
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Antes de empezar con los célculos para determinar los carcajes de Gabriel y Auslander-
Reiten de la categoria de la cadena completamente débil, observe que ningin morfismos
entre representaciones indescomponibles es mono o epi escindido, por la proposicion 2.39,
asi cualquier morfismo entre representaciones indescomponibles es candidato a ser morfismo
irreducible, salvo que se pueda factorizar en la forma g o f, donde f no sea mono escindido
y g no sea epi escindido.

6.1. Carcajes de Gabriel y Auslander-Reiten de la
categoria de representaciones de una cadena
completamente débil

En esta seccién € = {a; < ay < --+ < a,} denotard una cadena completamente débil de
longitud n.

6.4 Proposicion. Si P es un poset equipado con un punto z y un subconjunto B comple-
tamente débil tal que x < B. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. End(P(z)) = F.

2. El anillo de endomorfismos End(7(x)) es una anillo de divisién isomorfos al anillo de

A:{(—aAb a—b,ub)

3. El anillo de endomorfismo End(T'(x, B)) es un anillo de divisién isomorfo al anillo de
matrices A.

matrices

a,bEF}

Demostracion. 1. La afirmacién se cumple claramente dado que End(P(x)) = End(F) = F.

2. Si ¢ un F-operador lineal es un endomorfismo en End(7'(z)), entonces la representacion
matricial de este operador, bajo la base canodnica es:

A= (_“Ab a_bub) . (6.4)

Asi ¢ como operador es invertible si y solo si a? — pab + \b? # 0. Vemos que la expresién
2 2
a” — pab+ \b (6.5)

es igual a cero solo cuando a=0 y b=0. En efecto; si b # 0, entonces la expresién (6.6) se
puede escribir en la forma:

a

(= 5)" +n(=7) + ).
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la cual no puede ser igual a cero, ya que la ecuacién t? + ut + A = 0 no tiene raices en F.
Por otro lado si b = 0, entonces de la expresién (6.6) solo queda el término a?, el cual es
igual a cero solo cuando a = 0. De esta forma ¢ como F-operador es invertible si y solo
sia#000b#0.

Ahora se denotard por v = a? — puab + \b? y se supondrd que A es invertible, asi:
e 1 :l a—pb —b\ (1 :l a— pb—ub
u v Ab a u v Ab + ua
_a—pb—ub (1 1
N v <u) < genG{ (u> }

Esto demuestra que el F-operador ¢!, cuando existe, define un morfismo en End(7'(x)).
En conclusién cuando un endomorfismo en End(7(z)) no es igual a cero entonces es
invertible y de esto End(7'(x)) es un anillo de divisién. Adema4s, la correspondencia que a
cada endomorfismos ¢ € End(7'(z)) le asigna su matriz A, bajo la base candnica, define
un isomorfismo entre los anillos End(7'(z)) y A.

La demostracion es andloga a la del numeral anterior.

Como consecuencia de la proposicién anterior se tiene el siguiente corolario.

6.5 Corolario. Si U € Ind € entonces Rade(U) = 0.

Ahora; se usardn la afirmacién 6.2 y la proposicién 6.3, como ayuda, para analizar los morfis-

mos entre las distintas representaciones indescomponibles de la cadena completamente débil

C.

6.6 Proposicion. Para las distintas representaciones indescomponibles de una cadena com-

pletamente débil € tiene lugar las siguientes afirmaciones:

1.

2.

Si i < j, entonces Re(P(a;), P(a;)) = 0.

Para cada 1 < 1,5 < n se cumple Re(P(a;),T(a;)) = 0.
Si ¢ < k, entonces Re(P(a;),T(a;,a;)) = 0.

Si i < j, entonces Re(T'(a;),

(T(ai), P(ay
Si i < j, entonces Re(T(a;), T (a;)) = 0.
Sii < j, entonces Re(T'(a;), T(a,

(

Si i < j, entonces Re(T(a;, ag), P(a;)) = 0.
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8. Para cada 1 <14, j <n se cumple Re(T'(a;, as), T(a;)) = 0.
9. Sii<jos<r,entonces Re(T(a;,as),T(aj,a.)) =0.

Demostracion. 1. Si i < j, entonces a; € nul P(a;) y Py(a;) = P;(a;)", entonces por la
proposicién 6.2 se tiene Re(P(a;), P(a;)) = 0.

2. Sea k = méx{i,j}, entonces a; € supp; P(a;), Po(a;) = Pu(a;)™ y ar € suppyT(ay),
entonces por la proposicién 6.3 se tiene Re(P(a;), T(a;)) = 0.

3. Sii < k, entonces a; € nulT (a;, ax)Usupp, T'(a;, ax). En el caso en el que a; € nul T'(a;, ai),
por la proposicién 6.2 Re(P(a;),T(aj,a,)) = 0. Por el contrario si a; € suppy T'(a;, a),
por la proposicién 6.3 Re(P(a;), T (aj, ar)) = 0.

Las afirmaciones 4,5,6 y 7 se cumplen gracias a la proposiciéon 6.2.

8. Sea k = max{j, s}, entonces ai € supp; T'(a;, as), To(as, as) = Tr(as, as)™ y ar € suppy T'(a;),
por la proposicién 6.3 se cumple Re(T'(a;, as),T(a;)) = 0.

9. Supongamos que i < j, entonces a; € supp,T(a;, as), To(ai,as) = Ti(a;,as)T v a; €
nul7'(a;, a,), por la proposicién 6.2 se tiene Re(T'(a;, as),T(a;,ar)) = 0. Por otro lado
si s < r, entonces a, € supp; T'(a;, as), To(ai,as) = Ts(ai,as)* y as € suppy T'(ay, a,),
entonces por la proposicién 6.3 se cumple Re(T'(a;, as), T(aj,a,)) = 0.

]

Antes de caracterizar los morfismos irreducibles entre cada par de representaciones indescom-
ponibles de la cadena completamente débil €, tengamos en cuenta las siguientes contenencias
entre el subespacio de morfismos de representaciones en rep C.

i. Re(P(a;), P(a;)) C Re(P(a;), P(ay)) para cada i < k < j.
ii. Re(T'(a;), P(aj)) C Re(T(a;), P(ax)) para cada i < k < j.
iii. Sii=j # n, entonces Re(T(a;), P(a;)) C Re(T(as, ai—1), P(a;)).
iv. Re(P(a;), T(aj,ar)) C Re(P(a;), T(ay,as)) para cada j <r < s < k.
v. Re(T(aj,ax), P(a;)) C Re(T(aj, a), P(as)) para cada i < s < j.
vi. Re(T(a;,T(a;))) C Re(T(a;), T(ag)) para cada j < k < i.

vil. Sij < r < i, entonces Re(T(a;, ar),T(aj,a,)) C Re(T(a;, ar), T (as, ar)) para cada j <
s<ryr<t<i.
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viii. Si ¢ < r < k, entonces Re(T'(a;, ax),T(aj,a,)) C Re(T(ai,ax), T (as,a;)) para cada
J<s<iyr<t<k.

6.7 Proposicién. Para las representaciones indescomponibles de la cadena completamente
débil €, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Irr(P(a;), P(aj)) = 0 para cada 1 < ,j < n.

2. Irr(T(a;), P(a;)) # 0 siy solo si ¢ = j = n. Ademas, todo irreducible de T'(a,) a P(ay,)
es epimorfismo y dimg Irr(7(a,), P(a,)) = 2.

3. Irr(P(a;), T(aj,ax)) siy solosii=kyi=j+ 1. Ademds, todo irreducible de P(a;) a
T(a;—1,a;) es monomorfismo y dimp Irr(P(a;), T(a;—1,a;)) = 2.

4. Irr(T(aj, ax), P(a;)) # 0 si y solosi i = jy k =i+ 1. Ademds, todo irreducible de
T(ai,a;41) a P(a;) es epimorfismo y dimg Irr(7'(a;, ai11), P(a;)) = 2.

5. Irr(T'(a;), T(a;)) # 0 siysolosij =i—1. Ademas, todo irreducible de T'(a;) a T'(a;_1)
es epimorfismo y monomorfismo, y dimg Irr(7'(a;), T'(a;—1) = 2.

6. Irr(T(a;,ax), T(aj,a,)) #O0siysolosii =jyk=r+l=i+20k=ryi=j—1=Fk-2.
Ademas todo irreducible de T'(a;, a;+1) a T(a;,a;12) y todo irreducible de T'(a;_1, a;)
a T(a;_2,a;) es monomorfismo y epimorfismos, y dimg Irr(7(a;, a;v1), T(a;, air2)) =
dimg (T (a;—1,a;), T(a;—2,a;)) = 2

Demostracion. 1. Suponga primero que j # i — 1, entonces por el corolario 6.5, la parte 1
de la proposicién 6.6 y las contenencia i no hay morfismos irreducibles de P(a;) a P(a;).
Por otro lado considere que j = i — 1, y tome un morfismo ¢ € Re(P(a;), P(a;_1)),
entonces este morfismo induce el morfismo ¢' = [p 0]" € Re(P(a;), T (ai-1,a;)) ademés se
tiene el morfismo 7 = [1 0] € Re(T(a;-1,a;), P(a;)), asi ¢ = 7¢'. Por esta razén no hay
irreducibles de P(a;) a P(a;_1).

2. =) Esta parte de la demostracién se obtiene directamente de la parte 4 de la proposicién
6.6 y las contenencia ii y iii. <) Sii = j =ny ¢ € Re(T(an), P(a,)) es un morfis-

mo que se puede expresar como la composicién de morfismos T'(a,,) EANY P(ay,)
en rep €, entonces para no considerar trivialidades, por la proposicién 6.6, U debe ser
una representacion {P(a;), T(a;), T (a;,ax) |1 < i < n — 1}-reducible; por lo tanto U de-
be tener como sumandos directos solo a las representaciones indescomponibles T'(a,,) y
P(a,), por esto ultimo y por la proposicién 6.4, f es mono escindi6 o g es epi escindié.
Ademas, Irr(T'(ay,), P(a,)) = Re(T'(an), P(ay,)), de esto todo irreducible es epimorfismo y
dimg Irr(T(ay,), P(a,)) = 2.

3. =) Esta parte de la demostracion se obtiene directamente de la parte 3 de la proposicién
6.6 y la contenencia iv. <) Esta implicacién se puede demostrar de manera andloga a la
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de la segunda implicacion de la parte anterior.

Las partes 4-6 se pueden demostrar de manera andloga a las demostraciones de las partes
anteriores usando de manera adecuada las proposiciones 6.4, 6.6, el corolario 6.5 y las
contenencias listadas anteriormente.

O

A continuacion se muestra la grafica del carcaj de Gabriel de la cadena completamente débil

C

N\

T(az T(a1,an)
/ \ / \
T(as3) T(az,an) T(a1,an—1)
SN N SN
T(ay4) T(a3,an) T(az,an—1) T(a1,an—2)
SN SN S N N
T(as) T(aq,an) T(a3,an—1) T(az,an—2) T(a1,an—3)

SN SN SN SN SN
/\/\/\/\/\/\

T(an—2) T(a;—2,a;4+1) T(a1,a4)
SN N / NN SN / NN
T(an—1) T(an—2;an) T(aj—1,a;4+1) T(a;—2,a;) T(az,aq) T(a1,a3)
SN N / AN / NN / NN SN
T(an) T(ap—1,an) T(ap—2,an—1) T(aj—1,a;) T (a3, as) T(az2,a3) T(a1,a2)
/\/\/\/\/\/\/\/\/\
P(0) P(an) P(an—1) P(an_2) P(a3) P(a2) P(a

Por el lema 2.51 el carcaj de Gabriel coincide con el carcaj de Auslander-Reiten, solo que
el ultimo esta dotado de una traslacion. La traslacion puede calcularse usando los lemas
2.48, 2.54 y 2.55, como ya se han calculado todos los irreducibles entre las representaciones
indescomponibles de la cadena completamente débil, el calculo de la traslacién del carcaj es
sencillo.

El carcaj de Auslander-Reiten de una cadena completamente débil se muestra en la siguiente
grafica, donde las flechas rojas indican la traslacion.
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T(a1)

/N

T(az) «—— T(a1,an)

SN N

T(a3) «—— T(az,ap) «— T(a1,an—_1)

SO\ N SN

T(ay) «—— T(ag,an) «— T(az,an_1) «— T(a1,a,_2)

SN N SN SN

T(a5) «——— T(aq,an) «— T(az,an_1) < T(az,an_2) < T(a1,an_3)
/ \ / \ /N
[e]
/ \ / \ / NS

SN/
N /N
SN/

/\/
/

T(an_2) T(a;—2,ai11) T(a1,a4)
/N / AN / NN /N
T(ap—1) «— T(an—2,an) ¢——— O ¢—— T(a;—1,0;41) < T(a;—2,a;) ¢——— O ¢——— T(az,a4) «—— T(a1,a3)

/\/\/\/\/\/\/\/\

T(an) «—— T(an—1,an) ¢« T(ap—2,apn—-1) ¢—— O «—— T(a;—1,a;) ¢—— O +——— T(az,ay) «—— T(az,a3) +— T(ay,asz)

SANSN SN SN SN SN SN SN SN

P(0) P(an) P(an—1) ¢«—— Plan—2) P(ay) P(a3) P(az) P(a1)

6.2. Carcajes de Gabriel y Auslander-Reiten de la
categoria de representaciones del poset Fi;

Se empezara por calcular la lista completa de representaciones indescomponibles del poset

equipado Fi5 = { é g} aplicando el algoritmo de derivacién VII y el lema 4.18 !. Aplicando
el algoritmo de la diferenciacion VII al poset equipado F}5 se obtiene el poset equipado del
lado derecho de la siguiente figura 6.1.

° b / b . b
%GJFX/ *>a+§;
& a a” a”

Figura 6.1.

Ahora aplicando las transformaciones admisibles a una representacién M del poset equipado
FY. se obtiene:

ITambién se puede aplicar, como en los posets Fig al Fig, la parte 3 del teorema 4.28 donde se asegura una
relacion biyectiva entre las representaciones indescomponibles de un poset equipado de representacién
finita P y las raices admisibles de su forma cuadrética de tits.
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a” at b
1 P(a™)
1
T(a™)
M ~ u
1 P(a™)
1| P®)

De esto F_l’5 tiene 5 clases de representaciones indescomponibles. Aplicando ahora el procedo
de integracion, descrito en el lema 4.18 se obtienen las representaciones indescomponibles
del poset 5 siguientes:

P(a)! = P(a,b) P(a*)t =| 1 (1)
T(a )t =+ (1) (1) P(B) = P(b)

De esta manera la lista completa de representaciones indescomponibles no isomorfas dos a
dos del poset equipado es la lista que aparece en la tabla C.2 del apéndice C.

Denotemos las representaciones P(a™)" y T(a™)" por T'(a,b) y H(a,b); respectivamente. Y
describamos los irreducibles entre cada par de representaciones indescomponibles de del po-
set F15.

De la misma forma como se demostro en la seccion anterior, que las anillos de endomorfismos
de cualquier representacion indescomponible de € es un anillo de division, se puede probar
que para las representaciones indescomponibles de Fi; se cumple la misma propiedad; de
hecho se cumplen los siguientes isomorfismos entre anillos:

End(P(0)) = End(P(a)) = End(P(b)) = End(P(a, b)) = End(T((a,0))) = F, v
End(T(a)) 2 End(H(a, b)) 2 A.
Ademés aplicando las proposiciones 6.2 y 6.3 se llega a los siguientes resultados:
i. Ry, (P(a,b),]) =0 I €IndFis\ {P(a,b)}.
ii. Rpy,(P(a),]) =0 < I €Ind Fi, \ {P(a), P(a,b)}.
iii. Ry, (P(b), 1) =0 I € {P(0), P(a), T(a)}.

iv. R, (T(a),I)=0. < 1€ {P(0),P()}.
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Ahora; si ¢ € Rp, (H(a,b),T(a,b)), entonces la representacién matricial de ¢ debe ser como
la 6.4, ademas ¢ debe cumplir la contenencia $(G*) C G{(;)}, entonces en particular ¢((}))
v ¢((})) son elementos en el subespacio G{(;)}. Teniendo en cuenta esta dltima observacién
y realizando los correspondientes cédlculos se llega a que ¢ debe ser igual a cero. Por lo
anterior y aplicando las proposiciones 6.2 y 6.3 se concluye:

v. Rpy(H(a,b),1) =0« I €lIndFi5\ {H(a,b), P(a,b)}.

Por otro lado si ¢ € Rp,,(T'(a,b),T(a)), entonces la forma matricial de ¢ es como la 6.4, en
este caso ¢ debe cumplir: o ((1))) = 0, y por esta condicién se llega a que ¢ es nula. Por lo
anterior y aplicando las proposiciones 6.2 y 6.3 se concluye:

vi. R (T(a,b),I)=0< 1€ {P(®),P(b),T(a)}.

De los resultados i-vi y la proposicién 6.1 tenemos los siguientes hechos acerca de los irre-
ducibles en rep Fis

L Trr(P(0), P(b)) = Rpy5 (P(0), P(b)) y dim Ire(P(0), P(b)) = 1.
IL. Irr(P(0),T(a)) = Rp, (P(0),T(a) y dimIrr(P(0),T(a)) = 2.
L. Trr(H(a,b), P(a,b)) = Rey, (H(a,b), P(a,b)) y dimIrr(H (a, b), P(a, b)) =
IV. Trr(P(a), Pa,b)) = Rp; (P(a), P(a,b)) y dimIrr(P(a), Pa, b)) = 1

Para completar la construccién del carcaj de Gabriel del poser Fis, se debe tener en cuenta
los siguientes isomorfismos entre F-espacios vectoriales:

RFm (T(a>’ T(a’ b)) = RFLS (T(CL), H(av b)) = :RF15 (T(a’ b)v H(av b)) =A (66>
% (P, T, ) = { (§ ) | € 7} (6.7
R (T'(a,b), P(a)) = {(0 z) |z € F}. (6.8)

Usando los anteriores isomorfismos se tiene lo siguiente: ¢ := (a ) es un morfismo de T'(a)
a P(a), entonces este se puede expresar en la forma

¢=<aﬁ>:@(ﬁ—a% _5%)

T N J/
-~

5

donde v € R, (T'(a), T(a,b)) y T € Rp,(T'(a,b), T(a)), y de esta forma Irr(T'(a), P(a)) = 0.
Por otro lado cualquier morfismos en Rp (T(a),T(a,b)) (en Rp, (T(a,b),P(a))) por los

hechos i-iv, solo se pueden factorizar a través de sumando directos de T'(a) y T'(a,b) (res-
pectivamente; P(a) y T'(a,b)), y ya que todas las dlgebras de endomorfismos de rep Fj5 son
de division, entonces:

Rr,(T(a), T(a,b)) =TIrr(T(a), T(a,b)) y dimIrr(T(a),T(a,b)) =2, y
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Rr(T(a,b), P(a)) = Irr(T(a,b), P(a)) y dimIrr(T(a,b), P(a)) =1

Por otro lado si ¢ := (g) es un morfismo en Rp,. (P(b), H(a,b)), entonces este se puede
expresar en la forma:
(o) [« —§ 1
77\8) B ares) o)
—————
T gl

donde v € R, (P(b),T(a,b)) y 7 € Rp,,(T(a,b), H(a,b)), entonces Irr(P(b), H(a,b)) = 0.
Ademas, usando los hechos i — vi y el hecho de que todos las algebras de endomorfismos en
rep [5 son de divisién se tiene

Rp (P(b), T(a,b)) =TIrr(P(b),T(a,b)) y dimIrr(P(b), T(a,b)) =1, y
Rr,(T(a,b), H(a,b)) = Irr(T(a,b), H(a,b)) y dimIrr(T(a,b), H(a,b)) = 2.

Todos los resultados obtenidos hasta el momento en esta secciéon nos permiten obtener el
carcaj de Gabriel, él cual se muestra en la siguiente grafica:

T(a) H(a,b)
/ X 2 \
P(0) T(a,b) P(a,b)
\P@ / \P( | /

El calculo de la traslacion de carcaj de Auslander-Reiten del poset Fis, se hace de la misma
manera que el de la traslacién del carcaj de Auslander-Reiten de la cadena completamente

débil.

A continuacién se presenta la grafica del carcaj de Auslander-Reiten del poset Fs.

P(a,b)
SN
H(clz,b) : 1 P(Ia)
| \T(¢b/ |
N
T(a) - P(b)
N (¢ e
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Conclusiones

La descripcién que se hace en este trabajo de los carcajes de Auslander-Reiten y Gabriel de
la categoria de representaciones de la cadena completamente débil y el poset equipado Fis,
da inicio a la descripcion de estos carcajes para la categoria de representaciones de un poset

de tipo representacion finito.

Queda como trabajo futuro: realizar una descripcién de los carcajes de Auslander-Reiten y
Gabriel de cualquier categoria de representaciones de un poset equipado de tipo represen-
tacion finito; asi como, clasificar las representaciones inyectivas y proyectivas de un poset
equipado de tipo manso, con el fin de estudiar y describir los carcajes de Auslander-Reiten
y Gabriel de la categoria de representaciones de un poset equipado de tipo manso.



APENDICE A

LOS POSETS EQUIPADOS CRITICOS DE TIPO REPRESENTATIVO
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Los posets criticos de Kleiner
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Los Posets Criticos con Equipamiento no Trivial

K6 K? KS Kg




APENDICE B

LOS POSETS EQUIPADOS DE TIPO REPRESENTATIVO FINITO

SINCEROS

Los posets sinceros con equipamiento trivial
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Fis

Los Posets Sinceros con Equipamiento no Trivial

Fiy Fis Fig Fiq Fig Fig
as
as ® o by | a2 ® az

—Q




APENDICE C

LA LISTA COMPLETA DE REPRESENTACIONES
INDESCOMPONIBLES DE LOS POSETS SINCEROS CON
EQUIPAMIENTO NO TRIVIAL

En cada una de las siguientes tablas aparece en la esquina izquierda el poset equipado
correspondiente. También se hace una clasificacion de sus representaciones por el valor de la
forma cuadrética de Tits (f = 16 f = 2) y por si son 6 no sinceras (S 6 NS; respectivamente).

Fiy | N f=1 f=2

S 2 P(a) T(a)

NS | 1 P(0)

Fis | N f=1 f=2
s | 3| Pan ! ? 1 [1) (1)
NS | 4 | P(®) P(a) P(b) T(a)

Tabla C.2. Lista Completa de Representaciones Indescomponibles del Poset Equipado Fi;
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Fig | N f=1 f=2
110[0 O
1101]0 1/0[1 0 u 100
11 110 1 Ojujl 0
0/1]0 1
S 7
110 0/0 0O 1 0{0/0 0
1(1)8 1(1)(1)8 u/0 10 0 0 1/0/0 0
0 1 0 01 0O[1 01 O u(/1/10
Olu 1/0 1 0O uju/0 1

NS | 13

)

Fi; | N f=1 f=2
11110
S 1 0l1

T'(a)
P(b1) P(bs) P(a,bs)
NS | 11
110]0 1/0]0 1/0/10 111 0]0
110 0]1 0/0 1 0 1]0

Tabla C.4. Lista Completa de Representaciones Indescomponibles del Poset Equipado Fi7
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T((ll, CLQ)

T'(as)

T'(ay)

P(0) P(a1) P(az)

Fig

NS

Tabla C.5. Lista Completa de Representaciones Indescomponibles del Poset Equipado Fig
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Tabla C.6. Lista Completa de Representaciones Indescomponibles del Poset Equipado Fig
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LOS POSETS EQUIPADOS CRITICOS DE TIPO MANSO

Los posets criticos de Nazarova
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Los Poset Equipados Criticos con Equipamiento no Trivial
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