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INTRODUCCION 

La carencia de un material básico, lógico y cohe-

rente, en el curso de matemáticas fundamentales ha 

sido el principal motivo, que me llevo a la escogen-

cia de este tema denominado, FUNCIONES REALES. 

El trabajo enfocado comprende, los conceptos básicos 

de las funciones reales, sus clases, las propiedades 

mas importantes con algunas demostraciones, ejemplos 

teóricos y gráficos; con ello se permite al lector co-

nocer con mayor seguridad y rapidez, lo referente a fun-

ciones. 

Mi experiencia como profesor en la asignatura de Mate-

máticas Fundamentales, ha sido mi principal punto de 

apoyo para el desarrollo del tema, pues considero que 

es necesario un documento claro, accesible que servirá 

ue complemento para estudiantes de Ingeniería. 

He procurado hacer este trabajo lo mas concreto y orien-

tado hacia el estudiante, por lo tanto contiene para cada 



uno de los conceptos ilustraciones suficientes, con el 

fin de proporcionar mayor agilidad en su interpretación 
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F U N C I O N E S R E A L E S 

PRODUCTO CARTESIANO: 

Sean A y B dos conjuntos diferentes de vacío, podemos for-
mar el conjunto cuyos elementos son todos las parejas or-
denadas (a,b), donde a£A y b e B ; tal conjunto lo llamare-
mos el Producto Cartesiano da A y B y lo notaremos como 
AxB = £( a,b)/afcA, bcBj, 

Ejemplo l.l 

A = [ l , 2 | ; B = [ 2 , 3 ] ; AXB = {l f 2} <{2, 3}- [(1, 2), (l, 3), (2, 2), (2,: 

Ejemplo 1.2 

A=(l,3,5j; {2) ; AxB» jl, 3, 5 ^ 2 ^ j(l, 2) , ( 3, 2),(5, 2) j 

Ejemplo 1.3 

A = {o,2lj , B = {l,4^j ; AxB=|o,2^|x{l,4^=1(0,1),(0,4),(2,1),(2,4)*¡ 

RELACION: 

Cualquier suhconjunto no v/acio del producto cartesiano de 
A y B llamaremos Relación de A en B y la notaremos así; 

Ejemplo 2.1 

fl={l,3,5,7l
); B=[l,3\ ; AxB« {l, 3, 5,7^ x |l, 3} = [(l, 1) , (l, 3) , ( 3,1 

(3,3),(5,l),(5,3l,(7,l) }(7,3) j 

R = 1 1 , 5 ̂  xjl,3\= {(1,1), (1,3), (5,1), (5 j 3) es un subconjunto 
no vacio de AxB, cuya representación es: 

R 
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mos y en términos de X y analizamos que valores de X hacen 
que Y sea un número real, y tal conjunto de valores de X es 
el Dominio de la Relación 

E j emplo 3«, 3 

A=B= ( - 0 0 , +oO) ; R» j\x,Y) y X 2 + Y 2 = 16^J es un subcon-

junto no vacío de AxB. 

v 2 v 2 l c , v 2 , , v 2 entonces Y= A / 1 6 - X 2 . 
X + Y = 1 6 , luego Y = 16 - X -

^ 2 
para que Y sea un numero real debe darse que 16 - X ^ O 

es decir ) (4— X) ( 4 + X ) ^ O el cual para hallar la solución 

marcamos soore una recta numérica donde se anula cada factor} 

X=4 y X=-4 ; y analizamos en que intervalo la inecuación B3 

verdadera. 

4-X^. 0#*4 £ X ; 4 - X < 0 « v 4 < X 

4 - X -+ -+ -+ + + 

i 1 

4 + — 

L L 

'Luego (4-X) (4 + X)/>0 únicamente en el intervalo [-4,4] 
pues en los demás el produj2to de las dos es negativo, lue-
go el Dominio es j"-4,4l 

J 

Ejemplo 3.4 

A=B= ( - 0 0 , +co) ; R= Y = , f T , j es un número real si 

X € [ 0 , + « > D r 
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Ejemplo 3.5 

A = B= (-00, +C0) ; R= ((X,Y)/ X = Y 2 j 

Despejando Y en términos de X tenemos que y asi 
Y es un número real si X£ Q o , +oo)= D R 

Ejemplo 3.6 

A=B= (-00, +00 ) R- [(X,Y)/ X 2 - Y 2 - o } = [(X,Y 

- { ( X , Y ) / X - Y 5 X- -Y ] . D r . ( _ f l 0 f 

4. RECORRIDO DE UNA RELACION: 

Es el subconjunto de B cuyos elementos son las segundas compo-
nentes de las parejas ordenadas que pertenecen a la relación. 
La notaremos R R = ( _ b / b€B, ( a , b ) t R ) . 

Ejemplo 4.1 

A= {l,2,3} , B= (5,6 \ ; A xB = x {5,6^ = [ (l, 5) , (1, 6) , 

(2,5),(2,6),(3,5),(3,6) } 

R= (2,3j x (5,6^j = [(2,5),(2,6),(3,5),(3,6)^ 

= (5,6^ ; D R - (2,3) R R 

Ejemplo 4.2 

A=B= (-C0 , +C0 ) ; R» { ( X , Y ) / X 2 + Y 2 = 16^ . 

Para hallar el Recorrido, despejamos X en términos de Y,y ana-
lizamos que valores de Y hacen que X sea un„número real y tales 
res de Y1 forman el recorrido ,En efecto X ¿ + Y * 16 } X = 16-Y 
entonces^ 

X * - \/l6 - Y 2 , luego 16 - Y 2 ^ 0 , es decir, (4-Y) (4+Y) 0, 

cuyo conjunto solución es [_-4,4~j = R R 
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Ejemplo 4.3 

a = 8 = ( - 0 0 , + o o ) ; R = ^ ( x , Y ) / v = 

* . + 

Si despejamos X en términos de Y tenemos X = - Y , luego el 

recorrido sería (-00, +oo) t lo cual no es cierto ya que Y to-

ma según la definición de la relación todos los números mayo-

res o iguales que cero y así el Recorrido es Este 

ejemplo muestra que no siempre se puede despejar X en términos 

de Y para hallar el Recorrido de una relación. Algunas veces 

funciona, pero otras veces no: de iaual forma sucede con el 

Dominio. 

5. CONJUNTO SOLUCION DE UNA RELACION: 

£ s el conjunto de parejas ordenadas (a,b) tales que a e. A , 
fr'cH—y"( S.7E) £ R 

Ejemplo 5.1 

A= (1,2,3*1 , B= [l, 2, 3 ,*) 

R = [ ( X , Y ) / Y > X ^ = { (1,2), (1,3), (2,3)^j as el conjunto solu-

ción. 

6. GRAFICA DE UNA RELACION 

Es la representación geométrica del Conjunto Solución. 

Ejemplo 6.1 

A=B= (-00 , +oo) ; R = {_ (X, Y )/ X 2
 + Y 2 = l] D R = R R = [ - l , l ] 
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Ejemplo 6.2 <r 

A=B= ( -co, + o>) ; R b ( ( X , Y ) / X
2
 - y 2 = 0^) » [(X,Y 

D R _ R R = (-00, + © ) 

Y 

A=B= (-00 , +00 ) ; R » j ^ ( X , Y ) / 4 ^ X 2 + Y 2 < r 9 

D r « R r - [ - 3 , 3 ] 
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Ejemplo 6.4 

A=B= ( - 0 0 , +co) ; R= [(X,Y) / 1 Í.X v< 2, 2 ̂  Y ^ 3 ^ 

d r = l i , 2 ] ; R r = [ 2 , 3 ] 

V 

a, 

1 2 r 

\ 
r 

Ejemplo 6.5 

A= (l,2, , B = [4,5\ ; AxB « (l,2,3\ x 

[ (1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5) \ 

:= {2,3¡| x (4Í, = [(2,4), (3,4) ^ , D R « {2,3Ìj , R
R 
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Ejemplo 6.6 

A=8= (- oo , +00 ) 

R R [o, +00) 

Ejemplo 6.7 

A = B= ( - o o , + co ) 

Y 
• • 

2 1 * 

; R« [ ( x , y ) / y= |(xí|~J dr = (-oo, +00) 

X 

{ ( X , Y ) / Y = W ] D R = +00) - R
r 
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7. FUNCION 

Una función f:ft * B es una relación de A en B tal que 
a cada elemento de A le corresponde a lo mas un elemento de 
B 

Ejemplo 7.1 

A= ^1,2,3,4^ , B= {l,2,3,4^ 

f= {(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)^ es una función, pues es una re-

lación en la cual a cada elemento de A le corresponde a 

lo más uno de B. Su representación es: 

f 

Ejemplo 7,2 

A= ^1,2,3,4^) , B = ^ l , 2 , 3 , 4 ^ 

g= { (2,3),(3,4),(4,2) ^ es una función, su representación 

es: 9 

- 1 1 -



Ejemplo 7.3 

A=B= (-a> , +CO) 

h= 1 ( X , Y ) / Y = X+l \ es una función, su representación es 

A=B = (-00 , + 00) 

< j = £ ( X , Y ) / X = Y 2 ^ ) no es una función, su representación 
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Ejemplo 7.5 

A= {1,2,3} B= (2,4^ 

h= {(1,2),(1,4),(2,2),( 2,4)\ no es Una función , 

su representación es 

A 

De aqui en adelante tomaremos A = B = R = (-GD , +CO) 

salvo que se diga otra cosa . 

Nota:Si X es un elemento en el dominio de f,usaremos 

el símbolo f(x),en lugar de Y,para designar el número 

en el recorrido de f que forma la pareja con X,es decir, 

en lugar de escribir f= {(X, Y)/ Y= X̂ j ,g= [(X,Y)/ Y = 2X+1 

escribiremos f(X) = X; g(X) = 2X+1 

8. ALGEBRA DE FUNCIONES 

Si f(x) y g(x) son dos funcionas cualquiera,podemos 

formar nuevas funciones así : 

8 . 1 ( f + g ) ( X ) « f ( X ) + g ( x ) 

8 . 2 ( f - g ) ( X ) - f(X) - g ( x ) 

- 13 -



8.3 (fg) (X) = f(X)„g(x) 

8.4 (f/g) (X) » f|xj , g(x)j¿ o 

Donde el dominio de las nuevas funciones es el Dominio de f 
• erceptado con el Dominio de g, en símbolos D f H D g ; excep-

tuados Jaquellos Valores de X, donde g(X) =0, en 8.4. (la 
div/ision por cero es imposible). 

Si el recorrido ae la función g interceptado con el dominio de la 

función f es diferente de vacío definiremos la composición fog po| 

8.5 ( f Q g) (X) = f(g(x)). 

Consideremos f(x) = V T / , D f » , + co) ; g ( x ) =2X+1, 

D g = ( - 0 0 , +ffl) 

Ejemplo 8.1.1 * 

(f + g)(x) = f(X) + g(X) = V T + 2 X + 1 ; D f + g « D f H D g = [_0,+<D) 

Ejemplo 8.2.1 

(f-g)(X) = f(X) - g(x) = V T - (2X+1) ; D f _ g = D f O D g = [ o f + c o ) 

Ejemplo 8.3.1 

(fg) (X) = P(X) xg(X) = V T
1
 (2x+l) , D f g - D f O D g « [ o l + flO) 

Ejemplo 8.4.1 
(f/g)(x) = f^Xj Xj -1/2 ; D f / g = D f O D g = (_0, + C0) 

Ejemplo 8.5.1 

( f 0 g ) ( X ) = f(g(x)) = f (2X+1) = V r 2 x í ? D F = [-1/2,+ 00) 

- 14 -



Ejemplo 8.5.2 

(g o f) (x) - g(f(X)) = g( V T ) = 2 V T +1 D f * [ o , + QO) 

Ejemplo 8.5.3 

Si consideramos f(x) = V T g ( x ) = - X 2 ; X < 0 

( f 0 g ) (
x ) - f(g(x)) - f ( - * 2 ) , carece de sentidoj 

en este caso no podemos efectuar la compuesta, pues R^ = 

(-03 , 0 ) , D f =[0,+00) y así el dominio de la función 

f interceptado con el recorrido de la función 9 es 

vacío, 

ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES: 

9.1 FUNCION UNO A UNO: 

f: A —>B. A «B subconjuntos de los números reales; 
es función uno a uno o inyectiva si y solo si para ca-
da X,X*e-Df, si X,^X t entonces f ( X t ) ¿ f(X») , o en 
forma equivalente si f(X^) = f(X t) entonces X t = X a , 
para fíx*), f(X t) en el recorrido de f 

Ejemplo 9.11 

f(x)=x es inyectiva; pues f(X,)= f ( X t ) entonces X t «X* 

Ejemplo 9.1.2 

f (X ) =V~P e iny activa 

Ejemplo 9.1.3 

f(X)=X no es inyectiva, pues 2/ -2 sin embargo 

.f(2) - f(-2) « 4 
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Ejemplo 9.1.4 

P(X) =|X| no es inyectiva, pues 3=/ - 3 sin embargo 

r ( 3 ) - f ( - 3 ) « 3 = l 3 l * \ - M 

9.2 FUNCION SOBRE: 

f: A es una función sobre si y solo si para 
tratrxr'bVB, existe atA tal que f(a) = b. 

Ejemplo 9 0 2.1 

f(x) =X es una función sobre 

Ejemplo 9.2.2 

f(X) =X es una función sobre 

Ejemplo 9. 
2.3 

2 

f(X)=X no es sobre, pues -2C.R y no existe atR tal que 

f(a)= - 2 ya que la función toma valores únicamente 

mayores o iguales que cero 

Ejemplo 9.2.4 

f(x)=)x| no es sobre pues -l£R y no existe aeR talque 

f(a) = -1 

9.3 FUNCION CRECIENTE: 

Una función f(x) es creciente en un intervalo []a,b] 

si f ( X ) $ f(V) para cada par de puntos X,Y en [a.b] 

con X ̂  Y 

Ejemplo 9.3.1 

f(X) = X es creciente en (-co,+co) 
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Ejemplo 9.3.2 

f(x) = X^ es creciente en [o, + °°) 

Ejemplo 9.3.3 

F(X) = | X | es creciente en (o, + c0) 

9.4 FUNCION DECRECIENTE: 

Una Función f(X) es decreciente en un intervalo 

si f ( x ) < f ( V ) para X , V e [ a , b ] con X ̂  Y 

Ejemplo 9.4.1 

f ( X ) - X 2 8 8 d e c r e c i - e n t e eno(j-oo,oJ 

Ejemplo 9.4.2 

f(X) = -X es decreciente en ( - c o , + cO) 

9* 5 FUNCION ACOTADA: 

f(X) es acotada en un intervalo £a,b] si existe una 
constante positiva Pl tal que |f(x)j$.l*l para X t [ a , b | 

Ejemplo 9.5.1 

f(X)=X no es acotada en ( - 0 0 , + cd) sin embargojsi 

X £ [ 0 , l ] si lo es, pues 2 es cota superior y -1 es co-

ta inferior entre otras. 

Ejemplo 9.5.2 

f(X)-~2 es una función acotada, 3 es superior y 0 es 

cota inferior, entre otras, 

9.6 FUNCION PAR: 

f(X) es una función par si f(-x)= f(x) para todo X D 
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Ejemplo 9.6.1 

f(x)= X 2 es una función parj pues f(-X)= ( - X ) 2 = X 2 = f ( X ) 

Ejemplo 9.6.2 

f (X) = | X | es una función parj pues F (-X)= |-X| = (X[=f (x) 

Ejemplo 9.6.3 

f(X)=2 es una función par; pues f(-x)=2=f(x) 

9.7 FUNCION IMPAR:• 

f(X) es una función impar si f(-X)= — F(X) para cada 

x c o f 

Ejemplo 9.7.1 

f(x)=x es impar; pues f(-X)= -X= - f ( x ) 

Ejemplo 9.7.2 

f ( x ) = x 3 es impar; pues f(-X)= ( - X ) 3 = - X 3 = - f ( x ) 

Ejemplo 9.7.3 

f(X)= no es impar, ni es par 

Ejemplo 9.7.4 
f(x)=x^ +X no es una función par ni impar 

9.8 FUNCION PERIODICA: 

Una función f (X) se dice periódica de p e r i ó d o T 7 Ü s i 
f(X+T)=f(x) para ~tLodo X £ D F . Al menor J 7 0 que 
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cumple que f(x+7") = f(X) se llama el periodo de f^X) 

Ejemplo 9.8.1 

f (x)=SenX=Sen(X + 2TT )=Sen (x+4TT) = Sen(X+6 77") = ... 

es una función periódica, de p e r i ó d o T =2 TT 

Ejemplo 9.8.2 

1 si xe [2n , 2 n + 0 

f(x) = 
-1 si X£ [2n-1,2n) 

Es una función periódica de periódoT=2" 

9.9 ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES Y SUS PROPIEDADES MAS 

IMPORTANTES; 

9.9.1 Función Polinomial de Grado n; 

Es una expresión de la forma f(x) = a 0+a lx+a f cX
2+a iX

3, 
a n * ; ntNjaoja, ,... , a 0 son constantes 

cualesquiera y son los coeficientes de p o l i n o m i o . 

Ejemplo 9.9.1.1 

f(X)=l+X^+X^, polinomio de grado 5 

Ejemplo 9.9.1.2 

f (X)= \T? X + (JL+2) X 2 + 4 X 3 , polinomio de grado 3 

Ejemplo 9.9.1.3 

f(x)=4, polinomio de grado 0 
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9.9.2 Igualdad de dos Polinomios; 

Sea f (X) = a 0+a< X+a t x*"+...+a nx° , a n * 0 , y 

g (X )=b»+b< X + b t X + . . . + b „ X a , b n + 0 , a 0 ». • •, a^ , b 0 ,... , bn. 

constantes, decimos que f(x)=g(x) si y solo si 

a 0 = b 0 , a 1 = b 1 , a i = b 2 ,. * •, a^—bt\ 

Ejemplo 9.9.2.1 

f(X)=l+X 3+X ; g ( x ) = x
3

+ x + l , entonces f(x)=g(x) 

9.9.3 Suma de D o s Polinomios: 

Sea f(X) — Bq + 9 ̂ X • « • +3 * + b i X + . . . + b n X , 

entonces f(X)+ g(X)= (a0 + . .. + a n X
n ) + ( b D + . .. +bTn X*

2 ) 

( a 0 + b 0 ) + ( a A + b t ) X +. .. + ( a „ + b n ) X
n + b a i . l ( X

n + L +.. ̂ « n x"" 

ti < m 

Ejemplo 9.9.3.1 

f ( x ) = x
3

+ x + l , g ( x ) = X
2

+ 2 X , entonces f(x)+g(x)= 

(l+X + 0 X
2

+ X
3

) + ( 0 + 2 X + X
2

+ 0 X
3 ) - l + 3 X + X

2

+ X
3 

en general si f es un polinomio de grado n y g 

es un polinomio de grado m, entonces f(X)+g(X) 

es un polinomio de grado K¿maX(n,m) 

Ejemplo 9.9.3.2 

f ( x ) = x
3

, g ( x ) = x
2

, luego f ( x ) + g ( x ) = x
2

+ x
3 

el grado de (f+g) (x) = 3 <. maX (2, 3) 

Ejemplo 9.9.3.3 

f ( X ) = - X 4 + X + 1 , g ( X ) = X 4 + X 2 , f ( x ) + g ( x ) = x
2

+ x + l ; 

grado (f+g) (X) = 2 ^ maX (4,4) 
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9.9.4 Resta de Dos Polinomios: 

f (X) = a 0 + a 1 X + . a n # 0 

g ( x ) = b o + b 1 X + . . . + b 7 n x
n , , b ™ n ^ O entonces f(X)-g(X) = 

(ao+a^ X+...+a nX° )- ( b 0 + b 1 X + . . . + b w X ^ ) =s 

(a o-b 0 ) + ( a v - b t ) X +...+ ( a n - b n ) X° - b n n X
, n -.... b ( n i 

r x r a 

9.9.5 Multiplicación de Dos Polinomios: 

Sea f (X)=a„+a A X + ...+a 0 X° , a n + 0 

g(X)=b 0 +b, X + .. .+b^X
m , b**0 entonces f(x)g(x) = 

(a 0+a^X+. . ;+a nX
f t) (b. +b, X + .. .+b r^'

m) = 

a o (b 0+b lX + .. .+b mX
, n) + a< X(bo +b, X + .. ,b^(' n)+...+ 

a n X° (b. +b, X + . .. +bnt/"")= a.b® + a 0 bt X + ... +a, bimX + 

a, b„ X + a* b, X + ... +a, b ^ * 1 +. . . +a n b 0 X* +a„ b< X"
4,

+ ..+... 

= a 0 b o + ( a 0 b, +a! b 0 ) X + ( a 0 b A + a, b, +afc b 0 ) X + . . 

a„ 

En general f (X)g(X)=C e+C 1 X+C^X
1+. . ,+C^X K donde 

Ct «a* b , b t + . . . + 8 0 ^ , el grado de f(X)g(X) 

es m+n= grado g+ grado f 

Ejemplo 9.9.5.1 

f(x)=x
2

+x+l, g(X)=X
2
+l entonces f(x)g(x)= 

(X
l
+X+l) (X

l
+1)= X

l
( X

l
+ l ) + X (X*+l)+X*+l= 

X
4
+X*+X*+X+X+l grado f(X)g(X)= 2+2=4 

9.9.6 División de Dos Polinomios: 

Supongamos que p(x) es un polinomio de grado n, 
y D(X) es otro polinomio de grado m con ^ m i n 
y que queremos dividir p(x) entre D(X); ordena-
mos cada polinomio en potencias decrecientes de X 
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y se procede como se ilustra en los siguientes 
ej emplos: 

Ejemplo 9.9.6.1 

P(X) = X + -1; D(X)=X * - 1 

X « - 1 L X * - 1 

- x * _ t x L x ; x « - l = (x ^ - i ) x l + ( x z - i ) 
X X p(x) = D (X) Q(X) + R (X) 

Sin embargo podemos seguir dividiendo, hasta ob-
tener un residuo R(x) con grado de R ( X ) < gra-
do D (X ), tal procedimiento se llama algoritmo de 
la división. 

x * - 1 1 X z -1 

- X " + X* X +1 

X * - 1 

-X * +1 
0 

V así P(X) = D (X) Q A ( X ) + R 4 ( X ) 

X 4 -1=(X * -l)x (X * +1 ) +0 

Ejemplo 9.9.6.2 

Dividir p(X)=X' i +1 entre D ( X ) = X * + X 

X 3 + 1 

X * - X 

- X 1 + 1 

X * + X 

X + L 

X * +1=(X * +X)(X-1) + (X+1) 
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En general sea p(X) un polinomio de grado n ^ l , 
D(X)^0 un polinomio de g r a d o ^ m ^ l , con 1 < m ¿ n, 
entonces existen polinomios únicos Q(x) y R(x) 
tales que p(X)=D(X)xQ(X)+R(X). 

Si R(X) tiene grado, es decir si R(X) no es el 
polinomio nulo entonces este grado es menor que 
el grado de D ( x ) . p(x) se llama DIVIDENDO, D ( x ) 
es el DIVISOR, Q(x) el COCIENTE y R(x) el RESIDUO. 

Si R(x)=0 es deciricarece de grado (Polinomio 
Nulo) entonces p(x) =D(X)xQ(X; ^y en este caso 
D(X) y Q(X) se llaman Factores o Divisores de 
P(X). 

S i el grado de p(x) es menor que el grado de DX) 
entonces Q(X) = 0 

Ejemplo 9.9.6.3 

Dividir el polinomio 

3 X z + 2X + 2 | X-2 

-3X + 6X 3X+8 

8X + 2 

-8X+16 
18 

Sin embargo el ejemplo anterior lo podemos sim-
plificar utilizando la llamada DIVISION SINTETICA. 
En efecto, supongamos: 

f (x) = a
0
 +ai X+... +art X

n , a ^ O , a 0 ... , a n constantes; 

es el dividendo y D(X) = (X-a) es el divisor, ae.C, 

entonces podemos escribir f(X)«(X-a)xQ(X)+R, don-

de Q(X) es de grado n-1, es decir; 

Q(x)=bo + b, X + b^X*+.. .+b w„ L-X
n* L , b n _ t * 0 ; y desea-

mos determinar los coeficientes de Q(X) en tér-

minos de f(X) 

Como f(X)=(X-a) Q(x)+ R tenemos: 

P(X) = 3X +2X+2 entre D(X)=X-2 

3X * + 2X + 2= (X- 2) x ( 3X+8 ) +18 
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a 0 +ai X + ...+a nX
n = (X-a)(b«> +b 1 X + . . .+bn_» x"'

1 )+R = 

b o X + b , X 1 +b j, XJ + . . . + b 0 ^ X
M - í i b t -abí X - a b v X1"-.. 

abft-i X n " i + R = (R-ab 0 ) + (bo - a b 4 >X + (b « - a b t )X l+...+ 

b .y.̂  X n es decir: 

a 0 + a 1 X + . . . + a 0 X
n = ( R - a b o ) + ( b 0 - a b 4 . ) X + (b1 -ab¿ )X 

b X*1 

igualando coeficientes tenemos que: 

R-abo , b 0 - ab ( = a< , b 1 -ab¿ = a t , b 4 - a b j = a } 

b» -ab^ =a^ ,.. . , bn.^ - abn.t =a«\.», bn-j.=a n es decir 

b 0_ l=a 0 , brt.f, = a + abf\.i,.. . , b j =a 4 +ab» »bi = a 9 +ab3 

b-, : 3 i +ab¿ , b 0 =a ^ +abi ,R = a 0 +ab 0 ; luego pode-

mos escribir art. a <\.t ... a t . . . a 0 j a 

abo-v abn-i ab^ ab 0 

b̂ .j, bo-t bn-5 b e R 

En forma más específica, para dividir un po-

linomio f ( x ) = a 0 +a i X + .,.+ao X 0 , a n /O, en-

tre g(X)=X-a se procede así: 

En la primera línea se escriben los coefi-

cientes a n ,... , a 1 ,a 0 , del dividendo 

y el 

numero a j separado y a la derecha; si 

alguna potencia f(X) no aparece se escribe 

como coeficiente 0. 

Se escribe a o como primer término de la ter-

cera línea y se multiplica por a, escribien-

do el producto a 0 a en la segunda línea, de-

bajo de a^j, y se suma an-i con el producto 

a n a y se escribe an-i+aar, en la tercera línea 

y así sucesivamente, hasta que se usa como 

sumando a* , escribiéndose la suma en la tercera 
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linea. El último número a la derecha de la 
tercera linea es el residuo, los números an-
teriores son los coeficientes del cociente 
correspondiente a potencias descendientes de 
X. 

Ejemplo 9.9.6.4 

Usando la división sintética, hallar el cocien-
te Q(X) y el residuo R para la división de 

X 4 - X 3 + 7 X - 1 2 entre X+4=X-(-4) 

-1 

-4 

0 

20 

V 
-5 20 

ii 
Q(X) 

7 

- 8 0 

- 1 2 

292 

-4 

-73 280 

ii 
R 

X 4 - X 3 + 7 X - 1 2 * ( X 3 - 5 X 2 + 2 0 X ~ 7 3) (X+4)+280 

Q R 

Ejemplo 9.9.6.5 

Hallar el^residuo R y el cociente Q(x) 
la división de 

3X 4-4X 2-*4 entre X + n / T 

3 0 

- 3 V T 

-4 0 

6 - 2 f ? 

-4 

4 

| -\¡2 

3 - 3 V T 2 - 2 F ? 

Q 

0 

R 

en 

3X -4X - 4= ( 3X - 3 V T X +2X- 2 V~2) (X + V D + O 
^ ^ w 

Q R 
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Ejemplo 9.9.6.6 

Hallar el residuo R y el cociente Q(x) en la 
. , . ' 4 2 

división de 2X +3X -20 entre X+2i 

2 0 3 0 -20 | - 2 i 

— Ai -8 lOi 20 

2 -4i - 5 10 i 
-y 

0 

Q 

A „..2 

R 

2 X % 3 X ^ - 2 0 = ( 2 X 3 - 4 i X 2 - 5 X + 1 0 i ) (X+2i)+0 ^ 

Q R 

Ejemplo 9.9.6.7 

Hallar el cociente Q y el residuo R en la di-

visión de X 2 - 2 X + 1 entre X-l 

- 2 

1 

1 

-1 

1 -1 

Q 

0 

R 

X -2X+l=(X-l)(X-l)+0 

Q R 

A continuación veremos algunos teoremas de 
gran utilidad. 
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9.10 TEOREMA DEL RESIDUO: 

Si un polinomio f(X) se divide entre X-a (afcC); 

el residuo es igual a f(a) 

DEMOSTRACION: Supongamos que el grado de f(x)es n, 

por el algoritmo de la división, f(x)=(X-a)xQ(X)+R, 

donde el grado de Q(x) es n-1 y asi f ( a ) = (a-a) xQ ( a)+R =R 

Ejemplo 9.10.1 

3 2 

Hallar el residuo al dividir X -3X -X + 3 entre X+l . 

según el teorema del residuo se tiene f(-1)=-1-3+l + 3=0=R. 

Sea f(X) un polinomio cualquierajdecimos que a es RAIZ 

da f(x) si y solo si f(a)=0 

ECUACION POLINOMICA«, es una expresión de la forma 

h(X)=g(x) donde h(x) y g(X) son polinomios y deeimos 

que U es soluciónjsi h(u) = g (ü); tal ecuación la 

podemos escribir f (X ) =h (X )-g (X ) = 0 

9.11 TEOREMA DEL FACTOR: 

Sea F(X) un polinomio; afectes raiz de f(x) si y 

solo si (X-a) es un factor de f(X) 

DEMOSTRACION: Supongamos que a es RAIZ de f(X), 

entonces f(a) =0, es decir el residuo es cero,lue-

go f (X) = (X-a)xQ(x) y así (X-a) es un factor de f ( x ) . 

supongamos que X-a es un factor de f(x), luego f(x)= 

(X-a)xQ(x) y asi f(a)=0 es decir a es RAIZ de f(x) 

E3EMPL0 9.11.1 

3 2 

Consideremos f(X)=X -3X -X+3, si observamos 

f (l) = f (-1 ) = f ( 3) =0, concluímos que 1,-1,3 son raices 
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de f(x) y asi (X+l), (X-l) , X-3 son factores,lue-

g o , X 3 - 3 X 2 - X + 3 = (X+l) (X-l) (X-3) 

Ejemplo 9.11.2 

Consideremos f ( x ) = X 2 + l ; f(i)=f(-i)=0, luego i,-i 

son raices de f(x) luego X + i , X-i son factores,1ue-

go X 2 + l = ( X - i ) ( x + i ) 

9.12 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA: 

Sea f(x) un polinomio con coeficientes complejos, 

de grado n^/lj la ecuación f(x) = 0 tiene al menos 

una raíz. crevo v - J ^ o o o w 

Ejemplo 9.12.1 

f ( x ) = X - 2 tiene a dos como una raíz, pues f ( 2 ) = 0 

Ejemplo 9 . 1 2 . 2 
o 

f(X)=X - 1 , tiene a 1,-1 como raices, pues f(l)=f(-l)=0 

Ejemplo 9.12.3 

f ( x ) = ( x - 3 ) 4 tiene 3 como raíz y decimos que tiene 

multiplicidad de orden 4 

9.13 TEOREMA: 

Sea f(X) un polinomio con coeficientes complejos 

de grado n 7/1, la ecuación f(x) = 0 tiene a lo más 

n raices. 
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Ejemplo 9.13.1 

f(x)=x +1 tiene a lo más dos raices, i,-i 

Ejemplo 9.13.2 

f(x)=(X-3)^ tiene a los más cinco raices, en este 

caso tiene una,pero de multiplicidad cinco. 

9.14 TEOREMA: 

Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales, si 

a+ib es raíz de f(X) entonces a-ib también es raíz. 

DEMOSTRACION: Como a+ib es raíz de f(x), X-(a+ib) 

es factor de f(x) 

Dividamos f(x) por ( X - ( a + i b ) ) ( X - ( a - i b ) ) = X 2 - 2 a X + a 2 + b 2 

hasta que el residuo sea de grado < 2 , luego el resi-

duo tendrá grado a lo más uno, entonces f(X)= 

(X 2-2aX + a 2 + b 2 ) Q ( x ) + R X + S , donde R,S son CONSTANTES 

R E A L E S . Como la igualdad anterior es válida para 

todo X , en particular para X=a+ib; f(a+ib)=0xQ(a+ib)+ 

R ( a + i b ) +S =0 luego Ra+iRb+S=0; (Ra+S)+iRb=0+0i 

entonces Ra+S=0 y R b = 0 , como b 4 0 entonces R=0 y 

así S =0. y así el residuo vale cero. 

Ejemplo 9.14.1 

2 
f(X) = x S l , f(i) 

= 0 , luego i es raíz y por el teorema 

- i también es raíz. 
Ejemplo 9.14.2 

f ( X ) = X 2 + ( l - i ) X - i , f(i) = f(-l)=0 es decir i,-l son 

las raices, -i no es raíz ya que f(x) no tiene co-
heficientes realas. 
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9.15 TEOREMA; 

Sea f(X) un polinomio con coeficientes racionales, 

Si a+ \flP es raíz, siendo iTb1 irracional entonces 

a- tTb1 es raíz. 

La demostración es muy semejante a la anterior y por 
eso la. omito. 

Ejemplo 9.15.1 X ^ J Z-

f ( x ) = X
2

- 2 , f ( \ f P ) =0, luego \ T P es raíz y por 

el teorema anterior - \(~2] también es rafz. 

Ejemplo 9.15.2 

Hallar un polinomio de grado cuatro con coeficien-

tes reales, que admita como raices 2+ \ZTI y 3- VIP 

Como 2+ V 3 1 es raíz entonces 2- t ambi én es raíz, 

lo mismo sucede con 3+ )[~2, luego el polinomio pedi-
do es: 

(X- ( 2+ f 3 ) ) (X- (2- V 3 ) ) (X- ( 3- \T2) ) (X- (3+ \Í2) )-

X 4 - 1 0 X 3 + 3 2 X 2 - 3 4 X + ? 

9.16 TEOREMA: 

Sea f(X)=a.+a,X+.. . +a nX
n,a«^0,un polinomio cuyos coefi-

cientes son enteros.Si p/q es raíz racional (reducida 

a su mínima expresión)entonces p es un divisor de a o y 

q es un divisor de a n.(p,q enteros) 

Demostración: Como p/q es raíz, de f(X) , tenemos que 

a+a^(p/q)+ + a 0 ( p / q )
n = 0; multiplicando esta 

igualdad por q
11
 y simplificando obtenemos : 

a „ q n + a 1 p q
n " 1 + a z p

2 q n ~ 2 + a n p
n =0 (*),sumando 

en ambos miembros de la igualdad en (*) - a 0 q
n
 y 
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dividiendo por p obtenemos: 
n-1 n-1 „ n-1 n , / „ „ \ 

a ̂  q + a a p q + ...+a n P = -a e q /p V"*). 

Como a^ , a 2 ,...,3 n son enteros,entonces el lado iz-

quierdo de (**) es un entero, luego el lado derecho 

es otro entero. 

Como p y q no tienen factores comunes excepto 1 y -1 

p no es un factor de q n , luego p debe ser factor de 

ao . En forma similar se demuestra que q es un fac-

tor de an ; pues en lugar de sumar - a 0 q
n y dividir 

n . . 

por p, sumamos -acv P y dividimos por q la misma 

igualdad. 

Ejemplo 9.16.1 
r2 o 

Hallar las raices de la ecuación 2X - 9X + 10X-3=0=-- f (X ) 

Si p/q es raíz de f(x), entonces p es un divisor o 

factor de ao = -3; posibles valores de p=-l,-3 y q 

es undivisor de an =?(n=3); posibles valores de q= 

+1,-2; las posibilidades p/q son: l/l, l/-l, l/2,l/-2, 

- 1 / 1 , -1/-1, -1/2, -1/-2, 3/1, 3/-1, 3/2, 3/-2, - 3/l, 

- 3 / - 1 , - 3 / 2 , -3/-2. Esta lista contiene solamente 

ocho números distintos: - 1, - 1/2, - 3, - 3/2, de 

estos únicamente 1, 1/2 y 3 son raices de f(X). En 

efecto 

2 -9 

2 

10 

- 7 

- 3 

3 

2 -7 3 0 
ii 
R 

L l 
2 -9 

6 

10 

- 9 

- 3 

3 

2 -3 1 0 
n 
R 
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2 9 10 -3 ¡1/2 

1 - 4 3 

2 8 6 0 
i' 
R 

El residuo es cero en los tres casos y así 1,3,1/2 

son las raices de f (x) 

T ambi en podemos verificarlo de la form a siguiente: 

2 -9 10 
" 3 1 1 

2 -7 
j 

3 J 3 

2 -7 3 6 - 3 

-7 3 O 2 - 1 

2 - 1 

I 

2 O 

ftsi la ecuación polinómica 2X 3-9X 2 + l 0X-3 =0 la pode-

mos factorizar como: (X-l) (X-3) (X-1/2) =0=2X 3~ 9X 2+10X-3 

Ejemplo 9.16.2 

Hallar las raices de la ecuación X 4 - X 3- 7X 2-l 4 X- 24 = 0 

Si p/q es raiz de F(X) entonces p es un divisor o 

factor de a^= -24 y q es un factor o divisor de 

a 0 =1 (n=4); posibles valores de P= - 1, - 2, - 3, 

- 4, - 6, - 8, - 12, - 24} posibles valores de q= - 1. 

Las posibilidades p/q son: - 1, - 2, - 3, - 4 , - 6 , 

- 8, - 12, - 24. De estos únicamente 4 y -2 son raíces 



reales, las otras dos son complejas. En efecto 

1 -1 -7 -14 -24 1 A 1 

} 
3 5 6 

4 12 20 24 

1 

} 
- 2 • -2 -6 

1 3 5 6 0 1 1 3 0 

Y asi X A - X 3 - 7 X 2 - 1 4 X - 24 = 0=(x +2)(X- 4 ) ( X 2 + X + 3) 

10. EJERCICIOS ADICIONALES: 

10.1 Hallar el valor de b tal que f ( X) = 3X 2 X 2 + bX-8 sea 

divisible por X - 2 . En efecto: 

Utilizando el teorema del residuo, tenemos, que 

f (2) = 0 es decir: 

3(2) 3 - 2 ( 2 ) 2 + 2 b - 8 = 0 24-8 + 2b-8 = 0¿=? 2b+8 = 0 <M>2b=-8 

b= - 4 . 

Utilizando división sintética tenemos: 

3 - 2 b -8 | 2 

6 8 1 6 + 2b 

3 4 8+b 8+2b=0 y asi b= -4 

Utilizando coeficientes indeterminados podemos 

escribir a f(x) como: 

3 X i - 2 X 2 + b X - 8 = (X-2) (AX 2+BX+C)= AX 3+(B-2A ) X 2+(C-2B ) X-2C 

Luego A = 3; B-2A= -2<=;B-b= - 2 B=4; C-2B = b<-7 

C=2x4+b= 8+b; - 2 C = -8<^> C= 4; luego b=C-8 y asi 

b= -4 
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10.2 Hallar el v/alor de las constantes a,b,c, tal que 
3 2 

f(x) = X +aX +bX+c sea divisible por X+l, X + 2, y 

que al dividirlo por X+3 su residuo sea 20. En 

efecto: 

Utilizando el teorema del residuo tenemos que: 

f(-l)= ( - l ) 3 + a ( - l ) 2 + b ( - l ) + c = O í = i - 1 + a- b+c=0. 

f(-2) = (-2) 3+a(-2) 2-^b(-2)+c = 0 -8+4a-2b + c^0 

f(-3)= ( - 3 ) 3 + a ( - 3 ) 2 + b ( - 3 ) + c = 2 0 ^ -27+9a-3b+c=20 

La solución del anterior sistema es a=16, b=41, 
C = 26. 

Utilizando división sintética tenemos: 

1 a b c I -1 

- I - a+1 -b + a-1 

a-1 b-a+1 c-b+a-l = 0 

a b c ] -2 

-2 -2a+4 - 2b+4 a- 8 

a-2 b- 2a+4 c-2b+4a-8=0 

a b e 

- 3 - 3a + 9 - 3b + 9a- 27 

- 3 

a- 3 b-3a+9 c-3b+9a-27=20 

Y asi c-b+a-1 =0, c-2b+4a-8 = 0, c-3b+9a-27=20 

Cuya solución es a=16, b=4l, c=26. 



10.3 Hallar el v/alor de las constantes a,b para que 

f(x) = X 3 - 2 X 2 + a X + b sea divisible por X 2+X-2=(X-1)(X+2) 

Utilizando el teorema del residuo tenemos que: 

f (l) = ( l ) 3 - 2 ( l ) 2 + a(l)+b=0<=> 1-2 + a+b = 0 

f (-2) = ( - 2 ) 3 - 2 ( - 2 ) 2 + a ( - 2 ) + b = 0 « - 8 - 8 - 2 a + b = 0 

La solución del sistema anterior es: a=-5 y b=6 

Utilizando división sintética tenemos: 

" 1 -2 a b | 1 

1 -1 a-1 

I a-1 a + b ^ U c T 

- 2 6 

I - 3 a+5=0 

Luego tenemos el sistema a+b-l=0 y a+5=0, cuya solu-
ción es a=-5 y b=6 

Utilizando coeficientes indeterminados tenemos: 

X 3- 2X 2 + aX+b= (X 2+X-2) (AX+B)=AX 3+(A+B)X 2+(8-2A)X-2B 

Luego A=l; A+9=-2; B-2A=a; -2B=b y así resolviendo 

este sistema obtenemos: a=-5, b=6 

10.4 Dada la ecuación polinómica X 6-2X J - 4 X 4 - 8 X 3-77X'" + 

90X+36Q=0, sabiendo que V ? y 3i son raices, hallar 

las demás. 

En efecto corno ÍS 1 es raíz también lo es; asi co-

mo -3i; luego (X-f5)(X + V5)(X-3i)(X + 3i) son factores de 

la ecuación es decir, podemos escribir X 6 - 2 X ^ - 4 X 4 - 8 X 3 -

77X 2+90X+360=(X-f5)(X+/5)(X-3i)(X+3i)xq(X) donde Q(X) 
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* ó 5 A 3 
es un polinomio de grado dos; mas aún X -2X -4X -8X -

7 7 X 2 + 9 0 X + 3 6 0 = ( X 2 - 5 ) (X 2 + 9) xU (X) = ( X 4 + 4 X 2 - 4 5) xQ (X) , lue-

go podemos hallar Q(x)de la forma siguiente: 

X 6 - 2 X 5 - 4 X 4 - Q X 3
 - 7 7 X 2 +90X + 3 6 0 | x 4 + 4 X 2 - 4 5 

_ x 6 - 4 X 4 4 5 X 2 X Z - 2 X - 8 

0 
5 

- 2X 

5 
2X 

- 8 X
4 3 

-8X 

3 
8X 

2 
- 32X + 90X 

-90X 

+ 360 

0 - 8 X 4 

8 X 4 

0 
2 

- 32X 
2 

32X 

0 + 360 

- 3 6 0 

0 0 0 

Y así Q(X)= X 2 - 2 X - 8 = ( X - 4 ) ( X + 2 ) y las demás raices son 

4 y -2 

Este problema se puede resolver utilizando división 

sintética o coeficientes indeterminados. 

ANALISIS DI ALGUNAS. FUNCIONES POLI fJOÍ'il AL LS Y SUS G R A U L O 

11.1 Función polinomial de grado cero: f(X) = a, a¿0 

a número real; dominio los números reales y re-

corrido es [a^j 

Ejemplo 11.1.1 

f(X)=2 

Ejemplo 11.1.2 

f(x)=-3 

Ejemplo 11.1.3 

f (x) = Í T 
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Las graficas de las funciones anteriores se observan 

en las figuras siguiuntes: 

V 

Jl 
f(0 = 2 

""^(xjsVÉ 1 

¥ X 

¿L 
-i 

11.2 Función polinomial de primer grado: f(x)=ax+b, a¿0 

a,b números reales. Su raíz es -b/a y su gráfica es 

una linea recta, el coeficiente de la X se llama la 

pendiente de la recta. Analicemos los siguientes ca-

sos: 

11.2.1 a = l , b=0, f ( x ) = x , llamada también función 

idéntica. 

11.2.2 a^O, b=0, f(x)=ax, rectas que pasan por el 

o r i g e n . 

1 1 . 2 . 3 a ¿ 0 , b ^ Q , f(x)=ax+b, rectas. 

Sus gráficas para algunos casos particulares se obser-

van en la figura siguiente: 
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Y= X+s 

Y = - x1- 5 

11.3 Función polinomial de grado dos o función cuadrática: 

f(x)=ax +bX+c, a/Q, a , b , c números reales. Su gráfico 

es una parábola que se abre hacia arriüa, si a y 0 y 

hacia abajo si a < 0. Sus raices se encuentran utili-

zancio la formula, -b i ^ b ^ a c < s i b 2 _ 4 a c < 0 L a s 

X = 2a 
raices son imaginarias y su gráfico no corta al eje X; 

si b"-4ac=Q, las raices son reales e iguales y su gra-
r 2 

fico tiene su vértice en el eje X; si b"-4ac 7 Q , las 

raices son reales y distintas y su gráfico corta al eje 

X en dos puntos. 

El dominio da la función cadrática es el conjunto de los 

números reales y el recorrido es; 
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v ^ ^ac - b si a > O 
' 4a 

2 
v < - b si a < O 
* N 4a 

En efecto para hallar el recorrido lo hacemos de la forma 

siguiente : Y = a X 2 + bX + c<—-> a X 2 + bX + c - Y = 0 

—b-*Y b -4a(c-Y)' 
y así X = —-—^a ;luego para que X esté definida 

debe tenerse que b2-¿+a( c-Y)>y 0 , es decir, b2-¿+ac+¿faY ̂  o "> 

2 2 
l+aY} i+ac-b

2
 y así y ?

 ¿ + a c
"

b
, si a > & y Y si a < ü 

4a ka 

Analicemos los siguientes casos : 
o 

11.3.1 b=c=0 , f(X)=aX , llamada función Potencial .Un bos-

quejo de su gráfico para algunos valores de a se muestra en 

la figura siguiente : 

Y 
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11.3.2 b=o,c¿o, f ( X ^ a X ' + C . S u gráfico para algunos caso: 

particulares se observan en la figura siguiente 

Y 

2 

11.3.3 b^o,c=o, f(X)=aX +bX.Su gráfico se observa en la 

figura siguiente para algunos valores de a y b 

Y 
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2 
11.3.4 b¿o, c?ío,f(x) =aX +bX+c.Su gráfico para algunos 

v/alores de a,b,c se observan en la figura siguiente 

11.4 Funcio'n polinomial de grado tres.Es una expresión de 

3 2 

la forma f(X)=aX +bX +cX+d, a/o,a,b,c,números r e a l e s . 

Su gráfico para algunos valores de a,b,c,d se observan 
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Y 

11.b Función polinomial de graoo cuatro. Es una expresión 

a 3 2 

de la forma f(*)=aX +bX +cX +d X+e, a¡to , a, b, c, d , e son 

constantes. Su gráfico para algunos valores de a,b, 

c,d,e se observan en las figuras siguientes: 
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Y 

Y 

11.6 Función polinomial de graoo cinco. Es una expresión 

de la forma f ( X ) = a X 5 + b X 4 + c X 3 + d X 2 + e X + q ,a?o a,b,c,d,e, 

q son números reales. Su gráfico para algunos valeres 

se observan en las figuras siguientes: 



- -



Funciones Racionales. Son funciones definidas por la 

expresión f ( A ) s
 p

(
x
| »donde P(X) y Q(x) son polino-

mios . 

El dominio de f(x) es el conjunto de loa. números rea-

les tales que Q (X)j¿0. 

Para hacer las gráficas de algunas funciones racionales 

es conveniente definir las asíntotas. 

Se dice que la recta X = a es una asíntota vertical ue 

la grafica de f(x) si por lo menos uno de los enuncia-

dos siguientes es verdadero: 

lim f(x) = + a>,lim f (X) = -a) ,lim f(x) = *a>,lim r ( x ) = - a > 
X-*a+ X-a- X-a" X-a* 

Se dice que la recta Y = d es una asíntota horizontal de 

la grafica de f(x) si por lo menos uno de los enunciados 

siguientes es verdadro: 

lim f(X)=b y para algún número N,f(X)^b siempre que X>N 
X-9 +00 

lim f(x)=b y para algún número N,f(x)<¿b siempre que X<N 
- CO 

Si lim =a y lim ( f(x)-ax)=b existen, decimos que la 

recta Y=aX+b es una asíntota oblicua. 

Ejemplo 12.1 

f(x)= ~ , lim f(x) = +«,lim f(X)=-®,lim f ( X ) » O f l i m f(X)= 0 
X - 0

 +
 X-0" X—+CO X-»-® 
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y así X = 0 es una asíntota vertí cal y Y=-0 es una asíntota 

horizontal. 

El D f = (-a>, 0)ü(0,+co)=R f . Su gráfico se observa en la fi-

gura siguiente: 

Y 

E j eniplo 12.2 

» f ( X ) = l i m f ( X ) » c o l i m f ( x ) = «•<*> , li m f ( x ) = O 
x-^-0- X-^i® 

y así X = 0 es asintota vertical,Y=0 asintota horizontal. 

El D f =(-©,0)U(0,+®) .Su gráfico se observa en la fi-

gura siguiente; 

- b6 



Y 

f(X)= yi , asíntota vertical X^o,asíntota horizontal Y=o 

D f = ( ~ ® , 0 ) U ( 0 , + © ) = R S u gráfico se observa en la figura 

Ejemplo 12.4 

f (X)- ^ - 1 
v rx-i)(x+i). Tiene como asintotas verticales 
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X= i 1 y corno asíntotas horizontales Y = 0. El dominio 

es el conjunto de los números reales diferentes d e í l , 

y para hallar el recorrido hacemos lo siguiente: 

Y= Y X
2

- Y = 1 < = 7 YX
2

=Y+1<==? X
2

= —<==•"> 
X - 1

 Y 

VY+1 Y + l 

—Y—» l u e 9 ° - p - ? 0 » Y (Y+l ) £ O.cuyo conjun-

to solución es: (-<D,~Í}U (0, +<D) =R . En efecto, 

i i 
n | + i — - - 4- 4- -4--+.-i- + +| + -f. + + .. 

Y — — — _ _ — — — - - I - 4 - - K - V - 4 - . . 

1 i 

El producto de los dos factores 

terualos señalados. El gráfico 

la figura siguiente: 

es positivo en los in-

de f (X) se ooserva en 



Ejemplo 12.5 

= 1 » tienaasíntotas verticales; Y = 0 es una 

1 + X
2 

asíntota horizontal. D^ es el conjunto de números rea-

les y R f - (0,1] , el cual se calcula en forma analoga 

al ejemplo anterior. Su gráfico se observa en la figura 

siguiente y 

v Ejemplo 12.6 

X 2 

f(X)=—~ . no tiene asíntotas verticales, su asírito-
X +1 

ta horizontal es Y=l. D^ es el conjunto de los números 

reales y R^ = [[0,1). Su gráfico se observa en la fi-
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Ejemplo 12.7 

X 
f(X) -

(X-l)(X+2) 

asíntotas verticales X»l, X= - 2 

es el conjunto de los números reales diferentes de 1 y 

-2; Rp los números reales. Su gráfico se observa en la 
v 

figura siguiente: 

-y X 

Ejemplo 12.8 

f(x) = 
X 2 - 9 

X- 3 

No Tiene como asíntota vertical X=3, no 

tiene asíntotas horizontales. Dp el conjunto de los núme-

ros reales diferentes de 3 y Rp el conjunto de los números 

reales diferentes de 6. Su gráfico se observa en la figura 

siguiente; 

» X 
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v Ejemplo 12.9 

(X 2+3X-4) ( X 2 - 9 ) (X+4) (X-l) (X + 3) (X-3) 
f(X) = X-L, X / 

(X 2 + x-12) (X + 3) (X+4) (X-3) (X + 3) 

- 4 , 3, - 3 . D^ es el conjunto de los números reales di-

ferentes de - 4 , 3,-3. y R ̂  es el conjunto de los números 

realas diferentes de 2, - 4 , - b . Su gráfico se observa 

13. Funciones Irracionales: 

Una función Y= f(X) para la cual se expresa mediante 

un número finito de operaciones algebraicas con exponen-

tes racionales no enteros, se llama Función Irracional. 

Ejemplo 13.1 

f (x) = n H T , 
D f ~ R f = [° , + C 0 ) s u fJ ráFico se observa en 

la rigura siguiente: 
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Ejemplo 13.2 

V 3 f(x)= X . 0^= los números reales. Su gráfico se 

Ejemplo 13.3 

2/3 

f (X) = X . D„ es el conjunto de los números reales, y 

R f = • S u 9 r a f i c o s e observa en la fiqura siguiente:' 

Y 
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¿jemplo 13.4 

f(X) = \/X(X-in . £l dominio es el conjunto solución de 

la desigualdad X(X-2)7,0 que es (-»,0)U(2, +<»; ; y el 

recorrido es el intervalo . Un bosquejo de su grá-

fico se observa en la figura siguiente : 

1 

¿jemplo 13.5 

X 2 

f(X)= r~j==i • Asíntotas verticales X»±l,tiene asíntotas 
Y

x

 -1
 f

/
x
\

 y
2 

oblicuas que se calculan así : lim - ̂  - = lim Z\1 > =1 

2 - , vi n ¡ „ x ^ - x ^ T 1 

F 3 T 
2 X 2 

lim (X -Ï- +X ..) ». lim —-.- =0 y así A" « / „ » V / " * 

y lim (f(X)-XJ= lin/vffe~7 -x) = lim 
X-^+TO / V-»+e0 v X — 

¿̂  Zf 2 X 2 

lim (X -X +X—) » l i m — ~ — — 

Y=X es asíntota oblicua .De forma análoga se demuestra que 

Y=-X es también asíntota oblicua .Un bosquejo de su gráfico 

se observa en la figura siguiente 
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1 4 . Función parte entera de X. 

Se define como el mayor entero menor o inual que X. 

Se nota por [ x ] , Veamos algunas ilustraciones: 

[2.23] = [2.45] = [2.57] = (2. 999] = 2 

Lo. 2 5 ] = [ 0 . 3 6 ] = [ 0 . 4 7 J = [ 0 . 9 5 6 ] = 0 

t-l.l] = 1-1.4") = (-1.8] = t-1.99] = -2 

14.1 Alnunas gráficas 

14.1.1 f ( x ) = [ x ] . Para graficar funciones de esta 

clase hacemos siempre el siguiente análisis: 

Si 0$X<1. entonces [x"] =0; Si U X < 2 entonces ^.x]=l; 

Si 2í X v3 entonces [x]=2; si 3S<X<4 entonces [x] = 3; 

si n^X^n+1 entonces [x]=n; n C T 

Si ~1$X<0 entonces Cx]=-1; si -2<X<1 entonces Hx]=-2; 

Si - 3 ¿ X < - 2 entonces t.X]=-3; ...si - ( n + l )%< X<-n entonces 

(,X]=-(n+l); nel; luego el dominio de f(x) es al conjun-

to de los números reales y el recorrido los enteros. 

- -



Un bosquejo de su grafica se observa en la figura 

siguiente: 

-l 
-9 * 

14.1.2 f(x) = Jjj. 5 i < L » e s decir, si 0 ,< X < 2 
r x~\ x 

entonces \ — 1 = 0; si 1 ¿ — < 2 , es decir, si 2 £ X < 4 en-

r x l x 
tonces =1; si 2 ¿ j < 3, es decir, si 4 ^ X < 6 enton-

ces si 3^.- < 4 , es decir, si 6 ^ X < 8 entonces 

3 • • •> • 
í f 

x fxl 
si -1 ¿ — < 0, es,decir, si - 2 ¿ X < 0 entonces |-|=-1; 

si e s decir, si - 4 ¿ X < - 2 entoncesj^j=-2; 

X f X 1 
si < - 2 , es decir, si - 6 ¿ X < - 4 entonces l-l=-3.. 

Tiene por dominio los números reales y por recorrido 

los enteros. 

Un bosquejo de la gráfica se observa en la figura 

siguiente: 

- 55 -



14.1.3 f ( X ) = Í M 

Si O ̂  X < 1 entonces \¡ [x] = f 7 = 0 ; si 1 < X < 2 entonces 

= f T =1} si 2 < X i 3 entoncesf[xy =\T?; si 3 ¿ X 4 4 

entonces ^ I X T =V~3; si 4 < X < 5 entonces^J^xf =\Í¿T. .. si 

n U <n+l entonces^ [X]' =fn; ncZ*. 

D f =[Q,+OD); R F = {yñ»/n € NJ-

Un bosquejo de su gráfica se observa en la figura si-

guiente: 

5 

3 
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14.1.4 . 

5 i 0 < f T < l , es decir, si 0 ¿ X < 1 ento nces \p}} =0; si 

l í í r x
, < 2 , es decir, si 1 4 X < 4 e n t o n c e s ^ ] =1; si 

es decir, si 4 ¿ X < 9 entonces [VT] =2; si 

3 < f X 1 < 4 , es decir, si 9 ¿ X < 1 6 entonces [H?) =3... 

D^, Rp es el conjunto de los enteros positivos 

y el cero. 

Un bosquejo de su gráfico se observa en la figura si-

guiente: 

14.L5 f(x)= X-[X] 

si D < . H 1 entonces [X]=0 y así f (X) =X; si 1 < X ¿ 2 enton-

ces [x~\ =1 y así f(X)=X-l; si 2 ¿ X < 3 entonces [x] =2 y así 

f ( x ) = X - 2 . . . si n ^ X < n+1 entonces [x]=n y así f(x)=x-n. 

si -1 $ X < 0 entonces [X] =-1 y así f (X)=X+1; si -2 $ X < -1 

entonces [x]=-2 y así f(x)= X + 2; si - 3 < . X < - 2 entonces 

[_X"J=-3 y así f(x)=x*3 y así sucesivamente. Dp es el con-

junto de los números reales y R = [ 0 , Q . Su gráfico se ob-

serva en la figura siguiente: 
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Y 

Función Valor Absoluto de X 

Se nota por lX t y está definida como: 

fx si X > 0 

f (x) = \xl = | 0 si X = 0 

(j-X si X < 0 

por ejemplo: [- 51 =5 pues \-5| = - (-5) =5; | 2\ =2 

estudiemos algunas de sus propiedades mas importantes. 

15.1 jX|;j,0. Esto se deduce del brecho de que si XfeR 

entonces X < 0 o X ? 0 o X = 0 

15.2 | X \ 2 = X 2 en efecto: 
. w 2 

| x l 2 = l x \ l x l = { 

XxX=X si X 7 0 

0x0=0 si X =0 

( - X ) ( - X ) = X 2 si X < 0 

Luego en los tres casos se cumple la igualdad. 

15.2 \ / x
2

 =Jx| . En efecto sabemos que/x| 2=x'~ y sacan-

do raíz cuadrada obtenemos: 



Ejemplo 15.3.1 V 4
2
 = U | = 4 

Ejemplo 15.3.2 \ Z ( ~ 5 ) ¿ - l - 5 | - 5 

15.4 - |X 1 N< X N< |X | . Demostremos que X v< |X| y que - 1X1 < X . 

En efecto,si X > Q , [ X l = X y así X$|Xh X ; si X < 0 en-

tonces jX | =-X > 0, pero X < 0 < -X= | Xl y así X <1 \ X | j 

el otro caso hacerlo como ejercicio 

Ejemplo 15.4.1 - |6l s< 6 < \6l 

Ejemplo 15.4.2 - \ r S \ <¡ - 5 \ - 5 \ . 

» . 

15.5 Para cualquiera de los números reales X y b ,donde b £ 0 ; 

j X ^ b <.b 

En efecto: Demostremos primero que si b ^ O y l X | b 

entonces -b £ X $ b. Como x^.|xl y < b, entonces X^-b. 

A d e m á s , - b ^ - lX|y - j Xj <. X, por lo que -b <« X. Por con-

siguiente si l X l ^ b entonces - b <X £ b. 

En segundo término demostramos que si b >/ 0 y -b <» X ¿ b 

entonces [Xl $ b, En efecto, si X 0 entonces IXI=X y 

como X < b tenemos que l X ] < 4b para X y / 0. Si X < 0 en-

tonces lX1 =-X y como -b ^ X, tenemos que -X b; por con-

siguiente, 1 X | < b para X < 0. 

Ejemplo 15.5.1 [X | < 5 ^ - 5 < X < 5 

Ejemplo 15.5.2 \X-4l~4 -1 i X-4 ^ 1 

15.5 \X+ Y|<j\X\+\Y\ LLamada desigualdad triangular', donde 

X y Y son números reales cualquiera. 

Para hacer la demostración sumamos las desigualdades, 
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-1X1 < X < l x l , - \Y\ i Y < \Y\ y utilizamos la propiedad 

demostrada en el numeral 15.5. 

Ejemplo 15.6*1 \ 2— 3 \ <121 + 1-31 

Ejemplo 15.6.2 \-4-5) ¿ |-4[ + \-5 \ 

15.7 \XxY \ =lXj\Y\ ,X fY números reales cualquiera. 

En efecto: Por la propiedad del numeral 15.2 tenemos que 

\XxY\=\/ (XxY) 2 - V F ^ - V ^ V T 7 " l * I M 

15.9 \ X-Y | = \X + -Y\ -ÓT(X1+1y| X y Y números reales cualquiera 

para su demostración utilizamos la desigualdad triangular 

En efecto, \ X-Y \ « 1 X + (-Y) 1 4 |x\ + \ — V1 =\X\ + \Y| 

15.10 Gráficas de algunas Funciones en Valor Absoluto. 

15.10.1 f(x)= 1 x 1 . D
f
 es el conjunto de los números 

reales y R = ^0, -veo). Un bosquejo de su gráfico se ob-

serva en la figura siguiente. 

Y 
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15.10.2 f(X) =|X-l| 

f(X)=|X-l¡ 

x-l si x-l> 0 

0 si X= 1 - < 

-(X-l) si X-l < 0 

D^ es el conjunto de los números reales y R f= [^0, + cO). 

Un bosquejo se observa en la figura siguiente : 

15.10.3 f(X) = | X | -l 

[X-l si X 7 0 

f(X) =|X | -l = 1 -i si X =0 

l-X-1 si X < 0 

D f ,los números reales y ). Un bosquejo de 

su gráfico se observa en la figura siguiente : 
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x+l si X 7 2 

3 si X =2 

V.-X + 5 si X < 2 

1 5 . 1 0 . 4 f(X) = |X-2|+ 3 

f X - 2 + 3 si X-2 > 0 

f ( x ) = J 3 si X = 2 -

[ - ( X - 2 ) + 3 si X-2 <0 

D f es el conjunto de los números reales y R f=[3,+C0) 

Su gráfico se observa en la figura siguiente. 

Y 

Z'1 

X-

15.1Q.5 

f(X)=|l-X
2
j «< 

1-X' 

o 

si 
r. 

si 

1-X 

x =1 z 

X -1 si 1 - X
¿
 4 0 

si X < 1 

si X = 1 — 

X -1 si X 7 1 

f 2 
1-X si X £(-1,1) 

si X =11 

s.X -1 si X € (-0D ,-l)U (1, + CD) 
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Dp es el conjunto de los números reales y R =(0, + C0). 

Un bosquejo de su gráfico se observa en la figura siguien-

t e. 

r 

-t'-V \ ¡ M - * 1 ¡ 

0 V 

r - t U 

-l Í 

> 

15.10.6 

f(x) = |X + H + X = 

X+l+X si X + 1 7 0 

X si X = -1 z 

-(X+l)+X si X + l < 0 

2X+1 si X 7 -1 

X si X=-l 

-1 si X < -1 

D f es el conjunto de los números realas y R = [ - 1 , +co ). 

Un bosquejo de su gráfico se puede observar en la figu-

ra siguiente. Y 

T = IIT+L 
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f(x) = 

15.10.7 f(X)=|X+|X+l|| 

f|X + X + ll si X + 1 > 0 

IX | si X=-l -

U X - ( X + 1 ) | si X+l < 0 

si 2X+170 

si X =-1/ 

1 si.2X+l<0 

pero; 

f 2X + 1 

12 X+l| = 
1 Q 

L-2X-I 

1 uego 
r\2X+11 

f(X)= ( 1 

|2*+1| si x ) - i I2X + 1I si 

1X1 si X=-l - 1 si 

l - H si X 1 si 
V. 

2X+1 si X > - 1 / 2 

0 si X=-l/2 

-2X-1 si X 4.-1/2 

2X+1 si X > - l / 2 r ( X?- l̂ f|(x 7, - l/?^ 

1 si X ( - 1 1 si X—1 

1 si X < - 1 

es el conjunto de los números reales y R ,„= [f], + CO). 

Un bosquejo de su gráfico se observa en la figura siguiente. 

-vT 

15.10.3 

f(X)- |x
2
-x | = |X(X-1)| -\X| Ix-il 
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si X >/ O 
X-1 si X 7 1 

V -(X-L) si X < 1 

|X|=<¡ y | X-11 = 
l-X si X < 

Sobre una recta marquemos los puntos donde cada valor 

absoluto se anula y estudiémoslos en cada intervalo . 

Para nuestro ejemplo tenemos que se anulan en X=0,X=1 

y así; 

i 

-

I a-il = 

1 t > i X <0 
X- y} s¿ 1 

3 = |x| |*-i|s*í*-0 

X u* ¥ ¿ * 

luego, 

f ( x ) = 

si X < 0 

si X < 1 

si x?/ir 

D^ es el conjunto de los números reales y R = [ü, + ¿o). Su 
gráfico se observa en la figura siguiente. 

r 
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