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INTRODUCCION

La carencia de un material bésico, 16gico y cohe-
rente, en el curso de matemdticas fundamentales ha
sido el principal motivo, que me llevo a la escogen-

cia de este tema denominado, FUNCIONES REALES.

El trabajo enfocado comprende, 1los conceptos bdsicos

de las funciones reales, sus clases, las propiedades

mas importantes con algunas demostraciones, ejemplos
tebricos y graficos; con ello se permite al lector co-
nocer con mayor seguridad y rapidez, lo referente a fun-

ciones,

Mi experiencia como profesor en la asignatura de Mate-
m&ticas Fundamentales, ha sido mi principal punto de

apoyo para el desarrollo del tema, pues considero que
es necesario un documento claro, accesible que servira

ue complemento para estudiantes de Ingenieria.

He procurado hacer este trabajo lo mas concreto y orien-

tado hacia el estudiante, por lo tanto contiene para cada



uno de los conceptos ilustraciones suficientes, con el

fin de proporcionar mayor agilidad en su interpretacidn
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F UNCTIONES RE ALES

PRODUCTO CARTESIANO:

Sean A y B dos conjuntos diferentes de vaclo, podemos for-
mar el conjunto cuyos elementos son todos las parejas or-
denadas (a,b), donde a€A y b€ B; tal conjunto lo llamare-
mos el Producto Cartesiano de A y B y lo notaremos como
AxB=£(a,b)/a£A, ch}

Ejemplo 1.1

Az{l’z}; B=(2,3‘S; AxB= (l,2)x{2,3}= {(1,2),(1,3),(2,2),(2,:

Ejemplo 1,2

A=(1,3,5}; 8= {2} ; Ax8=(},3,5}x{25= {(1,2),(3,2),(5,2)5

Ejemplo 1.3
A={0,2S , B={l,4\’ ; AxB={O,2\x[l,lsS:{(D,l),(0,4),(2,1),(2,4)"

RELACION:

Cualguier subconjunto no vacio del producto cartesiang de
Ay B llamaremos Relacion de A en 8 y ls nstaremos asi:

R ¢ A 8

-

Ejemplo 2,1

A={1,3,5,7S; B={1,3\ ; Ax8={1,3,5,75x{l,3} = ((l,l),(1,3),(3,1
(3,3),(5,1),(5,3),(7,1),(7,3) §

R= {1,5\ xIl,3\= {(l,l),(1,3),(5,1),(5;3)3 es un subconjunto
no vacio de AxB, cuya representacion es:




€ R 2.7
( : 1 '
Az 1‘,?,3,] , B= {2,3'); A¥61~1.7.3J x 12,3} =

7)), W), (22) L (G, (2) , (3,3) )

-— : i r"(
5o - 5 5 (1,2),(7,2) (39]) o un subconjunto no vac
[ LA ” i1 renre
A ¢ .
. oo
N 7
OONINIQ DE UNA RLLACION:
b ra suUNCu)ants o A Tuyus elementos son las PIIM20,53 CC e
: e P33 Lludidtas Que pertenacen e« la rel a:
nutarewes pur,
(

R

= ta/ aen , “a,bl €R
fjemplo .1

! p X Y o
= 1],2,5} 'Y d= L.),D.ZI; AxJd= TJ—:'ZQJ} X {T’J,b =

y Yy

4 ) { ) { d
’ y \ ’ r \ Yy ' ’
s

)

Paal « gb,o] = {12,5),72,7),(55),(3,6) % es .a subcon jt
i ’

Ejemplo 3.2

A=d= (-ag, +e) ; A= f '~7V‘/ TEXSl 5 Ls rsK4 . es un su

.o ) - .
cCoNnjunto nNo ve L0 Jde AxB. 2. 0= ro,l
. L

3} Se tlene una relac: Nl — LAra Laslar
3 v S - T - 3. iLé
35 dO.’ﬂL'.; de Ub’»d e P iV

VeCey (IQL.\QC. 113 -



mos y en ternlnos de X y analizamos__que valores de X hacen
que Y sea un ndmera real, y tal conjunto de valores de X es
el Dominio de la R81301on

Ejemplo 3,3

A=B= (-x, +©) ; R= {(XoY)J/ x 2 + Y2 = 16} es un subcon-
junto no vacio de AxB.
/ 2

\
x2 . Y2 = 16 , luego Y2 = 16 - x2 entonces Y= f\/lB-X
2

para que Y sea un numero real debe darse que 16 - X 2} 0
es gecir, (4=X) (4+4X) 2 0 el cual para hallar la selucion
marcamos sobre una recta numérica donde se anula cada factor}

X=4 y X==-4 ; y analizamos en que intervalo la inecuacion es
verdadera.,

4-X7 0&P4 2 X ; 4-X L Oewd L X

44X 3 0eoXy =4 5  4+X L0epX <4
4- x T+ 4+ 4+ 4+ e e ff‘— = = = el g 8
4+x — — - l :
——:++++++++++f|++++1—+f
< | k 7
i~ 4 *
|

‘Luego  (4-X) (4+X) %0 Jdnicamente en el intervalo [L4,4]
pues en los demas el produgtu de las dos es negativo, lue-
go el Dominio es [-4, 4]

Ejemplo 3.4

f - - ’ L4
A=B= (-0, +) ; R= {(X,Y)/ Y=\ X } es un npumero real si
x € [0,+0)= D,



Ejemplo 3.5
A=B= (-0, +00) ; R= ((X,Y)/ X=Y2}

. ’ .\ a ’
Despejando Y en terminos de X tenemos que Y==~V A Yy asl

Y es un numero real si xe (O, +a0= DR

Ejemplo 3.6
A=B= (-, +m) R= {(x,v)/ x2 - v? < 0‘] = {(x,v)/ (x-y)(xw):o}

-

=((x,y)/x=¥ o X= -Y'}. DR = (=0, +0".

RECORRIDO DE UNA RELACION:
Es el subconjunto de B cuyos elementos son las segundas compo-

nentes de las parejas ordmenadas que pertenecen a la relacion.

La notaremos Ry = {(b/ beB, (ayb)eRy .

Ejemplo 4.1

a= {1,2,3), 8= |s5,6}; AxB= x‘\l,z,a\\) X {5,68 - {(1,5),(1,6),
(2,5),(2,6),(3,5),(3,6)

Re {2,3) x {5,6) = ((2,5),(2,6),(3,5),(3,6)

Ro= {5,6\ ; Dy = {2,3}

Ejemplo 4.2
A=B= (-, +0) ; R= {:(X,Y)/X2 +v2 = 16} .

Para hallar el Recorrido, despejamos X en tér@inos de Y,y ana=-
Iizamos que valores de Y hacen que X sea un,numero real y tales val

res de Y| forman el recorrido ,En efecto X® '+ Y* =16 3§ X7 = 16=Y
entonces:
t\/vec _ v2 2

X = =\ 16 =Y , luego 16 - Y°>0 , es decir, (4-Y)(4+Y)20,
cuyo conjunto solucion es [-4,41 = Rp

-6 -



Ejemplo 4.3

p=B= (-(D, +00) ; R= L(X,Y)/ Y= ‘Klﬁ

51 despejamos X en términos de Y tenemos X = 2 Y y luego el
recorrido seria (-0, +00), lo cual no es cierto ya gque Y to-
ma segun la definicion de la relacion todos los numercs may 0=
res o iguales que cero y asi el Recorrido es EO, +D). Este
ejemplo muestra que no siempre se puede despejar X en terminos
de Y para hallar el Recorridoc de una relacion. Algunas veces

funciona, pero otras veces no: de iaqual forma sucede con el
Dominio.

CONJUNTO SOLUCION DE UNA RELACION:

£s el conjunto de parejas ordenadas (a,b) tales que aeA o
beB-—-yv—{a;b) €R

Ejemple 5.1

= {1,2,3), 8= {1,2,3)

R= {(X,Y)‘/ Y > XB = {(1,2),(1,3),(2,3)3 as el conjunto solu-

cion,
GRAFICA DE UNA RELACION

N 4 » . . .
£s la representacion geometrica del Conjunto Solucion.

Ejemplo 6.1

A=B= (-wo, +a) ; R ={_(x,¥)/ X + Y2 = 1)] Do=Rg ={_-1,1]



Ejemplo 6.2 1
A=B= ( -®, +m®) ;3 Rs= L(x,v)/ x? - y2 = 05 = ((x,v)/x:v Vv X=

D R, = (-0, +©)

Y
4

Ejemplo 6.3
A=B= (=00, +00) H Rz[(X,Y)/4$X2+Y2f~,95

Dr = Ry ‘["3'31



Ejemplo 6.4
A=B= (-00, +co) H R= {(X,Y)/l$x\<2, 2\<Y$3j

o = Lh2) s A = (23]

9
X

&

Ejemplo 6.5
a= {1,2,2Y, 8 =(45) 5 Ax8 = (1,2,3yx [4,5)=

[ (1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5) |
= {23y x {4y = {(2,4),(3,4)5 , Dg = {23}, Ry = L4}

- g -



|

Ejemplo 6.6
A=B= (-, +®) ; R= {_(x,v)/v= |X|~5 Dy = (=0, +00)

Ry = (0, +00)

&
v

Ejemplo 6.7

a=8= (-0, +00) ; R={(¥)/ ¥ =VX] by = T, +0) = Ra

Y
4




7. FUNCION

Una funcidn f:A————» B es una relacion de A en B tal que

a cada elemento de A le corresponde a lo mas un elemento de
B

Ejemplo 7.1
A= (1,2,3,4) . 8= {1,2,3,4)
f= {(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)) es una funcion, pues es una re-

.
lacion en la cual a cada elemento de A le corresponde a

’ L
lo mas uno de B. Su representacion es:

Ejemplo 7.2
A= [1’2’3’45 y B= (1,2,3,45

g= {(2,3),(3,4),(4,2)‘ es una funcidn, su representacion




Ejemplo 7.3
A=B= (-(D, +d))

h= 1 (X,Y) /Y= X+ll3 es una funcidn, su representacion es

A/b\a

Ejemplo 7.4
A=B= (—(D, +d))

2 .. .’
j= ((X,Y) J X =Y 3 no es una funcion, su representacion

»

es




E jemplo 7.5
A= |1,2,3) B= [2,4}

h= {(1,2),(1,4),(2,2),(2,4)‘ no es Una funcidn ,
su representacién es

4
A" TSP

8.

De aqui en adelante tomarsmos A =B = R = (-® ,+0)
salvo que se diga otra cosa .

Nota:S5i X es un elemento en el dominio de f,usaremos

el simbolo f(X),en lugar de Y,para designar el nimero

en el recorrido de f que forma la pareja con X,es decir,

{(x,v)/ = XH » 9= {(X,Y)[ Y=2X+g

escribiremos f(X) = X; g(X) = 2Xx+1

1]

en lugar de escribir f

ALGEBRA DE FUNCIONES

Si F(X) y g(X) son dos funciones cuulquiera,podemos

N [ 4
formar nuevas funclones asl :

B.4 (f + g ) (X) = f(X) + g(X)

8.2 (f =g ) (X) = f(X) - g(X)



8.3 (fg) (x) = F(X)ug(x)

8.4 (f/g) (X) = ﬁ{_X_} » a(X)#0

Donde el dominio de las nuevas funciones es el Dominio de f

~erceptado con el Dominio” de_ g,_en sfmhglos DfMNDg_; excep~-
tuados_aguellos”valores de X, donde g(X) =0, en 8.4. la
division por cero es imposible),

S1 el recorrido de lu funcién g interceptado con el dominio de la
funcién f es diferente de vacio definiremos la composicién feg po|
8.5 (fog)(x) = f(g(x)).

Consideremos f(X) = VX', Dp = LG, +00) 5 a(Xx) =2x+1,

Dg e ("D’ +®©)

Ejemplo 8.1.1 .

(f + 9)(x) = F(X) + g(x) = VY?+2X+1 ; Df+g = DF(\Dg = LU,+a»

Ejemplo 8.2.1

(F=a) (X) = F(X) = o(x) =VX'= (2x41) 5 D;_ = DND_ =[0,+)

Ejemplo 8,3.1

(Fg)(X) = F(X)xa(X) =VX' (2x+1) , Dey = DD, =[0,+ao)

Ejemplo B8,4,.1

(f/9)(x) = _f‘_E_)_(_} ='\2£;1 x$ =1/2 5 Dps = DM D = (0,+00)
X +

Ejemplo 8,5.1

(Foa)(X) = F(a(x) = F(2x41) =V2XaL D, = [-1/2,+0)



£ jemplo 8,5.2
(go FY(X) = a(F(X)) = g(VX') = 2V X" +1 Dy of = (0,+00)

£ jemplo 8,5.3

Si consideramos f(X) =VX 3 g(X) = - x? i X<O0
2 \ < ’
(Foa)(x) = f(g(Xx)) = F(~X") =V=x® , carece de sentido;

en este caso no podemos efectuar la compuesta, pues R9 =

(-®,0) , Dy .—.[O,HI)) y asi el dominio de la funcidn
{ interceptado con el recorrido de la funcidn g es

vacio,

ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES:

9,1 FUNCION UNO A UNO:

f: A———>B, A,B subconiuntos de los numeros _reales;
es funcion uno a uno o inyectiva si y solo si para_ca-
da X X € Df, si X¢#X; entonces f(Xq) # f(Xa) . o en
forma equivalente si f(X4) = f(X,) “entonces X,=Xz,
para f(X,), f(X.) en el recorrido de f

Ejemplo 9,11

fF(X)=X es inyectiva; pues f(X)= f(X,) entonces X;=Xg
Ejemplo 9,1,.2

f(Xx) =V X' e- inysctiva

Ejemplo 9.,1.3

F(X)=X" no es inyectiva, pues 2 -2 sin embargo
F(2) = £(-2)



Ejemplo S9.1l.4

f(X) =|X| no es inyectiva, pues 3# -3 sin embargo

F(3)af(=3)=3=13\=|3|\

FUNCION SO0BRE:

fs A=—0 es una funcidn sobre si y solo si para
tada beB, existe a€A tal que f(a) = b.

Ejemplo 9,2.1

f(X) =X es una funcidn sobre

Ejemplo 9,2.2

. i
f(Xx) =X~ es una funcion sobre

Ejemplo 9.2.3

f‘(X)=X2 no es sobre, pues -2eR y no existe aeR tal que
f{a)= -2 ya que la funcion toma yalores Unicamente

mayores o iguales que cero

Ejemplo 9,2.4

f(X)=]X] 'no es sobre pues ~1€R y no existe aeR talque
f(a) = =1

FUNCION CRECIENTE:

Una funcion f(X) es creciente en un intervalo [a,b]

si f(x)¢ f(Y) para cada par de puntos X,Y en (a.b]
con X£Y

Ejemplo 9,.3.1

f(X) = X es creciente en (-~ ,+00)

- 16 -~



£ jemplo 9,3,2

F(X) = X2 es creciente en [0,+)

Ejemplo 9,3.3

f(X) = |X| es creciente en [0,+00)

FUNCION DECRECIENTE:

Una funcion f(X) es decreciente en un intervalo [d,b]
si fF(x)< f(Y) para X,Ye[a,b] con X2 Y

£ jemplo 9,.,4.1
F(X)—X2 es decreciente en (-00,0]

Ejemplo 9.4.2

f(X)= =X es decreciente en (-®,+ )

FUNCION ACOTADA:

f(X) es acotada en un intervalo [a,b] si existe una
constante positiva M tal que [f(X)]& M para X e{a,b]

Ejemplo 9.5.1

f(X)=X no es acotada en (-®,+®) sin embargo,si
Xe[O,l] si lo es, pues 2 es cota superior y -1 es co-

ta inferior entre otras,

Ejemplo 9,5.2

f(X)=2 es una funcion acotada, 3 es superior y 0 es
cota inferior, entre otras,

FUNCION PAR:

f(x) es una funcion par si f(-X)= f(X) para todo X€D,

- 17 =



Ejemplo 9.6.1

F(X)= x2 es una funcién par; pues f(-X)= (-X)2=x2=f(x)

Ejemplo 9.6.2
f(X)= ] X| es una funcion parj pues f(=X)=]=X|={X}=f(X)

Ejemplo 9.6.3

f(X)=2 es una funcion par; pues fF(-X)=2=f(X)

FUNCION IMPAR: ~

f(X) es una funcidn impar si f(-X)= -f(X) para cada
XC.DF

Ejemplo 9.7.1

f(X)=X es impar; pues f(=X)= =X= =f(X)

Ejemplo 9.7.2

F(X)=X> es impar; pues f(-X)= (—x)3= -X°= -f(X)
Ejemplo 9.7.3

f(X)= &° no es impar, ni es par

Ejemplo 9.7.4

F(X)=X“ 4X no es una funcion par ni impar

FUNCION PERIODICA:

Una funcion f(x) se dice periédica de periédo’r7051
f(X+T)=f(X) para .todo X€D.. Al menor T7?0 que

- 18 -



cumple que f(X+T )=f(X) se llama el periodo de F(X)

Ejemplo 9.8.1

f(X)=SenXx=Sen(X+2T )=Sen (X+4T )= Sen(X+6T) = ...
es una funcion periodica, de periodoT =217

Ejemplo 9.8,2

( 1 si X€ [2n ,2n+1)
F(x)= ¢

\

Mnmet
-1 si xe [2n-1,2n)

Es una funcion peridodica de periddo T =2

ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES Y SUS PROPIEDADES MAS

IMPORTANTES:

9,9.1 Funcion Polinomial de Grado n:

Es una expresion de la forma f(x)=ao+aa+a,x2+a,x?
anxn; ant9, neNya, ya ,...5a, B0N constantes
cualesquiera y son los coeficientes de polinomio.

Ejemplo 9.9.1.1

F(X)=1+X4+X5, polinomio de grado 5

Ejemplo 9.9.1.2
f(x)= VE‘X+(L+2)X2+4X3, polinomio de grado .3

Ejemplo 9.9.1.3

f(X)=4, polinomio de grado O



9.,9.2 Iqualdad de dos Polinomios:

Sea f(X) = Qo +34 X+a@z X e oo +8nX "y aq#0, y
g(X)=b.+b1X+b;X~+...+ann, ba#0, 809ece9@qyDoyeceyba
constantes, decimos que f(X)=g(X) si y solo si

ag=bs, a;=by, a,=bzy.eey an=ba

Ejemplo 9.,9.2.1

3

F(X)=1+X"+X 3 g(X)=X3+X+l, entonces f(X)=g(X)

9.9.3 Suma de Dos Pdlinomios:

Sea F(X)-a°+atX+...+aﬁAﬂ, @nFU.Q (AT =00 +bg X+eeo+baX |
entonces F(X)'i' g(X)= (a°+ono+anxn)+(bo+uuu +bm Xm )

(ao+be) + (ay+b )X +ees 4 (an+bq)X"+bqux™ +oopbam X™
n<m
Ejemplo 9.9.3.1

F(X)=X34X+1, g(X)=x24+2X, entonces F(X)+g(X)=
(l+X+0X2+X3) + (0+2X+X2+0X3)—l+3X+X2+X3

en general si f es un polinomio de grado n y g
es un polinomio de grado m, entonces f(X)+g(X)

es un polinomio de grado K¢maX(n,m)

Ejemplo 9.9.3.2

F(x)=x3, g(x)=x?, luego F(X)+g(X)=Xx2sx"
el grado de (f+g)(X)=3<max(2,3)

Ejemplo 9.9.3.3

F(X)==X*4x+1, g(X)=x%+x2, F(X)+g(X)=x2+X+1;

grado (f+g) (X)=2& maX (4,4)

- 20 -



9.9.4

9.9.5

Resta de Dos Polinomios:

F(X)=a°+a1 X+...+l:l..)(n. a.\#O

g(x)=b°+b,X+...+b"1xm,bun#0 entonces f(X)=g(X)=

(a0 +ayX+eee+a3,X" )= (bo+byX+e oo +ban X‘"‘) =z
(ae=bg )+(ay=py )X +.eut (ag=ba)X"=byp,, x™
n{m

Multiplicacién de Dos Polinomioss

oo o"’bm

Sea f(X)=a,+ayX+eoe+an X", an#0
9(X)=be +by X4+ e s +bX" , bm#0 entonces f(X)g(X)=
(@0 +a4X+4u 0t 4anX") (Do 4by X4u oo +boX™)=

ao (Do+biX4eee+bmX™) + a4 X(bo +by Xte e o BaX™) 400 o+
an X" (Do +by X400 o 45 X™) = @ubo 480D X+ o o +a4 DX +

a4 Dg X484 by X#e o o 42y byX™* +eootanbe X" +a, by X 4.,
8n By X"T T

ap O A

=aoby +(agby +ayby )X+ (agb, +a, by +agbo ) X+..

N b,

£n general F(X)g(X)=C°+C1X+C1Xz+...+C‘X" donde
Ct =8y be +By.y by +...+3ubg , el grado de f(X)g(X)
es m+n= grado g+ grado f

£ jemplo 9,.,9,5.1

F(X)=X2+X+l, g(X)=X2+l entonces f(X)g(X)=
(x®aex+1) (X*+1)= X*(X%4+1)+X (X*41)+X241=
X ex? ex? exaxsl grado f(X)g(X)= 2+2=4

. 3 3 ” . 3
Division de Dos Polinomios:

Supongamos que p(X) es un polinomio de grado n,
y D(X) es otro polinomio de grado m con)l4éms<n
y que queremos dividir p(X) entre D(X); ordena-
mos cada polinomio en potencias decrecientes de X
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y se procede como se ilustrea en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 90 90 601

p(x)=x*-1; D(Xx)=x?-1

X2 -1 [|x*-1
-x ¢ +XL R

s X 9-1= (x*-1) x*+ (x% -1)
X* =1

p(X) = D(x) a(x) + R(x)

Sin embargo podemos sequir dividiendo, hasta ob-
tener un residuo R(X) con grado de R(X) ¢ gra-

do D(X), tal procedimiento se llama algoritmc de
la division,

X% -1 | X2 al
-X 9 4x* X% 41
X%l
-X %41

0

Y asi P(X) = D(X)G(X) + R4 (X)
X4 =1l=(X*=1)x (X% +1)+0

£ jemplo 9,9.6.2
Dividir p(X)=X? 41 entre D(X)=X ¥ +X
X2 4l ‘x‘+x
X2 =x*  x-l
-Xx* 41
X * X
X+1

X3 4l=(X* 4X)(X=1)+(x+1)
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En general sea p(X) un polinomio de grado nzfl,
D(X)#0 un polinomio de grado, mzl, con l<mégn,
entonces existen polinomios Unicos Q(X) y R(X)
tales que p(X)=D(X)xQ(X)+R(X).

Si R(X) tiene grado, es decir si R(X) no es el
polinomio nulo entonces este grado es menor que
el grado de D(X). p(X) se llama DIVIDENDO, D(X)
es el DIVISOR, Q(X) el COCIENTE y R(X) el RESIDUO

Si R(X)=0 es decirscarece de grado (Polinomio
Nulo) entonces p(X) =D(X)xQ(X) |y en este caso
DEX% y G(X) se llaman Factores 0 Divisores de
P(X)e

Si el grado de p(X) es menor que el grado de DX)
entonces Q(X) = 0O

Ejemplo 9.9.6.3

Dividir el polinomio p(X)=3X ~ +2X+2 entre D(X)=X-2
3X % +2X+2 | Xx-2
- 3X ~ +6X 3X+8 3X ¥ +2X+2=(X=2) x (3X+8) +18
BX+2

-8X+16
18

Sin embargo el ejemplo anterior lo podemos sim-
plificar utilizando la llamada DIVISION SINTETICA.
En efecto, supongamos:

F(X)= ap+asX+eeo+anX", a,#0, as..., a, cONstantes;
es el dividendo y D(X)=(X-a) es el divisor, aeC,
entonces podemos escribir f(X)=(X-a)xQ(X)+R, don-
de Q(X) es de grado n-1l, es decir;

QA(X)=b o +by X+b, X* +4¢ 0o +by.,~ yDo- #0; y desea~-
mos determinar los coeficientes de Q(X) en ter-
minos de f(X)

Como f(X)=(X-a) Q(X)+ R tenemos:

xn-L
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do +34 X+eeo+ayX" =(X=a)(bo +by X4e.o+bauX™' )4R=

bo X+b g X' 4#b 2 X} #ee.tD q X" -abe —aby X-ab, X -...-
aba-s X" 4R=(R-ab, )+(be =aby )X+(by -ab, )XL+...+
ba.y X" es decir:

Qo +8 4 X+eeo+8n X? =(R-abo )+(bo —abe )X+(bs =-aby )x%..
ban X7

igualando coeficientes tenemos que:

R-abe =as 9y Do -aby =ay ,b4 -ab, =a, ,b,=-aby=a,

Dy —ab4 =a4 jyeeeybn.g —abgy=an1ybn,=aq €5 decir
Dn.y=8n » Dny=8a..+8Da-yyeeeyby =ay +abe ,br=a, +abs
by =aa. +abz ,b, =a 4 +aby ,R=ae +abe 3 luego pode-
mos escribir as. aag A1 eee Aieeeie Lf__

abq-g abn-l ab1 abo

D4.y Da-t Dn-3 be R

Fn forma mas especi{fica, para dividir un po-
linomio F(X)=ao +a4 X4ewetan X" y an #0, en-
tre g(X)=X-a se procede asi:

En la primera linea se escriben los coefj-

cientes ag yapy geeeydq 30 , del dividendo
y el nGmero‘ a, separado y a la derechaj si
alguna potencia f(X) no aparece se escribe

como coeficiente 0.

. I3 ’ -
Se escribe aan como primer termino de la ter-
4 . . . .
cera linea y se multiplica por a, escribien-
(4
do el producto aqa en la segunda linea, de-
bajo de ag. Yy Sse suma an-.p con el producto
. r
ana Yy se escribe aa., +aaq en la tercera linea
[ 4 .
y asl suceslvamente, hasta que se usa como

. P
sumandoc as , escribiendose la suma en la tercera
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. ’ . -’
linea, El ultimo numero a la derecha de la
tercera linea es el residuo, los numeros an-
teriores son los coeficientes del cociente

correspondiente a potencias descendientes de
Xe

Ejemplo 9,9.6.4

Usando la divisidn sintetica, hallar el cocien-
te Q(X) y el residuo R para la divisidn de

x“-x +7X=12 entre X+4=X=(-4)

1 -5 20 =73 280
llV - ]
Q(x) R
x“-x3+7x-12=(x3-5x2+20x-73)(x+4)+280
L — _ .\ J
Q R

Ejemplo 9,9,6.5

Hallar el residuo R y el cociente Q(X) en
la division de

3xX -4X2ag_—4 entre X+ V2

30 -4 0 -4 | -V2'

-3V 6 -2Y2' 4
3 -3V 2 =2V 0
A g e
~
Q R

3X —4X"—4 (3x*—3\f"x +2X=2 V-Z)(X+V ) +0
~" =~

d R
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Ejemplo 9.,9.6.6

Hallar el residuo R y el cociente Q(X) en la

division de 2X4+3X2-20 entre X+42i

2 0 3 0 -20 -2i
~-41 -8 10i 20

2 ~4i -5 10§ 0

- _ g S
Q R

2x% 4 3% 2= 20= (2x 341 x 2= 5X 4101 ) (X+21) +0

——

Q R

€jemplo 9.9.6.7

Hallar el cociente Q y el residuo R en la di-
visidn de X2-2X+1 entre X-1

{ =
]
’—l
o

X“=2X+1=(X=1) (X=1)+0
e -

Q R

A continuacion veremos algunos teoremas de
gran utilidad.
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TEOREMA DEL RESIDUO:

Si un polinomio f(X) se divide entre X-a (aeC);

el residuo es igual a f(a)

DEMOSTRACION: Supongamos que el gradoc de f(X)es n,
por el algoritmo de la divisian, f(X)=(X-a)xG(X)+R,
donde el grado de Q(X) es n-1 y asi f(z)=(a-a)xG(a)+R=R

Ejemplo 9.10,1

Hallar el residuo al dividir X3—3X2—X+3 entre X+1 .

segﬂn el teorema del residuo se tiene f(-1)==1-341+3=0=R,

Sea f(X) un polinomio cualquiera,decimos que a es RAIZ
de f(X) si y solo si f(a)=0

ECUACION POLINOMICAY es una expresion de la forma
h(X)=g(X) donde h(X) y g(X) son polinomios y deeimos
que U es solucién,si h(u) = g(u); tal ecuacion la
podemos escribir f(X)=h(X)-g(x)=0

TEOREMA DEL FACTOR:

Sea f(X) un polinomio; ae€cies raiz de f(X) si y
solo si (X-a) es un factor de f(X)

DEMOSTRACION: Supongamos que a es RAIZ de f(X),
entonces f(a) =0, es decir el residuo es cero,lue-
go f(X)=(x-a)xQ(x) y asi (Xx-a) es un factor de f(X).
supongamos que X-a es un factor de f(X), luego f(X)=
(x-a)xQ(x) y asi f(a)=0 es decir a es RAIZ de f(X)

£JEMPLO 9,11.1

Consideremos F(X)=X3-3X2-X+3, si observamos

f(1)=f(-1)=f(3)=0, concluimos que l,-1,3 son raices
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de f(x) y asi (X+l1), (X-1) , X=3 son factores,lue-

go, X =3X2-X+3 = (X+1)(X~1) (X=13)

Ejemplo 9.11.2

Consideremos F(X)=X2+l; f(i)=f(-i)=0, luego i,-i
son raices de f(X) luego X+i, X-i son factores,lue-
go X2+l=(X-i)(X+i)

9.12 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA:

Sea f(X) un polinomio con caeficientes comple jos,
de grado n71l; la ecuacion f(X)=0 tiene al menos

’
una ralz, - ceyo ’V"‘-‘J‘ O o

Ejemplo 9.12.1
f(X)=X-2 tiene a dos como una rafz, pues f(2)=0
Ejemplo 9.,12.2
F(X):X:-l, tiene a 1,~1 como raices, pues f(1)=f(-1)=0
Ejemplo 9012.3
F(X)=(X-3)4 tiene 3 como raiz y decimos que tiene
multiplicidad de orden 4

9,13 TLOREMA:

Sea f(X) un polinomio con coeficientes complejos
de grado n %1, la ecuacion f(X)=0 tiene a lo mas

n raices.

- 28 -



9.14

Ejemplo 9.13.1

F(X)=x“+1 tiene a lo mas dos raices, i,-i

Ejemplo 9.13,2

f‘(x)=(X-3)5 tiene a los mas cinco raices, en este

caso tiene una,pero de multiplicidad cinco.

TEOREMA:

Sea f(X) un polinomio con coeficientes reales, si

N I N .’
a+ib es rafz de f(X) entonces a-ib tambien es rafiz.

DEMOSTRACION: Como a+ib es raiz de f(X), X-(a+ib)

es factor de f(X)

Dividamos f(X) por (X-(a+ib))(X-(a-ib))=X2-2aX+a2+b2
hasta que el residuo sea de grado €2, luego el resi-
duo tendra grado a lo mas uno, entonces f(X)=
(x2-2ax+a%+b2)Q(X)+RX+3, donde R,5 son CONSTANTCS
REALES, Como la iqualdad anterior es valida para
todo X, en particular para X=a+ib; t(a+ib)=0xi(a+ib)+
R(a+ib) +5 =0 luego Ra+iRb+5=0; (Ra+5)+iRb=0+0i
entonces Ra+5=0 y Rb=0, como b # 0 entonces R=0y

asi S=0. y asi el residuo vale cero.

Ejemplo 9,.,14,1

F(X)=X2+l, f(i)=0, luego i es raiz y por el teorenma
-i también es rafz.

Ejemplo 9.14.2

f(x)=x2+(1-i)x-i, f(i)= f(-1)=0 es decir i,-1 son

- . 'd .
las raices, =-i no es raiz ya que f(X) no tiena co-
heficientes realas.

- 29 -



9.16

TEOREMA:

Sea f(X) un polinomio con coeficientes racionales,

Si a+Vb' es rafz, siendo Vb" irracional entonces
= 7’
a- Yb'les rafz.

. . .
La demostracion es muy semejante a la anterior y por
eso la omito,

Ejemplo 9.15.1 Xt;'JZ—
f(X)=X2-2, £(V2Y) =0, luego V2" es rafiz y por
el teorema anterior -\ 2' también es rafz.

£ jemplo 9,15,2

Hallar un polinomio de grado cuatro con coeficien-

tes reales, que admita como raices 2+\3 y 3= V2

= | e 4
Como 2+V 3' es rafz entonces 2- V 3 también es rafz,

lo mismo sucede con 3+ Vﬁz luego el polinomio pedi-
do es:

(X=(2+ V' 3)) (x=(2=V"3)) (X=(3-V"2) ) (X= (34 V2) )=

x4 2

—10X 24 32X 2= 34X 47

TEOREMA:

Sea f(X):a;a1X+...+aan,a“#O,un polinomio cuyos coefi=-
cientes son enteros.Si p/q es raiz racional (reducida

a su minima expresidén)entonces p es un divisor de ao ¥
q es un divisor de as.(p,q enteros)

Demostracién: Como p/q es raiz de f(X) ,tenemos que
aas(p/q)tecens +a,,(p/q)n = 0; multiplicando esta
igualdad por q" y simplificando obtenemos

a,q" +a1pqn"] + a.‘,'pzqn"2 + veeve.angp’ =0 (*),sumando

en ambos miembros de la igualdad en (*) -aoqn y
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dividiendo por p obtenesmos:

-1 -1
asq" tag Pq T4eeetanP = maeq"/p (%),

Como a, y3; seseya@n so0n enteros,entonces el lado iz~
quierde de (*¥*) es un entero, luego el lado derecho
es otro entero,

Como py q no tienen factores comunes excepto 1 y -1
p no es un factor de qn, luegqo p debe ser factor de
ap « En forma similar se demuestra que g es un fac-
tor de an ; pues en lugar de sumar -aocf‘y dividir
por p, sumamos =agq pn y dividimos por q la mlsma
igualdad.

Ejemplo 9.16.1

z

Hallar las raices de la scuacion 2X°—9X2+10X-3=O=F(X)

Si p/q es raiz de f(X), entonces p es un divisor o
factor de ae = -3; posibles valores de p=il,33 y q

es undivisor de an =2(n=3); posibles valores de q=
+1,-2; las posibilidades p/q son: 1/1, 1/-1, 1/2,1/-2,
-1/1, -1/-1, =-1/2, =1/-2, 3/1, 3/-1, 3/2, 3/-2, =3/1,
-3/-1, -3/2, =-3/-2. Esta lista contiene solamente

ocho nimeros distintos: < 1, = 1/2, = 3, = 3/2, de
estos unicamente 1, 1/2 y 3 son raices de f(X). En
efecto
2 -9 10 -3 \ 1 2 -9 10 -3 \iﬂ
2 - 7 3 6 - 9 3

2 =7 3 0 2 -3 1

" 1

R R

- 8] =



El residuo es cero en los tres casos y asi 1,3,1/2

son las raices de f(X)

Tambien podemos verificarlo de la forma siguiente:

2 -9 10 -3 Li_ . 2 -7 3 ‘3
2 -7 3 6 -3
-7 3 C 2 -1 0

N

2 -1 \ 1/2

e e

Asi la ecuacion polinémica 2X3-9X2+10X-3 =0 la pode-

mos factorizar como: (x-l)(x-3)(x-1/2)=0=2x3~9x2+10x-3

Ejemplo 9.16.2

Hallar las raices de la ecuacidn xa-x3-7x2-14x-24=0

Si p/q es raiz de f(X) entonces p es un divisor o

factor de ap= -24 y q es un factor o divisor de
aq =1 (n=4); posibles valores de P= 2 1, 2 2, I 3,
s + + + 4

4y = 6, = 8, = 12, = 243 posibles valores de q= - 1.

1

Las posibilidades p/q san: = 1, = 2, 2 3, 2 4 1 ¢,

q- ! 4 , * . .
- 8, =12, = 24, De estos unicamente 4 y -2 son raices



reales, las otras das son complejas, €En efecto

1 -1 =7 -14 =-24 |4 , 1 3 5 6 |2
Ly 2
12 20 24 -2 =72 =6
1 3 5 6 0 1 1 3 0
Y asi X*-x3-7x%-14x-24 = 0=(X+2) (x=4) (x2+x+3)

10, EJERCICIOS ADICIONALES:
10,1 Hallar el valor de b tal que F(X)=3X‘-2X2+bx-8 sea
divisible por X-2, En efecto:

Utilizando el teorema del residuo, tenemos, que
f(2)=0 es decir:

3(2) 3-2(2)2+2b-8=0 &9 24-842b-8=0&=72b4+B8=0&220==-8 &
bz "ao

. . - . . ’ . ’, .
Utilizando division sintetica tenemos:

3 -2 b -8 ‘ 2

8 16+2b
3 4 8+b  B42b=0 y asi b= -4

Utilizando coeficientes indeterminados podemos
escribir a f(X) como:

3= 2x24bX-8= (X=2) (AX24BX4C)= AX 4 (B=2A) K2+ (C-28)X=2C

Luego A=3; B-2A= =2¢&=28-b= =2¢(=) B=4; C-2B=b<=7
C=2x4+b= B84b; -2C= -8V C= 4; luego b=C-8 y asi
b= -4
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10.2

Hallar el valor de las constantes a,b,c, tal que
F(X)= X3+ax?4+bX+c sea divisible por X+l, X+2, y
que al dividirlo por X+3 su residuo sea 20, €En
efecto:

Utilizando el teorema del residuo tensmos que:
f{-1)= (-l)3+a(-l)2+b(-l)+c=0¢=7 -l+a-b+c=0,
f(-2)= (-2)3+a(-2)2+b(-2)+c=0 =y =-8+4a-2b+c=0
f(=3)= (-3)3+a(-3)2+b(-3)+c=204:-7 -27+9a-3b+c=20

La solucidn del anterior sistema es a=1l6, b=41,
C=26o

Utilizando division sintetica tenamos:

1 a b c | -1
| I

=1 -a+l -b+a-1
1 a-1 b=-a+l c=-b+a=-1=0

1 a b c | =2
I
— -2a+4 -2b+da=-8
1 a=-2 b-2a+4 c=2b+4a=-8=0
1 a b c | -3
-3 3349 =30b49a-27
1 a=3 b-3a+9 c=-3b+9a=27=20

Y asi c-b+a-1 =0, c-2b+4a-8=0, c-3b+9%a-27=20

Cuya solucion es a=l6, b=41, c=2606.



10.3 Hallar el valor de las constantes a,b para que
F(X)= Xx°-2x2
Utilizando el teorema del residuo tenemos que:
F(1)=(1)-2(1)%+a(1)+b=0¢=> 1-2+a+b=0
F(=2)=(-2)?-2(-2) %4a(-2) +b=0cx-B8-8-2a+b=0

La solucion del sistema anterior es: a=-5 y b=6

+aX+b sea divisible por X2+X-2=(X-l)(X+2)

. . . 13 . . ’ .
Utilizando division sintetica tenamos:

"1 ) a b |1

1 -1 a-1
1 -1 a-1 a+b~1=0
1 -1 a-1 -2
-2 6
T -3  a+5=0

Luego tenemos el sistema a+b~1=0 y a+5=0, cuya solu-
cion es a=-5y b=6

Utilizando coeficientes indeterminados tenemnos:
X3-2x24aX+b= (X24X=2) (AX+8)=AX 24 (2+8) X2+ (B=24)X= 28
Luego A=l; A+8=-2; B-2A=a; -2B=b y asi resolviendo

este sistema obtenemos: a=-5, b=6

YRR TPEN

90X+360=0, sabiendo que V?? y 31 son raices, hallar

10.4 Dada la ecuacion polinémica X6—2XD-4X

”
las demas.

~n 2 L — . 4
En efecto como Y5'es raiz =-V5 tambien lo eS; asl co=-

mo -=3i; luago (X=¥5)(X+V5)(X-3i)(X+3i) son factores de

la ecuacion es decir, podemos escribir X6-2x5_4x4_8x3_

77%%4+90x+360=(X=¥5) (X+]5) (X-31) (x+3i)xQ(X) donde Q(X)



11.

es un polinomio de grado dos; mas aln X6-2X5-4X4-8X3-

77%%490x+360= (X 2= 5) (x249) xd (X) = (£ *+4x%=45) xa (X), Lue-

go podemos hallar Q(X)de la farma siguiente:

x® cax® —ax® -ex® -77x? so0x 4360 |x44axZ-4s
45 —4x4 45x2 X%=2X-8
0 -2x> -8x*  -8x® -32x% 490X +360
2x°> 8x 3 -90x
0 -8x* 0 -32x2 0 +380
ax? 32 2 -360
0 0 0

Y asi Q(X)= x 2

4 y =2

- . 3 - 3 ’
Este problema se puede resolver utilizando divisian

-2X=8=(X=4) (X+2) y las demas raices son

B L4 = . . s .
sintetica o coeficientas indeterminados.

ANALISIS Ot ALUGUNAS.FUNCIONES POLINOMIALES Y SUS GRA+ILDS

11.1 Ffuncion polinowmial de grado cero: Ff(X)=a, af0
a namero real; dominio los numeros reales y re-
corrido es {a)

Ejemplo 11.1.1
F(X)=2

Ejemplo 11,1,2
F(X)==3

Ejemplo 11.,1.3

F(x)=N2"
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Las graficas de las funciones anteriores se observan

en las tiguras siguientes:

! Y

f§0)=2%

o~

T 5 =v2'

0 -+ X

LI

~ f(x)=-3

»

L4

11.2 Funcion polinomial de primer grado: F(X)=aX+b, afo
a,b numeros reales. Su ralz es -b/a y su grérica es
una linea recta, el coeficiente de la X sag llama la
pendiente de la recta., Analicemos los siguientes ca-

5083

11.2.1 a=1, b=0, f(X)=X, llamada tambien funcidn

o ’ "
identica.

11.2.2 a#0, b=0, f(X)=aX, rectas que pasan por el

origen.,
11.2.3 a#0, b#0, f(X)=aX+b, rectas.

L4 - .
Sus graficas para algunos casos particulares se obser-

van en la figura siquiente:
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Y=X+S§

Y:X+Z

s
&

R j.“X

{\

11.3 Funcion polinomial de grado dos o Funcidn cuadraticas
F(X)=aX2+bX+c, a$#0, a,b,c numeros reales, Su grafico
es una parébola que se abre hacia arriva, si a0 vy
hacia abajo si a¢ 0. Sus raices se encuentran utili-

zanao la formula, -b 2Yb*-4ac Si b2—4a04.0 las

K= 2a |
raices son imaginarias y su grafico no corta al eje X;

si bz-aac=0, las raices son reales e iguales y su gré-
fico tiene su vertice en el eje X; si b2-4aC-70, las
raices son reales y distintas y su grérico corta al eje
X en dos puntos.

£1 dominio de la funcidn cadratica es el conjunto de los

L4 »
numerns reales y el recorrido es;
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o)
v;/qac- b~ si1i a>»0
La
RIZJY 2 i
Y(l_-t'gu-b si a<¢oO
\ La

En efecto para hallar el recorrido lo hacemos de la forma

siguiente : Y = aX2 + bX + C‘:f7aX2 +bX +¢c-Y=0

-b+Y ga'ha(c'Y) ;luego para que X esté definida

yasi X =

debe tenerse que b2-4a(c-Y)z:O , €S decir,ba-qac+4aY24)¢=7

2 =
e HaC-b " oi ave oy Y LTEUE 4ioac o

La La

ya¥ 2 Lac-b~ y asi

Y %

Analicemos los siguientes casos

2>
11.3.1 b=c=0 , f(X)=aX“, llamada funcidén Potencial .Un bos-
quejo de su grafico para algunos valores de a se muestra en
la figura siguiente

- %9 -



11.3.2 b=o0,c#o, f(X)=aX?+c.Su gréfico para algunos caso:

particulares se observan en la figura siguiente

!
Ya L1
- -~ z
. , A
- ,’.1 0 x\‘ —~ X
/ . .
/// \\\ Y= X= {
! Y““'Y"l‘l
/ ¥
v

11.3.3 bfo,c=o, F(X)=8X2+bX.Su grafico se observa en la

figura siguientepara algunos valores de a y b

\( Y=§+X
2 2
Y= X=-2X=(x-1)-1

B

Y= X4H2x= (e

= O =



11.3.4 bs#o, c#o,F(X)naX2+bX+c.Su gratico para algunos

valores de a,b,c se observan en la figura siguiente

Y

1
\

X
Y= xL2x+2= (¢l

\_/’
Y:(xw)z v/

FJ

0 { 4

/Z/T=Xﬁzx+%=(xuf4é

P S— -

Y =-(¥-2)

Y=- Ko e2x-2== (D=1

— "

-,

11.4 Funcion polinomial de grado tres.bs una expresidn de
la forma F(X)=aX3+bX2+cX+d, a#o,a,b,c,numaros reales.
Su grérico para algunos valores de a,b,c,d se observan
en las figuras siguientes
Y
?
£(x)= X=3%

- 0 » X
[T T ’




s / Y= x5 Y= (X-Z)3
¥=(x+2)
< » X
\
] ¥ = 2% 222 x+2 = () (6-2)
) ‘l ’\(L'\/z )

ll.5 Funcion polinomial de grado cuatro. Es una expresion
4
de la forma F(x):aX'+bX3+cX2+dx+e,a#o,a,b,c,d,e son
constantese. Su gréfico para algunos valores de a,b,

C,d,e se observan en las figuras siguientes:

=02 -



{ ¥ = X4+2
\ Y= (x4)*
\f: X4 \
< = - ~ -~ X
o 7~ 4 ~
N 4
\\{\(—, X / \\ Y=- ((_4:)4

{
L

<

11.6 Funcion polinomial de grado cinco. Es una expresion
de la forma F(X)=aX5+bX4+cX3+dX2+eX+q,a%o a,b,c,d,e,
qQ son numeros reales. Su grarico para algunos valcres

se observan en las figuras siguientes:



= (x+4)°

N

Y= (%2

/.

A

[




12, Funciones Racionales. Son funciones detinigas por la

expresion £(x)= P%ﬁ} ydonde P(X) y Q(x) son polino-
WiAX

mios .

El dominio de *(Xx) es el conjunto de los nuUmeros rea-
les tales que Q(X)0.

Para hacer las graticas de algunas funciones racionales
‘es conveniente derinir las asintotas,

Se dice que la recta X=a es una asintota vertical ue

la gratica age f(X) si por lo menos uno de los enuncia=-

dos siguientes es verdadero:

lim f(X)=+® ,1lim f(X)=-® ,1im f(X)=+o ,1lim t(X)=-o0
X-~a*+ X=«a~ X~a" X-a*

Se dice que la recta Y=b es una asintota horizontal de

la grafica de f(x) si por lo menos uno de los enunciados

siguientes es verdadro:

lim f(X)=b y para algun nimero N,f(X)#b siempre que XN
X—w +00

kim‘g(x)=b y para algun numero N,f(X)#b siempre que X¢N
o (x)

Si 1lim i&—b =a y lim ( f(X)-aX)=b existen,decimos que la
X0 * X—» 10

recta Y=aX+b es una asintota oblicua.
Ejemplo 12.1

F(X)= =, lim F(X)=+o,lin f(X)=-@,1im f(X)=0 ,1im £(X)=0
' X=~0* X-0" X— +0 X -
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y asi X=0 es una asintota vertical y Y=0 es una asintota
horizonteal,
£l D¢ =(-w,0)U(O,«n)=Rf . Su grafico se observa en la fi-

gura siguiente:

v
X

Ejemplo 12.2

>J1—

vE()= 2. lim F(X)=gp lim F(X)=+m,1lim f(x)= 0
X~ ot X—» 0= X0

y asi X=0 es asintota vertical,¥=0 asintota horizontal.
£l D¢ =(-0,0)U (0, +®) .“u grafico se observa en la fi-

gura siguiente;
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KRl

Ejemplo 12.3
fF(X)= % , asintota vertical X=0,as{ntota horizontal Y=o

De =(-m,O)U(O,+0)=RF. Su grafico se observa en 1a figura
siguiente: Y

Ejemplo 12.4

1 1
F(X)")(""-l - (X=1)(X+1). Tiene como asintotas verticales

- b7 -



X=*1 y como asintotas horizontales Y=0, El dominio
es el conjunto de los nimeros reales diferentes de tl,
y para hallar el recorrido hacemos lo siguiente:

2 2 2 Y+1

Y= i =7 yX%oy=l &= YX%sV4le= X 2= —— =7
X“=1

x:::\/—l#-, luego Y¢l 70, Y#D¢7Y(Y+l)>,0,cuyo conjun-

to solucidn es: (-(D,-]..)U(D,HD):RF. En efecto,

N+ L —-———-—-I+++++—o-+ +4+ e
Y ..__._..ll _____ B
g i
: . 0
(.cv,—l) 1 (O,*‘m)

El producto de los dos factores es positivo en los in=-
tervalos serfalados., El gra'\Fico de f(X) se ooserva en

la figura siquiente:

4




Ejemplo 12,5

fF(X) =1 __ , no tieneasintotas verticales; Y=0 es una
l+X2

asintota horizontal, Df es el conjunto de nUmeros rea-

les y R.= (0,1) , el cual se calcula en forma analoga

al ejemplo anterior, Su gréfico se observa en la figura
siguiente Y

v Ejemplo 12,6

f(X)=—é-—- . no tiene asintotas verticales, su asinto-
X"+l
ta horizontal es Y=1, Df es el conjunto de los numero s

reales y Rf = [0,1). Su gréfico se observa en la fi=-

gura siguiente: 2

_l_~'9_




Ejemplo 12,7

FX) = X . asintotas verticales Xal, X= =2
(X=1) (x+2)

D. es el conjunto de los nimeros reales diferentes de 1 y

-2 RF los numeros reales, Su grafico se observa en la

v
figura siguiente:

1\

Ejemplo 12,8
x2_9
X=3

t(x) = No Tiene como asfintota vertical X=3, no
tiene asintotas horizontales., D¢ el conjunto de los ndme=-
ros reales diferentes de 3 y RF el conjunto de los nimeros

rcales diterentes de 6. Su gréfico se observa en la figura

siguientes; Y
3

“ /3 E) > X
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v Ejemplo 12.9

(x2+3x-4) (x2-9) (x44) (x=1) (x+3) (x=13)
F(X) = - = — — = X-1, X¢#

(x24x=-12) (x+3) (x+4) (x=3) (x+3)

=4, 3, =3. Df es el conjunto de los némeros reales di-
ferentes de -4, 3,-3. ¥y RF es el conjunto de los ndmeros
realas diterentes de 2, -4, =-5. Su gréfico se observa

en la figura siguiente: F

A

-4
-5

13, funciones Irracionales:

Una tuncion Y= f(X) para la cual se expresa mediante
e — . 4
un numero finito de operaciones algebraicas con exponen-

tes racionales no enteros, se llama Funcion Irracional.
£ jemplo 13,1

f(x)= d X Df_ RF=[0,+¢0 su gréfico se observa en

la rigura siguiente:



*

5 v

Ejemplo 13,2

f(x)=x"3 .

observa en la figura siguiente:

’ - LA
F= RF= los numeros reales, Su gratico se

Y "
2%
4 ¢
< > X
/0
l
Ejemplo 13.3
\ 2/3 , .
F(Xx)= X . D. es el conjunto de los numeros reales, y
Re= f0,+=;>. Su grafico se observa en la fiqura siguiente:




tjemplo 13.4

£(X)=\/X(X=2) . E1 dominio es el conjunto solucidn de

la desigualdad X(X-2) %0 que es (-w,O)U[2,+¢D) sy el
recorrido es el intervalo Lu~~/ . Un bosquejo de su gra-
fico se observa en la figura siguiente :

Y
« 0o 2 s
v
njemplo 13.5
2
f(X)=,=%%=; . Asintotas verticales X=21,tiene asfntotas
X -]. flx\ 2
oblicuas que se calculan asi : 1lim v—%> = lim V\\Fv2Z » =1
x,_,+(o an x__”a v ¥ A
2 2 2
. XE=X V X“a1
lim (£(X)=X)= liw&éz‘ﬂ -%) = lim .\ “~—>—— =
Y X—»+® L 2A0d L -1 XA+ 'y X<l
2
!
lim (Xﬁ:ﬁl;ig) = lim X —— =0y as{

=" . o 3
PVl T (xfexVxéo1)  ¥aae x4YX4o1 +xVxP-

Y=X es asfntota oblicua .De forma andloga se demuestra que

Y=-X es tambien asfntota oblicua .Un bosquejo de su grdfico
se observa en la figura siguiente:



|
X

14, Funcion parte entera de X.

Se define como el mayor entero menor o iaual que X.

Se nota por [X]. Veamos algunas ilustraciones:

[2.23) = (2.45) = (2.57] = Y2.999] = 2
(0.25] = {0.36) = (0.47) = (0.956) = O
-1.1] = (-1.4) = f1.8] = (-1.99] = -2

14.1 Alcunas graficas P

14.1,1  f(x)=[x]. Para graficar funciones de esta
clase hacemos sismpre el siquiente analisis:

Si 0¢X<l. entonces (X7 =0; Si 1¢X<¢2 entonces (x]=1;

Si 28X<¢3 entonces [x]=2; si 3¢X<4 entonces [X]=3;

cssse Si ngX<n+l entonces (x]=n; ne 2’

Si -1¢X<0 entonces (X]}=-1; si -2<X¢l entonces [X])=-2;
Si =3&X(-2 entonces [X]=-3; ...5i =(n+1)¢X{-n entonces
(X}=-(n+1); neX; luego el dominin de f(X) es el conjune
to de los nimeros reales y el recorrido los enteros.



Un bosguejo de su grafica se observa en la figura

siquiente:

Y
) ¢
i )
Em——i
e
P
R z > ) v X
ot
L ] '————O
*——0
|

A v
14,1,2 f(X)= ] 5i 042 (1, es decir, si 04X 2

—
N ><

entonces (ﬂ:m si 1 (2 es decir, si 24X {4 en-
tonces \L—} l’ si 24 (3, es decir, si 4&£ X {6 enton=-

1:2; si 3\(5 (4, es decir, si 6 $X {8 entonces

ces
X

[‘7“ 3 LRI A
si

= - (0, es decir, si -2¢X ¢ 0 entonces {5)]=
si -25-,-;(-1, es decir, si =4& X {-2 entonces -)?(-]
(X

7

si -3\(é {-2, es decir, si -6 X {-4 entonces

\f .

Tiene por dominio los nimeros reales y por recorrido
los enteros.

Un bosquejo de la gréfica se observa en la figura
siquientes



)
*r——eeeeO
0
-5 .4 -3 -2 -\ 1 2 3 4 5 e 8
—_—
—0

14.,1.3 f(x)=\ffx_f
Si 04Xl entonces\j(_)(] P-O’ si 14X 2 entonces

W -V—‘ =13 si 24X(3 entonces{[_x] =2} si 34x4<4

entonces \[-[x] -\f3, si 44X{5 entonues{— -\ra—:.. si
n<X {n+l entonces\f(x] =\n; neZ’

-[0 +0); | {V—'/nel\l}

Un bosque jo de su graf‘lca se observa en la figura si-

quiente:
Y
5
4
3
———
2z s o
—p
0
\ —— o
&
= f 2 3 4 B © i
v
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14.1.4 f(x)=\’Lv7'] :

Si 04¥X'<l, es decir, si D04x<1l entonces[f)-('] =0; si
14Y¥X {2, es decir, si 14 X {4 entonces{VX] =1; si
24\ X {3, es decir, si 44X{9 entonces(ﬂ"] =2; si
3<¥X' {4, es decir, si 94X {16 entonces [TT('] =3, 00

P =\L0.+t0). RF es el conjunto de los enteros pasitivos
y el cero.

Un bosquejo de su gréf‘ico se observa en la figura si=-
guientes

~6

14,15 f(x)= x-[x]

si 04Xl entonces (X]=0y asi f(x)=X; si 14X <2 enton-
ces [X\=l y asi f(X)=X=1; si 2&X {3 entonces [X]=2 y asi
f(X)=X=2... si ng&X {n+l entonces (X]=ny as{ f(X)=X-n.

si =14X<¢0 entonces {X]==1y asi f(X)=X+l; si =2¢Xx{~-1
entonces [X]=-2 y asi f(X)= X+2; si -34X{~-2 entonces

(x}==3y as{ f(X)=Xx+3 y as{ sucesivamente. D. es a2l con-
junto de los numeros reales y Rr=[0,l]. Su gréf‘ico se ob-

serva en la figura siguientes
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LLLLA 027

Funcion Valor Absoluto de X

Se nota por IX| y esta definida como:
(X si x30
F(X)=|xl =(0 si X=0
=X si X (O
por ejemplo: |-5]|=5 pues |~5|= ~(~5)=5;]2|=2

estudiemos algunas de sus propiedades mas importantes.

15.1 ]Xl;yD. Esto se deduce del mecho de que si XeR
entoncres X L0 o X720 o X=0

1642 ]X\2=X2 en efecto:
XxX=X2 si X 70
|X{2=1x\Ix| = {0x0=0 si X =0
(-x)(-x):x2 si X0

Lueqgo en los tres casos se cumple la iqualdad.

Loe & \/X2.=,X, . En efecto §§g$mos que[)(Iz:X"2 y sacan=-
do raiz cuadrada obtenemos:  x° =[x| .



15.4

[ 2

Ejemplo 15.3.1 V4° =|4]=4

Ejemplo 15.3.2 V(-=5)¢ =|-5|=5

=IX1&X EIX] . Demostremos que X LIX| y que =Xl ¢ X .
En efecto,si X y0,IX{=Xy as{ X&IXE X j si X< O en-
tonces |X| ==X y 0, pero X < 0 < =x= | Xl y as{ X< \X|;
el otro caso hacerlo como ejercicio

Ejemplo 15.4.1 =-|6| & 6 416l

Ejemplo 15.4.2 = |=5| & -5 { {-51\.

>

15.5 Para cualquiera de los nlmeros reales X ¥y b ,donde b> 03

15,6

| X{{b < -b & X &b

En efecto: Demostremos primero que si b2, 0y |X| & b
entonces -b X ¢b. Como X &IX! y |X| £ b, entonces X & b.
Ademas, =b $= IXly = IX] & X, por lo que -b & X. Por con=
siguiente si |X!| §{ b entonces -b 4X & b,

En segundo término demostramos que si b >0 y =b <X&b
entonces | X| & b. En efecto, si X 2 0 entonces IXi{=X y
como X & b tenemos que | X] & +b para X 7,0, Si X< 0 en=
tonces |X| ==X y como -b & X, tenemos que =X & b; por con-
siguiente, | X] 4 b para X ¢ O.

Ejemplo 15.5.1 |X| 4 54&% -5¢X% 5
Ejemplo 15.5.2 |X=-414& l&o =1 £ X=4 & 1

IX+ Y &\X\+\Y| LLamada desigualdad triangular} donde
X y Y son nimeros reales cualquiera,

s * .
Para hacer la demostracion sumamos las desiqualdades,
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-1Xy ¢x<«ixl, =lvl&yY<iyl y utilizamos la propiedad
demostrada en el numeral 15.5,

Ejemplo 15.61 |2-3| &{2]+|-3!

Ejemplo 15.6.2 |=4=5| ¢ [-4] +|-5\

15,7  \XxY | =ix{ivi,x,y numeros reales cualnquiera.

En efecto: PoF la propiedad del numeral 15,2 tenemos que
\xw\:\f (xxv)? =Y x%xy? =V7TVYT= \x) v

r_.
wn
L

(9o

— 2"
X1 - (_( 2 =V_)§_ =| |
\V\ J 7) vﬂ;? \él

15,0 \x-Y\:\X + -Y\ £ER\+\Y\ XyY numeros reales cualquiera
para su demostracidn utilizamos la desigualdad triangular
En efecto, |X=Y| = [ x+(=Y)]<¢|x}+ 1-v] ={x{ +|v]|

15.10 Graficas de algunas Funciones en Yalor Absoluto.

15.10.1 f(x)= {x1] . DF es el conjunto de los numeros
reales vy RF= &0,+Nﬂ. Un bosquejo de su gréfico se ob-
serva en la figura siguiente,

N
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15.10.2  £(X) =|x-1|

X-1 si X-1>0 X=1 si X 71
f(X):'X—lI - 0 si X=1 - 0 si X =]
-(X-1) si X=1¢0 1-X si X<1

Df es el conjunto de los ndmeros reales y Rf= [O,+d>).
Un bosquejo se observa en la figura siguiente :

}Y
/
//
g2 21
3:1'L / q
- 0 1 ,X
15.10.3 £(X) = |X| -1

IX—l si X70
-1 si X =0
-X-1 si X{O
Ds ,los nimeros reales y Re=1-1,+® ). Un bosquejo de
su grdafico se observa en la figura siguiente

y
p,

/

3:_#1 /ta:.l-i
- N o

DN / ’

£(X) =|x |_1
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15.10.4 f(X) = | X=2|+ 3
(X-2+43 si Xx-270 X¢1 si X7 2
f(x)=J 3 si X = 2 3 si X =2
L-(x-2)+3 si X-2 40 [(=X45 si X< 2

\n

Df. es el conjunto de los numeros reales y RF- [3,+C0)

Su gratico se observa en la figura siguiente.

\
X

+
™~

X
15.1g.5
5 5 2 . .2
1-X° si 1-x°78 [1-x° si x°<1
) 2
F(x) \l X \ = 0 61 X" =1 ={ 0O si X" =1
v 2) "
X"=1 si 1-X%40 [x’=1 si x°71
1-x2 si xe(-1,1)
0 si X =%*1

X“=1 si X€ (= ,-1)U (1,+0)
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DF es el conjunto de los numeros reales y RF =(O,+a>).

Un bosquejo de su grafico se observa en la figura siguien-
te.

\ |
Y=L \ gz 11" 9=

/

- o X
b -1 1
15.10.6
X+l4+X si X+17 0 2X+1 si X7 -1
F(X)= | X+1l|+X = X si X = -1 = X si X=-=1

-(X+1)+X si X410 | -1 si X¢-1

D, es el conjunto de los numeros realas y R.=[-1,+o),

Un bosquejo de su gréfico se puede observar en la figu-
ra siquiente, Y
‘

Y= ZK"'I-




15.10.7  £(X)=|X+IX+21|

(1X+X+1l si X+170
r(x)={ X1 si X==l = |
UX=(x+1)| si X+l (O
pero;
r2X+l si 2X+170
|2X+1] = 0 si X ==1,/2-
I-Zx-l si. 2X+140 1
luego
[\2X+l\ si X¥-=1 [ 2x+1
F(x)=J) si Xe =1 | =2X=1
1 si X (-1 1
o

|

0

(|21+1l si Xy =1 [I2X+ll si x 7 -1

X\ si X==1 = 1 81 Xe ~1

|-1}  si x¢-1 1 si X ¢-1
-

(2X+41  si x ¥=1/2

si X==1/2

-2X=1 si X {~1/2

si X¥=1/2 = (x7=-DA(X7-1/2)
si ~1¢x<¢=1/2=(x7=1)0(x<=1/2)

SiI  Xm=1
si X (-1

D, es el conjunto de los nudmeros reales y RN=(D,+OO).

. ° .. . * 13 13
Un bosquejo de su grafico se obsarva en la figura sigquiente.

fj:l'ﬁ*’

15,10.8

T

F(X)m |x2-x| = |x(x-1)[ =1x| | x-1{
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(X si x>0 X-1 si

|x|=1 y Ix-1l =
‘-X S1 X(D -(X-l)

X71

si X <1

Sobre una recta marquemos los puntos donde cada valor

absoluto se anula y estudiemoslos en cada intervalo

Para nuestro ejemplo tenamos que se anulan en X=0,X=1

[4
y asls

i

| =<l = —_— = = -

JZ-bbz = — — =ik s = - e o

Y= I 1211 2 (0 O (e = | Y= iz 1D =

-+ +~ -+

x- Yt s¢ 04x4

vy et Lo

luego,
x’=x si X<0
F(X)={ X=X si 0Cx<1
2
X“-.'\’ Si x?’l

- et

- -+~ -

+ 4

Y= |l jx-1] = xle) =
v L w k2l

De es el conjunto de los numeros reales vy Rf=[0'+‘°)° Su

grafico se obsarva en la fiqura siguiente.
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