SOLUCION DE PROBLEMAS

128. - Resolver la desigualdad

] 2x - 25 A 2x + 11 > 1
LU T 3P e e o %] 3

Solucion - (1) se transforma en

2x - 25 2x + 11 ] x2-3x+ 5

iR¢ + - -

2(x2 + 2x-3) 2Ax2 - 1) x+3 (x+3(x2- D

Como x2-3x + 5 > 0 para todo nimero real x, entonces

x?-3x + 5 > 0
x+3)(x+ D(x -1
si y sélo si :
a) Eyug,tloply ek i gy Welik ki By 1
B) - N> Bvux @l ox g & ws decinysk ol BGan@sh

GUILLERMO ARIAS PAEZ
(Alumno de la Facultad de Matemédticas, UNAL)

Otras soluciones de: OSCAR MEJIA, GUILLERMO TELLO Y.

130. - Demostrar que si dos nimeros enteros positivos son primos en-

tre si, entonces el maximo comin divisorde a - by a+ besé 162

Solucion. - Si d divide a a - by a+ b, entonces a - b =dpy

a+ b = dp’, donde p’ son nimeros enteros. De aqui resulta que
P’ Py

2a = d(p + p’)
2b = d(p’ - p);

es decir, que d \ 2a y que d ' 2b. Ahora bien, como 2 es un ngme-
ro primo, entonces para d*'Z, d'o y d\b, lo cual implica que d = 1, ya
que el mdximo comgn divisor de a y b es 1.

FABIOLA FODRIGUEZ s.
(Alumna de la Facultad de Matemdticas, UNAL)



131. - Demostrar que

1 !
%) + D2 +
x3  gy3 2x2y 4xy2

si x>0, y20, x£%2y.

Solucién. - Supongamos que (1) es verdadera. Reduciendo a un co-

mdn denominador los dos miembros de (1), tenemos :

8y2 + x3 4xy2 + 2x%y

8x3y3 8x3y3

Como x >0, y >0, entonces
(2y + x) (4y2-2xy + x?) = 8y3 + x3> dxy? + 2x®y = 2xy(2y + x)

y como x # -2y, podemos dividir por 2y + x (¥ 0) los dos miembros

de la desigualdad asf
492 - 2y + x2 > 2xy
de donde resulta :
2
(2) 4y2-4xy+x2:(2y-x) > 0

Hasta ahora sélo hemos visto que si (1) es verdadera, entonces se
mantiene la desigualdad (2), la cual es evidentemente verdadera (cuas
drado de un ngmero diferente de cero). Veamos que (2) implica la des-
igualdad (1). En efecto, si (2y - x)?= 4y2 - 4xy + x2 >0, entonces

4y? . 2xy + x2 ) 2xy
y multiplicando por 2y + x ( 3 0) la anterior desigualdad tenemos

8y3 + x3 ) 4xy2 + 2x?y

y multiplicando por 1/8x3y3, obtenemos
Q)] 1 1 1 ]

+ > +
x> 8y3 2x2y 4xy 2

C.Q.D.
J. URIBE BOTERO

(Alumno de la Facultad de Matematicas, UNAL)
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135. - Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros. Mostrar enton-

ces que si a = b (mod m) se tiene f(a) = f(b)(mod m). Si ademds

f(x) = agx™+ ... + dpn =0(mod m) para los m valores consecutivos
de la variable entera a + k, k = 1,..., m, mostrar entonces que

f(x) = 0(mod m) para todo valor entero x.

Solucisén. - Utilizamos los siguientes hechos

(1) si a= b(mod m) entonces an§ b“(mod m), para todo
entero n »0

(2) si a=b(mod m), y, o’ = b'(mod m),entoncesa + b= a’ + b’'(mod m)

(3) si a= b(mod m) entonces da =db(mod m), para todo 4 0.

De (1), (2), (3) resulta que si f(x) = agx™+ ..., + dp es un polimonio
con coeficientes enteros, y a =b(mod m), entonces f(a)= f(b) (mod m)

(Ver, por ejemplo, I.M. Vinagradov, Elements of Number Theory, Dover.)

Supongamos ahora que f(a + k) = O(mod m) para k = I,..., m. y sea
x un ngmero entero. Como los valores a+ k(k = |,...,m) sontodos

distintos, de entre ellos existe uno tal que x &= a + k(mod m), por

tanto, f(x) = f(a + k) = 0(mod m).

FRANCISCO ALBIS GONZALEZ

(Alumno de la Facultad de Ingenieria, Universidad de los Andes)

Otras soluciones de : RAFAEL MEDINA, GUILLERMO TELLO.

134. < a) Muestre que la ecuacién diofantica

(1) x2 . y2= N (x > y)
tiene solucién en enteros positivos si y sélo si N es impar o divisible

por cuatro.
b) Muestre ademds que la solucién es gnica si y sélo si N = 1

6 N esprimo 6 N/4 es un nimero primo. ( Indicacién : factorice el
miembro izquierdo de la relacién (1).)
Solucién. - a) Veamos en primer lugar que la condicién es necesaria.

Si existen x,y >0 tales que x@ -y2 = N, dado que (x-vy) (x + y) =N
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y que x y y son o ambos pares ((x-y) (x + y) es entonces un molti-
plo de 4), o ambos impares ((x-y) (x + y)es entonces unmgltiplo de
4), o el uno pary el otro impar ( en cuyo caso (x-y) (x + y) es impar),
la afirmacion de que N o es un miltiplo de 4 o un ndmero impar resul-
ta necesaria para que x2 -ya = N tenga soluciones enteras positivas.

La condicién es también suficiente porque si N es un mglti-
plo de 4, N se puede escribir como el producto de dos ngmeros pares
ay b(#0), y basta encontrar las soluciones (siempre enteras)de

los sistemas.
X -y =a

x+y:b

cuando a y b recorren los ngmeros pares positivos tales que ab = N.

Ejemplo. = Sea N = 16; entonces los sistemas a considerar sonlos
siguientes :

%) = LiyEE2 x--y =8 x -y =4

x +y=28 x+y = 2 x +y =4

De entre ellos, tienen soluciones positivas el primero y el gltimo, cu-
yas soluciones son (5,3) y (4,0). (Ver figura 1).- Ahora bien, si N es
impar, entonces el sistema

Xy'= L ]

x +y =N
Tiene por solucién (xy) = ((N + 1) /2, (N - 1)/2) (ambas componentes

enteras, porque N es impar)

AY

AN
N
4=x+‘341\/_'\
. 5 X
0 ////'/ i
/7
4 *2+3=8
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b) Veamos que la solucién es gnica si y sélosi N = 1  unndmero
primo 6 N/ 4 es un nimero primo.
En primer lugar, comprobemos, que si N = 1 6 N/4 es un nomero im-
par la solucién es Gnica. En efecto si N = 1, entonces sélo podemos
construir un sistema, a saber

x -y =1

x ty =1

el cual tiene por solucién a (x,y) = (1,0). De paso hemos mostrado que
los dos gnicos cuadrados consecutivos de nimeros enteros son 0 y 1.
Si N es primo tenemos que la descomposicién N = (x - y) (x + y) es
Onica. Si N/4 es primo, lo cual es posible sélo cuando N es un mglti-

plo de 4, entonces N/4 se puede factorizar en la forma

sélo cuando

x -y _ 1 x - y_ N/4
2 2
6
XLV - N/ xty o g
2

De estos sistemas de ecuaciones, sélo el primero tiene soluciones po-
sitivas: x = 1 + N/4, y = N/4 - 1( > 0 porque N/4 2 0;
luego en este caso la solucién es gnica-

Veamos ahora que si la solucién es (nica entonces 6 N = 1 6 N es
primo 6 N /4 es primo. En primer lugar, si la descomposicién N = (x-y)
(x + y) es Unica, para N mgltiplo de cuatro, tenemos

X YooKt Y
2 2

.

de manera Gnica; es decir, los (nicos divisores de N/4 son (x-y)/2
(x +y)/2; y como N/4 y 1 son divisores de N/4, N/4 es primo.

Si N no es miltiplo de 4, N hemos visto que es impar y si la descom-
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posicién (x - y) (x + y) = N es (nica, entonces necesariamente N es
primo.
VICTOR HUGO PRIETO
(Alumno de la Facultad de Matemgticas, UNAL)
114. - Sean x'0x y y’Oy dos ejes perpendiculares y A un punto situa-
do sobre la bisectriz interior de xOy (en el interior de este angulo).
Se pone 0A = a. Un circulo variable pasapor 0 y A, y cortaa x’x en
Myay'ye N.

a) 1. - Lugar del punto medio de MN.

Se trata entonces de una familia de circunferencias que pa-

san por los puntos 0 y A. La ecuacién de la recta OA es

Q) Al

luego la ecuacién de la recta de los centros de las curvas de la familia
serd

(2) x +y=(V2a)/2

Puesto que MON = 90° y M y N pertenecen a la circunferencia, se

tiene que MN es un didmetro y por tanto el lugar del punto medio de

MN es la recta de los centros dada por la ecuacién (2).

Il. - Encontrar la curva a la cual MN permanece tangente.

Necesitamos hallar la ecuacién de la recta MN y para eso de-
bemos buscar la ecuacién de la familia de circunferencias. Tomamos
dos representantes de la familia, por ejemplo, la que tiene por centro

el punto medio de OA, cuya ecuacién es

(3) (+9*) —J%;ax - —‘%a.g =0

y la de  ecuacién

(4) x4+ yb - 2V2y.= 0

que tiene su centro en el eje de y . (Figura 1).



0

¥ Flg. 1

Entonces la ecuacién de las curvas de la familia en funcign

de un parémetro k# -1 serg

Jza . _TzZa

De aqui obtenemos las coor denadas de los puntos M y N, a saber :

(6) JZa JZ a1 + %)
M:(Q(k+])'0) ( 2k + 1) )

y por lo tanto la ecuacién de la familia de rectas MN, o sea :

(7) yo=- (4 dox V2 a(1 + 2)
2k + 1)

La pendiente de estas rectas seria -(1 + 2k) luego si hacemos
. p = 2k + 1 tendremos

(8) y:-px+ﬁcg
p + 1

y tenemos una ecuacién diferencial conocida con el nombre de ecuacién

de CLAIRAUT, cuya solucién singular conduce a la curva que viene
g q

a ser la envolvente de sus propias tangentes. El método mas sencillo

para hallar esa solucién consiste en hallar f“, = 0, o sea la derivada
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parcial en funcién de p, lo cual nos dé

9 Jza VZa

< v s OI- e
(e + 12 (P + N2
Reemplazando en (8) nos queda
10
(10) R

(1 + p)2

Las ecuaciones (9) y (10) son las paramétricas de la envolvente. De

ellas podemos obtener :

11
(1) ety

expresién que combinada con (8) nos lleva a

[} \
(12 MO N | Y
que es la ecuacién de una pardbola cuyo eje es la bisectriz del primer

cuadrante y cuyo vértice es la interseccidn de ésta con la rectadelos

centros. Esta es la curva que en el enunciado llaman (P).

I11. - Construir el punto de contacto de (P) y de MN.

Esta pregunta es indtil por no calificarla de otra maneraq, por-
que cualquier punto de (P) es punto de contacto con la MN respectiva.
Si se interpreta esto enuncidndolo asi: dada la pendiente de algin MN,
hallar el punto de contacto, entonces conoceriamos a p y bastaria reem-
plazar su valor en (9) y (10) para obtener las coordenadas del punto

de contacto.

IV. - Mostrar que (P) es tangente a x'x y a y'y.

Si tomamos la ecuacién de la envolvente (12) y hallamos su

derivada tenemos :

Y
dy/dx = (y/x)
en donde para y = O tendremos una pendiente de O que corresponde



a la del eje de x’x. Anélogamente para x = 0 tendremos pendientes

de 90° que corresponde a la del eje y'y.

b) I. - Mostrar que se puede pasar de M a N por una rota-

cién, cualquiera que sea la pareja de puntos considerada; se pide el

centro y el dngulo de esta rotacién.

Puesto que M estaen x'x y N estd en y'y el paso de M a N
puede efectuarse bien por un cambio de ejes para lo cual basta permu-
tar x por y en la ecuacién de la recta MN dada por (7). Si en esta
nueva forma hallamos las coordenadas de M y N tendremos que se en-
cuentran permutadas en relacién con la posicién primitiva. También
puede hacerse por el giro de MN al rededor de su punto de interseccién
con la bisectriz y por un dangulo igual al suplemento de la diferencia de
los que forma MN con la direccién positiva.de los ejes x'x e y'y.

(Figura 2).

FIG.2

Il. - Deducir de alli que OM + ON es constante. Calcular

su valor en funcién de a.

La simetria de la figura resultante después del giro muestra
de inmediato esta propiedad. Ademds, puesto que conocemos las coor-

denadas de M y N segin (6) podemos hallar

OM + ON = ‘{L+M —V2a
2k + 1) 2Ak + 1)

lo cual pone mds agn de relieve la propiedad enunciada.
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c). - Mostrar que el drea del cuadrilatero OMAN es constan-

tesi M y N permanecen sobre las semirrectas Ox y Oy.

- aV?

Puesto que las coordenadas de A son conocidas, x =y = -
descomponemos el drea del cuadrilétero en la suma de dos trigngulos

y tenemos :

Area OMAN = Area ONA + Area OMA

- 241 + %) V2a  YZe VTa_ g
2k + 1) 4 2(k +1) 4 2

lo cual implica que dicha drea es constante.

d). - Examinar si los resultados precedentes subsisten cuan-

do los ejes x'Ox e y’Oy dejan de ser rectangulares.

Las propiedades que implican simetria respecfo a la bisectriz
permanecen constantes aunque los ejes no sean ortogonales, las demds
no.

Ejemplo : La envolvente sigue siendo una pardbola de las caracteristi-
cas de la anterior. El lugar geométrico del punto medio de MN, en
cambio, ya no es la recta de los centros.

La demostracién de todos los casos implicaria mds espacio
que el empleado para ejes: ortogonales puesto que las formulas son
mds complicadas.

ANTIGUO ALUMNO DE LA FACULTAD.

120. - Se da en el plano P, un cuadrado ABCD (con diagonales AC
y BD) inscrito en un circulo de radio R y, perpendicularmente al pla-
no P, la semirrecta AK. Siendo S un punto de esta semirrecta tal que
AS = h, se considera la pirémide SABCD.

a) Mostrar que todas las caras laterales de esta piramide son
triangulos rectangulos y que existe una esfera circunscrita a esta piré-
mide. Determinar los centros y los radios de las secciones de esta es-
fera por los planos SAB y SBC. Encontrar, cuando h varia el lugar
geométrico del centro W) de esta esfera.

b) Se supone h = 2R; por un punto variable | del segmento
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AC se traza el plano Q pardlelo a BD y SK; sea y el drea de la sec-

cion de la piramide SABCD por el plano Q. Calcular y en funcién de

R y de Al = x, y estudiar las variaciones de y enfuncién de x;tra-
zar la curva representativa suponiendo R = 1; mostrar que esta curva
tiene una tangente en el punto de abscisa x = 1 y construir esta tan-
gente.

a) De acuerdo con los datos y la construccién de la figura 1,
no es necesario demostrar que las caras ABS y ADS son trigngulos
rectangulos. Para la cara SBC tendriamos :

BCE = ‘9R®

SC2 = 4R% + h?

SB* = 2R* & K2

T ETSBY B

La cara cumple entonces la relacién pitagérica, luego 4SBC es rectdn-

gulo. Andlogamente tendriamos que SDC es recténgulo en D.

La recta MN perpendicular al plano P es lugar geométrico de los puntos
equidistantes delos vértices del cuadrado,El plano normal SA en el pun-
to medio de dicho segmento, es el lugar geométrico de todos los puntos
equildi stantes de S y A. Puesto que SA y MN son normales a un mis-
mo plano, existe un punto de interseccion entre MN y el plano normal,
luego este punto equidista de A,B,C,D,S, y por tanto existe una esfera
circunscrita a la pirdmide.

Para determinar los centros y los radios de las secciones de
la esfera por cualquiera de las caras se puede utilizar el método de la
Geometria Descriptiva -para quienes no temen este procedimiento- que
consiste en abatir las caras al rededor de los lados del cuadrado de
tal manera que todas queden en el mismo plano P representado ahora
en el papel de dibujo (figura 2), y asi tenemos todo en verdadera mag-
nitud. Es suficiente entonces hallar el punto de interseccién de las me-
diatrices y tenemos el centro y el radio de cualquiera de las secciones.
Al mismo tiempo mostramos con esto que las caras son tridngulos rec-

tangulos.
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El lugar geométrico del centro w de la esfera circunscrita,
cuando h varia es el mismo indicado anteriormente (en realidad los dos
lugares ya enunciados ).

b) La seccién por el plano indicado es un pentdgono si | es-
td entre A 'y M, o es un trigngulo si | estd entre M y C. Considere-
mos el caso del pentagono EFGHJ, dibujado el abatimiento en verda-
dera magnitud en donde se tiene EF = JH; El = |J = x, y por tan-

to tenemos el pentdgono dividido en dos trapecios iguales.

Segin las condiciones del enunciado tendremos :

R:FE = V2R:( VZR- /2x); FE = 2(R-x)

2R:Gl = 2R: ( V2R - x) . Gl'= R - x
lueqo el drea y se expresa en la forma
y = 4Rx - 2

Esta funcidn solamente se cumple para o < x £ R si se han
de considerar sélo las dreas situadas en el semiespacio al cual perte-
nece S, en virtud de que para R ¢ x € (4R) / 3 tendriamos parte del
pentagono en el semiespacio opuesto a S, que la funcién determina como
drea negativa, y que iguala a la positiva para x = (4R / 3), en cuyo
caso y = 0.

Para (4R/3) < x < 2R la parte negativa seria mayor que la
positiva y por tanto y ¢ 0 Entonces para R<x<2R debe establecerse
una funcién andloga a la anterior pero mas sencilla puesto que la sec-
cién es triangular.

Para R = 1 tenemosy = 4x - 3x2, y de conformidad con
discusidn anterior tendriamos como curva representativa un segmento
de paréhola en el intervalo 0< x < 1, y puesto que x = 1 estd inclui-
do en él, la tangente existe en el punto de esta abscisa.

Entre | os varios sistemas empleados para trazar tangentes em-
pleamos el siguiente : Trazamos el eje auxiliar paralelo a y por el vér-

tice K de la pardbola y proyectamos el punto Q = (1, 1) sobre el eje
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auxiliar y tenemos Q;. Tomamos QK = KT como lo indica lafigura
3;unimos T con Q y tenemos la tangente pedida. La demostracisn de
este procedimiento se encuentra en cualquier Geometria Elemental (por
ejemplo, Eléments de Géométrie, F. J. ).

FIGURAS DEL PROBLEMA
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131. - Usondo la identidad

n+i N+ &
ka: Z((m-l) £ 130
1 i
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demostrar :

aln T
o)gm_——Q—

n
b)E me=n(n+1)(2n+1)
- 6
2
C)i ¥ 0¥t )
‘ 4

Solucion. - Para deducir (a), hacemos en la identidad dada

k = 2, y desarrollamos el término de la derecha usando el teorema del
binomio :
n+l n+i 3 n+1 :
Zm2=Z((m DD =D ((m-1 2Am-1)+ 1)
1 1
'\H n+1i n+i
ot 25 3
1
pero,
n+\
) mi= 14224 i+ (b D)
1
o+
L(ml):1+2+ *rpe
1
luego
n+i n+l
n+1) :ZZ m”+§ 1
m-x n+i

Sy MR e

por tanto : (n+1 = 2£ m + (n+ 1), de donde resulta :
h

(n+1) - (n+ 1) =(n+D((n+1) - 1):2Zm
A

A n(n+1)
2
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= 3, y procedemos and-

Para deducir (b), hacemos en la identidad k
logamente al caso anterior, asf :
nei

n+ n+l g ¥ 2
=2 ((m-17+3(m-17+3(m-1)+ 1)

Zm3=z ((m-N+1) =
1 1
! Nl N+l N4y
= N m])+3Z(m] £3) (m-1) + )1
\ 1 \

pero,
n+t
B Do e e e Rk Lk 1)
0
N4t ¥ ¢
2 (m-1¥=14+2%+... +n?
\
luego,
n+\ n+y n+1i n+l
(h+1) = BZmz- 6Zm + BZI b 3Zm
A \ ]
. 3Z1 + Z1
f\‘t\ N+l
= 3Zm - 3Zm +Z]+3 n+1)
—3Zm2+3n+1 3-21MEL+(n+1
n+\

(n+ND(n+2) Conge:

usando que m =
[ 2

n
6Z 2= 2(n+ 1)5+ 3n+1D(n+2) - 2(n+1) - <S(n+'l)2

m
\
(n+1)(2(n+ 12+ 3(n+2) -2-6(n+ 1))

(n+1)(2n2+4n+2+3n+6-2-6n-6)
n(2n+1)

= (n+1)(2n%+n) = (n+1)

luego :

1)
2 nto nlndllidasih
i
6

4 y procedemos de manera andloga a

Para deducir (c) hacemos k =

(b).

como hicimos en (a) y
RICARDO PLATA TORRES
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