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RESUMEN

CONTROL AUTOMÁTICO DE UN EXOESQUELETO DE MARCHA PARA
PACIENTES CON DISCAPACIDAD MOTORA

por

WILLINGTON JAIME ARCOS LEGARDA

MAGISTER EN INGENIERÍA AUTOMATIZACIÓN INDUSTRIAL
DEPARTAMENTO DE INGENIERÍA ELÉCTRICA Y ELECTRÓNICA

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Director: Hernando Dı́az Morales. Ph. D. Codirector: Andrés Tovar Pérez. Ph. D.

El objetivo de esta tesis es desarrollar una estrategia de control multivariable para el movimiento
de un exoesqueleto de marcha. El propósito del exoesqueleto es asistir la caminata de un sujeto
con discapacidad motora. En este trabajo se modela la dinámica multicuerpos del sistema sujeto-
exoesqueleto. El modelo de la dinámica multicuerpos es construido en SimMechanics de Matlab. El
modelado y la simulación de la caminata incluye dos fases de operación: apoyo simple y apoyo doble.
La dinámica de sistema sujeto-exoesqueleto tiene caracteŕısticas no lineales, por tanto el modelo es
linealizado alrededor de puntos de equilibrio dentro de cada fase de operación. Para la aproximación
lineal del sistema se sintonizan controladores PI Vectorial, LQR y GPI. Los controladores permiten
realizar el seguimiento de una trayectoria de referencia, garantizando la estabilidad del sistema a lo
largo de toda la trayectoria de marcha. Este trabajo evalúa el seguimiento de trayectorias, rechazo
de perturbaciones y variación de parámetros. Las evaluaciones de los controladores se realizan en
el sistema no lineal construido en el modelo multicuerpos. Los resultados permiten concluir que los
controladores GPI tienen el mejor desempeño para cada fase de apoyo, además tienen desempeño
robusto a perturbaciones de alta frecuencia en la entrada de control y a variación de parámetros del
sujeto.





ABSTRACT

AUTOMATIC CONTROL OF A GAIT EXOSKELETON FOR PATIENTS WITH
WALKING DISABILITIES

by

WILLINGTON JAIME ARCOS LEGARDA

MAGISTER EN INGENIERÍA AUTOMATIZACIÓN INDUSTRIAL
DEPARTAMENTO DE INGENIERÍA ELÉCTRICA Y ELECTRÓNICA

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Advisor: Hernando Dı́az Morales. Ph. D. Coadvisor: Andrés Tovar Pérez. Ph. D.

The objective of this work is to develop a multivariable control to drive a gait exoskeleton. The purpose
of the exoskeleton is to assist a person with walking disabilities. In this work the multibody dynamics
model of both the person and the exoskeleton is developed. The model is built in SimMechanics of
Matlab. The gait simulation consists of two operation stages: single support and double support. The
dynamic of the person-exoskeleton is a nonlinear system, for that reason the model is linearized in a
equilibrium point in each operation stages. With the linear approximation the PI Vectorial, LQR and
GPI controllers are designed. The controllers allow to make tracking of trajectories with the warranty
of that the system is stable and has robust performance. Trajectory tracking, disturbance rejection,
and system parameter variations are evaluated. The results demonstrate that the GPI controllers to
single and double support have the best performance and robustness indexes.
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4.1 Errores máximos en cada articulación para cada controlador. . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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A.2 Cadena cinemática con las masas concentradas en el radio de giro . . . . . . . . . . . . . 78
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Justificación y Motivación

El crecimiento del número de personas con discapacidades motoras de marcha ha llevado a la ingenieŕıa
a desarrollar nuevas técnicas para asistir la caminata. Una de las técnicas en desarrollo son los exoes-
queletos de marcha. Estos dispositivos tienen como finalidad brindarle a los pacientes la posibilidad de
recuperar movilidad y de esta manera integrarse a la sociedad activamente, superando las limitaciones
f́ısicas asociadas a la incapacidad de caminar. Los exoesqueletos son una alternativa tecnológica a las
sillas de ruedas o a las órtesis pasivas en la que el paciente realiza soporte y balanceo apoyado en
caminadores, muletas o bastones. Una caracteŕıstica común en los pocos modelos de exoesqueletos
para sujetos con discapacidad de marcha existentes es que el sujeto debe realizar esfuerzo con las
extremidades superiores a través de caminadores o bordones canadienses para mantener el equilibrio,
restando de esta manera la autonomı́a del sujeto para realizar otras actividades con las extremidades
superiores mientras se encuentra en pie o caminando.

Aunque los exoesqueletos son una alternativa efectiva para sujetos con discapacidad de marcha, exis-
ten problemas tecnológicos que no han permitido que ellos sean instrumentos ampliamente difundidos
o comercializados. Las estrategias de control son uno de los problemas más importantes en el diseño
de los exoesqueletos por la confiabilidad y robustez que estas deben brindar. Una correcta estrategia
de control no solo permite realizar los seguimientos de las referencias de marcha garantizando la esta-
bilidad del sistema, sino también la optimización del consumo energético. Este último es importante
para darle al exoesqueleto portabilidad energética.

El control de un exoesqueleto para personas con discapacidad total de marcha se divide en dos partes,
primero un lazo de control superior, encargado de generar una trayectoria de marcha para las arti-
culaciones, el cual debe permitir que el cuerpo se mantenga en equilibrio; segundo un lazo de control
interno destinado al seguimiento de las trayectorias de referencia generadas por el lazo de control su-
perior. El sistema de control interno del seguimiento de trayectoria debe tener un desempeño correcto,
incluso al estar expuesto a perturbaciones externas causadas por fuentes de fuerza que impidan que el
exoesqueleto desarrolle la trayectoria de marcha deseada. Una fuente adicional de incertidumbres la
constituyen los cambios naturales del paciente en el peso, densidad muscular o flexibilidad, que a la ves
desembocan en un cambio de parámetros en el modelo usado para sintonizar el controlador. Además
de esto existen otras incertidumbres por causa de algunos parámetros desconocidos como viscosidades
o resistencias de las articulaciones del paciente. Este tipo de incertidumbres suscitan la necesidad de
un sistema de control que tenga robustez ante cambio de los parámetros e incertidumbres. Además
cabe mencionar que en caso de que la referencia no sea seguida con un error en estado estacionario
cercano a cero, no importaŕıa que tan bien se calcule la trayectoria para mantenerse en equilibrio, el
sistema sujeto-exoesqueleto se encontraŕıa en una inminente cáıda.

La planta sujeto-exoesqueleto es un sistema de dinámica multicuerpos con múltiples entradas y múlti-
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ples salidas las cuales tienen una relación estrecha entre śı, razón por la cual existen dinámicas aco-
pladas que no permiten que controladores tipo SISO (single-input single-output) tenga un desempeño
eficiente. Una alternativa directa, es atacar el problema de las dinámicas acopladas con controlado-
res MIMO (multiple-input multiple-output). La planta sujeto-exoesqueleto además de ser un sistema
dinámicamente acoplado, es altamente no lineal. Para responder ante la no linealidad del sistema
existen estrategias de control lineal apoyadas en aproximaciones lineales del modelo alrededor de los
puntos de equilibrio, otras alternativas están basadas en cancelación de la no linealidad mediante
estrategias de control no lineal.

Diseñar un sistema de control que permita realizar un seguimiento efectivo de la referencia, requiere
de un modelo de la planta compuesta por el paciente y el exoesqueleto. Los modelos computacionales
de simulación dinámica son una alternativa válida, debido a que permiten recrear la dinámica de los
cuerpos de una manera acertada, incluyendo detalles de rozamientos, viscosidades e inercias. Un punto
importante en la construcción del modelo es incluir los efectos del cuerpo del paciente con parámetros
antropométricos que reflejen la población objetivo.

1.2 Estado del Arte

Los primeros trabajos en exoesqueletos iniciaron en la década de 1960 en los laboratorios de aeronáuti-
ca de la Universidad de Cornell [42]. A principios de la década de 1970, bajo el concepto de un ampli-
ficador humano, General Electric con el patrocinio de la armada estadounidense desarrolló el proyecto
Hardiman [37]. Más adelante a mediados de los 70, Vukobratovic desarrolló el primer exoesqueleto
para sujetos con paraplejia, el cual fue controlado con un conjunto de servosistemas sincronizados [65].
En los años 80, Seireg construyó un exoesqueleto para sujetos con paraplejia, que utilizaba actuadores
hidráulicos en las articulaciones de la cadera y rodilla [1]. En los años 90, Kazerooni exploró el com-
portamiento de la interacción dinámica del sujeto y el exoesqueleto, Kazerooni propuso estrategias de
control que le permitieran al exoesqueleto realizar los movimientos del operador [32, 33]. Los últimos
10 años se han caracterizado por los avances en las estrategias de control y diseño de actuadores más
eficientes para exoesqueletos amplificadores humanos [24, 40, 57].

Entre los exoesqueletos más destacados en los últimos años se encuentran a BLEEX [74], cuyo objetivo
es amplificar la resistencia del sujeto, permitiendo que el peso cargado sea trasladado directamente al
piso a través de la estructura del exoesqueleto; además, con la posibilidad de realizar los movimiento
del sujeto sin necesidad de sensores sobre el cuerpo de la persona. El control de BLEEX está basado
en el incremento de la función de sensibilidad para reaccionar al movimiento del sujeto, aunque esta
técnica hace del controlador un sistema bastante rápido, también lo hace poco robusto [20, 71]. El
exoesqueleto HAL, desarrollado por el profesor Sankai en University of Tsukuba, amplifica la resisten-
cia del sujeto operador dándole la posibilidad de cargar elementos pesados con menor esfuerzo. Este
exoesqueleto basa su sistema de control en la identificación de la intención de movimiento y suministra
torques de control proporcionales a las señales mioeléctricas generadas por los músculos asociados a
cada articulación [58, 59, 21].

El uso de exoesqueletos en el campo médico ha permitido devolver la movilidad a pacientes con disca-
pacidades motoras causadas por lesiones neuro-musculares, distrofia muscular o la pérdida de fuerza
causada por el proceso natural del envejecimiento [38]. Los exoesqueletos para uso médico también se
conocen como órtesis activas. Una de las modalidades de los exoesqueletos con fines médicos son los
destinados para tratamientos terapéuticos de reentrenamiento del proceso de marcha. Exoesqueletos
para reentrenamiento de marcha como Lokomat fabricado por Hocoma permiten identificar la fuerza
ejercida por el sujeto por medio de la medida de señales mioeléctricas. La medición de las señales
mioeléctricas mientras se realiza la terapia de marcha permiten implementar controles que comple-
menten el esfuerzo del sujeto para lograr una caminata natural [47, 27]. LOPES es un exoesqueleto
de reentrenamiento de marcha que basa su estrategia de control en un modelo que incluye elementos
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virtuales para recrear la interacción entre el paciente y el exoesqueleto, esto con el fin de seguir un
patrón de marcha pre-calculado que suavice el impacto del cambio de pie de apoyo [63, 15, 50]. ALEX
usa un control de fuerza en el cual se maneja la reacción en el tobillo, en este exoesqueleto solo se
presta atención a la trayectoria del tobillo a pesar de que el exoesqueleto tiene actuadores en la rodi-
lla y cadera. Además de esto se realiza una realimentación de la trayectoria seguida por el pie para
garantizar que las articulaciones realicen los movimientos requeridos en la terapia [7, 8].

Otra modalidad de exoesqueletos médicos es una clase de dispositivos portátiles que cumplen el obje-
tivo de asistir la marcha de personas con discapacidad total de miembros inferiores. Estos dispositivos
dan movilidad a las piernas por medio del control automático de los ángulos de cada articulación, aun-
que con la necesidad de que el sujeto realice esfuerzo con los brazos por medio de muletas canadienses
o andadores para mantener el cuerpo en equilibrio [25, 53, 56, 31]. Los exoesqueletos para personas
con discapacidad total de marcha trabajan en concordancia con el cuerpo del paciente, de tal forma
que se jerarquizan las prioridades del control y se habilita al exoesqueleto para tener cierto grado de
autonomı́a en algunas actividades como el control del equilibrio y los movimientos finos de la marcha.
Desde el punto de vista del sistema de control esta modalidad de exoesqueletos tienen exigencias de
robustez, velocidad de respuesta y confiabilidad mayor que en los exoesqueletos usados para amplificar
el cuerpo humano o para reentrenamiento de marcha [17].

En el trabajo con exoesqueletos de marcha para personas con discapacidad motora se requiere la
construcción de un modelo del sistema, para ello se presta especial atención a las caracteŕısticas de la
marcha humana. Según los estudios de la caminata humana existen dos fases bien diferenciadas en el
transcurso de una zancada, la primera fase es la de apoyo simple, en la cual el cuerpo está apoyado
sobre un sólo ṕıe mientras que el ṕıe opuesto está moviéndose hacia el siguiente punto de apoyo,
la segunda fase de la caminata es el doble apoyo, que se presenta cuando los dos pies están sobre
el suelo [46, 26, 49]. Desde el área de la Biomecánica existen estudios de la caminata humana que
describen el comportamiento dinámico del sistema, a través de métodos f́ısicos como el análisis según
las leyes de Newton-Euler o balances de enerǵıa como el método de Lagrange o Hamilton [16, 5, 41].
Un punto común de partida de estos estudios es tomar el cuerpo del sujeto como un sistema mecánico
que está formado por múltiples eslabones correspondientes a segmentos del cuerpo, en el trabajo con
exoesqueletos se deben acoplar dichos segmentos a una estructura exterior la cual forma el exoesque-
leto.

El objetivo de mantener el cuerpo en equilibrio y sincronizar el movimiento de las articulaciones de las
extremidades inferiores requiere la construcción de un modelo del sistema h́ıbrido formado por la unión
del exoesqueleto y el sujeto. La construcción de este modelo permite analizar la dinámica multicuer-
pos. Se ha desarrollado un modelo del sistema paciente-exoesqueleto por medio de una herramienta de
simulación dinámica de sistemas mecánicos como SimMechanics sobre Simulink en Matlabr. En el
modelo multicuerpos se incluyen los efectos del cuerpo de un sujeto con parámetros antropométricos
encontrados por Chandler [9]. El modelo computacional construido permite analizar el sistema como
un conjunto de cuerpos ŕıgidos a diferencia de los modelos que consideran los segmentos del cuerpo
como cargas puntuales [16, 5].

La gran mayoŕıa de sistemas de control para exoesqueletos de asistencia de marcha se basa en el
control de la impedancia mecánica de las articulaciones de la pierna de apoyo [19, 25]. Esto significa
que las articulaciones de la pierna en apoyo se bloquean mecánicamente mientras que la pierna en ba-
lanceo generalmente es controlada con controladores dedicados tipo SISO (single-input single-output).
Los modelos construidos para este tipo de estrategias de control se basan en la dinámica de la pierna
en balanceo ignorando aśı los demás efectos del cuerpo [4, 14, 72]. La limitación principal de estos
sistemas de control es la pérdida de los efectos de las dinámicas acopladas entre las distintas articula-
ciones, para lo cual se requieren tratar el sistema de manera global e implementar controladores MIMO
(multiple-input multiple-output). Sin embargo, la sintonización de estos controladores presentan retos
relacionados con la estabilidad, desempeño, robustez, rechazo de perturbaciones y la variaciones de
parámetros en el sistema.
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Muchas de las técnicas de control que se usan en el campo de la robótica b́ıpeda pueden ser aplicadas
en el problema del control de un exoesqueleto de marcha, por ejemplo los estudios de Kajita, Vuko-
bratovic o Choi [30, 66, 12], aunque hay que aclarar que un robot b́ıpedo no cuenta con la variación
de parámetros, las incertidumbres o requerimientos de seguridad y robustez de un sistema compuesto
por un sujeto con exoesqueleto.

Ejemplos de controladores PID multivariables en robots b́ıpedos se encuentran en [2] aunque sin tra-
tamiento de los efectos de las dinámicas acopladas entre los ángulos de las articulaciones. Al nivel de
controladores óptimos de exoesqueletos se encuentran desarrollos basados en optimizar el desempeño
del sistema minimizando el consumo de enerǵıa, pero teniendo en cuenta la fuerza que proporciona
el sujeto y aśı lograr un optimo aporte de enerǵıa a una articulación destinada a amplificar la resis-
tencia humana [43]. Otros trabajos se apoyan en la generación de un patrón de marcha óptimo que
permita minimizar el consumo de enerǵıa [35]. Minimizar la enerǵıa requerida por el exoesqueleto es
importante por la portabilidad energética que deben tener este tipo de dispositivos, además de que
unos requerimientos menores en las señales de control permiten usar actuadores menos voluminosos.

Uno de los sistemas de control MIMO más versátiles para seguimiento de trayectorias es el control PI
vectorial [28]. Este controlador ofrece las ventajas de un control PI para sistemas SISO, pero en un
sistema de múltiples variables y afronta los mismos retos relacionados con su sintonización pero en
múltiples dimensiones. El controlador PI multivariable por realimentación de estado puede ser sintoni-
zado según la estructura propia de lazo cerrado deseada [61]. Una alternativa de sintonización es usar
una técnica de optimización denominada LQR (Linear Quadratic Regulator) [18, 62]. Esta estrategia
permite diseñar el controlador con seguimiento de la trayectoria de referencia y con requerimientos
de torques moderados. Estas técnicas de control están basadas en aproximaciones lineales de la planta.

Una alternativa de control lineal para sistemas no lineales mecanicos es el control GPI (Generalized
Proportional Integral) [60]. Aunque no hay evidencia del uso de este tipo de control en exoesqueletos,
las aplicaciones en robots seriales muestran un comportamiento que podŕıa cumplir con los requeri-
mientos del sistema a controlar [22].

1.3 Objetivos del Trabajo

El objetivo de esta tesis es desarrollar una estrategia de control multivariable para el movimiento de
un exoesqueleto de marcha que asiste a un sujeto con discapacidad motora total o parcial. Además
de asegurar el seguimiento de una trayectoria deseada, el controlador debe rechazar perturbaciones
asegurando la estabilidad del sistema en presencia de movimientos aleatorios del paciente y cambios
del medio externo. Con el fin de diseñar, sintonizar y simular los sistemas de control se propone desa-
rrollar un modelo del cuerpo del sujeto con exoesqueleto.

1.4 Solución Propuesta

En esta tesis se explora el diseño de un sistema de control de un exoesqueleto para asistir la marcha
de una persona con discapacidad motora. El objetivo del controlador es encargarse del seguimiento
de una trayectoria de marcha precalculada y por consiguiente atenuar el esfuerzo realizado por el
paciente para mantener el cuerpo en equilibrio. El trabajo efectivo del sistema de control le da al
paciente mayor autonomı́a en las labores en las que intervienen las extremidades superiores.

Esta tesis está destinada a exoesqueletos portátiles para asistir la caminata de pacientes que tienen
discapacidad parcial o total de marcha. Un paciente que no tiene control del movimiento de sus ex-
tremidades inferiores requiere que el exoesqueleto suministre los torques necesarios para realizar los
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movimientos preestablecidos con miras a generar una caminata b́ıpeda. El cálculo de los torques que
se deben suministrar por los actuadores en cada articulación implica un reto para el sistema de con-
trol, el cual debe rechazar las perturbaciones, atenuar los efectos de las dinámicas acopladas entre las
articulaciones y garantizar la estabilidad.

El problema del modelado de la planta sujeto-exoesqueleto se resuelve con la construcción de un mode-
lo computacional desarrollado en SimMechanics. Se propone construir un modelo que permita incluir
los efectos del cuerpo del paciente sobre el exoesqueleto y analizar los efectos de las incertidumbres, la
variación de los datos antropomórficos usados para construir el modelo y las perturbaciones externas.
La construcción del modelo computacional basado en un sistema de cuerpos ŕıgidos permite incluir los
cambios propios del centro de gravedad del sujeto con exoesqueleto durante el proceso de marcha. En
el modelo a construir en SiMechanics se logra integrar la interacción del sujeto con el exoesqueleto.
Este modelo no lineal permite abstraer representaciones en espacio de estado para cada fase de mar-
cha, linealizando el sistema alrededor de los puntos de equilibrio dentro del rango de trabajo. Debido
a la naturaleza propia de la caminata b́ıpeda el sistema se analiza por fases, con el fin de obtener una
representación linealizada en cada fase de marcha.

En esta tesis se diseñan controladores multivariables para el exoesqueleto basado en estrategias de
control de realimentación de variables de estado (RVE), PI vectorial con ubicación de polos, PI vec-
torial con sintonización mediante un método de optimización LQR (Linear Quadratic Regulator) y
control no lineal GPI (Generalized Proportional Integral). Los dos primeros tipos de controlador se
sintonizan basados en la ubicación de polos de lazo cerrado deseada, para este problema se propone
que todos los polos se encuentren en el semiplano izquierdo del plano complejo y que sean reales. El
tercer tipo de controlador se realiza con el fin de reducir los requerimientos de las señales de control,
por lo cual se sintoniza el control de tal forma que permita sacar el mayor provecho de los actuadores,
para tal fin se usa un método de optimización con un Regulador Optimo Lineal Cuadrático LQR. Un
método adicional de control aplicado consiste en un control Proporcional Integral Generalizado GPI.
El control GPI es una estrategia de control lineal para sistemas no lineales, cuya función es cancelar los
efectos de la no linealidad del sistema y obtener una respuesta con las caracteŕısticas deseadas. Esta
última técnica no ha sido utilizada en el control de robots b́ıpedos o exoesqueletos pero se encuentran
trabajos desarrollados por el profesor Sira-Ramı́rez en robots manipuladores seriales que inducen a
esperar buenos resultados en la esta planta [22].
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Caṕıtulo 2

Modelo

2.1 Marcha Humana

La marcha humana es un método de locomoción b́ıpeda, el cual ha sido estudiado con la perspectiva
de la biomecánica del movimiento humano. Existen distintas razones por las cuales es importante
entender los detalles de la forma de traslación de los humanos, una de las razones está dada por las
necesidades médicas. Desde el campo médico se realizan esfuerzos con el ánimo de encontrar méto-
dos más eficientes de diagnóstico de enfermedades y tratamientos más efectivos para discapacidades
motoras. Otra motivación del estudio de la marcha humana se ha dado desde la tecnoloǵıa, con el
objetivo de desarrollar dispositivos bioinspirados. En la frontera entre estas dos fuentes de interés se
encuentra el estudio de métodos de rehabilitación con ayuda de dispositivos tecnológicos que trabajen
en cooperación con los humanos tal como son los exoesqueletos. Independientemente de la razón de
los estudios de la marcha humana, los resultados son de utilidad tanto en ambientes tecnológicos como
médicos, es por eso que en esta tesis se acude a resultados y teoŕıas de ambos campos.

La marcha b́ıpeda humana es un proceso ćıclico en el cual las piernas del sujeto siguen una trayectoria
que lleva los pies entre una fase de apoyo simple y balanceo, a otra fase de doble apoyo. Aunque el
ciclo de marcha o zancada puede medirse desde cualquier posición de referencia, generalmente sé toma
como inicio la posición de contacto del talón derecho con el piso y finaliza hasta el nuevo contacto del
talón derecho con el piso. Durante un ciclo de marcha el sujeto pasa por dos fases, primero la fase
del simple apoyo en donde un pie esta apoyado en el piso mientras la pierna contraria lleva el otro
pie hacia el siguiente punto de apoyo, la segunda fase es la de doble apoyo, en esta fase los dos pies
están apoyados sobre el suelo y se lleva a cavo la transferencia de peso del cuerpo desde la pierna que
anteriormente tenia el simple apoyo hacia la pierna que continuará con el soporte.[49]

Murray [46], Kadaba [29] y Perry [49] estudiaron el patrón de marcha con el fin de determinar las
caracteŕısticas naturales de la caminata humana. Las trayectorias de la cadera, rodillas y tobillos para
un ciclo de marcha se muestran en la Figura 2.1. Estas trayectorias son usadas para probar la respuesta
de los sistemas de control diseñados en esta tesis. La Figura 2.2 muestra el desarrollo de una zancada
pasando por los dos tipos de apoyo.

La velocidad promedio de marcha para hombres y mujeres sanos y en cadencia libre esta dada en la
Tabla 2.1, en esta tabla se muestran los resultados de los estudios de Murray [46], Chao [10], Kadaba
[29], Perry [49]. Los valores de velocidad de caminata de una persona sana oscilan entre 105 y 117 pasos
por minuto. En esta tesis la velocidad de marcha de una persona con exoesqueleto es sustancialmente
reducida para garantizar niveles seguros de movilidad, la mayoŕıa de las pruebas se realizan para
velocidades entre un 5% y 15% de la velocidad de una persona sana.
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Figura 2.1: Trayectorias de Marcha Natural.[46]

Figura 2.2: Fases de Marcha Natural.
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Tabla 2.1: Velocidad de Marcha de Personas Sanas.[54]

Autor Cadencia Frecuencia Velocidad Longitud de

(pasos/min) (s/paso) (m/s) Zancada (m)
Murray(1964,1970) 117 0.51 1.415 1.45
Chao(1983) 105 0.57 1.15 1.32
Kadaba(1990) 113.5 0.52 1.305 1.355
Perry(1992) 114 0.52 1.355 1.37

2.2 Datos Antropométricos

Con el fin de modelar los efectos del cuerpo e incluir al sujeto dentro de la planta se usan los datos
antropométricos de una persona que pueda representar a un buen porcentaje de la población, para
este caso se usan los datos de una persona cercana al percentil 50 de la población colombiana. A
continuación se exponen los detalles de los datos usados para construir el modelo.

En el estudio antropométrico se tienen en cuenta las partes del cuerpo con pesos más representativos,
por lo que se divide el cuerpo en: Cabeza, tronco o torso, antebrazo derecho e izquierdo, brazo derecho
e izquierdo, mano derecha e izquierda, pierna o muslo derecho e izquierdo y antepierna derecha e
izquierda. Para cada parte del cuerpo se tienen propiedades como las longitudes, masas, centros de
masa y momentos de inercia las cuales han sido encontradas experimentalmente por Winter [70] y
Chandler [9]. La mayoŕıa de estos estudios fueron realizados en cadáveres, aunque con los avances en
la tecnoloǵıa de la fotograf́ıa y el video actualmente se puede realizar aproximaciones en individuos
vivos. Algunos de los estudios de antropometŕıa fueron recopilados, catapultados y patrocinados por
agencias espaciales para efectos de diseño de trajes y ambientes de trabajo en capsulas espaciales [52].

Para construir el modelo del cuerpo de este trabajo se tomaron los datos antropométricos postulados
por Chandler [9], ésta decisión fue basada en la similitud de talla y peso que tienen los individuos estu-
diados por Chandler con la población universitaria colombiana según una evaluación antropométrica
hecha a más de 1800 estudiantes de la Universidad Nacional de Colombia en Bogotá en el 2007 [51].
La Tabla 2.2 muestra un resumen de los datos usados en este modelo. Con el objetivo de estandari-
zar los datos se tomaron los promedios entre segmentos derechos e izquierdos. La Tabla 2.2 muestra
las desviaciones estándar de las constantes antropométricas las cuales determinan una medida de la
variación de los parámetros.

Tabla 2.2: Propiedades f́ısicas de los segmentos del cuerpo según Chandler.[9]

Propiedad Cabeza Torso Brazo Antebrazo Mano Muslo Antepierna Pie

Masa (g) 3988,3 33994,5 1865,3 1101 387,05 6649,2 2678,8 836,4
Longitud
(cm) 15,3 76,2 28,4 26,3 12,1 40,6 41,4 23,3
Centro de
Masa Prox (cm). 5,1 39,9 14,4 10,9 6,2 16,03 17,35 13,1
Ixx (g.cm2

× 103) 170,8 16193,7 142,5 65,8 7,2 1144,3 392,8 33,3
Iyy (g.cm2

× 103) 200,8 3785,1 22,4 8,7 1,9 218,7 28,8 7,2
Izz (g.cm2

× 103) 164 10876,3 135,2 63,7 5,8 1189,5 391,2 30,4

2.3 Construcción del Modelo

En esta tesis se construye un modelo del cuerpo humano con un exoesqueleto mediante el software
de simulación de sistemas multicuerpos SimMechanics en Simulink de Matlab r. Se decidió trabajar
con este programa por la facilidad de interacción con el Control Systems Toolbox también de Matlab.
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Tabla 2.3: Desviaciones estándar de las constantes antropométricas.[9]

Propiedad Cabeza Torso Brazo Antebrazo Mano Muslo Antepierna Pie

Masa (g) 483 7123.60 258.55 228.28 76.5 1726 569.4 134.9
Longitud
(cm) 0.67 6.13 1.3 1.67 1.25 2.89 2.55 0.97
Centro de
Masa Prox (cm). 0.46 3.7 0.27 0.81 0.34 1.71 1.14 0.38
Ixx (g.cm2

× 103) 42.8 4079 22.7 16 1.75 316 94.55 7.45
Iyy (g.cm2

× 103) 61.2 1381 6.9 3.7 0.98 108 14.55 2.33
Izz (g.cm2

× 103) 37.9 4004.4 19.25 15.55 1.76 335 84 703

SimMechanics se ha usado en anteriores trabajos para construir modelos de exoesqueletos de miem-
bros superiores en [69] y de miembros inferiores en [73, 6], aunque ninguno de ellos incluye los efectos
del cuerpo completo, a diferencia del modelo construido en esta tesis que incluye los efectos del cuerpo
del sujeto.

Con el propósito de realizar el estudio mecánico del cuerpo del sujeto se supone que los segmentos del
cuerpo son cuerpos ŕıgidos y se aproximan las articulaciones policéntricas a ejes de rotación fijos. El
modelo construido en SimMechanics difiere de los modelos matemáticos de Kajita [30], Vukobratovic
[66] u otros que tratan los cuerpos con las masas concentradas en el centro de masa o el radio de giro.
El modelo computacional construido considera los segmentos del cuerpo como cuerpos ŕıgidos con la
masa distribuida según los momentos de inercia del cuerpo.

Si se quiere ser riguroso no se debeŕıan tomar los huesos que forman los segmentos estudiados como
cuerpos ŕıgidos, debido fundamentalmente a las deformaciones que pueden sufrir al ser expuestos a
cargas mecánicas, aunque, śı se suponen pequeñas deformaciones se pueden analizar como cuerpos
ŕıgidos [54]. Por otro lado los músculos cuentan con propiedades viscoelásticas no lineales, lo cual
provoca incertidumbres adicionales que se ven reveladas en los resultados de los procesos realizados
para definir las constantes mecánicas de cada parte del cuerpo. En la Figura 2.3 se puede apreciar el
diseño CAD de la aproximación del cuerpo y el exoesqueleto.

Con el objetivo de modelar la marcha del cuerpo del paciente con exoesqueleto y teniendo en cuenta
la simetŕıa del cuerpo, se decidió estudiar en detalle la mitad de una zancada. La parte de la zancada
estudiada está compuesta por una fase de simple apoyo del pie derecho y una fase de doble apoyo, en
la transferencia del peso entre el pie derecho y el izquierdo. Se decide realizar un modelo para cada
fase de la marcha debido fundamentalmente al cambio que ocurre en la dinámica del sistema, cuando
se pasa de un apoyo simple a un apoyo doble. A continuación se presenta un análisis del modelo en
cada fase de la marcha.

Modelo de Simple Apoyo

El apoyo simple es la fase más extensa del ciclo de caminata y tiene caracteŕısticas de inestabilidad
mas fuertes que en el apoyo doble. Para lograr realizar la simulación correspondiente a un apoyo
simple se tomó el tobillo derecho como pivote de la caminata y gracias a la simetŕıa del cuerpo el
análisis es homologable al apoyo del ṕıe Izquierdo. Con el fin de evitar los efectos del movimiento de
las extremidades superiores durante el proceso de modelado, se mantiene constante la posición relativa
de los brazos. La Figura 2.4 muestra el desarrollo de un simple apoyo.
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Figura 2.3: Modelo del cuerpo del paciente con exoesqueleto de marcha.

Figura 2.4: Modelo del cuerpo del paciente con exoesqueleto de marcha simple apoyo del pie derecho.

Un primer análisis del modelo a nivel geométrico se da siguiendo el criterio de Kutzbach [67, 48], para
determinar la movilidad de una cadena cinemática en el plano, que está dada por

M = 3(n− j − 1) +

j
∑

i=1

fi, (2.1)

donde n es el número de eslabones, j el número de articulaciones, y fi los grados de libertad (o conec-
tividad) de cada articulación. El valor del número de movilidad indica cual es el mı́nimo número de
actuadores necesarios para controlar todas las articulaciones del exoesqueleto. El criterio es aplicable
por dos razones: (i) el movimiento del cuerpo se analiza en el plano sagital y (ii) los ejes de rotación
de las articulaciones de las caderas izquierda y derecha se encuentran alineados.
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La Figura 2.5 muestra la cadena cinemática abierta formada en la fase de apoyo simple, para la cual
se calcula la movilidad. Para apoyo simple, n = 6, j = 5, y fi = 1 para todo i = 1, . . . , j. De esta
forma la movilidad Ms en esta fase de simple apoyo es

Ms = 3(6− 5− 1) + 5 = 5. (2.2)

Figura 2.5: Modelo del cuerpo del paciente con exoesqueleto de marcha simple apoyo.

Se desea precisar que la movilidad del modelo en simple apoyo es igual al número de articulaciones que
se incluyen. Por tratarse de una cadena cinemática abierta cada articulación está habilitada para tener
un actuador. En este modelo se consideran cinco articulaciones dadas por el tobillo derecho, rodilla
derecha, cadera derecha, cadera izquierda y rodilla izquierda. Es necesario aclarar que el ángulo de
los tobillos es medido entre la antepierna y la horizontal.

En el modelo construido se propone una caminata con los pies paralelos al piso, sin movimiento relativo
de punta talón y sin deslizamiento, esto basándose en los satisfactorios resultados que esta técnica a
mostrado en robots b́ıpedos como ASIMO [11] y KHR-1 [34].

Modelo de Apoyo Doble

La Figura 2.6 muestra la evolución del cuerpo en doble apoyo en donde los dos pies están en con-
tacto con el piso y se supone que no existe deslizamiento. Se presta especial atención a esta fase de
la marcha por presentarse una transformación en la dinámica del sistema. En el modelo de simple
apoyo el sistema es una cadena cinemática abierta, mientras que en el doble apoyo el sistema es una
cadena cinemática cerrada compuesta por seis articulaciones y seis eslabones, tal como se muestra en
la Figura 2.7.
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Figura 2.6: Modelo del cuerpo del paciente con exoesqueleto de marcha doble apoyo.

Figura 2.7: Cadena cinemática formada por las piernas del paciente en doble apoyo.

La Figura 2.7 muestra la cadena cinemática formada cuando el cuerpo se encuentra en doble apoyo,
para este caso espećıfico el análisis de la movilidad según el criterio de Kutzbach está dado por n = 6,
j = 6, y fi = 1 para todo i = 1, . . . , j. Aśı que la movilidad Md en la fase de doble apoyo es
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Md = 3(6− 6− 1) + 6 = 3. (2.3)

Como ya se menciono anteriormente el valor del número de la movilidad indica el mı́nimo número de
actuadores que se requieren para controlar la totalidad de las variables de un mecanismo. Por ende el
número de actuadores requeridos para la fase de doble apoyo es tres, cuya ubicación puede correspon-
der a cualquiera de las articulaciones del sistema. En este modelo cada una de las seis articulaciones
está dotada de un actuador pero en apoyo simple se activan todos excepto el tobillo de la pierna en
balanceo, mientras que en el apoyo doble se activan los tres actuadores de la pierna que en el estado
anterior estaba en apoyo simple. La posibilidad de escoger entre seis articulaciones para activar tres
actuadores es una ventaja para diseñar una estrategia de transferencia de peso de una pierna a la
otra. Una ventaja adicional de poder escoger que actuador activar consiste en la posibilidad de agre-
gar redundancia en las señales de control para lograr distribuir las cargas de manera más homogénea
y con esto disminuir los requerimientos máximos de los actuadores.

Se resalta que cuando el cuerpo cambia de simple a doble apoyo la movilidad del sistema M reduce
de cinco a tres. El cambio de movilidad en cada fase de la marcha lleva a concluir que las dinámicas
de cada fase son diferentes, por consiguiente se hace necesario construir un modelo para cada tipo de
apoyo.

Construcción del Modelo del Cuerpo con exoesqueleto en SimMechanics de

Simulink & Matlab r

La Figura 2.8 muestra el diagrama de Simulink con bloques de SimMechanics para el modelo del
cuerpo del sujeto con exoesqueleto. Este modelo corresponde al cuerpo de un sujeto con datos an-
tropométricos de un percentil 50 de la población colombiana, estos datos se toman como los datos
nominales del cuerpo del sujeto. Adicional al cuerpo del sujeto, en el modelo se incluye un exoesqueleto
de marcha unido firmemente a los segmentos del cuerpo. Se supone un apoyo del pie derecho paralelo
al piso y pivote en el tobillo derecho. El análisis de este modelo se realiza en el plano sagital por lo
cual cada segmento del cuerpo es unido al siguiente mediante una articulación con eje de rotación
perpendicular al plano sagital, en cada articulación se incluye un torque que se opone al movimiento
con un coeficiente de fricción viscoso proporcional a la velocidad angular y un coeficiente elástico nulo
como se ve en la Figura 2.9.

Los segmentos del cuerpo humano y el exoesqueleto son representados por cuerpos ŕıgidos que contie-
nen las caracteŕısticas geométricas y f́ısicas del paciente. Las articulaciones son acopladas a bloques
para medir el ángulo y la velocidad angular, también se acoplan bloques encargados de suministrar el
torque de control por medio de actuadores.

En el diagrama de la Figura 2.8 se establecen las entradas de control marcadas con

1. Torque de Rodilla Izquierda

2. Torque de Cadera Izquierda

3. Torque de Cadera Derecha

4. Torque de Rodilla Derecha

5. Torque de Tobillo Derecho

y se marcan las salidas o señales a controlar con

1. Ángulo Rodilla Izquierda

2. Ángulo Cadera Izquierda

3. Ángulo Cadera Derecha
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4. Ángulo Rodilla Derecha

5. Ángulo Tobillo Derecho.

Figura 2.8: Diagrama en Simmechancs.

Los cuerpos ŕıgidos de cada segmento del cuerpo se configuran como se muestra en la Figura 2.10.
Primero se definen los puntos extremos y centros de gravedad de acuerdo con las coordenadas de
referencia que más convenga. Adicional a eso se define la masa y una matriz de inercia que permite
establecer como se distribuye la materia del cuerpo.

Para efectos de linealización en este diagrama se suponen brazos sin movimiento relativo en las arti-
culaciones de los hombros, codos y muñecas, pero en la evaluación del modelo no lineal se incluyen

15



las articulaciones de los brazos con caracteŕısticas similares a las de las piernas.

La construcción del modelo para la fase de doble apoyo tiene procedimientos similares, pero se trata
como una cadena cinemática cerrada. Para más detalles de los bloques de SimMechanics referirse al
manual de usuario del toolbox [39].

Figura 2.9: Diagrama en SimMechancs para la Rodilla derecha.

Figura 2.10: Configuración de un cuerpo ŕıgido en SimMechanics (Antepierna derecha).

2.4 Linealización del Modelo

Antes de iniciar con el proceso de diseño de controladores se requiere linealizar el modelo en un punto
de equilibrio dentro de la trayectoria de trabajo. En vista de que se ha construido un modelo para
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la fase de apoyo simple y otro para la fase de apoyo doble, se establecen puntos de equilibrio para
cada fase de marcha. Los puntos de equilibrio del sistema son encontrados directamente del modelo
dinámico no lineal construido en software, estos puntos se encuentran por medio de un algoritmo de
optimización destinado a buscar los puntos de equilibrio de modelos en SimMechanics. Las instruc-
ciones para realizar el procedimiento de búsqueda se pueden encontrar en (Apéndice B.1)

Linealización del Modelo de Apoyo Simple

A continuación se linealiza el sistema en la fase de apoyo simple y se obtiene una representación con
la siguiente estructura

ẋ = A(t)x(t) +B(t)u(t), (2.4)

y = C(t)x(t) +D(t)u(t), (2.5)

donde

x ∈ R
10 : Vector de estado,

u ∈ R
5 : Señales de control,

y ∈ R
5 : Variables controladas,

A(t) ∈ R
10x10 : Matriz Dinámica o Jacobiano,

B(t) ∈ R
10x5 : Matriz de Entradas,

C(t) ∈ R
5x10 : Matriz de Salidas,

D(t) ∈ R
5x5 : Matriz Nula, ya que no hay una conexión directa entre la salida y la entrada.

Para este caso se consideran parámetros invariantes en el tiempo por lo que las matrices A(t), B(t),
C(t), D(t) son constantes. Con la suposición de parámetros invariantes en el tiempo, el sistema se
transforma de la siguiente manera

ẋ = Ax(t) +Bu(t), (2.6)

y = Cx(t) +Du(t). (2.7)

Una ventaja de esta representación de estado es que cada una de las variables del vector de estado
tiene significado f́ısico, esto habilita la posibilidad de que las variables de estado puedan ser medidas
a través de sensores. Esta caracteŕıstica de la planta elimina la necesidad de diseñar estimadores de
estado. La Tabla 2.4 muestra el significado f́ısico de cada variable de estado para el simple apoyo del
pie derecho.

Ya establecida la representación de estado con la cual se trabajará, se procede a encontrar el punto de
equilibrio más cercano a la posición erguida del sujeto con exoesqueleto para la fase de simple apoyo.
Los detalles de como encontrar los puntos de equilibrio de un modelo construido en SimMechanics se
presentan en el (Apéndice B.1). Con el punto de equilibrio establecido se procede a linealizar el modelo
con la ayuda de la herramienta linmod de Matlab, esta herramienta realiza una serie de perturbaciones
cerca del punto de equilibrio, mediante las cuales se obtiene la relación entrada salida del sistema.
Para ver el procedimiento de linealización revisar (Apéndice B.2).

Después de linealizar el sistema en el punto de equilibrio establecido se analizan las caracteŕısticas
del sistema. El primer punto es definir si el sistema es estable, para tal fin se encuentran los valores
propios de la matriz A, λ(A). Debido a que algunos de los valores propios tienen parte real positiva se
puede concluir que algunos polos del sistema se encuentran en el semiplano derecho del plano complejo
por tanto el sistema es intŕınsecamente inestable.

Con el modelo linealizado se determina si el sistema es controlable y observable, para tal fin se
construyen las matrices de Controlabilidad Θc y Observabilidad Θo.

Θc =
[

B AB A2B . . . An−1B
]

, (2.8)
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Tabla 2.4: Variables de estado apoyo simple

Variable Significado F́ısico de los Estados
de Estado

X1 Rodilla Izquierda: Ángulo

X2 Cadera Izquierda: Ángulo

X3 Cadera Derecha: Ángulo

X4 Rodilla Derecha: Ángulo

X5 Tobillo Derecho: Ángulo
X6 Rodilla Izquierda: Velocidad Angular
X7 Cadera Izquierda: Velocidad Angular
X8 Cadera Derecha: Velocidad Angular
X9 Rodilla Derecha: Velocidad Angular
X10 Tobillo Derecho: Velocidad Angular

Θo =















C
CA
CA2

...
CAn−1















. (2.9)

Como
rank(Θc) = rank(A) = 10, (2.10)

entonces el par (A,B) es controlable y como

rank(Θo) = rank(A) = 10, (2.11)

entonces el par (A,C) es observable.

Con el modelo linealizado se puede definir una planta generalizada Gsys de la forma

Gsys =

[

A B
C D

]

.

Śı se calculan los ceros de Gsys se encuentra que algunos de ellos se encuentran en el semiplano derecho
del plano complejo, mostrando que el modelo en simple apoyo es no mı́nima fase.

Linealización del Modelo de Doble Apoyo

La linealización del modelo de doble soporte produce un especial interés debido a la reducción de la
movilidad que se observó en (Sección 2.3). La representación del modelo linealizado tiene la forma
mostrada en las ecuaciones (2.6),(2.7) aunque las dimensiones de las matrices cambian, por tal razón
para evitar confusiones se define una nueva ecuación de estado y de salida

ẋd = Adxd(t) +Bdud(t), (2.12)

yd = Cdxd(t) +Ddud(t). (2.13)

A continuación se ven las nuevas dimensiones de las matrices de la realización para el modelo de doble
apoyo

xd ∈ R
6 : Vector de estado,

ud ∈ R
3 : Señales de control,
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yd ∈ R
3 : Variables controladas,

Ad ∈ R
6x6 : Matriz Dinámica o Jacobiano,

Bd ∈ R
6x3 : Matriz de Entradas,

Cd ∈ R
3x6 : Matriz de Salidas,

Dd ∈ R
3x3 : Matriz Nula, ya que no hay una conexión directa entre la salida y la entrada.

La reducción del tamaño de las matrices del modelo linealizado están asociadas a una reducción de or-
den del sistema, que a su ves esta directamente ligado con la reducción de la movilidad del mecanismo.

Una decisión de diseño que se debe tomar, consiste en definir cuales son las articulaciones en las
cuales se deben poner los torques de entrada y cuales serán los ángulos de salida. Como se puede ver
en la Figura 2.7 hay seis articulaciones y en vista de que la movilidad es tres, lo que indica que el
mı́nimo número de actuadores activos para tener control total de las articulaciones debe ser tres, se
deben definir las articulaciones que tendŕıan los actuadores activos. La estrategia propuesta consiste
en activar los tres actuadores de la pierna que en el estado anterior tenia apoyo simple, esto con el fin
de evitar cambios bruscos en el seguimiento de las referencias.

En el modelado de doble apoyo estudiado, se toman como entradas y salidas a los torques y los ángulos
del tobillo derecho, rodilla derecha y cadera derecha. Se fabrica el modelo en SimMechanics para esas
condiciones teniendo en cuenta que se trata de una cadena cinemática cerrada, se busca el punto de
equilibrio y finalmente se linealiza con los mismos procedimientos realizados para el modelo de simple
apoyo, ver (Apéndice B.2).

Con el cambio de apoyo simple a doble apoyo y la reducción de orden ya explicada, queda por definir
cuales estados son los que se han eliminado del sistema y cuales son los significados f́ısicos de cada una
de las variables de estado. El significado f́ısico del vector de estado para el modelo de doble soporte
en la transferencia de pie derecho al pie izquierdo es mostrado en la Tabla 2.5

Tabla 2.5: Variables de estado doble apoyo

Variable Significado F́ısico de los Estados
de Estado

X1 Cadera Derecha: Ángulo

X2 Rodilla Derecha: Ángulo

X3 Tobillo Derecho: Ángulo
X4 Cadera Derecha: Velocidad Angular
X5 Rodilla Derecha: Velocidad Angular
X6 Tobillo Derecho: Velocidad Angular

Una vez definidas las variables de estado del modelo se construyen las matrices de controlabilidad Θdc

y observabilidad Θdo

Θdc =
[

Bd AdBd A2
dBd . . . An−1

d Bd

]

, (2.14)

Θdo =















Cd

CdAd

CdA
2
d

...
CdA

n−1
d















. (2.15)

Si se compara el rango de la matriz de controlabilidad con el rango de Ad, se obtiene que

rank(Θdc) = rank(Ad) = 6, (2.16)
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entonces el par (Ad, Bd) es controlable. De igual manera, comparando el rango de la matriz de obser-
babilidad Θdo con el rango de la matriz Ad se tiene que

rank(Θdo) = rank(Ad) = 6, (2.17)

entonces el par (Ad, Cd) es observable.

Con el modelo linealizado se puede definir una planta generalizada Gsysd de la forma

Gsysd =

[

Ad Bd

Cd Dd

]

.

Al igual que para el caso de apoyo simple se calculan los ceros de Gsysd y se encuentra que algunos
ceros se encuentran en el semiplano derecho del plano complejo, por consiguiente el modelo en doble
apoyo también es no mı́nima fase.
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Caṕıtulo 3

Diseño del Control

3.1 Problema de Control

El problema de control de un exoesqueleto de marcha es similar en algunos puntos al control de un
robot b́ıpedo, aunque con unas fuertes diferencias en cuanto a la dinámica del paciente. El control
de un exoesqueleto tiene múltiples objetivos que son dependientes los unos de los otros. Un primer
objetivo consiste en mantener el cuerpo en equilibrio para evitar cualquier tipo de cáıda que podŕıa
poner en peligro la integridad del paciente. Un segundo objetivo es realizar un desplazamiento por
medio de una marcha segura, efectiva y eficiente.

El equilibrio del exoesqueleto se divide en equilibrio estático y dinámico. El equilibrio estático hace
referencia al equilibrio del cuerpo mientras se encuentra de pie sin caminar, mientras que el equilibrio
dinámico se da en el transcurso de la caminata. Entre los trabajos más representativos acerca de la
marcha se pueden destacar los trabajos de Vukobratovic con su teoŕıa ZMP (Zero Moment Point) la
cual permite definir en que posición deben estar los pies para mantener el cuerpo en equilibrio [66]. Por
otro lado Kajita basado en el concepto de ZMP ha desarrollado estrategias para generar los patrones
de marcha que llevan al cuerpo a través de una caminata con equilibrio dinámico [30].

Determinar cual es el lugar en el que los pies deben ubicarse para que el sistema se conserve en pie es
un lazo exterior de control, dentro de dicho lazo existe un lazo encargado de realizar un seguimiento
de la trayectoria para que el patrón de marcha generado tenga el efecto esperado. En esta tesis se
concentran los esfuerzos en el problema del control de seguimiento de la trayectoria generada por el
patrón de marcha.

El sistema de control de seguimiento de trayectoria del exoesqueleto es un sistema multivariable en el
cual se controlan los ángulos de las articulaciones por medio de unos torques de entrada. La Figura
3.1 muestra la estructura de control del sistema con múltiples entradas y múltiples salidas, también se
resalta el acoplamiento dinámico de los ángulos con respecto a los torques de entrada y la inestabilidad
intŕınseca de la planta formada por el cuerpo del paciente y el exoesqueleto.

Un punto adicional que se desea resaltar son las incertidumbres que existen en la planta. En el factor∆
se incluyen las incertidumbres de las dinámicas despreciadas, los parámetros desconocidos y la varia-
ción de parámetros causada por los cambios naturales de un ente biológico como el cuerpo del paciente.
El sistema de control diseñado además de seguir la trayectoria dispuesta, debe mantener un desempeño
aceptable a pesar de las incertidumbres y rechazar las perturbaciones con las que el medio externo
pueda afectarlo.
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Figura 3.1: Problema de control.

Como se mostró en el capitulo anterior, el proceso de marcha provoca un cambio en la dinámica del
sistema dependiendo del tipo de apoyo en el cual se encuentra el cuerpo. La solución propuesta en
esta tesis consiste en diseñar controladores que cumplan con las especificaciones para cada fase de la
marcha por separado y después integrar las estrategias en un algoritmo que permita usar el controla-
dor indicado para cada fase de la marcha.

Debido a las caracteŕısticas de inestabilidad que muestra la planta, en el análisis de los valores pro-
pios de la matriz dinámica del modelo linealizado, tal como se expuso en la (sección 2.4), el primer
objetivo que se desea cumplir con el control, es asegurar la estabilidad de la planta. Para dicha tarea
se propone una realimentación de estado, que gracias a que los modelos para apoyo simple y apoyo
doble son controlables y observables, se puede asegurar la estabilidad del sistema de lazo cerrado. A
continuación se presenta la estrategia de realimentación de estado.

3.2 Control por Realimentación de Estado

A

B
∫

C

KF

Gy

Planta

r(t)

x(t) y(t)

u(t)
d(t)

−+

+

+

Figura 3.2: Estructura de control por realimentación de estado con pre-compensador y perturbaciones
en la entrada.
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La Figura 3.2 muestra la estructura de control propuesta para la realimentación de variables de es-
tado. En esta sección del trabajo se desarrolla una estrategia de control para un soporte simple del
pie derecho y después un controlador para el doble apoyo en la transferencia del pie derecho al pie
izquierdo.

La estructura de control para realimentación de variables de estado permite fijar algunas caracteŕısti-
cas del sistema de lazo cerrado, mediante el diseño de una matriz de ganancias de realimentación de
estado. Para proceder con el diseño de este controlador se debe cumplir con un par de premisas que
consisten en que el sistema sea controlable y que se conozcan los valores de los estados, ya sea que
estos se midan a través de sensores o que puedan ser estimados por medio de observadores, este último
punto se resume en que el subconjunto de estados controlables sean observables.

En la Figura 3.2 de la estructura de control para la realimentación de estado se incluye un bloque
de precompensación F y otro de perturbaciones en la entrada Gy. Para diseñar el controlador de
realimentación de estado K inicialmente se supone F = I y d(t) = 0. Se obtiene la representación de
estado del sistema en lazo cerrado de tal forma que la entrada u del sistema ahora es u = r −Kx y
por consiguiente la ecuación de estado toma la siguiente forma

ẋ = Ax+B(r −Kx), (3.1)

ẋ = Ax−BKx+Br, (3.2)

ẋ = (A−BK)x+Br, (3.3)

donde (A−BK) contiene la dinámica del sistema en lazo cerrado y r es la nueva entrada del sistema.

Los polos del sistema en lazo abierto son λi(A) para todo i = 1, . . . , j con j = 10, los cuales corres-
ponden a los valores propios de la matriz A de la representación de estado del sistema linealizado.

λ(A) =

































−32,6265
29,8024

−2,6510 + 8,9940i
−2,6510− 8,9940i

9,1332
−9,5344

−0,0862 + 4,3399i
−0,0862− 4,3399i

2,7769
−2,781

































.

La parte real de algunos valores propios es positiva, lo cual indica que estos polos se ubican en el
semiplano derecho del plano complejo, con lo que se concluye que el sistema es inestable.

El primer objetivo que se desea lograr con el controlador es estabilizar el sistema de lazo cerrado. Este
proceso se realiza con la asignación de polos de lazo cerrado basados en la nueva forma de la ecuación
de estado. La matriz (A−BK) define la dinámica del lazo cerrado donde A y B son matrices propias
del sistema, pero es posible escoger K de tal manera que los valores propios de (A−BK) tengan parte
real negativa y lograr que el sistema sea estable.

Por medio de un proceso de asignación de polos se pueden obtener las constantes del controlador, con
los cuales se simulan el modelo de cuerpos ŕıgidos o sistema multicuerpos construido en SimMechanics
y el modelo linealizado representado en espacios de estado. Para este controlador se decide ubicar los
polos en el semiplano izquierdo con valores reales y una diferencia pequeña para evitar la posibilidad
de polos dominantes. A continuación se muestran los valores de los polos asignados

PolosT RV E =
[

−39 −39,6 −40,2 −42,8 −36 −38 −40 −42 −44 −44,2
]

.
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La Figura 3.3 muestra el comportamiento del sistema con realimentación de estado y ubicación de
polos manual. Se expone el sistema de control a referencias constantes para un periodo de tiempo de 0s
hasta 3s, pero con valores iniciales diferentes de cero. La respuesta del sistema linealizado y el modelo
no lineal en SimMechanics muestran que el controlador estabiliza el sistema haciendo converger las
variables del sistema linealizado a cero y las salidas del sistema no lineal a valores cercanos de cero.
Las respuestas del sistema lineal y no lineal son cercanas a pesar de que el sistema no lineal esta
trabajando alejado del punto de equilibrio, alrrededor del cual se realizo la linealización. Se realiza un
cambio tipo escalón en la referencia del tobillo derecho en el tiempo t = 3s, ante este cambio en la
referencia no se observa ningún cambio considerable en los ángulos de las articulaciones, por lo cual se
concluye que este tipo de control no tiene un buen seguimiento de la referencia. En el tiempo t = 6s
el sistema se expone a una perturbación tipo escalón en el torque de entrada al tobillo derecho de
un 10% de la señal de control actual. Se puede apreciar que aunque el sistema se mantiene estable
después de ser perturbado, aparece una modificación en el error de seguimiento y dicha perturbación
afecta a las articulaciones diferentes del tobillo derecho. Finalmente se resalta que durante todo el
tiempo de la simulación persiste la existencia de error en estado estacionario.
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Ángulo Rodilla Izquierda

Time (s)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.1

0.2

0

0.1

0.2

0

0.1

0.2

-0.1

0

0.1

0.2

-0.1

0

0.1

0.2

(Azul: Ref, Magenta: Sistema multicuerpos, Cian: Sistema linealizado)

Figura 3.3: Respuesta del sistema con realimentación de variables de estado.

Con el fin de eliminar el error de estado estacionario del sistema se diseña un precompensador F dado
por la ecuación

F = T−1(0), (3.4)
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donde T (0) es considerado el valor de d.c. del sistema de lazo cerrado, el cual se puede calcular
partiendo de la función de transferencia de lazo cerrado dada por

y(s) =
[

C(sI −A+BK)−1B +D
]

r(s). (3.5)

Dado que todos los polos de A−BK tienen parte real negativa, la ganancia d.c. es finita y se calcula
evaluando el ĺıms→0 T (s)

T (0) =
y(0)

r(0)
= C(0I −A+BK)−1B +D. (3.6)
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(Azul: Ref, Magenta: Sistema multicuerpos, Cian: Sistema linealizado)

Figura 3.4: Respuesta del sistema con realimentación de variables de estado con precompensador.

La Figura 3.4 muestra la respuesta del sistema con precompensador. Con la simulación del sistema de
control desde una posición inicial cero hasta otra dada en la referencia azul, se puede ver claramente
que el sistema se estabiliza y las variables controladas se encuentran más cerca de las referencias que
en el caso del sistema sin precompensador, la Figura 3.4 tiene un cambio en la referencia del tobillo
derecho en t = 3s ante la cual se puede apreciar que aunque la referencia del ángulo de tobillo derecho
es seguida, las otras variables sufren perturbaciones. En el tiempo t = 6s se aplica una perturbación
sobre la entrada de control del ángulo del tobillo derecho equivalente al 10% de la señal de control
actual, ante la cual el sistema reacciona, aunque el rechazo de la perturbación no es suficiente para
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Figura 3.5: Respuesta del sistema con realimentación de variables de estado con precompensador.

mantener el error en cero. La perturbación en el torque del tobillo derecho no solo afecta el estado
del ángulo del tobillo derecho, sino también el ángulo de las otras articulaciones, ah́ı se ve reflejada la
dinámica acoplada de toda la planta.

La Figura 3.5 muestra el comportamiento del error del sistema linealizado y el sistema multicuerpos
expuesto al control por realimentación de estado con precompensador, se puede ver como la respuesta
del sistema linealizado lleva los errores a cero durante los primeros seis segundos aunque después de
la perturbación el sistema no tiene la capacidad de mantener el error en cero.

Las simulaciones que se han hecho hasta este punto, muestran el comportamiento del sistema linealiza-
do y el sistema multicuerpos no lineal. Estas simulaciones de los dos modelo en simultanea, expuestos
a los mismos cambios de referencia y a las mismas perturbaciones, se realizan con el objetivo de evi-
denciar la similitud de las respuestas de los dos modelos.

En este punto del diseño de controladores por realimentación de estado, se aplican las estrategias
anteriores para el modelo de doble apoyo. Debido al desempeño mostrado por el controlador con
precompensador se diseña un controlador similar para controlar el modelo con doble apoyo. Se debe
tener en cuenta que el vector de estado del modelo con doble apoyo tiene seis variables de estado
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contra diez del modelo de simple apoyo, esto implica que el número de polos a asignar no es diez sino
solamente seis. A continuación se presentan los valores de los polos de lazo cerrado que se desean para
el modelo de doble apoyo.

PolosT RV E d =
[

−44,2 −36 −38 −40 −42 −44
]

.

La Figura 3.6 muestra el comportamiento del modelo con doble apoyo. Los ángulos a controlar se
estabilizan, pero el seguimiento de referencia para el sistema multicuerpos mantiene error en estado
estacionario. Al igual que en la simulación del modelo con apoyo simple se realiza una perturbación
en t = 6s pero el sistema de control no rechaza la perturbación.

En la simulación mostrada en la Figura 3.6 se puede resaltar que los ángulos de la cadera, rodilla
y tobillo izquierdo se mantienen estables sin ninguna señal de control directa en la articulación. Eso
debido a que dichos ángulos en este modelo son función de los ángulos de la cadera, rodilla y tobillo
derechos.
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Figura 3.6: Respuesta del sistema con doble soporte con realimentación de variables de estado y
precompensador.

Con el fin de eliminar los errores en estado estacionario presentados en esta estrategia de control, se
propone una estrategia que incluya una acción integral del error que lleve el error a cero y tenga un
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mejor rechazo de perturbaciones. Dicha estrategia es denominada PI Vectorial y se describe a conti-
nuación.

3.3 Control PI-Vectorial

Con el fin de realizar un seguimiento de las referencias y que el error en estado estacionario tienda a
cero, se usa una estrategia de control que incluya una acción integral del error, formado por la dife-
rencia entre la referencia r(t) y el valor de salida y(t). La estructura de control PI Vectorial propuesta
se muestra en la Figura 3.7.

A

B
∫

∫

C

Gy

K2

K1

Planta

z

ż

r(t)

x(t) y(t)

d(t)

u(t)
+ + +

+ −

Figura 3.7: Estructura de control PI Vectorial con perturbaciones en la entrada

El método de control PI Vectorial tiene como objetivo lograr que el error tienda a cero e = r− y → 0,
para esto se adiciona un grupo nuevo de variables de estado z que satisfacen la siguiente relación

ż = r − y = r − Cx = error. (3.7)

Ahora se pueden presentar las ecuaciones de estado que rigen el sistema de lazo cerrado. La primera
ecuación (3.8) es propia de la dinámica del sistema, mientras que en (3.9) se incluyen las nuevas
variables de estado.

ẋ = Ax+Bu, (3.8)

ż = −Cx+ r(t), (3.9)

donde

u = K1x+K2z. (3.10)

Explorando el sistema en lazo abierto se obtiene la siguiente representación de espacio de estado

[

ẋ
ż

]

=

[

A 0
−C 0

] [

x
z

]

+

[

B
0

]

u+

[

0
I

]

r, (3.11)

y =
[

C 0
]

[

x
z

]

, (3.12)
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donde

Ā =

[

A 0
−C 0

]

, (3.13)

B̄ =

[

B
0

]

, (3.14)

C̄ =
[

C 0
]

. (3.15)

Con las ecuaciones de estado obtenidas en (3.8) y (3.9) y la ecuación de control (3.10) se puede crear
un sistema de lazo cerrado descrito por

ẋ = Ax+B(K1x+K2z), (3.16)

ẋ = Ax+BK1x+BK2z, (3.17)

ẋ = (A+BK1)x+BK2z. (3.18)

Partiendo de (3.9) y (3.18) se obtiene la representación de estado de lazo cerrado, dada por

[

ẋ
ż

]

=

[

A+BK1 BK2

−C 0

] [

x
z

]

+

[

0
I

]

r, (3.19)

donde se puede definir que

Â =

[

A+BK1 BK2

−C 0

]

. (3.20)

Los valores propios y vectores propios de la matriz Â determinan el comportamiento del sistema en
lazo cerrado. Una condición necesaria para asignar la estructura propia de Â es que el par (Ā, B̄) sea
controlable o de manera equivalente se requiere que

rank

[

B A
0 −C

]

= rank(A) + n = 15, (3.21)

donde el rango de la matriz A = 10 más el número de señales controladas n = 5 es igual a 15.

Como la condición 3.21 es satisfecha, se puede decir que el par (Ā, B̄) es controlable y se pueden asignar
los polos de lazo cerrado que garanticen la estabilidad del sistema. Antes de escoger los polos de lazo
cerrado se tiene en cuenta que Â está definida en R

15x15, por tanto se deben asignar 15 polos. Los
polos asignados se presentan a continuación y cumplen con la condición de tener parte real negativa,
condición necesaria para garantizar la estabilidad. En este caso se asignan polos reales negativos que
además, tienen valores con dispersión pequeña para evitar dinámicas dominantes.

PolosT PI V =

[

−39 −39,6 −40,2 −42,8 −44,2 −36 −38 −40 −42 . . .
. . . −44 −41 −40,4 −38,2 −36,2 −36,4 −36,6

]

.

Por medio de un método de asignación de polos se puede encontrar una solución factible para los
valores de K1 y K2. Estos valores pueden variar de acuerdo con la asignación de la estructura propia
completa, es decir además de los valores propios, también se pueden asignar los vectores propios, en
esta fase del trabajo sólo se le presta atención a los valores propios, debido a que son estos los que
determinan la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Con el controlador diseñado se hacen simulaciones que permitan observar el comportamiento del sis-
tema. La Figura 3.8 muestra la respuesta del sistema multicuerpos expuesto a una referencia paso en
la fase de simple apoyo. Se puede apreciar como el sistema realiza una corrección del error efectiva,
incluso cuando se expone el sistema a un cambio de referencia en t = 3 y una perturbación en el
torque del tobillo derecho en t = 6.
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Figura 3.8: Respuesta del sistema con simple apoyo con PI Vectorial.

Se puede destacar el buen funcionamiento del controlador actuando de acuerdo a lo esperado de una
estrategia de control multivariable como la implementada con el control PI Vectorial. El acierto de la
estrategia de control esta basada fundamentalmente en que el cambio en el estado del tobillo derecho
en t = 3s no ocasiona cambios relevantes en el estado de los ángulos de las demás articulaciones. A
pesar de que el cambio brusco de la referencia del tobillo derecho provoca unas perturbaciones en los
estados de las restantes articulaciones son rápidamente corregidos y llevan el error a cero.

La Figura 3.9 muestra la señal de control en la simulación anterior. Aunque el comportamiento del
sistema de control es bueno las señales de control tienen picos máximos altos. Estos altos requeri-
mientos de señales de control convierte el sistema en un sistema con poca viabilidad debido a que los
actuadores requeridos seŕıan desproporcionados con respecto al sistema completo.

Ahora se usa la misma estructura de control del PI Vectorial para controlar el modelo con doble apoyo.
En primera instancia se revisa la controlabilidad del par (Ād, B̄d) y después se define la matriz dinámica
de lazo cerrado para doble soporte Âd ∈ R

9x9, lo cual indica que se deben asignar nueve polos. A
continuación se presentan los valores de los polos, los cuales cumplen con las condiciones descritas
anteriormente para satisfacer con el requerimiento de estabilidad del sistema de lazo cerrado.

PolosT PI V d =
[

−39 −39,6 −40,2 −42,8 −44,2 −36 −38 −40 −42
]

.
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Figura 3.9: Señal de Control del sistema con simple apoyo con PI Vectorial.

La Figura 3.10 muestra la respuesta del sistema de control del modelo de apoyo doble. Esta simulación
se realiza con las misma referencias y perturbaciones que el control por realimentación de variables
de estado para doble soporte de la anterior sección. Se puede ver que el sistema de control tiene un
buen seguimiento de la referencia y un buen rechazo de perturbaciones. Cabe destacar que en esta
simulación el ángulo de la cadera, rodilla y tobillo izquierdo son función de las variables controladas
y por esa razón también se mantienen estables.

Finalmente en el análisis de la señal de control presentada en la Figura 3.11 se puede ver que los picos
máximos de control están en el orden de 4× 104 Nm. lo cual es un requerimiento de torque más alto
que los requerimientos de soporte simple.

Con el fin de obtener señales de control con requerimientos inferiores y con el mejor desempeño del
controlador posible, se implementa una estrategia de optimización que permita asignar una estructura
propia que realice un balance entre el desempeño del controlador y la magnitud de la señal de control.
Dicha estrategia de control esta basada en el método LQR que se muestra a continuación.
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Figura 3.10: Respuesta del sistema con doble apoyo con PI Vectorial.
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Figura 3.11: Señal de Control del sistema con doble apoyo con PI Vectorial.
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3.4 Control PI-Vectorial con LQR

En este punto se hace importante determinar las constantes del controlador que sacan el mayor pro-
vecho de los elementos del lazo de control, con un desempeño y robustez aceptables. Con el fin de
que los actuadores puedan otorgar el torque suficiente para mantener el sistema estable y realizar un
seguimiento de la referencia adecuado, los ĺımites máximos habilitados para las señales de control no
deben ser excedidos.

La asignación de la estructura propia constituida por los valores y vectores propios del sistema de
lazo cerrado, está ligada directamente a los picos máximos de las señales de control y a la capa-
cidad de seguir una trayectoria. Por esta razón se implementa una estrategia de optimización para
asignar una estructura propia que garantice polos estables y que proporcione un desempeño adecuado.

Problema de optimización

Como se pudo ver en los resultados de las simulaciones del controlador PI Vectorial, la estructura de
control propuesta cuenta con la capacidad de cumplir con los requerimientos necesarios en una planta
como la que se esta tratando de controlar. Por esta razón se propone usar la misma estructura de
control de la Figura 3.7 y usar una estrategia de optimización para determinar cuales deben ser las
ganancias del controlador.

Para abordar el caso espećıfico de control del modelo linealizado se define un ı́ndice de desempeño con
una propuesta denominada Linear Quadratic Regulator (LQR) que consiste en minimizar

J =

∫ T

t0

[

xT (t) uT (t)
]

[

Q M
MT R

] [

x(t)
u(t)

]

dt, (3.22)

=

∫ T

t0

[

xT (t)Qx(t) + 2xTMu(t) + uT (t)Ru(t)
]

dt. (3.23)

sujeto a la ecuación de estado:

ẋ = Ax+Bu (3.24)

En la ecuación de costo 3.23 se pueden penalizar los estados, las señales de control y también los
productos entre los estados y las señales de control. Para este caso especifico se define la matriz M
nula, ya que no hay interés en el producto de las señales de control con los estados, obteniendo aśı

J =

∫ T

t0

[

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
]

dt, (3.25)

donde Q es simétrica y positiva semidefinida (Q � 0) y R es simétrica y positiva definida (R ≻ 0).

La solución al problema de optimización se puede encontrar en [62, 44], la cual esta dada por

u(t) = −R−TBTP (t)x(t). (3.26)

donde P(t) satisface la ecuación algebraica de Riccati por medio de la cual se asegura la estabilidad
del sistema en lazo cerrado. A continuación se enuncia la ecuación algebraica de Riccati

Q+ATP (t) + P (t)A− P (t)BR−1BTP (t) = 0 (3.27)

Con la solución del problema de optimización dada en (3.26) con P (t) que satisface la ecuación alge-
braica de Riccati (3.27), queda por definir cuales deben ser los pesosQ y R en la función objetivo (3.25).
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Un punto cŕıtico es definir cuales son los valores de las matrices Q y R que ponderan el peso de cada
una de las variables de estado o las señales de control. Primero se debe aclarar cuales son los objetivos
de estas matrices. Un primer objetivo de las matrices de peso tiene que ver con el escalamiento de las
variables, debido a que los datos a comparar no se encuentran en las mismas unidades dimensionales
y segundo darle un grado relativo de importancia a algunas variables, con el fin de que tengan valores
menores en la simulación. En el proceso de definir los valores con los cuales se hace el diseño del con-
trolador, se tienen en cuenta las caracteŕısticas de simetŕıa y los requerimientos de positivas definida
y semidefinida que tienen las matrices de peso. Con el propósito de escoger los pesos adecuados de la
función objetivo y cumplir con los requisitos de las matrices, se usan matrices diagonales, con lo cual
se logra que cada valor de la diagonal esté directamente asociado a una de las variables de estado o
señales de control.

Un tema adicional a tener en cuenta a la hora de definir las matrices de peso es el significado f́ısico de
las variables de estado, a continuación se hace un resumen del significado de las variables de estado
en el sistema de lazo cerrado.

x1, . . . x5 ≡ θ1, . . . θ5,

x6, . . . x10 ≡ θ̇1, . . . θ̇5,

z1, . . . z5 ≡

∫ T

t0

e1(t)dt, . . .

∫ T

t0

e5(t)dt.

Con el significado de las variables de estado establecido, se deduce que el objetivo de este controlador
es reducir el error al mı́nimo posible, por lo cual se toma como base la matriz identidad y se incrementa
el peso asociado con las variables z1, . . . , z5. Por otra parte se penalizan las señales de control que
muestran los requerimientos más altos de enerǵıa, esto se realiza con el fin de lograr disminuir los picos
máximos de control. A continuación se muestran los valores para las matrices Q y R para el modelo
de apoyo simple.

Q =





I5×5 0 0
0 I5×5 0
0 0 Qz



 ,

donde

Qz =













9× 1010 0 0 0 0
0 7× 1011 0 0 0
0 0 1× 1011 0 0
0 0 0 5× 1010 0
0 0 0 0 3× 1010













,

y

R =













1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 10 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1













.

Mediante el comando lqr(A,B,Q,R) de Matlab r se calcula el controlador que optimiza el desempeño
del sistema de lazo cerrado. La Figura 3.12 muestra el comportamiento del cuerpo con exoesqueleto
en soporte simple y controlado con la estructura de PI Vectorial pero con asignación de estructura
propia mediante LQR.

La Figura 3.13 muestra la señal de control para la simulación del controlador PI Vectorial con LQR.
Con la simulación del sistema de control LQR se puede ver que persiste un buen seguimiento de la
referencia, incluso con el cambio de la referencia en t = 3s y un buen rechazo de perturbaciones
externas, como la realizada en t = 6s aplicando un torque aditivo a la señal de control del en tobillo
derecho, con un valor equivalente al 10% de la señal de control en t = 6. Además se puede notar
claramente que en comparación con la respuesta del control PI Vectorial los torques requeridos tienen
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Figura 3.12: Respuesta del sistema con simple apoyo con PI Vectorial LQR.

unos rangos menores y el seguimiento de la referencia no se ve degradado en gran medida.

Se realiza un diseño homologo para el modelo de doble soporte con nuevas matrices de peso donde
Rd = I3×3 y Qd se muestra a continuación

Qd =





I3×3 0 0
0 I3×3 0
0 0 Qzd



 ,

donde

Qzd =





7× 1012 0 0
0 7× 1012 0
0 0 8× 1011



 .

La Figura 3.14 muestra el comportamiento del modelo en doble apoyo con el controlador PI Vectorial
sintonizado con LQR, en el cual un cambio en la referencia del tobillo derecho provoca una perturba-
ción grande en el ángulo de la rodilla derecha, pero el error desciende a cero rápidamente. La Figura
3.15 muestra las señales de control para el modelo de doble apoyo con controlador LQR, se puede ver
que los torques requeridos con este controlador son de alrededor de un 10% de los requeridos con el
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Figura 3.13: Señal de Control del sistema con simple apoyo con PI Vectorial LQR.

controlador PI Vectorial con ubicación de polos manual.
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Figura 3.15: Señal de Control del sistema con doble apoyo con PI Vectorial LQR.

3.5 Control GPI

Con el objetivo de encontrar una estrategia de control que pueda suministrar un mejor seguimiento
de la referencia, se diseña una alternativa de control basada en una estructura de control lineal para
sistemas no lineales denominada Control Proporcional Integral Generalizado (GPI). El control GPI
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Ángulo Rodilla Derecha
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Figura 3.14: Respuesta del sistema con doble apoyo con PI Vectorial LQR.

esta basado en reconstructores integrales y realiza un rechazo activo de perturbaciones con integrales
sucesivas. El número de integrales sucesivas se determinan de acuerdo al orden de un polinomio con
el cual se pueda aproximar la perturbación a rechazar [55]. Esta estrategia de control se ha aplicado
a sistemas con caracteŕısticas similares al problema tratado en esta tesis, para los cuales las pertur-
baciones externas se aproximan con un polinomio de segundo orden. Las aplicaciones de GPI para
sistemas mecánicos multicuerpos han mostrado resultados con buenos desempeños y alta robustez [22].

La estrategia de control GPI se apoya en el uso de una propiedad de los sistemas de control deno-
minada planitud diferencial. Esta propiedad permite simplificar el problema de control en un sistema
desacoplado e invariante en el tiempo. La propiedad de planitud permite una total parametrización
de las variables del sistema incluyendo estados, entradas y salidas en un número finito de variables
independientes llamadas salidas planas y un número finito de sus derivadas. Las salidas planas y sus
derivadas se determinan en función de las entradas y sus derivadas.[3]

En primera instancia se desarrolla una deducción matemática del controlador GPI, para tal fin se
toma una ecuación general de la dinámica multicuerpos [13], dada por

D(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ + g(θ) + ζ = τ, (3.28)
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donde θ es un vector de orden n y determina el angulo de cada articulación, θ̇ es el vector de las
velocidades angulares, θ̈ es el vector de las aceleraciones angulares, D(θ) es una matriz de inercias,
C(θ, θ̇) es una matriz asociada al efecto de Coriolis y a la aceleración centŕıpeta, g(θ) incluye el efecto
gravitacional y ζ representa las incertidumbres del sistema, las cuales uniformemente y absolutamente
acotadas.[13, 55]

Se reescribe (3.28) en función de su salida plana.

θ̈ = D(θ)−1(τ) + ξ, donde : ξ = D(θ)−1
[

−C(θ, θ̇)θ̇ − g(θ) + ζ
]

. (3.29)

donde ξ esta asociado a las perturbaciones endogenas y exogenas, la cual se aproxima por un polinomio
que tiene una forma de segundo orden. Según la ecuación (3.29) se propone la siguiente ley de control

τ = D(θ)
[

r(t)s2 −W [(θ(t)− r(t))]
]

, (3.30)

donde

r(t) =







r1(t)
...

rn(t)






,

θ(t) =







θ1(t)
...

θn(t)






,

W =













w1 0 · · · 0

0
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · · · · wn













,

wi =
ki4s

4 + ki3s
3 + ki2s

2 + ki1s+ ki0
s3 (s+ ki5)

∀i = 1, . . . , n

donde n es el numero de grados de libertad a controlar.

Si se reemplaza la señal de control (3.30) en la ecuación de la salida plana (3.29) se obtiene que







θ1s
2

...
θns

2






= D(θ)−1























D(θ)





























r1s
2

...
rns

2






−













w1 0 · · · 0

0
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · · · · wn



















θ1 − r1
...

θn − rn



















































+







ξ1
...
ξn






, (3.31)

que simplificando un poco queda de la forma







θ1s
2

...
θns

2






=







r1s
2

...
rns

2






−













w1 0 · · · 0

0
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · · · · wn



















θ1 − r1
...

θn − rn






+







ξ1
...
ξn






, (3.32)

Se despeja la matriz de perturbaciones, se reescribe la ecuación matricial como un conjunto de ecua-
ciones algebraicas y se multiplica en ambos lados de cada ecuación por el termino s3(s + ki5) que
corresponda, de tal forma que
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s3(s+ k15)
(

s2(θ1 − r1) + w1(θ1 − r1)
)

= s3(s+ k15)ξ1,

...

s3(s+ kn5)
(

s2(θn − rn) + wn(θn − rn)
)

= s3(s+ kn5)ξn,

ahora, si se reemplazan las funciones de transferencia asociadas a los términos wi, se obtiene

s3(s+ k15)

(

s2(θ1 − r1) +
k14s

4 + k13s
3 + k12s

2 + k11s+ k10
s3 (s+ k15)

(θ1 − r1)

)

= s3(s+ k15)ξ1,

...

s3(s+ kn5)

(

s2(θn − rn) +
kn4s

4 + kn3s
3 + kn2s

2 + kn1s+ kn0

s3 (s+ kn5)
(θn − rn)

)

= s3(s+ kn5)ξn,

se define el error de seguimiento de la referencia dado por

eθi = θi − ri ∀i = 1, . . . , n,

para obtener

s3(s+ k15)

(

s2eθ1 +
k14s

4 + k13s
3 + k12s

2 + k11s+ k10
s3 (s+ k15)

eθ1

)

= s3(s+ k15)ξ1,

...

s3(s+ kn5)

(

s2eθn +
kn4s

4 + kn3s
3 + kn2s

2 + kn1s+ kn0

s3 (s+ kn5)
eθn

)

= s3(s+ kn5)ξn.

Las anteriores ecuaciones llevan a obtener unos polinomios del error en lazo cerrado con el sistema
desacoplado, que además pueden tender a cero dependiendo de sus coeficientes y debido fundamental-
mente a que se supone que las perturbaciones ξi son de orden dos, que al multiplicarlas por el termino
s3 el cual representa una derivada triple, resulta en que los efectos de las perturbaciones tienden a
desaparecer. Los polinomios caracteŕısticos del error de seguimiento son los siguientes

(

s6 + k15s
5 + k14s

4 + k13s
3 + k12s

2 + k11s+ k10
)

eθ1 ≈ 0,

...
(

s6 + kn5s
5 + kn4s

4 + kn3s
3 + kn2s

2 + kn1s+ kn0

)

eθn ≈ 0.

Si se analiza el polinomio del error se puede concluir que las ráıces de dichos polinomios de manera
dominante determinan el comportamiento del sistema en lazo cerrado, lo cual dilucida la necesidad de
asignar los coeficientes de cada polinomio para obtener los comportamientos deseados. Para asignar
los coeficientes de los polinomios del error se iguala cada uno de los polinomios del error a un polino-
mio de segundo orden elevado al cubo. Este método de ubicación de polos permite asignar constantes
de amortiguación ζi y las frecuencias naturales ωni

que garanticen la estabilidad del sistema y un
desempeño aceptable.

pdi(s) =
(

s2 + 2ζiωni
s+ ω2

ni

)3
= s6 + ki5s

5 + ki4s
4 + ki3s

3 + ki2s
2 + ki1s+ ki0, ∀i = 1, . . . , n

Aunque la estrategia de realizar el control GPI basados en una ecuación de un modelo no lineal es
acertada, en las aplicaciones con modelos de SimMechanics no se conocen los parámetros necesarios
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para construir un modelo descrito por la ecuación (3.28). Para los modelos del exoesqueleto tratado
se tiene una aproximación lineal, que puede ser usada para definir una salida plana que se aproxime
a la dinámica de la planta. Para tal fin se toma un modelo lineal general de un sistema mecánico que
esta representado en variables de estado, pero con una extensión del significado f́ısico de las variables
de estado, de la siguiente forma





















θ̇1
...

θ̇n
θ̈1
...

θ̈n





















=

[

0n×n In×n

ALow(n×2n)

]





















θ1
...

θn
θ̇1
...

θ̇n





















+

[

0n×n

BLow(n×n)

]







τ1
...
τn






, (3.33)

y se escribe en función de su salida plana de la forma







θ̈1
...

θ̈n






=

[

ALow(n×2n)

]





















θ1
...
θn
θ̇1
...

θ̇n





















+
[

BLow(n×n)

]







τ1
...
τn






,

salidaplana
⇒







θ̈1
...

θ̈n






= BLow(n×n)τL + ξL.

(3.34)
Con la salida plana establecida se propone una ley de control basada en el modelo lineal, de la forma

τL = B−1
Low(n×n)

[

r(t)s2 −W (θ(t)− r(t))
]

, (3.35)

que tiene una clara semejanza con la ley de control usada para el control GPI basado en el modelo
matemático

τ = D(θ)
[

r(t)s2 −W (θ(t)− r(t))
]

,

El uso de la ley de control basada en el modelo lineal con B−1
low evita las singularidades que se crean

con la variación de los ángulos θ en la matriz D(θ). La posibilidad de caer en singularidades es abolida
debido a que B−1

low es una matriz constante y no singular.

Debido a la semejanza de las leyes de control se llega a polinomios del error también equiparables.
Basado en las semejanzas de los controladores basados en el modelo matemático y el modelo lineal
proveniente del modelo de SimMechanics se pueden asignar los mismos coeficientes a los polinomios
del error de lazo cerrado. El Apéndice C muestra la simulación de las estrategias de control GPI
propuestas en un modelo simplificado, dado por un robot planar de dos grados de libertad.

Control GPI de un exoesqueleto de marcha

Teniendo en cuenta las caracteŕısticas del exoesqueleto objetivo es preferible una respuesta con movi-
mientos poco bruscos, tal como los que puede brindar el control GPI basado en el modelo linealizado
del sistema multicuerpos fabricado en SimMechanics, ver (Apéndice C).

Como primer paso antes de diseñar el controlador, se recuerdan las realizaciones de los modelos dados
por las ecuaciones de estado y salida para el modelo de simple apoyo (2.4), (2.5) y doble apoyo (2.12),
(2.13). A continuación se desarrolla el control GPI para la fase de simple apoyo.
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Figura 3.16: Respuesta del Exoesqueleto de Marcha con Controlador GPI en simple apoyo

Con el fin de diseñar un controlador para el exoesqueleto se aplica la estrategia basada en el modelo
linealizado, tal como en la ecuación (3.35), pero para las cinco articulaciones que intervienen en el
control del exoesqueleto en apoyo simple, de tal forma que la señal de control queda de la forma

τL = B−1
Low(n×n)
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
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
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
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. (3.36)

donde:

wi =
ki4s

4 + ki3s
3 + ki2s

2 + ki1s+ ki0
s3 (s+ ki5)

∀i = 1, . . . , 5

Para sintonizar el controlador GPI se definen las funciones wi, las cuales están definidas por las cons-
tantes del polinomio del error en lazo cerrado, que es asignado según se escojan la constantes de
amortiguación ωi y frecuencias naturales ζi. En el proceso de sintonización se asignan las siguientes
constantes, las cuales muestran resultados dentro de los comportamientos deseados en las simulaciones
del sistema de control ζ1 = 2,3; ωn1 = 15; ζ2 = 2,8; ωn2 = 10; ζ3 = 3; ωn3 = 9; ζ4 = 3; ωn4 = 18;
ζ5 = 3; ωn5 = 15.

La Figura 3.16 muestra el comportamiento del sistema de control GPI simulado con el modelo no lineal
construido en SimMechanics. A diferencia de las evaluaciones de los controladores para el exoesqueleto
diseñados en los apartados anteriores, en esta simulación el exoesqueleto está expuesto a entradas
sinusoidales y desfasadas −pi/2 rad, con el fin de lograr que las referencias tengan la segunda derivada
continua y finita. En la simulación de los controladores GPI es preferible que las referencias sean
derivables para que la señal de control no tengan picos ocasionados por la componente del control en
la cual se usa la segunda derivada de la referencia. El sistema de control muestra un buen seguimiento
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de las referencias, aunque persisten algunos pequeños errores, especialmente en los ángulos de la
cadera. A nivel de las señales de control se puede ver en la Figura 3.17 que los torques requeridos son
inferiores a 1,3 kN.
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Figura 3.17: Señal de Control del Exoesqueleto de Marcha con Controlador GPI en simple apoyo

Se destaca que este tipo de sistema de control trabaja con referencias suaves, debido a que parte de la
señal de control está compuesta por la doble derivada de la referencia, esto implica que es necesario
que la doble derivada de la referencia sea finita. Siempre que se disponga de una señal de referencia
suave, la prealimentación en el sistema de control causa una notable mejora en el desempeño, por lo
tanto se prefiere su inclusión en la estructura de controlador.

Se propone una alternativa para mejorar el seguimiento de la referencia, que consiste en incluir en la
salida plana del sistema los ángulos, las velocidades angulares y la parte baja del Jacobiano o matriz
dinámica A.

ẍ(t)low = Blowτ +Alowx(t) + ξL, (3.37)

donde ẍ(t)low ≡ [θ̈2 . . . θ̈5]
T , x(t) ≡ [θ1 . . . θ5 θ̇1 . . . θ̇5]

T y ξL es una perturbación asociada a los
errores producidos por la aproximación lineal y otras perturbaciones externas.

Por medio de esta modificación en la salida plana, se habilita la posibilidad de realizar una modifi-
cación en la señal de control, de tal forma que se incluye parte del Jacobiano del modelo linealizado
multiplicado por los estados. Incluir la expresión Alowx(t) en la acción de control, permite atenuar con
mayor efectividad los efectos de las dinámicas acopladas. Esto se debe a la relación que existe entre
la cantidad de información y el rechazo de perturbaciones. Con la modificación propuesta se obtiene
una ecuación de control dada por

τ = B−1
Low

[

−Alowx(t) + r(t)s2 −W (θ(t)− r(t))
]

. (3.38)

42
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Figura 3.18: Respuesta del Exoesqueleto de Marcha con Controlador GPI Incluyendo Alowx(t) para
Simple Apoyo

En la Figura 3.18 se muestra el comportamiento del sistema de control con la señal de control de la
ecuación 3.38, en la simulación de este controlador se puede ver un mejor seguimiento de la referencia
que además tiene menor exigencia de señales de control, según lo que se ve en la Figura 3.19.

Se pasa al diseño del controlador GPI para el modelo de doble apoyo. Con el fin de establecer las
constantes del polinomio del error para este sistema de control, se proponen las siguientes constantes
de amortiguación y frecuencias naturales ζ1 = 2; ωn1 = 17; ζ2 = 2; ωn2 = 17; ζ3 = 1,8; ωn3 = 18.

Las Figuras 3.20 y 3.21 muestran la evolución de los ángulos y las señales de control respectivamente
de la simulación para el modelo de doble apoyo con controlador GPI. Se observa un buen seguimiento
de la referencia con torques requeridos inferiores a los usados en el simple apoyo.
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Figura 3.19: Señal de Control del Exoesqueleto de Marcha con Controlador GPI Incluyendo Alowx(t)
para Simple Apoyo
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Ángulo Cadera Izquierda
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Figura 3.20: Respuesta del sistema con doble apoyo con control GPI.
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Figura 3.21: Señal de Control del sistema con doble apoyo con control GPI.
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Caṕıtulo 4

Evaluación

4.1 Seguimiento de Trayectoria

Con el fin de evaluar el comportamiento del exoesqueleto expuesto a las distintas estrategias de control
desarrolladas y reconocer cual de los controladores diseñados otorga el mejor desempeño, se realizan
simulaciones del comportamiento del modelo multicuerpos no lineal controlado por cada tipo de con-
trolador. En las simulaciones se usan como referencias las trayectorias descritas por Murray [46], en su
análisis de la caminata natural humana, ver la Figura 2.1. Se debe tener en cuenta que las trayectorias
mostradas son equivalentes a una zancada completa, por tanto se usan segmentos correspondientes al
apoyo del pie derecho y doble apoyo con paso del pie derecho al izquierdo.

La Figura 4.1 muestra la simulación del cuerpo con exoesqueleto para una posición de simple apoyo,
con los controladores PI Vectorial, LQR y GPI. Se Propone usar un ı́ndice de desempeño que indique
que tan acertado está siendo el seguimiento de la referencia. Para cuantificar ese ı́ndice de desempeño
se proponen dos métodos que muestran la necesidad de implementar un tercero que abarque más
variables de las que determinan el desempeño.

El primer ı́ndice es la integral cuadrática del error IIQE , que está definido como se muestra a conti-
nuación

IIQE =

∫ T

t0

‖e(t)‖
2
dt, (4.1)

donde ‖e(t)‖ es la norma Frobenius para e(t) ∈ R
5.

El segundo ı́ndice de desempeño es una variación del primero, se realiza con el animo de tener en
cuenta que la respuesta transitoria al inicio de la simulación tiene errores que son generalmente más
grandes que en el resto de la simulación, con este ı́ndice es posible atribuirle mayor importancia a
la respuesta en estado estacionario que al transitorio. El ı́ndice de desempeño escogido para cumplir
con el propósito expuesto, está definido mediante la integral cuadrática del error multiplicada por el
tiempo, tal como se ve a continuación

IIQET =

∫ T

t0

[

‖e(t)‖
2
t
]

dt. (4.2)

La Tabla 4.2 muestra los valores de los ı́ndices para cada estrategia de control. A través de los diferen-
tes ı́ndices de desempeño se puede concluir que la estrategia de control que tiene mejor seguimiento de
la referencia es el controlador GPI, además, si se analizan los errores máximos mostrados en la Tabla
4.1, se puede ver que los errores con el controlador GPI son menores que con los otros controladores.
Adicional a esto, los requerimientos del controlador GPI en cuanto a las señales de control máximas
mostradas en la Tabla 4.3, son iguales o menores que las necesarias para los otros dos tipos de con-
troladores.
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Ángulo Cadera Derecha

ra
d
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Figura 4.1: Respuestas de los controladores con trayectorias para simple apoyo.

Tabla 4.1: Errores máximos en cada articulación para cada controlador.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 0.0930 0.0993 0.0400
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 0.1137 0.1442 0.0432
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 0.4653 0.2693 0.1143
Máximo Error en
la Cadera Izquierda (rad) 0.1684 0.6055 ∗ 0.0645
Máximo Error en
la Rodilla Izquierda (rad) 0.2132 0.2895 0.0344
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Tabla 4.2: Índices de desempeño.

Índices PI Vectorial LQR GPI

IIQE 0.02730 0.02989 0.00326
IIQET 0.01669 0.00823 0.00083

Tabla 4.3: Torques máximos en cada articulación para cada controlador.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 3.0059×104 ∗ 2.500×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Rodilla Derecha (Nm) 2.8271×104 2.1329×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 2.6079×104 2.500×103 0.4000×103

Máximo Torque en
la Cadera Izquierda (Nm) 8.3304×103 1.7594×103 0.2377×103

Máximo Torque en
la Rodilla Izquierda (Nm) 2.5952×103 597.8599 69.7392

Con el fin de integrar la señal de control en el ı́ndice de desempeño se suma el cuadrado de la señal
de control al ı́ndice de desempeño final, lo cual se establece como un tercer método para cuantificar el
desempeño. Teniendo en cuenta que el error y el torque se miden en diferentes unidades y los valores
no son comparables directamente, se desarrolla una ponderación en la que se dividen todas las señales
del error por el máximo error presentado en las simulaciones de todas las estrategias de control, en la
Tabla 4.1 se marca con un asterisco el máximo error de seguimiento de las trayectorias de referencia.
Al igual que con el error se pondera el torque dividiendo todas la señales de control por el máximo
torque requerido de todas las simulaciones de seguimiento de trayectoria, mostrado en la Tabla 4.3 y
marcado con un asterisco. Con las ponderaciones realizadas se logra normalizar las medidas, de tal
forma que todos los valores absolutos de las señales serán menores o iguales a uno. A continuación se
muestra la ecuación para calcular el ı́ndice ILQ

ILQ =

∫ T

t0

[

‖e(t)‖
2

|emax|
+

‖u(t)‖
2

|umax|

]

dt (4.3)

La Tabla 4.4 muestra los ı́ndices ILQ para los diferentes controladores en la cual persiste el dominio
del controlar GPI.

Tabla 4.4: Índice de desempeño ILQ para apoyo simple.

Índice PI Vectorial LQR GPI

ILQ 0.08835 0.08275 0.00931

Finalmente se analiza el seguimiento de trayectorias con controladores PI Vectorial, LQR y GPI para
la posición de doble apoyo. La Figura 4.2 muestra el comportamiento de los controladores ante la
misma referencia de movimiento.

En las simulaciones de los controladores en doble apoyo se conserva el dominio del controlador GPI,
tal como se ve en la Tabla 4.7. Además, según se muestra en la Tabla 4.5, el controlador GPI tiene los
menores errores de seguimiento de trayectoria, por otro lado, según la Tabla 4.6, el controlador GPI
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tiene menores requerimientos de control y se mantienen en niveles por debajo de los requerimientos
para apoyo simple.

En la simulación de la fase de doble apoyo se presentan algunos hechos interesantes en las respuestas
de los controladores. Primero se hace referencia al más notorio mostrado en la Figura 4.2. La res-
puesta del controlador PI Vectorial a pesar de los altos requerimientos de torque de control no logra
amortiguar la respuesta y realizar un seguimiento de la referencia fiel a la trayectoria, sino que por el
contrario presenta oscilaciones cerca del la posición deseada, en consecuencia de este comportamiento
el ı́ndice de desempeño es más grande que en los otros dos controladores. Un segundo hecho que se
destaca es que los controladores para apoyo doble están diseñados para realizar control directo sobre
tres articulaciones, pero las respuestas de la Figura 4.2 muestran el comportamiento de dos articula-
ciones adicionales. Las articulaciones de la cadera izquierda y la rodilla izquierda son función de las
articulaciones de la pierna derecha, pero no tienen solución única. Esto se comprueba en la respuesta
de los controladores LQR y GPI. A pesar de que ambos controladores llevan las articulaciones de la
pierna derecha a los ángulos deseados, la respuesta del controlador LQR para la pierna izquierda se
estabiliza en valores diferentes a los de las referencias de color azul, que es donde converge la respuesta
del controlador GPI. Este efecto es conocido como la respuesta de codo arriba o codo abajo [64]. En
este caso la desviación de punto de convergencia es provocado por las altas desviaciones de la variable
controlada en el transitorio de la respuesta del controlador LQR. La posición a la que el controlador
LQR lleva las articulaciones de la pierna izquierda no es aceptable, debido a que llevaŕıa el cuerpo a
una posición no anatómica.

Tabla 4.5: Errores máximos en cada articulación para cada controlador en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 0.3836 0.1839 0.0120
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 0.8850∗ 0.4444 0.0628
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 0.3213 0.3956 0.0364

Tabla 4.6: Torques máximos en cada articulación para cada controlador en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 1.4221×106∗ 2.500×103 1.9403×103

Máximo Torque en
el Rodilla Derecha (Nm) 9.5878×105 2.500×103 1.1459×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 4.8498×105 2.500×103 392.7761

Tabla 4.7: Índice de desempeño ILQ para doble apoyo.

Índice PI Vectorial LQR GPI

ILQ 0.0777 0.0324 7.0856×−4

Una última caracteŕıstica a destacar de la respuesta de los controladores GPI para apoyo simple y
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doble, es que atenúa efectivamente el efecto de los ceros en semiplano derecho que tiene la planta,
razón por la cual, los subpicos en el transitorio de la respuesta de los controladores PI Vectorial y
LQR en el GPI desaparecen.
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(Azul: Ref, Magenta: Control GPI, Cian: Control PI Vectorial, Negro: Control LQR)

Figura 4.2: Respuestas de los controladores con trayectorias para doble apoyo.

4.2 Robustez ante el Rechazo de Perturbaciones y Variación de

Parámetros

En la sección anterior se calcularon los ı́ndices de desempeño para determinar el controlador que mejor
sigue una referencia de trayectoria de marcha. En está sección se define la robustez que brindan los
controladores. Para ello se realizan pruebas de seguimiento de trayectorias con movimiento libre de
los brazos y con perturbaciones en los torques de control. Un método adicional usado para evaluar la
robustez de los sistemas de control diseñados, es realizar multiples simulaciones con la variación de
parámetros. La variación de parámetros se resume en evaluar los sistemas de control para sujetos con
datos antropométricos diferentes a los usados para crear el modelo nominal.
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Rechazo de Perturbaciones

Para analizar la capacidad de los sistemas de control para rechazar perturbaciones externas, se reali-
zan simulaciones del seguimiento de las trayectoria de marcha, expuestas a perturbaciones compuestas
por el movimiento libre de los brazos y ruido gaussiano adicionado a los torques de control.

La Figura 4.3 muestra el seguimiento de las trayectorias de marcha para las simulaciones de los con-
troladores PI Vectorial, LQR y GPI expuestos a perturbaciones externas en la fase de simple apoyo.
En las Figuras 4.4, 4.5, 4.6 se pueden ver las señales de control que se encuentran afectadas por el
ruido que se adiciona en las entradas de control.

Para cuantificar la robustez del sistema de control se compara el ı́ndice de desempeño ILQ del sistema
sin perturbaciones, dado en la Tabla 4.4, con el ı́ndice de desempeño del sistema expuesto a perturba-
ciones, dado por ILQP en la Tabla 4.8. Adicional a esto, se calcula el cambio porcentual en los ı́ndices
de desempeño según la siguiente expresión

%de cambio =
|ILQ − ILQP |

ILQ

100%. (4.4)

Según la ecuación para el porcentaje de cambio (4.4), el cambio en el ı́ndice de desempeño del sistema
expuesto a perturbaciones para los controladores PI-Vectorial, LQR, GPI son 1.31%, 5.99%, 41.35%
respectivamente.

Según el cambio porcentual de los ı́ndices de desempeño en las evaluaciones del rechazo de pertur-
baciones, se puede resaltar que el menor cambio es para el controlador PI Vectorial, lo cual es lógico
debido a que usa mayor magnitud de torque de control, por tanto el ruido es menos relevante que en
los controladores LQR o GPI que usan menos torque. En las Tablas 4.9 y 4.10 se muestran los torques
y errores máximos para las simulaciones con perturbaciones, en donde se observa que en la mayoŕıa
de los casos los datos del control GPI son menores o iguales a los datos del control PI Vectorial y LQR.

Tabla 4.8: Índice de desempeño ILQP con perturbaciones para simple apoyo.

Índice PI Vectorial LQR GPI

ILQP 0.08719 0.07779 0.01316

Tabla 4.9: Torques máximos en cada articulación para cada controlador en simple apoyo y expuestos
a perturbaciones.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 3.0068×104 2.500×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Rodilla Derecha (Nm) 2.8279×104 2.1105×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 2.6087×104 2.500×103 400
Máximo Torque en
la Cadera Izquierda (Nm) 8.3389×103 1.6442×103 296.4705
Máximo Torque en
la Rodilla Izquierda (Nm) 2.6037×103 569.9673 133.0330
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Tabla 4.10: Errores máximos en cada articulación para cada controlador en simple apoyo y expuestos
a perturbaciones.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 0.0910 0.0899 0.0405
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 0.1088 0.1298 0.0438
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 0.4541 0.2591 0.1172
Máximo Error en
la Cadera Izquierda (rad) 0.1629 0.5753 0.0626
Máximo Error en
la Rodilla Izquierda (rad) 0.2055 0.2760 0.0532
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Figura 4.3: Rechazo de perturbaciones de los controladores PI Vectorial, LQR y GPI para simple
apoyo.
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Figura 4.4: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador PI Vectorial para simple
apoyo.
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Figura 4.5: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador LQR para simple apoyo.
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Figura 4.6: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador GPI para simple apoyo.

Se pasa a analizar la reacción del modelo multicuerpos no lineal en doble apoyo, controlado con PI
Vectorial, LQR y GPI, expuestos a perturbaciones externas y movimiento libre de los brazos. La
Figura 4.7 muestra la respuesta ante el seguimiento de una trayectoria. Se puede apreciar que los
tres controladores rechazan las perturbaciones, aunque algunos de ellos aparentemente se ven mas
afectados que otros. Las perturbaciones a las cuales se han expuesto estos sistemas de control están
compuestas por el movimiento libre de los brazos y ruido gaussiano adicionado en la señal de control,
las cuales pueden verse en las señales de los torques de entrada a las articulaciones de las Figuras 4.8,
4.9, 4.10,.

La Tabla 4.12 muestra los ı́ndices de desempeño calculados mediante la ecuación 4.3. De igual manera
que en las pruebas del rechazo de perturbaciones de modelo en simple apoyo, se calcula el cambio
porcentual del ı́ndice de desempeño, comparando los ı́ndices de desempeño del modelo sin perturba-
ciones, dados en la Tabla 4.7 y los ı́ndices de desempeño del sistema perturbado. Para el controlador
PI Vectorial el cambio es de 29.56%, para el controlador LQR 1.89% y para el controlador GPI 0.14%.

Las Tablas 4.11 y 4.13 muestran los errores y los torques máximos de las multiples simulaciones para
cada controlador y en cada articulación. En la tabla de los torques máximos se evidencia que el efecto
del ruido es más fuerte en los controladores que usan menor señal de control, en vista de que porcen-
tualmente el ruido es más alto en el control LQR o GPI que en el PI Vectorial.
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(Azul: Ref, Magenta: Control GPI, Cyan: Control PI Vectorial, Negro: Control LQR)

Figura 4.7: Rechazo de perturbaciones de los controladores PI Vectorial, LQR y GPI para doble apoyo.
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Figura 4.8: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador PI Vectorial para doble
apoyo.
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Tabla 4.11: Errores máximos en cada articulación para cada controlador en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 0.3833 0.1840 0.0120
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 0.8843 0.4451 0.0627
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 0.3206 0.3892 0.0364

Tabla 4.12: Índice de desempeño ILQP con perturbaciones en doble apoyo.

Índice PI Vectorial LQR GPI

ILQP 0.1103 0.0318 7.0757×−4

Tabla 4.13: Torques máximos en cada articulación para cada controlador en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 1.4221×106 2.500×103 1.9607×103

Máximo Torque en
el Rodilla Derecha (Nm) 9.5877×105 2.500×103 1.1663×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 4.8497×105 2.500×103 413.6773
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Figura 4.9: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador LQR para doble apoyo.
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Figura 4.10: Señal de control para el rechazo de perturbaciones del controlador PI Vectorial para doble
apoyo.

Variación de Parámetros

Las incertidumbres y las variaciones de los parámetros son determinantes en el análisis de la robustez
de un sistema de control. El modelo del sistema h́ıbrido compuesto por el cuerpo del sujeto y el exoes-
queleto está expuesto a incertidumbres causadas por desviaciones de los datos usados para construir el
modelo, parámetros desconocidos o dinámicas despreciadas. En este punto se empieza a hablar de la
variación de los parámetros, a pesar que en secciones anteriores, como en la linealización del modelo,
se definió que el sistema es invariante en el tiempo. Se debe aclarar que existe la posibilidad de que
el sujeto o paciente que usaŕıa el exoesqueleto no tendŕıa los datos antropométricos necesariamente
iguales a los usados para construir el modelo, además, el sujeto está expuesto a cambios de peso, lo
cual provoca que la planta tenga cambios. El modelo construido con los datos antropométricos medios
se denomina el modelo nominal y las variaciones de parámetros genera desviaciones del modelo. Las
desviaciones del modelo nominal son tomadas como incertidumbres del modelo nominal, por consi-
guiente, el efecto de las incertidumbres deben ser atenuados por la robustez del controlador.

Para analizar los posibles efectos que pueden causar las incertidumbres, se realizan múltiples simula-
ciones con diferentes conjuntos de datos antropométricos, cada conjunto de variables con los que se
realizan las simulaciones conforman los datos antropométricos de un sujeto, en otras palabras, los da-
tos no tienen una variación totalmente aleatoria, porque cumplen con la proporcionalidad del cuerpo
humano. Para realizar el análisis de robustez ante cambio de parámetros se genera un conjunto de
datos correspondientes a 50 posibles individuos, los datos son generados de acuerdo con la covarianza
que tienen las masas de los segmentos del cuerpo. La covarianza de las masas es encontrada con los
resultados de la evaluación antropométrica realizada por Chandler a seis cadáveres [9]. A continuación
se muestra la matriz de covarianza de las masas de los segmentos del cuerpo, con los que se cons-
truyó el modelo en SimMechanics.
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Ángulo Tobillo Derecho
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Ángulo Cadera Derecha

ra
d
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(Azul: Ref, Negro: Respuesta Nominal, Magenta: Variación Parámetros)

Figura 4.11: Variación de parámetros del controlador PI Vectorial para simple apoyo.

Se evalúan los tres controladores exactamente para los mismos conjuntos de datos, los resultados de
estas simulaciones determinan que controladores mantienen la estabilidad a pesar de los cambios y cual
de estos conserva el mejor desempeño. Las Figuras 4.11, 4.12 y 4.13 muestran las múltiples simulaciones
con los controladores PI Vectorial, LQR y GPI respectivamente para la fase de apoyo simple. Se
puede ver que las mayores desviaciones del comportamiento nominal ocurren en el transitorio de las
respuestas, pero los tres controladores conservan el sistema estable y en un corto tiempo hacen que el
sistema converja a la trayectoria de referencia.

Un método para identificar cual de los sistemas de control tiene el mejor comportamiento en las simu-
laciones consiste en cuantificar los ı́ndices de desempeño, errores y torques máximos en cada simulación
y al final de todas las simulaciones definir cuales fueron los peores casos. La Tabla 4.14 muestra los
máximos ı́ndices de desempeño de cada controlador, cabe recordar que una magnitud alta en el ı́ndice
ILQ indica errores y/o torques requeridos altos. Las Tablas 4.15 y 4.16 muestran los errores y torques
máximos de todas las simulaciones para cada controlador en la fase de simple apoyo.

Tabla 4.14: Máximo ı́ndice de desempeño ILQ en variación de parámetros para simple apoyo.

Índice PI Vectorial LQR GPI

máx ILQ 0.0929 0.1158 0.0269
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Figura 4.12: Variación de parámetros del controlador LQR para simple apoyo.

Tabla 4.15: Errores máximos en cada articulación para cada controlador con variación de parámetros
para simple apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 0.1010 0.1103 0.0465
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 0.1330 0.1558 0.0514
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 0.4693 0.2822 0.1623
Máximo Error en
la Cadera Izquierda (rad) 0.1900 0.6560 0.1196
Máximo Error en
la Rodilla Izquierda (rad) 0.3413 0.3038 0.0461
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Figura 4.13: Variación de parámetros del controlador GPI para simple apoyo.

Tabla 4.16: Torques máximos en cada articulación para cada controlador ante variación de parámetros
para simple apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 3.0059×104 2.500×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Rodilla Derecha (Nm) 2.8271×104 2.4634×103 2.500×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 2.6079×104 2.500×103 400
Máximo Torque en
la Cadera Izquierda (Nm) 8.3304×103 2.0351×103 249.4937
Máximo Torque en
la Rodilla Izquierda (Nm) 2.5952×103 714.3865 73.4579
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A continuación se obtienen las respuestas del sistema multicuerpos no lineal en doble apoyo, expuesto
a variación de parámetros antropométricos. Las Figuras 4.14,4.15,4.16 muestran el comportamiento de
los controladores PI Vectorial, LQR y GPI respectivamente. Las múltiples simulaciones observadas en
las evaluaciones de robustez ante variación de parámetros del modelo de doble apoyo, se realizan con
los mismos datos generados en la evaluación de la robustez ante variación de parámetros del modelo
en simple apoyo.

Como se puede ver en las figuras de las simulaciones para la fase de doble apoyo, las respuestas del
controlador GPI tienen menor dispersión que las respuestas mostradas por los controladores PI Vec-
torial y el LQR. Esto indica mayor robustez ante variación de parámetros del controlador GPI, lo cual
se comprueba al comparar los máximos ı́ndices de desempeño mostrados en la Tabla 4.17. Además los
torques máximos requeridos por el controlador GPI son menores que los del controlador PI y LQR,
tal como se ve en la Tabla 4.19, de igual manera se muestra que las máximas desviaciones en el segui-
miento de la referencia son menores para el controlador GPI, los errores máximos del seguimiento de
la referencia se muestran en la Tabla 4.18.

Tabla 4.17: Máximo ı́ndice de desempeño ILQ en variación de parámetros en doble apoyo.

Índice PI Vectorial LQR GPI

máx ILQ 1.2044×+4 0.0416 0.0023
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Figura 4.14: Variación de parámetros del controlador PI Vectorial para doble apoyo.
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Las respuestas mostradas en la Figura 4.14 tienen especial importancia porque algunas de las simula-
ciones se vuelven inestables. Por efectos del tipo de sistema y del sensor las variables controladas no
tienden a infinito, pero claramente pasan por el ángulo π o −π, lo cual implica que el sistema entra
en un punto de equilibrio diferente al de trabajo.
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Ángulo Rodilla Izquierda

Time (s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

-0.5
0

0.5
1

1.5

-1.5
-1

-0.5
0

0.5

-0.4
-0.2

0
0.2
0.4

-1

-0.5

0.2

0.4

(Azul: Ref, Negro: Respuesta Nominal, Magenta: Variación Parámetros)

Figura 4.15: Variación de parámetros del controlador LQR para doble apoyo.

Tabla 4.18: Errores máximos en cada articulación para cada controlador con variación de parámetros
en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Error en
el Tobillo Derecho (rad) 3.5278 0.1893 0.0189
Máximo Error en
la Rodilla Derecha (rad) 3.9942 0.4623 0.0981
Máximo Error en
la Cadera Derecha (rad) 3.2837 0.4073 0.0576
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Tabla 4.19: Torques máximos en cada articulación para cada controlador ante variación de parámetros
en doble apoyo.

Articulación PI Vectorial LQR GPI

Máximo Torque en
el Tobillo Derecho (Nm) 8.6493×108 2.500×103 2.0544×103

Máximo Torque en
la Rodilla Derecha (Nm) 4.9331×108 2.500×103 1.2116×103

Máximo Torque en
la Cadera Derecha (Nm) 1.5444×108 2.500×103 412.4284
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Figura 4.16: Variación de parámetros del controlador GPI para doble apoyo.

4.3 Análisis de Resultados

Queda por determinar cual de los controladores evaluados otorga las mejores prestaciones, con los
mejores ı́ndices de desempeño y con el mejor balance entre robustez, desempeño y requerimientos
energéticos. A continuación se comparan los resultados de las evaluaciones que se le realizaron a los
controladores en las secciones anteriores. Los resultados se dividen en los controladores para apoyo
simple y apoyo doble.
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Figura 4.17: Comparación de los ı́ndices de desempeño de los controladores en simple apoyo.
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Figura 4.18: Comparación de los máximos torques de los controladores en simple apoyo.

El diagrama de barras de la Figura 4.17 muestra los ı́ndices de desempeño para el modelo nominal,
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el modelo expuesto a perturbaciones externas y el peor ı́ndice de desempeño de las evaluaciones a
los 50 conjuntos de datos, realizada en la variación de parámetros. Para el modelo de apoyo simple
el controlador GPI tiene los mejores ı́ndices de desempeño, además, tiene los menores requerimientos
picos de torque como se ve en la Figura 4.18, adicional a eso se confirma su dominio con los menores
errores de seguimiento mostrados en la Figura 4.19.
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Figura 4.19: Comparación de los máximos errores de los controladores en simple apoyo.

El la Figura 4.18 correspondiente a los máximos torques, se ve claramente que el controlador PI Vec-
torial tiene requerimientos de control muy superiores a los de los demás controladores. Teniendo en
cuenta que los picos máximos mostrados están directamente ligados a los actuadores requeridos, se
puede decir que es una estrategia de control poco recomendada, debido a que los actuadores necesarios
seŕıan desproporcionados con respecto al resto del exoesqueleto.

En cuanto a las evaluaciones del modelo en doble apoyo, la Figura 4.20 muestra los ı́ndices de desem-
peño para el modelo nominal ILQ, rechazo de perturbaciones ILQP y el peor ı́ndice de desempeño en
las evaluaciones de variación de parámetros máx ILQ. Entre los controladores diseñados para la fase de
doble apoyo se tiene que los ı́ndices de desempeño y los torques máximos del controlador PI Vectorial
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Figura 4.20: Comparación de los ı́ndices de desempeño de los controladores en doble apoyo.
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Figura 4.21: Comparación de los máximos torques de los controladores en doble apoyo.

rebasan con una gran diferencia a los obtenidos con las estrategias de control LQR y GPI, por esta
razón solo se presentan las tablas comparativas de los dos últimos controladores. Para el caso de doble
apoyo el controlador con las mejores caracteŕısticas de desempeño y robustez es el controlador GPI.
Esto se confirma en las tablas comparativas de los ı́ndices de desempeño (Ver Figura 4.20), torques
máximos (Ver Figura 4.21) y errores máximos (Ver Figura 4.22).
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Figura 4.22: Comparación de los máximos errores de los controladores en doble apoyo.

Con el propósito de mostrar las diferencias entre las respuestas de la evaluación de robustez ante
cambio de parámetros, se realiza un análisis estad́ıstico de los ı́ndices de desempeño obtenidos en cada
simulación para cada uno de los controladores. El análisis estad́ıstico de las respuestas de la variación
de parámetros consiste en determinar las medias y las desviaciones estándar de los cincuenta ı́ndices de
desempaño para cada controlador. Primero se exponen los resultados de los controladores para simple
apoyo, para tal fin la Tabla 4.20 muestra la media y las desviaciones estándar de los controladores
en simple apoyo, estos mismos datos son expresados en los histogramas de la Figura 4.23. Según la
menor media de los conjuntos de ı́ndices se puede concluir que el controlador con mejores indices de
desempeño es el controlador GPI y aunque la distribución de datos del controlador PI Vectorial es el
menor de los tres controladores, el controlador GPI tiene una desviación estándar pequeña y además
todos los ı́ndices de desempeño de las múltiples evaluaciones son menores que los mejores ı́ndices de
los otros controladores.

Tabla 4.20: Análisis estad́ıstico de las simulaciones de variación de parámetros para simple apoyo.

Índices PI Vectorial LQR GPI

Media 0.0886 0.0822 0.0097
Desviación Estandar 0.0011 0.0105 0.0035

Por su parte las evaluaciones de los controladores para la fase de doble apoyo muestran un alto domi-
nio del controlador GPI. En la Tabla 4.21 se muestran los resultados de la media y las desviaciones
estándar de los controladores para doble apoyo, mientras que las Figuras 4.24 y 4.25 muestran dichos
resultados de manera gráfica. Se puede ver que la diferencia entre la desviación estándar de los ı́ndices
de desempeño para el controlador GPI con los otros controladores es superior al 457%. Por tener una
menor media y menor disperción de los ı́ndices de desempeño se puede concluir que el controlador
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GPI es el controlador con mejor desempeño y más robustez en la fase de doble apoyo.

Tabla 4.21: Análisis estad́ıstico de las simulaciones de variación de parámetros para doble apoyo.

Índices PI Vectorial LQR GPI

Media 0.1247 0.0326 7.1118×−4

Desviación Estandar 2.6636×3 0.0025 4.4835×−4
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Figura 4.23: Distribución de los ı́ndices de desempeño para simple apoyo.
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Figura 4.24: Distribución de los ı́ndices de desempeño para doble apoyo.

69



Control PI Vectorial

Control LQR

Control GPI

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

0.065 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4×104

0

10

20

30

0

2

4

6

8

10

0

10

20

30

40

50

Figura 4.25: Distribución de los ı́ndices de desempeño para doble apoyo ampliada.

4.4 Transferencia de Fases de Marcha

Como ya se ha mencionado anteriormente el paso de la fase de simple apoyo al doble apoyo, implica
un cambio en la dinámica del sistema, por lo cual se realiza también un cambio de controlador. Según
el análisis de la evaluación de los controladores diseñados para cada fase de marcha, se encontró que
los mejores controladores para cada fase de marcha son los controladores GPI. Por tanto se evalúa el
paso de la fase de apoyo simple del pie derecho controlada con GPI para simple apoyo, al doble apoyo
controlado con GPI para doble apoyo.

Se propone un algoritmo basado en una maquina de estados para conmutar entre los controladores.
Cuando el estado del cuerpo con exoesqueleto esta en apoyo simple se activa el controlador GPI para
apoyo simple y cuando la planta está en doble apoyo el controlador activo es el control GPI para doble
apoyo. El algoritmo propuesto se muestra en la Figura 4.26.

La transferencia entre las fases de marcha tiene especial interés por varias razones, entre ellas se en-
cuentran el problema de la conmutación de controladores y los efectos del contacto discontinuo de los
pies en el piso. La conmutación de controladores entre cada fase de marcha es determinante porque
las condiciones iniciales con las que inicia son diferentes de cero, debido a que el cuerpo está en movi-
miento antes de activar el controlador. Con la evaluación del cambio de fase de marcha se comprueba
que el controlador mantiene la estabilidad del sistema.

En el cambio de fase de marcha se analiza la respuesta del sistema expuesto a las perturbaciones
causadas por el impacto que se presenta en el contacto del pie con el suelo. El problema de contacto es
una área de estudio en la cual se han obtenido algunas soluciones desde el punto de vista del control
y la planeación de trayectorias [23, 45, 68]. En esta tesis no se aborda el problema del impacto, pero
se genera una trayectoria de marcha que permita suavizar el contacto del pie con el suelo.
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La trayectoria de marcha generada se realiza con el propósito de realizar un proceso de marcha conti-
nuo y con apoyo de los pies al mismo nivel del piso. como primera premisa para generar la trayectoria
de marcha se define que el movimiento de la cadera en el plano sagital esta descrito por una sinusoidal
con un periodo igual a la mitad de la longitud de la zancada y una amplitud aproximada de unos
cinco cent́ımetros. Con el pie en apoyo fijo en una posición se definen los ángulos de las articulaciones
de la pierna en apoyo que lleva la cadera a la posición deseada.

Después de ubicar la cadera en la posición deseada, se define la trayectoria que debe realizar el pie
en balanceo para pasar del punto de anterior apoyo hacia el siguiente punto de apoyo. La primera
caracteŕıstica de la trayectoria del pie en balanceo es la distancia entre los puntos de apoyo anterior
e inmediatamente futuro que es igual a la longitud de la zancada. Un segundo dato es la altura a la
cual se eleva el pie con respecto al piso, para evitar un choque inesperado entre el pie en balanceo y
el suelo. La tercera caracteŕıstica que se desea es que la transición entre el balanceo y el apoyo sea
suave, por tanto se propone que la primera y segunda derivada de la trayectoria sea igual a cero en
los puntos de apoyo. Con las condiciones descritas anteriormente se plantea un sistema de ecuaciones
que permitan definir un polinomio que describa la trayectoria a seguir por el pie en balanceo.

Si se supone que el polinomio que describe la trayectoria del pie en balanceo es de orden seis se tiene
que

tray pie(x) = α6x
6 + α5x

5 + α4x
4 + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0.

Si z =Longitud de la zancada y h =Altura de elevación del pie en balanceo, se tienen las siguientes
condiciones
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Con las condiciones de la solución establecidas es suficiente para determinar los coeficientes del polino-
mio tray pie. Finalmente tomando como origen la posición de la cadera en cada punto se determinan
los ángulos de las articulaciones de la pierna izquierda que llevan el pie a la posición descrita por el
polinomio calculado, tal como lo muestra la Figura 4.27.

La Figura 4.28 muestra el seguimiento de una trayectoria de marcha que incluye cambio de fase de
marcha de apoyo simple a apoyo doble. La respuesta de los controladores GPI para apoyo simple y
apoyo doble indican que incluso con el cambio de tipo de apoyo el sistema se mantiene estable, el
ı́ndice de desempeño se mantiene y las señales de control no exceden los limites máximos descritos
anteriormente.
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Figura 4.26: Algoritmo para control de cambio de fase de marcha.
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Figura 4.27: Evolución de la trayectoria de marcha.
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Ángulo Rodilla Izquierda

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

-1

0

1

0

0.5

1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

0

0.5

1

(Azul: Ref, Magenta: Controladores GPI)

Figura 4.28: Cambio de apoyo.

Finalmente se ha realizado una prueba del sistema en la fase de apoyo simple controlado con GPI,
para la cual es expone el sistema a una perturbación compuesta de una fuerza con el perfil de un pulso
aplicado sobre el torso del sujeto. La perturbación se ha realizado para evaluar el comportamiento
del control GPI ante un cambio inercial inesperado. La perturbación consiste en aplicar una fuerza
tipo pulso con una amplitud de 50N y una duración de 0.25s sobre el torso del sujeto. La Figura 4.29
muestra el seguimiento de la trayectoria de marcha y la respuesta ante la perturbación realizada en
t = 2s. Según el resultado de la prueba realizada se puede concluir que el sistema tiene un rechazo
efectivo de esta perturbación, usando señales de control dentro de los limites de operación con los
cuales se diseñó el controlador.
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Figura 4.29: Respuesta a perturbación tipo impulso en el torso
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis se desarrollan estrategias de control multivariables para controlar un exoesqueleto de mar-
cha destinado a personas con discapacidad total o parcial de extremidades inferiores. Los controladores
diseñados permiten que un sujeto pueda realizar una caminata en el plano sagital sin necesidad de so-
porte adicional de bordones, muletas o caminadores. Los controladores finalmente propuestos otorgan
mayor autonomı́a de las extremidades superiores que los exoesqueletos estudiados en el estado del arte.

Para el diseño de los controladores y la simulación del comportamiento del exoesqueleto se construyen
modelos de dinámica multicuerpos en SimMechanics de Matlab para las fases de marcha de simple
y doble apoyo. El modelo construido en esta tesis difiere de los basados en un modelado matemático
con las masas concentradas, este es un modelo computacional en el cual los segmentos del cuerpo son
considerados como cuerpos ŕıgidos y permite simular los comportamientos no lineales del sistema. En
el modelo se incluyen además de las partes del exoesqueleto, el cuerpo de un sujeto con datos antro-
pométricos reales, basados en estudios tomados de la literatura sobre evaluaciones antropométricas
de cadáveres y cuyos resultados son homologables a las caracteŕısticas de la población colombiana.
Se recrean los efectos dinámicos que causan todos los segmentos del cuerpo del sujeto, incluyendo el
movimiento de las extremidades superiores y los cambios del centro de gravedad del sistema completo,
provocados por el cambio relativo de cada segmento del modelo. En el exoesqueleto se consideran seis
actuadores que se activan dependiendo del tipo de apoyo que se tiene, para el simple apoyo se activan
todos los actuadores excepto el actuador del tobillo de la pierna en balanceo y para el doble apoyo se
activan los tres actuadores de la pierna que en el estado anterior estaba en apoyo simple.

Esta tesis es un aporte al control de exoesqueletos de marcha para personas con discapacidad motora,
porque en comparación con los trabajos realizados sobre exoesqueletos, en los que tradicionalmente
se aborda el problema de control como múltiples sistemas de control SISO, en donde se desprecian
las dinámicas acopladas del sistema, esta tesis desarrolla un modelo que incluye la dinámica de todo
el cuerpo del sujeto y se desarrollan controladores MIMO. Los controladores multivariables diseñados
son PI Vectorial, LQR y GPI para las fases de simple y doble apoyo. La sintonización de los con-
troladores está basada en el modelo nominal, construido con los datos antropométricos medios de las
evaluaciones de múltiples cadáveres encontrados en estudios previos. El controlador PI vectorial se
sintoniza mediante la asignación de la estructura propia del sistema de lazo cerrado deseada y también
con un método de optimización denominado LQR. Además se desarrolla una estrategia de control no
lineal GPI, basada en la cancelación de la no linealidad y rechazo activo de perturbaciones con la
asignación de polinomios caracteŕısticos de los errores de seguimiento en lazo cerrado.

Se evalúan los controladores multivariables sobre el modelo multicuerpos no lineal construido en Sim-
Mechanics con tres pruebas: seguimiento de trayectoria, rechazo de perturbaciones, y variación de
parámetros en la planta. Los tres controladores realizan seguimiento de las referencias de marcha, re-
chazan perturbaciones causadas por la dinámica de las extremidades superiores del cuerpo del sujeto
y perturbaciones externas en los actuadores, además en su mayoŕıa tienen comportamiento robusto

75



ante la variación de parámetros, evaluada con la simulación de los controladores en sujetos con da-
tos antropométricos diferentes a los del modelo nominal. La evaluación de variación de parámetros
se realiza con cincuenta sujetos, cuyas constantes antropométricas están relacionadas por medio de
la covarianza de los datos obtenidos en las fuentes de antropometŕıa. Los conjuntos de datos de los
cincuenta sujetos son tomados aleatoriamente dentro de una distribución gaussiana de la población
colombiana.

Con el fin de determinar los mejores controladores en cada fase de marcha, se calculan ı́ndices de
desempeño en los que se incluyen los errores de seguimiento y las señales de control. Se comparan los
máximos torques requeridos, los máximos errores de seguimiento en cada controlador y la variabili-
dad de los ı́ndices de desempeño al evaluar el controlador en diferentes sujetos. Los resultados de los
controladores para la fase de apoyo simple muestran que en todas las pruebas realizadas los ı́ndices de
desempeño del controlador GPI son mejores que los controladores PI Vectorial y LQR. Al comparar la
dispersión de los ı́ndices de desempeño en la evaluación en múltiples sujetos se encuentra que a pesar
de que la media de los ı́ndices es menor para el controlador GPI, el controlador más consistente o con
menos dispersión de los datos es el control PI Vectorial, pero con altos requerimientos en las señales
de control. Por esta razón se considera que para la fase de apoyo simple, el controlador GPI tiene el
mejor balance entre robustez y desempeño.

Los resultados de las evaluaciones de los controladores para el apoyo doble muestran que el controlador
GPI para doble apoyo tiene los mejores ı́ndices de desempeño. El controlador LQR para doble apoyo
muestra ı́ndices de desempeño y señales de control que en comparación con los resultados obtenidos en
el control PI Vectorial son buenos, además la evaluación de variación de parámetros tiene consistencia
con desviaciones estándar pequeñas, mostrando robustez ante variación de parámetros. A pesar de los
buenos resultados obtenidos con el controlador LQR, este tipo de controlador es inaceptable, debido
a que los sobrepicos en la respuesta transitoria de todos los casos evaluados lleva a los ángulos de
las articulaciones dependientes a converger a una solución no factible, quedando en una posición no
anatómica y dejando el cuerpo en una postura que causaŕıa lesiones al sujeto.

Según el comportamiento de los controladores en las evaluaciones se concluye que los mejores contro-
ladores para cada fase de marcha son los controladores GPI, porque tienen los menores requerimientos
de señal de control, responden con los mejores ı́ndices de desempeño, son los más robustos ante pertur-
baciones externas y tienen un buen grado de consistencia ante cambio de parámetros. Un efecto que
no se ve reflejado en los ı́ndices de desempeño, torques y/o errores máximos, es el efecto favorable que
canalizan los controladores GPI con respecto a la reducción del subpico de las respuestas, atenuando
los efectos no mı́nima fase que la planta presenta en los demás controladores.

La generación de una trayectoria suave y un algoritmo basado en una maquina de estados permite
conmutar entre los controladores con mejores caracteŕısticas para cada fase de marcha, por tal motivo
se evalúan los controladores GPI para un proceso de caminata continua. En el cambio del tipo de apoyo
se encuentra que el comportamiento del cuerpo con exoesqueleto mantiene la estabilidad del sistema
y persiste el seguimiento de la trayectoria de referencia, con un buen desempeño en la transferencia
de una fase de marcha a la otra, a pesar de los efectos causados por el contacto discontinuo de los los
pies sobre el suelo. Además se encontró que las señales de control en la transferencia se mantienen por
debajo de los valores máximos encontrados en las evaluaciones de seguimiento de trayectoria.

Finalmente se puede concluir que el uso de los controladores GPI multivariables, es prometedor para
el control del movimiento de un exoesqueleto en el plano sagital sin apoyo mecánico externo y con
la posibilidad de que un paciente con discapacidad total o parcial de marcha tenga autonomı́a de las
extremidades superiores. Etapas futuras de investigación incluyen análisis en el plano frontal, proto-
tipado y evaluación en pacientes.
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Apéndice A

Modelado de un Robot Planar de Dos

Grados de Libertad

A.1 Modelo Matemático de un Robot Planar de Dos Grados de Libertad

La Figura A.1 muestra una cadena cinemática de dos grados de libertad abierta, que esta compuesta
por dos barras unidas con articulaciones, cuyas variables angulares están descritas por los ángulos
A ≡ θ1, B ≡ θ2. Además se observan otras constantes del sistema como las longitudes L1, L2, masas
m1, m2 y tensores de inercia I1, I2 las cuales se detallan en la Tabla A.1. Se cuenta con dos entradas
de control τ1, τ2 y dos salidas a controlar θ1, θ2.

Tabla A.1: Propiedades f́ısicas de las barras

Propiedad Barra 1 Barra 2

Masa (Kg) 10 5
Longitud (m) 1 1
Viscocidad 0,8 0,8
Ixx (Kgm2) 0,5050 0,2525
Iyy (Kgm2) 0,0100 0,0050
Izz (Kgm2) 0,5050 0,2525

Figura A.1: Cadena cinemática
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En primer lugar se considera un modelo matemático del sistema con el fin de mostrar la salida plana
del sistema. Para eso se desarrolla un modelado del sistema mecánico por el método de Lagrange. Se
realiza una aproximación del sistema concentrando las masas en el radio de giro de cada una de las
barras, el cual esta dado por

ri = x̄i +

√

Izz i

mi

, (A.1)

donde x̄i es la distancia del pivote al centro de masa de la barra i, Izz i es el momento de inercia en
el eje z y mi es la masa de la barra i.

La Figura A.2 muestra el sistema simplificado. El primer paso en la construcción del modelo de
Lagrange es determinar la posición de cada masa en función de los ángulos θ1 y θ2 con respecto al
origen, tal como se muestra a continuación

x1 = r1 sin θ1, (A.2)

y1 = r1 cos θ1, (A.3)

x2 = L1 sin θ1 + r2 sin θ2, (A.4)

y2 = L1 cos θ1 + r2 cos θ2. (A.5)

Figura A.2: Cadena cinemática con las masas concentradas en el radio de giro

Con las expresiones que describen la posición de las masas de las barras se procede a derivar cada
ecuación en función del tiempo para encontrar la velocidad de las masas en función de los ángulos

ẋ1 = r1θ̇1 cos θ1, (A.6)

ẏ1 = −r1θ̇1 sin θ1, (A.7)

ẋ2 = L1θ̇1 cos θ1 + r2θ̇2 cos θ2, (A.8)

ẏ2 = −L1θ̇1 sin θ1 − r2θ̇2 sin θ2. (A.9)

Con estos datos se realiza una transformación de coordenadas rectangulares a polares, aśı

ρ̇1
2 = ẋ1

2 + ẏ1
2 = r21 θ̇1

2
, (A.10)

ρ̇2
2 = ẋ2

2 + ẏ2
2 = L2

1θ̇1
2
+ 2L1r2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) + r22 θ̇2

2
. (A.11)

A continuación con las ecuaciones obtenidas para la posición y velocidad de las masas de las barras,
se pasa a extraer las ecuaciones de enerǵıa potencial V en (A.12) y enerǵıa cinética T en (A.13). Se
obtiene el Lagragiano dado por L = T − V y finalmente la ecuación diferencial de Lagrange (A.15).
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Enerǵıa Potencial

V = M1gy1 +M2gy2

= (m1r1 +m2L1)g cos(θ1) +m2r2g cos(θ2). (A.12)

Enerǵıa Cinética

T =
m1ρ̇

2
1

2
+

m2ρ̇
2
2

2

=
1

2
m1r

2
1 θ̇1

2
+

1

2
m2

(

L2
1θ̇

2
1 + 2L1r2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) + r22 θ̇

2
1

)

. (A.13)

Se define el Lagragiano, L = T − V .

L = 1
2m1r

2
1 θ̇1

2
+ 1

2m2

(

L2
1θ̇1

2
+ 2L1r2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2) + r22 θ̇2

2
)

− . . .

· · · − (m1r1 +m2L1) g cos(θ1)−m2r2g cos(θ2).
(A.14)

Ecuación Diferencial de Lagrange

∂

∂t

∂L

∂θ̇i
−

∂L

θi
+

∂Ri

∂θ̇i
= τi, (A.15)

donde Ri en la función de disipación de Rayleigh y esta dada por

Ri =
1

2
βiθ̇i

2
, (A.16)

y βi es la constante de fricción viscosa de la unión i.

Finalmente se extraen las ecuaciones diferenciales de Lagrange para θ1 y θ2 aśı:

• Ecuaciones diferenciales de Lagrange para θ1
(

m1r
2
1 +m2L

2
1

)

θ̈1 +m2L1r2 cos(θ1 − θ2)θ̈2 + β1θ̇1 + . . .

· · ·+m2L1r2 sin(θ1 − θ2)θ̇2
2
− (m1r1 +m2L1) g sin(θ1) = τ1.

(A.17)

• Ecuaciones diferenciales de Lagrange para θ2

m2L1r1 cos(θ1 − θ2)θ̈1 +m2r
2
2 θ̈2 − . . .

. . .m2L1r2 sin(θ1 − θ2)θ̇1
2
+ β2θ̇2 −m2r2g sin(θ2) = τ2.

(A.18)

Se muestran las ecuaciones que describen el movimiento de una manera compacta

D(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ + g(θ) = τ, (A.19)

donde

D(θ) =

[ (

m1r
2
1 +m2L

2
1

)

m2L1r2 cos(θ1 − θ2)
m2L1r1 cos(θ1 − θ2) m2r

2
2

]

,

C(θ, θ̇) =

[

β1 m2L1r2 sin(θ1 − θ2)θ̇2
m2L1r2 sin(θ1 − θ2)θ̇1 β2

]

,

g(θ) =

[

− (m1r1 +m2L1) g sin(θ1)
−m2r2g sin(θ2)

]

, τ =

[

τ1
τ2

]

,

θ̈ =

[

θ̈1
θ̈2

]

, θ̇ =

[

θ̇1
θ̇2

]

.
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A.2 Modelo en SimMechanics de un Robot Planar de Dos Grados de

Libertad

La Figura A.3 muestra el modelo del sistema en Simulink, el cual ha sido construido con las herramien-
tas de SimMechanics. El modelo está compuesto de un punto de apoyo fijo a la tierra llamado G, dos
puntos de unión rotacionales llamados Join 1 y Join 2, cada bloque de unión tiene cinco terminales
de los cuales dos son para acople mecánico, en Join 1 entre la tierra y la Barra 1 y en Join2 entre
la Barra 1 y la Barra 2. Otra terminal está destinada a conectar un bloque de condiciones iniciales,
otra a un bloque de salida para conectar un sensor y la ultima terminal esta conectada a un bloque
de entrada encargada de conectar un actuador. La señal de entrada al bloque del actuador de cada
articulación está compuesta por la suma de dos señales, una de torque externo proveniente de un
motor u otro elemento final de control y la otra derivada del bloque Torsion Spring-Damper, el cual
provoca efectos viscosos proporcionales a la velocidad angular y elásticos proporcionales al ángulo. En
esta aplicación la constante elástica es igual a cero, por lo que solo se tienen en cuenta las constantes
viscosas, tal como se muestra en la Figura A.4.

Figura A.3: Modelo en SimMechanicsr de la Cadena Cinemática

Figura A.4: Torsión Spring-Damper

Con el modelo computacional de la cadena cinemática construido, es posible encontrar un punto de
equilibrio dentro de los rangos de trabajo, esto con el fin de linealizar el sistema. Antes de proceder
con la linealización del sistema se determina cual es la estructura del vector de estado, teniendo en
cuenta que se tienen dos grados de libertad rotacionales se pueden tomar las variables de estado aśı

x1 = θ1

x2 = θ2

x3 = θ̇1

x4 = θ̇2
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Mediante la herramienta de linmod en Matlab se linealiza el sistema en el punto de equilibrio [0, 0, 0, 0].
Es necesario precisar que el modelo se linealiza tomando las barras como cuerpos ŕıgidos. El resultado
de dicho proceso de linealización es una representación en espacio de estado de la forma:

ẋ = Ax+Bu, (A.20)

y = Cx+Du, (A.21)

donde

x ∈ R
4x4 es el vector de estado,

y ∈ R
2x1 es el vector de salida,

u ∈ R
2x1 es el vector de entrada,

y

A =









0 0 1 0
0 0 0 1

−10,6123 14,8996 0,5542 −0,2080
44,5927 −23,3682 −2,0088 0,5542









,

B =









0 0
0 0

0,2601 −0,6928
−0,6928 2,5110









,

C =

[

0 1 0 0
1 0 0 0

]

, D =

[

0 0
0 0

]

.
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Apéndice B

Modelado del Cuerpo del Paciente con

Exoesqueleto

B.1 Encontrar un Punto de Equilibrio en un Modelo de SimMechanics

En este apéndice se indica como encontrar un punto de equilibrio dinámico de un modelo construido
en SimMechanics. Para encontrar el punto de equilibrio es necesario configurar el bloque Environmen-
t/ Analysis mode/Trimming. Después de configurado el archivo de Simulink se compila el siguiente
código en el cual primero se obtiene la estructura del vector de estado. El siguiente paso es encontrar
el punto de equilibrio con unos valores iniciales que indican donde se inicia la búsqueda, de tal forma
que un algoritmo de optimización busca un punto el punto de equilibrio más cercano al punto inicial.

MATLAB: Código para encontrar un punto de equilibrio en un modelo de

SimMechanics

% Encontrar e l v e c t o r de es tado .
StateManager = mech stateVectorMgr ( ’ Cuerpo ca0/ p i v o t e t o b i l l o −1 ’ ) ;
Estructura=StateManager . StateNames
% punto de e q u i l i b r i o 1
i x1 = [ 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ] ;
iu = [ ] ;
[ x1 , u , y , dx ] = trim ( ’ Cuerpo ca0 ’ , ix1 , iu ) ;
x1

La variable x1 contiene los valores de la ubicación del punto de equilibrio, que corresponde a los ángu-
los de cada articulación para que el sistema se mantenga en equilibrio sin necesidad de adicionarle
enerǵıa y con velocidades angulares iguales a cero.

B.2 Linealización de un Modelo en SimMechanics en Simulink

La linealización del modelo consiste en obtener una aproximación lineal del modelo nolineal construido
en Simulink. Esta aproximación se realiza alrededor de un punto de equilibrio que se encuentre dentro
del rango de trabajo de cada una de las articulaciones. El primer paso entonces es encontrar el punto
de equilibrio en el cual se desea linealizar, ver (Apéndice B.1). Con el punto de equilibrio definido se
asignan dichos valores al modelo de SimMechanics, con el fin de que al obtener los valores iniciales
del modelo se obtengan la posición del punto de equilibrio.
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Antes de linealizar se debe asegurar configurar el bloque Environment/ Analysis mode/Forward dyna-
mics. Con la herramienta linmod se realiza la linealización del sistema, que proporciona las matrices
constantes para configurar una representación en espacio de estado. Con la información del modelo
lineal se pueden realizar algunos análisis relacionados con la estabilidad, la posición de los ceros, la
observabilidad y la controlabilidad del modelo lineal.

MATLAB: Código para linealizar un modelo en Simulink con elementos de

SimMechanics

% l i n e a l i z a c i ó n
% Obtener l o s v a l o r e s i n i c i a l e s de l o s e s tados d e l modelo .
X = Simulink . BlockDiagram . g e t I n i t i a l S t a t e ( ’ Cuerpo c ’ )
% Linea l i z a e l modelo en va l o r e s i n i c i a l e s .
[A B C D] = linmod ( ’ Cuerpo c ’ ,X)
sys=s s (A,B,C,D)
% An á l i s i s
po lo s=eig (A) % Examinar l o s v a l o r e s prop ios
c e r o s=zero ( sys ) % Examinar l a po s i c i ó n de l o s ceros
% Obsevab i l i dad
Ob=obsv ( sys ) ;
unob = length (A)−rank (Ob) % Si es i g u a l a cero e l s i s tema es o b s e r v a b l e .
% Con t r o l a b i l i d ad
Co=ctrb ( sys ) ;
unco=length (A)−rank (Co) % Si es i g u a l a cero e l s i s tema es c on t r o l a b l e .
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Apéndice C

Control GPI de un robot planar de dos

grados de libertad

Como primer paso en la introducción del control GPI, se procede a realizar el análisis de una planta
con caracteŕısticas similares al exoesqueleto, en cuanto a ser un sistema multivariable, intŕınsecamente
inestable y con acoplamiento dinámico entre sus entradas y salidas, pero con menos complejidad ma-
temática y con un modelo conocido y ampliamente divulgado, tal como lo es un robot planar de dos
grados de libertad [36]. Este sistema es una cadena cinemática de dos grados de libertad compuesta
por dos cuerpos ŕıgidos unidos mediante dos articulaciones rotacionales en ejes simples y paralelos.

Control GPI de un robot planar de dos grados de libertad basado en un modelo

matemático

En el Apéndice A.1 se muestra la deducción del modelo matemático para un robot planar de dos
grados de libertad, partiendo de la ecuación (A.19) que se reescribe a continuación

D(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ + g(θ) = τ,

se define el sistema en función de su salida plana de tal forma que

θ̈ = D(θ)−1(τ) + ξ, (C.1)

donde
ξ = D(θ)−1

[

−C(θ, θ̇)θ̇ − g(θ)
]

. (C.2)

Se supone que ξ es una perturbación, que por tratarse de un sistema mecánico y sin incurrir en un
gran error puede ser aproximada a un polinomio de segundo orden. Se diseña un primer controlador
basado en el modelo matemático que permite realizar un controlador no lineal GPI con una señal de
control dada por

τ = D(θ)

[

ris
2 −

ki4s
4 + ki3s

3 + ki2s
2 + ki1s+ ki0

s3 (s+ ki5)
I (θi − ri(t))

]

. (C.3)

Si se remplaza la señal de control (C.3) en (C.1), se obtiene un desacoplamiento de las dinámicas cru-
zadas de los ángulos con respecto a los torques, de tal forma que cada articulación tiene la posibilidad
de controlarse como si fuera un sistema SISO.

θs2 = D(θ)−1

{

D(θ)

{[

r1s
2

r2s
2

]

−
ki4s

4 + ki3s
3 + ki2s

2 + ki1s+ ki0
s3 (s+ ki5)

I

[

θ1 − r1
θ2 − r2

]}}

+ ξ, (C.4)

[

θ1s
2

θ2s
2

]

=

[

r1s
2

r2s
2

]

−
ki4s

4 + ki3s
3 + ki2s

2 + ki1s+ ki0
s3 (s+ ki5)

I

[

θ1 − r1
θ2 − r2

]

+

[

ξ1
ξ2

]

. (C.5)
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Se reescriben las ecuaciones de manera independiente

θ1s
2 = r1s

2 −
ka4s

4 + ka3s
3 + ka2s

2 + ka1s+ ka0
s3 (s+ ka5)

(θ1 − r1) + ξ1, (C.6)

θ2s
2 = r2s

2 −
kb4s

4 + kb3s
3 + kb2s

2 + kb1s+ kb0
s3 (s+ kb5)

(θ2 − r2) + ξ2, (C.7)

se transforman las ecuaciones a una forma polinomial

s5 (s+ ka5) (θ1 − r1) = −
(

ka4s
4 + ka3s

3 + ka2s
2 + ka1s+ ka0

)

(θ1 − r1) + . . .
· · ·+ ξ1s

3 (s+ ka5) ,
(C.8)

s5 (s+ kb5) (θ2 − r2) = −
(

kb4s
4 + kb3s

3 + kb2s
2 + kb1s+ kb0

)

(θ2 − r2) + . . .
· · ·+ ξ2s

3 (s+ kb5) .
(C.9)

Teniendo en cuenta las caracteŕısticas de este tipo de sistemas mecánicos como la cadena cinemática,
se puede considerar que es relativamente lento en comparación con los sistemas eléctricos asociados al
actuador y sensores. Por eso es acertado suponer que las perturbaciones tienen una buena aproximación
con un polinomio de segundo grado (α0+α1t+α2t2), con la anterior suposición el controlador propuesto
con tres integradores provoca que tanto ξ1 como ξ2 tiendan a cero, por tanto el polinomio caracteŕıstico
del error queda de la forma

(

s6 + ka5s
5 + ka4s

4 + ka3s
3 + ka2s

2 + ka1s+ ka0
)

eθ1 → 0, (C.10)
(

s6 + kb5s
5 + kb4s

4 + kb3s
3 + kb2s

2 + kb1s+ kb0
)

eθ2 → 0. (C.11)

Con el polinomio caracteŕıstico del error definido se procede a definir los coeficientes del polinomio,
de tal manera que el sistema de lazo cerrado tenga el comportamiento deseado, para tal fin se iguala
cada polinomio del error a un polinomio de la forma

pd(s) =
(

s2 + 2ζωns+ ω2
n

)3
, (C.12)

en el cual es necesario escoger la frecuencia natural ωn y la constante de amortiguación ζ.

Control GPI de un robot planar de dos grados de libertad basado en un modelo

en SimMechanics

Partiendo del modelo para el robot planar de dos grados de libertad, construido en SimMechanics
que se muestra en el Apendice A.2, se propone realizar un control GPI sin la necesidad de modelar el
sistema matemáticamente, tal como se realizo en el diseño anterior. Este diseño de controlador GPI
se basa en una aproximación lineal del modelo construido en SimMechanics. Para tal efecto se toma
la ecuación de estado (A.20) obtenida de linealizar el modelo construido en el (Apendice A.2) la cual
se reescribe a continuación.

ẋ = Ax+Bu,

Se enfatiza que este modelo fue extráıdo de un sistema que toma los segmentos como cuerpos ŕıgidos y
no como cargas puntuales, aśı que si se linealiza el modelo matemático los resultados pueden presentar
algunas diferencias. Si se reescribe la ecuación de estado, retomando el significado f́ısico de cada
variable de estado se obtiene que









θ̇1
θ̇2
θ̈1
θ̈2









=

[

0 I
ALow

]









θ1
θ2
θ̇1
θ̇2









+

[

0
BLow

] [

τ1
τ2

]

, (C.13)
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ahora se toma la parte baja de la ecuación, que es donde se encuentra la información relevante de la
dinámica del sistema y se obtiene la ecuación del movimiento aśı

[

θ̈1
θ̈2

]

= [ALow]









θ1
θ2
θ̇1
θ̇2









+ [BLow]

[

τ1
τ2

]

, (C.14)

la cual puede expresarse en función de su salida plana de la siguiente manera

[

θ̈1
θ̈2

]

= BLowτ + ξL, (C.15)

donde ξL es considerada como una perturbación asociada al sistema multicuerpos de SimMechanics
linealizado.

Para este modelo se propone un controlador como el de la ecuación (C.3), pero en lugar de D(θ) se
usa B−1

Low aśı

τ = B−1
Low

[

ris
2 −

ki4s
4 + ki3s

3 + ki2s
2 + ki1s+ ki0

s3 (s+ ki5)
I (θi − ri(t))

]

(C.16)

La anterior estrategia de control lleva a unas ecuaciones caracteŕısticas del error similares a las de las
ecuaciones (C.10) y (C.11), por esta razón se puede usar la misma estrategia de sintonización. Para
determinar las constantes de los polinomios de los errores se asignan las frecuencias naturales y los
coeficientes de amortización ζ1 = 6, ωn1 = 10, ζ2 = 5, ωn2 = 10.

La Figura C.1 Muestra la estructura de control GPI propuesta para controlar la cadena cinemática
de dos grados de libertad.

D(θ)
or

B−1
Low

Control2

Control1

d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

Planta

r2(t)

r1(t)

θ2

θ1

τ2

τ1

−

−

+ +

+ +

Figura C.1: Control MIMO GPI

Se realiza una simulación de seguimiento de referencia para el control basado en el modelo matemáti-
co y el modelo en SimMechanics, además, se usan controladores con iguales polinomios del error. La
Figura C.2 muestra el contraste de la respuesta del sistema con el controlador GPI. En la evaluación
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de los sistemas de control y con exposición a las mismas perturbaciones externas en la entrada se
obtienen respuestas parecidas aunque predomina un menor sobrepico y subpico en el controlador no
lineal basado en el modelo matemático, sin embargo el controlador diseñado con la aproximación lineal
del modelo en SimMechanics tiene menos oscilaciones haciendo la respuesta más suave.

Ángulo Theta 1

Ángulo Theta 2

ra
d

Time (s)

Ref
Control No lineal

Control Linealizado

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0

0.5

1

1.5

2

Figura C.2: Respuesta del Controlador GPI con tres integradores sobre el Modelo en SimMechanics
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