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Resumen

El presente trabajo analiza el enfoque de media-varianza-simetria (MVS) para abordar el
problema de seleccion de portafolio, mediante la implementacion del estudio de ventanas
temporales. Dicho enfoque es una extension de la teoria moderna del portafolio (enfoque
de media-varianza (MV)) y busca capturar el comportamiento de los activos del portafolio,
cuya distribucion de retornos no es simétrica. EI modelo MVS asigna portafolios de
manera Optima al considerar la maximizacién tanto del rendimiento esperado como de la
asimetria de los retornos, mientras minimiza simultdneamente el riesgo del portafolio.
Dado que es un problema de optimizacidon multi-objetivo, se empled una técnica meta-
heuristica basada en la optimizacion de enjambres de particulas multi-objetivo (NSPSO)
para proporcionar una solucién pareto Optima. Se realizan estudios de caso de los
activos pertenecientes al mercado financiero de Estados Unidos y al mercado financiero
de Colombia y se compara el rendimiento del método basado en la teoria de la cartera
MVS y el método clasico de MV. Se encontr6 que el método basado en el enfoque de
MVS modifica la frontera optima de rentabilidad — riesgo y proporciona informacion

acerca de la simetria de los portafolios 6ptimos, frente al enfoque tradicional de MV.

Palabras clave: Optimizacion de portafolio, Teoria de portafolio de Markowitz,
Media-Varianza-Simetria, Optimizacion Multi-objetivo por enjambre de particulas
(NSPSO)






Abstract

The current work analyzes the mean variance symmetry method (MVS) to approach the
problem of portfolio selection, through the implementation of temporary windows’ study.
Such approach is an extension of the modern portfolio theory (mean variance method
(MV)) and it aims to capture the behavior of the portfolio assets, whose return distribution
is not symmetric. The MVS model assigns portfolios in an optimal manner by considering
the maximization of both the expected performance and the asymmetry of the assets,
while simultaneously minimizing the portfolio’s risk. Given that the current problem is a
multi-objective optimization, a meta-heuristic technique based on sorting particle swarm
multi-objective optimization (NSPSO) was utilized to provide a pareto-optimal solution.
Case studies are performed on the assets belonging to the financial market of the United
States and the Colombian financial market, and the method’s behavior is compared
based on the theory of the portfolio MVS and the classical method MV. It was found that
the method based on the MVS approach modifies the optimal rentability-risk frontier and
provides information regarding the symmetry of the optimal portfolios, compared with the
traditional MV approach.

Keywords: Portfolio optimization, Markowitz portfolio theory, Mean-Variance-

Symmetry, Multi-objective Particle Swarm Optimization (NSPSO)
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1.Introduccion

Es bien conocido que la rigueza material de una sociedad se determina por la capacidad
productiva de la economia, es decir, los bienes y servicios que sus miembros pueden
crear. Esta capacidad es una funcién de activos reales de la economia como la tierra, las
maquinas y los conocimientos que pueden ser utilizados para producir bienes y servicios.
En contraste con los activos reales encontramos los activos financieros tales como las
acciones y los bonos, los cuales no son mas que hojas de papel o, mas probablemente,
las entradas de un ordenador, que no contribuyen directamente a la capacidad productiva
de la economia. Sin embargo, estos activos son el medio por el cual los individuos en las
economias bien desarrolladas mantienen sus posesiones sobre los activos reales. En
otras palabras, los activos financieros son reclamaciones sobre los ingresos generados
por los activos reales. [1]

En un sistema capitalista, los mercados financieros desempefian un papel central en la
asignacion de recursos de capital. Por ejemplo, si una empresa parece tener buenas
perspectivas de rentabilidad futura, los inversores responderan a dichas perspectivas y
haran subir el precio de las acciones; lo que trae consigo decisiones estratégicas por
parte de la gerencia de la empresa a la cual le sera mas facil emitir nuevas acciones o
pedir prestados fondos para financiar investigacion y desarrollo, etc. Si, por el contrario,
las perspectivas de una empresa parecen negativas, los inversionistas haran que los
precios de sus acciones bajen, provocando que la compafia reduzca su tamafio, hasta
quiza, el punto de desaparecer. De igual manera, algunas empresas pueden parecer
"atractivas" por un corto periodo de tiempo, atraer un gran flujo de capital de los
inversores, y luego fallar después de unos pocos afios, lo que reafirma la consecuencia
inevitable de la incertidumbre. [2]

Sin embargo, el mercado de valores fomenta la asignacion de capital para las empresas
gue aparecen en el momento de tener las mejores perspectivas. Muchos profesionales
inteligentes y bien capacitados analizan las perspectivas de las empresas cuyas acciones
se cotizan en el mercado bursétil, razén por la cual los precios de las acciones reflejan su
juicio colectivo.

El proceso de inversion se basa principalmente en la estructuracion de un portafolio, el
cual se define como una coleccién de activos financieros en donde, una vez que se
establecen los elementos que componen el portafolio, este se actualiza o "re-equilibra"
por la venta de valores existentes y la utilizaciébn de ganancias para comprar nuevos
titulos, mediante la inversion de fondos adicionales para aumentar el tamafio total del
portafolio, o0 mediante la venta de titulos valores para disminuir el tamafio del
portafolio.[2]

Los inversionistas realizan dos tipos de decisiones en la construccion de sus portafolios.
En primer lugar, encontramos la seleccion de los activos financieros que constituiran el
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portafolio, y en segundo lugar la proporcidn que cada activo tendra dentro del portafolio.

[1]

La asignacion 6ptima de capital es determinada por la aversion al riesgo, asi como por
las expectativas de la relacién riesgo-retorno de la cartera riesgosa 6ptima. En principio,
la asignacion de activos y la seleccién de valores son técnicamente idénticos; ambas
apuntan a la identificacién de esa cartera riesgosa 6ptima, es decir, la combinacion de los
activos de riesgo que ofrece la mejor relacion riesgo-retorno [2].

No fue sino hasta 1952 que Harry Markowitz [3] publicé un modelo formal de seleccién de
cartera que incorpora principios de diversificacién, allanando asi el camino para su
Premio Nobel en Economia en 1990. Su modelo es precisamente el primer paso de la
gestion de carteras y es conocido como la teoria moderna del portafolio, la cual busca
identificar la combinacion eficiente de cartera o la frontera eficiente de los activos de
riesgo. La principal idea detras de la busqueda de la frontera éptima de las carteras de
riesgo es que, para cualquier nivel de retorno esperado, solo la cartera con el riesgo mas
bajo es objeto de interés [1].

A partir del modelo planteado por Markowitz se han realizado diversos trabajos, algunos
de ellos atendiendo a las criticas que se han hecho a los supuestos en los cuales se
fundamenta la teoria moderna del portafolio y algunos otros presentando algoritmos de
optimizacion alternativos que buscan capturar aspectos que no se han contemplado por
los modelos usualmente utilizados.

El uso de meta-heuristicas multi-objetivo para la seleccién de portafolio se encuentra
todavia en sus primeras etapas. Segun K. Metaxiotis and K. Liagkouras [4], parece que la
mayoria de los autores se han centrado en los aspectos computacionales del problema y
pasan por alto los aspectos y caracteristicas propias del problema financiero. Esto se
hace evidente por el amplio uso de la varianza como la medida del riesgo, a pesar de que
ya son ampliamente conocidos los problemas (supuestos poco realistas) de la utilizacién
exclusiva de estos parametros. Por lo tanto, un camino potencial de investigacion es la
incorporacion de las medidas de cuantificacién del riesgo con mejores propiedades
matemadticas en la formulacién del problema [4], como, por ejemplo, plantear la inclusion
del tercer momento de la funcién generadora de momentos, es decir, tener en cuenta la
simetria de la distribucién de retornos. La incorporacién de las limitaciones del mundo
real es un reto adicional que se debe afrontar, dado que en los mercados financieros el
problema de seleccion de cartera involucra un proceso de toma de decisiones complejo y
dificil de modelar. Adicionalmente, la incorporacion de las preferencias y niveles de
aversion al riesgo siguen siendo un reto importante [4].

En respuesta a los retos planteados, se han desarrollado gran cantidad de trabajos
investigativos. Por ejemplo, un modelo mas avanzado fue introducido por Konno y
Yamazaki [5], en el que utilizan la desviacibn media-absoluta (MAD) como medida de
riesgo. No obstante, se comprobd que este modelo era insensible en algunos extremos,
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lo cual podria generar errores en el proceso de optimizacion. Por otra parte Mansini y
Sprenza [6] aseguran que la mayoria de los modelos de seleccion de cartera asumen un
fraccionamiento perfecto de las inversiones. Sin embargo, en el mercado real los titulos
se negocian como multiplos de un lote minimo de transacciones, razén por la cual surgio
un modelo de programacion entera mixta con restricciones en el lote minimo de
seleccion. Algunos investigadores [7], [8] han considerado el caso de la optimizacion de
portafolio multi-periodo, en el que los inversionistas invierten continuamente en lugar de
considerar intervalos de tiempo o momentos Unicos de inversion. Elikyurt y Zekici [9]
lograron implementar esta caracteristica del mercado, utilizando un enfoque de cadena
de Markov y suponiendo que hay algunos factores econémicos, sociales y politicos que
afectan los rendimientos de los activos. Puntualmente, algunos investigadores se han
planteado dar respuesta a la principal critica de la teoria moderna del portafolio y han
incluido la simetria como uno de los objetivos a considerar dentro del analisis. Dichos
estudios seran presentados con mayor detalle en el capitulo 2, seccion 2.2.

El modelo de optimizacién basado en enjambre de particulas fue planteado en 1995 por
J. Kennedy y R. Eberhart [10]. Este modelo mono objetivo estd enfocado a la
optimizacion de funciones continuas no lineales, en donde se pretende simular
graficamente el movimiento sincronizado e impredecible de grupos tales como los bancos
de peces o las bandadas de aves y su capacidad de separarse, reagruparse o encontrar
alimento. En este se imitan los comportamientos sociales de un colectivo a partir de la
interaccion de los individuos entre si y con el entorno. [11]

En este modelo se emplearan conceptos como: particula, enjambre (swarm), proximidad
y espacio de busqueda, entre otros. Estos conceptos intentan describir matematicamente
el comportamiento de los enjambres.

Del mismo modo, se encontr6 que se han realizado distintas modificaciones y
complementos al modelo de optimizacién por enjambre de particulas para abordar el
problema de optimizacion del portafolio. Por ejemplo, encontramos a M. Koshino y H.
Murata [12], quienes plantean el enfoque de los pesos de inercia (IWA) y el enfoque de
factor de constriccion (CFA). El IWA busca primero en el espacio del problema a nivel
global (los primeros pasos) y luego localmente, cerca de la solucién optima. CFA es un
método que introduce un nuevo parametro en la ecuacion de velocidad de actualizacion.
En dicho trabajo se propone una combinacién de IWA y CFA (los pesos Inercia Factor
Constriccién Enfoque: IWCFA) y PSO-rank, cuyo objetivo es la clasificacion de los
individuos en la poblacion.

Dado el comportamiento y la dindmica de los distintos individuos y actores que hacen
parte de los mercados bursétiles, se hace necesario analizar y modelar dicha dinamica
mediante algoritmos multi-objetivo basados en enjambres de particulas que, por una
parte, intenten reflejar la realidad del comportamiento de los mercados de valores y que,
ademas, nos permitan optimizar el ya conocido problema de optimizacion de portafolio y
sus criticas. Lo que se pretende es encontrar la asignacién optima de recursos de tal
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manera que el modelo utilizado para hallarlo sea lo mas cercano posible a la realidad,
contemplando las variables y restricciones necesarias para lograrlo, tales como la
inclusion de la simetria y los problemas conocidos de su estimacion.

Por estas razones, se han formulado los siguientes objetivos planteados para el
desarrollo de esta tesis:

Principal

» Describir, modelar y optimizar el problema de seleccioén de portafolio mediante el
modelo de optimizacion multi-objetivo por enjambre de particulas (NSPSO), bajo
la metodologia de andlisis de ventanas temporales y con la inclusion de la
simetria como objetivo de optimizacion.

Especificos

» Analizar y seleccionar los conceptos, modelos, herramientas y caracteristicas de
los mercados bursétiles, tales como la simetria, que puedan llegar a ser utiles a la
hora de identificar las variables y pardmetros claves del problema de seleccién de
portafolio.

» Revisar, ajustar e implementar el algoritmo de optimizacion del modelo NSPSO,
gue permita. junto con las variables y parametros claves del problema de
seleccién de portafolio, describir y optimizar el comportamiento de los individuos
en el mercado bursétil de valores.

» Validar, evaluar y comparar, en cada una de las ventanas temporales a
considerar, los resultados obtenidos en términos de rentabilidad ajustada al riesgo
(del portafolio optimo y del indice), con la aplicacion del modelo NSPSO vy las
técnicas usualmente utilizadas.
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2.Enfoques de optimizacién de cartera

2.1 Analisis de Media — Varianza Teoria de Markowitz

Como se menciond anteriormente, el problema de seleccién de cartera consta de dos
etapas: la seleccién de activos a considerar dentro del portafolio y la proporcion o
combinacién de los mismos. El andlisis de media varianza propuesto por Markowitz
identifica la frontera eficiente, es decir, el conjunto de carteras que tienen el rendimiento
esperado mas alto para un determinado nivel de riesgo y, por dualidad, la varianza
minima para un retorno esperado dado. Dicha frontera eficiente sera la misma para todos
los inversionistas y dependera Unicamente de su nivel de aversion al riesgo el escoger
cudl de los portafolios de la frontera eficiente satisface sus necesidades.[13]

Por lo tanto, el analisis de media varianza se basa en la siguientes suposiciones:[14]

El inversionista busca maximizar la rentabilidad esperada.

El inversionista tiene un horizonte de inversion de un solo periodo.

El inversionista es averso al riesgo.

El inversionista elegira sus carteras Optimas sobre la base de la media y la
desviacion estandar de los retornos.

5. Los mercados son perfectos: No existen costos de transaccion, ni impuestos, y la
proporcion de los activos es indefinidamente divisible.

P wnNPE

Se sabe que la teoria moderna del portafolio propuesta por Markowitz establece que la
diversificacion es la clave para realizar una adecuada seleccion de portafolio puesto que
la correlacion entre los valores puede disminuir el riesgo general de la cartera.[13]

El analisis de media varianza, tal como lo indica su nombre, se basa entonces en el
estudio de la distribucion de los retornos de los activos. Puntualmente, se enfoca en el
estudio de los dos primeros momentos de dicha distribucidn, es decir, el valor esperado y
la desviacién estandar. Estos dos momentos de la distribucion se calculan de la siguiente
manera:

_ YRy
R =—"1——
N
Ecuacion 1. Rendimiento esperado del activo i

. Y1(Rij —RY)

g; N

Ecuacion 2. Varianza del activo i
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Y1(Rij — R)(Re; — Ry)
Oix = N

Ecuacion 3. Covarianza entre el activo i y el activo |

Dado que los dos momentos anteriores se obtienen a partir de los datos histéricos, el
inversionista debe analizar cuidadosamente las cifras pasadas como insumos para el
analisis de media varianza, asi como estar atento a los posibles errores de tal enfoque,
ya que el objetivo final del andlisis de cartera es encontrar combinaciones eficientes de
activos que permitan minimizar el riesgo y maximizar el rendimiento del portafolio.

Por tanto, para calcular el rendimiento esperado del portafolio se realiza el promedio
ponderado de los rendimientos esperados por las respectivas proporciones de cada
activo que se incluiran dentro del portafolio:

N
R, = Z R,
-

l
Ecuacion 4. Rendimiento esperado de la cartera

O de manera alternativa, escrito en términos matriciales:

[
7,

Ecuacién 5. Rendimiento esperado de la cartera en terminos matriciales.

|

EEE

R, =a'R, = [a; ay - ay]

=

Donde a es el vector de pesos o proporciones de cada uno de los activos dentro del
portafolio, y R, es el vector de retornos esperados de cada activo.

La varianza del portafolio es un poco mas complicada que la media ponderada de las
varianzas de los respectivos activos, ya que la covarianza de los activos entra a
desempenfar el papel fundamental de diversificacion en riesgo total del portafolio. Por
tanto, la varianza del portafolio se calcula como:

N
= Za-za-z +Za-a-cr-- —Z a;a;0;;
P = i 0i i®j0i; = i&j0ij

o
i=1 i*) i=1j

N N N
=1 ]:1

Ecuacion 6. Varianza del portafolio.

O de manera alternativa escrito en términos matriciales:
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ay

011 ** O1n Py

=a'M.a = : . : 2

op = a'Mya = [ag ap - ap] :
O' e O'

ni nn a,

Ecuacion 7. Varianza del portafolio en términos matriciales.

Donde a, una vez mas, es el vector de proporciones de cada uno de los activos dentro
del portafolio; o; es la varianza del activo i; y o;; es la covarianza entre el activo i y el

activo j.
2.2 Analisis de Media — Varianza — Simetria

2.2.1 Definicion de Simetria de una distribucion.

La simetria de una distribucién se observa alrededor de su media. Se dice que tiene
medida cero si la forma de la distribucion en el lado izquierdo de la media es igual a la
forma de la distribucion en el lado derecho. Por ejemplo, la distribucién normal posee
simetria con medida siempre igual a cero, ya que esta distribucion es perfectamente
simétrica. Formalmente, la simetria de la distribucion de datos se define como el tercer
momento de la funcién generadora de momentos y se calcula a partir de la siguiente
expresion:

_E[(X —R)?]

e

Ecuacion 8. Simetria de una distribucién de datos

Las distribuciones que son positivamente asimétricas se caracterizan por la existencia de
valores positivos muy grandes, es decir, la cola derecha de la distribucion es mas
pesada, y, correspondientemente, las distribuciones negativamente asimétricas tienen
unos pocos valores negativos muy alto, es decir, la cola izquierda de la distribucién es
mas pesada. Las tres situaciones se ilustran a continuacion:

Media

Mediana Mediana
Mediana
Moda
Moda 1 -Media z Media- Moda
I I
I I I
I I |
I
I
! I 1
I I |
! I I
I I I
I I I
1 1 1
Positivamente Distribucion Negativamente
Asimétrica Simétrica Asimétrica

llustracion 1. Distribuciones con simetria positiva, simetria cero y simetria negativa.
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Se dice que cuando la distribucion es simétrica, las tres medidas de tendencia central,
media, moda y mediana, son iguales. En las distribuciones positivamente asimétricas por
su parte, la mediana se encuentra a la izquierda de la media, debido a que los valores
extremos positivos sobrestiman el calculo de la media. De manera andloga, en las
distribuciones negativamente asimétricas, la media es menor que la mediana, debido a
gue se esta subestimando la media por unos pocos valores negativos extremadamente
altos.

2.2.2 Consideracion de la simetria en el problema de seleccion de
portafolio.

En su trabajo Markowitz [3] propone una forma de como un inversionista puede constituir
una cartera solamente a partir de la media y la varianza como las Unicas caracteristicas
necesarias de la distribucion de retornos de los activos. A pesar de que la Teoria
Moderna del Portafolio ha sido ampliamente utilizada desde 1950, los supuestos basicos
detrds de esta teoria también han sido ampliamente discutidos, razén por la cual el
comportamiento de los inversionistas debe analizarse y cuantificarse para llegar a
conclusiones adecuadas sobre el comportamiento de los mismos a la hora de realizar la
seleccion del portafolio.[13]

De acuerdo con Tobin [15], si la teoria de portafolio desea mantenerse basada en la
media y la varianza de la distribucion de retornos, al menos una de las siguientes
suposiciones debe hacerse:

1. Sise supone que la distribucién de los rendimientos de los activos pertenece a la
familia de distribuciones de dos parametros, como por ejemplo una distribucién
normal, entonces los dos primeros momentos seran suficientes para describir
toda la distribucion.

2. Si se asume que la funcién de utilidad de los inversionistas es una funcién
cuadrdética, es decir el objetivo del inversor es maximizar el rendimiento medio y
minimizar la varianza de la distribucién de retornos entonces, los momentos
superiores no desempefian ningun papel en las decisiones del inversor.

Sin embargo, la distribucion de los retornos ha sido investigada en diferentes mercados
encontrando evidencia de que los rendimientos de los activos a menudo no son
simétricos y que la preferencia de los inversionistas se encuentra sesgada por dicha
asimetria. A modo de ejemplo, se pueden citar los siguientes estudios de asimetria de
rendimientos:[13]

A. Estudio de las rentabilidades de activos americanos por Beedles (1979) [16],

donde se encontrdé que los retornos presentan asimetrias en su distribucion, a
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pesar de que se encuentra que la medida de dicha asimetria es bastante
inestable durante el tiempo.

B. Estudio de las rentabilidades de activos australianos por Beedles (1986) [17],
donde se encuentra presencia de asimetria positiva en los rendimientos.

C. Estudio de las rentabilidades de activos japonés por Aggarwal, Rao y Hiraki
(1989) [18], donde se encontrd presencia persistente de asimetrias y kurtosis en
la distribucion de los retornos.

Estos son sélo una pequefia fraccion de estudios similares, los cuales indican que la
hipétesis sobre la normalidad de los retornos de las acciones es cuestionable.

Adicionalmente, se ha investigado la validez del supuesto detras de la funcién de utilidad
cuadrética, el cual radica en que los inversores son indiferentes a los momentos
superiores de la distribucion. Alderfer y Bierman (1970) realizaron un estudio cuyo
objetivo fue ver si los individuos se comportan de acuerdo con el supuesto implicito en el
marco de la media-varianza. Su hipoétesis principal era que los momentos de orden
superior, en particular la asimetria, desempefan un papel en las decisiones de inversion.

Fue asi como los participantes se enfrentaron a varias alternativas de inversién, donde
algunas de las alternativas tenian caracteristicas similares de riesgo y media, pero
contaban con funciones de distribucion muy diferentes. El estudio demostré clara
preferencia de los participantes por la asimetria positiva, incluso si la asimetria positiva
se asociaba con un menor retorno medio, es decir, las personas estaban dispuestos a
"pagar" por asimetria positiva, con el fin de obtener proteccion contra pérdidas y la
posibilidad de grandes ganancias.[13]

Para realizar el calculo de la simetria de la distribucidon de los retornos de un activo,
utilizaremos un procedimiento similar al realizado en el célculo de la media y la
desviacion estandar de los retornos:

o Y 1R —R)?
Yi N

Ecuacioén 9. Simetria de la distribucion de retornos del activo i.

Sin embargo, cuando se analizan las asimetrias entre los distintos activos que componen
el portafolio, la medida que se utiliza con mayor frecuencia en la literatura financiera es la
siguiente:

1 N T

Vijk =77 z Z(Rt,i —R)(Rej — R)(Rex — Ry)

T
i,j,k=1t=1

Ecuacion 10. Co-simetria entre los activos i, j y k.
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De esta manera podremos calcular, al igual que la covarianza de los activos del
portafolio, la co-simetria de los activos a considerar dentro del problema de seleccion de
portafolio 6ptimo.

Una vez obtenida la matriz de co-simetria de todos los activos a considerar dentro del
problema de seleccion de portafolio, es necesario calcular la co-simetria del portafolio
Optimo, la cual sera calculada como el promedio ponderado de la matriz de co-simetrias
por las respectivas proporciones de cada activo dentro del portafolio:

N N
= Z Z aiqjAkYijk
i=1j=1
Ecuacion 11. Co-Simetria del portafolio.

N
Yp Zal Vl+gzzal aﬂ/u} Z

i=1j= l=1
l-‘#]

a;aixYijk

INGE
M=

~
# o
R
xR
~

k)
*i
Ecuacion 12. Co-Simetria del portafolio.

O de manera alternativa escrito en términos matriciales:

a a,

Y111 0 YiinVn11 7 Vain a, a,

Yp = @' M3(a®a) = [a; a; - ay]| ° : : : ;|9
Y1in1 Yinn = Vnn1 Ynnn a, a,

Ecuacion 13. Co-Simetria del portafolio en términos matriciales.

Se ha demostrado anteriormente de manera tanto tedrica como practica, que la asimetria
como tercer momento de la distribucion debe considerarse en el andlisis de seleccion de
cartera. Esto significa que la asimetria probablemente deberia incluirse como un tercer
pardmetro en la teoria de la cartera, de modo que la frontera eficiente se construya en el
espacio de media-varianza-simetria. Sin embargo, como se mostrara a continuacion, hay
gue tener mucho cuidado cuando se trabaja con la medida de asimetria, ya que tiende a
ser un parametro mucho mas inestable que la media y la varianza.[13]

Fogler y Radcliffe [19] han demostrado en su estudio que la asimetria es una medida
muy sensible que depende tanto de la eleccidn del intervalo de tiempo a analizar como
del punto de partida de la muestra. Para ello, analizaron los datos del indice del Dow
Jones Industrial Average (DJIA15) en el periodo 1954-1963, considerando ventanas de
tiempos anuales, semestrales y trimestrales. Asi mismo consideraron para su analisis
realizar la medida de asimetria con puntos de inicializacion diferentes. Los resultados de
este estudio muestran que la asimetria relativa difiere considerablemente con la eleccién
de los intervalos de estudio y el punto de inicio. Si bien al considerar los datos anuales de
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los retornos en la ventana temporal de 1954-1963 estan positivamente sesgados, los
datos semestrales y trimestrales de la misma ventana muestran un resultado en donde
los retornos estan negativamente sesgados. La asimetria varia también con la eleccion
del punto de inicializacién, es decir, los resultados han mostrado que la media y la
varianza permanecen mas o menos al mismo nivel, mientras que la medida de asimetria
es mucho menos estable. Beedles en su articulo de 1979 [16], investiga la asimetria de
los rendimientos de capital estadounidenses y concluye que la estabilidad de la medida
de asimetria depende del proceso que genera la distribucion de retornos, es decir, si los
retornos son estables y estacionarios. Si el proceso no es estacionario, la medida de
asimetria serd erratica y altamente sensible a la muestra. Ademas, enfatiza que la
medida de asimetria depende de si los retornos se calculan como retornos logaritmicos o
retornos aritméticos. Beedles concluye que la asimetria de los retornos logaritmicos
siempre serd menor que la asimetria de los retornos aritméticos.[13]

Es asi como Peter y Jgrgensen [13] recomiendan que cuando la asimetria se utiliza en
algun modelo de seleccién de cartera, se debe ser cuidadoso con respecto a la elecciéon
de los siguientes factores:

1. Intervalos de diferenciacion: anual, semestral, mensual, etc.
2. Caélculo de los retornos logaritmicos o aritméticos.
3. Comprobar la estabilidad de la asimetria con respecto a las fechas de inicio.

De igual manera es también conocido el problema del tiempo computacional empleado
para realizar el calculo de la matriz de co-simetria, razon por la cual al realizar este
procedimiento fue necesario entender la estructura de la matriz de co-simetrias y
optimizar su célculo dentro de los algoritmos a considerar.

2.3 Enjambres de particulas

2.3.1 Optimizaciéon por enjambres de particulas — PSO

Tal como fue mencionado en la introduccion de este documento, la optimizacion de
enjambre de particulas fue presentada por primera vez por Kennedy y Eberhart [10] en
1995 y surgié como una meta-heuristica basada en la simulacién de un modelo social
simplificado. Este modelo pretendia modelar el comportamiento social humano, el cual no
es del todo idéntico al comportamiento de una bandada de peces o a la conglomeracién
de las aves. [10] La diferencia importante segun los autores, radica es su abstraccion, ya
gue las aves y los peces ajustan su movimiento fisico para evitar predadores, buscar
alimento y comparieros, etc. y por su parte, los humanos no sélo ajustan el movimiento
fisico, sino también las variables cognitivas o experimentales. O escrito en palabras de
los autores, “Por lo general no caminamos paso a paso y al unisono, ...,mas bien,
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tendemos a ajustar nuestras creencias y actitudes para conformarnos con las de
nuestros companieros sociales”.[10]

Por ejemplo, dos pajaros no pueden ocupar la misma posicibn en el espacio sin
colisionar, pero dos individuos si pueden tener actitudes y creencias idénticas. Asi,
ademas de moverse a través del espacio fisico tridimensional, y evitar colisiones, los
seres humanos cambian en el espacio multidimensional abstracto, sin colisiones. Por
supuesto, el espacio fisico afecta a los insumos informativos, pero es posible que sea un
componente trivial de la experiencia psicolégica.[10]

Una vez entendidas estas premisas acerca de la motivacién de los autores, podemos
decir que el algoritmo de optimizacion basado en enjambres de particulas estd enfocado
a la optimizacion de funciones continuas no lineales y como se mencion6 anteriormente,
persigue los siguientes objetivos:

e Simular graficamente el movimiento sincronizado e impredecible de grupos tales
como los bancos de peces o las bandadas de aves, su capacidad de separarse,
reagruparse o encontrar alimento.

¢ Imitar los comportamientos sociales de un colectivo a partir de la interaccién de
los individuos entre si y con el entorno.

La interpretacion matematica y computacional de los objetivos anteriormente
mencionados puede resumirse de la siguiente manera:

1. Iniciar un arreglo de particulas con velocidades y posiciones aleatorias dentro

del espacio de busqueda.

Evaluar la funcién objetivo para cada particula.

3. Comparar el valor de la funcién objetivo actual con el valor de la mejor
posicion histérica propia. Si el valor de la funcion objetivo actual es mejor que
dicho valor hist6rico, poner el valor actual como mejor valor histérico propio.

4. Identificar la particula del enjambre con el mejor valor de la funcion objetivo
encontrado hasta el momento y poner las coordenadas de esta posicién como
mejor posicién histérica global.

N

5. Ajustar la velocidad y la posicidon de cada una de las particulas a partir de su
mejor posicion histérica propia, mejor posicion histérica global y su posicion
actual.

6. Finalmente, si se alcanza el criterio de terminacion, parar el algoritmo. En caso

contrario, volver al paso 2. [11]

Al igual que muchas otras meta-heuristicas mono objetivo, se han realizado estudios
posteriores que han permitido ampliar su rango de aplicacion, planteando un modelo
multi-objetivo el cual sera presentado en la siguiente seccion.
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2.3.2 Multi-Objective Particle Swarm Optimization — NSPSO

En general, los algoritmos de optimizacion multi-objetivo pretenden optimizar
simultaneamente dos 0 mas objetivos en conflicto sujeto a ciertas restricciones. Muchos
de los problemas del mundo real implican la optimizacion simultanea de varios objetivos
a menudo contradictorios. El problema de optimizacion de portafolio es un ejemplo
caracteristico de esta categoria de problemas, puesto que, como lo mencionamos
anteriormente y segun la teoria de media-varianza de Markowitz (MV) un inversor por lo
general intenta minimizar el riesgo de un portafolio para una cantidad dada de
rendimientos esperados [4].

Tal como lo mencionamos, la mayoria de los problemas del mundo real emplean la
optimizacion simultdnea de varias funciones objetivo, que a menudo son de naturaleza
conflictiva e igualmente importantes. En general, el problema de minimizacion multi-
objetivo con n variables de decision y m funciones objetivo, con sus respectivas
restricciones puede ser definido como[20][21]:

fiiR" > R, i =12,..,m; minimizar F(X) = [fL(%), (X)), ..., fin ()]
Ecuacion 14. Funciones objetivo a optimizar
Sujeto a
g <0, i=12..k; h(E) =0, j=12..,p
Ecuacion 15. Restricciones del problema de optimizacion

Donde X = [x,x,,...,x,] € X es el vector de variables de decision, X es el espacio de
basqueda y g;(¥),h;(X): R® —» R son las funciones de restriccion del problema. La
solucion a los problemas de optimizacion multi-objetivo no consiste en una Unica
solucién, mas bien se trata de determinar entre el conjunto F(X) de todos los vectores
que satisfacen las restricciones g;(¥) y h;j(¥), el conjunto particular de valores x* =
[x1% %27, ..., x, "] que ofrece la solucion 6ptima de todas las funciones objetivo. [21]

La nocién mas utilizada de optimalidad adoptada en los problemas de optimizacién multi-
objetivo es la llamada optimalidad de Pareto [22].El vector resultante X* correspondera a
las soluciones incluidas en el conjunto Pareto-6ptimo es decir aquellas pertenecientes al
conjunto de soluciones no dominadas. Adicionalmente tendremos que para un conjunto
Pareto-6ptimo dado, los correspondientes valores de las funciones en el espacio objetivo
se llamaran el frente de Pareto.

El algoritmo de optimizacion multi-objetivo basado en enjambre de particulas (NSPSO)
es una extension del algoritmo estandar de PSO, adaptado para mdultiples objetivos,
redefiniendo los mejores individuos globales y locales con el fin de obtener un frente de
Pareto de soluciones Optimas. En el algoritmo estandar del PSO [10], la mejor particula
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global se determina facilmente mediante la seleccion de la particula que tiene la mejor
posicion. Para el caso multi-objetivo la mejor particula sera determinada teniendo en
cuenta los distintas funciones objetivo y la dominancia de Pareto asociada a ellas. De
igual forma la velocidad y la posicion de cada particula serd modificada de acuerdo con
[10][21]

v**1 = w x v;* + ¢, R, (pbest; — x;*) + c,R,(gbest; — x;*)
Ecuacién 16. Formula de actualizacién de la velocidad de las particulas
x KL = gk 4 p kL
Ecuacién 17. Formula de actualizacién de la posicion de las particulas.

Dondei = 1,2,...,5S ¥y S es el tamafio del enjambre. Por su parte c; y ¢, corresponden a
los coeficientes de aceleracion positivos que mantienen el equilibrio entre el
comportamiento individual y social de la particula. R; y R, son ndumeros aleatorios
uniformemente distribuidos en [0,1] afiadidos en el modelo para introducir la naturaleza
estocastica. El peso inercial de las particulas, w, se selecciona adecuadamente para
controlar las propiedades de exploracion del algoritmo.[21]

Dado que los problemas de optimizacién multi-objetivo tienen un conjunto Pareto-6ptimo
de soluciones, cada particula de la poblacion debe usar soluciones Pareto-6ptimas para
seleccionar una de sus mejores particulas globales. Por lo tanto, elegir las particulas
cuya posicion es la mejor global y la mejor local, para guiar el resto de particulas del
enjambre, se convierte en una tarea no trivial en el dominio de la optimizacion multi-
objetivo. Otra consideracion a tener en cuenta, es el método de almacenar y actualizar
las soluciones Pareto-6ptimas. Tipicamente, estas soluciones se almacenan en una base
de datos que se actualiza después de cada iteracidn para mantener un conjunto puro de
soluciones no dominadas.[21] El diagrama de flujo del algoritmo NSPSO se representa
en la llustracion 2.



33

Rango de parametroz

Inicializar enjambre i ,
Definir espacio de soluciones

I particulas con posiciones y
velocidades aleatorias X, V; , E[:rn,m{n 'Tn,mc.r]

A

ve{og o) ”
¥

1
1-1.26 %y pmin"%n maz 0-360

P=X;, 6=X;

Ectablecer Py @ iniciales
Inicializar: AP =0

Para cada particula

=11

Pared fim'isib]e
AP =17

[ Evaluar fitness, F =f (X (k) } MOVIMIENTO
¥
[ Actualizar mejor personal J

PARTICULAS
8i Fi<f (P) = Pi=X{k)

Actualizar mejor global
SiF<f(G) - G=X, (k)

S |

Para cada particula
I

Extraer el mejor vecino, L

V()= Vi(k)+ep g (R).(P; (K)-X(K)+eqmy(B).(L -X,(¥)) Limitar V(kt1) a v,

az

[ Actualizar velocidad

Limitar posicién, X{i+1)
812, € [0, min - o mad

Aplicar pared, AP ~1

Actualizar posicién

X)) =X R4V, (k1)

llustracion 2. Diagrama de flujo del algoritmo NSPSO

2.3.3 Adaptacion al problema de seleccién de portafolio.

Una vez comprendida la metodologia de optimizacibn por enjambre de particulas
presentadas en las secciones 2.3.1 y 2.3.2, vale la pena mencionar las adaptaciones
necesarias para abordar el problema de seleccion de portafolio.

Para comenzar debemos tener claro que el espacio de busqueda de las particulas
correspondera a todos los portafolios disponibles a partir de las posibles combinaciones
de activos que lo conformen. Es decir, cada una de las particulas representara un
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portafolio constituido por las proporciones de cada uno de los activos del mercado. En la
notacion presentada en las secciones previas, estaria definido de la siguiente manera:

X = [xq,%2, or, Xn]
Ecuacion 18. Vector que representa cada particula

Donde x; representara la proporcion a incluir del activo i dentro del portafolio. Dicha
proporcion no podréa superar los limites definidos para la permanencia del activo los
cuales seran definidos en la seccion 3. Adicionalmente, se construyd un vector auxiliar Z
definido de manera similar al vector x, de la siguiente manera:

Z = [21,25, v, 2y
Ecuacioén 19. Vector auxiliar de identificacion de pertenencia al portafolio

Donde z; representard la variable de decision del activo i, la cual puede tomar el valor de
1 0 0, indicando la inclusion o no el activo dentro del portafolio.

Ademas, cada una de estas particulas debe cumplir con una serie de restricciones de
consistencia econémica que nos permitan simular el comportamiento deseado de manera
adecuada. Las restricciones consideradas para la correcta optimizacion del portafolio se
mencionan a continuacion:

e Tal como se menciond, cada una de las proporciones de los activos a considerar
dentro del portafolio, no debe superar los limites de participacién establecidos:

Ib<x;<ub
Ecuacion 20. Proporcion minima y maxima de participacion dentro del portafolio.

e Las sumas de las proporciones de los activos a considerar dentro de un mismo
portafolio deben sumar 1, es decir invertir la totalidad de recursos en el portafolio:

xl-=1

-

Il
=

4

Ecuacion 21. Restriccién de suma de proporciones de cada portafolio.

e El nimero de activos a considerar dentro del portafolio debe ser igual al
establecido para todos los portafolios, es decir:

Zi=K

-

]
[

i

Ecuacion 22. Restriccion de nimero de activos a considerar dentro de cada portafolio
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Una vez validadas las restricciones para crear una adecuada poblacion inicial, y tal como
se menciond en las secciones 2.1 y 2.2 las funciones objetivo a considerar dentro del
analisis de seleccion de portafolio seran las siguientes:

o Maximizar la rentabilidad del portafolio:

_ i

Rp = alﬁl = [a1 ay "'an]l |
,.]
Ecuacion 23. Funcién de rentabilidad del portafolio

e Minimizar el riesgo del portafolio:

a
011 " O1n Py
—a'M-a = : : 2
Up =a M = [al a; an] : . :
O' e O'
ni nn a,

Ecuacion 24. Funcién de riesgo del portafolio

e Maximizar la simetria del portafolio:

oy ay
Y111 > YViinVn1r 0 Vain a, a,
Yp = a'Mz(a®a) = [a; az ~-an]| + : P ' | ®f
Yint = Yinn > Vani °° VYann a a
n n

Ecuacion 25. Funcién de simetria del portafolio

O de manera alternativa planteando las funciones objetivo a maximizar como sigue:

¢ Minimizar la rentabilidad del portafolio:
[R1]
(D *Ry= (~Dra’+F, = [ a3 —a] H
R,
Ecuacion 26. Funcién de rentabilidad del portafolio (alternativa)

e Minimizar la simetria del portafolio:
Dy =D xa' « M+ (a®a)

ay a;
Y111 > ViinVa11r 0 VYain a a

— : . : : . : 2 2
(_1)*Vp = [ag ay - ag] : ® :
Yin1 " Yinn""Vnani °°° VYann a a

n n

Ecuacion 27. Funcién de simetria del portafolio (alternativa)
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3.Metodologia

3.1 Datos

Dentro de los datos utilizados para analizar los distintos algoritmos de optimizacion, se
contempl6 la utilizaciéon de informacion histérica (publica) de las acciones que componen
los indices bursétiles del Standard and Poors 100 (S&P 100) del mercado financiero de
los Estados Unidos y del Colcap del mercado financiero de Colombia. Dicha informacion
esta compuesta por la cotizacion de los precios diarios ajustados, de aquellos activos que
registren datos histéricos en la ventana temporal contemplada desde enero de 2000
hasta diciembre de 2015 para el caso de los activos que cotizan en el S&P 100. Para el
caso de los activos que cotizan en la Bolsa de Valores de Colombia fue considerada la
informacion histérica de las acciones que a lo largo de la historia han sido parte del indice
Colcap, que adicionalmente registren informacion histérica de los precios diarios
ajustados en la ventana temporal contemplada desde enero de 2012 hasta enero de
2017.

Para realizar un analisis de resultados completo a lo largo de toda la ventana temporal se
propuso estudiar la estabilidad del comportamiento de los portafolios 6Optimos
encontrados bajo los distintos algoritmos, frente al comportamiento registrado por el
indice. Por esta razén fue necesario contar con informacién histérica del comportamiento
del indice para la misma ventana temporal considerada en los activos de su
correspondiente mercado, es decir, se utiliz6 informacion histérica del indice del Standard
and Poors 100 (S&P100), en la ventana temporal comprendida desde enero del 2000
hasta diciembre del 2015. Y por su parte se utilizé informacién histérica del indice del
Colcap, en la ventana temporal comprendida desde enero del 2012 hasta enero del 2017.

3.2 Ventanas de tiempo

El enfoque de analisis de ventanas temporales consideré la utilizacion de las siguientes
ventanas de tiempo, teniendo en cuenta las recomendaciones realizadas acerca de la
volatilidad de la medida de simetria de los retornos:

=» Tamarfio de ventana de datos a analizar:

= 1lafio

= 2 afos
= 5 afios
= 10 afios

®» Desplazamiento de las ventanas de tiempo

= 6 meses
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= 1 afo

Dado que para cada una de las ventanas temporales a utilizar (considerando los
desplazamientos) se obtiene una frontera eficiente que a priori no nos permite comparar
su comportamiento de manera clara a lo largo de todo el tiempo de estudio, se hizo
necesaria la consideracion de la informacion histérica de la tasa libre de riesgo de cada
uno de los mercados analizados, con el fin de obtener el portafolio 6ptimo a partir de la
construccion de la Linea de Asignhacion de Capital (CAL — Capital Allocation Line). Una
vez obtenido el portafolio 6ptimo y la informaciéon de comportamiento de riesgo retorno
del indice, se procedi6 a calcular sus correspondientes ratios de Sharpe, con el propdsito
de compararlos. El ratio de Sharpe, propuesto por William Sharpe en 1994 [23], es una
medida que nos permiten cuantificar la rentabilidad de la inversion ajustada a su riesgo,
haciendo comparables distintas alternativas de inversion, tales como el portafolio éptimo
y el indice. A continuacion, se ilustra la formula planteada para calcular dicho ratio:

Retorno Inversion; — Retorno Libre de Riesgo

Ratio de Sh =
atio ge snape Riesgo Inversion;

Ecuacion 28. Ratio de Sharpe

De esta manera, la metodologia contemplada realiza la busqueda del portafolio 6ptimo
mediante los algoritmos presentados y compara los resultados en términos de la relacion
del retorno y riesgo de los activos considerados en el portafolio 6ptimo y los obtenidos
por el indice.

Tal como lo mencionamos en la seccién 2.3.3, en el proceso de adaptacion del problema
de seleccion del portafolio, se definieron las proporciones minima y maxima a utilizar
dentro de las restricciones de peso para cada uno de los activos en cada uno de los
algoritmos a analizar. Definiendo como proporcion minima un valor de ¢ y como
proporcion maxima un valor de § como sigue:

e=1% y 6= min(l — ((k —1) = 8),0.7)
Ecuacion 29. Limites de participacion de c/u de los activos en el portafolio

Siendo k el nimero de activos a considerar en el portafolio.
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4.Resultados

A partir de las metodologias presentadas en la seccion 2 y de los datos presentados en
la seccion 3, se realiz6 un contraste de resultados con cada una de las metodologias
presentadas, obteniendo lo siguiente:

4.1 Andalisis de Media — Varianza

Siguiendo la teoria moderna de seleccién de portafolio, la primera etapa del andlisis de
resultados se limit6 a observar el comportamiento de la rentabilidad y del riesgo como
Unicos factores de decision. En otras palabras, las funciones objetivo se limitaron a
maximizar la rentabilidad del portafolio y minimizar el riesgo del mismo, comparando los
resultados obtenidos bajo el enfoque de optimizacion de Markowitz y el enfoque de
optimizacion por enjambre de particulas.

4.1.1 Andlisis individual en una fecha de corte

Los resultados obtenidos muestran un buen desempefio de los algoritmos basados en
enjambre de particulas, preservando la diversidad de las soluciones no dominadas sobre
la frontera eficiente y resolviendo eficazmente el problema de la seleccién de portafolio
multi-objetivo, con resultados bastante cercanos a los obtenidos por el enfoque de
optimizacion de Markowitz. En la Grafica 1 podemos visualizar los resultados obtenidos
de la frontera eficiente a través de las dos metodologias mencionadas para la ventana
temporal, comprendida entre junio de 2013 y junio de 2014, de la informacioén histérica de
los activos pertenecientes al mercado cuyo indice es el Colcap:

NSPSO para Opt Port Dia inicial=360, Dia final=600
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0.1
NSPSO
Markowitz
0.05 . . . ) . .
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24
Riesgo

Gréfica 1. NSPSO — Markowitz ; Colcap Jun/2013 - Jun/2104
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En la Grafica 1 observamos adicionalmente, cobmo el comportamiento del enjambre de
particulas logra capturar las interacciones de las particulas con su medio ambiente, el
cual esta determinado por las funciones objetivo asociadas a la maximizacion de la
rentabilidad y la minimizacion del riesgo.

Tal como fue mencionado en la seccién 3.2, una vez obtenida la frontera eficiente y con
el fin de obtener el portafolio 6ptimo construido a partir de la inclusiéon del activo libre de
riesgo y la construccion de la linea de asignacién de capitales, (tangente de la frontera
eficiente, desde el retorno del activo libre de riesgo) se obtuvieron los resultados
presentados en la Gréfica 2:

NSPSO para Opt Port Dia inicial=360, Dia final=600

0.3

Rentabilidad Media

NSPSO
*  Port Opt
CAL
Markowitz

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Riesgo

Grafica 2. NSPSO — Markowitz - CAL - portafolio 6ptimo

Una vez obtenida la informaciéon del portafolio éptimo, se realizé la inclusion de la
informacién acerca del comportamiento histérico del indice de cada uno de los mercados
financieros a considerar.
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Gréfica 3. NSPSO - Markowitz - Portafolio 6ptimo - indice

4.1.2 Analisis de ventanas temporales

Para finalizar y con el animo de analizar el comportamiento del portafolio 6ptimo y del
indice bajo la metodologia de ventanas temporales descrita en la seccion 3.2, se realiz6
la estimacién del ratio de Sharpe en cada una de las fechas de corte, obteniendo los
siguientes resultados para la informacion histérica de los activos pertenecientes al indice

del S&P100:

Ratio de sharpe
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Gréfica 4. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 240 dias




41

2§voluci6n Ratio de Sharpe Tam Ventana=480, Paso Ventana=120

20

o

Ratio de sharpe
=

*  PortOpt
u Indice:

2Isi\mlut:h‘.‘n Ratio de Sharpe Tam Ventana=480, Paso Ventana=240

Ratio de sharpe
s o 8

o

5
o 3 2

Hok, Moy e * 4

R T e ExFa g FFpng gL ENL

¢ : 4 * 0 o
iz i 3 i : i ;
01/01/95 01/01/00 01/01/05 010110 0101115 01/01/20 01/01/95 01/01/00 01/01/05 01/01/10 01/01/15 01/01/20
Fecha Fecha

*  PortOpt
+  Indice

Gréfica 5. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 480 dias
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Grafica 6. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 1200 dias
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Gréfica 7. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 2400 dias

Del mismo modo se realiz6 el procedimiento analogo con la informacion historica de los
activos pertenecientes al indice del ColCap, obteniendo los siguientes resultados:
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Gréfica 8. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de 240 dias
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Grafica 9. Ratio de Sharpe de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de 480 dias

En los resultados presentados podemos observar que en ambos mercados se presenta
relativa estabilidad en el ratio de Sharpe del portafolio 6ptimo a lo largo de las ventanas
temporales consideradas. Por su parte, el ratio de Sharpe del indice presenta relativa
volatilidad, encontrandose en algunos periodos con ratios de Sharpe mucho mejores a
los encontrados con el portafolio 6ptimo y en algunos otros, con peor desempefio frente
al mismo. Lo anterior nos indica que la rentabilidad ajustada al riesgo es mas estable
para el portafolio 6ptimo, razén por la que, a priori, se constituiria en una mejor

alternativa de inversion.

Adicionalmente, cabe destacar que podemos observar como al considerar ventanas de
tiempo de mayor tamafio, la volatilidad del comportamiento del ratio de Sharpe del indice

disminuye y tiende a estabilizarse.
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4.2 Analisis de Media — Varianza — Simetria

Para realizar el analisis de media - varianza - simetria se llevaron a cabo los mismos
procedimientos del analisis de media - varianza, agregando principalmente la nueva
funcion objetivo correspondiente a la maximizacion de la simetria. Para llevar a cabo de
manera exitosa la inclusion de esta funcion objetivo, debieron hacerse las siguientes
consideraciones:

e Adaptar el indice de aglomeracién de las particulas bajo la consideracién de 3
funciones objetivos.

e Extender la definicion de dominancia de Pareto bajo la consideracién de 3
funciones objetivo.

e Adaptar la disposicion de las graficas para realizar la inclusién de la simetria
dentro del analisis del ratio de Sharpe a lo largo de las ventanas temporales.

Adicionalmente y con el &nimo de validar la simetria de la distribucién de los activos del
mercado, se calculd la simetria de la informaciéon histérica de cada activo encontrando
gue, por ejemplo, para los activos del mercado financiero de los Estados Unidos, cerca
del 34% de los activos presentan medida de asimetria positiva. De igual manera, en el
mercado Colombiano dicho porcentaje fue del 25%.

La llustracion 3y la llustracion 4 ejemplifican activos que presentan asimetrias negativas
y positivas respectivamente:

Histograma de la distribucion de retornos
2500
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1500
1000

500

(=)

-89,25%
-82,78%
-76,30%
-69,83%
-63,36%
-56,88%
-50,41%
-43,94%
-37,47%
-30,99%
-24,52%
-18,05%
-11,57%
-5,10% -
1,37%
7,85% -
14,32%
20,79%
More

M State Street Corp

llustracion 3. Histograma de la distribucion de retornos del activo State Street Corp
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Histograma de la distribucién de retornos
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o

-20,05%
-12,80%
-5,54% -
1,71%
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16,21%
23,46%
30,71%
37,96%
45,21%
52,46%
59,72%
66,97%
74,22%
81,47%
88,72%
95,97%
103,22%
More

m US Bancorp

llustracién 4. Histograma de la distribucion de retornos del activo U.S. Bancorp

4.2.1 Andlisis individual en una fecha de corte

De esta manera se realiz6 la simulacién del comportamiento de las particulas, incluyendo
la nueva funcion objetivo y las consideraciones mencionadas, obteniendo los siguientes
resultados para la ventana temporal comprendida entre enero de 2012 y diciembre de
2013, de la informacién histérica de los activos del mercado cuyo indice es el Colcap.

NSPSO para Opt Port Dia inicial=1, Dia final=480

-0.05

Rentabilidad media

-0.1
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0.12
0.14

Riesgo 0.18
Simetria

Gréfica 10. NSPSO Rentabilidad — Riesgo - Simetria ; Colcap Ene/2012 - Dic/2103

Para analizar la Gréafica 10 con mayor detalle, se procedié a obtener cada una de sus
vistas en 2 dimensiones, las cuales nos permitiran interpretar mejor los resultados.
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8 2 10* NSPSO para Opt Port Dia inicial=1, Dia final=480
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Gréfica 11. NSPSO Simetria — Riesgo ; Colcap Ene/2012 - Dic/2103

La Grafica 11 muestra la relacién resultante entre la simetria y el riesgo, en la cual
podemos observar como la mayoria de particulas en la superficie éptima cuentan con
simetria cercana a 0. Sin embargo, también observamos como el hecho de tener simetria
cero no implica un nivel homogéneo de riesgo.
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Gréfica 12. NSPSO Rentabilidad — Simetria ; Colcap Ene/2012 - Dic/2103

Con respecto a la Gréfica 12, la cual nos presenta el comportamiento del retorno
esperado en relacién a la simetria de la distribucion de retornos, podemos observar como
la gran mayoria de las particulas 6ptimas se sitian en la posicion cuya componente de
simetria es 0 y cuyo retorno es muy cercano a cero. Asi mismo, podemos observar como
a medida que aumenta la rentabilidad del portafolio, disminuye la simetria del mismo y de
igual manera, cémo a medida que aumenta la simetria del portafolio, disminuye la
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rentabilidad. Esta situacién confirma la asuncién presentada en la seccion 2.2.2, la cual
sefiala que los inversores estan dispuestos a pagar o disminuir su rentabilidad en busca
de maximizar la simetria de su portafolio. En consecuencia, observamos que solo
aquellos portafolios que tienen simetria negativa obtienen rendimientos positivos, hecho
que resulto recurrente entre las distintas ventanas temporales analizadas y que podria
explicarse debido a que la mayoria de activos considerados presentan asimetria negativa
en la distribucion de sus retornos.

0.1 NSPSO para Opt Port Dia inicial=1, Dia final=480

Rentabilidad media
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Gréfica 13. NSPSO Rentabilidad — Riesgo ; Colcap Ene/2012 - Dic/2103

La Grafica 13 muestra la relacion riesgo — retorno de la nueva superficie eficiente, en la
cual podemos observar como dicha relacién es modificada frente a la misma relacién
presentada en la seccién 4.1, debido a la inclusion del tercer momento de la distribucion
de retornos. Sin embargo, podemos observar como se mantiene la tendencia de la
frontera eficiente frente a la relacién basica que dice que a medida que aumenta el
riesgo, se obtiene mayor rentabilidad.

Una vez comprendida la superficie eficiente, a partir de sus distintas vistas laterales,
podemos decir a priori, que la inclusién del tercer momento de la distribucion como
funcién objetivo, modifica la frontera eficiente y por tanto el portafolio 6ptimo. Sin
embargo, como veremos mas adelante, la comparacion del ratio de Sharpe antes y
después de la inclusion de la simetria como objetivo de maximizacion, no cambia
significativamente.

4.2.2 Andlisis de ventanas temporales

Al igual que en el andlisis de media — varianza se realizé el analisis para las distintas
ventanas temporales a considerar y se obtuvieron los siguientes resultados de la
evolucion del ratio de Sharpe a lo largo del tiempo. Cabe destacar que en esta
oportunidad agregamos una nueva dimensién a nuestro analisis, estudiando en este caso
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la simetria asociada a cada ratio de Sharpe, en cada una de las fechas de corte.
Obtuvimos los siguientes resultados para los activos pertenecientes al mercado cuyo

indice es el S&P100:
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Gréfica 14. Ratio de Sharpe - Tiempo - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de
ventana de 240 dias
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Grafica 15. Ratio de Sharpe - Tiempo - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de
ventana de 480 dias
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Gréfica 16. Ratio de Sharpe - Tiempo - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de
ventana de 1200 dias
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Grafica 17. Ratio de Sharpe - Tiempo - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafo de
ventana de 2400 dias

Para interpretar estas graficas realizamos un procedimiento similar al presentado en la
seccion 4.2.1, analizando cada una de las vistas laterales del grafico en 3 dimensiones,
para de esta manera comprender la evolucion del ratio de Sharpe a lo largo de la ventana
temporal a considerar. Las siguientes gréaficas ilustran el comportamiento de la simetria
en cada una de las ventanas temporales analizadas:
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Gréfica 18. Simetria — Tiempo de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 240
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Gréfica 19.. Simetria — Tiempo de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 480
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Grafica 21. Simetria — Tiempo de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de 2400
dias

Con respecto a las graficas presentadas, podemos mencionar tres temas principales que
guedan evidenciados. En primer lugar, tenemos que la asimetria de los datos disminuye
a medida que se toma una ventana temporal de mayor tamafio. En segundo lugar,
observamos que tal como lo mencionamos en la seccion 2.2.2 se evidencia cierta
sensibilidad de la medida de la simetria a las ventanas temporales a utilizar, asi como a
su punto de inicio dentro de la informacién histérica, tal como lo mencionaban los
estudios consultados al respecto. Por ultimo, observamos cdmo el comportamiento de la
simetria del indice a lo largo de la ventana temporal es en su mayoria estable alrededor
de cero, presentando, sin embargo, cierta volatilidad en las ventanas de tiempo mas
cortas.

Para continuar con nuestro analisis, a continuacion presentamos las gréficas resultantes
gue muestran la relacién existente entre el ratio de Sharpe y la simetria a lo largo de toda
la ventana temporal:
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Gréfica 22. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafo de ventana de
240 dias
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Gréfica 23. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de
480 dias
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Gréfica 24. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de
1200 dias

Evolucién Ratio de Sharpe Tam Ventana=2400, Paso Ventana=120 Evolucién Ratio de Sharpe Tam Ventana=2400, Paso Ventana=240
3] 25
2
2
15—
g g :
S 1y 3 5§ 1% ﬁ
@ = * - : ﬁ * * *
o o KR e 2 05 L T
S o =
=0 ¥ = 0+
o o
05—
R
A -
2 T T T T T T T 1 e T 1 T T T T T T |
35 -3 25 2 15 -1 0.5 [} 05 - 35 3 25 2 A5 - 05 0 05
oS ieantrin Simetria o3
*  PortOpt #  PortOpt
+  Indice +  Indice:

Graéfica 25. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de
2400 dias



52

En las gréficas anteriores, podemos observar principalmente como disminuye la
tendencia de asimetria negativa del portafolio 6ptimo, a medida que se aumenta el
tamano de las ventanas temporales. La asimetria negativa observada en los portafolios
Optimos esté directamente relacionada con el hecho de que cerca del 65% de los activos
presenten asimetrias negativas en la distribucion de sus retornos.

Finalmente, tal como se realizdé en el analisis de media - varianza presentado en la
seccion 2.2, a continuacion presentamos las gréficas que evidencian los resultados del
ratio de Sharpe a lo largo de cada una de las ventanas temporales consideradas, bajo la
inclusion de la tercer funcion objetivo.
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Grafica 26. Ratio de Sharpe - Tiempo de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de

-
240 dias
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Gréfica 27. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de
480 dias
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Grafica 28. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de

,
1200 dias
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Grafica 29. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y S&P100 con tamafio de ventana de
2400 dias

En las graficas anteriormente presentadas, podemos observar como la inclusion del
tercer momento no modifica de manera significativa el ratio de Sharpe, comparandolo
con respecto a las graficas presentadas en la seccion 4.1. La ventaja que poseemos
ahora, radica en que poseemos informacion acerca de la simetria asociada a cada uno
de los portafolios 6ptimos y del indice, lo cual puede conducir a una mejora en el proceso
de toma de decisiones, estando alineadas de acuerdo a sus preferencias de riesgo.
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5.Conclusiones

Con respecto al desempefio del algoritmo de optimizacion multi-objetivo basado en
enjambres de particulas, podemos concluir que, a pesar de las limitaciones encontradas
con respecto a la gran cantidad de activos que presentaban asimetrias negativas, los
resultados obtenidos muestran un buen desempefio del algoritmo, ya que en primer lugar
preservo la diversidad de las soluciones no dominadas sobre la frontera eficiente,
resolvi6 eficazmente el problema de la seleccion de portafolio multi-objetivo y los
resultados obtenidos respondieron a las asunciones presentadas con respecto al
comportamiento de los portafolios 6ptimos bajo el enfoque clasico de media - varianza y
bajo el enfoque de media — varianza — simetria.

Los resultados de simulacion presentados en este trabajo muestran como la inclusion de
la simetria de la distribucién de los retornos, no altera significativamente la constitucion
del portafolio éptimo a considerar, mas sin embargo, si nos permite obtener informacion
valiosa sobre la simetria de las distintas alternativas de inversion existentes.

Dicha informaciéon nos permitié evidenciar como los portafolios 6ptimos obtenidos a
través del enfoque tradicional de media - varianza, guardan una estrecha relaciéon con
distribuciones de retornos con tendencia de asimetria negativa. Relacion que es
explicada por el alto porcentaje de activos de los casos de estudio, que presentan
distribuciones de retornos con medidas de asimetria negativas.

Por lo tanto, el enfoque de media - varianza - simetria (MVS) implementado a través de la
optimizacion multi-objetivo del enjambre de particulas (NSPSO), nos revela informacién
sumamente importante acerca de la simetria de las alternativas de inversiéon, lo cual
puede ser de gran ayuda para que las decisiones de inversion se encuentren mas
ajustadas al perfil de riesgo del inversionista. Es asi como observamos en las distintas
ventas temporales, que aun cuando el portafolio 6ptimo mostrara un ratio de Sharpe mas
estable y con mejores resultados que los del indice, la alternativa de inversién del
portafolio 6ptimo presentaba una asimetria negativa mas alta y menos estable, lo cual
afecta el proceso de toma de decisiones del inversionista.

Por dltimo concluir que un camino potencial de investigacion seria el de realizar las
adaptaciones y consideraciones pertinentes para que el algoritmo de optimizacién multi -
objetivo por enjambre de particulas nos permita no solo realizar la seleccion 6ptima de
portafolio basados en datos histéricos de media varianza y simetria, sino ademas,
predecir la situacion futura del mercado, teniendo en cuenta el comportamiento historico
del enjambre y realizar la asignacion optima bajo dichas circunstancias.
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A.

bajo enfoque MVS en el

Analisis de ventanas temporales

mercado

financiero colombiano

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos del enfoque de optimizacién de
media — varianza — simetria para los datos histéricos de los activos pertenecientes al
mercado financiero colombiano. Los resultados muestran un comportamiento similar a los
resultados obtenidos por los activos pertenecientes al mercado de los Estados Unidos,

razon por la cual su analisis es analogo.
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Grafica 30. Ratio de Sharpe - Tiempo - Simetria de Port. Opt. y Colcap con tamafo de
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Gréfica 32. Simetria — Tiempo de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de 240 dias
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Grafica 33. Simetria — Tiempo de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de 480 dias
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Gréfica 34. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de
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Gréfica 35. Ratio de Sharpe - Simetria de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de
480 dias
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Grafica 36. Ratio de Sharpe - Tiempo de Port. Opt. y Colcap con tamafio de ventana de
240 dias
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