UNIVERSIDAD NACIONAL DbE coLoMmpia

Procesos de ramificacién multitipo y su
aplicacion al calculo del tiempo de
extincién en enfermedades
infecto-contagiosas

Efrain Camilo Pardo Garcia

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas
Bogota, D. C.

Octubre de 2016






Procesos de ramificacién multitipo y su
aplicacion al calculo del tiempo de
extinciéon en enfermedades
infecto-contagiosas

Efrain Camilo Pardo Garcia

Tesis presentada como requisito parcial para optar al titulo de:

Magister en Ciencias-Matematicas

Directora:
DR. RER. NAT. Liliana Blanco Castaneda

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas
Bogoté, Colombia
Octubre de 2016






A mis padres

A la memoria de Ana Beatriz Pardo de Pardo

(1925-1989)






Agradecimientos

Agradezco a mis padres, a mis hermanos y a mi tia por todo el apoyo que me han da-
do.

Agradezco también, de manera muy especial, a la profesora Liliana Blanco, por haber acep-
tado ser mi directora de tesis. Me es dificil expresar en palabras la gratitud que siento por
ella. Su apoyo fue de gran valor para mi.

También les agradezco a la doctora Carmen Puentes, a Edgar, a Fernando y a todas las
personas que me ayudaron en este proceso.

Finalmente, le agradezco a la Universidad Nacional de Colombia, por ser mi segundo hogar.
Me ha dado la oportunidad de aprender, de conocer excelentes personas y de siempre crecer.






IX

Resumen

En esta tesis se presentan los procesos de ramificacion de Galton-Watson, de Galton-Watson
multitipo y sus generalizaciones a los procesos de ramificacién dependientes del tamano de la
poblaciéon y de la edad. Se muestran sus definiciones, sus principales propiedades y sus prin-
cipales resultados asintoticos, que posteriormente se usarén para describir diferentes modelos
epidemiologicos. También se presenta un modelo para describir la propagacion de la EEB
(encefalopatia espongiforme bovina) en Gran Bretana, obtenido de una de las referencias
estudiadas. Se exponen las generalidades de la enfermedad, sus supuestos y variables para
modelarla. Luego se presenta el modelo y sus principales resultados. Por ultimo, se estiman
los parametros desconocidos de dicho modelo usando inferencia bayesiana, estimacion tam-
bién trabajada en la referencia anteriormente mencionada.

Palabras clave: Procesos de ramificacion; dependencia de la edad; dependencia del ta-

mano de la poblacién; incubacién, epidemia; casos clinicos; EEB.

Abstract

This thesis seeks to present the Galton-Watson branching process, the multitype Galton-
Watson and the basic concepts of the branching processes being dependent on the seize
and age of the population. It also shows its definitions, its main properties and its main
asymptotic results that will, afterwards, be used in order to describe different epidemiolo-
gical models. It also presents a model for the description of the BSE (bovine spongiform
encephalophaty) spread in Great Britain, model obtained from one of the references stu-
died. Generalities are exposed of the disease, its assumptions and variables to shape it and
finally the model with its main results. Finally, it estimates the unknown parameters of such
model through the Bayesian inference, estimate also worked in the aforementioned reference.

Keywords: Branching processes; age-dependence; population-dependence; incubation;

epidemic; clinical cases; BSE.
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Lista de simbolos y notacién

Simbolo Significado

N Numeros naturales, incluido el cero

NF Nx-t xN

R, Ntuimeros reales positivos

Rk R, x-* xR,

L? Espacio de todas las variables aleatorias X tal que F(| X?|) < oo

EEB Encefalopatia espongiforme bovina

fap Funcién generadora de probabilidades

nd Independientes e igualmente distribuidas
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PMD Proceso de Ramificacion Multitipo Dependiente del Tamano de la Poblacion
pGW Proceso de Galton-Watson

pGWm pGW multitipo



1. Introduccién general

Los procesos de ramificaciéon son procesos estocésticos que generalmente se usan para mode-
lar la dinamica de poblaciones que evolucionan en el tiempo, sujetas a leyes de reproduccion.
En ese sentido, en un marco epidemioldgico puede modelarse una poblacién que consista en
el conjunto de todos los individuos enfermos, en la que, para cada enfermo, su “descendencia”
serfa el nimero de individuos nuevos que contagia.

Al conocer la funcién de distribuciéon de nuevos contagios, es posible, entonces, calcular, entre
otras cosas, el indice de contagio y la probabilidad de extinciéon. Estas magnitudes tienen
importancia tanto teérica como practica, pues uno de los aspectos mas importantes de una
epidemia es su agresividad y posible alcance, en el sentido de que, o bien se puede controlar
y extinguir, o bien puede acabar con toda la poblacion.

En este trabajo se presenta una recopilacion de los resultados mas relevantes acerca de los
procesos de ramificacion de Galton-Watson y su aplicacion en la descripcion de modelos epi-
demiologicos. En particular, se explica un proceso de ramificaciéon multitipo dependiente del
tamano de la poblacion y de la edad, obtenido del articulo [I1], mediante el cual se modela
la enfermedad de la encefalopatia espongiforme bovina (EEB) en Gran Bretana y se explica
la estimacion de parametros (estudiada en el mismo articulo de referencia) de dicho modelo.

De esa manera, la tesis empieza con una revision bibiliografica de los procesos de ramifi-
cacion, en particular de los procesos de ramificacion de Galton-Watson (capitulo ), que
permite sentar las bases teéricas que, en los capitulos B, @ y B, se usan en un contexto neta-
mente epidemiologico.

En el capitulo B, se presentan los procesos de ramificaciéon de Galton-Watson, de Galton-
Watson multitipo y los dependientes del tamano de la poblaciéon. Se ofrecen sus definiciones,
propiedades y resultados asintoticos (a excepcion de los procesos de ramificacion depen-
dientes del tamano de la poblacion, que se describen mas en profundidad en los siguientes
capitulos). Las fuentes principales de consulta fueron los libros [[@], [I8], [I] y [T3], ademés
de las tesis [22], [177] y [16].

En el capitulo B, se describen los modelos epidemiolégicos resumidos en el articulo Branching
Processes: Their Role in Epidemiology, elaborado por la profesora C. Jacob y publicado en



XIII

el afio de 2010 ([10]). Primero, se expone un modelo epidemiolégico basado en un proceso
de Galton-Watson. Luego se describe uno basado en un proceso de ramificacién dependiente
del tamano de la poblacién. Y, finalmente, se detalla un modelo de ramificaciéon multitipo
dependiente del tamarno de la poblacién y de la edad. Ademas del articulo, se tuvo en cuenta
la tesis [16], en donde se hace un ejercicio similar, pero un poco mas detallado.

En el capitulo B, se expone con detalle el modelo planteado por C. Jacob, L. Maillard, J-B.
Denis y C. Bidot en el informe de investigacion [L1], para describir la enfermedad conocida
como encefalopatia espongiforme bovina (EEB) en Gran Bretana. Otras fuentes de consulta
fueron el articulo resumen de dicho informe de investigacion (|I2]) y la tesis [23].

Finalmente, en el capitulo B, con base en los resultados del capitulo anterior y de los casos
clinicos anuales de la EEB en Gran Bretana, segin la Organizacion Mundial de la Salud
Animal (OIE) [20], se estiman los parametros del modelo que se obtiene en el capitulo .
Las fuentes principales de consulta fueron los mismos articulos del capitulo B, ademas de la
tesis [23].



2. Procesos de ramificacion

El objetivo de este capitulo es dar un panorama general de los procesos de ramificacion y
sus principales propiedades, con la idea de aplicarlas en los capitulos posteriores en el mo-
delamiento de epidemias.

Un problema que modela un proceso de ramificaciéon en un nivel general lo podemos pensar
asi: Supongamos que un objeto (o individuo) se divide (o reproduce) en un nimero aleatorio
de partes (o hijos) & y que, a su vez, cada una de las divisiones produce, un namero aleatorio
&1, de subdivisiones. Si esto continua sucesivamente, se define X; como la cantidad de obje-
tos que hay en el tiempo ¢. El proceso {Xt}t>o se conoce como el proceso de ramificacién
asociado.

Los procesos de ramificacion adquieren diferentes propiedades segun la longitud de vida de
los individuos, el momento en el cual se reproducen, la ley de probabilidad a la que esta
sujeta su reproduccion y la independencia del nimero de descendientes que tiene cada indi-
viduo (tanto con respecto a los que tienen los demés que pertenecen al mismo tiempo como
con respecto a la historia del proceso).

En la seccion 1, presentaré el proceso de Galton-Watson, que es el proceso de ramificacion
mas sencillo. Después, en la seccion P22, presentaré el proceso de Galton-Watson multitipo,
una generalizacion directa del anterior. En estos dos modelos, se considera que la longitud
de vida de cada individuo es una unidad de tiempo (una generacion) y que el momento en el
cual se dividen es en el momento de su muerte. Por otro lado, se considera que, en el proceso
de Galton-Watson, no hay distinciéon entre los individuos, que todos se rigen por la misma
ley de reproduccion y que los individuos se reproducen con independencia de los que estan
en la misma generacion y de la historia del proceso. Pasa lo mismo con el caso multitipo,
con excepcion de que los individuos se clasifican en diferentes tipos, cada uno de los cuales
esta diferenciado por su propia ley de probabilidad.

Por ultimo, en la seccion 223, se presenta la definiciéon de los procesos de ramificacion mul-
titipo dependientes del tamano de la poblacién. Procesos que, a diferencia de los anteriores,
dependen de la historia del proceso, es decir, dependen del tamano de la poblacién en el mo-
mento de la observacion. Estos procesos se desarrollaran con mas profundidad en el capitulo
8.
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2.1. Proceso de Galton-Watson

Uno de los procesos de ramificacion mas conocidos es el proceso de Bienaymé-Galton-Watson
(o simplemente proceso de Galton-Watson).

El proceso de Galton-Watson (pGW) se desarrollo en la segunda parte del siglo XIX con
el objetivo de responder, desde un punto de vista cientifico, al problema de la extincion de
determinadas lineas familiares de la aristocracia y burguesia europeas, siendo sus precursores
I. J. Bienaymé , F. Galton y H. Watson [I7].

Un primer indicio de estos problemas demograficos se hall6 en el siglo XVIII, cuando Thomas
Malthus publico el trabajo “Essay on the principles of populations”, en el cual observd que,
de las 487 familias burguesas que habitaban Berna en 1583, 379 de ellas habian perdido su
apellido para 1783 (dos siglos después) [8].

El primero en tratar de explicar el fenémeno relatado por Malthus fue el matemaético fran-
cés 1. J. Bienaymé, que introdujo, en 1845, un primer modelo de ramificaciéon. Aunque no
hay constancia escrita, parece ser que Bienaymé relacion6 correctamente la probabilidad de
extincion con el promedio de hijos varones de cada individuo [B].

Independientemente de Bienaymé, el mateméatico inglés sir Francis Galton formul6 el proble-
ma de la extincién de una manera més general, al suponer que, en una poblacion, el nimero
de hijos de cada individuo x es una variable aleatoria &, con distribucion p := (p)ren, siendo

pr := probabilidad de tener k hijos

(o)
con Y pp = 1.

k=0
Para evitar situaciones triviales, se supone que 0 < pg+ p; < 1; de lo contrario, la poblaciéon
se extingue con probabilidad 1. Ademaés, se asume que p; # 1 para todo j, y, a fin de evitar
comportamientos predecibles. También se asume que el nimero de hijos que cada individuo
tiene es independiente de su historia familiar y del ntimero de hijos de los demas individuos.
Ademas, los hijos tienen sus propios hijos con la misma distribucion p.

Esto tltimo sera la propiedad caracteristica de un proceso de Galton-Watson que, como se
verd a continuacion, en términos probabilisticos, se traduce como la independencia de varia-
bles aleatorias igualmente distribuidas que cuentan descendientes.

Pensemos que el proceso comienza con un solo individuo, que constituye la 0-ésima genera-
cion, sus hijos forman la primera generacion, sus nietos, la segunda y asi sucesivamente (véase
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la figura 2=T1). Por lo que, si definimos a la variable aleatoria X,, como el nimero de individuos
en la n-ésima generacion, entonces se tiene que Xy = 1 y X; se distribuye con distribucion p.

De esa manera, si en la n-ésima generacion hay ¢ > 1 individuos, entonces en la (n+ 1)-ésima
generacion habra X, (1) + X,(2) + --- + X,,(¢) individuos, donde X, (k) denota el ntumero
de hijos del k-ésimo individuo de la n-ésima generacion, k = 1,2,...,i. Como los X, (k) se
asumen independientes con la misma distribucion p, entonces se tendra una probabilidad de
transicion

7'('2']' = P(Xn+1 :j | Xn = i,Xn_l = in—l . ,X() = Z())
=PXp=j|X,=i)=P (an(k) = j)

mytpmi=j

Esta probabilidad es igual a la j-ésima componente de la i-ésima convolucion de p = {py|k =
0,1,...}. Esta probabilidad, ademas, se puede interpretar como la suma de todas las posi-
bilidades de que, partiendo de 7 individuos, la suma de todos sus descendientes sea igual a
J. Notese que esta probabilidad de transiciéon no depende del tiempo n.

En otras palabras, la distribucion de X,,.1, dado que X,, = i, es igual a la distribucion de
una suma de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas con distribuciéon
p, hecho que hace a {X,,}en ser una cadena de Markov homogénea sobre los naturales.

Formalmente, podemos definir el proceso Galton-Watson de la siguiente manera ([I]).

Definicién 2.1.1. Un proceso de Galton-Watson { X, }nen se define como una cadena de
Markov homogénea, con los enteros no negativos como conjunto de estados. Sus probabilida-
des de transicion m;;, coni,j € N, se expresan en términos de una distribucion dada {py}ren
con’y oo pr = 1, mediante

pi, si i>1, j>0

mj:P(XnH:j!Xn:i):{(sﬂ si i=0, j=>0
5> =

Donde 0;; es la delta de Kronecker y p;i es la j-ésima componente de la i-ésima convolucion
de p={prlk =0,1,... }.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que Xy, = 1, ya que el proceso {Xy(bi)}neN, en
el que Xy = i, es la suma de ¢ copias independientes del proceso {X,, },en con Xo = 1.
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0 1 2 3 Generacion

Figura 2-1.: Dinamica del pGW partiendo de una persona.

Galton se intereso por la probabilidad de extincion del proceso { X, }ren, esto es, por calcular
la probabilidad de que en una generaciéon dada el tamano de la poblacién sea cero. Para ello,
se introduce la funcion generadora de probabilidades (fgp) f, asociada al pGW:

fls):=E(s) =Y ms®, [s| <1,
k=0

donde s estéa en los complejos. Con esta funcion, Watson trato el problema de extincion plan-
teado por Galton e identifico que sus iteradas, fo(s) := s, fi(s) := f(s) ¥ fur1(s) := f(fu(s)),
para n = 1,2,..., permitian conocer las distribuciones del proceso y, por ende, todas sus
propiedades probabilisticas. El siguiente teorema relata este hecho.

Teorema 2.1.1. Sea {X,}, .y un proceso de Galton-Watson. Entonces

1. fM(s) := E(sX) = f_1(f(5)) = f(fa1(5)). Es decir, la funcion generadora de X,

es la n-ésima iterada de la funcion f.
2. BE(uX™vXnr) = f (ufp(v))con Jul <1 y|v] < 1.
Demostracion.
1. Como

F(s) = B(s™)
= B(E(""]X,-0)
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se obtiene que

E(s*"Xp1 = i) = E(SZ§':1 Xn—l(j))

Es decir,
E(s™" | Xa-1) = ()
Luego:
F(s) = B(f(s)X 1) = O (f(s)))-
Ahora, al hacer
F(s) = fTV(f(s) = FO2(f(f(9)) = FD (fals))

y al hacer la iteracion para k = 3,4, ..., queda que

f(s) = fO B (fi(s)) para k = 0,1, - -

con lo cual, si k = n — 1, obtenemos que f™(s) = f(f,_1(s)).

2.
E (u*ro¥rit) = B(E(u*ro™ | X))
R B )
= E((ufe(v))™)
= falufi(v)).

dado que E(v¥++|X,) = (fx(v))*" por la definicién de funcién generadora de proba-

bilidades.

Este teorema nos ayuda a calcular la funciéon generadora y, por lo tanto, la distribucién de

probabilidad de X, de una manera metodica: calculando las iteradas de f. Sin embargo,

es necesario aclarar que, por lo general, no es posible obtener la n-ésima iterada de forma

explicita.
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Por otro lado, definimos el valor esperado y la varianza de un pGW de la siguiente manera:

Definiciéon 2.1.2. Sea { X, }nen un pGW. Definimos a m = E(X;) = f'(1) como la espe-
ranza o media asociada al proceso, que desde el punto de vista poblacional significa el nimero
medio de hijos de cada uno de los indwiduos y, a 0 := Var(X,) = E(X?) —m? como la
varianza del proceso.

Con la ayuda del teorema P21, calcularemos estos dos momentos principales del proceso:
Teorema 2.1.2. Sea { X, }nen un pGW. Entonces:
1. El valor esperado E(X,) esm", n=20,1,...

2. Si 0? < 00, entonces la varianza de X, es

o2 =) i £ 1
o =Var(X,) = m(m—1) 7
o’*n sitm=1

3. Cov(Xp, Xpix) = mVar(X,,).
Demostracion.

1. Por regla de la cadena, notamos que
fi(s) = fl_1(f(s))f'(s), en particular, para s = 1, se tiene que

=f (Om=/f (f(1))ym-m para n>1.

Y, asi sucesivamente, se tiene que E(X,) = m".

2. Ademas:

o5 = Var(Xa) = f;/(1) + E(Xa) = (E(X.))*
= fu(D) +m" —m™

Se verifica que

() = "W WP+ ) fr_ (1)
= f"()m* 2+ mf, (1)

= (c? +m*> —m)m*" 2+ m(os_; + m* 2 —m" ).
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Por ende, 02 = 0?m?"~2 + mo?_,. Y al dividir entre m" se obtiene que

o2 o?mnt o2,
- + :
m" m mn—

) o, )
Si denotamos a «,, := — -, se tiene que
m

a, = am™ 1+ a,

= almnfl -+ qu"fz + -+ (03]

o2
Y como oy = —, entonces
m

3. Por ultimo, se tiene que

E(Xan+k) = %(%E(uxnvxn+k))|u:1,v:1
Como E(X, Xnix) = f1/(1) fi(1) 4+ f1(1)fi(1), tenemos que
Cov(X,, Xpir) = (62 + m*™)mF — m"m™+* = mFo2.

O

El proceso original de Galton-Watson, y sus generalizaciones, esté relacionado con los traba-
jos de Niels Abel acerca de las ecuaciones funcionales y la iteracion de funciones. Por ejemplo,
ya vimos la importancia que tienen las {f,(s)}nen al describir la distribucion del proceso.
A continuacién, se mostraran algunas propiedades de la fgp, f, para después demostrar un
par de lemas utiles:

1) f es creciente en (0, 1), pues f'(t) > 0 para todo ¢t € (0,1).

3) f(0)=poy f(1) =

(1)

(2) f es convexa en [0, 1], pues f”(t) > 0 para todo t € [0, 1].

(3)

(4) Sim <1 entonces f(t) >t para todo t € [0, 1] (ver figura 2=2).
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Figura 2-2.: Grafica de f para diferentes valores de m.

(5) Sim > 1, entonces f(t) =t tiene una tnica raiz en t € [0,1) (véase la figura 2=2).

Sea ¢ la raiz mas pequenia de f(t) =t, para t € [0,1]. Las anteriores propiedades, (1) — (5),
implican la existencia de tal raiz e implican el siguiente lema:

Lema 2.1.1. Sim < 1, entonces ¢ = 1; si m > 1, entonces q < 1.

Situaciones que se ilustran en la figura 2=2.

Por otro lado, del lema que demostraremos a continuaciéon se deducird un interesante com-
)
portamiento de las iteradas de f, f,.

Lema 2.1.2. Sit € [0,q), entonces fn(t) T ¢ cuando n — oo. Si t € (q,1), entonces
fn(t) 4 q cuando n — o0o. Sit=q ot =1, entonces f,(t) =t para todo n.

Demostracion. Si0 <t < ¢, de las propiedades anteriores de f se tiene que, t < f(t) < f(q).
[terando esta desigualdad, obtenemos

t< filt) < folt) <+ < fult) < fulg) = q,

para todo n > 1. Entonces, por ser {f,(t)},oy una sucesion creciente y acotada, tenemos
que existe un L € R tal que f,(¢) T L < ¢ . Tomando limite cuando n tiende a infinito en la
ecuacion f,1(t) = f(fu(t)), concluimos que L = f(L). Pero, como q es la raiz més pequena
de s = f(s) en [0, 1], entonces L = q. Ahora, si ¢ < t < 1, argumentos similares al anterior
muestran que existe un Ly € R tal que 1 > f,,(t) | L1 > q y que L; = f(Ly). Pero, por las
propiedades (4) y (5) de la fgp, f, no hay raices de la ecuacion s = f(s) en (g, 1), entonces
de nuevo L; = q. Esto prueba las primeras dos partes de lema, la tercera es inmediata. [

LEl simbolo 1 ({) significa que la convergencia es monétona no decreciente (no creciente)
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Observacion 2.1.1. La convergencia f, T q, para t € [0,q), es uniforme, pues

fa(0) < fult) < ¢

Probabilidad de extincién

En el problema original planteado por Galton, sobre la probabilidad de extinciéon de una
familia, Watson observo que la probabilidad de una eventual extincién,

¢e := P(X,, = 0 para alginn > 1) = P(U {X, =0})

neN
= oy, P =0) = i, 110,

es una de las raices de la ecuacion s = f(s). Watson concluyo erroneamente su estudio dando
como unica soluciéon g. = 1. Le falté considerar que, en el caso donde m > 1, la raiz de la
ecuacion podia ser menor que 1.

Solo después de sesenta anos, el matematico danés J. F. Steffensen di6 soluciéon completa
al problema, cuando publicd, por primera vez, en el ano 1929, un analisis completo de la
probabilidad de extincion [3]. El resutado que obtuvo fue el siguiente:

Teorema 2.1.3. (J. Steffensen) Sea { X, }nen un pGW. Sim = E(X;) < 1, entonces q. = 1.
Sim > 1, entonces q. < 1 y es la solucion no negativa mds pequena de la ecuacion s = f(s).

Demostracion. Del lema 2172 tenemos que g, = lim,, o f(0) = g, es decir, ¢ (la raiz mas
pequena de f(s) = s en [0,1]) es precisamente la probabilidad de extincion, recordandose
que ¢ = 1, siempre que m < 1, y que, si m > 1, entonces ¢ < 1 y es la solucién no negativa
méas pequena de la ecuacion s = f(s). O

El anterior teorema nos muestra que, para diferentes valores de m, el pGW se comporta
distinto. Esas diferencias se van a notar mas en la medida en que mostremos resultados
teoricos del proceso. Por ende, es conveniente introducir la siguiente definicion:

Definiciéon 2.1.3. Sea {X,, }neny un pGW. Los casos m = E(X;1) <1, m =1, m > 1 confie-
ren diferentes propiedades al proceso y los denominaremos, respectivamente, caso subcritico,
critico y supercritico.

Entonces, a la luz del teorema 2123, en los primeros dos casos, cuando el nimero esperado
de hijos de cualquier individuo es menor o igual que uno, la extinciéon de la poblacién es
casi segura. En cambio en el tltimo caso, caso supercritico, la poblaciéon se extingue con
probabilidad q y sobrevive para siempre con probabilidad 1 — ¢q. De hecho, en un pGW, con
probabilidad 1, o bien la poblaciéon se extingue, o bien la poblacién crece indefinidamente
(explota), es decir, no existe la posibilidad de que la poblacién se mantenga constante en el
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tiempo.

En términos de cadenas de Markov, lo anterior significa que todos los estados del pGW, a
excepcion del estado nulo, son transitorios:

Teorema 2.1.4. Si p; # 1, entonces todos los estados k # 0 de un pGW {X, }nen son
transitorios.

Demostracion. Se quiere ver que P(X, ., # k,m > 11X, = k) > 0. Para esto, se considera-
ran dos casos: Si pg es igual a cero. O si pg es mayor que cero.

Para empezar, supongase que py = 0, entonces

P(Xpim # k,m > 11X, = k) > P(Xps1 # k| X, = k)
>1—-PXpp =kl X, =k)=1-p">0

Supoéngase ahora que py > 0, entonces

P(Xpim # k,m > 1|X, = k) > P(X1 # k| X, = k)
> P(Xpy1 =0|X,, = k) =pk > 0.

Es decir, se tiene que todos los estados diferentes de cero de un proceso de Galton-Watson
son transitorios. O

Teorema 2.1.5. Sea { X}, un pGW, entonces

P (1im X, =0) + P (lim X, =oc) = 1.
n—00 n—00

Demostracion. Del teorema 214, se sabe que los estados k£ > 1 son transitorios, esto es,
P(Xyim # k,m > 11X, = k) > 0. Es decir, {X,, },,en se aproxima a 0 0 a oo cuando n — oo,
puesto que no existen mas estados, con excepcion del cero, que puedan ser tomados infinitas
veces. O

Esto es, con independencia de que el proceso sea subcritico, critico o supercritico, se tiene
que, en un namero de generacion grande, el pGW no fluctiia, es decir, o bien X,, — 0, o bien
X, — oo, cuando n — oo.

Resultados asintéticos

Galton también se pregunt6 por el comportamiento del tamano de la poblaciéon. Por ejem-
plo, ya vimos que, en un pGW subcritico y critico, el tamano de la poblaciéon, en un tiempo
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grande, seguramente sera cero, por lo que seria interesante preguntarse por la cantidad de
individos existentes dada la no extinciéon de la poblaciéon. Por otro lado, en el caso supercri-
tico, en el que la poblacion crecerd indefinidamente, podemos preguntarnos por la manera
como esta lo hace. A continuacion, muestro algunos resultados que ayudarén a profundizar
en estas cuestiones.

Teorema 2.1.6. Sea {X,}, .y un pGW, con 0 < m < oco. La sucesion W, := X,,/m" es
una martingala no negativa con respecto a la o-dlgebra F,, := c{Xo, X1, ..., X, }. Ademds,
como W,, > 0, entonces existe una variable aleatoria no negativa W, con E(W) < 1, tal que

W, = W  casi siempre.

Demostracion. Se tiene que

Xn
E(W,1|F,) =E ( + \Fn)

mn+1
1
= WE(XmﬂXn)
m

Esto es, (W, )nen es una martingala no negativa relativa a la filtracion F,.
Ademés, se tiene que
sup E(|W,,|) = sup E(W,,) < occ.
n n

Por ende, aplicando el teorema de convergencia de martingalas de Doob ([4]), existe una
variable aleatoria no negativa W tal que W,, — W, cuando n — oo. O

Se puede deducir que, si una poblacién se desarrolla segiin un proceso de Galton-Watson

(Xn)nGN’
asintoticamente X,, =~ Wm", casi siempre, donde W es una variable aleatoria no negativa,

con E(W) <1 ([22]).

esta debe crecer con velocidad m", con m™ = E(X,,), o debe extinguirse, es decir,

Desafortunadamente, esta interpretacion no es del todo correcta, pues es posible que X,, — oo
y que W = 0, lo que indicaria que m”" crece mas rapido que X,,. Para los casos subcritico
y critico, esto es, m < 1, se tiene que X,, — 0 con probabilidad 1 y por lo tanto W = 0.
En el caso supercritico, esto es m > 1, es posible que W = 0 con probabilidad 1 ([22]). Sin
embargo, si 0% = Var(X;) < oo, entonces se puede asegurar que W es no degenerada, como
lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.1.7. (T. Harris) Sim > 1,0% < oo y Xo = 1, entonces

1. Mmoo E(W, — W)2 = 0.
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Demostracion. Para la primera parte se muestra que (W,,),en es una sucesion de Cauchy en
L? 2. Y como el espacio L? es completo, entonces existe una W € L? tal que

E(W, —-W)*> =0 cuandon — oo.

Con la ayuda del teorema anterior, y dada la forma en que podemos calcular los principales
momentos de las X,, (véase el teorema PEZT3), podemos probar el segundo numeral. Final-

mente, para el tercer numeral se prueba que P(W = 0) = Z pe(P(W = 0))*, es decir, que

P(W = 0) es solucion de la ecuacion f(s) = sy, por lo tanto P(W =0) =gq. O

Asimismo, vamos a describir tres resultados de tipo asintético para cada uno de los casos
(supercritico, critico y subcritico, respectivamente). La demostracion de estos resultados se
puede encontrar en |[].

Para empezar, en el caso supercritico, m > 1, tenemos el siguiente teorema acerca del
comportamiento asintotico de X, respecto a m"W:

Teorema 2.1.8. Sipy =0, m>1y¢?:=3 j?p; < 00, entonces
=1
X, —m"W

7 — N(0,Var(W)),

donde N(0,Var(W)) es una variable aleatoria normal con media 0 y varianza
Var(W) = ¢2/(m?—m) ( — significa convergencia en distribucion).

Este resultado se parece al teorema central del limite, con la variable aleatoria m™W hacien-
do el papel de valor medio de X,,.

En el caso critico m = 1, se obtiene el siguiente resultado, que describe el comportamiento
del proceso condicionado a la no extincion:

Teorema 2.1.9. Sea m =1 y ¥? := > j*p; — 1 finito. Para cualquier Xy # 0 inicial y

0 <2< oo,
X, 0
lim P(— < —a:]X >0)=1—¢"

n—00 n

2L? respresenta el espacio de variables aleatorias X tal que E(] X? |) < oo
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Es decir, condicionado a la no extincion, X,, se comporta como una variable aleatoria con
distribucién exponencial con media 20972

Por ltimo, encontramos el siguiente resultado, que da el comportamiento asintético del
proceso X, en el caso subcritico, condicionado a la no extinciéon, es decir, condicionado a
que X,, > 0.

Teorema 2.1.10. Sea m < 1. Luego, para cualquier Xy # 0 inicial existe el

lim P(X, = j|X, >0)

n—oo
para todo j > 1. Sea m; el valor de dicho limite. Se satisface, entonces, que Zj’;l m; = 1.
Ademds, se tiene que Y, jm; < 00, si y solo si E(X;)log(X;) < oo.

Para més resultados del proceso de Galton-Watson, el lector interesado puede remitirse a la
tesis [22] o al libro de Athreya [I].

2.2. Proceso de Galton-Watson multitipo

Hasta ahora hemos considerado una poblacién en la que los individuos son todos del mismo
tipo. Para muchas aplicaciones es conveniente considerar una poblacién en la que haya k
tipos diferentes de individuos, donde k£ es un natural fijo. En este caso, la distribuciéon del
numero de hijos de cada individuo depende del tipo de cada individuo. Se supone que los
hijos se reproducen independientemente unos de otros e independientemente del pasado del
proceso. Dichos procesos tienen variadas aplicaciones en biologia y fisica, pues, por ejemplo,
los diferentes tipos pueden representar tipos genéticos en una poblacién animal o pueden ser
electrones o fotones en una cascada cosmica. Estos procesos se conocen como procesos de
Galton-Watson multitipo (pGWm).

Notacién. De ahora en adelante denotaremos todos los vectores y matrices con negrilla.
Asumiendo que todos los vectores son de orden k y las matrices de orden k X k, siendo k el
entero positivo fijo que representa el niimero de tipos. Una matriz o un vector cuyos elemen-
tos sean todos cero va a ser denotado simplemente como 0. N* denotara el conjunto de todos
los vectores de dimension k cuyas componentes son enteros no negativos. Y e;, 1 < i < k,
representara el vector cuya i-ésima componente es 1 y cuyas otras componentes son 0.

Funciones generadoras de probabilidades y definicién

Se van a necesitar k funciones generadoras de probabilidades, cada una en k variables, para
analizar el comportamiento probabilistico de este proceso. La i-ésima funciéon generadora,
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@ sera la que determine la distribucion del nimero de descendientes, de varios tipos,
producidos por un individuo de tipo 7. Esto es:

f(i)(Sl,...,Sk>: Z pi(rlu"wrk)ylnl"'szk’ ’51‘7"'7‘8k|§17
1., =0
donde p(ry,...,7%), 1 < i < k, indica la probabilidad de que un individuo del tipo i pro-
duzca r; individuos del tipo 1,...,r; individuos del tipo k. El vector (f(M(s),..., f®(s)) se
escribira algunas veces como f(s).

Una definicion formal del proceso de Galton -Watson multitipo es la siguiente (Athreya [,
p. 183):

Definicién: Un proceso de Galton-Watson multitipo (pGWm) es una cadena de Markov
homogénea {X,,,n : 0,1,2,...}, con valores en N* con funciéon de transicion:

P(i,j) = P(Xop = j1X, =), i,jeN
= coeficiente des’ en [f(s)]' .

Se interpreta a X, ;, la i-ésima componente de X,,, como el niimero de individuos de tipo ¢

existentes en la n-ésima generacion. En general, si X,, = (rq,...,7:) € N, entonces X,, 4 es

la suma de r; + - - - + 1, vectores aleatorios independientes, en donde r; tiene como fgp. a

M 1y tiene como fgp. a f@, ..., 1 tiene como fgp a f*). Si X,, = 0, entonces X,,;1 = 0,

el estado 0 es absorbente.

Ahora enunciaré la generalizacion del teorema P11, denotando a la funcién generadora
de probabilidades de X,,, cuando X, = e;, como f,(f)(sl, coy8k) = fff)(s), n=201...;
1=1,...,k.

Teorema 2.2.1. Sea {X,}, . un proceso de Galton-Watson k-multitipo. Tenemos que la
funcion generadora de probabilidades de X,, es la n-ésima iterada funcional de f, la funcion
generadora de probabilidades de Xi. Es decir, se tiene que f,(s) = f,_1 (f(s)).

Demostracion. Tenemos que
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; X, X,
o )= B (S = )
- E (E <8i(n+l 1 8§n+1,k|Xn> |X0 _ eio)
an
k
= H E (3?”“’1 . s§”+1’k|Xn = ei) Xy = e,
i=1 — L
FO(s)
i X
:E H(f(l)(51’82’... 7Sk)) e onei())
i=1
== f;jo) (f(l)(sl, S92, ..., Sk), s ,f(k)(sl, SS9, ... ,Sk)) .
Si se toma n = (ny,ng, ..., ny), se tiene que s™ = (s, 557, ..., 5.%).

f(s) = (f(l)(s), .. .,f’“(s)) )

Entonces,

fri1(s) =£a(f(s)).

Matriz de medias

Se define M = [m;;|xx como la matriz (de orden k) de medias asociada al pGWm {X,, }°,
donde 950
mij = E(X17j|X0 = ei) = a—sj

se interpreta como el niimero medio de individuos del tipo j que produce un individuo del

(1,...,1), ij=1,...k

tipo i. Mediante un estudio similar al del caso unitipo, usando las fgp iteradas, se puede
mostrar que
EXpim|X,) =X,M" n,m=0,1,2,...,

¥ que, por tanto, para todo x € N¥, se obtiene la igualdad
E(X,|Xy =x) =xM".

De esta manera M nos permite conocer el vector de medias del proceso X,,. M" denota la
(n) (n)
ij ij
como el nimero medio de individuos del tipo j en la n-ésima generacién, en un proceso

n-ésima potencia de la matriz de medias M. Si M" := (m;;’ )gxk, entonces m,;’ se interpreta
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iniciado con un individuo del tipo <.

Ahora proporcionaré algunas definiciones que nos permitiran clasificar a la matriz M. Esta
matriz sera fundamental para describir la evolucion de la poblacion.

(n)

Definicion 2.2.1. Se dice que el tipo i conduce al j si existe n > 0 tal que m;;” > 0. Diremos

que el tipo i se comunica con el j st i conduce a j y j conduce a 1.

Teorema 2.2.2. Ser comunicante es una relacion de equivalencia sobre el conjunto de tipos

{1,...,k}.
Para consultar su demostracion, véase [18].

Definicion 2.2.2. Un pGWm se dice irreducible si el conjunto de tipos estd formado por
una unica clase de equivalencia para la relacion “ser comunicante”. En caso contrario, se
dice que es reducible.

Definiciéon 2.2.3. Un pGWm irreducible se dice que es positivamente reqular si existe una

(n) > 0. En caso

generacion n > 0 tal que para toda pareja i,j € {1;...;k} se verifica que m;

contrario se dice que el proceso es periddico.

Le daré prioridad al estudio del caso positivamente regular, exponiendo sus principales resul-
tados en tres apartados: clasificaciéon de los estados, probabilidad de extinciéon y resultados
asintoticos.

Antes de continuar enunciaré el teorema de Perron-Frobenius sobre matrices cuadradas. Este
teorema sera usado frecuentemente en las secciones siguientes. La demostracion puede verse
en [L3].

Teorema 2.2.3. (Teorema de Perron-Frobenius). Sea M una matriz de orden k, tal que M
es positiva para algiun entero positivo N. Entonces M tiene un valor propio p real positivo de
multiplicidad uno y de mddulo mdximo (valor propio de Perron-Frobenius), es decir, tal que
cualquier otro valor propio X\ de M satisface que |\| < p . Ademds, existen vectores propios
1zquierdo, v, y derecho, i, asociados al valor propio p, cuyas coordenadas son todas positivas.

Clasificacién de los estados

Por la definicion del pGWm, se tiene que 0 es un estado absorbente.

Para evitar trivialidades en el comportamiento del pGWm, se establece la siguiente defini-
cion:
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Definicion 2.2.4. Un pGWm serd llamado singular si sus funciones generadoras de proba-
bilidad f1(s1,...,s1), f2(s1,-..,8%), -, [E(s1,...,8,) son todas lineales en sy, ..., sk, sin
término constante; es decir, cada objeto tiene exactamene un hijo.

Dado que los estados no nulos del proceso son transitorios, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4. Supongamos que el pGWm { X} es positivo reqular y no singular, en-
tonces
P(X,, = zinfinitas veces) = 0,

para cualquier j # 0, © € N¥.
Demostracion. Para consultar la demostracion, véase [(]. O

Con base en este resultado y aplicando resultados clasicos de cadenas de Markov, dado que
el estado 0 es absorbente, se obtiene que

P(X, — 0)+ P(||X,|]| = o) =1,

donde || - || denota a una norma arbitraria en R™. Puesto que en R™ todas las normas son
equivalentes, la igualdad anterior no dependera de la norma elegida.

Este es un resultado analogo al que se tiene en el caso unitipo. Que todos los estados, salvo
el 0, sean transitorios quiere decir que el proceso condicionado a la no extincién no podré
estabilizarse. Es decir, la poblacién o bien crece indefinidamente o bien se anula.

Probabilidad de extincién

Uno de los principales objetivos planteados por el problema inicial de extincion de los apelli-
dos, resuelto erréneamente por Galton en el caso unitipo, es precisamente el de la probabili-
dad de extincion del proceso. Para este caso, el resultado va a ser parecido al que se obtiene
en el pGW | en donde p desempena el papel que tiene m en ese proceso.

Sea () la probabilidad de extincion si inicialmente hay un individuo de tipoi (i = 1,...,k);
esto es
7 = P(X,, = Opara algin n|X, = ¢;).

Seam = (7, 7@ ... 7®))y1=(1,1,...,1). Entonces:

Teorema 2.2.5. Supongamos que el pPGWm es regular positivo y no singular. Sea p el valor
propio de Perron-Frobenius de la matriz M. Si p < 1, entonces m = 1. Si p > 1, luego
0 < m < 1y satisface la ecuacion

7 = flm).
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Por otro lado, si w1 es cualquier vector en el cubo unitario diferente al vector 1, entonces

B ulrea) = 7

Para su demostracion, véase [[d], pp.41-42.

Como consecuencia del anterior teorema, a diferentes valores del valor propio de Perron —
Frobenius p, el pGWm va a tener caracteristicas diferentes. De hecho, va a tener resultados
asintoticos diferentes. Por lo tanto, se motiva la siguiente definicion:

Definiciéon 2.2.5. Sea {X,,}n>0 un proceso Galton-Watson multitipo. Sea p el valor propio
de Perron-Frobenius de la matriz de medias M del proceso. Entonces

a) Diremos que el proceso es subcritico si p < 1.
b) Diremos que el proceso es critico si p = 1.

c¢) Diremos que el proceso es supercritico si p > 1.

Resultados asintéticos

El siguiente teorema describe el comportamiento asintotico en el caso supercritico (|]).

Teorema 2.2.6. Sea { X} un pGWm positivamente regular, no singular, con matriz de
medias M y autovalor de Perron-Frobenius p > 1. Si v € N¥ es un autovector izquierdo
asociado a p, entonces

X, o
lim (—) = vW casi siempre,

n—00 p"

donde W es una variable aleatoria no negativa tal que
P(W >0)>0, siysolosi, E(XijlogXi;|Xo=e€) < oo,
para todo 1 < 1,7 < k.

Para p < 1, se obtiene la extincion casi segura (véase la seccion anterior). Ahora el interés
es el estudio de la distribucion condicional de {X,,} dado {||X,|| > 0} ([0]).

Teorema 2.2.7. Sea { X} un pGWm positivamente regular, no singular, con matriz de
medias M y valor propio de Perron-Frobenius p = 1 y momentos de sequndo orden finitos.
Entonces existe una constante K, 0 < K < 00, tal que el limite

n—oo

X,
limE(—|Xn7é0):Kv
n
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no depende del vector inicial Xy = 1, donde v € Ri es el vector propio a izquierda de M
asoctado a p tal que pv =1y vl =1, siendo p el vector propio derecho de M asociado a p.
Ademds, para todo x € R, se verifica que

n—oo

X,
lim P (K—n <z|X,# 0) = F,z(z),
n

siendo F,z(z) la funcion de distribucion del vector aleatorio vZ, donde Z es una variable
aleatoria con ley de probabilidad exponencial de pardmetro 1.

Finalmente, para el caso subcritico tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.8. Sea { X} un pGWm positivamente regular, no singular, con matriz de
medias M y valor propio de Perron-Frobenius p < 1. Entonces, para todo vector no nulo
j € N¥, emiste el siguiente limite

lim P(X, =j| X, #0).
n—o0

Sea m; el valor de dicho limite. Se satisface, entonces, que {7;}jene €s una distribucion de
probabilidad en NF que no depende del vector inicial Xy = 4. Ademds, el vector de medias de
la distribucion de probabilidad {;};enn es finito siy solo si E(X;log X;) < 00, en cuyo caso
dicho vector es proporcional a v, siendo v € R} un vector propio izquierdo de M asociado a
p.

2.3. Proceso de ramificacién dependiente del tamano
de la poblacién

Klebaner en [I5] introdujo un proceso multitipo con reproduccion dependiente del tamano
de la poblaciéon e investigbd para el caso positivamente regular el problema de la extincion,
asi como su comportamiento asintético. La definicién mateméatica de dicho modelo es la
siguiente:

Definicion 2.3.1. Sea {&, (x) : i = 1,....kn = 0,1,...;5 = 1,2,...;2 € NF} una
sucesion de vectores aleatorios k-dimensionales, independientes, con valores en N¥, definidos
sobre el mismo espacio de probabilidad (2, A, P) y tales que, para cada i € {1,...,k} y
x € N*, son idénticamente distribuidos. La sucesion de vectores aleatorios k-dimensionales
{ X, }n>0, definida recursivamente como

k Xn,i
Xo=zeN; X, .= ZZ&,n,j(Xn), n >0,

i=1 j=1

se denomina proceso de ramificacion multitipo dependiente del tamario de la poblacion (PMD ).
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Observacion 2.3.1. Para el caso k = 1, a este proceso lo llamamos un proceso de ramifi-
cacion unitipo dependiente del tamano de la poblacion (prD).

Este proceso sera de gran utilidad en el capitulo B, alli se ampliara su definicién y se expon-
dran algunas de sus propiedades en un d&mbito epidemiologico.



3. Modelos epidemiolégicos

Desde el aporte de Kermack-McKendrick a la teoria mateméatica de las epidemias [I4], los
modelos matematicos de propagacion de enfermedades han desempenado un papel central
para entenderlas, para predecir futuras extensiones de brotes y su tiempo de extincion, y
para evaluar la eficiencia de las medidas de control utilizadas.

En las siguientes secciones, se presentan los modelos epidemiolégicos resumidos en el articulo
de Jacob [I0], empezando por el mas simple, el proceso de Galton-Watson caso unitipo.

3.1. Modelo basado en un pGW

Consideremos lo expuesto en el capitulo anterior, seccion 1, sobre el pGW, ahora en un
contexto epidemiologico. Para eso, es necesario redefinir las variables alli tratadas. La idea es
entender que el conteo de hijos en dicho proceso, es ahora un conteo de individuos infectados
en el contexto de una epidemia.

Para empezar, consideremos a la variable I,, como el namero de individuos infectados (o
de casos clinicos ?) en el tiempo n y a &,; como la variable aleatoria que da el ntimero de
infectados generados en el tiempo n por el i-ésimo individuo presente en el tiempo n — 1.
Entonces, a I, lo podemos escribir en términos de &, ;, asi:

Infl
In = E gn,ia
=1

donde las variables {&,;}; son independientes e igualmente distribuidas (iid) de acuerdo con
una distribucion .Z independiente del tiempo y del pasado del proceso, de manera que el
proceso {1, }nen es un pGW.

Ahora, con la ayuda de los resultados obtenidos en la seccion I, se exponen las principales
propiedades de este modelo epidemiolégico.

1Un caso clinico es aquel individuo infectado con la enfermedad y que manifiesta sus sintomas. Contrario a
un caso expuesto (véase apendice @), en donde el individuo estd infectado, pero debe esperar un tiempo
para manifestar la enfermedad (a ese tiempo se le llama tiempo de incubacién).
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Recordemos que las trayectorias del proceso o mueren o explotan con probabilidad 1 (teorema
PT3), que en términos del proceso del namero de casos clinicos seria:

P<lim In:0)+P(lim In:oo) ~ 1.

n—o0 n—oo

Esto significa que la infeccion no tendré casos intermedios, es decir, no puede haber una can-
tidad constante de individuos infectados en un tiempo grande de la epidemia: la epidemia,
o bien acaba con la poblacién, o bien se extingue.

Notese que aqui el valor m := E(I;) (véase la definicion EZT2), que es de importancia en el
analisis de un pGW,, se interpretara como el nimero medio de casos secundarios 2 producidos
por un individuo infectado. También definimos a ¢ := Var(I,).

Asimismo, examinemos ahora el comportamiento de la epidemia después de que ha pasado
un tiempo considerable (un nimero grande de generaciones), con la condicién de que esta
no se haya extinguido.

De la propiedad de martingala del proceso {I,,/m™} (teorema EZZT8), se sigue que existe una
variable aleatoria integrable W tal que

lim I,m ™" =W,
n—oo

casi siempre, con la propiedad de que P(WW > 0) > 0, si y solo si, m > 1 (caso supercritico
P173). Esto nos ayuda a comprender el comportamiento asintotico de la epidemia en térmi-
nos del estudio de la variable aleatoria . Teniendo que I,, ~ m"W, lo que quiere decir que
el nimero de infectados I,, crece geométricamente como m"W cuando n — oc.

Ademas, por ser {1, }n,eny un pGW, se tiene que si, m < 1, entonces la extincion del proceso
es casi segura y la probabilidad de extincion, ¢ (¢ := lim,, P(I,, = 0)), es la solucién positiva
més pequena de la ecuacion ¢ = f(q) := E(¢*) (véase el teorema 213).

Finalmente, con respecto al tamano de la poblacién infectada, condicionado a la no extinciéon
de la epidemia en un nimero grande de generacion, el teorema PZT-9 asocia la siguiente
probabilidad para el caso critico (m = 1):

Iy
h'mP( 5 §x|fn7é0>—1—ex.

n—00 0,50%n

2Un caso secundario es un caso nuevo de una enfermedad transmisible causado por un infectado inicial.
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3.2. Modelo basado en un prD

A efectos epidemioldgicos, el pasado del proceso es importante, ya que este da informaciéon
acerca de la aplicacion de medidas de control y de su efectividad, asi como de las posibles
migraciones que hayan ocurrido, todo lo cual, claramente, incide en el proceso actual de con-
tagio. Matematicamente, a este pasado del proceso lo vamos a definir de una forma natural
por medio de la o-algebra Z,, 1 := o (1, ..., I, 1).

En ese sentido, la dindmica de la poblaciéon de infectados y susceptibles (en el marco de
un modelo STR o SEIR, véase el apéndice @) cambia. Y, se podria generalizar el modelo
basado en el pGW de la anterior seccion (en donde el nimero de infectados por individuo
era independiente de los casos secundarios que produjeran los otros infectados en el momen-
to de la observacion, e independiente del tiempo y pasado del proceso), a un modelo cuya
distribucion del nimero de infectados por individuo depende del tiempo.

La idea anterior se ajusta a un proceso de ramificaciéon unitipo dependiente del tamano de
la poblacién (prD, véase su definicion en la observacion que sigue a la definicion PZ3T).
De manera analoga a la seccién anterior, consideraremos el conjunto de variables aleatorias
{I, }nen, donde I,, representa el nimero de individuos infectados presentes en el tiempo
n y la variable &, ; representa el nimero de casos secundarios en el tiempo n provocados
por el i-ésimo individuo infectado presente en el tiempo n — 1. Entonces, en este marco de
dependencia del tamano de la poblaciéon, tendriamos el proceso

In—l

I, = Z gm'a
i=1
donde {&,:}i, 7 € {1,2,...}, son i.i.d. de acuerdo con una distribucion

L(Tusy) = L(M(Tner), 0 (Tusr)).

Esta notacion, £ (m(Z,-1),0*(Z.-1)), hace referencia a que la distribucion de &, ; natural-
mente depende de sus dos principales momentos, m y 02, y a que, a su vez, esos dos momentos
dependen del tamano de la poblacién hasta la generacion inmediatamente anterior en la que
se hacen las observaciones.

Esto quiere decir que la distribucion ahora depende del pasado de la epidemia; lo que parece
intuitivo, pues el nimero de infectados generalmente tiende a reducirse por las medidas de
control utilizadas y por la dindmica de la poblaciéon, en el sentido de que, por ejemplo, la
poblacion de susceptibles decrece en la medida en que las migraciones se hacen lentas y se
va desarrollando la epidemia. Entonces se podria pensar en {I,},en como un prD.



24 3 Modelos epidemiologicos

Matematicamente hablando, la disminucién del conjunto de infectados I o del conjunto de
susceptible S, en el tiempo n, estaria asociada al hecho de que m(Z,,_1), el niimero medio de
casos secundarios generados por un individuo infectado en el tiempo n, es una funcién de-
creciente de los casos de infectados previos Z,,_1. O, equivalentemente, a que la probabilidad
de extincion en el tiempo n, P(&,; = 0|Z,_1), es una funcion creciente del pasado del proceso
Z,_1, es decir, a mayor tiempo, menor probabilidad de contagio. En ese sentido, la propiedad
markoviana de independencia con el pasado no reciente de un pGW para este proceso, que
es dependiente de la poblaciéon, se perderia.

Se puede llegar a un resultado similar del teorema PZI_3 imponiendo cierta condiciéon sobre
el comportamiento del proceso hacia la extincion (véase [I0]).

Teorema 3.2.1. Sea {I,},>0 un prD. Si ezxiste una funcion positiva h tal que
P(&,; =0|I,-1 = N,Z,_1) > h(N) > 0 para todo N € N,

entonces
P(h’m I, =0U lim [n:oo) =1.

n—oo n—00

Esto hace pensar que, aunque se logre controlar la poblacién considerando esos factores que
hacen al proceso dependiente de la poblacion, se va a llegar a un resultado similar al sencillo
pGW tratado en la anterior seccién. En otras palabras, se podria afirmar que la descripcion
més sencilla de un modelo epidemiolégico por medio de procesos de ramificaciéon se puede
acercar a otras descripciones mas complejas.

Por otro lado, considerar el ntiimero medio de casos secundarios causados por un individuo
infectado inicial siempre ha sido importante en la epidemiologia, por lo que definiremos un
concepto denominado pardmetro de bifurcacion que, precisamente, representa ese valor medio
de infectados, pero ya en un marco mas general.

Definicion 3.2.1. Definimos el pardmetro de bifurcacion R, como

R :==sup{0 < m(Z,,—1) < 1|P(lim [, =0) = 1},
n n—oo

donde m(Z,_1) es la media en el tiempo n. La idea para encontrar R., es tomar el supremo
sobre las medias m(Z,_1) que conducen el proceso a la extincion.

La definiciéon dice que el parametro de bifurcacion se obtiene al encontrar el supremo sobre
la sucesion {m(Z,)}nen de medias asociadas a cada uno de los tiempos de observacion. De
la anterior definicién se obtiene el siguiente teorema, que es familiar al teorema de extincion
713 de la seccion P70 Su demostracion puede ser consultada en [9].
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Teorema 3.2.2. Sea {I,},>0 un prD. Considérese la o-dlgebra dada por T, := o{l1,...,1,}.
Sean m(Z,_1) y 0*(Z,_1) los pardmetros de la distribucion que rige el n-ésimo instante de
observacion. Se tiene que el pardmetro de bifurcacion R, puede obtenerse como

R, =limsupm(Z,_;).

n—o0

Ademds, si Ry, < 1, entonces el proceso se extingue con probabilidad 1.

El anterior resultado da el parecido que tiene R, con el valor m de la media definido para
un pGW (véase la definicion ZT2), en el sentido de que este parametro de bifurcacion es
un valor utilizable para clasificar el proceso en términos de su comportamiento asintético,
como, por ejemplo, en un pGW, dependiendo del valor de m, este proceso se llama subcritico,
critico o supercritico (véase la definicion PZ13).

Generalizacién del modelo anterior

Con frecuencia, las poblaciones biologicas deben soportar varias enfermedades a la vez, por
lo que se podria pensar en generalizar el modelo anterior a un conjunto de J enfermedades.

Asumimos que estas enfermedades son independientes entre si, es decir, que un individuo
no puede ser portador de mas de una enfermedad a la vez y que la enfermedad solo dura
una generacion, en el sentido de que un infectado, o bien muere (epidemia tipo STR), o bien
retorna de nuevo al estado susceptible (epidemia tipo SI.S). Entonces vamos a presentar un
modelo epidemiologico que, como se verd a continuacion, seré la suma de J copias indepen-
dientes del modelo anterior.

Para empezar, consideraremos el conjunto de variables aleatorias {L(lj )}neN, 1=12...,J,
donde 1Y representa el niimero de individuos infectados con la enfermedad j presentes en el
tiempo n y la variable 57(5 Z) representa el nimero de casos secundarios en el tiempo n causados
por el i-ésimo individuo infectado con la enfermedad j presente en el tiempo n— 1. Entonces,
de manera recursiva:

1O)

n—1

D =3"e9 j=1,...J
i=1
donde, para cada j, las variables {gfj)}l son itd de acuerdo con una distribucion

«i”(j)(jn—ﬂ e g(m(j) (3n_1),02(j) (Tn-1)),

donde J,,_y = o(Iy,...,I,_1), con I = (],il), e ,],g‘])), para k = 1,...,n— 1, y mY(J,_1),
029)(J,_1) son respectivamente la media y varianza del proceso {L(f )}neN. Como en el mo-
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delo unitipo, m¥)(J,_;) -el nimero medio de casos secundarios generados por un individuo
infectado con la enfermedad j-, 7 = 1,...,J es una funcién decreciente con respecto a la
generacion. Y, al igual que en caso anterior, hay un parametro de bifurcaciéon RY) para cada
proceso correspondiente a cada una de las enfermedades, {L(f )}neN, que también se puede

obtener asi (véase el teorema B=22):

Ré{;) = limsupm(J,,_1),

n—oo

Y, por ese mismo teorema, se tiene que, si R(()Jo) < 1, entonces
bl bl ) )

P(lim IV =0) =1, paracadaj=1,...,.J,
n—oo

esto es, la extincion de cada una de las enfermedades.

3.3. Modelo basado en un PMD dependiente de la
edad

Cuando se modela la propagacion de una enfermedad en cierta poblacion, es necesario tener
en cuenta el estado de salud en el cual se encuentra el individuo -por ejemplo si, en la epide-
mia, su poblacién obedece a un modelo SETR (véase el apéndice @), entonces los estados de
salud serian: S, F/, I y R-. El proceso de ramificaciéon multitipo que a continuacién se plantea
considera precisamente a estos estados de salud como sus tipos. Ademas, este es un proceso
dependiente del tamano de la poblacion (en un sentido similar al expuesto en la anterior
seccion) y de la edad. Para los objetivos que se desarrollaran en el proximo capitulo, vamos
a entender por dependencia de la edad el tiempo que tarda un individuo en manifestar la
enfermedad una vez que ha sido infectado, periodo conocido como el periodo de incubacién
(véase la figura B=3, ejemplo de incubacion de la encefalopatia espongiforme bovina en un
bovino). De esa manera, se puede pensar que, de aqui en adelante, nuestro marco epidemio-
logico de referencia sera un modelo SEIR.

Para empezar, considérese que vamos a trabajar con D tipos que corresponderan a los dife-
rentes estados de salud en los que pueden transitar los individuos en una enfermedad. Por
ejemplo, en un marco de epidemia SEIR, dichos tipos pertenecen al conjunto {S, E, I, R}.
Asimismo, se pensara en que la enfermedad, a lo mas, tendra un periodo de incubacion (o
periodo de maduraciéon) de d unidades de tiempo.

) . ) . . Rk h)k
Ademas, consideraremos el conjunto de variables aleatorias {erf)lm}, donde Yn(f)lm repre-

senta el namero de individuos del tipo k generados en el tiempo n por el i-ésimo individuo
de tipo h perteneciente al tiempo n — [. Esa longitud de [ unidades de tiempo que tarda en
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generarse el caso secundario es precisamente a la que nosotros nos referimos como el tiempo
de incubacion.

Se puede contar el ntimero total de individuos de tipo k£ generados en el tiempo n, con tiem-
pos de incubacién de hasta d unidades, por los individuos de los diferentes tipos. Lo anterior
corresponde a la variable N¥, que recursivamente puede escribirse ast:

D n—l1
NE=SSS IR k=1,....D. (3-1)

h=1 I=1 i=1
Denotamos como N, := (N}, ... NP) al vector que contabiliza el niimero total de individuos
presentes en el tiempo n de cada uno de los tipos. Se asume que las {Yn(ﬁ)lkm}” son mutua-

mente independientes, dada la sigma algebra N,,_; = 0{No, ..., N, 1}, y que las {Yﬁ)lkm}Z
son #id, dada N,_;.

Por ejemplo, si N,, = (N2, NI  NI) esto da cuenta de la cantidad de personas que, en una
poblaciéon afectada por una epidemia, se encuentran en cada uno de los estados del modelo
SIR en el tiempo n. Por ejemplo:

N? := “Ntmero de individuos que son susceptibles a la enfermedad en el tiempo n”
([T6], p. 39).

Para entender un poco mas este proceso y estudiar su comportamiento, definiremos una
matriz que guarda informacion desde un tiempo n — d + 1 a un tiempo n con el objetivo de
mostrar todos los casos casos clinicos que generaran a los casos secundarios en el tiempo n,
a su respectivo tiempo de incubacion.

Definiciéon 3.3.1. Sea N,, = (N,,N,,_1,...,N,_4_1)) con N;, definida como antes para
i= n—(d—1),...,n, la matriz que contiene la informacion acerca de la evolucion de la
poblacion con memoria de d unidades de tiempo. De manera que la i-ésima fila da cuenta del
cambio que ha tenido el i-ésimo tipo desde el tiempo n — (d — 1) hasta el tiempo n (mirando
a la fila de derecha a izquierda). Teniendo en cuenta que esos cambios pueden provenir de
tiempos de incubacion menores o iguales al tiempo n — (d — 1), la idea es que ese vector fila
guarde la informacion del nimero de individuos infectados de tipo i que ayudardn a generar
a los indwiduos del mismo tipo en el tiempo n, N’ (es la primera entrada de dicho vector
fila), en un respectivo tiempo de incubacion. Por su parte, la j-ésima columna contiene la
informacidn de como estd repartida la poblacion de individuos en el tiempo n—(d—1)+(j—1)
en términos de los diferentes tipos 1,2, ..., D. Esta matriz N,, es de tamano D x d.
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El proceso {N,} nos puede ayudar a analizar el comportamiento del proceso {N,}. Los
siguientes resultados, que se pueden encontrar en [0, nos dan a conocer, en primer lugar,
como es la matriz de medias del proceso {N, } y, en segundo lugar, como este proceso tiene
un comportamiento de martingala.

Teorema 3.3.1. Sean N, :== (N{,Ny,... ., N,_41)) y Noo1 = 0{No,...,N,_1}. Entonces
E(N,|N—1) = N, 1M(N,,_1), donde

My_1nNo)) I 0 0

MysnNot) 0 I ... 0
M(N,_,) =

My aynNor) 0 0 ... T

My_gnNo)) 0 0 ... 0

y donde I es la matriz identidad D X D y M,y ,(Nu_1)[h, k] = E(YTL(E)ZZZL/\/n_l), para
h=1. .D k=1...D.

Demostracion. Véase [9]. O

Teorema 3.3.2. Sea {N,}, tal como ya se ha mencionado. Si M(N,_1) es una matriz
invertible para cualquier n, entonces el proceso {W,}, donde W, estd definida como

Wi = N [M(No)MANG) -+ - M(N,-)]
es una martingala. Ademds,
E (N, [M(No)M(N) - - - M(N,21)] 7 | M) = No.

Demostracion. La demostracion se obtiene aplicando el teorema sobre convergencia de sub-
martingalas. Véase |10]. O

Con excepcion de ciertos casos (como, por ejemplo, si M(N,,_1) = M, entonces el proceso
{N,, }, seria un pGW), de esta ultima propiedad de convergencia de martingalas para esta
clase de procesos es dificil obtener informacion de tipo asintotico. En ese sentido, haciendo
ciertas suposiciones, en [I0] y [I6] se muestran ciertos resultados relevantes para este pro-
ceso. A continuacion, resumiré dichos resultados clasificindolos por los supuestos que los
caracterizan.

El tamaino de la poblacién se mantiene acotado

Esta primera consideracion asume que el tamano de la poblaciéon se mantiene acotado y que
las probabilidades de transicion,
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P<Nn =N, | N, = N1) = Q(N17N2)7

no dependen del tiempo n, es decir, {N,}, es una cadena de Markov homogénea sobre
un espacio finito de estados, dado que este proceso guarda la memoria de los [ = 1,...,d
tiempos de incubacién. En ese caso, se logra mostrar, con la ayuda de las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov, que, si existe una distribucion inicial 7, esta satisface

S Q(Ni, No)m(N1) = m(Na), VN, € NP,
Ny

Ahora el problema consistiria en tratar de calcular las probabilidades de transicion {Q (N1, N2) } vy .~y
que no es facil de solucionar desde el enfoque de tiempo discreto.

Por ende, los articulos antes mencionados remiten al lector interesado en la solucion de este
problema a consultar el articulo [g], en el cual se hace un estudio de este problema desde un
enfoque que usa cadenas de Markov en tiempo continuo.

La poblacién inicial es grande y la enfermedad no es rara

Para empezar, definimos a N,, = Zszl NF como la variable que representa el tamario total de
la poblacion en el tiempo n. En ese sentido, Ny representaré el tamano de la poblacién inicial.

Asumir que Ny se hace muy grande, nos permite analizar, cuando Ny — oo, las cantidades
D :=N,/Ny y P := N, /N,, conocidas como densidad empirica y probabilidad empirica,
respectivamente.

y Wk

n—Il,n,i

. . o, D
En la ecuacién B=I vamos a asumir que la distribucion de >, depende solo del

tiempo de incubacién [, por lo que podriamos introducir, para simplificar notacién, a la va-
; . \D (h)k

rlable gn_lﬂq‘vi T Zk}:l YTL*Z,TL,’L"

Por ejemplo, si asumimos que solo estamos considerando el estado de salud de los casos
clinicos (D = 1), la variable (,_; ,; representara el niamero de casos secundarios en el tiempo
n generados por el i-ésimo caso clinico del tiempo n — [. Es decir, los casos secundarios

producidos en el tiempo n con un tiempo de incubacion (.

D ] e
Por otro lado, N,, := >",_, N¥ se podrfa escribir ast:

Ny

d
Nn = Z Z Cn—l,n,i~

=1 i=1

Y si de nuevo se ve solo en términos de los casos clinicos, lo anterior representaria el nimero
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Figura 3-1.: Dindmica de N,, asumiendo que N,,_4 = 1.
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total de casos secundarios en el tiempo n producidos por casos clinicos con tiempos de in-
cubacion menores o iguales a d. En la figura B=1 se muestra la dindmica de N,,, asumiendo
que N,_q = 1.

La siguiente proposiciéon nos permite analizar al modelo como un proceso de ramificacién
d-multitipo, en donde los tipos son los diferentes tiempos de incubaciéon que hay para pasar
de un estado a otro.

Proposicién 3.3.1.
El proceso { Ny, }nen puede ser expresado como un proceso de ramificacion d-multitipo N, =
(Nn,h Nn,27 s 7Nn,d) = (N’m Nn—la S >Nn—(d—1)); donde

Np—1,

s

Nnvj = Z Yn(,léj%

=1 1i=1

):1,paml:j—1,

y donde, para j =1, N1 = N,,, con Yn(’li’l) = Cnotni Y, para j > 1, Yn(’li’j
Y Y,l(f;j) =0, paral # j— 1. Ademds, las {Yn(fi’j)}i son independientes, dada la sigma-dlgebra

anl = U{anla N ,No}.

Esta tltima proposicién nos brinda una escritura conveniente para ver el proceso de ramifica-
cion d-multitipo (N, Ny—1, ..., No—(a—1))- La nueva notacion, N, = (Nnas Noo2y ooy Na),
dice béasicamente que, para actualizar la poblacién total en el tiempo n, representada alli
por N, (su primera componente), se tendra en cuenta a los individuos Ny, o, ..., N, 4 que
la generaron, con tiempos de incubaciéon [ = 1,2, ..., d, respectivamente.

Ahora, si asumimos que 0 < ¢, < 00, [ =1,2,...,d, 0 <S¢ c? <0y

P(Co-tni > 2| Nu—1) > Oparaalgin !, donde ¢ := E(Cpyni | Nu—1) y 0% := Var(Cuina |
N,_1), entonces {N,},, tendra las siguientes propiedades, que, para este caso, serian resul-
tados cléasicos de un proceso de Galton-Watson multitipo (véase la seccion P22).

Para empezar, sea M la matriz de medias de tamano d X d asociada al proceso:

P, 10 -+ 0
vy 01 0
M = : Do .o
Ya—1 0 0 - 1
g 0 0 -+ 0

A~ ~

Entonces, se tiene que E(N,, | Z,_1) = N,,_1 M.
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Por otro lado, sea p el valor propio de Perron-Frobenius de M, entonces:
Proposicion 3.3.2.

1. El proceso {Nn} es positivo reqular y no singular.

2 P(h’m N, =0U lim Nn:oo>:1.

n—oo n—oo

3. En el caso supercritico p > 1,existe una variable aleatoria no negativa adecuada W tal
que 1im,,_, o % E W con q, == Py(lim, e N, = 0) = P(W = 0) (probabilidad de
extincion a partir de un individuo tipo h).

4. En los casos critico y subcritico, p < 1, P (h’m N, = 0) =1 (extincion casi sequra,).
n—oo

La prueba directa de estos resultados puede consultarse en [8]. Esencialmente 3) es un com-
portamiento asintético parecido al del pGW en términos de la convergencia de las variables
aleatorias.



4. Epidemia de la EEB en Gran
Bretana

En este capitulo se estudia un proceso de ramificacién multitipo para modelar la enfermedad
de la encefalopatia espongiforme bovina (EEB) en Gran Bretana. Este modelo fue propuesto
por C. Jacob, L. Maillard, J-B. Denis y C. Bidot en el reporte técnico [I1] en el ano 2008.

4.1. Introduccién: La EEB

La EEB, también conocida como “la enfermedad de las vacas locas”, es una enfermedad
degenerativa del sistema nervioso central de los bovinos que se caracteriza por la aparicion
de problemas nerviosos en los animales adultos que, progresivamente, provoca la muerte del
animal. El periodo de incubacién es largo, entre cuatro y cinco anos en promedio, y no existe
actualmente ningin tratamiento ni vacuna.

Esta afeccion forma parte de un grupo de enfermedades conocidas como encefalopatias es-
pongiformes transmisibles (EET). Otras enfermedades de este grupo son el prurigo lumbar
de los ovinos, la caquexia cronica de los ciervos y wapities y la enfermedad de Creutzfeldt-
Jakob de los humanos. También se ha asociado a las EET una enfermedad neurolégica de
los gatos denominada encefalopatia espongiforme felina ([21]).

Aligual que otras EET, la encefalopatia espongiforme bovina se caracteriza por la presencia,
en el tejido nervioso de una proteina infecciosa anormal denominada prion. Un prién provoca
que las proteinas normales se plieguen de manera anormal. Esto afecta la capacidad de otras
proteinas para funcionar. Luego, la consiguiente degeneraciéon esponjosa del cerebro produce
fallas neurologicas graves y fatales ([21]).

La EEB fue reconocida y definida, por vez primera, en el Reino Unido en noviembre de 1986.
Posteriormente, se han reportado casos de la enfermedad en Europa, Asia, Oriente Medio
(Israel) y Norteamérica. Entre 1987 y 2015, el Reino Unido report6 mas de 180.000 casos, lo
que equivale al 97 % de los casos reportados en el mundo, lugar donde la enfermedad alcanzo,
en el ano de 1992, el niimero de casos mas alto, con un total de 36.682. Los cientificos han
aceptado que la apariciéon de esta enfermedad estuvo determinada por la alimentacion de los
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bovinos con concentrados elaborados con proteina animal [21].

La EEB tiene infectividad en orina, sangre, saliva, heces fecales, musculo esquelético y re-
cientemente en leche ([6]). Sus vias de transmision conocidas hasta la fecha son la ingestion
de alimentos contaminados con el prion, la administraciéon de farmacos de origen bovino y
provenientes de animales enfermos (tipicamente hormona del crecimiento) y via madre-hijo:
existe la posibilidad de que la madre infecte al ternero en su primer ano de vida. El prion
es resistente a los procedimientos comerciales de desactivacion, tales como el tratamiento
térmico, o sea que no puede ser destruido completamente durante el procesado.

La incidencia de la EEB es mucho mayor en el ganado lechero que en el de carne, ya que
el ganado lechero recibe mas raciones concentradas que pueden contener harina de carne
y huesos. Esta enfermedad puede ser transmitida a los humanos por via alimentaria. De
hecho, la variante de la enfermedad de Creutzfeldt-Jakob (vCJD) en los humanos podria ser
causada por el consumo de productos de origen vacuno contaminados por tejido nervioso
infectado o productos sanitarios fabricados a partir de tejidos animales infectados.

Las principales medidas para controlar la EEB fueron, primero que todo (en julio de 1988),
prohibir la alimentacion de los bovinos con proteinas derivadas de ellos mismos (dicha prohi-
bicién se extendio, en 1996, a las proteinas derivadas de cualquier mamifero) y, por otro lado,
el sacrificio rutinario de todos los animales sospechosos de tener la enfermedad y expuestos a
los piensos contaminados. Las sospechas de que se padece la enfermedad pueden basarse en
signos clinicos tales como comportamiento nervioso o agresivo, hipersensibilidad del bovino
al tacto, al sonido o a la luz, depresion, pérdida de peso, disminucién de la producciéon le-
chera, entre otros. El diagnostico solo puede ser confirmado mediante examen microscopico
del tejido cerebral después del sacrificio del animal (|21]).

4.2. El modelo epidemiolégico

La EEB puede ser considerada como una enfermedad SEIR, lo que significa que la pobla-
cion se clasifica entre quienes son susceptibles (S) a la enfermedad; aquellos que han sido
infectados, pero atn no se presentan como casos clinicos, es decir, ain no son sospechosos
de tener la enfermedad (FE, de expuestos); los que estan infectados y presentan los sintomas
(I); y, finalmente, aquellos que son removidos (R) de la poblacién porque se recuperaron y
obtuvieron inmunidad o porque murieron ( caso en el cual se debe esencialmente, a sacrifi-
cios rutinarios de los bovinos). La figura B=T muestra la evolucién del estado de salud de un
animal en una epidemia de EEB clasificada en cuatro estados:

= S, animales susceptibles.

= F, animales infectados sin sintomas clinicos.
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= [, casos clinicos, animales que presentan los signos de la EEB.

» R, animales sacrificados.

La EEB es considerada una enfermedad rara. Esto significa que la probabilidad de que un
animal sea expuesto a uno ya infectado es inversamente proporcional al tamano de la pobla-
cién, es decir: la proporcion de infectados en comparacion con el namero total de la poblacion
es bastante reducida ”. También se sabe que el periodo de incubacién (tiempo comprendido
entre la exposicion a la infeccion y la aparicion de los signos y sintomas por primera vez)
es variable y el animal puede tardar varios anos en ese estado de salud (las EET son enfer-
medades con los periodos de incubacion mas largos), mientras que los casos de infectados
pueden durar pocos meses en ese estado.

Una de las dificultades del modelo es que los animales en el estado S y E lucen idénticos, es
decir, lucen aparentemente sanos. Las tinicas observaciones disponibles son las de los casos
clinicos (véase la figura B=2). Para este modelo se consideraron tres diferentes rutas de infec-
cion: la vertical, de madre a ternero, y la horizontal, una, por ingestiéon de productos hechos
de animales enfermos, y la otra, por ingestion de excrementos de animales infectados.

En el articulo [T1], con el fin de cuantificar la infeccion y estimar la eficacia de la principal
medida de control propuesta en julio 1988 -que consisti6 en prohibir la alimentacion de los
bovinos con proteinas derivadas de ellos mismos- se construye un proceso de ramificacién
multitipo en tiempo discreto, dependiente de la poblaciéon y la edad, donde los tipos son la
memoria del proceso, es decir, son los diferentes tiempos de incubaciéon que tiene la enfer-
medad. Para ello, empezamos por definir las variables que vamos a usar para describir el
modelo, siguiendo con los supuestos que se tendra en cuenta para que funcione y, finalmente,
se presentan los principales resultados obtenidos en el estudio.

Variables

En nuestro articulo de referencia se trabaja con una unidad de tiempo de un ano, debido
a que el estudio se basa en el nimero de casos anuales de animales infectados con la EEB
reportados en Gran Bretana desde 1982 hasta 2015, segin la Organizacion Mundial de la
Salud Animal ([20]) (véase la tabla B=Tl). Para describir el modelo, vamos a considerar las
siguientes variables:

1. Sean S, ¥ 14, respectivamente, el nimero de animales susceptibles y el ntiimero total

de animales infectados, de edad a, presentes en el tiempo n.

2. Sean B! y E,,, respectivamente, el nimero de nuevos y el ntimero total de animales
infectados que atin no manifiestan la enfermedad, de edad a, en el tiempo n. E' es el

'Por ejemplo, en Europa se considera rara una enfermedad que afecta a 1 de cada 2.000 personas.
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inicio del estado FE, es decir, es el estado en que se encuentra un animal en su primer
ano de infecciéon sin que atun se le manifieste la enfermedad.

3. Definase a N,, como el nimero total de animales de edad a en el tiempo n. Esta
variable considerara, entonces, la suma del ntimero total de animales de edad a en el
tiempo n que se encuentran en cada uno de los estados de salud:

Na,n = Sa,n + ]a,n + Ea,n‘

4. Sean (Xo, X1) € {(S, EY), (E*,1),(S,R),(E*,R),(I,R)} el conjunto de posibles tran-
siciones que se permiten en la enfermedad, donde, por ejemplo, la pareja (I, R) signi-
ficaria la transicion de un animal al pasar de estar infectado a ser sacrificado (I — R)
(véase la figura @=T). Definimos a

X0,X

5ao?lo,ll1,i (4'1)
como una variable Bernoulli igual a 1, si el animal ¢, de edad ag en el estado X, en el
tiempo [y, hace la transicion Xy — X en el tiempo [y, e igual a 0, en otro caso. Por
ejemplo,

S,R

ao,lol1,
es igual a 1 si el i-ésimo susceptible de edad aq en el tiempo [y pasa a ser un animal
removible (es sacrificado) en el tiempo [; a la edad a;; y es igual a 0 en otro caso.

5. Sean

E? R
61,l1,i’ y 51,11,¢'

dos variables Bernoulli igual a 1, si el i'-ésimo animal que acaba de nacer en el tiempo
l1, que es de edad 1 y susceptible, correspondientemente, es infectado por la madre
en su primer afio de vida, es decir, hace la transicion S — E*, y, por otro lado, es
sacrificado al final de su primer ano de vida. Estas dos variables toman el valor 0 en
otro caso.

6. oY

lo—1,3
tiempo [y — 1 es susceptible, e igual a 0, en otro caso.

es una variable Bernoulli igual a 1, si el ¢-ésimo animal de edad ay — 1 en el

7. Sea Y, ; el nimero totales de hijos del i-ésimo animal hasta el tiempo n.
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Sea aj; la edad mas grande reportada de supervivencia de un animal a la enfermedad de la
EEB, que en este caso es ay; = 10. Entonces, de una manera recursiva, escribimos a I, ,,, E!

a,n?

E,, y N, en términos de las anteriores variables Bernoulli, para a € N, con 1 < a < ayy,

ast:
E —(n—1),l
171
= Z Z aE i Db (namero de infectados) (4-2)
l<n =1
Noe Yo
E,, = Z 1{a>2}6(sa 2 65% ot T a=1) Z 5 wij | (nuevos infectados en incubacion)
=1 ] 1
(4-3)
a (n=10),1
Eop = Z Z 5E f Dimi t E,, ( infectados en incubacion)
I<n i=1
(4-4)
anr
N, = Z Nans Nap = Lon + Eon + San) (tamano total de la poblacion)
(4-5)

donde 55_1’(5_1) 1. Significa que el i-ésimo animal de edad a — (n — ), en el estado E*, en el
tiempo [, se mantuvo en ese estado de salud hasta el tiempo n.

Finalmente, denotaremos a

= Z Ia,ny

a<aps

como al niimero total de casos clinicos presentes en el tiempo n.

Y se denotarda a Zj como la o-algebra Z := o ({[;}i<x) v a Z; como la o-algebra Z* :=
o ({Il}lgk, {Navl}a,l<k , {Ny,l}l<k), donde Ny, = Zjﬁ;l 1: ¥ Yi; es el numero de nacimientos
del ¢-ésimo animal en el tiempo [, por lo que Ny, representaré el niimero total de nacimientos
en el tiempo .

Hipoétesis
A fin de determinar la distribuciéon de las variables involucradas en el modelo anterior, se
haran los siguientes supuestos:
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A

Dado que los animales susceptibles (S) y expuestos (E) lucen iguales (véase la figura

A=7), entonces vamos a asumir que tienen la misma ley de supervivencia {S, } con

S, = P(Ag(i) > a), (4-6)

donde Ag(i) es la edad a la cual se sacrifica el i-ésimo animal aparentemente saludable.
Se asume que esta rutina de sacrificio no depende del tiempo en que se encuentre el
proceso.

. Dado que el periodo de incubacién es de por lo menos 1 ano, entonces un recién nacido

no puede ser infectado durante su primer ano de vida.

. El periodo de incubacion de un animal infectado es independiente de la rutina de sacri-

ficio y es independiente del periodo de incubaciéon de los otros animales.

. La distribucién del periodo de incubacién es independiente del tiempo y de la edad de

infeccion.

. Todos los individuos nuevos, en un periodo de tiempo, nacen al comienzo del respectivo

periodo.

. El nimero de nacimientos Y;; por cada parto del i-ésimo animal en el tiempo [ es

independiente del tiempo [ en que se da el parto, del animal i y del estado de salud de
1. Obsérvese, sin embargo, que el estado de salud de cada recién nacido puede depender
del estado de salud de su madre.

Ar,. La infecciéon por via horizontal de un animal susceptible presente en el tiem-
po [ se debe, o bien a la ingestion de priones excretados por animales infectados en
ese tiempo, o bien a la ingestion de priones provenientes de alimentos concentrados o
suplementos lecheros resultantes de animales sacrificados que estuvieron en el ultimo
estado de incubacion en el tiempo previo [ — 1. Es decir, la infeccién en el tiempo [ del
1-ésimo animal susceptible se debe solo a la excrecion de priones de casos clinicos en ese
mismo tiempo [ o a los priones contenidos en la poblacion de infectados que, en el ultimo
momento, antes de llegar a ser caso clinico, fue sacrificada. Por via vertical, la infeccion
de un ternero desde su segundo afo de vida (véase A3) depende de un pardmetro de
infeccién maternal.

Ay, La probabilidad de que un animal susceptible sea infectado en el tiempo [ es
inversamente proporcional al tamano de la poblacion total en el tiempo [. Esta pro-
babilidad es proporcional a la probabilidad de exposiciéon del animal susceptible a este
conjunto de priones. En una clasica enfermedad de infeccién con trasmision directa, esta
probabilidad seria la probabilidad de contactos eficientes, es decir, el porcentaje de con-
tactos que infectan a nuevos individuos de la poblacién, durante un periodo de tiempo
de un individuo susceptible dado con un individuo infectado dado.
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Ar.. La infeccion de un animal en el tiempo [ es independiente de la infeccién de
cualquier otro animal susceptible en el mismo tiempo.

Ag. La enfermedad es rara en el momento inicial,

lim E5N, ' =0,

No—o0

donde E? significa el ntimero de infectados al cuadrado en el tiempo inicial. Esto quiere
decir que la proporcién inicial de expuestos con respecto al total del tamano de la
poblacién original, cuando ella tiende al infinito, es cero. De hecho, como se vera después,
esta propiedad también se tendra para cualquier tiempo [ > 0.

4.3. Principales resultados

A partir de las variables y suposiciones anteriores, obtendrémos los siguientes resultados,
que, de acuerdo con las autoras del articulo [, nos permiten cuantificar la epidemia de la
EEB y escribirla como un proceso de ramificacion.

Distribucién del tiempo de incubacién

Recordando las variables de la forma (B=8), definimos a la variable

AEl PR (Sua_h_l) SaEl
5a7h,n7h,i = 1{a—h21}6n—h—1,i 5a—h—1,n—h—1,h,i

El
+1 la—h=1| 5a—h,n—h,i :

apl . . .. . ., . .
Entonces, 02, =, . es una variable aleatoria Bernoulli igual a 1, si el i-ésimo animal de edad
a — h en el tiempo n — h acaba de ser infectado, e igual a 0, en cualquier otro caso. Esto
quiere decir que el bovino hace la transicion que se muestra a continuacion:

Estado de salud: S — E!
Tiempo: n—h—1 — n—~h

Por otro lado, generalizamos la ley de supervivencia {S,} definida en A; de la siguiente
forma:

A

Sa’,n’|n’fh =P (Ag/_(a/_l)m/ > a ‘ Nn’—h) .

Esta es la probabilidad de sobrevivir a la edad a’ en el tiempo n’ para un animal nacido en
el tiempo n’ — (¢’ — 1), dado el tamanio de la poblacion hasta n’ — h.
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H' ” Tiempo de incubaciéon h ”

Figura 4-3.: Tiempo de incubacion.

También definimos a Py, (h) como la distribucion del periodo intrinseco de incubacion, es
decir, representa la probabilidad de que el periodo de incubacion sea igual a h, asumiendo
que en cualquier tiempo no se es permitido el sacrificio del animal. La idea de esto ultimo es
aclarar que el objetivo de encontrar la distribucion del periodo de incubacion es precisamente
sentar el hecho de que la dindmica esté influida por una rutina de sacrificio del bovino. Por
eso, P;,. representa la distribuciéon de ese tiempo de incubacién, pero en su estado puro, es
decir, asumiendo que se va a dejar desarrollar normalmente la enfermedad en el animal (sin
tomar ninguna medida de control).

Entonces, se puede demostrar que la probabilidad de que un caso expuesto de edad a’ se
vuelva caso clinico en un tiempo de incubacion h (véase la figura @=3), dado el tamarfio total
de la poblacion en el tiempo n — h, es igual al porcentaje de supervivientes de edad a’+ h con
respecto a los supervivientes de edad a’ por la probabilidad de que el tiempo de incubacion
intrinseco sea igual a h. Esto es:

E'T - SEl . . Sa,n\n—h
b <5a—h,n—h,n,i =1 | 5a—h,n—h,i - 17 Nn—h) - A P”w(h)
Sa—h,n—h|n—h

Leyes de infecciéon

La idea ahora es desarrollar una metodologia que nos ayude a tratar con las vias de infecciéon
que se enuncian en A; (la infeccion por via horizontal en el tiempo [ del i-ésimo animal solo
se debe a la excrecion de priones de casos clinicos en ese mismo tiempo [ o a los priones
contenidos en la poblacion de infectados que, en el ultimo momento, antes de llegar a ser
caso clinico, fue sacrificada; y la infeccion por via vertical de un ternero desde su segundo
ano de vida (véase Ay) depende de un parametro de infeccion maternal).

Para tratar de cuantificar esas formas de infecciéon, y para evitar més supuestos y posibles
complicaciones en el planteamiento y estimacion del modelo, las autoras del articulo [
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definieron los siguientes parametros:

® pDnat. Tepresenta la probabilidad de que un recién nacido, con mama infectada, sea
infectado por ella.

_h.RC . : : .
§a="E" es el niimero medio de animales nuevos infectados de edad a — h, generados por

un caso clinico en el tiempo n— h, via excrecién de animales vivos, dada la poblaciéon de
casos incidentes hasta ese tiempo (I*_,). En otras palabras, este es el nimero medio de
animales de tipo E,_, ,_, generados por los excrementos de un animal de tipo Io—pn—n,
condicionado a la sigma algebra I, .

62" es el nimero medio de animales nuevos infectados de edad a — h, generados

por un caso clinico en el tiempo n — h, via animales sacrificados, dada la poblaciéon de
casos incidentes hasta ese tiempo (I_,). En otras palabras, este es el nimero medio
de animales de tipo E, , , , generados por un factor que se le asocia a un animal de
tipo I,—nn—n. Factor que es proveniente de los animales que junto con ese individuo
incidente iban a ser casos clinicos, pero que finalmente son sacrificados; condicionado

a la sigma algebra I, .

" ¢n_p € [0,1] representa la eficiencia, en el tiempo n — h, de la prohibicion (de julio de
1988) de dar alimento hecho con harina de carne y huesos de bovinos sacrificados .

Estos parametros se obtienen a partir de observaciones de los conjuntos de priones que son
causados por las vias de infeccion consideradas (excremento, sacrificio y maternas). Ademas,
son bastante importantes en el momento de determinar la distribucién de los casos clinicos
(que son finalmente las observaciones que se tienen).

Persistencia de la propiedad de enfermedad rara y otros resultados

A partir de la suposicion Ag -la enfermedad es rara en el tiempo inicial-, podemos demostrar
que la enfermedad también es rara en cualquier otro tiempo. Esto es: el niimero de infectados
es inversamente proporcional al tamano de la poblaciéon, en cada momento [ > 0:

E2
lim =L =0, casisiempre para todo [ > 0.
No—o00 Nl

También se puede ver que, en las condiciones Ag y Ag, la poblacion queda estable en cualquier
tiempo, esto es, para todo [ > 1:

N,

lim =1

No—o0 Nl*l

y Ccasl siempre.

Es decir, el tamano actual de la poblacion, en cualquier momento del tiempo, no cambiara
mucho con respecto al tamano que tenia en el ano anterior.
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El proceso limite

El objetivo principal de este capitulo es estudiar el ntimero de casos clinicos, en el tiempo n,
de la epidemia de la EEB. Recordemos que estos casos clinicos se podian escribir como

In = Z Izz,m

a<apr

donde ay, es el tiempo mas grande de supervivencia de un bovino a la enfermedad (ay, = 10)
e I, es el nimero de casos clinicos de edad a presentes en el tiempo n, que estdn dados
por la férmula B=2. Ahora, si hacemos que la poblacion inicial sea cada vez mas grande, es
decir, si Ny — 00, obtenemos un proceso limite que también vamos a denotar como {1, },en-
Considerando los anteriores resultados y la anterior notacion, en el articulo [I1] se demuestra
la siguiente proposicion, que da la distribuciéon de este proceso limite:

Proposicion 4.3.1. El proceso limite {I,}, .y es un proceso markoviano unitipo de orden
ay — 1 con ley de transicion poissoniana:

ap—1
£ (1, |Z,-1) = Poisson Z Uhin—nln—n (4-7)
h=1
an
\Ijh\nfh = Z (Qa_h’R + 9a_h7R¢n—h + ]-{afhzl}pmat) P(a')Pznc(h')a (4'8)

a=1+h

donde P(a) es la probabilidad de que un animal aparentemente saludable tenga edad a. Los
demds pardmetros son como fueron antes definidos. WV, ,_;, representa el nimero promedio
de casos secundarios producidos con un tiempo de incubacion h por un caso clinico en el
tiempo n — h.

La anterior proposicién nos da una luz para relacionar este proceso limite {I,}, .y con el
modelo epidemioldgico de ramificacion expuesto en la secciéon B3; pues, si representamos con
la variable (,,—p . al nimero de casos secundarios en el tiempo n generados por el ¢-ésimo
caso clinico del tiempo n— h, es decir, los casos secundarios producidos después de un tiempo
de incubacion h, podemos reescribir el proceso limite {1, },en como

ap—1 Infh

]n = Cn—h,n,h (4_9>
h=

=1

—_

donde .Z (Co—nni | Zn—1) = Poisson (V},), con ¥y, = E (Cu—pn,i | Zn—1), representa el nimero
promedio de nuevos casos clinicos producidos con un tiempo de incubacién A por un caso
clinico en el tiempo n — h (ecuacion B=8), siendo las {(,—pn,i}, , independientes, dado Z,,_;.
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Figura 4-4.: Modelo estocéstico para la epidemia de la EEB.

La figura @=2 ilustra la dinamica del proceso {1, },en, es decir, de como un caso clinico per-
teneciente al tiempo n genera casos secundarios después de diferentes anos.

Por otra parte, denotamos a d := ap—1y, paran > 0, definimos a I, := (1,1, L2, ..., [ha) =
(In, In-1,- .., In—(4-1y). Notemos que similarmente a como se trabajo en la seccion B3, la idea
ahora es representar al proceso limite reescrito en la ecuacion (B=9) como un proceso de ra-
mificacion d-multitipo tal como se hizo en la proposicion BZ3l, pero, en en este caso, el D
de la ecuacion (B=Il) es igual a 1 (solo se considera que hay un estado de salud: los que estan
infectados).

Proposicion 4.3.2. El proceso {1,,}, .y es un proceso de ramificacion d-multitipo definido
por

d In—l,h
Lu=Y > Y 1<k<d

n,i
h=1 =1

que, para k = 1,1, 1 = I,,, con Yn(z’l) = Cohnir Y Yn(z’k) =1, parah=k—1,y Yn(f;’k) =0,
para h # k — 1.

Ademds, en el caso particular homogéneo V,,_p, , = ¥}, (misma infeccion en cada tiempo),
{1} e seria un proceso de Galton-Watson multitipo.
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Comportamiento del pGWm limite

En esta parte, asumimos que para nuestro proceso limite reescrito como un proceso de ra-

mificaciéon multitipo, {In}neN’ se tiene la misma infeccién en cada tiempo, ¥, , = Vj,. Es

decir, para este caso, el proceso quedaria como un proceso de Galton-Watson multitipo.

Los siguientes resultados se basan en los resultados clasicos de un pGWm (véase la seccion

Sea M la matriz de medias de tamano d x d asociada al proceso:

U, 10 - 0
Ty 0 1 - 0
M= : :
Ty 00 1
T, 00 0

Entonces, se tiene que E(I,, | Z,,-1) = I,_1 M.

Por otro lado, sea p el valor propio de Perron-Frobenius de M, entonces:
Proposicién 4.3.3.

1. El proceso {I,} es positivo reqular y no singular;

2 P(h’m I, = 0U lim ]n:oo> —1;

n—oo n—oo
3. En el caso supercritico, p > 1, existe una variable aleatoria no negativa adecuada W
tal que lim,,_,o % LW, con q, = Pn(lim,_o I, = 0) = P,(W = 0) (probabilidad de
extincion a partir de un animal tipo h).

4. En los casos critico y subcritico, p < 1, P (h’m I, = O) =1 (extincion casi sequra,).
n—o0



5. Estimaciéon de parametros

El objetivo de este capitulo es presentar la estimacion de parametros del modelo B=9 corres-
pondiente a los casos clinicos anuales de la EEB en Gran Bretania reportados en la tabla b=T
(segun la Organizacion Mundial de Salud Animal (OIE) [20]). Ademas, se estima la eficiencia
de las medidas de control hechas en la epidemia, como, por ejemplo, la de la prohibicion de
los alimentos hechos a base de carne y huesos bovinos de julio de 1988. Todo lo anterior fue
elaborado en detalle por las investigadoras C. Jacob, L. Maillard, J-B. Denis y C. Bidot en
el informe de investigacion [I1] .

5.1. Inferencia bayesiana

Resumiré algunas de las principales propiedades de la inferencia bayesiana, basado en las
notas de clase sobre el tema elaboradas por el profesor J. Bernardo [2].

La inferencia bayesiana es similar a la inferencia clésica: hay un parametro poblacional 6
sobre el cual se desea hacer inferencias y se tiene un modelo que determina la probabilidad
de observar diferentes valores y de una variable aleatoria Y, segtin diferentes valores de los
pardmetros. Sin embargo, la diferencia fundamental es que la inferencia bayesiana considera
al pardmetro como una variable aleatoria.

En esencia, la inferencia bayesiana estd basada en determinar una distribucién de proba-
bilidad del pardmetro dados los datos (distribucion a posteriori de probabilidad P( | y)),

Ano || 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990
Casos 0 0 0 0 1 9 432 | 2469 | 7137 | 14181
Ano 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
Casos || 25032 | 36682 | 34370 | 23945 | 14302 | 8016 | 4312 | 3179 | 2274 | 1355
Ano || 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007
Casos || 1113 | 1044 | 549 | 309 | 203 | 104 93

Tabla 5-1.: Casos anuales de EEB en Gran Bretafnia reportados a la OIE ([20]).
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en lugar de la distribucion de los datos dado el parametro. Esta diferencia conduce a in-
ferencias mucho més naturales. Asi, el proceso de inferencia bayesiana solo requiere que se
especifique previamente una distribucion a priori de probabilidad P(f), que representa el co-
nocimiento que se tiene del parametro antes de obtener cualquier informacion sobre los datos.

Contar con una distribuciéon a prior: del parametro es el punto de partida de la estadistica
bayesiana. Esta hace uso explicito de las probabilidades para cantidades inciertas (parame-
tros) en inferencias basadas en andlisis estadisticos de datos.

La inferencia bayesiana se basa en el uso de una distribucién de probabilidad para describir
todas las cantidades desconocidas relevantes para un problema de estimacion, ademas del
uso del teorema de Bayes.

Para empezar, sea y = (y1,92,...,¥y,) un vector de n observaciones cuya distribucion de
probabilidad P(y | #) depende de k parametros involucrados en el vector 6 = (61,0, ..., 0).
Supongase también que 6 tiene una distribucion de probabilidades P(f) (distribucion a
priori). Entonces, la distribucion conjunta de 6 e y es

P(y,0) = P(y | 0)P(0) = P(6 | y) P(y).

Por lo que, la distribucién de probabilidad condicional de 6, dado el vector de observaciones
y, es la siguiente:
Py [ 0)P(0)
POy = —————~—=.
l9) P(y)

con P(y) > 0.

A esta ecuacion se le conoce como el teorema de Bayes, donde P(y) es la distribucion de
probabilidad marginal de y y puede ser expresada como

Py) = [ P(y|0)P(#)dd si @ es continuo
a S P(y|0)P(0) sif es discreto.

Donde la suma o integral es tomada sobre el espacio paramétrico de 6. De este modo, dado
que P(y) no depende de 0, el teorema de Bayes puede ser escrito como

PO [y) = cP(y [ 0)P(0) o< Py | 0)P(6).

Esto quiere decir que la distribucion de los parametros, dados los datos, P(6 | y), es propor-
cional (lo denoto con el simbolo ) al producto, ahora, de la distribucion de los datos, dado
los parametros, P(y | #), por la distribucion de los parametros P(6).
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Distribuciéon
Informacion ——— a priori
inicial P(6) ~

Distribucién

Teorems Bz o
eorema de Bayes ——— a posteriori

Funcién de /

Informacion —— verosimilitud
nueva P(0|y)

Figura 5-1.: Metodologia de la inferencia bayesiana.

P(#) representa lo que es conocido de 6 antes de recolectar los datos y es llamada la dis-
tribucion a priori de 6; P(0 | y) representa lo que se conoce de 6 después de recolectar los
datos y es llamada la distribuciéon posterior de 6 dado y; y ¢ es una constante normalizadora
necesaria para que P(0 | y)P(f) sume o integre uno. Ademas, dado que el vector de datos y
es conocido a través de la muestra, P(y | #) es una funcion de 6, y no de y. En este caso, a
P(y | 0) se le denomina funcion de verosimilitud de 6 dado y.

Notese que es a través de P(6 | y) como los datos (o informacion muestral) modifican el cono-
cimiento previo de 6 dado por P(f). Este proceso de revision de las probabilidades iniciales,
dada la informaciéon muestral, se ilustra en la figura B=1l, y es basicamente la descripcion de
la metodologia bayesina para estimar los parametros.

El lector interesado en profundizar mas en la inferencia bayesiana puede referirse a las notas
de clase hechas sobre el tema [2].

5.2. El modelo y los parametros por estimar

Recordemos que el modelo epidemiologico que describe la propagacion de la EEB elaborado
en el articulo || se puede ver como un proceso de ramificacion d-multitipo de los casos
clinicos presentes en el tiempo n, I,, (véase la proposicion B232), donde los tipos significan
los diferentes periodos de incubacién por los que puede pasar el infectado hasta convertirse
en un caso clinico en el tiempo n. Considerandose en este caso a d := ay; — 1, donde ay; = 10
es el tiempo maximo de supervivencia de un bovino a la enfermedad, es decir, hay nueve
tipos. Asi, se puede plantear el modelo de manera recursiva, al igual que en la ecuacion B=9:

d
[n = Z Cn—h,n,i. (5_1)

Las {(y—nni}: representan el nimero de casos secundarios en el tiempo n generados por
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el ¢-ésimo caso clinico presente en el tiempo n — A, con un tiempo de incubacién h, y son
variables iid dada la sigma algebra Z,,_1 := o({l,—n}n>1), con una distribucion comun de
Poisson de pardmetro Wy, 4. Las {(u—pn,i}in son independientes dado Z,_;. Entonces, este
modelo epidemiolégico pertenece a la clase de procesos introducidos en la seccion B33. La
figura A=4l ilustra su comportamiento.

Recordemos también que el pardmetro Wy,_; de estas distribuciones Poisson representa el
ntmero medio de casos secundarios en el tiempo n generados por un caso clinico presente en
el tiempo n — h (con un tiempo de incubaciéon h) y que es igual (véase la ecuacion B=R) a

\Ijh|n—h = (eafh,RC + eaih’R¢n7h + 1{a—h=1}pmat>P<a)IDinc.(h)' (5'2>

En donde %% y 9% representan el ntimero medio de animales nuevos infectados de edad
a, en el tiempo n, via ingestiéon de excremento o de alimentos contaminados con el prion,
respectivamente. Entonces, con el fin de simplificar los pardmetros por estimar, se hace la
siguiente consideracion:

C C . . .
» 0%F° = GF° para todo a. Esto es, se asume que todos los animales, independientemente
de su edad, tienen el mismo riesgo de infectarse via ingestion de excrementos.

n 028 = L para a = 1, y 0% = 0> para a > 2. Es decir, se asume que la comida
para todos los animales cuya edad es mayor que un ano es la misma.

Por otro lado, para el tiempo intrinseco de la incubacion Py, (h) -probabilidad de que el
periodo de incubacién sea igual a h asumiendo que en cada tiempo no se es permitido el
sacrificio del animal-, se escoge una discretizacion de la distribucion Weibull con pardmetros

a, (3

Pine.(h) = e~ (=0 _ o= 55m ", (5-3)

Las autoras de [[1] asumen la anterior distribucion, pues, para diferentes valores de v y de
[, esta tiene la ventaja de considerar un gran conjunto de densidades de probabilidad.

Parametros por estimar

El objetivo ahora es tratar de estimar los parametros del modelo descrito en b=T y b=2.

En ese orden de ideas, tenemos que estimar los siguientes parametros:
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J S; J S;
1 ano | 0,97 || 2 anos | 0,65
3 anos | 0,36 || 4 anos | 0,30
5 anos | 0,25 || 6 anos | 0,18
7 anos | 0,10 || 8 anos | 0,06
9 anos | 0,02 || 10 anos | 0,01

Tabla 5-2.: Probabilidades observadas de supervivencia de los bovinos en Gran Bretana
durante los primeros aj; = 10 anos (obtenidas en [24]).

s P, (el periodo de incubacién). Como lo mencionamos antes, asumimos una distri-
bucion Weibull para esta variable. Por eso, en realidad, necesitaremos estimar sus
parametros o y .

" D, €l pardmetro de infeccién via materna.
» ¢,_p €[0,1], la eficiencia de la prohibicién alimentaria de julio de 1988.
» Los parametros de infeccion 6%, 4% y §%F_ definidos anteriormente.

» Sy, las probabilidades de supervivencia, definidas en el supuesto A; (ecuacion E=G).
Estas probabilidades nos ayudaran a calcular P(a).

= Finalmente, a esos pardmetros les agregamos el niimero de casos clinicos observados
durante los primeros anos (i19s2, - - -, %1986)- Esto, principalmente, porque como la en-
fermedad se empez6 a reportar en el ano de 1988, entonces puede ser que los datos
asumidos en esos anos sean irreales y puedan ocasionar inconsistencias.

Nosotros asumimos que P,,,; = 0,1, escogemos este valor como el maximo valor probable
de infeccion maternal usualmente considerado en la EEB basado en las observaciones [f.
También asumimos que ¢; = 1 hasta el afio de 1988, ¢, = ¢ € [0, 1], para [ € [1989,1996], y
¢ = 0, para [ > 1997. Esto dice basicamente que, antes de 1988, como no se habia imple-
mentado la prohibicion, el pardmetro no es eficiente, que entre [1989,1996] el parametro de
eficiencia es variable y se encuentra entre 0 y 1 y que, finalmente, después de 1996, hay una
eficiencia del 100 % para esta medida de control.

Por ultimo, las distribuciones de supervivencia, también basadas en observaciones, se deri-
varon de [24] y son descritas en la tabla B=2.

Con base en todo esto, nos enfocaremos en estimar solamente el siguiente vector de parame-
tros:

0= ((i19827 oy iose)s (a, B), 6, (08T 02 F, @Rc)) .
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5.3. Estimacién y conclusiones

Todos los calculos de |II] fueron hechos en el software OpenBUGS [[9]. Aqui vamos a des-
cribir como se hizo esa estimacion, ademas de interpretar los resultados.

Debido a nuestra falta de conocimiento de los valores de los parametros, generalmente en
inferencia bayesiana se asume que las distribuciones a priori son uniformes, en este caso:

= i v Uniforme (0, 1000), para h = 1982, ..., 1986.

a v Uniforme (3,10), 8 « Uniforme (1,5).
» ¢ « Uniforme (0, 1).
» L7 ~ Uniforme (0,100000) (para terneros); > «~ Uniforme (0, 100000) (para vacas).

= 07"~ Uniforme (0, 100).

En [0, después de realizar N = 26,000 simulaciones del vector de parametros, se obtuvo
una distribucion a posteriori cuyo MAP (estimador méximo a posteriori), 6,,, con un niimero
de observaciones igual a n = 22, fue

én = ((0,0,0,181,545), (7,46, 3,84), 0, (838, 1200, 2,43)),
para ay; = 10.

En conclusion, se observa en este estimador bayesiano que las observaciones que se tenian de
los anos 1982 a 1986 no son tan apropiadas y que, mas bien, se podria afirmar que para el ano
de 1985 (con 181 casos) la enfermedad ya debia de haberse tenido en cuenta y reportado. Por
otro lado, que el parametro estimado de la eficiencia de la prohibicién de 1988 haya sido 0
significa que, en efecto, esta medida de control fue conveniente y eficaz, es decir, posiblemente
no habran mas contagios por esta via de infeccion.



Conclusiones

Los procesos de ramificacion, en particular los de Galton-Watson, permiten describir la pro-
pagacion de enfermedades infecto-contagiosas en términos, por ejemplo, del nimero medio
de casos secundarios generados por un caso clinico (parametro de bifurcacion) o de la pro-
babilidad de extinciéon de la epidemia.

Resulta necesario reconocer que los procesos de Galton-Watson se quedan cortos en cuanto
a la necesidad de modelar epidemias mas generales. Por eso, los procesos de ramificaciéon
con dependencia del tamano de la poblacién y de la edad se hacen necesarios para conside-
rar epidemias un poco mas complejas y para hacer descripciones mas ajustadas a la realidad.

Por otro lado, en términos generales, modelar una epidemia no es tarea facil, dadas las mul-
tiples consideraciones que se deben tener en cuenta. Por ejemplo, en el caso analizado por
[IT1], para modelar la encefalopatia espongiforme bovina (EEB) se tuvieron que hacer diversos
supuestos y considerar diferentes variables para, en un primer lugar, desarrollar el modelo y,
después para estimar sus parametros. Obsérvese también que siempre se trabajo en el marco
de los modelos epidemiologicos SIS, SIR y SEIR, principalmente.

Asimismo cabe resaltar la importancia tanto tebrica como practica del proceso de ramifica-
cion multitipo presentado en la seccion final del capitulo B (ecuacion B=1):

D d n—1

Nh
NE=STS S vIE L k=1,....D,

h=1 I=1 i=1

pues finalmente, es a él a donde nos conduce nuestra tarea de describir la EEB. Este es un
modelo tedricamente sencillo de comprender que, a su vez, se ajusta bien a un considerable
nimero de epidemias.

Finalmente, la estimacion bayesiana es indispensable, pues ofrece parametros mas versatiles
que se ajustan mejor a la realidad de la enfermedad.



A. Anexo: Modelos SIR y SEIR

En el aporte de Kernack Machrendi (|I4]) a la teorfa matematica de las epidemias, se definen
dos modelos importantes conocidos como el modelo SIR y el modelo SEIR. En ambos casos,
los individuos en la poblacién son clasificados de acuerdo con el estado de la enfermedad,
que es o susceptible, infectado, expuesto o inmune (removido).

En el modelo SIR, se hacen las siguientes suposiciones:

1. El tamano de la poblacion es fijo.

2. La tnica forma en que una persona puede dejar el grupo de susceptibles es pasando
al grupo de infectados. La tnica manera como una persona puede dejar el grupo de
infectados es recuperandose de la enfermedad o muriendo. Una vez que una persona se
ha recuperado, la persona se supone con inmunidad.

3. La edad, el sexo, la condiciéon social, la raza no influyen en la probabilidad de estar
infectado.

4. No existe inmunidad heredada.

Sean S(t), I(t) y R(t) el nimero de individuos susceptibles, infectados y recuperados corres-
pondientemente en el tiempo t. Las siguientes ecuaciones diferenciales describen la dinamica
del modelo SIR basadas en las anteriores suposiciones:

% = —BI(t)S(t) + b(I(t) + R(t)

dI

= = BSWOI(1) — (b+7) (1) + R(1))
\ % — I(t) — bR(1)

Donde f > 0 es la tasa de contacto, v > 0 es la tasa de recuperaciéon, b > 0 es la tasa
de nacimiento (se asume igual a la tasa de muerte).

Por otro lado, en el modelo SEIR, un individuo susceptible, después de un exitoso con-
tacto con un individuo infectado, pasa al estado expuesto, que es un estado en donde el
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individuo esta infectado, pero no manifiesta la enfermedad. Al periodo que tarda la enfer-
medad en manifestarse se le conoce como periodo de incubaciéon. A continuacion, después
de que pasa ese periodo de incubacion, el individuo pasa al estado de los infectados para,
finalmente, ser removido.

Las dindmicas de ambos modelos estan determinadas por el nimero basico de reproduccion
Ry, que se entiende como el nimero promedio de infectados secundarios causados por un
infectado inicial.
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