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FRONTERA INFERIOR DEL RIESGO CUADRADO
EN EL DISENO SECUENCIAL DE EXPERIMENTOS

Ramén A. Matos M.

Resumen. Este artficulo tiene como objetivo esta
blecer la frontera inferior del riesgo cuadrado
de la estimacidn de pardmetros de regresidn en
el disefio secuencial de experimentos. Mediante
un ejemplo se ilustra el cdlculo de esta fronte
ra. Se describe formalmente el esquema secuen-

cial de experimentos.

Summary. This paper has the ojective to estab-
lish the lower bound for the quadratic risk of
the parameters' esfinates of the regression mod
el of the sequentially designed. An example
ilustrates the calculation of this bound. The

scheme of sequential designs formally is de-



scribed.

La teorfa matemdtica del disefio secuencial
de exrerimentos iniciada por Chernoff (1959) ha
sido desarrollada para el caso de la estimacidn
de par@metros en los modelos de regresidn. Mal-
jutov (1983) encontrd dos tipos de fronteras mi
nimdximas asintdticas locales para el riesgo
cuadrado de los pardmetros estimados en los mo-

delos de regresidn F.

La frontera asintdtica propuesta en este
artfculo mejora las anteriormente obtenidas pa-
ra casos similares. Se analiza el problema de
estimacidn de parametros desconocidos en el es
quema del disefio secuencial de experimentos pa-

ra los modelos F.

1. Conceptos Preliminares.
1.1 Esquema Secuencial de Experimentos.

La idea en la que se fundamenta el procedi-
miento del disefio secuencial podemos resumirla
asf: En cada pasd de una experimentacidn cual=-
quiera podemos decidir sobre la continuacién o
no de las observaciomes. Si las observaciones se

concluyen, es escogido el pardmetro de la distri
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bucién de las observaciones en base a los expe
rimentos realizados. Si por el contrario se de
cide continuar el experimento, se escoge el

control para las siguientes observaciones (el
punto de realizacidn del nuevo experimento) de
pendiendo de los experimentos anteriores. Pro-
cedemos de esta manera hasta llegar al final

de las observaciones.

La formalizacidn de este esquema es la si-
guiente: Sean (X,Bx), (Y,By), (O,Bg), (A,Bp)-
espacios medibles, donde B, BV.BQ-BA°OORJJS
g-3lgebras correspondentes a los espacios mé-
tricos X, Y, 8, A. P; es una familia regular
de medidas en Y. Denotamos por (Z,8;) = (XxV,
By@®By) el producto de los espacios (X.Bx).
(Y,8y)s zn = Ix..x; 82, = B70...8087;

1, = Ix... Bz, = BZO....G < @ es el parfmetro
desconocido, x & X es el control que el experi
mentar tiene la posibilidad de escoger.

La terna de reglas (U,N,2) control, de ten
8idn y toma de decisisn recibe el mombre de og
trategia secuencial (S). Las reglas (U,N,0)
son definidas por las sucesienes de funciomes

medibles Xpr Tpo d. respectimamente, dende
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X, i C > X; T, Y, {0,1}; dn :VnICn->A;

N
C, = {(yl’"‘Vn):j_leaé(yl""'yn) = 0};

N = min{n ]Tn(Vl,...,Vn) = 1}

(el subindice n estd referido al orden de las
observaciones). La pareja (U,N) recibe el nom

bre de disefio secuencial (f).

En virtud del teorema Tulcea (Neveu J. 1964
cap. VI), a cada estrategia S con distribucidn
inicial g para X, le corresPonde una inica me-

dida Pg en el conjunto (Z,, Bz ) tal que

S
Paly; = B) = [g(d0)P (y =B) (1.1)

S X+l :
Pe(gn+1 Blgl,...,yn) = Pe (B) si (yl,...,yn)ﬂtcn

X -

nyq si (yl,....yn) #Cn

Xp * Yp+1 T Yy

Por Egdenotamos la integral con medida Ps.

1.2 Resultado Auxiliar.

For-ulare-oa un lema que puede interpretar~-
se como una generalizaciln de la identidad de

Wald. Su demostracidn se logra con ayuda de al-
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gunos resultados de la teoria de Martingalas.
A cada disefio secuencial £ le hacemos co-
rresponder una medida aleatoria HE en (X,BX),

definida para todo AiEBx por la férmula.

N
1A = (g7 ] 1x, = a)
=1

AQA( ) es el indicador).

Esta construccidn recibe el nombre de pro-
yeccidn predecible (predictable) del disefio £.
Su importancia queda fundamentada en el si-

guiente hecho.

Lema 1.1 57 g (x,y) es una funeidbn integrable

en I y el diseho £ es tal que ESN < =, enton-

8
ces
g E§(g(x. y.)|B ) = ESNI¢(X)HE( dx)
is1 © R 8%
donde

$(x) = £g<x,y)P*<dy)

El lema 1.1 afirma que la medida de una
funcidn dependiente de las observaciones secuen
cialmente disefiadas (con ayuda del diseno £) se
calcula integrando la funcidn con la medida

3

aleatoria II°.
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2. Condiciones.

En este pardgrafo enunciaremos las condicip
para el cumplimiento de la afirmacidn central

del presente articulo.
2.1 Disefios.

Dada la sucesidn de disefios gt = (UI,NI),
donde a cada disefio Et le corresponde un espa-
cio medible ({f,eg ) v un flujo de g-dlgebras

-]
z z : -
5 en (Z“'BL») definida por la fdrmula (1.1).

Esta medida la denotanos por Pg. Considerare~

,Bg'%. A cada ty9«®@le corresponde la medida

moe que los disefios £ cumplen la condicidn
EgtN<‘°,donde ESt es la integrzl con medida Pg.
En lugar de S% escribiremos sdlo el subindice £

referido al orden de la sucesidn de los disefios.

La sucesifn de disefios £% converge débilmen
te, o sea, existe un espacio probabilistico
(2,F,P) vy una medida en X ]| regular, condicio-
nal respecto a (,F,P) tal que para toda funcidn
continua 4(x) en X: f6(x)Hz(dx)gizflfé(x)ﬂ(dx)

(convergencia en distribucidn.

2.2 E1 Modelo.

El diseno secuencial de experimentos en el
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modelo de regresidn F se describe con el siguien
te esquema:
£, 16ty -

z z
UqCy 87

) » V(x.,0)
L=1 ‘

La igualdad tieme lugar en el conjunto {Nt > L)
con probabilidad Pg de 1. 8= es un conjunto
abierto en R’. La familia de medidas Pg y las
funciones de control, de tensidn, decisidn se

congideran Borelianas.

Las funciones n,V cumplen 1las condiciones.

M. 0, ¢, = %%Z’ i®1,..,P, V=

toman valores en R! y son continuas y acotadas.

toman valores en Rl y son continuas y acotadas.
. H(B) « fo(x,80V Xx,6)0" (x,0)M(dx) > O

2.3 Los Estimadores.

Sea L la clase de estimadores para el valor
real (0.) en el modele F del tipe:



1 £, N s
™ (y,0) = 6+Ae(y)&,§] Bg(x ;) (y -n(x,0))
donde

r
Yy = (gl,...,yNI)

Las funciones AI,BI cumplen las siguientes

8" @
condiciones
*
Tl. A:;((_,/)M”t converge en probabilidad Pg a
la matriz &(g) de dimensiones (pxp), ademé@s

* % +

dup ”At(y)Nt“ <@ donde Nt = E‘Nt, Z- es el
e 6 ]

ZeW(T) : *
conjunto de los enteros, W(T) = {B||e-6f <t}

T2. Bg es una sucesidn que toma valores en
Rp y converge uniformemente a Be(x) en el con-

junto XxW(T)

Para juzgar sobre la optimizacidn de los
estimadores de la clase | establecemos la fron-
tera inferior del riesgo
Rz('rt) = Lim Lim  sup = ﬁtfg[tt(rt(y.e)-'é)]z

e o Bel(c| NS . - :
donde £ « RP, £ § 0.

Teovema 3.1. St gse cumplen las condiciones del
pardgrafo 2, para todo £ < WF '
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Ry(t%) > eTem t e

Demostracion. Usando la igualdad (2) en "Matos

R. 1985" obtenemos que

*
RK(TI) = Lim Lim dupy s [%ﬁ%.ﬂT(EtTt-é)]2+
e o o W(e|NT)

+££mﬁt§t£TT(g,§) (3.1)

I

Si existe una sucesidn t; tal que

. . I
Lim Bim Sups . VﬁtiﬂT (Et‘rIL'e) =
¢+ Lo (U(QlN )

entonces automdticamente se cumple que
%1
Rp(xY) > ECLHI e

Por lo tanto, examinaremos el caso cuando

para todo £

£im Lim dups . VﬁtZT(Etti-g) > (3.2)
e+ e W(e|NT)

De acuerdo con la definicidn de 1, sustitu
yendo n(x,8) por fa(x)-(A(x)-n(x,8)) e igualmen-

te, usando la igualdad

Alx)-n(x,8) = $t(x)(5-9) (3.3)

3
+ [T ox,Bene-8))-3T (0) dr(-0)

0]
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tenemos que

e

* s |/RERTEE AL (y) 2 B (x,) (y,-n (x))
W(e/ L=1

+ SR TE AL () 7 8 (x )
i=1 &
1
. f (07 (x,, 541 (8-82)-37 (x)) dA(B-0)

+ BT (Eatcy) Z 8BS (x )8 (x ) (B-)<8-8))]

LS

En virtud del cumplimiento de las condicio-
nes del pardgrafo 2 y aplicando el lema 1.l es
facil comprobar que el limite de los dos prime-

ros sumandos, cuando £ »+ «®, es igual a cero.

Por otro lado, es facil comprobar que

N
Lim I/ BT Bty T Btoe (x.) (B-8)-(B-0))]
£ W(e/ k) 8 /;21 672" T4

*
- fazT(Eaca)’f( B(x)c}':T(x)n(dx)-Jp)II (3.4)

donde Jp es la matriz unitaria (pxp).

De la igualdad (3.4) se concluye que para

el cumplimiento de (3.2) es condicidn necesaria
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que

nzT(Ea(B){E(x)$T(x)n(dx)-Jp)u =0 (3.5

Examinando el 1lfmite del segundo sumando

en la expresidn 3.1, obtenemos

2
e D2 %y, 8)

Lo

= 272 Bt olondoa e (3.6)
I |

Encontrar el minimec de la expresidn (3.6)
con la condicidn (3.5) representa un problema
sencillo de la teorfa de optimizacidn. De los

resultados de esta teoria concluimos que

‘ -
Lkt D% ey, 8) > ELTR 12
Lo
(puede utilizarse la metodologia empleada en el

caso similar por Matos R, 1985).

T§-1

De lo anterior se deduce que RL(Tt) > EL L.

El teoraui queda demostrado.

. De esta forma la exactitud asintStica de
- los disefios Sptimos-se caracteriza por la matriz
" de informacidn ll(a) -u(n,?a) y el problema de
construir un disefio secuencial Sptimo- se reduce
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a encontrar un disefio g' tal que la proyeccidn

predecible H’ satisfaga la condicidn
» » o
EN = arg m#nw(fﬂ(n,el),

donde Y_ es un funcional convexo definido enel
conjunto de las matrices de informacidn (crite

rio).

4. Ejemplo.

1’ v = {y(l),y(z)}cmlz;

e

Sea X = [-ab], 6 R
a,b son dos nimeros enteros positivos,
es (independientemente de le...,x y de la
trayectoria g(l)) la posicidn enésima de la ca-
minata aleatoria unidimensional que desde la
posicidn j 4 0 es descrita por una particula
que se desplaza con probabilidad 2/3 un paso en
direccidn contraria al origen de las coordena-
das y con probabilidad 1/3 se desplaza un paso
hacia el origen de las coordenadas. Desde cero
ia particula se desplaza con probabilidad 2/3
.af punto +1 y con probilidad 1/3 a -1.

(2)
n

La distribucidn de la caminata ¢ es la

siguiente

1 ; 2
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donde P+ es la probabilidad de desplazamiento
de la particula a la derecha del punto donde
se encuentra, P_ la probabilidad de desplaza-
miento a la izquierda. Consideraremos gque

(2) _
go

= 0, o sea la segunda componente de nues-

tras observaciones estd definida por la trayec

toria descrita por la caminata g;z) que parte
de cero.
(1) . )
Y es una variable aleatoria normal con

parametros (xne, )

De las propiedades generales de los disefios
continuos Optimos se deduce que el disefio £

definido por la fdrmula

b, si yifi > 0 con probabilidad T (b)
X = (2)
-a, si yn-l < 0 con probabilidad i(-a)

ol . > s - * >
es Optimo para la estimacidn de & com la condi-
cidn

(2)

sdgn x = sdgn g ")

(2)
1 oon
valores % ® con probabilidad = "Feller W.

2
19707.

Es sabido, que la trayectoria y toma

Fn virtud del teorema 3.1 obtenemos que
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Lim Lim  sup, (Rt( 5,rt)|{y(2)*w}) > b'zEn'l(C)
oo 2o W(e|ND) n

La respuesta obtenida depende de la proyec
cidn 11 quien a su vez depende de la regla (alea

toria) de detencidn N.
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