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Prologo

El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenierfa, la
asimilacién clara de los conceptos matemaéticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso
andlisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas,
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilaciéon organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia
personal.

En este texto se hard un estudio de las integrales en una variable, sus métodos de
integracion, sus aplicaciones, sucesiones y series.
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Capitulo 1

Integrales

Antes de iniciar con el concepto de lo que significa una integral, vamos a recordar varios
conceptos previos vistos en cursos anteriores de cédlculo y muy necesarios para entender
este tema.

1.1 Sumas finitas
Recordemos que
1 2 n
Zak =a, Zak =aitas y Z ar = a1+a2+as+as+...+a,
k=1 k=1 k=1

Ejemplo 1.1

6

3 2
Y k=142+43=6, Y cosk =cosltcos2, Y _(k”+2k) = (9+6)+(16+8)+(25+10)+(36+12)
k=1 k=1 k=3

1.1.1 Algunas propiedades de las sumas finitas

Linealidad . . .
Z(akﬂ:bk)zzakﬂ:Zbk neN
k=1 k=1 k=1
4 4 4 6 6 6
a) > (k+2)=>k+> 2 b)Y (F—2k) =) K-> 2
k=1 k=1 k=1 k=3 k=3 k=3
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Homogénea

n n

ank:cZak ceR

k=1 k=1
En efecto,

ank = caj + caz + caz + cag + ... + ca, = clay +as +az+ag+ ... + a,) = cZak
k=1 k=1

por lo tanto
n n
E cap = C E Qe
k=1 k=1

Ejemplo 1.2
a)zn:5k‘ = 5261@ b)zn:BSink: = 3zn:sink c)zn:8eik3 = 8eizn:k3
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Propiedad telescépica

n
Z(ak - akq) = Gp — Qg

k=1

Observemos el caso para n=>5

Z(ak — ak_l) = (a1 — Clo) + (CLQ — (11) + (CL3 — CLQ) + (CL4 — ag) + (Cl5 — CL4) = a5 — Qo

Ejemplo 1.3 luego
5
Z(ak - Gk—1) = as — Qo
k=1
asi que

n

Z(ak —ag_1) = (a1 —ag) + (ag —ay) + (a3 — az) + (ag — az) + ... + (ap — ap_1) = a, — ag
k=1

por lo tanto



1.1. SUMAS FINITAS 3

32 32

Z 1 1 1 1 Z 1 1 1 1
_ _= _ b —_— _= _—
2 ~k+2 k+1 32+2 1+1 ) ~kt (k-1)* (32 (5-1)*

32 10
1 1 1 1 1 1 1 1
_ — _ d — — _
C)Z%—l—l 2k—1  2%x32+1 2x3-1 )Z% 2k—2 210 2%2-2

k=3 k=2
10 100

)Y (k+1°=k =11°-3% f) > sin(k+2)—sin(k+1) = sin(100+2)—sin(3+1)
k=3 k=3

B 1_1__2”: L S W S S
k(k+1) “—k k+1 = \k+1 k)  \n+1

+

=
3
=)
/N
[E—
_|_
| =
~_
I
3

1 n
In (k%) - ;m(k +1)-Ink=In(n+1)=In1l

k=1 k=1
10 20
2) ZkQ_(k_l)Q — 102_(1 o 1)2 =100 j) Zek+2_ek+1 — 620+2_€3+1
k=1 k=3
n n n+3 n+3
k) > 1= (ktl)—k=ntl-1=n 1) Y 1= (k+1)=k = (n+3+1)—5 = n—1
k=1 k=1 k=5 k=5

Ejemplo 1.4 Recordemos que
(k—1)* = k* — 2k + 1, por tanto, 2k — 1 = k* — (k — 1)?

Y ast

luego



Ejemplo 1.5 Demostremos que

En efecto, recuerde que
2k — 1=k — (k-

y despejando k tenemos que

1)?

k= 5
por lo tanto
o k- (k-1)24+1 0 1, )
k= 5 _5214; — (k=1 +
k=1 k=1 k=1
y asi
= k:n(n—I—l)
2

Recordemos también que

CAPITULO 1. INTEGRALES

~n(n+1)

(k—1)* = k* — 3k* + 3k — 1 despejando k* se tiene que

K — (k- 1)
3

K =

Ejemplo 1.6 Demostremos que

k— =
* 3

—~ , nn+1)2n+1)

En efecto, como k? = w + k — % entonces

n

Zn:/& = 12 (k* — (k- 1)3)+2n:k:—12n:1 = ”—3+”(
3 3 3

k=1 k=1 k=1 k=1

Ejemplo 1.7 Verifique que

n?(n+ 1)

3 _
k= 4

n
k=1

ejercicio.

n+1)

2 3
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Propiedad Geométrica

A una suma de la forma
n
E a® con a#1
k=0

se llama suma geométrica y se puede demostrar que :

Za Lo a#1

1l-a
En efecto,

l1—a 1—antt
El_a;(1+a1+a2+a3+....—|—a”):—

Pero la suma geométrica, se puede calcular de una forma mds sencilla, transformando
ésta en una suma telescépica asi :

Zak:1+a1—|—a2+a3+....+a”:
k=0

1—a

n n k(a . 1) n k+1 k 1 n n+1 0

D D B Dhrs et D B e B o

k=0 k=0 k=0 k=0

an+1 -1 1— anJrl

a—1  1—a
por tanto
n 1 n+1
Zak— si a#1l
— 1—a
Ejemplo 1.8
1 — 2t "2\ 11— (=)™ "o\t 1 ()"
Zg’f b) <__) = (—3)2 ) <_> :(—3)2
1-2 &3 1—(-2) £~ \3 1-2
d) is’“ _y 36D 1i3k+1 gl (3" —3%) o también
3-1 2 2
k=3 k=3 k=
- - — 3! 3t —1 1
=" 3 - (3%+3+3% s B —13=5 (3" -3
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y por tltimo se tiene la propiedad

n n—+p
d fky=>_ flk—p) peR
k=0 k=0+p
Ejemplo 1.9
n n+5 n+4 n—=6
Yk 42= > (k=5+2= > (k—4’+2= ) (k+6)+2
k=0 k=045 k=0+4 k=—6

Ejemplo 1.10

10 14 12 é 20
22222:22: 22: 22
k=0 k=4

k=2 k=-3 k=10

1.2 Particién de un intervalo cerrado [a,?].

Una particién de un intervalo cerrado [a, b], es un subconjunto finito de puntos de [a, b], que
contiene los puntos a y b con algunas caracteristicas, por ejemplo los conjuntos siguientes
{0,1},{0,1/2,1},{0,1/4,2/4,3/4,1},{0,1/5,2/5,3/5,4/5,1},{0,1/4,3/4, 1} son todas par-
ticiones del intervalo cerrado [0, 1], pero {0,3/4,2/4,1} no es una particién del intervalo
0, 1], es decir, diremos que P = {zg, x1, X2, ..., } €s particiéon de un intervalo cerrado [a, b],
sia=mxy<x <T<..<x,=>by quela particion divide a [a,b] en un nimero finito
de subintervalos [z, 1],[x1, T2|,[z2, x3],... [tn_1, z,], con longitudes Axy, Azy, Axs, ...Ax,
figura 1.1.

0 L %45 X oo % i
figura 1.1

Ahora consideremos el intervalo [0,2] y tomemos la particién {0, 1,2}, figura 1.2.
Obseve que aqui, los subintervalos tienen la misma longitud Axy = % =1yasiz =
0,5(31:1,]32:1+1:2

)

0 1
figura 1.2
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Ahora consideremos el intervalo [0, 2] y tomemos la particién { 0,2 53 3} {0, 55 3, }
observe que aqui los subintervalos tienen la misma longitud y hemos dividido el intervalo

en tres subintervalos de igual longitud Az, = % = % asi que rg = 0, z; = %, Ty =
242=32 z3=2+2+2=2figural3
0 - — 2
0 2/3 4/3 6/3
figura 1.3

Ahora consideremos el intervalo [0, 2] y tomemos la particién {0, T i, 1 4} {0, i, %, g, 2
observe que aqui los subintervalos tienen la misma longitud y hemos dividido el intervalo
2-0 2 2

en cuatro subintervalos de igual longitud Az, = = pasiquexy =0, 11 = 7,

— 2,2 __4 —4,2_6 -6 4,2 __8 __
rp=1+ti=5m=3+ti;=, 2=, +5;=7=2 figurald

0 2/4 4/4 6/4 8/4

figura 1.4

Ahora consideremos el intervalo [0, 2] y tomemos la particién {0, =, n, . 27” , Observe
que aqui los subintervalos tienen la misma longitud y hemos dividido el intervalo en n

subintervalos de igual longitud Az, = &0 = % asi que o = 0,27 = 22 2y = 2— , T3 =

n n’
2. 3 =5 .. T, = 2 =2y en forma general considere el intervalo [a b] y d1v1damolo en n

n’ n

sublntervalos de igual longitud, Az, = =2 yasizg=a, v1 =a+ =2, 2y = a + 2 (b “) ,

T3 = a—|—3(b’Ta) ..... Tpo1 =a+ (E—1) (b’T"), Tp = a—l—k(b’Ta)...:cn = a—i—n(b’Ta) = D.
figura 1.5

L4 L X A1 A e
figura 1.5

En el presente escrito, se tomaran los subintervalos de igual longitud, salvo que se diga
lo contrario.
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1.3 Un problema de masa total

Suponga que se tiene un alambre tan delgado, que su grosor se puede considerar des-
preciable, con longitud L. Si su densidad es constante, es decir, en cada punto toma el
mismo valor D, entonces su masa M se calculard haciendo el producto de su longitud por
su densidad, es decir, M = D.L Ahora surge la pregunta ;como calcular la masa si su
densidad es variable?.Evidentemente el cdlculo no se puede hacer con el producto de su
longitud por su densidad, pues al ser la densidad una funcién f(x) con 0 < = < L, el
producto L.f(z) serd tambien una funcion, lo cual es absurdo, pues la masa total del
alambre debe ser un nimero real fijo.

Para solucionar este inconveniente, particionemos el alambre en n pedazos pequenos,

. _ L0 .. _ _ L0 _ 5 (L=0 _ 3L
Ly, Ly...L, con longitudes Az = = asi : 19 = 0,21 = =, 13 = 2 (T), T3 = ¢

gy = (k—1) (%), =k (%)xn =n (L) = L respectivamente figura 1.6

n

G: } } } " } } :L
% 0 K XK B N

figura 1.6

En cada pedazo Lj, témese un punto cualquiera ?; y asuma que para cada k, la
densidad del alambre en todo el pedazo Lj es constante y es la densidad en el punto t,
o sea f(t;) y asila masa total m; en cada pedazo es aproximadamente my = f(t;)Axy
ya que se estd considerando la densidad en cada pedazo L, como constante, cuando en
realidad es variable, siendo por tanto mas exacta la aproximacién, cuanto mas pequenos
sean los pedazos, por lo tanto la masa total del del alambre es aproximadamente

M= ka = Z f(tk>A$k
k=1 k=1

Esta aproximacion serd mejor a medida que todos los tamanos de todos los Az sean mas
pequenos, lo cual implica que el nimero de pedazos n sea mayor o sea cuando n tienda a
oo o cuando los tamanos Az, de todos los pedazos tiendan a cero, es decir,

Azxp—

M = limOZf(tk)Axk = lim Zf(tk)Aa:k
k=1 k=1

y a la expresion

fim, > (0B
k=1
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L

es la que se define como la integral [ f(z)dz, como se verd mas adelante, es decir,
0

lim Zf(tk)A:ck = lim Zf(tk)Axk = fo(:c)d:c
n— o0 = 0

Axp—0
M k=1

donde f(x) es la funcién a integrar, dx indica cual es la variable, 0 el limte inferior y L el

limite superior y [ el stmbolo de la integral.

Ejemplo 1.11 La densidad en cualquier punto de un alambre de 4 metros de largo viene
dado por f(x) = x + 3, Kg/m, hallar la masa del alambre.

En efecto, se particiona el intevalo [0, 4] en n subintervalos de igual longitud [xg, 71]

(1, 9] ...[Tn_1,2,], con longitud de cada subintervalo Az = % = %, k=1,2,..n y asi
20=0,201=0+Az; =0+ =23 25 =0+2Az; =0+22 =22 4, | =0+ (k—1)Az; =
(k—l)n, 2 =0+ kAx, = f . —0—1—47’:—4ﬁgura17
0 ’ 4
IS B e & %
figura 1.7
y tomaremos por ejemplo t, = xp = %, pero t; pueden ser cualquier punto en

[zx—1, 2] y como f(z) = x + 3, entonces

- u 4k \ 4 4 N [ 4k 4 (S~ &
M = lim E f(tr) Az = lim E f(—)—:lim—g (—+3):lim—<g —+E 3)2
n—oo n—oo n n n—oo 1, n n—oo N n
1 k=1 k=1 k=1 k=1

16 ) 16n(n+1) 12n )
T}Lrgoﬁgk+7}irgon21—7}irﬁlo(— 5 + n)=8+12:20ya81

4

n 4
M = lim Zf(tk)Axk = [f(z)dx = [ (z+3)dx =20Kg
n—oo Pt 0 0
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1.4 Espacio recorrido por un mévil

Suponga que se tiene un segmento de recta que va de un punto A a un punto B y que un
mévil parte de A en el tiempo ¢ = 0, y se dirige a B con una velocidad que varia con el
tiempo, es decir, su velocidad es una funcién v(t) conocida. Se trata de hallar el espacio
recorrido por el mévil en un tiempo t.

Es evidente que si la velocidad hubiese sido constante en todo el recorrido, en este caso
el espacio recorrido serd igual al producto de la velocidad por el tiempo es decir, £ = V.t
Para el caso de la velocidad variable v(t), se trata de hallar un modo de reducirlo al caso
velocidad constante y para ello se particiona el intervalo de tiempo [0,7], en pequenios
subintervalos de longitud Aty =t — t,_1, para k=1,2,....n. figura 1.8

L L L L La &k b
figura 1.8

En cada uno de estos subintervalos se toma un punto s, y se asume que para cada k,
la velocidad en ese subintervalo es constante,de tal forma que con un margen de error el
espacio Fj recorrido en ese intervalo de tiempo es aproximadamente Ej = v(sg)Aty y por
tanto el espacio total recorrido serd aproximadamente

n n

EF= Z Ek = ZU<5k)Atk
k=1 k=1
siendo mds reducido el error a medida que todos los subintervalos de tiempo At; son cada
vez mas pequenos, lo que necesariamente implica que el niimero n de subintervalos debe ser
mayor,obteniendose el caso ideal cuando todos los Aty tienden a cero y consecuentemente
el mimero n de subintervalos tiende a oo,caso en el cual se obtiene el espacio buscado, es
decir,

n

E = lim v(sk)At, = lim Zv(sk)Atk
k=1

Axp—0
T k=1

Ejemplo 1.12 Hallar el espacio recorrido por un moévil que lleva una velocidad de 2t
metros por sequndo, durante el intervalo de tiempo transcurrido entre t=2 y t= 6 sequndos.

. — 6
1 bk b1 L b
figura 1.9
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En efecto, se particiona el intervalo [2, 6] en los subintervalos [to, t1], [t1, t2], [t2, t3] , ... [tn—1, tn,
con longitudes Aty, Aty, Ats, ...At, todos de igual longitud, es decir, At; = (571;2 figura
1.9 asi

4 4 4
to=2,1 =2+4+At =2+ —, ty = 24+2At =242.—, t3 = 24+3At; = 2+4+3.—,
n n n

4 4 4

Como sy, es cualquier punto en [ty_1,t;], se tomard en este caso s =ty = 2 + k% y
como v(t) = 2t entonces

- - . 4k\ 4
E = lim E v(sk)Aty = lim 5 v(ty) Aty = lim 5 v (2 + —> — =
n—oo n—oo n—oo n n
k=1 k=1 k=1

- 4k\ 4 8 — 4k 16 32

i 32 (24 50) = fim 0520 T = fim DT EY
k=1 k=1 k=1 k=1
16. 2 1 2

n—oo n n—oo TL2 2 2

y asi el espacio recorrido por el movil es de 32 metros, es decir,

n 6
E = lim Y v(sp)Aty, = /Qtdt = 32.
k=1 2

1.5 Area bajo una curva

El propésito, es calcular el drea de la regién encerrada por las gréficas de y = f(x) > 0,
xr=a,x=>by el ge x, figura 1.10

y

Y =1 (x)

Area

figura 1.10
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y para ello consideremos una particion P = {xg, 1, Z, ...z, } de [a, b] y tomaremos la
b—a

longitud de cada subintervalo igual, es decir, Az, = , k=1,2 ...n y calcularemos

el drea del rectangulo A, = f(tx)Axy con tj cualquier punto en [zj_1, ;] y formamos

> f(tr) Az, que es la suma de las dreas de cada rectédngulo, el cual va a ser una aprox-
=1
imacion del &rea A figura 1.11

: X X,

figura 1.11

Para obtener el drea A, haremos muchas mas particiones, de tal forma que los rec-
tangulos queden bien pequenos de base, y esto se logra haciendo tender n a infinito, es
decir,

Casi siempre que se calcula una integral usando la definicion es conveniente hacer la
particion inicial de tal forma que todos los Az sean iguales y asi da lo mismo calcular el
limite haciendo que Az, — 0, que haciendo que n— oo

Ejemplo 1.13 Calcular el drea de la region limitada por las grificas de y = 2x + 1,
x=0,z=3y el eje z, figura 1.12
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y=2x+1

Area

figura 1.12

3—0 3
En efecto, sea P = {xg, z1, 29, ...7,, }, una particién de [0,3], con Azy = —— = —,
n n
3 2%3 3 %3 4%3 3 3xk
x0:07 x1:E7 To = y L3 = 7x4:T7"7Ik—1:<k_1)ﬁ7 Ty = Y

asi si t;, = x,_1 entonces
A:Iimzn:f(tk)Axkzlimzn:f §(k—l) §:hm2": 2*§(k—1)+1 3

" /6 3 " /6xk 6 3 3w~ /6xk 6
= li —(k—1)+1) 2 =1 ~ 2 41) 2= lim = — =
nzaz;(n( 1) :&Z( o) :f;nZ( Tt

3 [ <6xk 6 — , 18 — 18 — 3 —
(S0 Res ) (B3B3 25) -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
18 1 18 3
= lim —*M——*n—l——*n = 9—-0+3 =12 luego
n—oo \ M2 2 n? n
" 3
Area = lim Zf(tk)Aa:k = / (2x 4+ 1)dx = 12.
n—o0 = J
Ejemplo 1.14 Calcular el drea encerrada por las grificas dey =10, x = —1, x =4 y el

eje x, figura 1.13

En efecto, sea P = {xg, x1, T, ...x, } una particiéon de [—1,4] con

4—(=1) 5 5 245 3 %5
kGt B PO S QU Ul S S B}
n n n n n
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4%5 5 5%k
ti= -1+ 2 =14 (h—1)2, m=—1+
n n n

y asi, si tomamos t; = x; entonces

5 u 5
—=1 10« — =
>n Jim > 107

k=1

A=lim Y f(t)Az, = lim Y f (—1 + ;
k= k=1

=1

n—oo

4
Area = lim Zf(tk)Axk = / 10dz = 50.
k=1 Y

-1 0 2 4
figura 1.13

Ejemplo 1.15 Calcular el drea encerrada por las grificas de f(z) = 2®, 2 = a,x =b y el

eje x, figura 1.1/

f(x)=x?

figura 1.14
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En efecto, se particiona el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud

b— h—
Ty = a, x1:a+Ax1:a+( a), x2:a+2Ax1:a—|—2< na)
n

xk:a—l—l{:Axl:a—i-k:(b_a) ...:L’n:a—i—nAxl:a—i-n(b_a) =b
n

n

b—
Si tomamos t = x) = a—i—k( a> y como f (z) = z°, entonces
n
b—a b—a\\ 2ak (b—a) k2 (b— a)’
f (1) = f<a+k< )>_(a+k( a>) SO Gl Ll Gl )
n n n n
y asi
/ - b—a 2ak (b—a) k*(b—a)’
2 : : 2
4= [t 3 fe)om = Jm =2 (* T ):

a

:ggrgo[b_a Zl (b a)2 < )kz (b—a>(b;a>2:1k2]:

. 2an (n+1 (b— a)3 n* n?® n
2 2 —
nleOO <(b aa +b-a n? ( 2 ) n3 3 2 6

2 3 2 2
— 2 — 2ab
:(b—a)a2+<b ;) a+(b 3a) :(b—a){a + ab — a? —l—%——g —l——%}:
a’? ab b (b—a) v ad
:(b—a) |:§+§+§1— 3 [b2+ba+a2}:§—§ luego
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1.6 Integral definida

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo cerrado [a, b] . Sean {zg, z1, ...z, } puntos del
intervalo [a,b], con a = xy < x; < 23 < ... < &, = b que determinan una particién del
intervalo [a, b] en n subintervalos [zj_1,zx], k=1,2,...n, con longitudes Azx), = zp — z5_1.
Sea ty € [rg_1, %], un punto cualquiera, se define la integral definida de f(x) entre a y b
como el nimero real dado por

a A.Ik—>0

y si los subintervalos tienen todos la misma longitud, entonces

[f(z)dr = lim Zf tk)Axy, = hm Zf te) Ay,

Axp—0
Ejemplo 1.16 Calcular la integral

b
f mdx

Se particiona el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud Az, = =2,
k=1,2,..n y como f(x) =m, entonces f(tx) = m cualquier sea t; € [vx_1, k] Yy asi

= lim Zf(tk JAz, = lim ZmAwk lim mz ¢ _ lim m ( a) n =m(b—a)
n—00 n—00 n—00 n n—00 n
k=1

luego

fmdw =m(b— a)

Ejemplo 1.17 Calcular la integral
2
Ik Vadx
0

Aqui en este ejemplo, no particionamos el intervalo [0,2] en subintervalos de igual longi-

. . 2 .
tud, sino que se tomard t, = 2%2 =T} Y ast

2k 2(k—1)2 2(kK*—(k—1)2
Az = ), — Tp— 1= "5~ (n2 ) = ( ( )°)

2k —k*+2k—1) 2(2k—1) .
= " = 2 Y asi
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2 2.22 2.32 2.4? 2.k? 2.n?
$0:0;$1:—2,$2 — 5 U3 = —5 =—F = — =
n n
y como f(x) =+/x entonces

) = 1) = 2

— = Y asi
n n

n—oo

2 " " V2k2(2k —1 2k: -1
[Vxdz = lim Zf(tk)Aa:k = lim Z \/; ( 5 ) = lim 2\/_2 )
0 n—oo k:l n—oo k:l

Z (2k—1) , Z’"‘ 2k2 Kk
nﬂoo n—00 n n

k=1 k=1
3 2
2 n® n® n nin+1)\  4v2
—QWJLIE@(Z% Zk)—MT}Em( (55+5)"57) =5
por tanto

Ejemplo 1.18 Calcular la integral
b
[ sinzdx
0
Para calcular la integral, recordemos que

2sinxsiny = cos(x — y) — cos(z + y)

Y ast

3

QSinJ}SiH(E) = cos(g) — COS(;)
3 )

2sin 2z sin(f) = cos(;) - cos(g)

x ST Tx

94 LTy RN Tr

sm3xsm(2) cos( 5 ) — cos( 5 )

2sin(n = sin(5) = cos( 22 — con( 2
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x (2n —1)x

2sin(nx) sin(§) = cos( . (2n+ 1)z

5 )

) — cos(
y sumando estas ecuaciones obtenemos que

2 sinxsin(g)—iﬂ sin 2z sin(g)—FQ sin 3z sin(g)+..—|—2 sin(n—1)x sin(g)—l—Q sin(nx) sin(g) =

2 1
= 2sin§ (sinx + sin 2z +sin 3z + ... + sinnz) = cos(g)—cos (W) , es decir,

x <(2n + 1)z

2sin§ (sinx 4 sin 2z +sin3z + ... + sinnz) = cos(i)—cos 5 ) por tanto

cos(3) — cos (w)

: X
2sm§

sin z-+sin 2x+sin 3z+...+sin nx =

asi st
2.b 3b 4b kb
1'0:0,.171 = T2 = —, I3 = —, Ty = —, T = — ...Tp =
n n n n n

entonces tomando t, = x = % (Azy = b’TO = %

)
b - - kb\ b b — kb
sinxdr = lim f(ty) Az, = lim f (—) — = lim — ) sin (—) =

b cos(%) — CoS <(2"2;1)b>

se tiene que :

b b 2b
= lim — ( sin(—) +sin(—) + ... +sin(b) | = lim — — =
n—oo 1 n n n—oo 1 2sin 5~
cos(%) — oS <—(2”;;1)b> cos(%) — oS (—(2”2’;1)1))
n—oo 5 sl o~ n—oo smb%

2n

lim (COS(%) — CO8 ((m;:)b)) cos0 — cosb

=== — = = cos0—cos b
lim X52e 1
ny

n—oo  2n

por tanto
b

[ sinzdz = cos0 — cosb
0

y en general,se puede verificar que

b
[ sinzdx = cosa — cosb
a
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Funcion seccionalmente continua

Una funcién se dice seccionalmente continua en un intervalo [a,b], si en él existe a lo
méas un nimero finito de discontinuidades y la funcién es acotada alli, lo cual implica la
existencia de limites laterales en cualquier punto del intervalo.

1. f(z) = x es seccionalmente continua en cualquier intervalo cerrado
(x) = Inx es seccionalmente continua por ejemplo en [1, 4]
3. f(z) = €" es seccionalmente continua en cualquier intervalo cerrado
4. f(x) =1 sixesracional y cero si x es irracional, no es seccionalmente continua, el
nimero de discontinuidades es infinito

1

5. f(x) = . no es seccionalmente continua en [—1,4], f no es acotada en [—1, 4]

Lema 1 Si f(z) es seccionalmente continua en [a,b], entonces es integrable en [a,b], lo
n b
que significa que existe el limite lim > f(tx)Axy y asila integral [ f(x)dx también existe

y ademas

n b
nlgrolozf(tk)Axk = [f(z)dz
k=1 @

La condicion de ser seccionalmente continua en [a,b] es condicion suficiente para la
existencia de la integral, méas no es necesaria. Ver algunas integrales impropias.
Nota. Si f(x) es continua en [a, b], entonces f(x) es seccionalmente continua en [a, b] .

Ejercicio 1
I) Utilizando la definicién de integral definida verificar los resultados siguientes

1 1

I (k\ 1 ) 1K (kT 2 _
a) lim — — | ==, calcular [ z° dx b) lim — Z sin { — | = —, calcular [ sinmx dz
n—oo N o=\ N 3 / n—oo N 4 n T /

1 1

1 k 1 —~ 1 d
c) lim — ) sin? ) = —, calcular / sin? rx dr d) lim Z = In 2,calcular / -
p 2 nﬂook_ln—l—k‘ 14+
= 0 = 0

1 1

n T dx u 1 dx
e) lim ——— = —, calcular / —— f) lim ——=1In (1 + \/5) , calcular | ——
naoo;nQ—}—k‘z 4 14 22 n—)OO;,/n2+k2 / V1 + 22

0
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2
" 2k 2k\ |2 4
9) nh_)rgloz [(;) -2 (;)] ~=—3 indicacién calcular / (2* — 2z) dx
k=1 ;

IT) Verificar por medio de la definicién de integral que

4 4

a)/5(3:+1)dx:22—7 b) /:L'd:v:O ) /5(2:U+3)dac:40 d)/5d:v:40

—4 -3 —4

1.7 Integral indefinida

Si F(x) es una funcién tal que F(x) = f(z) para todo x en un intervalo I, entonces F(x) se
denomina una primitiva de f(x) en I y en general si F(x) es una primitiva de f(x) entonces
todas las funciones del tipo F(x)+C donde C es una constante, son primitivas de f(x) y
a la familia de funciones F(x)+4C, se llama la integral indefinida de f(x) y se designa

mediante el simbolo [ f(z)dz, es decir,

/f(x)dx =F(z)+C siysolosi F(z)= f(x)
1.7.1 Propiedades de la integral definida e indefinida

En la mayoria de los casos, las propiedades de las integrales definidas, no serdn demostradas
rigurosamente a partir de su definicién, sino que serédn ilustradas.

1.
b

F (@) 9(@) do = [ f@)da = [o(e)da

a

En efecto,

Axr—0

b b n n n n
aff(x)dxiafg(:c)dx = Agkrgo; f(tk)AxkiAlwigo ;g<tk)A$k lim <kz; f(tw)Azy, £ ; g(tk)Axk)

= lim (Z (f () i9<tk))A$k> = lim <Zfig tk) Axk) ij (f£g)(x))dx

Az —0 Axr—0
k=1
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y por tanto

[ G@zgendr= [ @ [gan

Ejemplo 1.19

6 6 6 6
[ (sinz+2*+2)de = [sinzdr + [2* dz+ [2dz y
0 0 0 0

i (sinx+x2+2) dx:fsinxdx+fx2 dx + [2dx

b c

ff($)d$=ff($)d$+fbf($)dx a<c<b

a a

10 6 10

[(5z +4)dz = [(5z +4)dz + [(5z + 4)dx

jp(:p +3)dx = f(:}c + 3)dx + 1f6(x + 3)dx + jp(x + 3)dz

4 4

Ejemplo 1.20

1 si 0<2x<2
flz)=4¢ 3 si 2<x <5 entonces
4 si b<zx<10
10 2 5 10
[f(x)dz = [1dz + [3dx+ [4dx
0 0 2 5

fbkf(:z;)d:v = kfbf(x)dx siendo k € R

a a

y por lo tannto

/kf(a:)da: = kz/f(x)dx

6 6
[4sinzdr =4[sinazdr y [4sinzdr =4[ sinzdzx
0 0
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5.
b a “
Jf(@)da = —bff(flf)dffj y Jf(@)de =
6.
b b+c
[f@)dz= [ f(x—c)dz ceR
a a+-c
f4s1n:cdx—f4sm (x —2)dx = f4sm x + 2)dx
-2
?)(l“ +2z +4) do f7(x+3 )2+ 2(x +3) +4) do
3 0
7.

b 1bc

JH@)de =] f

/\

)d:r ceR, ¢c#0
c

Ejemplo 1.21

6 112 . 3 1
[sinzdz = - [ sin (—) dx =2 sin2zdr = 6 sin6zdz
0 2% 2 0 0

3fg(gc +204+4)d :1}7(< )2 (§>+4>dx

si f(z) < g(x) para todo x € [a,b] entonces fbf(:v)da: < fbg(:v)dx

1.7.2 Funciones pares e impares

Una funcién f(x) se dice par en [—a,al, si f(—z) = f(x) para todo z € [—a,a] y una
funcion f(x) se dice impar en [—a, a], si f(—x) = — f(z) para todo = € [—a, a]

Son funciones pares en [—a,a|, f(z) = 22, g(x) = |z|, h(z) = cos x,l(x) = sin® x y son
impares f(x) = x,g(x) = 23, h(z) = zcos x,l(z) = sinz, adem4s

fo(x)da: st f(x) es par
" 0 st f(z) es impar

J #a)ds =

Ejemplo 1.22
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5 5 5 5
[ sinzdr =0, [2°dr =0, [2°|x|dz =0, [ cosxsin® zdz =0
_5 -5 -5 -5

5 5 ™ ™
[ |xlde =2 [xdx, [ coszdr=2[coszdx
0

9.
Jf@)dz = [f(t)dt = [ f(u)du

Ejemplo 1.23
4 4 4 4
[sinzdr = [sintdt = [sinzdz = [ sinudu
0 0 0 0

11.

d . o d ;3 _ .3
a)/dm(smas)dx—sm.erc b>/dw (2°) dz =2+ ¢

12. ,
([ #@ns) = F@)+ 0y = s

([ snsae) sy ([ora) - oL ( feras) -

1.7.3 Primer Teorema fundamentales del calculo
Si F(x) es una primitiva de f(x) en [a, b] entonces
b

[fx)dz =F(z)+C|) =F@b)—F(a) y [f(x)de=F(z)+C

a

y si f(x) es continua en [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x) en [a, b], entonces
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Ejemplo 1.24

2

/exdx =e"|p=e’—e" g /e“”dx =e"+c

0

Ejemplo 1.25

CAPITULO 1. INTEGRALES

4
2+1 3 3 93 2+1 3
9 T 4 T, 42 o6 / 9 x x
d f— = —_— = —— = — d — _— =
/“’ I e e R ML A i SR
2
n+1 d
/x”dx: ’ 1+c si n# —1 y si n=—1 entonces /—m:lnzzth
n x

Ejemplo 1.26

Ejemplo 1.27

4
dx

= lnzﬂiL =In4-In1=1In4
x

1

Ejemplo 1.28

4d 4

L -3
/F:/x dr =
1 1

Ejemplo 1.29

-2

x73+1 T
=2

-3+1

1

15
—

—

4
1

jus
sinzdx = —(:osx—‘o2

o
vl

32

— (cosg — Cos 0) =1, /sinxdm = —cosz+c
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Ejemplo 1.30

2

/cos xdr =sinz |77 = sin2r—sin 0 = 0, /cos xdx = sinx+c
0

Ejemplo 1.31

= arctan z+-c

a)/ sec’ xdx = tan x+c b)/secxtanxd:p = secz+c c)/ ’
14 22

dx

= arcsinz+c e) [ 5——
a‘+x

d 1
d)/\/l—fia72 = arctan( )+c f)/tan zdr = —In(cos x)+c = In(sec z)+c

g)/ sec zdz = In(sec z+tan x)+c h)/ cscdr = In(csc x—cot x)+c 2)/ csc? dr = — cot -+

J) /secxtan xdx = secr+c k:)/ cscx cot xdx = — csc x+-c

Ejemplo 1.32

1 3 21‘% 21}%
(1—2)Vadr = [ z2dr— [ v2dz = 3 TF +c

2 3
/(Qx —5x+3)dr = /2x2d:c /5xdx+/3dx = i—i—l—Bx—l—c

Ejercicio 2 Verificar que

1 54 3
1./(2x3—5x2—3:€+4)d$ = 5:64—5:53—51:2—1—4:6—1—0

2

2.a) [z(x+1)(x+2)dz =16 b)/(\/Ele)(:v—\/E—l—l)dx:g\/ﬁ—i—g

1

2
o/
/ 7 / 11
3. a)/(l—i-xg)z 3 k /m (2x +1 dm— /<x _6$+5)dx—51n2—§
1 1
1
0/

0

bdt 4 2 /Zdz — 41n2-21n6+2

2
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1.7.4 Segundo teorema fundamental del cdlculo

T

Si f es continua en [a,b] y F(x) = [f(t)dt continua en [a,b], con a < < by derivable

en (a,b) entonces

y en general

g(x)

si F(x)= [ f(t)dt entonces F'(z) = f(g(z))d ()

a

3

Ejemplo 1.33 Si F(z) = [e'dt entonces F'(x) = 3z%e*’
3

e

Ejemplo 1.34 Si F(z) = [{%5 entonces F'(x) = —11“;324
3

CES
Ejemplo 1.35 Si F(x) = [e’dt entonces F'(x) = 322"
3

3

Ejemplo 1.36 Si F(x) = [sint*dt entonces F'(x) = 32?sin (2°)
3

x34-2x+4 ) .
Ejemplo 1.37 Si F(z)= [ =dt entonces F'(x) = (32°+2) %Tﬁfg
3

Ejemplo 1.38

23

pe sin(t? 4 1) G@) sin(£2 + 1)

F(x) = — 2 dt = —=dt
sea F(z) gf t4+3 3f t*+3
entonces
$3 2
sin ( Ik eCOStdt> +1
: 2 1 2
_ SlIl((G(I)) + )G/ o 3£C2€C08x3

@)= Gayirs W= ( )4
Jeestdt | +3
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Ejemplo 1.39 Hallar una funcion f(t) y la contante c tal que

ff(t)dt = cosx—%

C

En efecto, sea

< 1
F(z) = [f(t)dt = cosx — 5 entonces F'(z) = f(z) = —sinx por tanto

Cc

x ) 1 m .
—fsmtdt = COSZ — COSC = COST — 3 entonces ¢ = 3 y f(t) = —sint

Ejemplo 1.40 Hallar una funcion f(x) talque

T .I2
Jtf(t)dt =sinx — xcosx — 5

En efecto, sea

T 2
F(x) = [tf(t)dt =sinz — zcosx — % entonces

F'(z) =xf(x) = cosx — (cosz — xsinx) —z = xsinx —x
rsinx —x
por lo tanto f(r) = ——— =sinx — 1
x
Ejercicio 3 I) Verificar que si f es continua y satisface la ecuacion, para todo x > 0
entonces si

T

a) [f(t)dt =2*(1+z) se tiene que f(2) = 16
0

2

b) [f(t)dt = 2*(1 +x) se tiene que f(2) =1+ 3v2/2

2 (14x)

¢) [ ft)dt =z setiene que f(2)= %
0
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a2 6 9,13 34,20
d) F(x)= [ T t4dt entonces verifique que F'(z) = ek e

2 1
onar 5 entonces f(%) =m/2

e) [ f(t)dt = 2* + xsin 2z +

II) Calcular F’(x) si

3 sinz

f\/l—i-t?’dt b) F( fe dt ¢) F(z) = [ cost’dt

0

x3 x3 cosx 2 23 Inx

d)F(z) = [e®'dt e) F(z)= [ mdt f) | V24 costtdt

x x

III) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva
a) y fcos (7t*)dt en el punto x=2. Resp 1 b) y fsm V2 + w2dt en el punto x=0. Resp 0

IV) Indicar la integral que representa el drea de las figuras siguientes

1 ¥ = I"‘
¥ = 2x-x 1
-2 g e
y \
V [ ) /-"'Fm-‘\ \
/£ M
r A y
:.r I _ 4 | - 4
.", ,u". -':. D }
‘11 L - |I-I d: ,
] 2 a 4 / '
| bl d y=8-x

V) Hallar f(x) si

a)f " (x) = 3¢, f(0) = 0, f(0) = —4 b)f(x) = 3e>+1, J(0) =

VI) Hallar la curva que pasa por el punto (472, 1) y cuya paendiente en cada punto
(x,y) con z > 0 es %5 Respuesta f(x)=2siny/z + 1

3 st 0<zx<1

2
VII) Hallar el valor de k que cumple L.[f(x)dx = 2k si f(X):{ 5 si 1<a<?2

Respuesta k=4
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1.8 Meétodos de integracion

El propésito de aqui en adelante, es de buscar mecanismos maés sencillos para el calculo
de integrales y para ello empezaremos con los métodos de integracién

1.8.1 Meétodo de sustitucion

b g(b)
[ @)@ = [ fadu = (Pl)+ CI4 = Fla)+C~(Flata)) + ©) = Fla(b)~Flg(a)
a g(a)

siendo f(g(z))g'(z) integrable en [a, b] y si la integral es indefinida, entonces

/f(g(x))g'(w))dw = /f(U)du = F(u)+C = F(g(x))+C

Observacion. El cambio de variable serd un exito, siempre y cuando la integral / f(u)du

sea mas sencilla de calcular, que la integral / f(g(x))d' (x))dx y si esto no ocurre hacer

otro cambio de variable hasta lograr este objetivo y esto se ilustrard con los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1.41 Siu = 22 entonces du = 2xdx. Ahora si x =1 entonces u =1 y si v = 2
entonces u = 4, luego

2 4

2
/ex2xdx:/e“du:e”‘11:e4—el

1 1

Ejemplo 1.42 Siu = 2* entonces du = 4a3dx. Ahora six =0 entoncesu =0y siz =3
entonces u = 81, luego

3 81
4

/ex 4a’dr = /e“du =3 =¥ — ¢

0 0

Ejemplo 1.43 Siu = sinx entonces du = cosxdx y asi
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/esmxcos rdx = /e“du =e'+ec=e""+¢

Ejemplo 1.44 §iu = ax entonces du = adzr y asi

1 1 axr
/e‘”dazz—/e“du:—e“—l—c:e——l—c a+#0
a a a

5z
5x €
dr = —
/6 X 5 +c

Ejemplo 1.45 Siu = ax entonces du = adx y asi

1 CoS U CoSs ax
/sinamdx:—/sinudu:— +c=— +c¢ a#0
a

a a

Ejemplo 1.46 Si u = ax entonces du = adx y asi

1 sinu sin ax
/cosaxd:c:—/cosudu: +c= +c a#0
a a

a

Ejemplo 1.47

3 in 3
a)/sin?;xd:p = —COS3 Tye b)/cos?wdx: sm3 e

Ejemplo 1.48 Siu = x + a entonces du = dzx y ast

dx du
= [—=lhu+tc=In(r+a)+c
T+ a U

Ejemplo 1.49 St u=2z-3 entonces du=2dz y ast

/ dx 1 d_u_ln(2x—3)+
2w—-3 2] u 2 ¢

Ejemplo 1.50 Si u=x+3 entonces du=dzx y asi

dz du
——= [ —==2Vu+c=2Vr+3+c,
vr+3 u v
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Ejemplo 1.51 57 u = 3z — 1 entonces du = 3dx y ast
1 2 3
/\/Bx—ldx: g/\/ﬂdu: 5(3:13—1)2 +c

Ejemplo 1.52 Si u =2 — y entonces du = —dy y asi

/ 2 iyw?’ B / e 20 - R

dx
1422

earctanac
/1+ 2dx:/eudu:eu+CZearctanx+C
T

Ejemplo 1.53 5S¢ u = arctan x,entonces du =

Ejemplo 1.54 Siu=x*+ 22 + 1 entonces du = (42 + 2x) dz y asi

ult (xt + 22+ 1)

4 2 10 3 _ 10 v
/(m +x +1) (4x +2:E)dx—/ du-ll—l— T

Ejemplo 1.55 Siu = 2 + 1 entonces du = 3z2dx y asi

d Luz! 2 3
/\/1+x3x2dx:/\/ﬂ?u /\/_du— u +c:§(1+$3)g+c

31+

Ejemplo 1.56 Siu = \/x entonces du = 2d7"”5 y ast

eVe

NG

Ejemplo 1.57 Siu = 2>+ 1 entonces du = 3x*dzx y asi

/e“du:26“+20=2e“+20:26‘/§+k

/3$2COS (x3+ 1) dr = /cosudu-sinu—i—c-sin (xs—i-l) +c

+c

31
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Ejemplo 1.58 Siu=1+2z, du=dzx, z =1— u entonces

ust! ust!

1 dr = —1 du = <2— 2>d - _
/v + zxdr = /\/_u U = /u U U %+1 %+1+c
3
uz uz2 2 5 2 3
:?—?—F 5(1+l‘>g—§(1+$)3+6
2 2

Ejemplo 1.59 Siu = x* + 2z + 5 entonces du = (2z + 2)dx y asi

1 +1
( u2dU— u

\/x2—|—2x+ 2 —3+1

Ejemplo 1.60 Si u = arcsinz entonces du = \/% Y ast

=Va2+2x+5+c

(arcsin z)* dz 4 u® (arcsin x)5
-~ = [u'du=—4+c=———""—+c¢
i 5 5
Ejemplo 1.61 St u = % entonces du = —i—’ﬁ y ast
o1 1 2 N2 132
sin = cos —~dz S sin -~
/A = —/sinucosudu = —/zdz = —Z——i—c: —thc: —u+c
x? 2 2 2

Ejemplo 1.62

1 2
/2sina:cosxdx = /sinQQ;dg; — 5/ sin udu — _C02S“+C _ _COS2 e
Ejemplo 1.63 Siu = sinz entonces du = coszdx y asi

8 . 8 .8
/Sin7xcos rdr = /u7du = %+c - (SH;@“) te— SlI;3 x+c

Ejemplo 1.64 Como
sin(z+y)+sin(x—y) = 2sinz cosy

entonces

, sin(z + y) + sin(z — y)
SIn T cosy = 5
luego

4in 5z cos 10z — sin 15z —i-2sin(—5x) _sin 15x2— sin 5z
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por lo tanto

sin 15x — sin bx cos1bxr  cosbdx
in b 10zdx = de = —
/sm x cos 10xdx / 5 X 30 -+ 10 +c

Ejemplo 1.65

/COSQxdx_/(l—i-cost)dx_/d_x+/cos2xda:_1 x+sin2x e
B 2 ) 2 2 2 2

Ejemplo 1.66

1 d 1 '
/0082 3xdr = /< i COZS 6z)dz =3 <:E + Sm66$)—i—c

Ejemplo 1.67

20 20
+2)
N9 70 — 19, _ U :(17
/(JH— ) dx /u dx —20+c o0 +c

Ejemplo 1.68

d 1—-1)d d
/xx:/(m—l— )x:/dm—/ * =z—In(z+1)+c
r+1 r+1 r+1

Ejemplo 1.69 Verificar que

/ dx :/(e e’ + )da::/(e + e )dx:/dx—/ e*dx _ reIn(e 1)t
e +1 e +1 e +1 e +1

Ejemplo 1.70 Verificar que

/ dz / dz / dz ) (x + 6)
= = = arcsin +c
V28 — 122 — 22 V64 — (22 + 122 + 36) /64 — (7 +6)2 8

Ejemplo 1.71 Verificar que
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(z + 3)dx _1 (=22 — 6)dx __1/((—2:L‘—4)—2)dl‘
Vb — 4w — a2 Vb —dx — a? 2 5—dr—a®
1 (=224 1/ (=2z-4

\/5—4m—x2 /\/5 4x—x2 \/5—4x—x2 /\/9— T+ 2)?

2
/ —v/5 — 4 — x?2+4arcsin ($+ )+c
\/9 — :l?—l—2 3

Ejemplo 1.72 Siu =1+ /z entonces du = 2617‘% y asi

/%_2/u2du_%+c_§(l+ﬂ)3+c

Ejemplo 1.73

1 tan u tan 22
/msec2x2dx:§/sec2udu: 5 +c = 5 +e,  u=a?

Ejemplo 1.74 Si u = sin®4x entonces du = 2sin 4x cos 4vdx = 4 sin 8xdx y asi

sin 8xdx 1 [ 4sin8xdx 1 du 1 U 1 sin? 4z
— =5 | =7 5 = T, arctan <—> +c = — arctan +c
9+sin*4zr 4) 9+sin“dr 4) 94+ u 12 3 12 3

Ejemplo 1.75 u = 22+ 5, du = 2zdx, entonces

rdz 1 fdu 1 k1 9

Ejemplo 1.76 Si u = % entonces du = —%

1
exzdx u w 1
/ 5 ——/edu——e +c=—er+c
x
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Ejemplo 1.77 u = 22, du = 2xdx entonces

xdas 1

Ejemplo 1.78 Si u = arcsinx entonces du = \/flf? y ast

—arcsin u+c = 6 arcsin r2+c

W

+c

/ varesin xdx / \/ﬂ T U 2

Vi :?—i—c:g(arcsm.r)

1
Ejemplo 1.79 Siu = arctan(3), du = 11% = 42Jfl§2 entonces
T

+c

/arctan( 2)dx B 1/ u? (z;urctan(g))2

Ipa2 g udu=tes 4

Ejemplo 1.80 Calcular la integral

ejercicio

/(x — y/arctan(2x))dx / vde /\/ arctan 2xdz

1+ 422 1+ 422 1+ 422

Ejemplo 1.81 Verificar que

/ dx _ [ _ 2/ute = 2\/1n(x +V1+22) + ¢, u=In(z+V1+ 22
\/(1+x2)ln(x+\/1+x2) vV

Ejemplo 1.82 Calcular la integral
/ex\/4 — 2e® = /\/4 — 2udu  hacer u=e€", z=4-2u ejercicio

Ejemplo 1.83 Verificar que

e’dx du - -
= = arctanu + c= arctane” +c,u=-¢e
1+e> 1+ u?

Ejemplo 1.84 Verificar que

in ud 3 6
/sin(3m+6)d$ _/sm; u:COS( §+ )—l—c, u=3r+6
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Ejemplo 1.85 Verificar que

1-— 6x)d 1 1
/sin23xdx:/( COQS z)dz = §x—ﬁsin6x +c

Ejemplo 1.86 Verificar que

1 A 1+ 2cos4 24
/00542xd:v—/(00822x)2dx—/ (%) dx—/ + = cos I+COS Ly =

_/ 1+ 2cosdz n 1+ cos&x
N 4 8

3 1 1
) dr = gx—i- gsinllx—i- 6—481n8x+c
Ejemplo 1.87 Verificar que

1
/COS3 zdr = /0082 T cosxdr = / (1 — sin? :13) coszdr = / (1 — uz) du = u—gug +c =

. sin® z
=sinz —

Ejemplo 1.88 Verificar que

/sin3 zdr = /Sin2 rsin xdr = / (1 — cos? :1:) sin xdr = —/ (1 — u2) du =

1
:—cos3x—cosx+c

3
Ejemplo 1.89 Verificar que

11— 21)?2 1 1 4
/Sin4mdx:/(sin2x)2dx:/#dx:Z/(1—2cos2x+w> dx =

1 1
= gx—zsin2x+3—28in4m+c

Ejemplo 1.90 Verificar que

(1 —sinz)dz du
7" = [ = =Inutc=In(ztcosx)+tc
T+ cosx U
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Ejemplo 1.91 Verificar que

/\/lnx—i- o /fdu—%(ln(m—i—\/x?i)) +c, u-(ln(z—f-\/ﬁi)

Ejemplo 1.92 Verificar que

sin x cos xdx 1 du 1 1

. . .9 .9
—_— — — | —— = —arcsin u+c = — arcsin (sm x) +C,u=smm"x
V1—sintz 2/ vVI—-u? 2 2

Ejemplo 1.93 Verificar que

/sin(ln x)dx

= /Sin udu = — cosu+c = —cos(lnx)+c, u=Inz
x

Ejemplo 1.94 llustre con ejemplos las integrales siguientes

1 1 —
/sin ma cos nrdr = 5/ (sin(m + n)z + sin(m — n)z) de = 3 {_ cos(m +n)z _ cos(m ”)I] te

m—+n m—n

in(m —n)r  sin(m + n)m]
- +c
m—n m+n

1 1
/Sin ma sin nzdr = 5/ (cos(m — n)x — cos(m + n)x)dx = 3 {Sm

1 | Tsinlom .
/ cos mz cos nxdr = —/ (cos(m — n)x + cos(m +n)z)dr = = sin(m — n)x n sin(m + n)x e
2 2 m-—-n m-+n

Ejemplo 1.95 Siu = sinx, du = cosxdx entonces

/ e cos xdr = /e“du =e +c=e"" 4 ¢
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Ejemplo 1.96 Siu = tanx, du = sec? zdx entonces
/etm””sec2 rdr = /ezdz =e* +c=e""" 4 ¢

Ejemplo 1.97 Siu = €e*, du = e*dx entonces

/eezezdx:/ezdz =¢® +ec=¢% +oc

21n x eV In2 qu 21n x
/ x . / “ /6 In 2 e ln2+C ln2+c

Ejemplo 1.98 Si u = Inx,du = df entonces

T

/cos(ln x)dx

:/cosudu =sinu+c=sin(lnx) + ¢

Ejemplo 1.99 Si u=+/z,du = 20179%

/Cos(\\//_f)dx

Ejemplo 1.100 Si u=sinx, du=cosxdr entonces

= 2/cosudu: 2sinu + ¢ = 2sin(y/x) + ¢

d d
/M:/ © =In(l+u) +c=In(1+sinz) +c
1+sinz 1+u

\/flf? entonces

Ejemplo 1.101 Siu = arcsinx, du =

= arcsinu + ¢ = arcsin(arcsin z) + ¢

/ dz B / du
V1 —224/1 — arcsin® x V1—wu?

Ejemplo 1.102 Si u=inzx, du = ‘i—x entonces

.u . Inz
= arcsin 5 4+ ¢ = arcsin (7) +c

/xh:/%
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Ejemplo 1.103 Calcular
/ dx
V1i+v1+2x
En efecto, si u = \/1++/1+z, despejando x se tiene que v = (u* — 1)2 — 1, dov =

4u (u* — 1) du entonces

43
:i—4u+c:

dx 4 (u? — 1) du 5
/m—/ " —/4(u—1)du 3
:4( 1+\/1+—x>3_4 =

3

por lo tanto

/mdzﬁ4< 1+31+x) TALE Vb

Ejercicio 4 Verificar que

P 2 1
L. a)/xn_l a+bxndr = E (a+ba")24c b) / W +c
T

(2x + 3)dx /($2 + l)dx 2
2. X =9 + 3)+ b ~ 7 — 3+ 3+
a)/ = x (x )+c b) e 3\/:v T+cC

(2+Inz)der 1 9 cos xdx ,
Lq) [T g 9 b) [ =2y 1
3a)/ " 2(nx—i— ) +c ) N sinz +

1

(r+4)dx 1 5 3 /69d0

) L S ° —In(e+1)=In2

a)/ T 3 2x+4ln z+g)te b) ol n(e+1)—In
0
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ENE]

d 8
5. a)/ e :2\/1+x2+\/1+x2+c b)/cos?x\/4—sin2xdx:§—\/§
\/1+:C2+ (1+a2)° 0

8
sin(vx + 1)d
- = 2(cos2 — cos 3)
/ 2-3 27 / +1
V x / x

W\l\?

7)/ sinh zdz = cosh z+c 8) /cosh xdx = sinhz+c 9) /tanh2 xdr = x—tanh z+c

sinh2x =z
— 5 Tc

4 2

10)/ sinh® zdx =

1.8.2 Meétodo de integracion por partes

Recordemos que la derivada de un producto de funciones viene dada por

(fg9)' = fg + f'g entonces f'g=(fg)' — fd

asi, si integramos a ambos lados de la igualdad se tiene que :

[r@g@iar= [ (Fa)g@) do~ [ 5@ @) = f@gla) - [ g @s s

/f r)dr = /b(f(x)g(x))'dfv - /bf(ﬂf)g’(x)dx = f(2)g(2)e — /f(fﬂ)g’(x)dx

a

/udv =uv — /Udu siendo u = g(z)y dv= f'(x)dx

conocida como férmula de integracién por partes.
Observaciones. Para tener éxito en el manejo de la férmula de integracién por partes,
hay que tener en cuenta que la funcién escogida como dv debe ser fécil de integrar y que

la integral [ vdu debe ser més facil de calcular que la intgral / udv y esto se aprenderd

con los ejemplos que se presentardn a continuacién y para empezar aprendamos a calcular
uy dv con un ejemplo
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Ejemplo 1.104 Calcular la integral / x sin xdx

Para calcular esta integral se tienen tres posibilidades de u y dv asi:

a)u =z,dv =sinzdr b)u = sinx,dv =xdx c¢) u= xsinz,dv = dx.

Observe que en los tres casos udv = z sinzdr y ahora veamos cuales nos permiten
el cdlculo de la integral

En el caso a) u = x,dv = sinzdz entonces du = dr y v = —cosx :/ sinzdz, y la

constante la vamos a tomar acd siempre como 0 y asi
/£Sinxdzx = /udv =uv — /vdu = —TCosxT +/cosxdx = —rcosx +sinz +c¢

. 2 .
En el caso b) Como u = sinx, dv = zdzx entonces du = coswdr,v = 5y asi

x? x?
/xsinxda:: /udvzuv—/vdu: ?sinx—/gcosxdx

y la integral / % cosxdxr es mas complicada de calcular, que la integral / x sin xdx por

lo tanto la escogencia de u y dv no es adecuada y en el caso c) tampoco es adecuada
pues, como u = xsinx,dv = dx entonces du = sinx + rcosr y v=x entonces

/x sin xdx = /udv = uv — /vdu = z%sinx — /x (sinx + xcosx) du

y ésta integral es mds compleja que / x sin xdx, luego como conclusion para calcular las

integrales siguientes

a)/x" sin xdx se hace u = z", dv = sin xdx b) /:z;" cos xdx se hace u = x", dv = cos zdx

c)/x"exdx se hace u = 2", dv = e"dx d)/x” In™ zdx se hace dv = 2"dz,u = In" x

Ejemplo 1.105 Calcular la integral

/x\/l + xdx
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En efecto, las posibilidades son
a)u=z,dv=+V1+azdr b)u=zvV1+z,dv=dr c)u=+vV1+z,dv=uzdr

y la haremos con

2
u:x,dv:\/l—i—xdx,du:dx,v:5(1—|—x)%
entonces
2 2
/x\/1+xdx:§(1+x)g—g/(1+x)gdx:
2 ) s 44/(1+x)°
—?( +Z)3) ——15 +c

por lo tanto
9 44/(1 +z)°
/a:\/1~|—asda:: ?x\/(ljtx)g— 1—5~|—c

Ejemplo 1.106 Verificar que
/ arcsin zdx = xarcsinx + V1 — 22 4+ ¢

En efecto, sea u = arcsinz y dv = dx entonces du = \/fl—f7, v = x, por lo tanto

/ arcsin xdxr = xr arcsinx —

zdx 1 / 2xdx

— —garcsiny — — | —— =
V1—a? 2) V1—2a?

=gzarcsinr + - | ——= =xarcsmmr + — | u U=
2) Vu 2

1
. 1y 2t
= rarcsinz + =

. 1 .
5 "1 +c=wzarcsinz +u2 +¢c=zarcsinz + V1 —22+c¢
2

por lo tanto

/ arcsinxzdr = zarcsinz + V1 — 22+ ¢
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Ejemplo 1.107 Verificar que

1
/arctanazdw = gyarctanx — 3 In (1 + xz) +c

En efecto, sea u = arctanx y dv = dx entonces du = 1?2, v =z, por lo tanto
X

xdx 1 [ 2zdx
arctan zdx = rarctanz — | —— = zarctanzy — = | ——— =
1+ 22 2/ 1+ 22

1 [du 1
=garctanx — - | — =zarctanz — =lnu+c¢c =
2] u 2

1
= rarctanz — 5 In (1 + 1‘2) + ¢ luego
1 2
arctan zdr = x arctanx — 3 In (1 +x ) +c
Ejemplo 1.108 Calcular la integral

/ 2% arcsin xdx

En efecto, las posibilidades
a)u = x*, dv = arcsinz b) u = arcsinz, dv = 2°dx ¢)u = 2 arcsinx, dv = dv d) u = r arcsin x, dv = xd:

y tomaremos ahora otro cambio de variable diferente a los anteriores para eliminar la
inversa, por ejemplo x = sint,dxr = costdt y arcsinx = arcsin(sint) =t entonces

/ 2% arcsin zdr = / tsin? ¢ cos tdt

y para calcular la integral [ tsin®tcostdt de hard v = t,dv = sin®tcostdt, entonces

du=dt, v= /sithcos tdt = /u2dt = “?3 = S“:‘,)j entonces

tsin®t indtdt tsin®t 1 tsin®t 1
/tsin2tc0stdt: i _/sm - e —g/sin%sintdt: o ——/ (1—008275) sintdt =

3 3 3 3 3
tsin®t 1 tsin®t z 23 tsin®t cost cos®
3 +3/< &) de = —g—g—gte=—g—t———g-tte= (figura 1.15)

3
3 : V1—22 V1 — a2
_Z ar;:smx+ 3 L ( 5 ) +c¢, x=sint,cost =v1— x?
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4

.1

i

\'.- 1 _x:

figura 1.15

Ejemplo 1.109 Verificar que

/J;”exdx = z"e" — n/x”lewdm

En efecto, sea u = a™ y dv = e*dx entonces du = nz" 'dx, v = e* por lo tanto
/ z"edr = x"e" —n / 2" te®dx conocida como una férmula de reduccion

a) Aplicando la férmula de reduccién con n=3, se tiene

/3:365”0[95 = p3e” — 3/$26xd:v =23 — 3 (a:zex - 2/l‘€xdl’) =
= 13e® — 3x%e” + G/xegcdx = 23e” — 322" + 6 (xew — /e"’dm) =
= 23e” — 322" 4 6xe” — 6/exdx = 23e® — 322" + 6ze” — 66° + ¢

Ejemplo 1.110 Verificar que
/x” coszdr = x"sinx + na" ' cosx —n(n — 1) /x”2 cos xdx

En efecto, sea u = x" y dv = cosxdx entonces du = nx" ‘dx, v = sinx por lo tanto

/a:” cos zdxr = x" sin x—n/a:”l sin xdx
ahora hagamos u = z" ' dv = sinxdx,du = (n — 1)2" 2dx,v = —cosx y asi

/a:”l sindr = —2" ' cosw+(n — 1) /:c”2 coszdx por lo tanto
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/x” cosxdxr = x" sin m—n/a:”_l sinzdr = x" sinx—n [—x"‘l cosz + (n—1) /x”‘Q cos xdm} =
= 2" sinx+nr" ' cosz—n (n — 1) /:1:”2 cos xdx entonces

/x” coswdr = z" sinx +nax" 'cosx —n(n—1) /x"‘2 cos xdx
Ejemplo 1.111
/1’2 cos xdr = x*sinx + 2w cosx — 2/ cos xdr = x*sinx + 2z cosz — 2sinz + ¢
En forma andloga verifique que la integral
/x” sinzdr = —2" cosx +na" sinz —n(n—1) /:U”2 sin xdx

Ejemplo 1.112 Verifique que

/ln" zdr =zln"z — n/ In" ! zdx

n—1

nln xdx

En efecto, sea w =1n"z y dv = dx entonces du = , v =1x por lo tanto

xT

In" "' zd
/ln"xdx:xln”x—n/w:xln”x—n/lnn_lxdxyasi
x

/ln" zdr = xIn" x — n/ In" ! zdx
Ejemplo 1.113

/lngxdx:asln?’x—?)/lnzxdx:aslngx—?) {xln2fc—2/lna:d4 =

=zln®z —3zIn’z+6 {xlnx—/dm} =zln®zr —3zIn’2x +6xlnz — 62 + ¢

Ejemplo 1.114 Verifique que

xm—&-l n
/xm In" zdx = In"z — —/a:m In" ! xdx
m+1 m+1

n—1 m-+1
En efecto, sea uw=1In"z ydv = z"dx entonces du = M2z 4 — 2 por lo tanto
T m—+1
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:L.m+1 n 1
/:cm In" zdx = In"z — —/xm In""" xdz

m—+1 m—+1

Ejemplo 1.115 Verifique que

e’sinx + e” cosx
/ex cosxdxr = 5 + k

En efecto, sea u = €* y dv = coszdr entonces du = e"dx, v = sinzx (y luego u = €* y
dv=sinzdz), por lo tanto

/em cosxdr = e’sinx — /ex sinxdr = e*sin x — {—ex cos T + /e‘r oS mdm] =

=e"sinx 4 e“ cosx — /e”” cos zdx luego
/e’“" cosxdr = e*sinx 4 e” cosx — /em cos xdx por tanto

/em cos xdx + /ex cos xdx = 2/67” coszdr = e”sinx + e” cosx + ¢ entonces

efsinx + e*cosx
/em cosxdx = 5 +k

Andlogamente verifique que

- e*bsin bx + ae cos bx
e’ cos brdx =
a? +b?

axr 1 ax
- e*asin bxr — be™ cos bx
e sinbrdr = BT
a*+0b

Ejemplo 1.116 Verifique que

:o.n—1
. COS I sin T n—1 Lo
/sm" xdr = — + ( )/Sln” 2 xdx

n n

1 2

En efecto, sea u = sin"~
v = —cosx, por lo tanto

x y dv = sinzdxr entonces du = (n — 1)sin"~*x cos zdz,

/ sin” xdr = — cos x sin™ ! a:—i—(n—l)/ sin""? z cos® wdx =
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= —cosxsin™ ! :U—i—(n—l)/ sin"?z (1 —sin®z) do =
= —coszsin” tx 4 (n— 1)/ sin" 2 wdr — (n — 1)/ sin” xdx entonces

/ sin”" xdx = —cosxsin"™ ! x4 (n — 1)/ sin” % xdx — (n — 1)/ sin” zdx
ast que

/sin” xdr + (n — 1)/ sin” xdx = n/ sin” xdx = —cosxsin” ' x 4+ (n — 1)/ sin"? wdx

por lo tanto

coon—1
. COS I sin T n—1 o
/sm” rdr = — + ( )/smn 2 vdx

n n

Ejemplo 1.117

. 3 coszsin’z 2 [ . coszsin’z 2
sin :vdx:—T—{—g smxd:p:—T—gcosx—{—c

En forma andloga verifique que

1

_ sinx cos" "t x n—1 _
/Cos” xdxr = /cos” Yy coswde = + ( )/cos" 2 xdx

n n

Ejemplo 1.118 Verifique que

tan™ 1z
/tan” zdr = V1 /tam”_2 xdx
n —

En efecto,

/tan” xdr = /tam”_2 xtan® zdr = /tan”_2 T (Se02 T — 1) de =

= /tan”2 xsec? zdr — /tan”2 zdxr = /u"2du — /tan”2 zdx =

n—2+1 n—1

U 9 tan x 9

=——  — [ tan" “xde = ——— — [ tan™ “zdx luego
n—2+1 / n—1 / g

tan" 1 x
/tan" rxdr = ——— — /tauq”_2 xdr n#1

n—1
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tanx
/tan2 xdr = T /tan2_2 zdr =tanz — x + ¢

En forma andloga verificar que

tn—l
/cot” xdx = /cot”_2 x cot? xdx = —% — /Cot”_2 xdr n#1

n —

Ejemplo 1.119 Verificar que

sec" 2xtanzy o — 2
/sec” xdr = + /sec"2 xdr n#1

n—1 n—1

En efecto sea u = sec" 2z y dv = sec® xdx entonces du = (n — 2)sec" 3

v = tanx por lo tanto

x sec x tan zdx,

/ sec" xdx = / sec" 2z sec? zdr = sec"? rtan x—(n—Z)/ sec" % zsecx tan x tan zdr =

= sec” % r tan x—(n—2)/ sec" 2z tan® xdr = sec” * x tan x—(n—2)/ sec"? x (sec® —1) do =
= sec” % x tan x—(n—2)/ sec” :cdx—i—(n—Z)/ sec" ?xdx entonces
/Sec” rdr = sec” % x tan x—(n—2)/ sec” xdﬂH—(n—Z)/ sec" 2xdx y asi

/sec” xdm+(n—2)/ sec”" xdr = (”_1)/ sec”" xdr = sec” % z tan x+(n—2)/ sec" 2 xdx

por lo tanto

n—2 t -9
/sec" pdp = X5 0T 1 /sec”_2 xdr n#1
n—1 n—1

Ejemplo 1.120
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3 secxtanz 1 secrtanz 1 secx + tanx
secrdy = ———— + = | secxdy = ——— + — — | secxzdr =
2 2 2 2 secx + tanx

secxtanx 1/ sec? r + tan x secx secx tanx 1 [du
2 2 secx + tanx 2 2 U
secrtanxy 1 secxtanxy 1
= —|—§1nu+c: T—i— §ln(secx+tanx) + ¢ por lo tanto

3 secxtanz 1
sec® xdr = — + §ln(secx+tanx) +c

En forma andloga verificar que

"2 1 cot —2
/CSC” pdy = — 25 TORT + n /csc”2 xdr n#1
n—1 n—1

Ejemplo 1.121 Verificar que

n

: —1 m+1
. sin™™ " x cos T n—1 L
sin” x cos™ xdx = — + sin" 2z cos™? 1
m+1 m—+1

En efecto, sea

v = sin"'zcos™zr y dv=sinazdr ,v=—cosz,

du = ((n—1)sin"?xcosxcos™x —mcos™ ' wsinzsin ' x)dx, por lo tanto
/ sin” x cos™ xdr = / sin" ! xsin z cos™ xdr =
= —sin" " 2 cos™ x cos x—/(((n — 1) sin"?z cos™ ™ & — mcos™ ! wsin” x) (— cos x))dx =
= —sin" 'z cos™ ! x+(n—1)/ sin"~? x cos™ a:dx—m/ cos™ xsin" xdxr por tanto

/ sin” x cos™ xdx = —sin™ "' x cos™ ! x+(n—1)/ sin"~? z cos™ 2 a:da:—m/ cos™ xsin" xdx

Y asi

/ sin” z cos™ xd:z:+m/ cos™ xsin" zdr = — sin™ !z cos™ ! x—i—(n—l)/ sin® 2 z cos™ 2 zdx
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por tanto
(m+1)/ cos™ x sin” xdx = —sin™ "' x cos™ ! :L'—I—(n—l)/ sin”" 2 x cos" " wdw
Y ast
/ cos™ xsin™ xdx = — sin'”wcos™ + o= ! / sin"? x cos™ 2 wdw
m+1 m+1

Ejemplo 1.122 Verificar que

sin” x sin" 'z n—1 sin" 2 x i
dr = — = >— | dx
cos™ x (m—1)cos™ 'tz m-—1 cos™ 2 x

—1

sin™

S ydv=sinzdr,v = —cosz, y

En efecto, sea u =

du— (cos™x)(n — 1)sin" 2z cosz — sin” 'z (mcos™ ! z)(— sinx) dp —

cos2m g,

(n —1)cos™ L wsin" 22 + msin"x cos™ !tz

= 5 dz
cos“™ x
por lo tanto
sin" x sin" !z cosx (n —1)cos™ L zsin" 22 +msin"z cos™ la
——dr=—————— 5 (—cosx)dr =
cos™x cos™x cos“™ x

sin” xcosx+/ <(n — 1) cos™ 2 zsin" 2 x + msin" x cosmx) p
_— €T =

cos™ T cos2m g
sin® !z sin” sin” x
=—————+(n-1) 5 T getm entonces
costx cosm e x COSm

sin” x sin” x sin”™ x sin" 'z sin" 2z
——m | —— | dx = (1—m) ——dx ——1+(n—1) —2da:
cos™ x cos™x cos™x cos™tx cosm < x

entonces . )
sin” x sin" n—1 [sin" “x
——dx = — — 5 dx
cos™ x (m—1)cosm 1tz m—1J cosm 2z

En forma andloga verificar que

cos™t x cos™x m [cos™ tx
= = — [ — g —du
sin"" nsin"r n ) sin" T x
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Ejemplo 1.123 Verificar que

2 _ . 2\n 2 2
/(m2—a2)"dx:x(:§+2c;> _1Za2n/(x2_a2)n—1dx

En efecto sea u = (2% — a®)" dv = dx, du = 2n(2? — o*)"Laxdr,v = v luego
/($2—a2)”d:v = x(xZ—a2)”—2n/(:v2—a2)”_1xxd:x =
= 2(2® —a®)" — 2n/(a:2 —a®)" '2?dr = x(2* —a®)" — 2n/(x2 —a®)" Y (2* —a®+a®)dx =
= x(x2—a2)"—2n/(x2—a2)"—2na2/(m2—a2)"ldx por tanto
/(m2—a2)”dx = x(wQ—a2)”—2n/(m2—a2)”—2na2/(x2—a2)"1dm asi que

/(332 — a®)"dx + 2n/(x2 —a®)"dy = z(2* — a®)" — 2na2/(a:2 —a®)" dx

por tanto

(1+ 2n) / (22 — a®)"dx = 2(z? — a®)" — 2na? / (22 — a?)"Ld

entonces

2 _ ,2\n 2 2
/(xz—aQ)”dx: $<5§+2(;) . 1ﬁzn/(x2_a2)n—1dx

Ejemplo 1.124 Verificar que

/ (a2 ixa%n ~ 2a2(1 - n)(1x2 —azyt T % ((2 = ZZ)) / (a? _d;)n_l

En efecto,

/ dx __1/ —a’dx __1/(—m2—|—$2—a2)dx_
(I2 _ a2)n _ a2 (x2 _ a2>n - a2 (I2 _ a2)n o

_ i/ x2dx _i/ dx
- a2 ($2 _ a2)n a2 (x2 _ a2)n71

ahora verifiguemos que :

22dx 1 1 dx
[ - e ] e
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xdx 1

(22 — a?)™’ u T, v 2(1 — n) (2% — a®)» 1

hagamos u = x, dv =

por tanto

[ = s o e

entonces volviendo a la integral inicial tenemos
/ dx 1 / r?dw 1 / dx B
(:1:'2 _ a2)n T a2 (:c2 _ a2)n a2 (xQ _ a2>n71 -

B T B 1 / dz B l dx
B 2a2(1 — n)(z?2 —a?)" 1 2a*(1 —n) /) (22 —a?>)"1 a?) (22 —a?)"!
_ z S SRS / _dr
N 2a%(1 —n)(2?2 —a?)" 1 a?2 \2(1 —n) (22 — a?)n1 N
B T _ i 3—2n / dx
-~ 2a2(1—n)(22 —a?)"t a2 \2-2n (22 — a?)n—t

por tanto

/ (a2 i?)n T 202(1 - n)égﬁ — a2yt % ((g - 32)) / (a2 —daxz)n—l

En forma andloga verificar que

) ) z(a® — 2?)" 2na? / 9 o1
— "dx = — "d
/(a v)'de 14 2n +1+2n (a" - 2’) v

Ejemplo 1.125 Calcular la integral
/ arctan/zdx, hacer © = 2% y por partes, ejercicio

Ejemplo 1.126 Calcular la integral

/arc sinv/zdz, hacer x = 2* y por partes,ejercicio

Ejemplo 1.127 Calcular la integral
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/ eV®dr  hacer r = 22 y por partes,ejercicio

Ejercicio 5 1) Verificar que

1
1. /ln (mQ + 2) dr = 2v/2 arctan 5\/5:10—237—1% In (x2 + 2) +c
2. /m\/a:—l— ldx = 5(1:—2)(%4—1)%

+c

2x2 — 1 i V1— 22
3. /xarcsinxdx: (22 iar081nx+x 1 a

W

1 1 1,
. x arctan xdxr = 5 arctan x—§x+§x arctan x+c

sin# —1

5 / " grotan od " arctanz 1 /x”“dm
.| " arctan xdx =

n+1  n+1) 22+1

[\[eV)

n71(2a:p712)

2 1
6. /x"\/Qaa: — 2%dx = _r n / Woax — x2dx

n+2 n+2

2 3
7./£”\/ 2ax + bdr = —— | 2" (2ax + b)2 — /:E”_lx/ ax + bdx
a(2n + 3)

2" arcsin x 1 2" dy

n+tl  n+l) JT—a2

inh" ! h —1
9./ sinh” zdx = i LTCOSAT T /Sinh”_2 xzdx si n>0
n n

8./x” arcsin xdr = sin# —1

dx

10. | —— = —
cosh" 2 x

sinh™ xdx sinh™ m —1 / sinh™ %z
cosh" = (n—1)cosh™™' n—1
IT) Hallar una formula de reduccién para calcula la integral
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in" xd d d d
1>/Sm vda 2)/—95, 3>/arcsmnxdx 4>/ rda 5>/C°S“
CcosS T cos™xrsinx cos™ x xn

III) Calcular las integrales

1 2 d . d
6)/ arctan /zdzr 7 /a: (arctanx)®dz 8) / - oo 9)/arcsma: *

2 2

1.8.3 Extension de la férmula de integracion por partes.

Recordemos que

[ s@)gw)is = fa)ge) - [ flapg(o)ds y s notamos por D! = / y g=D'F
entonces

D7 (f ( JF(2)) = f(x)D 'F(x) - D~ I(Df(x 9«“)) =

= f(@)D7'F(x) — (Df(x)D~ fv) D~ (D*f()
= f(x)D™'F(x) = Df(x)D*F(x) + D™ (D*f(2) D F («
= f(z)D'F(x) — (g;)D”F(x)JrD?f(x)D F(z) — D™ * (D3f(:c)D*3F(:U)):
D7'F(z)—Df(z)D*F(z)+D?f(z)D*F(z)— (D? f(x)D~*F () — D' (D*f(z)D*F(2))) =
D7'F(z)—Df(z)D*F(z)+D*f(z)D*F(2)—D? f(x) D" *F (z)+D~' (D*f(z)D*F(z)) =

*

n

Y (1D f(2) D~V E(z) — (=1)"DH (D" f(2) D~V F ()

k=0

Foérmula que se demuestra por induccién matemadtica y si quiere profundizar mds, mirar
Mathematical Associatién of America, James W Brown y se aplica para calcular algunas

integrales facilmente,como por ejemplo, / P(z)e*dz, / P(x)sinaxdz, | P(x)ecosxdx,

donde P(x) es un polinomio.
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Ejemplo 1.128 Coalcular la integral
/ 33 dx

/x?’e?’mdx — D1 (x?’e?’x) _

En efecto,

= f(z)D7'F(2)—Df(z)D*F()+D*f(z)D"*F(2)—D® f(x) D~ *F (z)+D~" (D*f(z) D™*F(z)) =

B x3€3x 3$263w N 637633& 66390 N K
3 9 27 81

Ejemplo 1.129

/ (5% 42 o 1) oy = AP T o TN (324204 Db (60 +2)e¥ G
3 9 27 81

Ejemplo 1.130 La integral
/x4 sinzdr = o' (— cosz) — 42® (—sinx) + 122 cosz — 24w sinz + 24 (—cosw) + K =

= —gtcosx + 423 sinz + 1222 cosz — 24xsinz — 24 cosz + K

Ejemplo 1.131
/(:L‘4 + 2% + 3) sinzdr =

= (2*+2°+3) (— cosz)— (42 +22) (— sin )+ (122° + 2) cos z—24w sin 2+24 (— cosz)+ K =

4

= 112%cosx — 25cosx — xt cosx + 4z’ sinx — 22z sinz + K

/ arctan zdx

En efecto, f(x)=arctanx y F(x)=1, entonces

Ejemplo 1.132 Calcular la integral

1.xdx

/arctanxdx =D (f ()F(x)) = f(z)D'F(z)—D" (Df(x)D"'F(x)) = (arctan z) x—/m -

1.xdx
1+ 22

1
= grarctanx — 5111 (1+a:2) + k

= (arctanx) x — /
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/ e’ sin xdx

En efecto, f(x)=sinxy F(x)=¢" entonces

Ejemplo 1.133 Calcular la integral

/ez sinzdr = f(x)D'F(z) — Df(x)D?F(z) + D" (D*f(z)D*F(z)) =

= sinze® — coswe® + / — sinze®dr = sin xe” — cos re” — /sin re'dx

entonces

. . . ) sin xe® — cos re*
/ez sin zdx + /ex sin zdx = sin xe” — cos xe® luego /ex sin zdxr = 5 + K

1.8.4 Sustituciones trigonométricas

P (x)
Qm(z)

Funcion Racional en la variable x, es una expresién de la forma donde Q,, y P, son

polinomios en x

Ejemplo 1.134

et 4+ 2% + 2245 z* 4+ 52 + 2 +5 5
f@)=5—F——7—7 @)= 5——F =57 ho)=F5—7F—

x> —x°+x°—6 2% — a3 —Tx? —45 >4+ 2%—6
son funciones racionales en la variable x.
Ejemplo 1.135 Funciones Racionales en las variables x y /a — bz?

R(z,Va — bz?)

son por ejemplo

x? 5 5

a x:—,b T) = 2 ,Ch.l’: 2
) /(@) NZe=r ) 9(@) (V3—22)" +V3—a2+5 J (VO—22)" +V9—22+5

Para calcular integrales de la forma /R(x, Va—bx?)dx cona,b>0

se puede hacer la sustitucion v/bx = \J/asint o bz = \Jacost, es decir,

T = —\/Ej%nt figura 1.16 o x = —\/a\;g“
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¥

Ja b X

t
Ja-bx*=
figura 1.16

Ejemplo 1.136 Verificar que

dx
V1—a22

En efecto, sea z = % =sint, figura 1.17, do = costdt y V1 — a2 = /1 —sin’t =
Vcos?t = |cost| entonces

= arcsinzx + ¢

cos tdt

/\/l—x2 cost

/ dt = t+c = arcsin z+c, ( ya que como z = sint entonces t = arcsinz)

bl

1 x
t
STx=

figura 1.17

Ejemplo 1.137 Verificar que

\/gx V2 —3x2> np

x 1 )
/m:3\/§ (arcsm( 7 7

2
\/§ sint \/_ \/§ sint
En efecto, si x = , figura 1.18, dx = ——=costdt y vV2—-322=,|2—-3 =
V3 V3 V3

= V2 —2sin’t = /2 (1 —sin®¢t) = V2 cos? — V/2|cost| entonces
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2
\fsin f

/ r?dx /( 2\/§ t) %COStdt 2 / 2 2 /(1_0082t)dt
—_— — S1n — —_—
V2 — 322 V2 cost 3v3 3V3 2

1 sin 2t 1 1 V3z V32 V2 — 322

= —(t— +¢c = ——=(t—sintcost)+c = ——= | arcsin — +c

3\/3( 2 ) 3\/§< ) 3v/3 ( ( \/§> V2 V2 )

por lo tanto

/ x2dx 1 arcsin NEY: _\/gx\/2—3m2 Lo
V2=322 33 V2 V2 ooV2

Yy

V2 T 4

t

S 2-3x%2

figura 1.18
Ejemplo 1.138 Verificar que

/9:20[96 —1n( 1 N x )—x—l—c
1—a22 V1i—22 /1 -—22

1sint

En efecto, v = ¥ 22 = sint figura 1.19, dz = costdt y 1 - 22 =1 —sin®t = cos’t
entonces

r?dx sin? t cos tdt sin? tdt (1 — cos?t)dt
— = = = [ sectdt — [ costdt =
1— 22 cos?t cost cost

x
_|_
V=22 J1—22

/xzd:c —1n< 1 N x )—x+c
1 —a? V1i—22 J1-—22

y

= In(sect+tant)—sint+c = In ( )—a:+c por tanto

1

t
1-%2

figura 1.19
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Ejemplo 1.139 Calcular

/ VA — 22da

En efecto, x = 2sint, figura 1.20, dx = 2costdt, V4 — 22 = /4 — (2si1115)2 =4/4 (1 — sin? t) = 2cost

1 2t)dt
entonces /\/4 — 22dy = /2 cost.2costdt = 4/ cos? tdt = 4/# =

= 2/dt+2/(:082tdt: 2t +sin2t +c =2t +2sintcost + ¢ =

Va4 — 2
:2arcsing+¥+c

por lo tanto

N
/\/4—x2dx:2arcsing+u+c

2
Y
- X
t
JAXE
figura 1.20

Ejemplo 1.140 Calcular

/\/—a:2+6:v—5dx

En efecto,/v—x2+6x—5dx:/\/—(aﬂ—6x+5)dx:/\/—(x2—6x)—5d:c:

:/\/—(x2—6x+9—9)—5dx:/\/—(x—3)2+9—5dx:/\/4—(x—S)de:

V4 — u? -3 —3) 4 —(x—3)?
:/\/4—u2d:13:2arcsing+%+c:2arcsin$2 +(:1: ) 5 ( >+c, luego

- —3)V/4— (z - 3)2
/\/—m2+6x—5d:c—2arcsin(x23)+.(x ) (z ) +c
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2 x-3
t
V4-(x-3)*
figura 1.21

Ejemplo 1.141 Verificar que

/ r?dx _ Jarcsin(z —1) Worpe i (x — 1)V2x — 22
V2 — a2 2 2

En efecto, organizamos el cuadrado perfecto y hacemos x — 1 = sint, figura 1.22,
dx = costdt y asi

+c

/\/%:/\/%:/\/—(ﬁf?;qtl—l):/\/%:

B /(1 +sint)? costdt
B cost B

1— cos 2t 3 2t 3t in 2t
:/(1+2sint+%> dt:/(§+251nt—coz )dt:3—2cost—sni te—

_3t 5 y QSintcost_l_ _3t 5 , sintcost+ B
=3 cos 1 c= 5 cos 5 c=

3 i —1 — 1)v2x — 2?
_ arcsmz(x )_2 ol (x )\2/ r—x
por lo tanto

/ r?dx _ Jarcsin(z —1) Worpe i (x — 1)V2x — 22
V2zr — x? 2 9

Y

/ (1+sint)?dt = / (1+2sint+sin’ t)dt =

+c

+c

1 »-1

t
A 1-(x-1)=
figura 1.22
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Ejemplo 1.142 Verificar que

xdx 1 1 (V3 (x—1)
=—V1+6z—322+ —arcsin| ———2 | +¢
/\/1+6m—3x2 3 V3 2

/ xdx / xdx / xdx
En efecto, = =
V14 6z — 322 V/1— (322 — 62) V1 —3(2? — 22)

por tanto

:/\/1—3(x2xiizm+1—1) :/\/4—20([+1)2

2sint + /3 2 cos tdt
V3(x—1 = 2sint, figura 1.23, luego t = ——————— ,doe = ————,\/4 — 3(x — 1)?> = 2cost
(a=1) fi g e VA3

por tanto

cost

/ xdx _/ xdx _i/ (2sint+1> g —
V1 + 6z — 312 VAi=3(x—12 V3 V3 2cost

1 2sint 1 2 t 1 1 (V3 —-1)
= — —— + - | dt = —- cost+—=+c = —=-V 1+ 62 — 3x2+—=arcsin [ —— | +c
A S 5 i (572

3 V3 2
ast que
xdx 1 1 (V3 —1)
=——-V1+6x—322+ —arcsin | ——= | +¢
/\/1 + 62 — 322 3 V3 2
y

2 /3 (x-1)

t

/A1)

figura 1.23

Ejemplo 1.143 Calcular

/ dx
V4 + 3z — 922
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dx dz dz
En efecto, = = - =
V4 +3xr —9x V4 — (922 — 32) V4 =9 - %)
-/ -/ e
\/4 9(x _z i_i \/17_9 3 1_7_(1._1)2
1

36

1
u 1
arcsm + ¢ = — arcsin 51 + ¢ por tanto
i e (f) 3 ( ) ’
36

1 T —
arcsin [ ———~ | + ¢
/\/4+3x—9x2 3 (@)

Para calcular integrales de la forma / R(z,va + bx?)dx con a,b > 0, se puede hacer
la sustitucion vbz = /atant o vbx = \/acott, es decir,

Vatant Vacott

S
=l

=

x:T figura 1.24 o z = 7
Y
a+bx JEX
t
Ja
figura 1.24

Ejemplo 1.144 Verificar que

dx 1
ﬁ:—arctan< )+c
T4+ a a a

En efect, six = atant, figura 1.25, dx = asec®t, °+a® = (atant)*+a® = a®(tan®*t+1) =
a®sec?t, entonces

/ dx / asec? tdt /asec2 tdt 1/dt t N 1 . (a:) N
_ — S =—+c=—arctan [~ ) +¢
2?2 + a? a?(tan®t + 1) a? sec? a a a a

dx 1
por lo tanto ——— = —arctan < ) +c
2 +a® a a
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[T

a

figura 1.25
Ejemplo 1.145 Verificar que
/ dx . Var4d
x2/22 + 4 4z
En efecto, siz = 2tant, figura 1.26, dx = 2sec®t, V/x2 + 4 = Vv (2tant)2 + 4 = /4(tan’t + 1) =
Vidsec? t = 2sec t, entonces

dx _/ 2 sec? tdt B 1/ sect gt — 1/ a 1/COStdt
22V +4 ) (4tan®t)(2sect) 4) tan®t 4 ) costsin®t 4 [ gin?t

cos? t

+c

l/du 1/‘%[ L . v, tant
— — _ = = U u = ——— C = — C=——- C or tanto
4] w2 4 4 4sint 4 P
dx 244
= — +C
2/ x2 +4 4z
Yy
JArxE X
t
2
figura 1.26

Ejemplo 1.146 Verificar que

V42 +9 3 x

3 3 3 ?
En efecto, sea x = étant, figura 1.27, dx = is.ec2 t, Vdx?+9 = \/4 (5 tant) +9=

=4/9(tan?t + 1) = V9sec?t = 3sect entonces
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dx 3 sec? tdt 1 [sectdt 1 [ 1 1
= y =— | —— =—- | —dt == [ csctdt =
x\/4x? +9 (5tant)(3sect) 3/ tant 4] sint 3

B l/csct(csct—cott) . 1/(csc2t—csctcott) . 1 fdu Inu

3 (csct — cot t) "3 (csct — cot t) “3) w :T—i—c:
1 t —cott 1 Var2 +9 -3
= n (csc €0 )—i—c:—ln VeI oS + ¢ por lo tanto
3 3 2x
/ dx 11 Vdr?2 4+9-3 n
———=-In| ———— c
V42 +9 3 2
y
Jo+ax2 ox
t
3
figura 1.27

Ejemplo 1.147 Verificar que

/ xdx 1 tanz? +
= —arctanz” + ¢
I+t 2

En efecto, sea, 22 = tant, 2zdx = sec’ tdt,1 + 2* = 1 4+ tan?t = sec’t por lo tanto

/ xdx 1/ 2xdx 1/secztdt 1/dt 1t+ 1( tana?) + ;
S == == = —t+c= — (arctanx ¢ entonces
1424 2) 1424 2 sec2 t 2 2 2

/ vdr 1 (a cta 2) < 4+
= — (arctanx &
14+24 2

Ejemplo 1.148 Calcular la integral

/ xdx
(7 + 4o + 22)2
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En efecto, organizamos el cuadrado perfecto y hacemos el cambio de variable © + 2 =
V3tant figura 1.28, entonces

/( xdx : :/(3+(a:dx 3 _ 3 \/_tant—Q ) sec tdt:%/<\/§tant—2)dt —

7+ 4x + x?) z+2)%)? (3 + 3 tan? t) sect
1 3 2 2 2
= —/(\/gsint—Qcost)dt = —£ cost——sint+k = —£ V3 vt
3 3 3 3 VT +4dx + 22 3\/7+4x+x2
; / xdx \/§ V3 2 x+2 Lk
uego =
g (7+4x+x2)% 3 Vitdrt+a® 3VT+dw+a?
y
/3FF2)
X+2
t
J3
figura 1.28

Para calcular integrales de la forma

/R(m, bx? —a)dx con a,b>0

se puede hacer la sustitucion vbz = \/asect o vbxr = \/acsct, es decir,

Vasect figura 1.29 0 = = Vacsct
Vb Vb

Tr =

/o X Jbx*-a

figura 1.29
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Ejemplo 1.149 Verificar que
Va?—9
/:1:— = \/x2—9—3arcsecg+c
x

En efecto, sea

x = 3sect, figura 1.30, dx = (3secttant)dt,vVa? —9 = v9sec?t —9 = 3tant
Vit — t
entonces/ 2?—9 /(3 tant)(3sect tant)dt _ 3/ ton? fdf —
x

3sect

= 3/(sec2t— 1)dt = 3tant — 3t + ¢ = Va2 —9—3&rcsec§+c por lo tanto

VT =9
/x—:\/x2—9—3arcsecg—|—c
T

y
X
V%29
t
3

figura 1.30

Ejemplo 1.150 Calcular
/ r3dw
vz -1
En efecto, hacemos la sustitucion x = sect, figura 1.31, dx = sect tantdt, /x> — 1 = tant,
entonces

3d 3¢ ttant)dt
/ rar /(Sec )(secttan?) = /sec4 tdt = /se027fse(:2 tdt =
/v2 — 1 tant

ant

t
= /(sec2 t)(1 4 tan®t)dt = /(sec2 t)dt+/(se(:2ttan2 t)dt = tant + +c=
3
Vit =1
:\/x2—1+¥+c por lo tanto
/ 3dx 5 (Va2 — 1)3
=V o1+ e
Vo1 3
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{
X
Jx2-1
t
1

figura 1.31

Ejemplo 1.151 Calcular la integral
dx
w3yv/a? — 4
En efecto, x = 2sect, figura 1.82, dv = 2secttantdt, Vx> —4 = 2tant, ¥y asi

/ d _/ 2 sec t tan tdt _1/ dt l/cos?tdt—
w322 —4 ) (8sec3t)(2tant) 8 :

sec?t 8
1 (1+ 2t)dt t +Sin2t+ t +costsint+
16 16 32 16 16
_arcsec (%) 2 —4
T 16 e '€
por lo tanto
dx arcsec (%) 2 —4
= - +c
2322 — 4 16 82
Yy
% Vx4
t
2
figura 1.32

Ejemplo 1.152 Calcular la integral

/(a: —1)Va? — 2z — 8dx = /(:c —1)\/(z —1)2 — 9dz

67
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En efecto, v — 1 = 3sect, figura 1.33, dx = 3secttantdt,/(xr —1)2 —9 =
=/ (3sect)? —9 =3Vsec’t — 1 = 3tant entonces

/(w—l)\/ccz — 20 — 8dxr = /(x—l)\/ (x —1)2 — 9dx = 27/ secttantsecttantdt = 27/ sec’ t tan® tdt

27u3 1 3
:27/u2du: 3u +c:9tan3t~|—c:§< (x—1)2—9> + ¢, por lo tanto

/@_Umdfﬂ:%( 1P 0) +e

y
X J-17-9
t
3

figura 1.33

Ejemplo 1.153 Calcular la integral

5
V2 —9dx
22
3

En efecto, si hacemos el cambio de variable x = 3sect, figura 1.34, dx = 3secttantdt, /x> — 9 =
3tant, tenemos que

5
/\/x2 —9dz /3tant3 secttantdt /tan2 tdt /(secQt — 1)dt
- — — =

T 9sec?t sect — sect

3

29 20
—/(sect—cost)dt—ln(sect+tant)—sint—l—c—ln (E—i— ’ )— z

3 3
= 5+4 1 lo tant
=In{z+g)—¢ porio tanto

5
/\/:132—9dx 5 4 4
2 3 3 5
3
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X —

Jx%9
f
3
figura 1.34

Ejercicio 6 Verificar que

1

7
1

1 i d
x
/ 1—x2 )/1+ 22 2" 2 /x\/xQ—l__EW
0 v
(x+2)dx .(x—2> / dx
4) [ ——%— =4darcsin | —— |—Vdr — 224+c 5 —=In(z+Vrx(r+4)+2)+c
Y= > ) ) | = VT D )

1 — 2x — 12 1
o) [Vozr e = (i e e = CEDVE I g (1)

1.8.5 Integrales por fracciones parciales

Dados dos polinomios con coeficientes reales con grado de P, (z) menor que el grado del

polinomio Q,,(z), es posible demostrar que Q”(( )) se puede exprezar como

P(z)
=F F. Fs(x)... + F,
O () 1(2) + Fa(x) + F3(x)... + F,(2)
donde cada F, () tiene una de las formas siguientes @ AJ:;)),L 0 (awﬁi;iq)m y a la
representacion
B0 R+ B+ Bt Ra)
= Fi(z x x)... n(x
Om(7) 1 2 3

se llama descomposicion en fraciones parciales y para el cdlculo de las integrales por
fracciones parciales, se estudiard caso por caso asi :
I) Cuando el grado del polinomio P, (z) es menor que el grado del polinomio Q,,(z)

a) Cuando Q,,(x) tiene ceros reales todos diferentes, es decir

Qm(x) = (12 + by) (agx + be)+....+(amx+by) con a; # a; para todo i,j, es decir,
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70
P,(z) P,(x) A n Ay n An
Qm(z) (17 +by) (@ + ba) + .. + (@ + b)) a1z +by  asr+by 4z + by,
P,(x)dx Ay A, A,,
tant = it ——————— ) dx =
poer ano/ Qm () /(a1x+b1 +azx+bz - +amx+bm) !
/ Aidz / Asdzx / A, dx
= + ot [
a1T + by as® + by A + by,

Ejemplo 1.154 Calcular la integral
/ dr / dx
2—1 ) (x—1)(z+1)

En efect 1 1 A N B l
n efecto = = ueqo
‘22—-1  (z—1(z+1) =xz—-1 z+1 g
1 A B
= + 1 y las constantes A y B se calculan asi :
x

G DErD ro1
B(x —1)(x+1) Az +1)+B(z—1)

A(a:—l)($+1)+ _
rz+1

despejando 1 setiene que 1 = ]
:L‘ —
por lo tanto 1= A(x + 1)+ B(x — 1)

y formamos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas, dindole a x cualquier valor, asi
por ejemplo

six=1, 1=A1+1)+B(1-1)=2Aysiz =—-1, 1=A(-1+1)+B(-1-1) = —2B
y solucionando este sistema se tiene que A = %, B = —% Y asi

L A + B % + % lo tant
= = or lo tanto
r—1 xz+1 z—1 —i—lp

/ dx / dx / : -1 1/ dx 1/ dx
— = = + dr = = — = =
x (x —1)(z+1) r—1 x+1 2) x—1 2) x+1

2]
1 1 .
:—ln(x—l)—§ln(x+1)+c asi que

(x—=1)(z+1)

2 —1

d 1 1
/ i §ln(x—1)—§ln(x+1)+c
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Ejemplo 1.155 Calcular la integral

/ xdx
2 —4

En efecto,las fracciones parciales son = + entonces
+2

r = A(f_—;l) + 3(51—24) =A(x+2)+ Bz —2)

y formemos el sistema, para x = 2, 2 = A(2+2)+ B(2—2) = 4A entonces A =
r=-2,-2=A(-2+2)+ B(-2—2) = —4B entonces B = § y asi

/%:/(:ﬁ—;ﬁer :/(2(x1—2)+2(x1+2))dx:

dx dx 1 1
:/m—l—/mzﬁln(x—2)+§ln(x+2)+c

Yy para

N[ —=

por lo tanto

zdx 1 1 1 9
/x2_4:51n(:p—2)—|—§1n(m—|—2)+c:§ln(x —4)—|—c

Ejemplo 1.156 Calcular la integral

/ (5 + 3)dx

a3 — 222 — 3z

En efeCtO’/m_/x(:v2—2x—3) _/x(x—?’)(I""l)

A B C -1 = :
— - d — - 2 2 d —
/(x+x+1+az—3> v /<x+x+1+x—3> v

1 3
=—Inz — éln(x—i— 1)—{—§ln($—3) + ¢ por lo tanto

(57 +3)dwr 1 3
/x3—2x2—31‘_ Inz 21n(x+1)+21n(m 3)+c
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Ejemplo 1.157 Calcular la integral

/ (5x — 3)dx
(x 4+ 1)(x —3)

En 6f60t07/(x(i_x1;(i)ix3) = / ((wjl_ 1) + (3:? 3)) do = /(x21x1)+/ (ngx?’) N

=2In(x + 1)+ 3In(z — 3) + ¢ por lo tanto

/(x(i-xlg(i)faig) =2ln(x+1)+3In(z—-3)+c¢

Ejemplo 1.158 Calcular la integral

/ 5dz
222 — 3x — 2

b efecw’/wfdﬁ B /(2:c +516)fo —2) / ((2:511 " (:f 2)) do =

—/ 2 +/ d =—2In2zx+1)+In(x—2)+ lo tant
= 2+ 1) (x_2)— n(2z n(x c por lo tanto
Sdx
—— = —21In(2 1 1 -2
/2x2—3m—2 n(2r+1)+In(zx—2)+c

Ejemplo 1.159 Calcular la integral

sin x cos xdx
cos?x (1 + sinx)

En efecto,

/ sin z cos xdx _/ sin z cos xdx _/ udu _/ A / B . C
cos2z (1 +sinz) (1—sin2x)(1+sinx)_ (1—u?)(1+u) J1+u 1—u (1+u)?

1 1 1 1 1 1
= — - du = -1 )—In(u—1)4+=———+k =
/(4(u—|—1) 4(u—1) 2(u—|—1)2) Y= n(u+1) 4 n (u )+2sinx+2+

1 1
= Zln(sinx—i— 1) — Zln(sinx— 1)+

+ k  por lo tanto

2sinz + 2
sin x cos xdx 1 1 1
= — In (si 1)— -In(sinz —1 — 4+ k
/COS2JZ’(1—|—Sin(E) 4 n(sine +1) 4 n(sinz )+251nx—i—2+
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b) Cuando Q,,(x) tiene ceros reales todos iguales, es decir,

Qm(z)  (ax+b)"  (a1x+by) * (a2 + by)? T (a1 + by)"

por lo tanto

/ ch%x -/ <a]j§:(f-)g§m -/ (<a1xAi b <af+ T J#)m) *

Ejemplo 1.160 Calcular la integral
/ xdx
(z+1)°

:/(0+1_1)d$:_1+1+c
(z+1)  (z+1)? (z+1)° (z+1)  2(x+1)

por lo tanto

/ xdx L 1 n 1 Le
(z+1°* (@41 2(z+1)°

Ejemplo 1.161 Calcular la integral

/(690 + 7)da

(x + 2)2

Enﬁﬂ“/ggzggii/(@i2f+@f2f)m:i/(@i%+X;j%de:

=6In(z+2)+

+ ¢, por lo tanto
(r+2) P

/ (6x + 7)dx 5

(1 2)° =6ln{r+2)+ 75

+c

Ejemplo 1.162 Calcular la integral

/ (22 + 22 + 4)dz
(x+1)°
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En efecto,

2
Enefecto,/(x +2x+4)dx:/(<A + b + ¢ )da::

(x + 1)3 r+1)  (z+ 1)2 (x + 1)3

/< ! + 5 )daz In(z + 1) 5 +c lo tant
= = — ——— + ¢, por lo tanto
(z+1)  (z+1)° 2(x+1)° P

(:1:2+2a:+4)d:c_nx B 3 .
/ (z+1)° =z +1) 2(a:+1)2+

Ejemplo 1.163 Calcular la integral

/(ﬁ — 4z —1)dz

z(z—1)°

B ot | <x3x_<jx—_1>13)dx A= Tt 1>3>d"”:

/ (1 + 0 + 3 + —4 ) dr =Inzx 3 + 2 +c por lo tant
— —_ — _ 10)
PR P ) I e Py -1 -1 "

/(x?’ — 4z — 1)dx 1 3 N 2 N
=Inx — C
z(x—1)° (x=1)  (z—1)°
¢) Cuando Q,,(x) tiene ceros complejos todos diferentes, es decir,
Pn(-r) _ Pn(.T) .
Qm(r) (@122 4+ b1z + 1) (a2 + bt + 3) ... (A 22 + by + C1y)
Alx + Bl AQ.Z' + BQ i Aml' + Bm

- a2 +bix+c; asx? + boxr + ¢y A T2 + by x + Cp,

asi que

/Pn(fli()xd)x _ / ( Alfll + Bl 4 A2$ + B2 T 4 Am$ + Bm > d

Q a2 +bix+cp asx? +bex + ¢ A2 + by x + ¢y,

Ejemplo 1.164 Calcular la integral

/ (2% + 22 + 3)dx
(2 4+ 2x + 2) (22 + 22 + 5)
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En efecto,
(22 + 2z + 3) Az +B N Cz+D 1 N 2
(22422 +2)(22+22+5) 22+20+3 22+22+5 3(22+22+2) 3(22+27+5)

entonces

/ (22 4 2z + 3)dx _/ 1 N 2 .
(22422 +2)(22 + 22 +5) 3(z2+2x+2) 3(22+2x+5) B

:/(3<(x+11)2+1)+3<<x+21)2+4))dm:/ (3(u21+ 1)+3<u22+4))d“:

1 1 2 1 2 U
= 3 W+ 1) + (W +4) du = 3 arctan u—{—é arctan <§> +c=

1 1 1
=3 arctan (x + 1)+§ arctan <%) +c  por lo tanto
(22 + 2z + 3)dx 1 fan ( +1)+1 ; x+1 N
= — arctan —arctan [ ——
@2+ 220 +2) (a2 + 220 +5) 3o oond R W ¢

Ejemplo 1.165 Calcular la integral

/ dxdx
(22 +1) (22 + 22+ 3)

dxdx Az + B Cx+D
En efecto, = + dr =
(24 1) (22 4 22+ 3) ?2+1  2242r+3

/ :c+1+ —r—3 d / x+1+—a:—1—2 d
2 +1 22+22+3 2+1  22+22+43
/ dx 1/ 2xdx 1/2(91:—1-1)(1:1: / dx
_ T S el e S
224+1 2/ 22+1 2) 224+22+3 (x+1)2+2

1 1 1
:arctanm+§ln(x2+1) —§1n(x2+2x+3) —\/§arctan§\/§(x+1)+k

por lo tanto

4drdx 1 9 1 9 1
/(12 (2 20+ 3) = arctanx+§ In (z* + 1)—5 In (2 + 2z + 3)—\/§arctan 5\/§(m + 1)+k
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d) Cuando Q,,(x) tiene ceros complejos todos iguales, es decir,

Qm(ZE) (CL1$2 + blflf -+ Cl)m CL1I2 + bll' + C1 (a1$2 -+ b1$ + 01)2 ((l1$2 + bl.I —+ Cl)

™m> a/i%aj

entonces
P,(x)d A B A B Amr + By
/—(w)x=/< i S i . m)d:v
Qm () arr? +bir+c1 0 (a2 + byr + cy) (a2 + brx + 1)

Ejemplo 1.166 Calcular la integral

/(2352 +3)dx

(a2 +1)*

222 A B D 2 1
Enefecto,/(x;_—nglx:/( 3§+ + C;U+ 2>dx:/( 5 + 2)dw
(24 1) 2 +1 (24 1) > +1 (224 1)

Ahora st hacemos

x = tanh, dr = sec® dO, 2°+1 = sec® 0, (2°+1)* = sec* § entonces

2dx dx sec? 0do
_ py Y 2046 —
/ x2+1+/ (22 1 1) +/ sect 0 +/ “

(1 + cos20)db 6 sinfcosd
= 2arctanz+ | ———— = 2arctanz+-+———F—+c =
2 2 2
9 arct +arctanx+ x 1 n ) ; n x 4
= 2arctanz c= —arctanzx c
2 2V +1vVa2+1 2 222 + 2

por lo tanto

+k

= —arctanx +

/(2x2 +3)dr 5 T
(22 +1) 2 212 + 2

Ejemplo 1.167 Calcular la integral

/4(5333 ~ Az)da

x4 — 16
3
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Recordemos que la otra forma de calcular los coeficientes es asi :

(5a® — 4z) 5z® — 4z A B Cx+D

vt —16 (v —2)(z +2)(22 +4) :x—2+x+2+ 2?2 +4

entonces
5% —4r = A(x+2)(2*+4)+ B (z — 2) (2°+4)+(Cz + D) (z—2)(z+2)
luego haciendo las operaciones y agrupando tenemos que
Sax®—dx = A (:E3 + 222 +4x + 8)+B (x3 — 2% 4w — 8) tcxd+Dx?—4Cx—4D =
= (A+B+C)2*+(2A — 2B + D) 2*+(4A + 4B — 4C) x+8A—8B—4D
ahora igualando coeficientes se tiene
A+B+C=5

2A-2B+D =0
4A+4B —4C = —
8A—8B—-4D =0
y solucionando el sistema, se concluye que, A =1,B=1,C =3, D = 0 por tanto
4

4 4
/5x — 4x)dx / A N B +Cm—|—D p / 1 N 1 n 3z p
— T = xr =
416 r—2 x+2 224+ 4 r—2 x+2 2244
3 3

3

=In(z —2)+In (z + 2)+%2+4)}§ =In(2)+In (6)+?)IDT(2(])— (ln (5) + MHT“?’)) luego

4

/ (52® —_41x6dx 0 (2) 41 (6) + 31n2(20) B (ln (5) + 31n2(13)>

3

Ejemplo 1.168 Calcular la integral

/ x2dx
(22 +4)°
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En efecto,

22 Azr+B Czx+ D
(22 +4)2 T 2244 +(x2 +4)2
1’ = (Az+ B) (2 +4) + (Cx + D) =4B + D + Az® + Ba® + 4Az 4+ Cz =
= A2’ + B2® + (4A +c)x +4B + D  por tanto igualando coeficientes se tiene
A=0,B=1,4A+4+c¢=0,4B+ D =0 asi que las fracciones parciales son

>  Ar+B  Cz+D 1 4

_ — — t
(2 + 4)2 2+ 4 (x24+4)2 2244 (22 +4)? enronees

22dx dx 4dx 1 | )
5= — 5 = ~arctan — — ~ [ cos”tdt =
(22 + 4) (@2 +4)  J (a2 4+4)" 2 22

En efecto, entonces

1 z 1 1 r t sin2t
= iarctang — Z_l/ (14 cos2t)dt = §arctan§ ~17 "% +c=
1 r arctang  sintcost 1 x  arctan g x
:§arctan§— 1 - 1 c:§arctan§— 1 ~ 3y
por lo tanto
22dx 1 x x
/(:62+4)2 Ty T oe g e

IT) Cuando el grado del polinomio P, (z) es mayor o igual que el grado del polinomio
Q. () y en este caso se divide P, () entre Q,, (), hasta que el grado del residuo sea menor
que el  grado del divisor, en este caso Q,,(x), es decir,

P,(x) R(x) s P,(x)dx _ . R(z) .
Q) g [y = (e g05)
con grado R(x)<que grado Q,,(x)

= D(z) +

Ejemplo 1.169

/%—25332 = /(:L' —@daﬁ-l—/% = /(x— 3)dx+/(x(if$<i_>ix2) =

Adx Bdx  2?
— _ = — 1 1)+ 41 2
/(a: 3)d:c+/($+1)+/x+2 5 3+ In(x+1)+4In(z+2) + ¢

por lo tanto

37 12 :5—3x+1n(a:+1)+41n(x+2)+c

/@3 —o)dr  a?
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Ejemplo 1.170

2d 1
/xi_i_xl:/(1—x2+1)dx:x—arctanx—l—k:
xdx 1
/x+1 /< a:+1> r=x—In(x+1)+c

Ejercicio 7 Verificar que

2 d 1
1)/M = §ln(x— 1)—glnx—61n(x+2)

Ejemplo 1.171

3+ -2 3
2)/x3—a:2—2x Inz(x—2)—2In(x + 1)+c

20 +4)dr 2
3)/m = —(zln(x —2) —xlnz+ 1)+c

(cos®)do 1 1
= ~In(sinf — 1)—=1n (sinf + 5
)/Sln 20 +4sinf -5 6 n (sin ) 6 n (sinf + 5)+c

5)/ (3z* + 423 4+ 162% + 20z + 9)dx _/( 2z i 1 >dm

_|_
(z+2) (22 + 3)° 43 (243)° T+2

(3z* + 32® — 522 + & — 1)dx / 1 1 5
6 - . 322+1)dz =
)/ 2tz 2 e 3mry T

1 1
=3 In(x — 1)—§ In (z + 2)+2+a+c

1.8.6 Integrales de funciones racionales de sinx y cosz.

Para calcular integrales de la forma
/R(Sin x,cos x)dx

donde R es una funcion racional en sinz y cosx, se puede solucionar en general con la

sustitucion v = tan § y la integral / R(sin z, cos x)dx, se reduce a integrales de funciones

racionales en la nueva variable u y en algunos casos si en la integral / R(sinz, cos x)dz,
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R(—sinz, —cosz) = R(sinx,cosz) es par en sinx,cosz se puede hacer u = tanz y si
R(sin z, cos x) es impar en sinx se hace u = cosx y si es impar en cosx se hace u = sin x,pero
si se complica la integral en cualquiera de los tres tltimos casos, lo haremos con el cambio
de variable general que es u = tan

/ dx
1+sinx + cosx

Ejemplo 1.172 Calcular

En efecto, figura 1.35,

T x 2du
u = tan —, — = arctanu entonces x = 2arctanu, dr =
22 1+ u?
. N A 1 2u 2u
sinz =sin2— = 2cos —sin — = =
2 2 2 Vi+u2Vi+u2 1+u?
o7 9T . 5T 1 u? 1—u?
COST = CcOS2— = cos” — —sin” — = — = ast
2 2 2 14w 1+uw? 14wu?
v 1+u? u
X
2
1
figura 1.35

2u  1—wv? 1+v”+2u+1-v’ 24 2u

1+sinx+cosx:1+1+u2+1+u2— 152 Ty entonces

dx 2du du T

. - _ —1 D+e=1 (t d 1)
/1+s1nx+cos:c /(1+u2)(—fii§‘) /1+u nutl)+e=l ang Hh)te

Ejemplo 1.173 Calcular la integral

dx
1+ sinz
En efecto, como R(sinz, cosx) es par ensinx, cosx, es decir R(—sinz, — cosx) = R(sinx, cos x)
se puede hacer la sustitucion
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du . U 1 )
u:tanx,x:arctanu,dx:—2,smx:— COS T = ———— asl
1+u

V1+u? V14 u?

/ dz / 1 du / du 1 " <\/§t >+
— = = — arctan anz ) +c
1+ sin®z 1+u? (14 u? ) 1+2u2 2

14-u?

por lo tanto

d 1
/l—f—sﬁ = Earctan <\/§tanm> +c

Ejemplo 1.174
/ / dx / cos zdx / cos zdx / du
secrdxr = = = —— = =
COS T cos? x 1 —sin“z 1 —u?

1 1 1 1
= 5111(1 + u)—éln(l —u)+c = 5 In (sinz + 1)—§1n(1 —sinz)+c

ahora, si se hace el cambio de variable uw = tan x,r = arctan u, dx = 1117:2 figura 1.36

. u
ST = —F/—— cos T = ————, entonces

1
V142 V14 u?
U

dzx e d
sec zdr = / = / v — / = arcsin hu+c = arcsin h(tan z)+c
/ CoS T ﬁ VIta?

haciendo el cambio de variable w = sinht,du = coshtdt,v/1+u? = \/1+sinh’t =
Vcosh®t = cosht

J1+u? u

1
figura 1.36

Ahora si se hace u=sinx entonces

du

A—u? d 1 1 1 1
/secxdw = /\/ﬁ = /71 _uuz = §ln(1 +u)—§ln (1 —u)+c= éln (1+ sinx)—gln(l — sin )+
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y sl u = tan%, entonces

2du
5 2d
/secxdw = / iJ_rZz = /1 _2;2 =In(l14+u)—In(l —u)+c=1In (1 + tan%) —In <1 — tan%)%—c

14+u2

1—|—tcm§
=In| —= |4+c=
1—t(m§

Ejemplo 1.175 Calcular la integral

/ sin xdx
1+sinx
2

/sina:da: /(1+smx—1 /d /
—_— T — =
1+sinzx 1+sinzx 1+sinx

/ dz / 2, / 2du
= r — —_— = Tr — —_— = — _—
1+sinx 1+ 2 (14 u)?

2
=z c=r+-——+c or lo tanto
+1+u+ +1+tan—+ P

/sma:dx 2
—— =+ ——7 +c
1-+sinzx 1—|—tan§

Ejemplo 1.176 Calcular la integral

En efecto, u = tan £ entonces

tan xdx tan x . )
— observe que ——— es impar en sinx
1+coszx 1+coszx

En efecto, el cilculo de esta integral se hard de tres formas diferentes a) Se hace u = cosx,
figura 1.37, dor = —\/% ysinr =+1—u? tanz = —VIU_I‘Q entonces

/tanxdx / e / / A B
1+ cosz 14w (1+wu) U 14+u

1 1
:—/( + )du ]. <u+1) lnu—i—c:ln(cosaj_i_l)_ln(cosx)+c:
u

(cos:c + ) (COSZ2 c)oi (811)12(%>) +e=1In (cosQ((;SQ_%gnz(%)) M2t

. <cosz(§(282—<§i)n2(§)) L k= —1n (1 _ tan2(§)> Tk
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figura 1.37

por lo tanto

tan xdx T
JAanTer (1—t 2—) K
/1—|—cosx . an(2) +

b) Si hacemos

x x 2du
u = tan —, — = arctanu entonces r = 2arctanu, dr=-———
2°2 1+ u?
) ) 2:c 5 r . T 1 2u 2u
sinz =sin2— = 2cos —sin — = =
2 T Tt evite 1+
o 2T . o 1 u? 1 — u?
cosSx = cos2— = cos” — —sin” — = — =
2 2 14w 1+u? 1+u?
y asi
2u 2du
/fanmdm :/1_u2 *1_1::2 :2/1udu2 _ —ln(l—u2) Le
+ cosx 1+ T — U
:—ln(l—tan2£)+c
2
c¢) Se puede hacer u = cosz y asi du = —sinzdz, por lo tanto

sin zdx du
/cosx(l—i—cosx) /u(1+u) n(u+1) —Ilnu +c¢=1In(coxr+1) —Incosz +c

() ((2)_<>(>> fe=-ln (() - sm2<§>>

=—In (1 — tanz(g)) +K

83
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Ejemplo 1.177 Verificar que

/ dx 1/ du 1 ) 1 ¢ 3z n
—_— == = arctan [ — [ tan [ — c
4+42cos3z  3) 4+2cosu 33 V3 2

2d
En efecto, z = tan E, 4 arctan z entonces u = 2arctanz, du = :
272 1+ 22

u 2 U U 1 22 1— 22
COSU = COS 2— = cOs” ——sin“ — = — =

2 2 2 1422 1422 1+ 22
1/ du _1/ T _1/ 2dz _1/ 2dz
3) 4+2cosu  3) 4+ 201 02 3) A1 +22) +2(1-2%)  3) 6+2:2
2/ dz 2 ; (z )+ 2 ; (tan )+ 1 . <tan37x)+
— [ —— = ——arctan(—=)+c¢ = ——= arctan c= arctan c
6/ 3+22 63 V3 6v/3 V3 3v3 V3

por lo tanto

/ dx 1 ; tan3—m N
4+2cos3x_3\/§arc an \/§ ¢

1.8.7 Integral de algunas funciones irracionales

[

En efecto, para calcular esta integral hacemos v = 2%, dx = 2zdz vy asi

/ dx _ 2zdz:2/(1+z—1dz_2/dz_2/ dz 9 9nstcm
1+ x 1+2 1+2z

=2z —2Invx+c¢ porlo tanto

dx
/1+\/§—2\/_—21n\/§+c

Ejemplo 1.179 Calcular la integral

Ejemplo 1.178 Calcular la integral

Vadx

1+z

En efecto, para calcular esta integral hacemos v = 2%, dx = 2zdz vy asi

ﬁdx_/z.22d2_2/ 22dz _2/(z2+1—1)dz_
l+z ) 1422 ") 1422 1+22
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d
:Z/dz—Z/ i =2z —2arctanz + ¢ =
14 22

= 2v/z — 2arctan/x + ¢, por lo tanto

d
vads = 2v/z — 2arctan/z + ¢

1+

Ejemplo 1.180 Calcular la integral

/\/in—d—ajé/m

En efecto, para calcular esta integral hacemos 2z — 1 = 2%, 2dx = 423dz

/ dx /223dz/222d22/(22—1+1)dz
V2r—1-V2r—1 ) 22—2 ) 2—-1 " z—1 N

2/((2—1)(z+1)+1)dz:2/<2+1)d2+2/ dz

o 2_1:(z+1)2—|—21n(z—1)+c:

=(V2r—1+ 1)2 +2In(v2z — 1 —1) + ¢, por lo tanto

d
/ﬂ : m(‘/2 - = (Vor —1+1)" +2In(v2r —1—1) + ¢
r—1— 2z —

Ejercicio 8 Calcular las integrales siguientes

3d d —1)d
a)/ T . hacer x—1=2% ) Vrd hacer x = 2°, C)/(\/E—)a: hacer x = 2°
Vo —1 r+2 Vr+1

1 1 vV 1+2)d
d)/\/x—i_ dx  hacer T = e)/ (Vir £ 1+ 2)de hacer x+1 = 2°
x—1 r—1 (x+1)22—=Va+1

1.9 Integrales Impropias

b
En el estudio de la integral / f(z)dz se ha sobre-entendido hasta ahora que

1. Los limites de integracion son finitos
2. f(x) es continua
3. Si f(x) es discontinua, entonces f(x) es acotada.
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b

Cuando se elimina una de estas tres condiciones, se dice que la integral / f(z)dz es

a
impropia.

En otras palabras, la integral
b
[ s
es impropia si

1. f(x) es continua en [a, 00) 0 (—00,a] 0 (—o0,0) y este caso la integral

a)ff(x)dx b)/af(l’)dl’ C)]Of(l’)dx

se llama integral impropia de primera especie

Ejemplo 1.181 Las integrales

4 -3

a)/e”"dx, b)/xsmxdz c /1:53: sdr, d) / r3de, e)/e cos xdzx, /v4+m2d:v
x
4

— 00 —00

—0o0 —00

6

g)/ (x3+333+5) dz, h>/(x4—|—cf:;x+6)dw’ z')]od:z:, j)]o

—00 — 00

son ejemplos, de integrales impropias de primera especie

2. f(x) no es acotada en [a,b] y lim |f(z)] =400 o liril_ |f(z)| = 400, en este caso

/b f()dz

se llama integral impropia de segunda especie

la integral

Ejemplo 1.182 Las integrales

4 3 3 5

a)/ dx b/ /1ixx2dx d) %dm e)/(x_l)x(x+2)d:v,

-3 -3 —10
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2

f>_[mdf” 9) O/xx+2 ’ h>[x— Y / D

-31

son ejemplos de integrales impropias de segunda especie
3. Cuando f(x) no es acotada en [a, 00) 0 (—00,a] o (—o0,00), este caso la integral

7f(m)dx, /af(x)dx, 7f(x)da:

se llama integral impropia de tercera especie

Ejemplo 1.183 Las integrales

00 0o 3 5

)1x2¢vb/J_ lﬁﬁ mcaéém,%£@_5@+mm,
ﬁZ?Téﬁw”mZ}@%ﬁdm m:mQ Zxxm

son ejemplos de integrales impropias de tercera especie y para hacer el estudio de su
convergencia se escribe como una integral de primera especie mas una integral de segunda
como por ejemplo

00 4 oo [e’e) 4
/ 2dx B / 2dx n / 2dx B / 2dx N / 2dx
r—1 Jz—1 r—1 Jz—1 r—1

-3 -3 4 4 -3

1.9.1 Integral impropia de primera especie
defincion de convergencia

Sea f(x) continua en [a,00) entonces la integral impropia de primera especie / f(x)dx

a
b

se dice que es convergente, si blim / f(z)der = A (existe) y en este caso el valor de la
— 00

a
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integral es A, es decir,

/f )z = lim bf() —A

En caso contrario la integral / f(z)dz se dice que es divergente. En forma anéloga

a

b
se define la integral / flz)de = lim [ f(x)dx

a——00
a

Ejemplo 1.184 Analizar si la integral

/e_gcdx

0
converge y hallar el valor. En efecto

o b
/e_zdx: lim [e *dz = lim |—e” Wg =—lim(e’—€e?) =-1lm(0-1)=1
0

b—o00 b—o0 b—oo b—oo

0
oo
ast la integral / e *dx es convergente y su valor es 1,es decir,

0

/e‘xdx =1
0

Ejemplo 1.185 Analizar si la integral
/ xe “dx
0

converge y hallar el valor. En efecto,

0o b

—x R E —x . —x —z7b _ s —b —b —0 —0
/xe dx—blirilo xe d£—blLI£10 —ze " —e Wo—blir(r)lo((—be —e ") = (=0e" —e™))

0 0
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. b 1
:blilglo —5—54—1) =1

asi, la integral / re *dx es convergente y su valor es 1, es decir,
0

o)

/xe‘mda: =1

0

Ejemplo 1.186 Analizar si la integral

oo

/xa:—i—l

4
converge y hallar el valor. En efecto,
00 b

b
dx dx 1 1
——— = lim [ ——— =i - — dz = lim (Inz —1 1)) =
/l’(l‘—l—l) bggo/x(x—kl) bg{.lo /ib’ $—|—1 x bggo(nx n(x_‘_ ))
4

4 4

b
4 4
= lim ( In L = lim ( In b —In- :1n1—1n—:1n§
b—oo x4+ 1 4 b—oo b+1 5 5) 4

o0

asi la integral / @ +1 dx es convergente y su valor es ln 2 es decir,
4

[ de 5

™ dr=In%
/:1:(31:—1—1)3j !
4

Ejemplo 1.187 Analizar si la integral

o0

/ dx
e +1

0

converge y hallar el valor. En efecto,

oo b b b

1— T
/e+ a x:lim 1-— ¢ dr =
b—>oo €x—f-1 b—o00 6I_|_1

b—>oo
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b 1
= lim (x — In(e” + 1))‘ = lim (b—In(e”+ 1) + In2) = lim (b — In(e’(1 + ) +1In 2)

b—00 0 b—oo b—oo
[e.e]
im (b—b+In((1+ =)+ m2) =2 asilaint 1/ da
= lim — n — n2| =1In2 asila integra
b—oo eb & er+1
0
es convergente y su valor es In 2, en otras palabras,
[ d
/ T In 2
et +1
0
Ejemplo 1.188 Verificar que la integral
dx
ar
es convergente si p > 1 y divergente si p < 1,con a > 0.FEn efecto,
’ I an b
— = lim /— = lim [z Pdzr= lim [z Pdr= lim
b—oo b—oo b—oo b—oo —P + 1

a

bl—p _ al—p —alP : 1
= lim —— { 1 P> y cuando p = 1 entonces

b—oo 1 —p oo stop<l
[ b
dx : b .
— =1lim [— = limIlnz| = lim(Inb—Ina) = oo, es divergente, por lo tanto
T b—oo X b—oo a b—oo
a a

OOd _alfp . 1
de _ [ 550 siop>
P )

Ejemplo 1.189 Las integrales

o [y [0 c>]°

dx dx
5 — d) | —= son convergentes
x x
3 5

V3
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y las integrales

[d [d [d
a) o b) o c) f /xdx e /x dx son divergentes
0.5 I
X T xr2
3 5 4

Ejemplo 1.190 Como ejercicio verificar que las integrales

/e‘“cosaxdx:tsej—azpams>0 Y que /e‘swsinaxdx:mpams>0 Y asi
0 0
i 3 3 i 5 5
—3z 2d = — = — /x5d_ - -
/e cos 2zdx 9+rd - 13 Yy e “sinbrdx 525~ 2%
0 0

4. Si f(x) es continua en (—o00,00), la integral

/f(x)dx se define por

]Of(a:)da: = /af(m)dx ~|—]Of(az)dw

con a cualquier nimero real y

5. Si ambas integrales

/ f(z)dx | / f(z)dx convergen, entonces la integral / f(z)dz converge y su valor es

/f d:c—/f da:—i—/f )Jdx = A+B

con A = / f(zx)dr y B = / f(z)dz y si cualquiera de las integrales / f(x

o0

/ f(z)dz diverge, entonces la integral / f(z)dz diverge

a —0o0
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Ejemplo 1.191 Verificar que la integral

/ dz
1+ a2
es convergente. En efecto,
(o) 0 [ 0 b
/dm /da: +/ dx . /da: i /dm
= = 1m 1m =
1+ 2?2 1+ 22 1+22 a>-oo ) 1+22 booo ) 1422
—00 —00 0 a 0
= lim arctanx|2+blim arctanm|g = lim (arctanO—arctana)+b1im (arctan b—arctan 0) =
a——o00 —00 a——00 —00
(—2)+2 lo tanto la, int l/d‘r t

= —(—=)+= =m por lo tanto la integra es convergente

2/ g — " P R geme

—00
/ dx
=
1+ 22
Ejemplo 1.192 La integral
00 0 00
/ rdr = / xdx + / xdx es divergente ya que por ejemplo
—0o0 —o0 0
/ xdx es divergente
0
b [e's)

Las integrales del tipo / f(z)dz se reducen a integrales impropias de la forma / g(x)dx

haciendo el cambio de variable u = —x,en efecto du = —dx y

/bf(x)dx = —]bf(—u)du = 7f(—u)du
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1.9.2 Algunas propiedades

o0 [e o]

1. si f(x) y g(x) son funciones acotadas en [a,00) y las integrales / f(z)dz, / g(x)dx

a a
convergen, entonces

a)

o) [e.e]

[G@Eg@yde v [efa

a a

convergen y
oo

7 (f(2) + () d = ]o flapts+ [gfa)da

a a

[e.o] o0

/cf(:c)d:c = c/f(x)da: ¢ un numero real

a

Ejemplo 1.193 Las integrales

T/1 2 T 6 T2 4
of (ar)aen [(wr Z)aro [(a)e
3 5 3

convergen y

T 1 2 oodx Oo?dx T 1 3 Oodx T dx
a)/(;—i—;)dx—/p—i— ? b) /(E—i—x—g)dl’_ E—FB g
3 3 3 5 5 5

T 2 4 Ooda: Oodx
C>/ (7 - —> dv = 2/ ﬁ“*/ =
3 3 3

La integral

o0

diverge, si por ejemplo la integral / f(z)dz converge y la integral / g(x)dx diverge o
al contrario
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Ejemplo 1.194 Las integrales

@3]’"(;2 ) 1 Z(

divergen, ya que una converge y la otra diverge

7f(x)da:, 7g(x)dx

divergen ambas, entonces la integral

I\J\w| S

Y cj(m_) ,

6. Si las integrales

[e.e]

/ (f(2) % 9(a)) da

a

puede converger o diverger

Ejemplo 1.195

o0

I 3d

/ < > dr = / 20T s divergente y la integral
x

3

3

o0

/ (— — —) dr = /de es convergente
3 3

1.9.3 Funcién gama

La funcién gama se define por :

I'(n) = / 2" le™"dr si la integral converge
0



1.9. INTEGRALES IMPROPIAS 95

o0 [e.o] o0

= /:c"exda: = —x”e’x]go + n/x”lezd:c =0+ n/:c”le‘”da: =nl'(n)
0

0 0
por tanto
I'(n+1) =nl(n)

luego si ne N entonces
I'(n 4+ 1) = n!, por ejemplo

I'(5) =T(4+1) =40(4) = 4'(3+ 1) = 4.31(3) = 4.30(2+ 1) = 4.3.2I'(2) = 4.3.2.1 = 4!

Ejemplo 1.196

/lee_mdx /IQQ_le_zdx =T(22) = 21! /xﬁe_zd:c = / e *dy = T(7) = 6!
0 0

1.9.4 Integrales impropias de segunda especie
b
1. Sea f(x) continua en [a,b) y hrlr,l, |f(z)| = 400, se define la integral/f(x)dx por

b h
/ f(z)dz = lim [ f(x)dz y entonces la integral

h—b—
a a

b h
/ f(x)dx converge si el hlirgl_ / f(x)dx existe y en otro caso la integral se dice que diverge
b

2. Sea f(x) continua en (a, b y lim |f(z)| = 400, se define la integral /f(m)dx como

a

b

/ dx_hlir?+/f

a
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y entonces, la integral

b b

h—at
a h

/ f(z)dx converge, si el lim [ f(x)dz existe y en otro caso la integral se dice que diverge

3. Sea f(x) continua en [a, b] excepto en z = ¢, a < ¢ < b y lim|f(x)| = 0o, entonces
r—cC

b
se define la integral / f(z)dz como :

b c b
/f(x)dm = /f(x)d:c + /f(:c)dx, que son los 2 casos anteriores.

b c b

y la integral / f(z)dz converge si las integrales / f(z)dz, / f(z)dz convergen

a a Cc

/bf(x)dx = /Cf($)dx—|—/bf($)d$

Ejemplo 1.197 La integral

y asi

7
/ dx
va+1
-1
es convergente. En efecto,

7 7

dx . _1 .3 2 3 . 2
\3/a:—+1:h2rg+ (z+1) 3d$—hllni+§($+1)3—‘ =g, (83_(h+1)
21 h

win

) =6

por lo tanto

Ejemplo 1.198 La integral
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es divergente. En efecto,

1 1
d_x . dx

= lim [— = lim Inz], = lim In1—1Inh = +oo

x h—0t xT h—0t+ h—0t
0 h

luego la integral

Ejemplo 1.199 La integral

es convergente. En efecto,

h—0t+ h—0t+ h—0t

dzx

por lo tanto la integral s converge y / 795 =
0

0

Ejemplo 1.200 La integral
1

/ dx

V1—a2
0

es convergente. En efecto,

1

/ 1— x2 hﬂl—

0

— x2 h—1- h—1-

O\:

dx dx s

por lo tanto la integml/ = converge y | AE =73
0 0

= lim /\/_—211m ﬂh—Qlim (1—\/%)22

h g : _
= lim arcsinz|, = lim (arcsinh — arcsin0) =

97
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Ejemplo 1.201 La integral

es convergente. En efecto,

5
dx dx 2% 3 2 2 3, .2
/33:—2_h1igl+ S — 2 hligl+§<$_2)3—‘h_§hllgl+((3)3_(h_2>3>_5(3)3
2 h
luego
5 2 5

d d + d —|—3 (3) asi la integral
_ =47 i la integr
v —2 v —2 v —2 2 2 Y &
1 1 2

Wl

ot

5

dr converge du 3 + 3 (3)§
Vi = —— 4 —
N ) 8¢y x — 2 2 2
1 1

Ejemplo 1.202 La integral
2

/ ww—cﬁ@—x)

1

es convergente. En efecto,

1/ ¢<x—oﬁ<2—x> :/ ¢<x—0ﬁ<2—x> +g/ ¢<x—ﬁ<2—x> B
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= lim / du + lim /
h—1+ 1 2 h~>2*
h\[1~ (:c \/

. . N . 3\ 1"
= lim arcsin2 |z — = + lim arcsin2 |z — = =
h—1t 2 h h—2— 2 g

+ — =7 por tanto

= —arcsin(—1) + arcsinl =

bo | 3
bo|

=T converge

/ N —df;@ —)

1.9.5 Integrales impropias de tercera especie

Las Integrales impropias de tercera especie,se pueden expresar por medio de la integrales
impropias de primera especie y de segunda especie y el problema de la convergencia se
resuelve con la teoria ya vista

Ejemplo 1.203 La integral

/

0

<
BE

diverge, ya que

dz dx . / dx l la int ] / T /
— = | —= —, luego la integral | — diverge ya que
0 Ve 0 Ve 1 Ve v

diverge

%\&

Ejemplo 1.204 La integral
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diverge, ya que
0o 1 00 00 1
dx dx dx _ de . ‘ dr
22 + 2 luego la integral 2 divege ya que la integral 2 diverge
x
0 0 1 0 0

Ejemplo 1.205 La integral

diverge, ya que

y como la integral

/ dx di ; / dx p
iwerge, entonces werge
Ve —2 J Vo —2 J
4 2
Ejercicio 9 I) Verificar que
T dz 1 ooarctan xdr w2 T dx T 45
1. = 2. =— 8| —"—=1-In2 4. [2%¢dx =—
/$1n2x In2 / 1+ 22 8 /:p2(1+x) . 4/xe * 8
2 0 1 0

e’} [e’s) 0 1
T dz
5. [e % 3— 6. 16— In2 7. == 8[| ===
/e cos 3z /$ n n /a: 2 —1 2 //1_$2
6 1 -1

3 0o 0o 2
T 2 dx 4—7 dx 1
=T 10 [zede == 11. - 12. ==
/ _,_21._:62 92 /xe T /x4+4w2 32 /(4—x)2 2
1 2 —0o0
d 1 [ wd / 2 33 r
13./—‘76 SEE 14./—2:” 12 15./ - — = 16./sechxdx:7r
(9 + 22) 18 / 22 (14 x) ) V(i —3)(5—2) 2

II) Hallar el valor de c tal que las integrales siguientes sean convergentes

r cx 1 r x c 1 1

. - dz b). - dz Respuesta c = =,c = =

a)/(x2+1 2x+1) v )/<2x2—|—26 m—i—l) TeSPHesta =507 9
2 1
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III) Hallar el valor de a y b tal que

e}

2
./(w—l>dx:1 Respuesta a = b = 2e — 2
x(2z + a)
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Capitulo 2

Aplicaciones de las Integrales

2.1 Areas entre curvas

El drea encerrada por las gréficas de y = f(z),y = g(z) a < x <, figura 2.1, viene dado
por :

b

A:/|f(x)—g(a:)]d:c o por Az/!f(y)—g(y>|dy

a

-
- -
~ o=
~._._‘__.\ - ¥=49(x)

— P

a b

figura 2.1

Ejemplo 2.1 Hallar el drea encerrada por las grificas de x = 3,x =5,y =2,y =6. En
efecto, figura 2.1a
5 6
A:/(6—2)dx:/(5—3)dy=8
3 2

103
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3 5
figura 2.1a

Ejemplo 2.2 Calcular

4
/|x—1]dx
0

En efecto,

A:/4|x—1|dx:/1(0—(:z:—l))dx+/4(x—1)dx:5

{ (43)
y=x-?/_//
0 L x
—
] e 1 4
figura 2.2

4

Observe que la integral / |z — 1| dx representa el drea encerada por las gréficas

0
dey=x—1,2=0,z =4y el gje x, figura 2.2

Ejemplo 2.3 Calcular

2
/ |sin x| dx
0

En efecto, de la figura 2.3 se tiene:
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¥
/ y = senx
2,
‘ L T 1 € X
N, ,".f
figura 2.3
2 s 2w
/ |sin x| dx = /sinxdw—/sin xdxr = 4 = drea encerrada por y = sinz,eje £,0 < x < 27
0 ™

Ejemplo 2.4 Calcular / |4 — 22| dx  En efecto, de la figura 2.4 se tiene :

-2

/{4—x2\dx_/(0—(4—x))dx+/ dx+/4 0—(4—2%)de =32

y=4-x2

figura 2.4
4

Observe que la integral / |4 — 22| dx representa el drea encerada por las graficas de

~4
y=4—1?r=—4r=4yelejex

Ejemplo 2.5 El drea encerrada por las grificas de y = 2%, y = 4, figura 2.5 viene dada
por :

AZ(4x2)dx§Z(fg)dxj(\/@(\/@))dyj%/?dy§
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4
(-2,4) (2,4)

figura 2.5

pues los puntos de interseccién de las curvas son (2,4) y (-2,4), ya que y = z? y como
y = 4 entonces 4 = x? por tanto x = £2.

Ejemplo 2.6 El drea encerrada por las grificas de y = |z|,y =4 figura 2.6, viene dada
por

A= /(4 — |z[)dz = /0(4 — (—2))dz + /4(4 —x)dr = /4(y — (—y))dy = /42ydy =16

Ejemplo 2.7 Hallar el drea encerrada por las grificas dey = x,y = x— 10, y = 4,y = 2.
figura 2.7. En efecto, los puntos de interseccion son (2,2), (4,4), (12,2) y (14,4) luego

A /x—2dx+/4 2dx+/(4—(x—1()))d /4(y+10 y)dy = 20
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y=x y=x-10

10
figura 2.7

Ejemplo 2.8 Hallar el drea de la region limitada por

las grificas de y = 2 — 2ux.
x =0,y =0. figura 2.8. En efecto,

1 2

2 —y)d
A= / (2—2zx)dx =1 = / %, pues cuando x=0, entonces y=2 y cuando y=0 entonces x=1
0 0

y=2-2x

figura 2.8

Ejemplo 2.9 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = 22, y = 8 — 2.

figura 2.9 . En efecto, los puntos de interseccion de las dos curvas son (2,4) y (-2,4)
y simplemente se obtienen igualando las ecuaciones y = 2%, y = 8 — 2%, 22 = 8 — 22
entonces 222 = 8 y de aqui x = %2 y por lo tanto y = 4, entonces

8

2 2 4
A—/(S—xZ—xz)dx—/(8—2x2)dx—%—/Qﬂdy—l—/%@—ydy
—2 —2 0

4
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(-2.4)

figura 2.9

Ejemplo 2.10 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y> = 4 — x, y* =
4—Azx figura 2.10 . En efecto, los puntos de interseccion simplemente se obtienen igualando
las curvas y* =4 —x, y* = 4 — 4x, es decir, 4 — 4x = 4 — x y de aqui =0 y por tanto
y? =4 yasi y = +2, entonces

1 4

A:/(—\/4—4x+\/4—m)dx+ (\/4—x—\/4—4x)dx+/(\/4—a:—l—\/4—x)dx:8‘

0 0 1

2

- [ (- () s

-2

”Hlu}

figura 2.10

Ejemplo 2.11 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = x,x +y =
2,2z = 0. figura 2.11.En efecto, el punto de interseccion es (1,1), ya que x +y = 2z = 2,
entonces x=1 y por tanto y=1, luego

1 2 1 1

:/ydy+/(2—y)dy:1:/ (2—x—x)d1‘:/ (2 20)dr =1

0 1 0 0
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figura 2.11

Ejemplo 2.12 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = 0,x +y =
2, y =z figura 2.12. En efecto, para hallar el punto (1,1) iguale ©+y =2 con y==x
yasi x+y=1x+x =2 luego x=1 y por tanto y=1 y asi

/:L‘diﬂ-i—/ —z)d /(2—2y)dy 1

(1,1

y=X X+y=2

figura 2.12

Ejemplo 2.13 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y? = 4x, y = 20 —4.
figura 2.13. En efecto, los puntos de interseccion (4,4),(1,—2) se hallan igualando las
curvas, despeje x de y = 2x — 4 y reempldcelo en y? = 4x y solucione esta ecuacion de
sequndo grado en y, y ast y =4, y = —2 luego con y =4 ,4=2x—4 0 =41y con
y=—-2,x=11y asi

4 4

_/12\/de+/(\/4_—(23:— /<<y+4) ‘f)cly—Q

0 1
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(4.4)

(1.-2)
figura 2.13

Ejemplo 2.14 Hallar el drea de la region limitada por las grificas dex = =2, y =2, y =

x, y=0. figura 2.14

figura 2.14

Ejemplo 2.15 Hallar el drea de la region limitada por las gréficas de y = x2, y = 2x + 3.
figura 2.15. En efecto, para hallar los puntos de interseccion (—1,1), (3,9) iguale las
curvas y = 2%, y = 2z + 3 y asi x* = 2x + 3 entonces 1> —2x —3=(r —3)(z+1) =0y
ast x=3, y=9 y con r=-1, y=1, entonces

A—/12\/§dy+/9<\/_—(y7_3>)dy—¥—/3(2x+3—a:2)dx.
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(39)

y=2x+3

{"1|‘1}
y=X

figura 2.15

Ejemplo 2.16 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de x = y*, © =

—2y? + 3. figura 2.16, los puntos de interseccion se obtienen igualando las curvas x =

y?, v = —2y* + 3, es decir, y* = —2y* + 3, entonces 3y*> = 3 y asi y = £1 y por tanto

=1 entonces

1 1 3
3 _
A:/(3—2y2—y2)dy=/2\/§dx+/2 2$d:p
y
(1.1)
: X
(1.-1)
figura 2.16

Ejemplo 2.17  Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = x,y =
x—4, y=0, y=2. figura 2.17. En efecto, los puntos de interseccion son (0,0), (2,2),
(4,0), (6,2) por tanto

2 2 4

A:/(4—|—y—y)dy:/xdx+/2dx—|— 6(2—(:5—4))@;:8

0 0 2 4
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(2.2) (6.2)

(2.0) (4.0)

figura 2.17
Ejemplo 2.18 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de © > 0, 2* + (y —

2
22 =4,y =4, y = xz figura 2.19, En efecto, los puntos de interseccion son (0,0),

(0:4); (4;4) entonces

A:/4<4—%2)dx+/2(2— 4—x2——>d:c—|-/2 4— 2—}—\/—7152))

figura 2.19

Ejemplo 2.19 Hallar el drea de la region limitada por las grdficas dey = \/x,x =0, y =
2, figura 2.20

4 2
A:/(Q—\/E)dl’:/?fdy :g
0 0



2.1. AREAS ENTRE CURVAS 113

}}

-
Il
o]

(4.2)

figura 2.20

Ejemplo 2.20 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = g, y=2, x=
0. figura 2.21

(O, 2) (4.2)

figura 2.21

Ejemplo 2.21 Hallar el drea de region limitada por las grificas de v = \/y y = 0,
x = 2. figura 2.22
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bt

(2.4)

figura 2.22

Ejemplo 2.22 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de y = z3 — 4x y
el eje x. figura 2.23. En efecto, y = 3 — 4z = z (x — 2) (x + 2) , entonces los puntos de
interseccion de la curva con el eje x son (—2,0),(0,0),(2,0), luego

0

2
A—/x—4a:d$+/ (2% — 4z))dw =8
0

-2

El otro caso es dificil, pues hay que de y = 23 — 4z despejar ©

y

(2.0)

(-20) o
y=x*- 4x

Figura 2.1: figura 2.23

Ejemplo 2.23 Hallar el drea limitada por las grificas de y* = 1 — x, 2y = x + 2. figura
2.24. En efecto,los puntos de interseccion de las ecuaciones son (0,1) y (=8, —3), resuelva
2y=2+2=1—1>+2=3—9y2 luego > +2y—3 =0y asiy= —3 y y = 1 por tanto
r=—-8y x=0 luego

A:i((x;2>+m)dx+/l 2 VI —wds =
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(-8,-3)
figura 2.2

Ejemplo 2.24 Hallar el drea limitada por las gréficas de y? =2x —2 , x+y = 5. figura
2.25. En efecto, los puntos de interseccion de las ecuaciones son (3,2) y (9, —4) , despeje
y de x +vy =5 y reempldcelo en y* = 2x — 2 y resuelva la ecuacion cuadrdtica entonces

A:/Q((E)—y)—(yZ;_Q))dy:/g Nﬁdz+/g (5— 2+ 2 —2)dr = 18

Y

(3,2)

X+y=5

x
y2=2x-2
(91 '4}

figura 2.25

Ejemplo 2.25 Hallar el drea limitada por las grificas de y?> — a? = 1, x = 2. figura

2.26. En efecto los puntos de interseccion de las ecuaciones son (2,j:\/5), (—2,j:\/5,
pues cuando © = £2, y = +/5, luego
2

1 -1

A:/2\/T+1dx:m(ﬁ+2>—1n(\/5—2)+4¢5=/4dy+/ (—\/ﬁm)dy v

) -1 —/5

-1 5

V5 V5
s [ -Vt [ (V- Te2)aye [ (2- VP 1)dn

-5 1
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y

N

y2-x2=1

figura 2.26

Ejemplo 2.26 FEl drea encerrada por la grifica de |x| + |y| = 4, figura 2.27, es

A—/ (4—|—:U)—(—4—x)d:c+/ (4—2) — (z—4) dx = 32

x+y=4
-xty=4

X-y=4 \

figura 2.27

Ejemplo 2.27 Hallar el drea limitada por las grificas de x +y* = 4, 2°> + y? = 4o
(comin ) figura 2.28. En efecto, los puntos de interseccion de las ecuaciones son (1, \/3)
Y (1, —\/g), que se obtienen igualando las curvas, x> +y* = 4 y 2% +y? = 4z, pues fjx=/
y asi x=1 y como x=1 entonces y> +1 =4 y de aqui y = +v/3 Ahora de x>+ y> =4 se
tiene que y = £vVA— a2, x = /4 — 12 y 22 +y® = 4z equivale a (x —2)° +y2 =4 y



2.1. AREAS ENTRE CURVAS 117

de aquix =2 +\/4—y?> y y==+=V4xr — 2% luego

V3
1@= [ ((Vi=7) - (2~ Vi-s7)) =
V3
:/1 2@dm+/2 wmdx:_mgﬁ

270

figura 2.28

Ejemplo 2.28 Hallar el drea limitada por las grificas de x® + y* = 4, 22 + y?> = 4x
(exterior a x* + y* = 4 y interior a x*> + y*> = 4x ) figura 2.29

r = 4cosB
0x

figura 2.29.

A:/2(( 4x—x2)—<m>>dx+/2 (—\/4—x2+\/4x—x2)dx+/4 oz — 22de =

1 1 2

-3

V3
_/<2+\/4—y2—\/4—y2>dy+/ (2+\/ﬁ—<2—ﬂ>)dy+
V3

—2
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2

+ [ (24 VAT (22 VIS R) ) dy = gr+ 243

V3

Ejemplo 2.29 Hallar el drea limitada por las grificas de 2% + y* = 4, 22 + y? = 4o
(interior a x* + y? = 4 y exterior a v* + y* = 4z ) figura 2.30

0 4
7

figura 2.30
0 1 1 A
A= /2\/4 — x2dx+/ (\/4 — 22— Vdr — x2> dx—l—/ (—\/4:10 — 224+ V4 — :r:2) dr = §7T+2\/§
) 0 0

Ejemplo 2.30 Hallar el drea limitada por la grdfica de x*/a®+y*/b? = 1. figura 2.31. En
efecto cuando y=0 entonces x?/a® = 1 por tanto v = +a, y cuando =0 entonces y*/b* = 1

luego y = =+b,ademds despejando tenemos que y = %vaz —a% y que v = §\/b? —y?,
entonces

a b
2b 2
A= —\/@2—x2dx:/?a\/b2—y2dy:7rab
a
b

—a

Y
;,_ 2

SRy ey
figura 2.31
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Ejemplo 2.31 Hallar el drea encerrada por las grificas de x + 2y = 2, y —x = 1,
2v +y =17. figura 2.32

Los puntos de interseccién de las ecuaciones son (2,3), (0,1), (4, —1) que se obtienen
solucionando el sistema de ecuaciones x +2y =2, y —x =1, 20 +y = 7, dos a dos, luego

Aj(uH)(?;w))dﬂj(mx) (252))ar—s

(2,3)

y-x=1
(0,1) 2x+y=7

X+2y=2

(41'1}

figura 2.32

Ejemplo 2.32 Hallar el drea encerrada por las grificas de y=9-2°, y=5. figura 2.33. En
efecto cuando y=>5 entonces 5=9-° y de aqui v = £2 entonces

2 2 9 9

32 32

A:/((Q—xz)—5)dx:/(4—x2)dx: 3 :/<\/9—y+\/9—y> dy:/Z 9 —ydy = 3
2 -2 5 5
v
y=9-x2
y=5
-3 ] 3 x
figura 2.33

Ejercicio 10
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1. Hallar el drea de la regién limitada por los graficos de 2% = z+4, z = 32, Respuesta

2

/<y2—<2y2—4>>dy=%

-2

. Hallar el drea de la regién limitada por los graficos de = = y? — 1, x = 2y? — 2

1
Respuesta / (2 —1)— (20> —2))dy =3
.

2

. Hallar el area de la region limitada por los graficos de x = % —3,x = y+1 Respuesta

4

/((y+1)— (4 -3))dy=18

-2

. Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréficas de v = y —y?, y = —2 Respuesta

2

/(y—y2+y)dy=§
0

. Hallar el drea de la regién limitada por las gréficas de x = —y?, y = 2+ 2 Respuesta

1

/ () — (y—2))dy =2

-2

. Hallar el drea de la regién limitada por las gréficas de y = 0, y = (v — 1)2 Y =

(¢ +1)*

Respuesta / (1=yy) = (-1+y))dy=2

0

. Hallar el drea de la regién limitada por el gréfico de x2 + (y — 1)2 =1, Respuesta

1 2
/ ((1 +V1- x2) — (1 —V1- x2)) dr = /2\/2y — y2dy
~1 0

. Hallar el drea de la regién limitada por las gréficas de x = ¢, y — 2 = 3, y = —3,

2

y = 2 Respuesta / (> — (y —3))dy = 1%
-3
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9. Hallar el drea encerrada por el grafico de

125 8
a)y=a>=5x+6,y = 2,1 < 2 < 6. Respuesta Y b)y* = 4x,y = x. Respuesta 3

)
c) 3y = 2%,y = —2°+4x. Respuesta 6 d) y = 2%,y = 2—x,y = 0. Respuesta 5

8
e) v =y? = = 2—y* Respuesta 3

2.2 Areas en polares

2.2.1 Coordenadas Polares.

Recordemos que en coordenadas cartesianas, se fija la posicién de un punto en el plano
cartesiano en funcién de sus distancias a dos rectas perpendiculares y en coordenadas
polares en funcién de su distancia a un punto fijo (llamado polo) y de la direccién con
respecto a una recta fija (llamada eje polar) que pase por este punto. Las coordenadas
polares de un punto P se representan por (r,0) siendo r la distancia OP positiva y 6 el
dngulo AOP. El dngulo 6 es positivo cuando se mide en sentido contrario al de las agujas
del reloj y negativo en caso contrario y una caracteristica importante es que un punto
en coordenadas cartesianas se representa de manera tnica y en cambio en coordenadas
polares no, por ejemplo (1,1) = (1,5 + 2nm),n € Z

Para hacer graficas en coordenadas polares se puede utilizar simetrias, como en coor-
denadas cartesianas asi :

Si ecuacién que representa la curva, no se modifica al sustituir § por —0, la curva es
simétrica con respecto al eje polar, por ejemplo, 7 = cos = cos (—0) .

Si ecuacién no se modifica al sustituir 6 por 7 — #, la curva es simétrica con respecto
al eje de 90, por ejemplo, r = sinf = sin (7 — 0) .

Si ecuacién no se modifica al sustituir r por —r o 6 por 7 + 6, la curva es simétrica
con respecto al polo, por ejemplo, 72 = cos 20 = cos (2(7 + 0)) .

eje de 90
Y (x.y) = P(r,6)
r v
0 e = <X A ejepolar

figura 2.34
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x
De la figura 2.34 se tiene que : cos = — , sinf = Y entonces z =1 cos 0,y =rsind
r r
r sin
y 2?2+ y? =71% (cos?f +sin® 0) = 1% luego r = /22 + 12, v_ 5= tan 6
T T CoS

2.2.2 Pasar un punto de coordenadas polares a cartesianas.

Para pasar puntos de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se utilizan las ecua-
ciones x =1 cosf, y = rsinf.

Ejemplo 2.33 Pasar el punto (1, Z) = (r,0) a coordenadas cartesianas.

. LT V2
y como y = rsinf = 1.smz =5

) corresponde en coordenadas cartesianas

En efecto, como x = r cosf = 1.cos

[

entonces el punto en coordenadas polares (1,

al punto <£, \/—§>

3

N

27 2

3
Ejemplo 2.34 Pasar el punto (1, Zﬁ) = (r,0) a coordenadas cartesianas.

3T V2 3 V2

En efecto, como © = rcosf) = 1.cos — = —5 y =rsinf = 1.sinz =5 en-
37

tonces el punto en coordenadas polares (1, Z) corresponde en coordenadas cartesianas

Qﬁ)

1 to | —
apuno( 73

5
Ejemplo 2.35 Pasar el punto <1, ZW) = (r,0) a coordenadas cartesianas.

5 \/§ 5T \/§

En efecto, como © = r cosf) = l.cos— = ———, y = rsinf = l.sin— = ——
4 2 4 2

entonces el punto en coordenadas polares (1, %) corresponde en coordenadas cartesianas

V2 V2
al punto 55 |-
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2.2.3 Pasar un punto de coordenadas cartesianas a polares.

2 2
Ejemplo 2.36 Pasar el punto (%—, _§> de coordenadas cartesianas a coordenadas

polares. En efecto,

2 2
V2
2 2 —=
r=+\x?+y>= <£> +<—£> =1,tanf = —2 = —1
2 2 V2
2
y como el punto en cartesianas estd en el cuarto cuadrante, entonces 6 = 2w — T m/4
2 2
ast el punto en coordenadas cartesianas %, —\/7— , corresponde en coordenadas po-

lares al punto (1,77/4) o a (1,—m/4) y en general si el punto (a,b) estd en el cuarto
cuadrante entonces corresponde en coordenadas polares a (\/a2+b2,27r+arctan g) 0

(\/a2 + b2, arctan g)
V2 V2

Ejemplo 2.37 Pasar el punto(—T, 7) en coordenadas cartesianas a coordenadas

polares. En efecto,

e P <_VT§) +<@> _ 1, tan

e[S

= -1

2

e[S

y como el punto en cartesianas estd en el sequndo cuadrante, entonces 0 = m —

V2 V2
272

polares al punto (1,3w/4) y en general si el punto (a,b) estd en el sequndo cuadrante,
entonces corresponde en coordenadas polares a (\/ a? 4+ b, ™ + arctan %)

Vi V3
EREE)

™
4

3m/4, ast el punto en coordenadas cartesianas | — , corresponde en coordenadas

Ejemplo 2.38 Pasar el punto <— ) de coordenadas cartesianas a coordenadas

polares. En efecto,

2 2
V2
2 2 -
T:w/x2+y2: (—%) —{—(—\/—_) zl,tan9: 55:1
2
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™

1 b /4, ast

y como el punto en cartesianas estd en el tercer cuadrante, entonces = w+

. V2 V2
el punto en coordenadas cartesianas 5T g
al punto (1,5m/4) y en general si el punto (a,b) esta en el tercer cuadrante, entonces
corresponde en coordenadas polares a (\/ a? + b2, T + arctan 2) )

V2 V2
272

, corresponde en coordenadas polares

Ejemplo 2.39 Pasar el punto ( > de coordenadas cartesianas a coordenadas

polares. En efecto,

r:\/mz (?) —l—(?) =1,tanf =

y como el punto en cartesianas estd en el primer cuadrante entonces 6 = % y ast el punto
V2 V2
27 2
(1,7/4) y en general si el punto (a,b) estd en el primer cuadrante, entonces corresponde

en coordenadas polares a (\/ a? + b2, arctan b) )

a

sl
I

en coordenadas cartesianas corresponde en coordenadas polares al punto

Ejemplo 2.40 Pasar la ecuacion x>+ y?> = 4 a coordenadas polares. En efecto,
22 + 92 = (rcosh)’ + (rsinf)® = r? = 4 entonces r = 2.

Ejemplo 2.41 Pasar la ecuacion x+y =6 a coordenadas polares. En efecto,

6

r+y =rcos @ +rsinf = r(cosf +sinf) = 6 entonces r = ——————. y s
cos ) + sin ¢

ir=

——  entonces 6 = rcosf + rsinf =z +y.
cos 6 4 sin 6

Ejemplo 2.42 Pasar la ecuacion x*+y?> =4x a coordenadas polares. En efecto,

22 + 92 = (rcosf)® + (rsinf)® = r2 = 4rcosf, entonces r = 4cosf y ahora si
r =4cosf, r> = 4r cos § entonces 2% + y? = 4x.
Ejemplo 2.43 Pasar la ecuacion (2% + y2)2 = 22 —y% a coordenadas polares. En
efecto, (x? + y2)2 =% =12cos?0 — r?sin®0 entonces r? = cos20. Ahora si r? = cos 20
entonces ™ = 120820 = r2cos? 0 — r2sin®0 luego (2% +y2)° = 22 — 2.
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2.2.4 Areas en coordenadas Polares

Ahora consideremos la regién encerrada por la grifica de la curva polar definida por la
ecuacion r = f(0),0 = a 'y § = 3 figura 2.35 y para hallar el drea encerrada, hacemos
una particion del intervalo [«, 5] en n subintervalos iguales con longitud A6, = 6, — 6,4
y se observa que en cada subintervalo [fy, 6] la curva se aproxima a un arco circular
r = f(0k) figura 2.35 y el 4rea en este subintervalo es aproximadamente igual al drea del
sector circular de radio f(6y) con angulo A, esdecir,

r2A0  (f(0))° A0

A~ =
F 9 2

y asi el drea total A encerrada por la gréfica de r = f(6) en el intervalo [, (] es
aproximadamente igual, a la suma de las drea de los sectores circulares, por lo tanto

Azzn:Akzzn:M
k=1

2
k=1

y la aproximacion se mejora haciendo n muy grande, es decir, tomando el lfmite
cuando n — 00, en otras palabras

_ JE&Z ) Ay _ %/ (£(0))2 db = %/ﬁd@

A=i o omrES3E0

>

figura 2.35

Una forma sencilla de ver el drea de un sector circular es mediante una regla de tres
21~ r?

muy simple 0 ~ A luego A = %7;19 = d‘g y ésta es la féomula que hemos deducido,
luego de aqui  también se puede escribir dA = %ﬂda = % y entonces

A= %/(f(@)fd@: %/ﬁqﬂde
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Ejemplo 2.44 Calcular el drea encerrada por la grifica de x* + y* = 4. figura 2.36.En
efecto, la ecuacion de x* + y? = 4 en polares es r=2 y su grifica es una circunferencia de
radio 2 y ésta se grafica dandole valores a 0 en el intervalo [0,27], observemos que si le
damos  walores a 0 entre 0 y 27 observamos que siempre r=2, es decir, si § = 0 entonces
r=2, si ) = 5 entonces r=2, si 0 = 7 entonces r=2y si 0 = 2w entonces r=_2 por lo tanto

B8 27 2
1 1
A:§/7Jd0:5/22d9:’ﬂ'22:/(\/4—1’2+\/4_x2>dx:4ﬂ-
«a 0 -2

figura 2.36

Ejemplo 2.45 Hallar el drea de la region limitada por las grificas de las curvas y = x,
x =0, 22 +y?> =4 primer cuadrante. figura 2.37. En efecto, como y = x entonces
2?4122 =4, luego 22° =4 yasi © = +v2 =y , ahora como x =r cosf, y = rsinb, por
lo tanto cos @ = sinf entonces 0 = w/4 y asi 7/4 <0 <7/2 yde 2*>+y*> =4 se concluye
que 1T =2 y la grifica se hace ddndole valores a 6 en el intervalo [m/4, /2] entonces

8 /2 vz vz 2
A:%/ﬁd&:%/we:/(M—x)dx:/ydw/ﬂdy:%w
« /4 0 0 V2
y

A

y=x

figura 2.37

Ejemplo 2.46 Hallar el drea encerrada por la grifica de x°+1y* = y.En efecto, la ecuacion
2?2 +y? =y en polares es r = sinf y la grdafica de ésta se hace con ayuda de la grifica de
y=sinz, figura 2.39
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/\ /\ L
As‘vﬂn ’ BVH ’ S&T
-1t

figura 2.38

(SIE]

Observemos que y=sinx, crece en el intervalo [0, g] hasta llegar a su valor maximo 1
y en el intervalo [”

o 0} decrece dede 1 hasta 0, se anula en n7,toma el méximo valor en
5 %’r, 97”, ..tiene periédo 2w, entonces haremos la gréfica ddndole valores de # entre 0y
7y observe que en el intervalo 27 y 37 se repite la grafica, al igual que en el intervalo
[47, 5] y en muchos més, por lo tanto de su grafico en polares figura 2.39 se tiene :

™

B
1, 1 9 1
A—2/rd0—2/sm 9d9—47r—/

0

120

150 L

180

figura 2.39

La grafica de r = —sinf es andlogo y se hace en el intervalo [, 27| y en general
r = asinf para a # 0 sus graficas son circunferencia.

Ejemplo 2.47  Hallar el drea de la region limitada por la grifica de z* + y?> = .
Analicemos la grifica de y=cosx, figura 2.40
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figura 2.40

Observemos que y=cox, crece en el intervalo [—%, 0} hasta llegar a su valor méximo

1 y en el intervalo [0, g] decrece dede 1 hasta 0, se anula en =", 7, 37“, %’rtoma el médximo

valor en 0,27, 4m, ..tiene periédo 2w, entonces haremos la grafica déndole valores de 6
-7 s : 3 5T : < :

entre =~ y 7y observe que en el intervalo 5 y = se repite la grafica, al igual que en el

intervalo [77”, 97”] y en muchos més, ademés la ecuacion % +1? = x en polares es r = cos §
y la gréfica se hace dédndole valores a ¢ entre [0, g] U [37”, 27?} o [-m/2,7/2] figura 2.41,

por lo tanto

jus

B /2 2 2m
1 1 1 1 1
A = — 2 = — 2 = — = —/ 2 9 —/ 2 0 —
2/7‘ do 5 / (cos )" db 27 =5 [ cos 0do + 5 | cos do
« —7/2 0 3777

figura 2.41

La gréafica de r = acosf, a < 0 es andlogo y sus graficas son circunferencias.
La gréfica de r = acos§ + bsin # son circunferencias y se hacen ddndole valores a 6
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Ejemplo 2.48 Halle el drea encerrada por la grifica de r =1 — cos6

T Vv =7-cox

\ /

—7T 7T 2 3>t A St 6T

figura 2.42

En efecto, de la grifica de y = 1 — cos x figura 2.42, se puede observar que

entre [O, g] y=1—cosx crece de 0 a1
entre |7, y=1—cosx crece de 1 a 2
entre [[71', 3?”}} y=1—cosx decrece de 2 a 1
entre [37”, 27r] y =1—cosx decrece de 1 a 0

y asi la grafica de r = 1 — cos @, figura 2.43 se hace con ayuda de la tabla anterior y
déndole valores a ¢ entre 0 y 27 o entre 27 y 47 etc y por lo tanto el drea viene dada por

27 4m
1 1 3 1
2/r db 2/( cos0)” do 57 2/( cos)” df
« 0 27

r=1- cos0 180

figura 2.43

Ejemplo 2.49 Halle el drea encerrada por la grifica de r = 1 + sin6.En efecto, de la
grifica de y = 1+ sinx, figura 2.44
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A/\ 1 o
T

S
2

w
k|

ST T
2 2

[SIE]
N

figura 2.44
se puede observar que
entre [0, g] y=1+sinx crece de 1 a 2
entre |7, 7r] y =1+ sinx decrece de 2 a 1
entre |, 37”] y =1+ sinx decrece de 1 a 0
entre [37“, 27r] y=1+sinz crecede 0 al

y asi la gréfica de r = 1 + sin 0, figura 2.45, se hace con ayuda de la tabla anterior y
déndole valores a 6 entre 0 y 27 por lo tanto el drea viene dada por

B 2m
1 1
A:§/T2d9:§/(1+sin0)2d6’:gw
a 0

&0
- r =1+sin®

figura 2.45

Ejemplo 2.50 Calcular el drea de la region limitada por la grifica de la curva r =
2 — 2sinf.De la grifica en cartesianas de y=2-2sinz, figura 2.46, se concluye que
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g -
2
figura 2.46
entre [O, g} y =2 — 2sinx decrece de 2 a 0
entre [1, 7r] y=2—2sinx crece de 0 a 2
entre |, 37”] y=2—2sinx crece de 2 a 4
entre [37’7, 27r] y =2 — 2sinx decrece de 4 a 2

Yy =2 - 2 senx

131

y asi la grafica de r = 2 — 2sin 6 figura 2.47, se hace con ayuda de la tabla anterior y

déndole valores a 6 entre 0 y 27, por lo tanto el drea viene dada por :

B 2
1

1
A= §/r2d0:§/(2—2sin€)2d«9:67r

figura 2.47

Ejemplo 2.51 Calcular el drea de la region limitada por la grifica de la curva

|cos 26| . Recuerde que el periodo de y = cos2z es w y que el periodo de
y de su grdfica figura 2.48, se puede concluir que

y = |cos2x| es

Sl
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T
¥V =| cos2x|
= 3z 5z Zx 9z 1lzm 13z 15z
4 E 4 4 4 4 4 4
figura 2.48
y = |cos2z| = cos2x  crece de 0 alen [—%,0} y decrece de 1 a 0 en [O,
y = |cos2z| = —cos2z crecedeOalen [Z,2] ydecrecedel aOen [,
y =|cos2z| =cos2x crecedeOalen [2F, 7| ydecrecedela0en [,
y = |cos2x| = —cos2x crece de 0 a 1 en [%”, %’r} y decrece de 1 a 0 en [

mom 3w 5T Im 4 toma el méximo valor en 0, 5T,

r = |cos 20| se anula en .. — 7, 7, °F, °F, ..
figura 2.49, por lo tanto

| . 2 1
A= —/r2d0 = / cos 260|* df = - / cos? 20d0 = —m
2 2 2 2
e —7/4 —m/4
y

120 ) . 60

w S r=cos20

00X

180

20 "330

240 . . 300
270

figura 2.49

Ejemplo 2.52 Calcular el drea de la region limitada por la gréfica de la curva (x? + y2)2

2% —y2. En efecto, la ecuacion
(ZL‘2 + y2)2 = 2% — 42 en polares es

4

rt = r? (Cos2 6 — sin? 0) . es decir,r? = cos 20

CAPITULO 2. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES

[E—
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W
3
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3
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=
—_

)
.
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y de la gréfica en cartesianas de y = cos 2x, figura 2.50, se concluye que

/\ /\ V¥ = cosZx
3T 5 Tl o 1V = 137

: of o o )

-qt

figura 2.50

INE]

entre [_ ﬂ y = cos 2x es positivo y crece de 0 a 1 en [_T”, 0} y decrece de 1 a 0 en [0,

entre [I> %’r} y = cos 2x es positivo y crece de 0 a 1 en [?jf, 7r] y decrece de 1 a 0 en [7r,

3

N
—_—

luego la gréfica de 72 = cos 26, se hace ddndole valores a 6 entre —7/4 < 0 < 7/4,

3r/4 < 6 < 57/4 que es positivo el radio y teniendo en cuenta que 72 = cos20 = 0 si

20 =5, 0sea ) =7, %Tﬂv %, %” y 2 = cos 20 toma el maximo valor cuando 20 = 2nr, .. o

sea cuando # = 0,7, .. figura 2.51, por lo tanto el drea viene dada por

B m/4 57 /4 /4
1 1 1 2
A= §/r2d9 =3 / cos 20d0 + 3 / cos 20df = 3 / cos 20d0 = 1
et —x/4 3r/4 —m/4

120

150 ¢

180

210% . e |- T a0

240 300
270

figura 2.51

Ejemplo 2.53 Calcular el drea de la region limitada por la gréfica de la curva (x? + y2)2 =
2xy.En efecto, la ecuacion de la curva en polares es 12 = sin20 y de la grafica en carte-
sianas de y = sin 2z, figura 2.52, se concluye que
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¥ = senzx

: o =3
Tt
figura 2.52
entre [0, g} y = sin 2z es positivo y crece de 0 a 1 en [O, ﬂ y decre de 1 a 0 en [%, g}
entre [71', 37”] y = sin 2x es positivo y crece de 0 a 1 en [71', %’r} y decre de 1 a 0 en [%’T, 37“]

luego la gréafica de r? = sin 20, figura 2.53, se hace ddndole valores a 6 entre
0<6<m/2, 7 <6 <3m/2 que es positivo el radio y teniendo en cuenta que

r? =sin2 = 0si 20 =nw osea § = ={0,5,, 37”} y 72 = sin 20 toma el mdximo
valor cuando 20 = 7, 57”, .. 0 sea cuando 6 = 7, %”, .. por lo tanto, el drea viene dada por

8 5 = 5
A—1/2d0—1/'20d0+1/'29d0—2/'29d0—1
—2 T —2 Sin 5 Sin —2 Sin =

a 0 ™ 0

270

figura 2.53

Ejemplo 2.54 Hallar el drea de la region limitada por la grifica de las curvas x+y = 4,

r+y=1, =0, y=0. En efecto, las ecuciones dellas curvas v+y=4, rx+y=1en

coordenadas polares son r = ————— | r = ———— y las grdficas figura 2.5/, se
P cos ) + sin 0 cosf + sin 6 y grédficas fig 4

hacen ddndole valores a 0 entre 0 y /2 entonces
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17 1 4 2 1 2
A=_[rPdf = — ) - ———— ) |do=
Q/T 2/ ((cos@—l—sin@) <cos€—|—sin9) )

a 0
4

:/1((4—95)—(1—x))dx—|—/(4—x)dx =

1

¥
¥=0
xty =4
}:+§,-‘ =1 _II".: a *
figura 2.54

Ejemplo 2.55 Calcular el drea del cuadrado de lado 1, figura 2.55. En efecto, como
1 1

y =1 entonces rsinf =1, luegor = — y como x =1, entonces r = en polares
sin cos
y el radio cambia en 6 = 7 es decir, entre 0 < 0 < T, r = p— y entre T < 0 < 7,
r = ——, por lo tanto
sin

jus jus

W, 1171\ 1f/ 1)\ /
= — 2 = = — — — =
A—Z/rdQ A 2/((:089) d9+2/(sin9) df /dx 1
e 0

figura 2.55
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Ejemplo 2.56 Calcular el drea de la region limitada por las grificas de y =22 y y =1,
1

figura 2.56. En efecto, y = 1 equivale en coordenadas polares a r = — g Vu= 2% a
sin

sin 0

1
r= tanf = T luego 0 = /4, por tanto

cos2 @’

™

1\’ 1 sinf \? 4
(sin9> d9+§/ ((30826) d9_§

3T

4

I

1 sinf \ 2 1
2 _ _
rd9—2/(—CO829) d9+2/

0

s

|
DO |
Q\Q

“1 0
Y
(-1.1) y=1 1)
y=X| y=x -
» X
figura 2.56

Ejemplo 2.57 Calcular el drea de la region limitada por la grifica de r =1+ cosf.En
efecto,de la grifica de y =1+ cosx, figura 2.57, se puede observar que

—T T 20 3w 4w S5Sm 67 T

figura 2.57

5 y =1+ cosx decrece de 2 a 1
entre |3, 7 y =1+ cosx decrece de 1 a 0
2 y=1+cosz crece de 0 a 1

7727T] y=1-+cosz crece de 1 a 2
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y asi la gréfica de r = 1 + cos @, figura 2.58, se hace con ayuda de la tabla anterior y
déndole valores a # entre 0 y 27 y por lo tanto .

B 27
1 1
Azi/rzdﬁzﬁ/(ljtcosQ)ZdH:gﬂ

0

r=1+cos6

0x

figura 2.58

Ejemplo 2.58 Calcular el drea de la region limitada por la grifica r = 1—cos 6. En efecto,
la grifica de r = 1 — cos @, figura 2.59, se hace ddndole valores a 0 entre 0 y 2r y por lo
tanto .

2

270

figura 2.59
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Ejemplo 2.59 Hallar el drea encerrada por las grificas de las curvas r = 1_;‘08 ;Y

r = ﬁ en polares y cartesianas, figura 2.60. En efecto, si r = m entonces
r(1—cosf) = r —rcosf = 4 por tanto /22 + 32 — x = 4 luego z*> + > = (4+z)°
y simplificando se obtiene que y?> = 16 + 8z y en forma andloga se obtiene que r = 1+?039
equivale en catesianas a y* = 16 — 8z por tanto

37

A_lj 16d0 +1/2 1640\ 64
2 (14 cosB)? 2 (1—cosf)2) 3

(59 (55)) -5

[ME]
v

Ejemplo 2.60 Calcular el drea de la la region limitada por la grifica r = cos 36. En efecto,
de la grifica de y = cos 3z, figura 2.61, se puede observar que

1
V¥V = cos3x

I 5 Tl 3o

5] 5] S 2

-7TL

figura 2.61
entre [%’T, %} Yy = cos 3x es positiva y en [%, O] crecede 0alyen [0, 5| decrece de 1 a0
entre [E %ﬂ Yy = cos 3x es positiva y en [g, %”} crecede 0alyen [4—, %ﬂ decrece de 1 a 0
Tm 8w 8w 9m

2
entre [%’r 9”} y = cos 3x es positiva y en [Fv F} crecede 0alyen |7, F} decrece de 1 a 0
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_ : : 27 - w w 5m 7w 97 £ ]
y y4— gos 3z tiene periodo <, se anula en =%, ¢, 5, %, &, ...y toma el méximo
valor en 0,5, ... por lo tanto

™ 5m 3m
6
1 1
A= §/r2d9 = —/ cos? 30dh = ;/COS2 30d0 = —/cos2 30d0 = -7
(e T us T

o
N

0x
r =cos30

270

figura 2.62
Ejemplo 2.61 Calcular el drea de la region limitada por la grifica interior a r =1 y
exterior a r = H—ﬁ’ figura2.63.En efecto, graficamos r=1 y le damos valores de 0
entre —3 y 5 para graficar v = Ttosﬁ’ por lo tanto
L 1 2 2 1
A:§ / (1— (m) )d0:—§+§7r

—7/2

e

\ .
r= U +cosE) e |
figura 2.63
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Ejemplo 2.62 Hallar el drea limitada por las grificas de 2 +y* = 4, 2° + y? = 4o
(comin ) figura 2.64. En efevto, los puntos de interseccion de las ecuaciones son (1, \/5)

Y (1, —\/§), que se obtienen igualando las curvas. De 2 + y? = 4 se tiene que y =
VA — 22y que s = £/4— 1?2 y 2?2 +1? = 4x equivale a (x —2)°+y* =4 y de aqui
r=2+\/4—1y? y y=EVixr — 22, ahora las ecuaciones en polares de x* + y* = 4,

22+ y? = 4ax sonr =2 y r = 4cosl respectivamente, luego igualando las ecuaciones se

tiene que 4cost) = 2, por tanto, cosf = ;21 = % entonces 6 = +%, luego

V3
A= / (Vi@ (2~ Vi) dy=
V3

8
:/ (\/4:5—3324—\/4:5—332) dr + / W4 — 22dx = —2V/3 + §7r
0 1
m/3 /2 5m/3
1 1 9 1 5 8
b 4d9+§ (4 cos @) d9+§ (4cos ) d9:—2\/§+§7r:
-7/3 /3 3m/2
w/3 /2
1 1 )
=2 3 4d0 + 3 (4 cosf)” db
0 /3

r = 4cosB
0x

270

figura 2.6}

Ejemplo 2.63 Hallar el drea limitada por las grificas de x> + y* = 4, 22 + y?> = 4
(exterior a x* + y* = 4 y interior a 2% + y* = 4x ) figura 2.65, los puntos de interseccion
son (1, :I:\/g) por tanto
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r = 4cosB
0x

180

270

figura 2.65

A:/2(\/4x—x2—\/4—x2> dx+/2 <—\/4—x2+\/4m—x2> d:17+/4 2mdngw+2\/§:

1 1 2

BV

V3
:/<2+\/4—y2—\/4—y2>dy+/ (2+\/4—72—<2—M))dy+
V3

-2

2

+/ (2+Va=y - (2-vi=y?))dy=

V3
/3 w/3 X o ,
- /((40089)2—4)d9:%/((4c086)2—4)d9+§ /((40089)2_4)de:§7r+2\/§
/3 0 5m/3

Ejemplo 2.64 Hallar el drea limitada por las grificas de x + y* = 4, 2? + y* = 4x
(interior a x* + y? = 4 y exterior a > + y* = 4z ) figura 2.66, por tanto

270

figura 2.66
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0 1 1
4
A= /2\/4 — xzdx—l—/ <\/4 — 22 — Vg — x2> da:—l—/ (—\/4£C — 22+ V4 - 51;2) dx = §7H—2\/§
/2 3r/2 57/3
1 1 1 4
=3 / (4 — (4 cos 9)2) dt9—|—§ / 4d9+§ / (4 — (4 cos 9)2) do = §7r—{—2\/§
/3 /2 3m/2

Ejemplo 2.65 Considere las grificas y en base a él indique que drea corresponde a la
integral dada si 2% + y? = 2w, 2° +y* = 2y. figura 2.67. En efecto, las ecuaciones
2% +y? = 2x, 2% + y? = 2y corresponden en polares a r = 2cos y r = 2sinf ademds
cos =sinf si 0 = = entonces

s

1

figura 2.67

w/4 w/2
1 1 1
—5/(28iﬂ9)2d9—|—§/(20089)2d9 :§7r—1

0 w/4
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B = 1-VI—22) —V2r —22)de+ [ 2v2z — 2%dx =
0/(( x) x .CL‘) x 1/ x — 22dx
0 1
:/ ((1+\/1—y2>—(1—\/1—y2)>dy+/ ((1+\/1—y2>—\/2y—y2)>dy
el 0
0 /4
:%_// 4c0326d9+%0/(400529—4sin29)d9 :%W—Fl
C:/()((l—l—\/l—w?)—<1—\/1—a:2>>d:ic—i—/ll—l—\/l—xz—\/Qm—xzdx:
e} 0
— [ (1 -vVI=2) - va= @) i+ [ 2v2 =y -
0 1
T /2
:%ﬂ//z (251n6)2d9+%7r//4 (2sin0)* — (2 cos 0)* df

Ejemplo 2.66 Considere las graficas de r =1 — cosf,r = cosf figura 2.68, y en base a
ellas, indique que drea corresponde a la integral dada si

figura 2.68
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jus

A= 5 / ((cos )~ (1 — cos 0)?) df
—n/3

s ™

1 1]
B = 5/(1—0089)2619—1-5/00820619

0 3

™ 3r

5w

3
1 1 1
C = 3 /((1 — cosf)? — cos® 0)df + 3 / (1 —cosf)”db + 3 /((1 — cos ) — cos? 0)df

3m
2

w3
INE]

Ejemplo 2.67 Considere las graficas de v = 2|cos20|,r = 1 figura 2.69, y en base a
ellas indique que drea corresponde a la integral dada si

figura 2.69

jus jus

6
2 1
A=4 5/(2COS29)2d6+§/1d9
5 ~%

s

B=3 %/((200520)2—1)&9

_
6

Ejemplo 2.68 Considere las grificas de r = 2cos 30,7 =1 figura 2.70 y en base a ellas
idique que drea corresponde a la integral dada, si
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r=2cos36
0x

figura 2.70

l\DI@

/2(30839 —1)do
0

B=3 %/((200839)2—1)d9

o3

™ ™

C=3 %/1d9+%/(200s39 d9+§/ (2 cos 36)°

s jus
9 9 6

Ejemplo 2.69 Considere las grificas r = 4sin30,r = 2 figura 2.80 y en base a ellas
dique que region corresponde al drea dada por las integrales.

r=4 sin36
0x

figura 2.80
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A=3 ((4sin30)* — 4) df

1
2

g‘*\",_. 19
&l

s 5w s

18 18

1 1 1
B = 5/(4811139)2(19 +§/4d9+§/(4sin39)2d0

0 5w

s
18 18

Ejemplo 2.70 Considere las grificas de r = 4 |sin 20| ,r = 2 figura 2.81 y senale la region
que corresponde a las dreas dadas por las integrales

figura 2.81

1 i .
A=14 5/((4811129)2—4) do

us

1 12 1 12 1
B—4 5/(4sin29)2d€+§/(2)2d9—|—§/(4sin29)2d9
0 51

|2

1

N

Ejercicio 11

1) Verificar que el drea encerrada por la grafica de r = [sin | figura 2.82, es

r 1
A= /sin2 0do = §7T

0
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figura 2.82

2) Verificar que el drea encerrada por la grifica de r = |cosf)| figura 2.83, es

A= /(3082 0do = %W

figura 2.83

3) Verificar que el drea encerrada por la grafica de r = |cos 30| figura 2.84, es

6
A:3/60538d9:2

figura 2.84
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4)Verificar que el drea encerrada por la gréfica de r = |sin 30| figura 2.85, es

s
3
A:3/sin30d0:2
0
Y
90 1
120 60
: no.8 v
N - _7_06 - -
150 s S e - 30
180 ?‘ 0 x
210
240/
270
figura 2.85

5) Verificar la veracidad de las siguientes igualdades

2

0

r21 21
) [ do=Tr i o) = {(w) /1< + 1P <2y 2 0)

0

2.3 Volumenes

En esta seccion, se estudiard una de la aplicaciones mas importantes de las integrales y
es el célculo de voltimenes de sélidos, pues nos conectan con aplicaciones geométricas

2.3.1 Voliimenes de sélidos con una seccién de area conocida
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dv=A(z)dz

dv=A(x)dx

/; o /——ay

X

cl- -

y

figura 2.86

Si A(x) representa el drea de una seccién transversal de un sélido en un dominio |[a, b]

figura 2.86, entonces su diferencial de volimen es dV = A(x)dx y asi su volimen viene
dado por

b d

V= /A(:c)d:c oporV = /A(z)dz

a C

Ejemplo 2.71 El volimen de la esfera x> + y? + 22 = a® figura 2.87,

dv=A(z)dz
dv—A (x)dx

figura 2.87

viene dado por

a a

4
V= /:I:ydz—7r/\/a2 22v/a? — z2dz—7r/(a — %) dz = §7m3:

—Qa

—a

a a

r 4
:W/yde:ﬂ'/\/(ﬂ—$2\/a2—x2dx=7r/(az—xQ)dx:—Wa:”

—a

—a
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a a a

=7T/1’Zdy=ﬂ/\/a2—y2\/a2—y2dy=7f/ (a? ~4?) dy = 57a’

3

—a —a

ya que A(z) = mv/a2 — 22vVa? — 22 = 7wy es drea de la seccion circular perpendiclar al
eje z, A(y) = m\/a® — y2\/a2 — y® = mxz es drea de la seccion circular perpendiclar al
ejey y Alx) = nva? — x2v/a? — 22 = wyz es drea de la seccion circular perpendiclar al
eje x

Ejemplo 2.72 El volumen de una caja de lado 2,3 y 5 figura 2.88,

z V4

5 5

dv=A(z)dz

A y

y¥3 dv=A(x)dx
figura 2.88
viene dado por
5 5 3 3 2 2
/A(z)dz=/3*2dz:30:/A(y)dy=2*5/dy=30:/A(w)d:c:3*5/dx:30
0 0 0 0 0 0

ya que 3x2 es drea de la seccion perpendiclar al eje z, 2+5 es drea de la seccion perpendiclar
al eje y y 3% 5 es drea de la seccion perpendiclar al eje x.

Ejemplo 2.73 El volimen del cilindro, figura 2.89,

2 2
%4—%:1 _1<z<5

z

dv=A(z)dz

-1
figura 2.89
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viene dado por
5 5

V= /’/TA(Z)dZ = /7ra2dz = 67a’

-1 -1

ya que ma? es el drea de la seccién circular % o+ y < 1, perpendiclar al eje z

Ejemplo 2.74 Hallar el volimen de una pirdmide de altura h y base un cuadrado de
lado a, figura 2.90. En efecto,para hallar el volumen de una pirdmide de altura h y base
un cuadrado de lado a, se introduce un sistema de coordenadas rectangulares como se
observa en la figura 2.90 y tomamos un punto del intervalo [0,h] y sobre el eje y, la
seccion perpendicular al eje y, que es un cuadmdo de longitud b, entonces por semejanza

de triangulos se tiene % = ;y o b= ), por lo tanto el drea A(y) de la seccion

vlsfole

transversal en y es A(y ) Jluego el volimen de la pirdmide viene dado por

h h
a® a® 9 1
1% / / h2/(h y) dy 3ah
0 0
y

y

1no) 1

h-y

b2

figura 2.90

Ejemplo 2.75 Hallar el volimen de un cono circular recto con radio de la base r y altura

h, figura 2.91.En efecto,para hallar el volimen de un cono circular recto con radio de la

base r y altura h, se introduce un sistema de coordenadas rectangulares como se observa
T

en la figura 2.91, y por semejanza de tridngulos se tiene v = 7, de modo que v = Y,

entonces el drea de la seccion es A(y) = ma? h2 , por lo tanto el volimen del cono
circular recto viene dado por

h h

h
1
V= /A( /WT v dy = 7r7“ yidy = —mr’h
h? 3
0 0 0



152 CAPITULO 2. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES

y

A r (I’,h)

x=ry/h

figura 2.91

Ejemplo 2.76 La base de un sdlido es la region comprendida entre las grificas de x =
y? y x = 3 — 2y? y las secciones perpendiculares al eje x son triangulos equildteros,
hallar su volimen.En efecto la base del triangulo es 2y, y como es equildtero su altura es

VAy? — y2 = /3y y por tanto su drea es

A(x):wz\/gyz yasiV:/\/g(\/E)zdx—i-/\/g( 3_$> da::;\/g

1

2.3.2 Meétodo del disco

El volimen del sélido obtenido al girar la regién plana acotada por y = f(x),y = 0,2 =
a,r = b en torno al eje x, figura 2.92, viene dado por

V= /b m (f(x))* da

y=f(x)

figura 2.92

Ya que si rotamos una franja en el eje x, obtenemos una cilindro cuya base es una
circunferencia con radio f(x) y altura en este caso dx, por lo tando un diferencial de
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b
volumen es dV =« (f(x))*dz yasi V = /7r (f(x)*da

y en forma mds general, el voliimen del sélido obtenido al rotar la regién limitada
por las curvas y = f(x),y = g(x) x = a,x = b, con f(x) > g(z) figura 2.93, viene dado
por .

figura 2.93

En forma similar, el volimen del sélido obtenido al rotar la region plana acotada por
= f(y),x =0,y = ¢,y = d en torno al eje y, viene dado por

vz/%umf@

y en forma mé&s general

d

V= [* @) - o)) dy

c

es el volumen del sélido obtenido al rotar la regién limitada por las curvas x = f(y),z =
9(y).y = ¢,y =d, con f(y) = g(y)

Ejemplo 2.77 El volumen de una esfera de radio a, se puede calcular, rotando la region
limitada por y = va? — 22,y = 0,2 = —a, x = a alrededor del eje x, figura 2.94, y asi
dV =7 (f(z))* dz por lo tanto
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a a 9
Vz?r/f2(:6)dx:7r/( a2—a:2) d:c:gwa?’

—a

y=ya-x2

figura 2.94

Ejemplo 2.78 Hallar el volimen del sdlido al rotar la region limitada pory = sinz,y =0
0 <z <m, figura2.95. En efecto, el voluimen viene dado por

figura 2.95

Ejemplo 2.79 Hallar el voliimen del solido al rotar la region limitada por y? = 4x x* =

4y en el eje y, figura 2.96. En efecto, el punto de interseccion es (4,4) entonces el volimen
viene dado por
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V= /W [(f()* = (F())*] dy = /W - (;)2 dy =
= /47r4ydy—7r/4 <yz2>2dy = %ﬂ
, y
T
y*=4x

4y=x’

figura 2.96
2.3.3 Capas cilindricas

Una capa cilindrica es una regiéon acotada por dos cilindros de radio mayor ry y radio
menor 11, figura 2.97, con volumen

figura 2.97

AV = wedhmrih = wh (1§ — r3) = wh (ra 1) (ra — r0) = wh (12 + 1) (1 — 1) = 2en {2 TAT

= 2rhrmedioAr = 2whrAr ~ 2nx f(z)dz, luego
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dV =2nxf(z)dz que es el diferencial de volimen de la cdscara cilindrica y por lo tanto

El volimen del sélido obtenido al rotar la regién limitada por y = f(z),y = 0,z =
a,z=">bcon 0 < a < ben torno al eje y, figura 2.98, viene dado por
b

V= /27rxf(x)dm

a

y=f(x)

QD
(e

y=f(x)

Q
o

figura 2.98

y en forma mds general, el volimen del sélido al rotar la region limitada por y =
f(z),y =g(x),z = a,x = b en torno al eje y, con f(z) > g(z) 0<a <b figura 2.99, se

calcula asi

V= / o [f(2) — gla)] de

y y
I i i 0
f(x) IE e e

a —p X e A X

figura 2.99
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d

V= / 2my f(y)dy

[

es el volumen del sélido obtenido al rotar la regién limitada por x = f(y),x = 0,y =
¢,y =d con 0 < ¢ <d,en torno al eje x y en forma mas general

d

V= / 2y [f () — g(v)] dy

C

es el volumen del sélido obtenido al rotar la regién limitada por x = f(y),x = g(y),y =
¢,y =denejex, con f(y)>gly), 0<c<d

Ejemplo 2.80 Hallar el volimen del sdlido al rotar la region limitada pory = x (x — 1)2 ,
y = 0, alrededor del eje y, figura 2.100. En efecto, el volimen es

v =27

<

o

figura 2.100

Ejemplo 2.81 Hallar el volimen del sélido al rotar la region limitada por y = 2x — x*
y = 0, alrededor de la recta x = 3, figura 2.101.En efecto, el volimen del sdlido es

2 2

U:2w/(3—x)f(x)dx:2w/(3—x)(2x—x2)dx:%r

0 0
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figura 2.101

Ejemplo 2.82 Hallar el volimen del sdlido al rotar la region limitada por las grificas de
y=+/x,y=0,2 =4. a) Alrededor del eje x, figura 2.102, viene dado por

4 2 2
V:ﬂ/xdx:&r=27r/y(4—a:)dy:27T/y(4—y2)dy:87r (Disco y corteza)
0 0 0

figura 2.102

b) Alrededor del eje y, figura 2.103,viene dado por
4 2

128
v = 27r/x\/5da: =5 T= 7r/(16 —y!)dy (corteza y disco)
0 0
y
4 (42) ="
y=/%, = :
0 v} X X

figura 2.103
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c¢) Alrededor de x=4, figura 2.105, viene dado por

4 4 4 2
256

= 27r/ (4 — 2) Vadr = 27r/4\/5dm—27r/x\/§dx == 7r/(4—y2)2dy (corteza y Disco)

0 0 0 0

«

(4.2)

o
N
x

figura 2.105

d) Alrededor de x=6, figura 2.106, viene dado por

4 4 4 2 2
192
v = 27r/ (6 — ) Vodr = 27/6\/§d:c—27r/x\/5da: = %7‘(’ = 7T/(6—y2)2dy—7r/(6—4)2dy
0 0 0 0 0
y
. (4.2)
y=/x
0 2 =

figura 2.106

Ejemplo 2.83 Fl volumen del sdélido al girar la region limitada por las grificas de y =
2+ 2?2+ 20+ 1,2 =3 eje z, en eje x, figura 2.107, viene dado por

3 3
13929
V:7r/7rf2(x)dx:W/(m3+x2+2x+1)2da:: s
0 0

14
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<

» X

figura 2.107

y alrededor de la recta x = 5 viene dado por

3
1149
v = 27r/(5 —2)(2® + 2% + 22 + 1)dx = = dificil por el método del disco
0

Ejemplo 2.84 Fl volumen del sélido al girar la region limitada por las grificas de v =
8 —y? , x = y? alrededor de y = —3. figura 2.108,viene dado por

2

U=27r/(y+3)(8—y2—y2)dy:1287T:

-2

4

8 8
:77/(\/54’3 dr— 7T/ \/5_U+3 dl"—HT/ VA —x+3 dx 7'('/ \/8—x+3)2dx:1287r
0 4 4

0

y y
“ X = y2 (2 4) ‘
X=8- y mlmfr"' i
. il | '
AL y=-3
(21_4)

figura 2.108
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Ejemplo 2.85  Considere la region limitada por la grifica de y*> = 8x 0 < o < 2,5u
volumen al rotar la region alrededor de eje x = 2, figura 2.109, viene dado por

4 4 2

2\? 256
v=/7r(2—x)%ly=/7r<2—%) dy:1—57r—27r/(2—x)2\/§dx

—4 —4 0

X

(21'4)
figura 2.109

Ejemplo 2.86  Considere la region limitada por la grifica de y*> = 8v 0 < x < 2,su
volumen al rotar la region alrededor de eje y, figura 2.110 viene dado por

4 4 2
128 128
v—/47rdy /—dy-—w-27r/2ac\/8md$— 5
—4 0
y y
@4
y'=8x

(2-4)

figura 2.110
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Ejemplo 2.87 Considere la region limitada por la grifica de v = 4w — 2% y el eje z, su
volumen al rotar la region alrededor de eje y = 6, figura 2.111, viene dado por

(Recuerde que 4z — 2% = — (22 — 4x) = — (22 — 4z + 4 — 4) = — (z — 2)*+4 por tanto
y—4=—(x—2)° entonces z —2 = +/4—y)

4 4 .
14
o 7T/ (6" - (6~ y)2) dr = 7T/(12y —y?)dz = 7T/(48I — 2822 + 82° — x')dx = —1287{'
0 2 )

:27r/(6—y)(<2+\/H)—(2— 4—y))dy:47r/(6—y)( 4—y)dy:%7r

il
|

iﬁ"gﬁ? llLlnF-- _ »
filn

figura 2.111
Ejemplo 2.88 Considere la region limitada por la grifica de la figura y calcular

1. El volumen del sélido al rotar 0AB, en el eje x, figura 2.112, viene dado por (disco
y corteza)

8 8
V:W/a:3dx:27r/(4—x)ydy:27r/(4—y§)ydy:647r
0 0
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y

figura 2.112

2 El volumen del sélido al rotar la regiéon 0AB en AB, figura 2.113, viene dado por
(disco y corteza)

figura 2.113

3. El volimen del sélido al rotar la regién 0AB en CA, viene dado por (disco y corteza)

4 4

4 4
2 704
V:W/64dx—7r/(8—y)2dx:7T/64dx—7r/(8—x§> dx:?w
0 0

0 0
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:27T/(8—y)(4—x)dy:27r/(8—y)(4—y§>dy:%7r

4. El volimen del sélido al rotar la regiéon 0AB en el eje y, figura 2.115, viene dado
por (disco y corteza)

y y
ch A (4,8)

figura 2.115

8 8 4 4
12 12
V:ﬂ/16dy—7r/y§dy:577r:277/a:yd.7::27r/.7;.x3dx:5777
0 0

0 0

5. El volimen del sélido al rotar la regién OAC en el eje y, figura 2.116, viene dado
por (disco y corteza)

c1 A (4.,8)

8
384 384
v=7r/x2dy:7r/y§dy:7%22ﬁ/x(8—x3)dx:77r
0
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6. El volimen del sélido al rotar la regién 0AC en CA, figura 2.117, viene dado por
(disco y corteza)

7. El volumen del sélido al rotar la regién OAC en AB, figura 2.118, viene dado por
(disco y corteza)

Yy
C A (4,8)

figura 2.118

4

U:W/S(lﬁ—(4—y§)2>dy:27r/(8—a7§)(4—x)dx:3§g7r
0

0
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8. El volimen del sélido al rotar la region 0AC en eje x, figura 2.119, viene dado por
( corteza y disco)

Yy
y

figura 2.119

8 4
27T/y§ydy=27r/g 7r/ 64—x dr = 1927
0 0

Ejemplo 2.89 Considere la region limitada por y = —2% — 3x + 6,2 + y = 3, rotarla en
x =3, figura 2.120.

y—-x2 3x+6

3 6)
Xy_s\

(1.2
———x - > X
figura 2.120
Recuerde, que los puntos de interseccién de las curvas son (—3,6) y (1,2) ademds
y:—x2—3x+6=—(x2+3x+§—§)+6=—(x+§)2+§+6_ z+3)"+ 3 por

tanto

33 3\’ 3 /33 3, /33
y—zz—<x+§> ydeaqui,:v—l—§=i Z—y yas1:c——§:|: Z—y luego
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1

V:27r/(—x2—3x+6—(3—x))(3—$)dx:?w:

-3

6 2 % 2 2
_ o (9 [33_ dut S B (2 3B du < 298
- y 2 1 Y Y 2 1 Y 2 1Y =73

2 6

Ejemplo 2.90 Considere la region limitada por la grifica de x® + y? = 4, su volimen al
rotar la region alrededor de eje x = 3, viene dado por, figura 2.121 (corteza y disco)

! X=3
X
e
figura 2.121
2 2
V:27r/2y(3—x)d:10:47T/(3—a:)\/4—x2dm:247r2 =
2 2

2
2
7T(3—\/4—y2) dy—/127n/4—y2dy—247r2

-2

I
|
l\?\w
3
Ve
w
_I_
ﬂ
|
<
[\v}
SN——~
[\
IS
<
|
llxD\M
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Ejemplo 2.91 Considere la regién limitada por la grifica de (x — 6)? + (y — 8)? = 4
hallar su volimen al rotar la region alrededor de eje x.figura 2.122

b,1U) y

(4,8) (8,8)
X-6)7+(y-8)'=4

X

figura 2.122

Como (z — 6)? + (y — 8)> = 4 entonces (y — 8)> = 4 — (z — 6)? por tanto y =
8+ /4 — (z — 6)? asi que

VZW/S( —43) W/8(8+\/m)2—(8— 4—(x—6)2)2)da::

10

:32ﬂ/mdx:647r2:27r/y((6+m>—(6— T=(y—8p))dy

4

10
= /47ry\/4 — (y — 8)2dy = 64r>

6

Ejemplo 2.92 Considere la region limitada por la grifica dey = |z —2|, 1 <x <4,y =
0, figura 2.123, hallar su volimen al rotar la region alrededor de eje y.En efecto,

2

4
44
27r/:1:|x—2|dx—27r/ (2 —x)dr + 27

E

v

1
1

4
/xa:—Q
44
7T/2— dy—ﬂ/ldy—i—ﬂ/lGdy 7r/ y—|—2 = —7
0 0

3
0
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figura 2.123

Ejercicio 12

1. La base de un sélido tiene la forma de una elpse con el eje mayor de 20 cm y eje
menoe 10 cm. Hallar el volumen del sélido si cada seccién perpendicular al eje mayor es
a) Un cuadrado b)Un triangulo equilatero ¢) Un triangulo isésceles de 10 cm
de altura. Respuestas1333 cm?,577,3 cm?, 785, 4 cm?

2. Hallar el voltimen del sélido limitado por las superficies z = x%+4y2, 2 = 1.Respuesta

INE

3. Hallar el volimen del sélido limitado por la superficie 22 + 4y + 922 = 1.Respuesta
2

’ 4. La base de un sélido es el drea acotada en el primer cuadrante por la recta 4x+5y=20
y los ejes coordenados. Hallar el volimen si toda secciéon plana perpendicular al eje x es
un semicirculo

Respuesta IOT”
5.Hallar el volimen del s6lido obtenido al rotar la region limitada por las graficas de
y=2a2y=0,2=2en el eje x. Respuesta @
6. Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por un arco de
y = sinz, en el eje x. Respuesta %
7. Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por las graficas de
y=e * y=0,r =0,z =5 en el eje x. Respuesta @

8.Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por la grafica de
922 + 16y? = 144 en el eje x. Respuesta 487

9.Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por las gréficas de
y=a2319y=0,27=2en el eje y. Respuesta 64?”

10. Hallar el voliimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por un arco de
y = sinz, en el eje . Respuesta

11.Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por la gréfica de
922 + 16y? = 144 en el eje y. Respuesta, 647

12.Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por las gréficas de

y=2%y =0,z =2en el eje x=2. Respuesta 4
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13.Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por las gréficas de
y=222y=0,2=0,7r=>5 en el eje x=6. Respuesta 3757

14. Hallar el volimen del sélido obtenido al rotar la region limitada por la gréfica de
22+ (y — 4)2 =1 en el eje x. Respuesta 872 y halle eldrea de la superficie
15. Considere las graficas de y =r + R}}’”x 0<x<H y y=0 calcule el voliimen
del tronco de cono de radios r y R y altura H, al rotar el drea encerrada por estas curvas
en el eje x y el area de la superficie del tronco de cono al rotar la gréfica de
y=r-+ %x 0<x< Henelejexyhaga r = R y calcule el drea y el voltimen del
cilindo de radio R y altura H y si r=0 calcular el drea y volimen del cono de
radio R y altura H

Diferencial de longitud

C
ds dy (b,d)
dx

(ac)

figura 2.124

En la figura 2.124 se observa el grafico de y=f(x) y se puede concluir que :

ds = /(dz)? + (dy)? = \/(dw)? + (dy>2§_z B

dz\ 2 dy 2 dy 2 .
= — | +|—=| der=4/1+ (-] dr cuando y es funcién de x, o
dx dx dx

b= VT = VT () (40

dy

d 2
=4/1+ <d_x) dy cuando x es funcién dey o
Y

2 2
ds = +/(dz)? + (dy)? = /(dz)? + (dy)2% = \/(@) + <@) dt en forma paramétrica

dt dt
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y la longitud de la curva se puede calcular por la integral

oo i (Yoo fom Jyoe () o Jom () ()

dependiendo del caso, como lo ilustraremos con los ejemplos de la seccién siguiente

2.4 Longitud de curvas en cartesianas y paramétricas

Con frecuencia es conveniente describir la trayectoria de un objeto y saber la ubicaién
cuando pasa por cada punto de un camino en términos de un pardametro y si por ejemplo
F(x,y)=0, es la ecuacién rectangular de una curva C y cada variable x y y es funcién
de una tercera variable t, x(t), y(t), entonces si para cualquier valor permisible de t,
las ecuaciones x(t), y(t) determinan un par de puntos x, y que satisfacen la ecuacién
F(x(t),y(t))=0, entonces a x(t), y(t) se denomina una ecuacion paramétrica de la curva
y t es una variable independiente y en esta seccién se hard un tratado completo de lo que
es una curva, parametrizaciones de algunas curvas y para ello daremos las definiciones
siguientes :

Sea « : [a,b] +—— R" una funcién vectorial talque a(t) = (x1(t), z2(t), ..., z,(1))
entonces

1. Al conjunto {(¢,(t) / t € [a,b] )} se llama, la grafica de «

2. Si « es una funcién continua en [a,b], la imagen de « se llama curvay a a(t) =
(z1(t), z2(t), ..., x,(t)) una representacion paramétrica de la curva y su gréfico (el de
la imagen ) se representard por C

3. Si &/(t) existe para todo t € (a,b) y si a(t) es continua en [a, b] entonces la curva se
llama regular

4. La curva se llama regular a trozos (suave o liza), si se puede expresar como la unién
de un nimero finito de curvas regulares

5. La curva es cerrada si a(a) = a/(b)

6. La curva es cerrada simple si a(a) = «(b) y si para todo tq, to € [a,b] t; # t3 se
tiene que «a(tq) # a(ts)

7. El sentido positivo de la curva, es el correspondiente a los valores crecientes de t
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Ejemplo 2.93 Sea o : [0,4] +—— R? talque a(t) = (t,t*) = (z,y). Si le damos valores
a t entre 0 y 4 y localizamos estos puntos en el plano xy, se obtendrd el grifico de y = x>
para 0 < xz < 4, y se dice que a(t) = (t,1?) es una parametrizacion de la parabola
y =12, figura 2.125, y a(t) = (4 —1t,(4—t)?) para 0 <t < 4,es otra parametrizacion de
la pardbola y = a2, pero su orientacion es en sentido contrario

y
4 (4,16)

a(t) -

C
y=x"

figura 2.125

Del gréfico se puede concluir que la curva es regular, regular a trozos, no es
cerrada y la longitud de la curva es

= [as= [ VP ap = [V pe /\/ )2dt:

:jmdt:j,/1+(%)de:j\/u(m)?dx

0

Ejemplo 2.94 Una parametrizacion de z* + y*> = 1 es a(t) = (cost,sint) = (z,y),
0 <t<2m figura 2.126 y [(t) = (cost,—sint), 0 < ¢ < 2w, es otra parametrizacion,
pero su orientacion es en sentido contrario .

X2 +y2: l
a(t) - / \
\ | > X
0 t 21 k//

figura 2.126
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La curva es regular, regular a trozos, cerrada y cerrada simlpe y la longitud es

1o = [as= [T @p = [ Vars e /\/ )th:
= 7\/(—sint)2+ (cost)’dt = 7dt—27r—2/ 1+ <;Zi) dr =
/\/ —2 x—Z/\/l—i— \/7 deIl\/% o

Ejemplo 2.95 Una paramétrizacion para el grifico de x = y*> — 1, desde (0, —1) hasta
(3,2), figura 2.127 es a(t) = (t* — 1,t), —1 <t < 2.

-1 t 2 \\
(01_1)

figura 2.127

En efecto, Sea y = t entonces * = t> — 1 y asi a(t) = (2 = 1,t), -1 <t <2y
Bt)=((2—1)2—-1,2—1t) 0<t<3, es otra parametrizacién, pero su orientacién es en
sentido contrario y la longitud de la curva es

o= fa= e — [ () + () -

:/2\/(2@ )2dt = /,/ Z‘; dy /\/1+(2y)2dy:

:}lln(\/ﬁ+4)—11n(\/5—2)+5\/3+\/1_7

Ejemplo 2.96 Una ecuacion paramétrica para el grifico de y = 4 — 2%, y > 0 es
alt) = (t,4 —1?) —2 <t <2 figura 2.128, pues
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y=4-x*
ot

\ | ,
2 t 5 (-2,0) (2.0)
figura 2.128

Si x=ty=4—t*yasia(t)=(t,4—t?) —2<t<2 ysiz=2—t,y=4—(2—1)?
entonces 3(t) = (2—t,4—(2—1)?) 0 <t < 4, es otra parametrizacién, pero con orientacién
contraria y

/@—/JET_ET—/¢ )ﬁ

N—M / e (2 )dx_/m

Ejemplo 2.97 Hallar parametrizaciones para el segmento de recta que tiene por punto
inicial (0,2,0) y punto final (0,2,4).

En efecto, a(t) = (0,2,t), 0 < t < 4, B(t) = (0,2,4t), 0 < t < 1,9(t) = (0,2,2t)

0 <t < 2, son todas parametrizaciones del segmento de recta con la misma orientacion
y 0(t) = (0,2,4 —t) 0 <t <4, es otra parametrizacion del segmento de recta, pero con

orientacién contraria y
/ ds = / V (dx)? + (dz)? =

N@_;)a(%)a(%O;WWW

2 2

x
Ejemplo 2.98 Una parametrizacion de — + 22—2 =1 es x/a = cost, y/b = sint, luego
a

a(t) = (acost,bsint) 0 <t < 27, y la longitud de la curva es

- fu= f = [ () + (3) -
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2m
= / \/(—a sint)? 4 (beost)’dt
0

Ejemplo 2.99 Una parametrizacion para el segmento de recta que tiene por punto inicial
A€ R" ypunto final B€ R" esa(t) = A+t(B—A) 0<t<1 figura 2.129

B

v

a(t)

a(t)=A+t(B-A)

A
figura 2.129.

Ejemplo 2.100 Una parametrizacion para el grifico de %3 +y*3 = 1,es a(t) = (cos’ t,sin®t)
0 <t<2m yen general

Ejemplo 2.101 Una parametrizacion para el grafico de y = f(x) es a(t) = (t , f(t)) o
B(t) = (a—t, f(a—1t)) segin sea su orientacion

Ejemplo 2.102 Una parametrizacion para el grifico de y = 2% + 4z desde (—4,0) hasta
(2,12) figura 2.130, es

a(t) = (L, 12 +4t), -4 <t <2y Bt)=B—t,(3—-1t)>+4(3—1)),1<t <7
Y (212

a(t)
| | (-4,0) R

\ \ >

y=X"+4x

figura 2.130.
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es otra parametrizacién pero en sentido contrario y

10) = [as= [ V@ @y = [ V@ ey -

T+ (- [ Vo e

Ejemplo 2.103 Una parametrizacién para el grifico de z = y* en v = 2 desde (2,—1,1)
hasta (2,2,4),figura 2.131

X X=2
figura 2.131

esalt) = (2,t,t?) —1<t<2ypEt)=(2,4—t,(4—1)? 2<t<5

es otra parametrizacion con orietacion contraria
Ejemplo 2.104

a(t)

St<

(V1—1t2t),—1<t<1y B(t) = (cost,sint), —

b |
b | 3

son parametrizaciones para el grifico de v = /1 —y? desde (0,—1) hasta (0,1)

Ejemplo 2.105 Si C es el contorno del cuadrado definido por los ejes coordenados y las
rectas ¥ =1, y = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj,
figura 2.132 entonces las parametrizaciones para cada Cjy son
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y Cs
=1
C4 Y y - CZ
x=1
>C1 » X
figura 2.132

Cy, aq(t) = (t,0) 0<t<1
Coy ag(t)=(1,t—1) 1<t<2
Cs, az(t)=(3—1t,1) 2<t<3
Cyy, ag(t)=(0,4—1t) 3<t<4

Sin embargo es mds practico considerar las curvas C} completamente independi-
entes,sin pedir que se definan en intervalos consecutivos y pueden ser que esten definidos
o no en el mismo intervalo. Por ejemplo, las curvas C}, se puden parametrizar tambien

ast
Ci, aq(t) =(t,0) 0<t<1
Cy, ao(t) = (1,t) 0<t<1
Cs, ag(t)=(1—-¢t,1) 0<t<1
Cyy, ay(t)=1(0,1—1¢) 0<t<1

y
L(c)_/\/(%>2+ (%)2(175_/1 (1)2+(0)2dt+/1 (0)* + (1)*dt+

Ejemplo 2.106 Si C es el contorno de la cicunferencia 2 + y*> = 4 recorrida una sola
vez en sentido contrario a las manecillas del reloj, figura 2.133
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AR
W,

figura 2.133

una parametrizacién de la curva es es

B(t) = (2cost,2sint), 0 <t <27

El drea encerrada por esta curva simple cerrada la podemos calcular por

27 27 27 27 27 27
—/yda: = —/QSint(—Zsint) dt = 4/sin2tdt =d4r = /mdy = /2cost2czostdt = 4/cos2tdt
0 0 0 0 0 0

por lo tanto si la orientacion de la curva cerrada es en sentido contrario a las manecillas
del reloj el drea encerrada se calcula por

A= —J(I{yd:c = —%y(t):c’(t)dt = ]{xdy

C C C

y si es en el mismo sentido el drea encerrada por la curva se calcula por

A= fydac = fy(t)x’(t)dt = —%xdy

Ejemplo 2.107 Si C es el contorno de la pardbola y = x* con la recta y = 2x, recorrida
una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj, figura 2.134

y (Z£,4)

y=x*
X

figura 2.134
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las parametrizaciones vienen dadas por

()= (6,17), 0<t<2yas(t)=(1—t,2(1—1¢),-1<t<1y

:/\/<‘(lj_’f)2+ (%)thimdwr/l \/(—1)2+(—2)2dt

El area encerrada por las curvas es

/ 4

2 _ =

/ - -3
0

y ahora el drea por paramétricas es

A= —%yc& = —fy(t)x’(t)dt = %xdy y escojamos a

C C C
2 1 4
f / t (2tdt) + /1—t)(—2dt):2/t2dt—2/(1—t)dt:§
0 -1 0 -1

Ejemplo 2.108 Si C es el contorno de la cicunferencia x?+1y*> =4 en z = 3, recorrida
una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj, figura 2.135

ya
=3 " o xHy=A
y
X
figura 2.135

una parametrizacién de C es

p(t) = (2cost,2sint,3), 0 <t < 2w

Ejemplo 2.109 La longitud de la curvay = 2% , 1 < x < 3 esta dada por
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b 5 3 3
L:/ 1+(Z—y) dx:/\/1+(2x)2d:p:/\/1+4x2dm:
\/ x
a 1 1
9 3
—/,/1+ L —/\/1+(2t)2dt
1 1

Ejemplo 2.110 La longitud de la curva y =z, 0 < x < 3 estd dada por

/b 1—|—(%)20[33:/3\/1—1—(1)2dx:/3\/§dx:3\/§
:/3,/1+(;l—§)2dy Ziﬁdyz/g\/(%)2+(%)2dt=/3\/§dt

Ejercicio 13 Verificar que

1.

r =sect, y=tant es una parametrizacién de 2% —y? =1

. x=2+cost y=1+sint es una parametrizacién de (z —2)* + (y — 1) =1
.x=t+1, y=2t>—t—1 es una parametrizacién de y = 2% — 5z + 2

. x=sint, y=—2cost 0 <t <7 esuna parametrizacién de 2% +y*/4 =1,z >0

t

. x=c¢c', y=4e* esuna parametrizacién de y = 42%z > 0
. x=2t+5, y=3t—7 esuna parametrizacion de 3r — 2y = 29
. x=1% y=1t—2 esuna parametrizacién de (y +2)?> =z, > 0

. & =+/t, y=1—1es una parametrizacién de y = 1 — 22,2 > 0

Parametrice el cuadrado de lado 1 y halle el drea aplicando las férmulas en los dos
sentidos



2.4. LONGITUD DE CURVAS EN CARTESIANAS Y PARAMETRICAS 181

2.4.1 Longitud de curvas en polares

Recuerde que en coordenadas polares © = rcosf, y =rsinf y que

ds =/ (dx)? + (dy)? entonces como

x=rcosl = f(0)cosf y y=rsinfd = f(0)sind se tiene que
dr = (f'(0) cosO — f(0)sinf)dd y dy= (f'(0)sinb+ f(0)cos)df asi que

=/ (dz)? + (dy)? = \/((f'(0) cos O — f(0)sinB)dh)2 + ((f'(0)sind + f(0) cos§)dh)? =

= \/(f/(9)2 + (f(0))2d0 = (|72 + <d >2d6 por lo tanto

B B
:/ds:/ r? 4+

Ejemplo 2.111 Hallar la longitud de
r = cos f + sin 6

En efecto, la curva se grafica dandole valores a 0 entre 0 y 3F y entre ™ y 21, por lo
37

tanto
ds = 24 d9 \/ 24 d@—
/s / T +/ T d@

= /\/(COS@ + sin6)” + (cos § — sin §)*df + /\/(COSQ + sinf)” + (cos § — sin A)*df =

0

Ky

/\/_d0+/\/_d0_2\/_7r—/\/_d0—\/_7r

M:\

Ahora la ecuacion en cartesianas de r = cosf + sinf es (m — —)2 + (y — —)2 =
longitud es 2mr = 27 7% = /2.
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Ejemplo 2.112 Fl grifico de la circunferencia r = sinf) en coordenadas polares se hace
ddndole valores a 60 entre 0 y w, entonces su longitud figura 2.137, es

/7"2 ( )d@—/\/sm 0+ cos20df =r

180

figura 2.137

Ejemplo 2.113 El grifico de la cardioide r = 1 + cosf en coordenadas polares se hace
ddandole valores a 0 entre 0y 2m,entonces su longitud figura 2.138, es

2T 2T
dr\?
— 2 —_— — 2 in?
/Hr + (d@) do /\/(1—1-6056’) + sin” 0d6
0 0

r=1-+cosf

0x

figura 2.138

Ejemplo 2.114 El grifico de la circunferencia v = 2 en coordenadas polares se hace
ddandole valores a 0 entre 0y 2r,entonces su longitud, figura 2.139, es

/r2 < >d9—/\/_d0—47r
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figura 2.139

Ejemplo 2.115 La grifica del pétalo de r = |sin 20| que se encuentra en el primer cuad-
rante se hace ddndole valores a 0 entre 0 y 5 entonces la longitud de r = |sin 20| , figura

2.140, es
z R z
L:4/,/7~2+ (d—g) d9:4/\/sin229+4005220d0
0 0

figura 2.140

Ejemplo 2.116 La grifica del pétalo de r = |cos20| que se encuentra en el primer y
cuarto cuadrante se hace ddndole valores a 0 entre —75 y 7 entonces la longitud de r =
|cos 20| ,figura 2.141, es

: ;%
4/ r2 4 <%> df = 4/\/(cos 20)% + (2sin 20)2d6

a3
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210

figura 2.141

Ejemplo 2.117 La grdfica del pétalo de r = sin 360 que se encuentra en el primer cuad-

rante se hace ddndole valores a 0 entre 0 y 3, entonces la longitud de r = sin 30, figura
2.142, es

/ r2 4+ < ) d0:3/\/ (sin 30)2 + (3 cos 30)2d0

270

figura 2.142

Ejemplo 2.118 La grifica del pétalo de r = cos 30 que se encuentra en el primer y cuarto
cuadrante se hace ddndole valores a 0 entre —% y &, entonces la longitud de r = cos 30 ,

figura 2.143, es
dr .
/7‘2 0 = 3/\/ cos 30)? + (—3sin 30)2d6

c:\:!
c:\:!
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09X
r=cos306

figura 2.143

Ejemplo 2.119 La longitud de la curva r = [sin 6| figura 2.144, es es simplemente

s 2 s
2/“7"2#— (%) d@z?/vsin29+cos29d9
0 0

figura 2.144

2.5 Area de una superficie dada por rotacion de una
curva

Al rotar un pedazo de curva en el eje x, se obtiene un cilindro con radio f(x) y altura

ds, luego dA = 2myds =~ 27 f(x)ds y por tanto el drea de una superficie al rotar la curva
y = f(z) a <z <b, figura 2.145, viene dada por :

b 2
A:27T/yds:27T/f(x) 1—|—(%> dx
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y

N

$

e

[

figura 2.145

y el el drea de una superficie al rotar la curva = = f(y) ¢ <z <d viene dada por

d d

2
A:27r/a:ds:27r/f(y) 1+<Z—§) dy

C

Ejemplo 2.120 FEl drea de la esfera, figura 2.146
2 +yt 42 =ad

se puede hallar al rotar la grifica de y = v a? — x2 en el eje x y se calcula por,

r f / dy 2 i adx
AZQ’/T/deZQ’/T/\/CIQ—ZL‘2 1—|—(£) dxz?w/x/az—xz—m:

—a

= 27r/adx = 47a’®

—a

también se puede hallar el drea de la esfera al rotar la grafica de © = /a? — y? en el
eje y y se calcula por,

a a d 5 a d
A= fots=an [ () = [ V= s -

—a
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=27 / adr = 4ra?

—a

figura 2.146

Ejemplo 2.121 El drea del cilindro, figura 2.147, producido al rotar la curva y = 2,
0 <z <6 en el eje x viene dado por

6 6
A= /2d5—47r/ l—i-( )d —47T/d!1)=247‘('
0 0

y

<

y=2 T

lllllllllllllll
nnnnm

figura 2.147

Ejemplo 2.122 FEI drea de la superficie al rotar la curva y = 2% en eje x, (y en eje y),
para —2 < x < 2, figura 2.148, viene dada por

2 2
A:27r/yds:27r/a72 (Zy> dac—27r/ 21+ da2de =
x

-2 -2

~or (g (VIT-4) - G (Vi 1) + 21T
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; : dr\ 2 ; 1 17 1
x
= =2 1+ (= —2 1+ —dy =27 (=17 — —
A 27r/xd3 7r/\/§ —|—(dy>dy 7T/\/37 ~|—4ydy 7r(12\/_7 12)
0 0 0
f/
e
X
2 0 2

figura 2.148

Ejemplo 2.123 Ejemplo 2.12/ El drea del cilindro, figura 2.149, producido al rotar la

curva x=3, 2 <y < 6 en el eje y, viene dado por

6 6 6
d 2
A:27T/xds:27r/3 1+(—x> dy:27r/3\/1+0dy:247r
2 2 2

AT

LT
A

x=3

ANARRANY

X

figura 2.149

Ejemplo 2.125 FEl drea de la superficie al rotar la curva y==2z, figura 2.150, en eje z, (
en eje y),1 < x < 4,viene dado por
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4 4 4
A:27r/yds:27r/2x\/1+(%)2d :27r/
1 1 7

2

8 8
A—27T/xd3—27r/%\/1+<3—z) =27
p) 2

20

22+/1 + 4dx = 3057

4y /1+ Ldy = 15v/5m

y

[iN
IN

figura 2.150

Ejemplo 2.126 Hallar el drea de la superficie al rotar la curva (xz —2)> + (y —4)> =1
en el eje x. En efecto, (y —4)> =1 — (z — 2)* entonces y = 4+ /1 — (z — 2), por tanto

2

2
-2
ds = 1+(@> = |1+ |- (z—2) = do Y asi
1—(z—2)° 1—(z—2)°

A27r/3yds27r1/3<4+ 1—(96—2)2) 1?22)2””1/3(4 1_(x_2)2) 1—?9;—2)2

_27/4+\/1—x—2 d$+2ﬂ/4—\/1—x—2 —27r/
I e e e

Tambien como x—2 = cost,y—4 = sint entonces x =2+cost,y =4+sint 0 <t <27

y ds = V/sin?t + cos? tdt por lo tanto
2w 2

A= 27T/yds :27T/ (4 +sint) dt = 1672
0 0

= 167>
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Ejemplo 2.127 Hallar el drea de la superficie al rotar la curva r? = cos 20 en el eje polar
y en el eje de 90.

En efecto, en torno al eje polar

i i PR i —
A=2 27r/yds :47r/y\/7"2+ (d_g) d9:47r/rsin0\/(cos29+( 817011 )2df =
0 0 0

1 5 —
—47r/rsin0\/cos 2«94;8111 28 47?/511166[9—277 2—\/§>
r

0

y entorno al eje de 90

A i i
/ dr\’ — sin 20
A=2 27r/md5 —47r/r0080 r2+(d—g) d9—47r/r008\/(cos29+( S )2df =
T
0 0 0

2 102
rsin 9\/COS 20 + sin 20d0 = 47r/ cos 0dO = 2v/2r

r2

INE]

=47

o\
INH

0

Ejemplo 2.128 Hallar el drea de la superficie al rotar la curva r = 4 cosf en el eje polar
y en el eje de 90.

En efecto, en torno al eje polar

A—27T/yds—27r/7’sm9\/r2 d9 4cosesm0\/16cos29+( —4sin)*df =

4 cosfsin8df = 16w

=8m

o
[VE]

y entorno al eje de 90

A= 27r/xds = QW/TCOSHHT‘Q d?" d9 = 2ﬁ/4c089c089\/1600820+( 4sin 0)*df =

w\:\
w\:i
w\:i
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= 87?/4 cos B cos Bdf = 167>

[ME]

Ejemplo 2.129 Considere la ecuacion
r =1+ cosf

y vamos a calcular el drea encerrada por la curva y el eje x, la lonitud de la curva, el drea
de la superficie al rotar la curva en el eje x y el volimen al rotar el area en el eje x. En
efecto,

™ ™ s

1 1 1 1+ cos26 3
A:— 2 = — 2 :—/ _— = —
2/r df 2/(1—|—cos@) db 5 <1+2cos@—|— 5 >d9 i
0 0

0

- 7,/r2+ (%)iw — 2/ﬁ\/(1 + cos )’ + (sin 0)%df = 2jmd9 —8

S—27r/yds—27r/rsm9v 1+ cosf) d9—27r/ (14 cos®)sinf+/2 (1 + cosf) d9—327r

0 0

T

;/r sm@d@-— (1+cos€) Sln@d@zgﬂ'
0 0

Ejemplo 2.130 Considere la ecuacion
2?4yt = R
y vamos a calcular el drea encerrada por la curva, la longitud de la curva, el drea de la

superficie al rotar la curva en el eje x y el volumen al rotar el area en el eje x. En efecto

s 2

1 1
A= §/r2d9 = §/R2d0 = 71R? = drea del circulo de radio R
0

2 5 2 2
— /’ [r2 + <%> do = /\/ R? 4+ 02d0 = /Rd@ = 27w R longitud de la circunferencia de radio R
0 0 0
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U ™ ™

S = 27r/yds = 27T/R sin v R? + 0%2d0 = 27T/R2 sinfdf = 4t R* = drea de la esfera de radio R

0 0

0
o [ o [, . 4, , |
V= 5 r° sin 6df = 3 R’ sin 6df = §7TR = Volumen de la esfera de radio R

0 0



Capitulo 3

Sucesiones

3.1 Introduccion

Si a cada entero positivo n, estd asociado un nimero Real a,, se dice que el conjunto
ordenado {ay, as, as, ay...a,...} define una sucesién real infinita.

Los términos de la sucesion son los nimeros aq, as, as, as... y asi hablaremos del primer
término aq, del segundo término ay y en general del n-ésimo término a,,.

Cada término a,, tiene un siguiente a,.1, y por lo tanto no hay un iltimo término.

Los ejemplos m&ds comunes de sucesiones, se pueden construir dando alguna regla
o férmula explicita, que proporcione el término n-ésimo tal como a, = n,b, = sinn,
¢, = Inn...etc y para hallar los términos de por ejemplo b, = sinn, se sustituyen los val-
ores de n = 1,2, 3, .. para obtener {sin1,sin2,sin3...} = {ay, as, as, ay...a,...} los puntos
suspensivos se usan, para sugerir que los términos de la sucesién continuan indefinida-
mente.

Algunas veces se necesitan dos o mas férmulas para especificar los términos de una
sucesién, por ejemplo as, = 2n? y as,_1 = 1.Aqui los términos de la sucesién pertenecen
al conjunto

{1727 1,38, 1} ya que, a; = ag1-1 = l,as = a1 =2, a3 =az2-1 =1,a4 = a2 =8y
asi sucesivamente.

Otra forma de definir sucesiones consiste en mostrar un conjunto de instrucciones que
indica como se obtiene un término, a partir de los anteriores, por ejemplo, a; = as = 1,
Y Upi1 = Qp + a1 para n > 2. Asi los términos de esta sucesion pertenecen al conjunto
{1,1,2,3,5,8,13...} = {ai,as,a3,a4...a,...} yaque a; =ay =1. a3 =ay+a; =1+1=
2,a4 = a3+ as =2+ 1 = 3 y asi sucesivamente se hallan los deméds términos.

Una sucesion se puede especificar de varias formas, por ejemplo, la sucesion {1, 4, 7, 10, ...
{3n — 2} y tambien por a,, = a,_1+3, a; = 1 n > 2. Observe que son tres formas diferentes
de expresar la misma sucesion.

193
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Casi todo entero positivo significa, todos los enteros positivos salvo un numero finito,
es decir, existe un nimero natural ng talque n > ny para todo n.

3.2 Definicion de sucesion

Una sucesion, es una funcién f, cuyo dominio son casi todos los enteros positivos. Si el
recorrido es un subconjunto de los niimeros reales, se dice que la sucesion es real y si el
recorrido es un subconjunto de los nimeros complejos, se dice que la sucesion es compleja.
El n-ésimo término de la sucesién se denotara por f(n) o a, y la sucesién por {f(n)} o
por {a,} o por {b,}, es decir con letras mintsculas subindizadas

Ejemplo 3.1 La sucesion {a,} = {n} tiene como dominio el conjunto {1,2,3,....}
Ejemplo 3.2 La sucesion {b,} = {25} tiene como dominio el conjunto {2,3,4....}
Ejemplo 3.3 La sucesion {b,} = {m} tiene como dominio el conjunto {3,4...}

Ejemplo 3.4 La sucesion {c,} = {sinn} tiene como dominio el conjunto {1,2,3,4....}

3.2.1 Operaciones

Sean {a,},{b,} dos sucesiones, entonces

Suma y resta

{an} +{bn} ={an+b.} o {an} —{bu} ={a, —bu}

Ejemplo 3.5
{n}+{%} - {n+%} o {n}- {%} _ {n_%}

{3+ {n*} ={3"+n*} o {3"}—{n*}={3"-n"}

Ejemplo 3.6
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Producto
Ejemplo 3.7
{n2} Asinn} = {nQ. sin n} {nln"} An} = {nln”.n}

Division

{an} Ap,

{bn} b, con =+
Ejemplo 3.8

n} [ n
{n-3} |n-3

Ejemplo 3.9

3y _[3
27\

Como una sucesién {a,} es una funcién, todo lo que usted conoce de funciones, tiene
validéz en el tema de sucesiones, por ejemplo, grificas, limites, derivadas etc.

3.2.2 Grafica de una sucesion

El grafico de una sucesion se puede obtener marcando los puntos {ay, as, ag, a4......ap......... }
sobre una recta numérica o bien marcando los puntos (n,a,) en el plano cartesiano

Algunos tipos de sucesiones

Sucesién constante Una sucesién {a,} es constante si y solo si a,.; = a, para
todo n > 1, con n nimero natural .

Ejemplo 3.10 {2,2,2, ...}
Ejemplo 3.11 {sin2,sin2,sin2,.....}

Ejemplo 3.12 {0,0,0,.....}
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Sucesion creciente Se dice que una sucesién {a,} es creciente si a,, < a,;; para
todo n > 1, con n nimero natural

Para demostrar que una sucesiéon {a,} es creciente, basta con verificar por ejemplo,
que a,41 — a, > 0 y esta desigualdad se demuestra por inducion matematica.

Ejemplo 3.13 Demostrar que {a,} = {n*} es una sucesion creciente.

En efecto apy1 —a, = (n+1)> —n? =n?+2n+1—n? =2n + 1 y ésta expresion es
> 0 para todo n > 1, ya que si n = 1 entonces 2.1 +1 = 3 > 0 y suponemos cierto para
n = k, es decir, 2k + 1 > 0 hipétesis de induccion y la probaremos para n = k + 1, es
decir que 2(k +1)+1>0,pero2(k+1)+1=2k+2+1=2k+1+14+1=2k+1+2
y esta expresion es > 0, ya que 2k + 1 > 0 hipétesis de induccion y 2 > 0, por tanto
(2k+1)+2 >0, ya que es la suma de dos nimeros positivos y asi 2(k + 1) +1 > 0, por
lo tanto a1 — a, = (n+1)> = n? > 0y asf la sucesiéon {a,} = {n?} es creciente.

Ejemplo 3.14 Demostrar que {a,} = {;—,1} es una sucesion creciente.

En efecto,

(n+1)! nl _n!(n+1)—2n!_n!(n—1)>0
on+l  on on+1 D

Qpy1 — Ap =

para todo n > 1 luego a,.1 — a, > 0, es decir, a,, < a,1 para todo n, y si a, < @11
para todo n > 1, se dice que la sucesién es estrictamente creciente, pero en este escrito se
hablara de sucesiones crecientes, sin hacer distinciones.

3.2.3 Sucesion decreciente

Se dice que una sucesion {a,, } es decreciente si a,, > a1 paratodon > 10 a,11—a, <0
para todo n > 1,( y si a, > a,1 para todon > 1, se dice que la sucesién es estrictamente
decreciente)

Ejemplo 3.15 Demostrar que la sucesion {a,} = {%} es decreciente.

En efecto,

1 1 — 1 —1
Apt1 — Ap = __:n (n+ ): <0
n+1l n n(n+1) n(n+1)

para todo n > 1, por lo tanto a,,1 — a, < 0, es decir, a,, > a,4+1 para todon > 1y asf la
sucesion {a,} = {1} es decreciente
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Ejemplo 3.16 Demostrar que la sucesion {%} es decreciente.

En efecto,

gntl g gntl_on(p 1) 2n(2— (n+1))  2°(1—n)
(n+1)! nl! n!(n+1) nl(n+1) nl(n +1)

. , . n
por lo tanto, a,1 — a, < 0, es decir, a,, > a,,1 paran > 1y asf la sucesion {a,} = {%}
es decreciente.

3.2.4 Sucesién monétona
Una sucesién {a,} se dice mondtona, si {a,} es creciente o decreciente ( o estrictamente

creciente o estrictamente decreciente)

Ejemplo 3.17 La sucesion {a,} = {lnn} es mondtona, ya que la sucesion {Inn} es
creciente.

Ejemplo 3.18 La sucesion {b,} = {%} es mondtona, ya que la sucesion {%} es
decreciente.
Ejemplo 3.19 La sucesion {b,} = {(=1)"} no es mondtona, ya que la sucesion

{(=1)"} no es decreciente, ni creciente

Ejemplo 3.20 La sucesion a; = 1,a,41 = 3a, es mondtona, ya que api1 — ap, = 3a, —
an, = 2a, > 0 y por lo tanto a, < a,r1 ya que todos los elementos son positivos.

Ejemplo 3.21 La sucesion a; = 1,a,.1 = a, — 1 es mondtona, ya que a1 — a, =
a,—1—a,=—1<0 yporlo tanto a, > a,1

Una sucesién {a,} se dice oscilante si a, > api1 Y Gpy1 < Gpiz 0 Ay < Gpi1 ¥
Gpi1 > Gnpio segun se considere n =2m +1 o n = 2m respectivamente.

Ejemplo 3.22 Son oscilantes las sucesiones

{ (—7112)71 } AED™ Y (=D ) {(=1)" Inn}, {(=5)"}, {\/n:(a;—lim}
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3.2.5 Sucesién acotada

Una sucesién {a, } se dice acotada, si existe un nimero real positivo M, tal que |a,| < M,
M > 0 para todo n, en otras palabras {a,} se dice acotada, si existe M > 0, talque
—M < a, < M para todo n y M es una cota superior y —M, es una cota inferior, en
otras palabras, {a,} se dice acotada, si es acotada superiormente e inferiormente.

Ejemplo 3.23 La sucesion {a,} = {n*} no es acotada, solo es acotada inferiormente y
cualquier nimero menor o igual a 0 es cota inferior

Ejemplo 3.24 La sucesion {a,} = {—n} no es acotada, solo es acotada superiormente,
y cualquier nimero mayor o igual a 0 es cota superior

Ejemplo 3.25 La sucesion {a,} = {(—1)"} es acotada, pues vasta tomar M =1 y por
lo tanto —M = —1, o tomar como M cualquier nimero real mayor que 1

Ejemplo 3.26 La sucesion {a,} = {%} es acotada, tomar por ejemplo M = 2, ( ademds
el sup{%} =1, yel mf{%} = 0, (recuerde que el sup de un conjunto, es la minima cota
superior del conjunto y el inf de un conjunto, es la mdzxima cota inferior del conjunto)

Ejemplo 3.27 La sucesion {a,} = {sinn} es acotada, tomar por ejemplo M = 1 o
cualquier nimero real mayor que 1, recuerde que —1 < sinn < 1, para todo n

3.2.6 Progresion Aritmética

Es una sucesién de nimeros, en la que cada término a partir del segundo, es igual al
precedente mas una costante fija, es decir, Progresion Aritmética, es una sucesién numérica
{a,} talque para cualquier nimero natural n, se verifica que a,11 = a, + k, k € R, y en
tal caso k se llama la razon de la progresién.

Ejemplo 3.28 {a,} = {1,3,5,7,..} es una progresion aritmética con razén k =2
Ejemplo 3.29 {b,} = {1,2,3,4,..} es una progresion aritmética con razon k =1

Ejemplo 3.30 {c,} = {1,4,7,10,...} es una progresion aritmética con razén k =3
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3.2.7 Progresion geométrica

Es una sucesién numérica {a,} tal que para cualquier nimero natural n, se verifica la
condicion a, 11 = qa, ¢ # 0y constante para la sucesion dada. El nimero real q, es la
razén de la progresion.

Ejemplo 3.31 La sucesion {a,} = {2,6,18,54,...} es una progresion geométrica con
razon k=3

Ejemplo 3.32 La sucesion {b,} = {4, 2,1, %, } €s una progresion geométrica con razon
_ 1
k=3
3.2.8 Sucesion de Perrin
Es una sucesion definida asi :
ap=3,a0 =0,a2 =2 ya, =a, o+ a, 3 paran > 3y algunos términos son

{3,0,2,3,2,5,5,7,10,12,17, ..}

3.2.9 Sucesion de Padovan

Es una sucesién definida asi :
ag=a=ay=1y a, =a,_o+ a,_3 y algunos términos son

{1,1,1,2,2,3, ..}

3.2.10 Sucesién de Fibonaci

Es una sucesién definida asi :
a=1a,=1 ya, =a, 1+ a, o yalgunos términos son

{1,1,2,3,5,8,13, ..}

3.2.11 Sucesién convergente

Sucesién convergente, es aquella que tiene limite, es decir, una sucesién {a,} es conver-

gente si lim a, existe
n—-—+00
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3.2.12 Sucesién de Cauchy

Una sucesioén {a,} es de Cauchy, si para todo €> 0, existe N € Z* tal que para todos
los nidmeros n,m > N, se tiene |a,, — a,| <€ .

Ejemplo 3.33 Todas las sucesiones convergentes son de Cauchy.

Ejercicio 14

1. Dar los tres primeros términos de la sucesién

n - a, a,
a) {n+2} b) {;k} C) an+1:7,a1:—1, d) anJrl:a ,a1:1’a2:37n22

n—1

2.  Halle el término n-ésimo de las sucesiones

>{§

3. Verficar que las sucesiones siguientes son crecientes

1w
| Ot

) )

0| 3

} b){1,2,1,4,1,6..} ¢) {1,4,9,16,25,36,...}

a){?’”“} b){n—%}c) Bn-1) ) {n®+n+3m)

n+2

4.Verficar que las sucesiones siguientes son decrecientes

{22 g a-n 0{"2

5. Clasificar las sucesiones siguientes como, acotadas,crecientes, decrecientes, os-
cilantes, constantes, monotonas, de cauchy.

a>{njl} b>{n‘i1} ){5—} 0) {cosn} 6){:%”}’{3:f31}’{3—ni1

|
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3.3 Limite de una sucesion

Como ya sabemos que una sucesién es una funcién y como tal, el limite de una sucesiéon
es el limite de una funcién ya visto en el curso de cédlculo diferencial, pero sin embargo se
dard una explicacion clara del limite de sucesines.

Observese que la sucesién {%}, cuya gréfica se puede apreciar en la figura 3,1, presenta
un comportamiento especifico

figura 3.1

i) Intuitivamente,los términos de la sucesién {%} = {1, %, %, %, %} estan cada vez

mds cerca de cero, tanto como se quiera,tomando n suficientemente grande, por ejemplo

1:1)ara (i[ue la distancia de % a Ccero sea menor que %00 n debe ser mas grande que 100 (
+ < 155 entonces n > 100).

ii) Para medir la cercania de % a cero, se debe calcular la distancia entre % y cero, es
decir, ‘% — 0| . La medida de esta pequenez arbitraria se denotara por €> 0, traduciendo lo
anterior a simbolos, ‘% — 0| <€ sin es suficientemente grande. Si por ejemplo €= 1073,

entonces ’%—O‘ = ’%{ <€ si y solo si — €< % <€ o bien % € (— €,€), luego
L € (-107%,1073) para = < 1073, es decir, = < 15w, es decir, n > 1000 y bastaria

elegir n > ng = 1000 y de esto se puede concluir a manera de ejemplo, que el intervalo
(1073—,1073), contiene un mimero infinito de términos de la sucesién {%} y dicho intervalo
deja por fuera un nimero finito de términos de {%}, a saber {1, %, %, i, é...ﬁ} .

Este ejemplo motiva la siguiente definicién que constituye uno de los pilares del andlisis
moderno.

Se dice que una sucesion {a,} tiene limite L € R, notado por liI}_l a, = L, si dado
n—-+oo

€> 0,(por pequeno que sea), el intervalo abierto (L— €, L+ €), contiene infinitos términos
de la sucesién y deja por fuera un niimero finito, més aun:
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3.3.1 Definicion de limite

Una sucesién {a,} tiene limite L cuando n tiende a +oo, ( liril a, = L), si para todo
n—-+0oo

€> 0 (por pequeno que sea), existe N > 0, tal que si n > N entonces |a,, — L| <€
Si una sucesién tiene limite, se dice convergente y en caso contrario se dice que la
sucesion es divergente.

Ejemplo 3.34 Demostrar que

1
lim — =0
n——+oo N,

En efecto, primero encontramos el N > 0 y luego probaremos que si n > N entonces

la, — 0] <€
En efecto,
1 1 1 1 1
la, — 0| = ——O‘ =|—|=—<€ o n>—=N(€) luego existe N(€) = —
n n n € €
. 1 ! 1
y ahora sin > N(€) = —, entonces €> — yasi — = |— — 0| <€
€ n n n

por lo tanto

1
lim —=0
n—-+oo 1
Ejemplo 3.35 Demostrar que
.on+1
lim =1
n—+o0o n
En efecto,
1 1-— 1 1 1 1
la, — 1| = ntl_ 1' Y il L] N ) <€ entonces n > — = N(€), luego existe N(€) = —
n n n n € €
1 1 1-— 1 1
y ahora sz’n>N(€):E, entonces €> — = n I asi que —1‘ <e
n n n

y asi dado el €> 0 por pequeno que sea, se ha encontrado N y hemos probado que si
n > N entonces |"T+1 — 1‘ <&, por lo tanto

. n+1
lim =

n—-4oo n

1
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Ejemplo 3.36 Demostrar que

En efecto, hay que demostrar como en los ejemplos anteriores, que dado €> 0 existe
N > 0, talque si n > N entonces |3in — 0} <& “pero

1 1 1 , ln(é)
= — <€ entonces 3" > — por tanto In(3") > In(—=) y de aqui n >

— -0
3" € € n3

3n

= N(€)

-
luego se puede tomar como N por ejemplo N =1 y asi como

n(L 1 1 1
% entonces In(3") > IH(E) , por tanto 3" > v asi 3 =

5
— — 0] <€

n > 30

por lo tanto

Ejemplo 3.37 Demostrar que
2n+1 2

noibe 3n 1+ 4 3

En efecto, hay que demostrar que dado €> 0, existe N > 0, talque si n > N entonces
2n+1

3n+4—§ <&, pero
2n+1 2| (6bn+3—6n—8| -5 B ) e
3n+4 3| In + 12 9 +12) 9+ 12
5 212 2-12
ydeaqqu<9n+12yasz <n luego N = 5
por tanto si
2-12 5 n+1 2
" NS 9 ¥ 12~ [3n+4 3
por lo tanto
2n+1 2

im =
n—+oo3n+4 3

En caso de de ser N < 0, todos los términos de la sucesion a partir del primero n > 1,
pertenecen al intervalo (%— €, §+ E) y bastarda tomar por ejemplo N=1
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Ejemplo 3.38 Demostrar que
n+1
im =
n—+oo 2n2 + 1
En efecto, hay que demostrar que dado €> 0, existe N > 0, talque si n > N entonces

nt+l ’
211 0| <€ “pero

n—+1 B
2n2 +1 n

n—i—l‘ n+n <2n 1

== <c
2n2+ 1|~ 2n2+1 " 2n2 n

entonces tomar N = é

Ejemplo 3.39 Demostrar que

3 3 3 3 1
lim 0.33.3= lim >+ -2 4+ -2 . 4+ )=-
Jm 0333 = lim (10 RETERT A 10n> 3

En efecto, hay que demostrar que dado €> 0, existe N > 0, talque si n > N entonces
}0.33...3 — %‘ <& “pero

999.9—1| 1 11 1 In(e
’%’:5(0.00...1):——<—<e sin > (62)

1
‘0.33...3——' = 2107 < o TS

3

por lo tanto existe N > 0 y ademds ‘0.33...3 — %‘ <€, asi que

3 3 3 3 1
li 33..3= 1 —t—=F .t — | ==
i 0988 = m (10 MR T 10n> 3
Ejemplo 3.40 Demostrar que

n

lim 5— =0 ejercicio
n—-+4o0o n

3.3.2 Subsucesién
Sea {a,} una sucesién. Una sucesién de la forma
{an,, Gy, ny...} donde nq,nomngng. .

es cualquier sucesién creciente de enteros positivos, se denomina subsucesién.Notemos que
{an,} esta definida mediante una composicion de funciones y esto se hace evidente si se
escribe ay,,, en la forma a(ny), por ejemplo si a, = %, ny = 2k entonces a,, = a(ny) =
a(2k) = 5 y por tanto {7~} es una subsucesion de {--}.

Una propiedad importante es que si una sucesion converge a L, entonces cualquier
subsucesion {ay, , an,, an,..} converge tambien a L, luego si {a,} tiene dos subsucesiones
con limites diferentes, entonces la sucesién {a,} no tiene limite
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Ejemplo 3.41 Sabemos que la sucesion {i}, tiene limite cero, entonces las subsuce-

stones {%} , {2%} , {nzln } ) {5%} , {nil } ng’enen limite cero

Ejemplo 3.42 La sucesion {(—1)"}, no tiene limite,pues tiene dos subsucesiones con
limites diferentes 1 y -1.

3.3.3 Sucesion divergente a mas infinito

Si los términos de la sucesién {a, } aumentan de valor tanto como se quiera a medida que
n crece, se dice que la sucesion diverge a mas infinito y lo notaremos por

lim a, = +o0
n—-+o0o

En otras palabras diremos que lir}rl a, = 400, si para todo M > 0 (por grande que

sea), existe N > 0, tal que si n > M entonces a,, > M

3.3.4 Sucesion divergente a menos infinito

Si los terminos de la sucesion {a,} disminuyen de valor tanto como se quiera a medida
que n crece, se dice que la sucesién {a,} diverge a menos infinito y lo notaremos por

lim a, = —oc0. En otras palabras diremos que lim —a, = 400

n—-+o0o n—-+o0o

Aclaro que los simbolos +00, no representan ningin nimero real y los limites asociados
con tales simbolos no existen.

Ejemplo 3.43 Demostrar que
lim n? = +o00
n—-+o0o
En efecto, hay que demostrar que para todo M > 0 (por grande que sea), existe N > 0,
tal que si n > N entonces n*> > M. Pero si n® > M entonces n > /M y tomando

N = /M, se tiene que sin > N = /M entonces n®> > M vy asi

2

lim n* = +o0

n—-+00
Ejemplo 3.44 Demostra que

lim 2" = 400
n—-+00

En efecto, hay que demostrar que para todo M > 0 (por grande que sea), existe N > 0, tal

que st > N entonces 2" > M. Pero si 2" > M entonces n > % y tomando N = 1&1\2/1’
se tiene que sin > N = % entonces nin2 > InM, por tanto In2" >1In M y asi 2" > M

luego

lim 2" =400
n—-+00
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Ejemplo 3.45 En forma andloga demuestre que

lim n=+o00
n—-+oo

3.3.5 Reglas para operar con los simbolos +oco
(+00) + (+00) = +00
Ejemplo 3.46

a) lim (n®+n) =400 b) lim (n°+2") = +oo ¢) lim (Inn+n’+2") = +oo

n—-+00 n—-+00 n—-+00

—00 — 00 = —00
Ejemplo 3.47
a) hrf (—n?—n) = —oo0 b) hT (—n?*-2") = —o0 ¢ hr_"I_l (—Inn—n?-2") = —o0

(+00) * (+00) = +00
Ejemplo 3.48

a) 111}_1 (n*sn) = +oo b) ligI_l (n’xe") = 400 ¢) liril (n?+5™) = +o0

(—00) * (—00) = +00
Ejemplo 3.49
a) nl_i)riloo(—n%—n) = 400 b)ngrfm(—n2*—e”) = 400 c)ngrfm(—nQ*—5") = +00
too+a=+o00 si a€ R

Ejemplo 3.50

a) lim (n®+4) = +oco b) lim (=8+2") = +oo ¢) lim (Inn+5) = +oo

n—-+4o0o n—-+00 n—-+00

(+o0)a=+oc si a€RT
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Ejemplo 3.51

a) lim (4#n?) = 4+o0 b) lim (842") = 400 ¢) lim (6+lnn) = +oo

n—-—+00 n—-+00 n—-+00
(+0)a=—c0 si a€ R
Ejemplo 3.52

a) lim (—4%n®)=-00 b) lim (-8%2")= —oc ¢) lim (—6*Inn)

n—-—4o0o n—-4o00 n—-—4o00

1. Demostrar por medio de la definicién que

2n 2 2 cosn
1 =—b) lim =0 li =0d
@) n—lgloo n+1 3 ) n—1>+oo nl0 + em 4 sin’n ¢ n—1>I-II-100 n? )
2. Halle el limite de las sucesiones siguientes
) tim ) ) i (™) 6 tm i ) lm (1) o) b
a) lim im sin(—) c¢) lim Inn im (—1)"e" e) lim
n—-+4oo n2 n—-+4oo 2 n—-+4oo n—-+4oo n—-4o00

3. Hallar dos subsucesiones diferentes para las sucesiones dadas

W) {n} b) {7} & @) {sinT)}

3.3.6 Propiedades de los limites de sucesiones Reales

Unicidad

El limite de una sucesién cuando existe, es inico, es decir, si

lim a,=A vy lm a, =B entonces A= B
n—+o0o n—-+o0o

Limite de una costante

lm K=K si KeR

n—-+o0o

Ejemplo 3.53

207
= —00
—1)"
lim )
n—+oco !

TL3

a) lim 4=4 b) lim vV3=+3 ¢) hm e’ =¢€° d) lim sin6=sin6 e) lim In7=1In7

n——4o00 n—-4o00 n—-—4o0o n—-4o00

n—-4oo
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Limite de la Suma (resta) de dos sucesiones

Silos lim a, y lim b,, existen, es decir,

n—-+o0o n—-+o0o

Si lim a,=Ay lim b,=B entonces lim (a,+b,) = lim a,+ lim b,=A+B

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

Ejemplo 3.54

1 1
im (—+——)= lim —+ lm —— —04+1=1
n—too \m?2 n+1 n—toonZ  n—toomn + 1

Ejemplo 3.55

A S ) L R
lim (3_71_—2): lim 3__nl—l>1:I1-100 n2 =0-0=0

n—-+o00

Ejemplo 3.56

aqui no se puede aplicar la propiedad de que lim n—n = lim n— lim n, pues lim n
n—-4o0o n—-4oo n—-+o0o n—-+4o0o

no existe
Limite de un Producto

Silos lim a, y lim b,, existen, es decir,

n——+o00 n—-+o00o

Si  lim a,=Ay lim b,=B entonces lim (a,.b,)= lim a,. lim b, = A.B
n—-4o0o n—-—+oo n—-—4o00 n—-—+o0o n—-4oo

Ejemplo 3.57

lim (i " ): m & lim " —01=0

n—too \ n2 n+1 n=too N2 no+toon + 1

Ejemplo 3.58

lim (3%.(_” ): lim i. lim (=) —00=0

n—-+o0 n—+oo 3" n—otoo N2

Ejemplo 3.59

. 1 ) 1 ) .
lim — = lim —% lim —% lim —=0x0%x0=0
n—4+oo N, n—+oo N, n—+oo N, n—+4oo N
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Ejemplo 3.60

. 5n® . . n’
lim = lim 5% lim
n—toond +2n  n—too  n—toond + 2n

=5x1=5

Ejemplo 3.61

lim lim nx lim la propiedad no se puede aplicar

n—+oon 4+ 1~ n—otoo n—+oo N + 1

Limite de un Cociente

Silos lim a, y lim b,, existen, es decir,

n—-+o0o n—-+00

Si lim a,=A y lim b,=B,con B #0 entonces lim
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

by

lim b, B

n—-+oo

() _ a0 A

Ejemplo 3.62
6n + 4
im
n—+oo 3N + 2

En este caso no son aplicables las propiedades estudiadas y hay que proceder de la forma
siguiente :

6n+4 . n(6+3) Jim (6+7) g
im = lim 5 = — =5 =2
n—+oo 3N + 2  n—o+oop (3 + ;) 111+I1 3+ ;) 3

Ejemplo 3.63
) 5n3
lim
n—+oo 13 + 2n

En este caso no son aplicables las propiedades estudiadas y hay que proceder de la forma
siquiente

s W) | LB s
lim = lim —F———~ = lim Y = ST =T =9
n—-+oo N3 + 2n n—+oo n3 (1 + —2) n—-+00 (1 -+ —2) lim (1 + n_2) 1

n n n——+00
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Propiedad

Si lim a,=A #0 y lim b, =0 entonces lim (%) no existe

n—-+o0o n—-+00 n—-+00 n

En efecto, supongamos que lim (%) existe y es igual a B, entonces
n—-+00 "

: . ap * by . an '\ 1.
0#A= lim a,= lim ( ) = lim <—)* lim (b,) = Bx0 = 0 absurdo, entonces

n—-+4o0o n—-+00 n n—-+o0o n n—-o0o

. (07 .
lim (—) no existe
n—-+4o0o bn
Ejemplo 3.64

1
El lim n no ewviste, ya que, lim n = lim + que no exite, pues

n—-+oo n—-+o0o n—4oo =
n
lim 1=1+#0 lim L =0
1m = im — =
n—-+o0o y n—4oo N,

Ejemplo 3.65

: . 1 :
El lim 3" no existe, ya que lim 3" = lim —- que no ewite, pues
n—-+00 n—-+4o00 n—-+00 3n

1
lim 1=1#0 y lim —=0

n—-+4oo n—-+oo 3

Propiedad
Si a, <b, y lirf a, = +0o entonces hI_P b, = +o0
Ejemplo 3.66
El lim n® = +o0, ya que n<n’y lirf n = -+o0o
n——+0o00 n—-—+00

Ejemplo 3.67

El lir+n n3" = +o0, ya que n < n3" y lir+n n =+4o0

Ejemplo 3.68

El lirf nS+nt4+n=400 yaque n<nS+nt+n y liril n =400
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Propiedad de Acotacion

Toda sucesion convergente es acotada o en forma equivalente, si una sucesion no es acotada
es divergente

Ejemplo 3.69 Las sucesiones

e} W} O aa) L)

son todas convergentes, por lo tanto son acotadas

Ejemplo 3.70 Las sucesiones

n

) {5} 05"} finn} d) {n5"} e){n}

son divergentes, ya que no son acotadas

Ejemplo 3.71 La sucesion
{(=1)"}
es acotada y divergente,tiene dos subsucesiones con limites diferentes ( El hecho de ser

acotada una sucesion, no implica que sea convergente)

Ejemplo 3.72 La sucesion
{sinn}

es acotada 1y divergente

Ejemplo 3.73 La sucesion

n+1
n—+ 2
ntl n_+2:2y lim 2+l = 1.

es acotada 1y es convergente 0 < p; B oo M2

Propiedad de Completez

Si una sucesién es creciente y acotada converge al extremo superior de su recorrido,es
decir, lim a, = Sup a, y si es decreciente y acotada converge al extremo inferior de su
n——+00

recorrido, es decir, lim a, = Inf a,
n—-400
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Ejemplo 3.74 La sucesion

n+1 ,
{ } es decreciente y acotada .
n

1+1 1 1 1 —n—1 1
an+1—an:n+ s = 1+ S I G = — <0ynt+l <ntn=2n
n+1 n n+1 n  n(n+1) n(n+1)
1 1
por tanto nt §n+n§2yademdsogn+ <2
n n n

luego la sucesion {”T“} es acotada y decreciente, por lo tanto converge y

. . n+1
lim a, = lim
n—-+4oo n—-+oo n

=1=1Inf a,
Ejemplo 3.75 La sucesion

{(5” + 7”)%} es convergente
y para ello se demostrard que la sucesion es acotada y decreciente.

5=(5")" < (5" + 7" < (TP +T)n = (2% T)" =T* (2)7 <T7%2=14,
por tanto 5 < (5" + 7")% <14
luego una cota inferior es & y una cota superior es 14, asi que la sucesion {(5” + 7”)%}
es acotada. Ahora

n+1
n

(5" + 75 = (5" 4+ T = (5 T (5T T =

= 5"k (5" 4 T) 7 4+ Tk (5" TY) > 5w 5 704 7 = 5L 4 gt
ast que
(5n+7n)% > 5TL+1 +7TL+1

-1

y st se eleva esta desigualdad a la =5

se tiene que
_1
(5n + 771)711 > (5n+1 + 7n+1)n+1

1
es decir, a, > a,.1 es decreciente, luego la sucesion {(5” + 7”)n} es convergente, ya que

es decreciente y acotada.
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2n+1
n+1

2n+1)+1 2n4+1 2n+3 2n+4+1

Ejemplo 3.76 La sucesion

es convergente. En efecto,

ol = = 7 0 1 n+l n+2 n+l
C(n+1)@2n+3)-2n+1)(n+2) 1 =0
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) ’
ast que
2 1
Gpy1 > Qn para todo n, luego { nt } es creciente y ahora
n+1
2 1 2 2 2 1 2 1
0< nt < nt = 2, es decir, 0 < nt < 2 luego nt es acotada
n+1 n+1 n+1 n+1

2n+1
n+1

} es creciente y acotada, luego es convergente.
1%3%5.2n—1
2.4.6...2n

any1  1#3%5.(2n—1)(2n+1)24.6..2n  2n+1 2n+2 .

= < =
an  (246.2n.2n+2)(1%3%5..2n—1)) 2n+2  2n+2

por tanto la sucesion {

Ejemplo 3.77 La Sucesion

es convegente. En efecto,

Y ast
(41

< 1, luego a,1 < a, para todo n. Ahora
n

1%x3%5..2n—1 2.4.6..2n . 1x3%5..2n—1
< < =1, es decir, 0 < <1
2.4.6..2n 2.4.6..2n 2.4.6..2n
*3%5...2n—1

luego la sucesion {1 T } es decreciente y acotada, por lo tanto converge.

Ejemplo 3.78 Considere la sucesion

2
a; = 17 Ant1 = \ 4+ (an)
Veamos que la sucesion es acotada. Es claro que 0 < a,, y verifiquemos que

0<a, <2
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En efecto si n = 1 entonces a; = 1 < 2, y supongamos que a,, < 2 y probemos que
apr1 < 2. Como

an < 2, entonces (a,)’ <4y asi 4+ (a,)> < 444 =8 por tanto \/4+ (a,)> < V/8 =2

lo que implica que a,1 = v/4 + (an)2 < 2 Ahora verifiguemos que la sucesion es mondtona

g1 >y SisT 3/4 4 (an)® > ay, sisia® —a2 —4 <0 sisi(a, — 2) (a2 + a, +2) < 0 que es

n_

verdad ya que a, —2 <0 y a, > 0 por lo tanto la sucesion definida por

a1 =1, ap = \/4+ (a,)’

es convergente

Propiedad
. . Ap+1 .
Si lim < 1, entonces lim a, =0
n—-+oo Qp, n—-4o0o
Ejemplo 3.79 Demostrar que
271
lim — =0

n—-+4oo n'

En efecto,
G ontt n! 2 2"
lim = lim ——— % — = lim =0<1 entonces lim — =0
n—+oo | Qy, n—too (n+ 1)1 27 notoom 41 n—+oo 1!
Ejemplo 3.80 Demostrar que
1
lim — =0

n—+oo en

En efecto,
an, : e" R .1
lim = lim T = lim — =- <1 entonces lim — =0
n—+oco | n—+oo e n—+oco € e n—-+oo e

Equivalencia

Hay algunas sucesiones como por ejemplo

{n},{n+12} {n—4} etc
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que tienen un comportamiento muy similar cuando n es grande y en este caso se dice que
las sucesiones son equivalentes.En otras palabras las sucesiones {a,} y {b,} son equiva-
lentes si

y para indicar que {a,} y {b,} son equivalentes se separan por el simbolo ” ~” es decir

{a,} =~ {b, }significa que nEToo o =

3.3.7 Teorema de Equivalencia

Toda sucesion convergente {a,},con lim a, = L # 0, es equivalente a la sucesion de su

n—-+0o00
limite
Demostracion. Se sabe que lim a, = L y se demostrara que lim £ =1
n—-+00 n—-+oo 4n
En efecto,
lim L
. L n—-+o00 L
lim —=—-—-—=—"=1
n—+00 (@, lim a, L

n—-+o00

Ejemplo 3.81
nn+20~n—2
PUES
n+ 20

1, lim
n—too N — 2

=1

lim =
n—+oco 1, + 20

Ejemplo 3.82

vn?+2 4
Vn2+2n+4~n, pues lim vnitente =1

n—-+oo n

Ejemplo 3.83

Up N 4 Apqy NV an s N an_s L+ ag ~a, n® pues

Coapn"ta, " a,e " 24 a, sn™ .+ ag ‘
lim =1 sia, #0

n—-+00 Qp M"

Ejemplo 3.84

sin(a,) ~ a, ~ tan(a,) =~ arctan(a,) sia, — 0
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Ejemplo 3.85

Ejemplo 3.86

Ejemplo 3.87

1 1 . l—cos: 21 —cost) .. 2(1—-cost)(l+cost)
l—cos— =~ — pues lim ———" =lim————= =lim =
n . 2n2 n—too i t—0 12 t—0 t2(1 + cost)

. 2sint*sint . 2sint . sint . 1 2
=lim —— = lim xlim xlim =-=1

t—0t2(1 +cost) t=0 t =0 t t=01+4cost 2

Propiedad de Equivalencia

Toda sucesion que figure como factor del numerador o del denominador en una sucesion,
se puede sustituir por otra sucesion equivante, sin alterar su limite.

Ejemplo 3.88

(4n® +2n +4)vn? + 4

lim = lim =4
n—too (pd + 20)(V/nd +n2+2) n—otoo (nP)n
Ejemplo 3.89
o — 1)%sin? (4 4n?) (4)° snt 1
lim ( ) 1(4" ) = lim —( )1(4” ) — lim — =~
n—-4o00 1 — cos = n—+00 5 n—+4oo 16m4 2
Acotacion
Si

lim a, =0y {b,} es acotada entonces lim a,.b, =0

n—-+o00 n—-+00

Ejemplo 3.90

. sinn
lim
n—+oo 2N

1
=0, ya que la sucesion {sinn} es acotada y liril o = 0
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El teorema del Empareado

Sean las sucesiones

{an},{bn},{cn}, tales que, a, < ¢, <b, para casi todon, si lim a, =L = lim b,

n—-+o0o n—-+4+o0o
entonces
lim ¢, =1L
n—-+00
Ejemplo 3.91 Demostrar que
1
lim — =0
n—too 13
En efecto,
0<1<1 li 1—O lim 0=0 [ li 1—0
S 5s Yy como nirfmn =0 y lim 0=0, se concluye que n—lﬂfloon?’ =
Ejemplo 3.92 Demostrar que
. cos’n
lim
n—+oo 3N
En efecto,
2
cos 1 1
0< 3nn < 30 pues cos’n <1 Yy como n1_1)1i1003—n =0y nEIJlrlooO =0

. cos’n
se concluye que lim =0
n—+oo 3N

Ejemplo 3.93 Demostrar que

n—+00 n 1
En efecto
4 4
0<In n >|<cos2(n3+3)§ln n
n+1 n+1
Yy como

4 4
lim In (2 i —1n{ lim 2 i =Inl1=0 y lim 0=0 entonces
+1 n—+oo 1 4+ 1 n—+00

4
lim In (TH_ )COS2 (n3+3) =0
+1
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Ejemplo 3.94 Demostrar que
Inn

li - =
N A

En efecto como
e" > n entonces, tomando logaritmo se tiene n>1Inn y como 0 <Inn <n

entonces dividiendo cada término de la desigualdad por n(n + 1) se tiene

0— 0 < Inn < n _ 1 Sl

S nn+1) T am+1) T am+l) (n+l) T on

por lo tanto como

Inn 1
< =
“nn+1) T n
se tiene que
1
lim —— ' =0

Ejemplo 3.95 Demostrar que

lim +— =0
nteo (n60 +sin?n + 4) 20

En efecto,
1 1
60 | 1020 60
4 > < —
n>” +sin” n+4 >n>" entonces e ey ery luego
1 1
— < — por lo tanto
(80 +sin®n + 4)2 — (n%0)2
n n 1 S n
= (60 | «in20 TS 5= 5 yast 1—1»1}3 =0
(n% +sin®n+4) N n noee (n60 +sin?"n + 4) 20

Ejemplo 3.96 Demostrar que

. n!
lim —=0
n—-+oco NN
En efecto,
n! nn—1)(n—2)...1 n*n*n*x..*xl 1
0< ™ ( )( ) < 1
entonces | ] |
0 < — < — por lo tanto Iim — =0
n n n—-+oco N
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Propiedad

lim |a,| =0 siysolosi lim a, =0
n—-+00 n—-—+0o
En efecto, se sabe que
- ’@nl S ap S ‘an‘

y como

lim |a,| =0 y lim —|a,| =0 entonces se concluye que lim a, =0
n—-+00 n—-+00 n—-+00

Ejemplo 3.97 Demostrar que
(="

lim =0
n—-+0o00 n!
En efecto,
—1)" 1 —1)" 1"
0§< ) < — entonces lim o)) =0 yast lim( ) =0
n! n n—too | nl n—too n!
Ejemplo 3.98 Demostrar que
sinn cosn
lim —— =0
n—+0o00 n!
En efecto
sinn cosn 1 1 ) sinn cosn ) sinn cosn
0<|————| < —= < — entonces lim |————| =0 y por lo tanto lim ———
n! n! = n n—-o00 n! n—-+o0 n!

Ejemplo 3.99 Demostrar que

1 1 1 1 1
lim + + Ft —— | ==
n—-+00 (\/1—|—4n2 V2+4n? /3 + 4n? \/n+4n2> 2
En efecto, verifiquemos que

1 1 1 1
- < + + Fot <
Vn+4n?2 T J/1+4n2 2+ 4n2 /3 +4n? Vn+4n2 T 1+ 4n?

Yy como

. n . n 1
lim — entonces

— = lim V=
n—-+o00 m n—-+0o0 m 2

lim

1 1 1 1 1
+ + tob—— | ==
n—>+00<\/1+4n2 V24+4n2 /3 +4n? \/n—|—4n2) 2
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Observemos que

1 1 1 1 1
< , < , <
Vn+4n2 T V1+4n2 Vn+4n2 T V2 +4n2 n + 4n?
1 1 1

< <
T V34+4n?2 Un+4n?2 T Vn+ 4n?
entonces
1 1 1 1 n
+ + + ..+ = <
Vn+4n2  Vn+4n?2  /n+ 4n? vn+4n?2  \/n 4+ 4n?
LI S S
T V1442 V24 4n2 V34+4n2 T Vn+4n?

1 1 1 1 1

< < <
Vi+dn2 =~ V14402’ V2 +4n2 ~ V1 +4n2 V3 +4n2 ~
1 1 1

< .. <
T V144n2 Vn+4n?2 T 1+ 4n?
L + L + ! + o L <
V1+4nZ V2 +4n2  V3+4n2 T n+4n2 T
1 . 1 . 1 - 1 o
VItanz V1+4n2 Vi+dn2 T V1+4n2 1+ 4n?

Ejemplo 3.100 Verificar que

y n N n N n I n )
11m —_— =
n—too\n2+1 n2+2 n2+3 n2+n

En efecto, verifiquemos que

n? n n n n n?

< .. <
n2—|—n_7124—1—1—77,2—{—2—|_n2+3+ +n2+n_n2+1

Como

T, R, S
ues
n2+n n?24+n n2+n n24+n " n24+1 n2+2 n2+3 n2+np
n n n n n n n n

< < < <
n24+n " n2+1'n24+n " n2+2"n2+n " n2+3""n2+n " n2+n
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Yy
L mpL
n2+1 n24+2 n24+3 7 nZ24n " n2+1 n2+1 n2+1 7 n24+1
luego
n n n - n n n n n n N
n2+n n?24+n n?24+n  n24+n " n2+1 n2+2 n2+3 7 n24n -
n n
< + + +o+
“nZ4+1 n?+1 n2+1 n?+1
ast que
2 2
n " n n N n - n__._n
n24+n " n2+1 n2+2 n2+3 7 n24n " n241
Yy como
. n n n n ) n?
lim + + + ...+ = lim =1y
n—toon?+n ni4n n?4+n n?+n n-toon?+n
i n N n N n - n 5§ n?
im = lim =
n—toon?+1 n?24+1 n2+1 n>4+1 notoon?+1
entonces
i n N n N n - n )
im =
n—too \n?+1 n24+2 n?+4+3 n?+n
Potencia
+00 s? a>1
lm " — 0 si la| <1
n—-+oo o 1 S1 CL:1

diverge en los demds casos

En efecto, si a > 1 entonces a =1+ h y asi

a"=(1+h)"=1+nh+..4+h">nh ycomo lim nh = 400 entonces

n—-+00

lim «" = lim (1+Ah)"= lim 14+nh+..+h" =400

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

Si a =1, entonces

lim ¢" = lim 1"=1
n—-+00 n—-+4oo
Si |a| < 1 entonces
1 . 1 1 1
la] = —— < 1 con p > 0 entonces 0 < |a]” < < =

1+p (1+p)”:1+np—|—...+p"_np
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es decir,
1
0<|a" < —
np
y como
. ) 1
lim 0=0y lim —=0
n—-+00 n—-—+00 np

se concluye que

lim a" =0 si |a| <1
n—-+00

Ejemplo 3.101
2 n
lim 3" =400, lim (—) = 0.
n—-4o0o n—-+o0o 5

Propiedad

+o00 st a>0
lim n® = 1 st a=0

e 0 s a<0
Ejemplo 3.102
1
lim n? =400, lim — =0, lim nt = +oo
n—-+00 n—-+oo 1, n—+00

Cociente
Sean ) )
ag + a1n + asn” + ... + apn
a 0,b, # 0,y ¢, =
» 7 0.0, 70,y bo + bin + ban? + ..... + bynP
Z—Z si qg=0p
entonces lim ¢, = 0 54 - b
n—-+oco +oo st q<p y a,*xb, >0
—00 st q<p Y ap*xb; <0
En efecto,
ag + ain + asn? + ... + a,n? pgm T et
Cn = =
bo+b1n—|—b2n2+ ..... —i—bpnf” fb—%—f—%—f——f-bq

entonces si p =gq

2 4 -4 + ... Fay lim (ﬂ—i_ngil_’_"‘—}_ap)

np
—q nP np—1 _ n—+00

n—-+o0 n—-+00 %+n251+...+bq ~ lim (b—°+ by +-.-+bq) bq

q q—1
n——oo T n
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si g > p entonces
a a hm (a_0+ a£ +—|—a
_0+—l++a/ naoonp np1 p
lim ¢, = lim nP 72 —" - P — lim nP %22 ; - — 02 =
I T e R W € R ) B
Si ¢g<pya,*b,>0 entonces
Q4+ 24+ fa
lim ¢, = lim n” q’zz ”I;ll p:+oo*%:+oo
n—-+00 n—-+00 Lttty b,
Si g<pya,*xb, <0 entonces
lim ¢, = lim n? q”_2+"pll+m+ap:+ U
n—too 1 n—too Mo B g4, by
Ejemplo 3.103
ptanzyg  Jm ot (g +) N (14545
n—+oo nt 4+ n3 + 3n lim nt(1+1+23) lim (1+L1+3)
Ejemplo 3.104
li 414 L4 3 li 14+ L 4+ 3
lim n4+n2+3 _ n—1>r—&l-’loon ( +n2 +n4) _ n—l}—&l-’loon( +n2 +n4) ool = 400
n—too vt 4 n? 4 3n lirf n/1+ 1+ 3% lirf Viti+3

Partimos del supuesto que el lector ha recibido un curso de célculo donde haya estu-

diado un poco de limites

El nimero e

Se demostrard que la sucesion {(1 + %)n} es creciente y acotada, luego es convergente y

se simboliza por

lim
n—-—+o0o

1 n
<1+—> =e
n

En efecto,
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— 1 —1)(n—2)(n—3)..... 1 1
Bt VU SR (et V[ Ut )| (k) SO S W
2 n? n! n"
nxn 1 nxnxnxn...1 1
2+ * — 4. x* — <
2 n? n! nn
YL VI NI —2+W1 ! k+1—2+1_(%)n—3 DR
20317l 2 22 77 on-1 =\ 2 N -1~ 2
luego

1 n
0§<1+—> <3
n

y asi la sucesién dada es acotada. Ahora como un buen ejercicio demustre que la sucesién
{(1 + %)n} es creciente y por lo tanto convergente y lim (1 + %)n se simboliza por e,

n—-+o00o

. 1\"
lim <1 + —> =e
n—-+4oo n

y en forma mads general si lim a, = 0 entonces
n—+oo

es decir,

lim (1+ an)ﬁ =e

n—-+o0o

Ejemplo 3.105
. 2\" . 5\" 5 ) ANCEE
a) lim (14+—=] =e¢ b) lim (14— =¢’ ¢) lim (1+—> =e
n—-+4oo n n—-+oo n n—-+4oo n

3

6 n 2 n
im (1-=) =e° lim (1+=] =é
o tm (1-0) = o (145) =

Ejemplo 3.106

1 n 1 n+2—2
lim (1+ = lim (1+ =
n—-+o0 n-+ 2 n—-+o0 n -+ 2

1 n+2 1 —2
= lim (1+ * lm (14 =ex]l=c¢
n -+ 2 n—-+o0 n-+ 2

n—-+00
Ejemplo 3.107

n n n+1-—1 n+1-1 1 n+1-1
lim = lim | ——— = lim (1- =
n—+oo \ 1+ 1 n—+o0 n-4+1 n—-+o00 n-+1

1 n+1 1 —1
= lim (1- ¥ lim [1— =e¢ ! x1=¢!
n—+00 n+1 n——+00 n+1
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Propiedad

Si lim a, =A y b esun nimero positivo diferente de 1 entonces
n—-+00

lim 5% = b

n——+0o00
Ejemplo 3.108
lim 3355 = 30w _ (/3

n—-+o0o

Si a, >0y lim a,=A y lim b, = B entonces

n—-+00 n—-+o0o

lim o’ = AP
n—-+0o00

Ejemplo 3.109
1 5n 1 n*b
lim (1+—) = lim <1+—> =e°
n—-+o0o n n—-+4oo n

Ejemplo 3.110

1

sin -

. 1 17711 . sin'z . sin.z . sin.z
X S1n E 7 sin o X SINn T Tr—sinx X SInx xr—sin T . smxT —x xr—sin T
lim T = lim =lim [ 1+ -1 =lim|(1l4+ ————
n——+o0o - z—0 €x x—0 €x x—0 €x
. siqz T . z *sinz . z % lim sin x
]-' 1 Slnx J— m r—sinx x 1. 1 Slnx J— x r—sinx x 1. 1 Slnm J— x Tr—sinx xr—0 x
= 111m 4+ — = 111m + — = 111m + —
x—0 €T x—0 x x—0 €T
Ejemplo 3.111
. ]_ sin% . _1 . A1 *cosz—l . 1 *50§z—1
lim | cos— = lim (cosz)sm= = lim (1 + cosx — 1)sma"cosa=1 = lim (1 4 cosx — 1)cosa—1" sinz
n——+o0o n r—0 x—0 r—0
1 : cosx—1 : cosx—1 : —sinx
— hm (1 + coszx — 1)cosw71*;1i)no sinz — ealino sinz — e:ll—>0 cosz  __ 60 — 1

z—0
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3.3.8 Formas Indeterminadas

En algunos casos no es posible aplicar las propiedades para evaluar ciertos limites, pues las
hipétesis no se cumplen. En estas circunstancias utilizando manipulaciones algebraicas
tales como, simplificar, racionalizar, derivar (aplicacion de la regla de L "hopital a la expre-
sion original), es susceptible de modificarse hasta lograr una forma donde las propiedades
sean vélidas.

f(n)

Si en una expresion de la forma ', resulta que lirf f(n)=0y lirf (n)=0o0

que lim f(n)=+4+oc0y lim g(n)= +oo entonces carece de sentido escribir
n—-+00 n—-+00

i 10 oy ) A0
n—-+o0o g(n) 0 n—-+o0o g(n) —+00

y a este tipo de expresiones se conocen como formas indeterminadas, en el sentido que no
es posible determinar si el limite existe o no. Las formas indeterminadas més conocidas
las ilustraremos con ejemplos

1.
Fo0
+oo
Ejemplo 3.112
n n? 2—n
a) im —= lim 1=15%) lim — = lim n =400 ¢) lim =—1
n—+oo N, n—-+oo n—+4+oo N n—-+oo n—-+oo n
1 1 on 4 3n " 41
d) lim 2 — lm — —0e) lim —> — | ()

n—+too M2 n—+o0 212 n—+oo 3" 41 Rt 0 1+ (%)” -
(+00) — (+00)

Ejemplo 3.113

—— —— vVn2+1+n n*+1—n?
n—-+00 n—-4o00 vnt+1+n n—+oo \\/n2+1+n

= lim = lim _ =0

1
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Ejemplo 3.114

7/ 2 2 o 2
lim vVn?2+n—n= lim <\/n2—|—n—n)>k vamrntng) lim (—n tn-n ):
n—-+o0 n—-+o0 Vn2d+n4+n n—-4o00 \/m+n

1 1
= lim = lim — =

n
ne+oo(\/m+n) notee J14 1l 2

Ejemplo 3.115
lim 4n—n= lim 3n =400

n—-+o00 n—-+o0o
Ejemplo 3.116
lim n—n= lim 0=0
n—-+o0o n—+o0o

Ejemplo 3.117

. W2 -0 (Vi kD 2) +n)
Jm V4 Dt 2)on = lm SOt (n+2) +n -

(n+1)(n+2)—n? , n®+3n+ 2 — n? 3n+ 2 3

= lim ==
n—+too \/n2 +3n+2+n 2

n—os \/(n+1)(n+2)—|—n_"—l>rf°° Vi +1)(n+2)+n

Ejemplo 3.118

(Vn?+1—n) <{’/(n3 +1)24+nvn3+1+ n2)
lim (\3/713 T1- n) = lim -
n—+oo n—-+oo (M3 +1)2+nvnd+1+n2

nd+1—n? 1

lim =
n—+too 3/(n3 + 1)2 + nvy/n3 + 1 + n?

= lim =
n—too 3/(n3 + 1)2 + ny/n3 + 1 + n?

olo

Ejemplo 3.119

. n .
= lim — = lim 2=2
n—-+oo M n—-+o0o

lim
n—-+o0o

3=]3
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Ejemplo 3.120

3
sin (2 sint 3
lim 3(”) = lim " = 1, (hacer el cambio de variable — = t)
n—-+o0 o t—0 ¢ n
Ejemplo 3.121
arctan (%) . arctan bt . 5
1m e E— :hm—: im-— =
N oo i {—0 t t—0 1 + 25¢2
4.
0 * (+00)
Ejemplo 3.122
1 sin & int
lim nsin— = lim 1”:lim£:1imcost:cos():1
n——4o00 n n—-—4o00 o t—0 ¢ t—0

Ejemplo 3.123

Ejemplo 3.124

) 3 ] arctan (%) . arctan 3¢ . 3
lim narctan — = lim ———% = — = lim
n——4oo n n—-00 = t—0 t t—0 1 + 9¢2

1%

Ejemplo 3.125

, n—1\" , n+1—-1-1\" - n+1-2\" - 2\t
lim = lm [— ) = lim (———— ) = lim ([1-— =
n—+oo \ m + 1 n—-+oo n+1 n—-+oo n-+1 n—-+oo n+1
92 n+1 9 —1
= lim (1-— * lim [1-— —e2x1=¢2
n—+oo n+1 n—+00 n+1

Ejemplo 3.126
2 n
lim (1 - —2> =e?
n—-4oo n
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Ejemplo 3.127
2 n2+42
. _ 2
nEIJPOO<1+TL2+2> - ¢
Ejemplo 3.128
n 9_9 n 9 n 9 n+2—2
im (=) = tim (2222} = gim (11— — lim (1-
n—+oo \ N + 2 n—-+oo n-+2 n—-+o0 n-+2 n—-+oo n-+2
2 n+2 9 —2
= lim (1-— lim (1-— =2
n——+00 n+2 n—+00 n+2
6.
(+00)°
Ejemplo 3.129
2 2 lim 2oz
lir+n nn = lirf et = enoteo =0 =1
Ejemplo 3.130
_1
lir+n <n +vn2+ 1) e
Como
SRV
. ln(n+\/n2—|—1) . /il i n
lim = lim —5—— = lim ————= =1 entonces
n——+o00 Inn n——+o0 = n—+oo 1/m2 +1
Tn im In(n+vn? B im M
lim <”+\/n2 + 1) R e DR I T
3.3.9 Calculo de algunos limites
Ejemplo 3.131 Calcular
1 LI
m — 4+ — 4+ ... —
nteo \2 22 T 28 on

iy
o

2 22 23

n—-+o0o

En efecto,
1 1 1 1 1) , " /1\"”
( o) = (5) = (S ) )
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1 — oher 1
= lim (—2~—-1)]=—7-1=2-1=1
1 1

En efecto,

2 3 2
. 12+22+32+....+Tl2 . kzlk . %—'_%—i_% 1 1 1
nl—{r—s{loo < n3 - nl—lgloo n3 - n1—1>I—sl—qoo n3 - nl—lgloo 3+2n+w "3
por lo tanto
' 124224324 ... +n? 1
lim =3
n—-4o00 n3 3

Ejemplo 3.133 Hallar el limite de la sucesion

{0.9,0.99,0.999...}

9 9 9 9 .9
0.999.. 9_E+1_02+1_03+ —I—szl—ok entonces

= 9 9 (91— ) B
RDDE Y (kz 0" 9>—nkf+fto (W—E’ -

9
~ lim ( 1-9):10—9:1
n—+oo \ | — =

por lo tanto el limite de la sucesién es 1

Ejemplo 3.134 Calcular
Z VE+1- vk
TH+O<> VE(k+1)

En efecto,

1
3
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"1 1

- —M_ ZV’H ~VE L
= T e T VR

—~ 1 1 : 1 B
> v ()
VEFI—VE

por lo tanto
i D2

Ejemplo 3.135 Hallar el limite de la sucesion dada por

= — lim
n—-+o0o
k=1

ni1 = V3a, con ap =1

En efecto
— 5 =1/31/3V3 = 37%31%3%

ar =1, as :\/3a1:\/§ as = +/3ag = 3\/§,a,4 =+3a

por lo tanto

y como
n—1 k n—1
1 1 . 1
L) 3 (5) - (2(3) ) -

1 1 1
— 32ttt

1— L 1
:1m1< i-&): —1=2-1=1
1-1 1-1

lim a,=3"'=3
n——+00

entonces

Ejercicio 15
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I) Enumere los primeros cinco términos de la sucesién dada

‘ f— p—
1)an:% 2) a, =7 3){ “ L 4){ “ 2

Apy1 = a, +1 apy1 = 2ay,

aq = 1 aq = 0
5) {anH = a,+8n 6) {anH = a,+8

Respuestas 3) {1,2,3,4,5} 4) {2,4,8,16,32} 5) {1,9,25,49} 6) {0,8,16..}

IT) Encuentre el término general {a,} de una sucesién cuyos primeros términos son

11 1 35 7 345 6

1) {1,-,1,5,1,~ 2){1,2,2,—,..} 3) {5, -, —, —..

)by bped DAL Gopd D g g0

1.3 1.35 1.35.7 1.1 _1
4) {1, —, 3 5){1,5,3,-,5,>,..
) Wi tartarie ) Y hgdpded
Respuestas 1) asn1 = 1,00 = 37 2) an = #7 3) an = gt 4)

4. = 1.3.5....(2n—1) 5 (—1)nt1

14.7...(3n-2) ) an =1

I1T) Encuentre el término general {a,} de una sucesién dada por la férmula siguiente
ay = 1 ay = 5

e M O oy @
Qpy1 = Qp, Ap+1

Wl
Q lw

n

Respuestas 1) a, = 3n —2 2) a, =2n+ 3 3) a, = —3(—1)" 4) a, = §(3)"
IV) Demuestre que las sucesiones {a,, } siguientes son crecientes
3 11 —2n 2n+7
1a, = 72)a,=——3)a,=Vv3n+2 4)a,= 9) a, =
Ja, =n+72)a - ) an = V3n+ )a F ) a 5 —3n

v) Demuestre que las sucesiones {a,} siguientes son decrecientes

Dan=T7=2n2) an=1-5"3) an = 1) an === 5) an = ¢ =

V) Analizar si las sucesiones {a,} siguientes son monétonas o no

m—>5 n st es par
_ (_ n _ _ n — n+1 — .
1) a, = (-2)" 2) a, = 3n+(-1)" 3) a, vVn+14) a, 1 5)ay, { i si es impar
Respuestas 1) no 2) creciente 4) creciete 5) no
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VI) Verificar que

1)1 24+44+6+..+2n 1 2) i (n+1)! —n! 13) /—_'_2\/— 1
11m = —— m -— = —

-3
4) lim VO +Tn—1-Vow £ 16n=—-  5) lim <n€/§ — 2P 1 B2 — 7) -

n—-+o00 n—-+o0o

111 1
; _ _ — lim — — S
6),lim (\/”+‘/_ yn ﬁ) R R VR Y

VII) De como ejemplo dos sucesiones {a, }, {b,}, tales que hIJIrl a, =0y lim b, =0

=5
3v/4

n—+o00
y
1) lim =2 92) 1 J73) lim = toc4) lim - 5) lim - st
— = == m — = im — =— im — no existe
n—1>I-‘,I-100 n n—1>I-il:loo n n—1>+oo bn >0 n—+o0 0, >0 n—+oo 0,
Respuestas 1) 2 y 2 2) = =Ty 5 3) Ly 54 % = 5) = %
VIII) De como ejemplo dos sucesiones {an} { n }, tales que lnil a, = +00y hrf by,
+o0y
1) lim o 2) lim I 03) lim (a,—b,) =+004) lim (a, —b,) no existe
n—-+oo 0y, n—+o0o 0y n—+00 n—+00
Respuestas ) bnyn2)nyn?3)2nynd)n+(-1)"yn
IX) De como ejemplo dos sucesiones {a,}, {b,}, tales que 111}_] a, =0y 111_’1_1 b, =
+o00 'y

1) lim (an.b,) =2 2) lim (a,.b,)=03) lim (a,.b,) =400 4) lim (a,.b,) no existe

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

()”

Respuestas ) 2 yn 2) 5 yn 3) L yn?4) yn
XI) Si lirf a, =1 verlﬁcar que
2a, —1 1 . (an)?+a,—2 . . 1 1
1) i ==-2) 1 =3 3) 1 2a,—1 =1 4) 1 — ==

XII) Verificar que

= 100

s D4+ @+2)"°+ (@ +3)""+.... + (x+100)"
ni?oo xlO + 1010
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Capitulo 4

Series

4.1 Introduccién

o0
La finalidad de este capitulo, es precisar el significado del simbolo Z ap que contienen

k=1
un ndmero infinito de términos.

Los ejemplos mds comunes ocurren en la representacion decimal de niimeros reales,

por ejemplo ) : ; : :
3= 0.666666.... = 0 + 102 + 108 + 1o + ...
El primer objetivo serd precisar que se entiende por suma de un nimero infinito de tér-
minos y ésta se tratard desde el punto de vista conceptual por medio de un proceso de
limite que incluye sucesiones formadas de un modo muy particular asi :
Dada una sucesién {a,} de nimeros reales o complejos, se puede formar una nueva
sucesion {S,} donde S, es la suma de los n primeros términos de la sucesién {a,} de la

forma siguiente :

Sl = ai

Sy = a1 + a

53 = a; + ax + as

S4 = a1 + a2 + a3 + a4
Sy, = a1 + ay + + a,

235
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Ejemplo 4.1 Dada la sucesion

1 .
{an} = {m} hallar la sucesion {S,}

En efecto,
1 1 1
ay = = —
nn+1) n n+l Y
1 1 1
S e :———:1——
S T 2

Somartag—= (1) (tot) oy
2T = 2 27 3)°

1

3
Sy taptas— (1) (- (totyo L
3= 1Ty = 2 27 3 37 1) "1

S, = artastastotan = (1— ) (2P (2o L)y L »
n = @1 Ta2Ta3T...T0n = B 573 3 )T n nri) T T S |

luego {S,} es la sucesion {nLH} :

Vale la pena notar que

lim a, # lim S,
n—-+o00 n—-+oo

4.2 Definicién de Serie
Sea {a,} una sucesién de nimeros reales y para cada n € N, definase S,, como
Sn:a1+a2+a3+...+an

Diremos que la sucesién {5, } es la serie numérica asociada a {a,} y se representa por el
simbolo

o0
E ar=a;+ay+as+..+a,+...= lim S,
n—-—+00
k=1
Los ntmeros aq,as,as,... son los términos de la serie y a Si,S5s,53... son las sumas

parciales de la serie
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4.3 Convergencia y divergencia de una Serie

Si la sucesién de sumas parciales {S,,} converge a un nimero real S, se dice que la serie
converge a Sy este niimero real es la suma de la serie y se escribe simbolicamente como

Zak:a1+a2+a3+...+an+....: lim S, =S5

n—-+00
k=1
00

y si la sucesién de sumas parciales {S,} diverge, entonces se dice que la serie g ay

k=1
00 00

diverge y el simbolo E aj no tiene ningun valor numérico y si la serie E aj converge a

k=1 k=1
S, entonces

dar=8=S8+Ry=(a1+a+as+ ..+ a,) + (ans1 + Gngz + angs + ...)
k=1

donde S, es la suma parcial n-esima y R,, es un residuo de la serie.

Ejemplo 4.2 Demostrar que la serie

es divergente. En efecto
Sp =

luego

S, >+/n yasi como lim /n =400 entonces lim S, + oo por lo tanto la serie

n—-+o0o n—-+o00

es divergente.
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Ejemplo 4.3 Demostrar que la serie

Z z es divergente

k=1
n+1
1 1 1 1 dl‘
En efecto, S, = 1+2+3+ +.. —i-? > = In(n+1), luego S, > In(n+1) y como
T

1

=1
lir+n In(n+1) = +oo entonces 11IJ£1 S, = +00, por tanto la serie Z z es divergente
k=1

C-v|-.; P\J|-—\

“F 0=
! S o ——

12 3 4 n o n+l

n+1

Observe que S,, es la suma del drea de los rectangulos y / £ es el drea bajo la curva de

1
_ 1
by=2

4.3.1 Serie Telescépica.

Una serie de la forma
o
E A — Ap— 1
k=1

se dice tescépica y para analizar si converge o diverge se analiza si lim S, existe o no .
n—-—+00
Ejemplo 4.4 la serie

Z 1 es divergente, ya que lim S, = 400, pues
P} n——+0o00
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Sn221:Zk:—l—1—k:n+l—1:n, ast que lim S, = lim n = 400

n—-+o00 n—-+o0o

Ejemplo 4.5 la serie

Z (2k — 1) es divergente, ya que lirf Sp. = +00, pues
k=1

Su=> @k—=1)=> (F—(k—-17%) =n>y lim S, = lim n’=+oo

n—-+o0o n—-+4oo
k=1 k=1

Ejemplo 4.6 La serie

Zk es divergente, ya que lirf S, = 400, pues
k=1

B ST pY (=D ST AR SY{CEITETENES o JE

k=1

2
lim S, = lim (n_ + g) =400

n—-+oo n—-+oo 2

Ejemplo 4.7 Verificar que la serie

i ( L ) es convergente y halle el valor de convergencia
“~ \(n+4)(n+5)
En efecto,
¢ _% 1 &1 1 ( G 1 )
' kzl(k—|—4)(k+5) k:1k+4 k+5 k:1k+5 k+4

1 1 1 1 ) ) 1 1 1

=— —— | ==———9 lim §, = lim (--— =—
n+5 1+4 5 mn+5 " noteo n—too \d N +5H 5

> 1

por lo tanto la serie g o, (i D(aE) Converge y su valor es ¢, es decir,

1

2 (n+4) n+5):5

k=1
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4.3.2 Serie Geométrica

La serie

o
E a¥ con x € R, = #1, sellama Serie geométrica y mostraremos que

k=0
i & —  si Jzl<1
T = T
e diverge en otro caso
En efecto,
n 1— ZEn+1
S, = r=l+r+22+2°2+.. +2" = 1
k=0 -
Y +1 1
i 1—a" —_ st x| <1
lim S, = lim —— = 1—z . =1
n—+oo n—too 1 —zx no existe si |z > 1

por lo tanto la serie

[e.e]

k 1
E T" converge a
k=0

si|z| <1 ydivergesi |z|>1

ya que si x = 1 entonces

00
El’k:

k=0 k

1* = 1 que ya sabemos que es divergente

oo
= 0

0 k=
Ejemplo 4.8 La serie
2
k=0

es convergente r = % < 1, ademds

. S Y A T €k 1
nl—1>r—&r-looSn_nl—l>r-i{loo2<§> _n1—1>r-iI-100( —21 :1—%:2

por lo tanto
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Ejemplo 4.9 La serie
>(+5)

n 1 k
lim S, = lim <——) = lim
n—-4o00 n—-4o00 =0 3 n—-4o00

por lo tanto

Ejemplo 4.10
Z3k es divergente

k=0
En efecto, x =3 > 1, ademds
= 1—(3)"*
B

Ejemplo 4.11 Demostrar que
1
0.333333333... = 3

En efecto,
0.333333333... = 0.3+ 0.03 + 0.003 + —i—i—i—i—ijt =
: ..=0. : . =t Tt

ast que
0.333333333... — %

241
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4.3.3 Algunas propiedades de las Series

1. La multiplicacién de cada término de una serie por una constante diferente de cero,
no afecta el caracter de la convergencia o divergencia ( solo afecta el valor, si la serie
converge),es decir,

o0 o)

Si la serie E a, converge y c es una constante entonces la serie E ca, tambien converge y

n=1 n=1
oo oo
g ca, = ¢ E anp 'y
n=1 n=1
o o0
Si la serie E a, diverge y ¢ es una constante # 0 entonces la serie g ca, tambien diverge
n=1 n=1
En efecto,
n o0
Sea S, = E aj, y como la serie E a, converge entonces lim S, existey
n—-+o0o
k=1 n=1
o0
por lo tanto lim ¢S, =c¢ lim S5, existe y asi la serie E ca, converge
n—-400 n—-400 1
n=

Ejemplo 4.12 La serie

o0

nzl(n+2)(n+3)_ —n+2 n+3 ~\n+3 n+2 B

a 1 1 1 1 1
= — 1 - | == i - ) == t
TL—>H-POO —1 (k + 3 k + 2) n—>H—Poo <n + 3 1+ 2) 3 cs convergente y

entonces la serie

> 6 > 1 6
2 (n+2)( n+3) co comvergente y Z (n+2)(n +3) ;(n+2)(n+3) 3

n=1

Ejemplo 4.13 La serie

Z 1 es divergente, entonces la serie Z 5 es divergente

n=1 n=1
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2.
o0 o0 o0
Si las series E Gn Y E b, convergen, entonces la serie E (ava,, £+ Bby,) tambien converge y ademés
n=1 n=1 n=1

i(aaniﬁbn) = iaani—iﬁbn = aianiﬁibn
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

En efecto, Como las series

o0 o0 o0
E Gn Y E b, convergen entonces la serie las series E ady,, E [b,, tambien convergen y
n=1 n=1 n=1 n=1

lim S, = lim Z aag vy hm T, lim Z (b, tambien existen , por tanto

n—-+o00 n—-+o00 n—-+00 n—>+oo

Zaanzl:z Bb, = lim S, £ lim T, = lim (S, +7T})=

n—-—+00 n—-+o00 n—-+00

= nEIJPoo (z”: aay £ zn:ﬁbk> = nkrfoo zn:(aak + fby,) = i(aan + (b,)

k=1 n=1

Ejemplo 4.14 Las series

o) o0

1 1
;(n+2)(n+3) Y2 i+ Dn+2)

n=1

son convergentes, por lo tanto la serie

W

5) 4
+ es convergente y ademas
n+2)(n+3) (n+1)(n+2)

n=1

o

S 4 > 1
Z((n—|—2)(n—|r3)i(n—l—l)n—|—2) Z (n+2) n+3)i4Z (n+1)(n+2)

n=1 n=1

ot

@

Si la serie Z a, converge y la serie Z b, diverge entonces la serie Z (a, £b,) diverge

n=1 n=1 n=1
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Ejemplo 4.15 Las series

ni(mmlms) ), g((nml(mz) ) i(<§>+”>

=1 n=1

son divergentes, pues es la suma de una convergente con una divergente

Observaciones :
1.Si la serie

oo oo [e.e]
E a, £ b,) es convergente, no se puede concluir que las series E an Y E b, sean convergentes
n=1 n=1 n=1

Ejemplo 4.16 La serie

Z (1-1)= Z 0 es convergente y sin embargo la serie Z 1 es divergente
n=1

n=1 n=1

2. Si las series

Z Gn Y Z b, son divergentes, entonces la serie Z (a, £ b,) puede ser convergente o divergente

n=1 n=1 n=1

Ejemplo 4.17

Las series Z 1y Z 1 son divergentes y la serie

n=1 n=1

Z (1+1)= Z 2 es divergente y la serie Z (1 —1) es convergente
n=1

n=1 n=1

4.4 Criterios de convergencia

Antes de emplear una serie infinita en situaciones posteriores, se debe analizar si es con-
vergente o divergente, en teoria la convergencia de una serie se decide estudiando la
convergencia de la sucesién de sumas parciales, simbargo en la préactica obtener una fér-
mula concreta para S,, es dificil, por lo tanto se hace necesario desarrollar mecanismos
mds précticos y para ello estudiaremos los criterios de convergencia
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4.4.1 Criterio del Término n-ésimo

Este criterio es muy 1til para determinar la divergencia de una serie, pues simplemente
se analiza el limite del término n-esimo y dice asi :

o0

E a, converge, entoces lim a, =0 o lim a, # 0 o no existe), entonces
1 n—-+o0o n—-+o0o

n=

la serie E a, es divergente
n=1
En efecto, sea

n

Sn:Zak y lim §,=S ycomo a,=S5,—95,_1=

n—+o0
k=1

= (a1 +ay+az+..+a,) —(ay +as+as+ ...+ a,_1) entonces
lim a,= lim (S,—-S,-1)= lim S,— lim S, 1=5-5=0

n—-4o00o n—-+o0o n—-+4o0o n—-+4o00
El reciproco de este criterio no es cierto, es decir, si lim a, = 0 entonces E Qn
n—-+o00o

converge no es verdad, por ejemplo en la serie

> 1 1
se tiene que lim = 0 vy la serie es convergente
Z ( e e (n+2)(n+3) Y g Y

en la serie E —— se tiene que lim — = 0 vy ésta es divergente
n q n—-+4o00 \/_ y 8
Ejemplo 4.18 La serie

o0

n
es divergente, ya que lim
;n+2 gene vad n%+oon+2

=1+#0
Ejemplo 4.19 La serie

Z n es divergente, ya que lir+n n=-+o00#0

n=1

Ejemplo 4.20 La serie

E (1 — —) es divergente, ya que lim (1 — —) =3 #0
n n—-+00 n

n=1
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4.4.2 Criterio de Comparacion

o0 o0
Si la serie E b, converge y a, < b, entonces la serie E a, converge
n=1 n=1
y si la serie
oo o
g a, diverge entonces la serie g b, diverge
n=1 n=1

En otras palabras, si la serie mayor converge, la serie menor converge y si la serie
menor diverge, la serie mayor diverge.

Ejemplo 4.21 La serie

o0

In(n 4+ 2 .
E M es divergente, pues
n
n=1
: In(n+2) _ 1
In(n+2)>1ysine N, con n>1 entonces ————= > — y
n n
In(n + 2 .
como E — es diwvergente entonces E L> es divergente

n
nl n=1

Ejemplo 4.22 La serie

o0
1 , 1 1
Z es divergente pues,Inn < n entonces — > — y

nn nn n
n=2

(0.0 (0.0
como la serie E — es divergente, entonces g o © divergente
n nn
n=2 n=2

Ejemplo 4.23 La serie

Z In (1 + ) es divergente
[sinn|

En efecto,

[sinn| <1, entonces > 1, por lo tanto 1 + >14+1=2y

[sinn|
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ast In (1 + ) > In2 y como la serie Zan diverge entonces

[sinn| —~

- 1
la serie Zln (1 + = |> es divergente
sinn

i n+ 2 ) 1 .
— €8 convergente
n+3 n g

n=2
En efecto,
o0
n+ 2 n -+ 2 1 1 ) 1
<1 entonces x— < 1x— y como la serie E — es convergente entonces
n-+3 n+3/) 27 2n 2n
n=2
oo
1
g * on es convergente
n=
Ejemplo 4.25 La serie
o0 . o0
sinn 1
I e i) e
nt+n? 41 n#
n=>2 n=2
o0
como la serie E L es convergente entonces la serie E sinn__ oo convergente
Yy n4 9 nt+4+n2+1 9
n=2 n=2
Ejemplo 4.26 La serie
o 0
Z cosn Z 1
n TL2
n=2 3 + n=2 3"
o0
como la serie g L es convergente entonces la serie g COSR__ o5 convergente
y 3n g 3n+n2+1 g
n=2 n=2
Ejemplo 4.27 La serie
o o o
D B I
n8 + n4 n8 n2
n=2 n=2 n=2
o0 oo
y como la serie E =5 €8 convergente entonces la serie E m es convergente

n=2 n=2
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Ejemplo 4.28 La serie

[e.9] o0

D I
nd+nt+17" n8
n=2 n=2
00 00
Yy como la serie E ) €es convergente entonces la serie E m €es convergente
n=2 n=2

4.4.3 Criterio del Resto

Dada una serie de la forma

Zan:a1~|—a2+a3+a4+a5+a6~l—a7+2an entonces

n=1 n=8
00 [e's)
E a, S€ Conoce Como un resto de la serie E Qn
n==8§ n=1

y en general
Zan Zak—ir Z a, =S, + R,
n=1 k=n-+1

y por lo tanto una serie

o0

E a, converge si y solo si uno de sus restos converge

n=1

esto quiere decir, que si una serie converge, se le puede quitar o agregar términos y la
serie sigue siendo convergente (solo se altera el valor de convergencia) y lo mismo con la
serie divergente

Ejemplo 4.29 La serie

o0

1 o0
Z —— es divergente, ya que es un resto de la serie divergente Z \/_

n=100 \/ﬁ

Ejemplo 4.30 La serie

o0

o0
1 .
E 5. es convergente, ya que es un resto de la serie convergente E —
n=100 n=0
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4.4.4 Criterio de la Integral

Sea f(x) una funcién positiva, continua y decreciente en [1,400), entonces la serie

o0

Z a, = Z f(n) converge si y solo si la integral / f(z)dz converge

n=1 n=1 1

Ejemplo 4.31 Analizar la convergencia o divergencia de la serie

En efecto, sip > 1

1 : . :
f(x) = — es continua, positiva y decreciente en [1,400) ¥y
x

9] b

1 1 bl 1 1

/—daz = lim [ —dr= lim -] == st p>1, luego
P b—+oo | P bo+oo \1—p 1—p 1-p

1 1

[1 <
la integral /—dx converge st p > 1 y asi la serie Z — converge sip > 1
P — np
4 -

Si p = 1 entonces

[e's) b

r1 1 1

/—dm = /—dw = lim [—dr= lim (Inb—Inl)= +oo es divergente ,
xP x b—+oo | X b—+00

1 1 1

=1
por lo tanto la serie E — diverge sip =1
n
n=1

Si p < 1 entonces

11 =
n? < n lo que implica que — > — y como la serie Z — diverge
np n n

n=1

o0
entonces la serie E — divege si p <1
n
n=1
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en conclusion la serie

o0

1

g — converge sip>1ydivergesip <1
n

n=1

Ejemplo 4.32 Las series

=1
>

n=1

o)
1 1
—1 , E — son convergenyes
n n

D3

n=1 n=1

NE
NE
Se| m

Il
—
N
NS

3
Il
—

n
y las series

son divergentes

N
NE
Bl
U

3
Il
—
3
Il
—_
3
Il
—

Recuerde que (verificarlo)

n+4 n+4 1 Vnt+n? , <1) 1
~1 ~ ——— ~n, 8N ~

?

n n? n2’ n
(Vn+3+n+3)(n*+n) nxn? 1
(3" +3) (n® +n) 3nxnb  3nxn

vn+3 no 1
n+5 n  \/n

4.4.5 Criterio Asintético
Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de términos positivos tales que a,, =~ b, es decir,

a o0 o0
. n .
lim — = 1, entonces las series E s E by,

b——+o0
n n=1 n=1

ambas convergen o ambas divergen.

En efecto,
a a
lirf — =1 significa que para todo €> 0, existe N >0, tal que si n > N entonces b—" —1| <e
=100 Up n

n n . 1 1 no 1 :
— €< Z—n—l <€, 0l—€e< Z—n <€ +1.51 e= 5 entonces 1—5 < Z—n < 5—1—1, es decir,
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Q

ay, an, - 3 D 1 < Qn ¢ no
on — < —. De — < — se tiene que — < a,,

o0

por el criterio de comparacion se tiene que si la serie E a, converge entonces

n

<<
bn

N W

1
por tanto B <

N

n=1

o b o
la serie — converge y asi la serie b, converge
2 n
n=1

n=1

o0 o0
y si la serie E b, diverge entonces la serie g a, diverge.

n=1 n=1
Andlogamente de
an 3 . 3b, . o :
b—" < 5 se tiene que a,, < Tn y si la serie Z b, converge entonces la serie
n n=1

o0 o0 oo
E a, converge y si E a, diverge entonces E b, diverge

n=1 n=1 n=1

Ejemplo 4.33 Verificar que la serie

o0

n+2
g — 3 5 €S convergente
n* +n° + 2
n=1
En efecto,
n+2
n -+ 2 n 1 . Gy . nAn312
=T33 5~ 7= 3=0n yaque lim —= lim —5— =
nt*+n’+2 n n n—to0 by botoo
) n* + 2n3 .oont
= lim 3 5 = im — =1
b—toonN*+n3+2 botoon
Y como
(e .o] [e.o] o0
1 , n—+2
5 b, = g — es convergente entonces la serie E ————— €S convergente
3 4 342
f n Yt ne
n= n= n=

Ejemplo 4.34 Verificar que la serie

= /(n+3)n
2w

es convergente
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En efecto,

Qn

Vn+3)n  vVn2  n . ay
= A ~ =—=0b, yaque lim — =1y como

3" 3n n—-+oo b,

es convergente

= /(n+3)n
3n

o0
E I es convergente por el criterio de la integral, entonces la serie E
n=1

n=1

Ejemplo 4.35 Verificar que la serie

= ont 42 .
g — 5 5 s divergente
—~n +n’ 42
En efecto,
4
n* —+ 2 . (07% .
ap=——-——~1=0b, ya que lim — =1 y como la serie
n*+n3+ 2 ¥ q n—+oo b, Y
EOO 1 es di te, entonces la seri Eoo n+2 di /
es divergente, entonces la serie ————— es divergente
gene nttnd 1 2 J

n=1 n=1

Ejemplo 4.36 Verificar que la serie

[ee]
1 .
Z arctan — es divergente

vn

n=1
En efecto,

1

1 1 a arctan Tn
a, = arctan — ~ — = b, ya que lim — = lim ——Y" =

n \/ﬁ \/ﬁ n Ya g N— 00 bn n—-+oo \/Lﬁ
arctant =1
= lim = lim =1 y como la serie — es divergente

t—40 t—+0 1 + ¢2 J ; vn J

[e.e]

. 1 .
entonces la serie E arctan — es divergente

Jn

n=1
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4.4.6 Criterio de paso al limite

Este criterio es uno de los méds recurrentes, pero hay que manejar muy bien la equivalencia
entre sucesiones y dice asi :
o0 o0
Sean Z an Y Z by,
n=1 n=1

oo

dos seies de términos positivos, de las cuales se sabe que la serie E ) b, converge o
n=

diverge y sea

. a
lim — = L entonces
n—-+oo bn

1. Si
L # 0, entonces ambas series convergen o ambas series divergen
2. Si
o0 o0
L =0,y la serie E b, converge, entonces la serie E a, converge
n=1 n=1
3. Si

o0 o0
L = +o00,y la serie Z b, diverge , entonces la serie Z a, diverge

n=1 n=1
Ejemplo 4.37 Analizar la convergencia o divergencia de la serie

o0
Inn
2
n=1 n

o0
En efecto, para aplicar el criterio anterior, se escoge la serie E . b,, de la cual se
n=

conoce de antemano si es convergente o divergente ( usted la escoge y prueba el criterio

hasta que funcione, es decir, calcula el lim ¢ = L y observa si alguno de los tres
b—+o0 "™

enunciados dados en en el criterio funciona y si no escoge otra serie Yy Si no escoge otro
criterio.) Para este ejemplo, escojamos la serie

[es]
=1

- 1
Zl b, = Z e que sabemos que es convergente y

. (07% . .
calculemos lim — = lim 2~ = lim lnn = +oc0
n—-+00 bn n—+oo —5 n—-+o0o
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y de los tres enunciados del criterio, observamos que lim 3 = 400 solo se puede aplicar
n—-+oo "

(o ¢] [o¢]
cuando E ) b, es divergente y en este caso la serie E b, es convergente, entonces
n= =

o0
continuamos y escogemos otra serie, por ejemplo E . % que es divergente y calculamos
n=

In

N3

. Inn
= lim — =0
n—+oo 1

. an .
lim — = lim
n—-+o0o n—-+0o

3 IH|3|

n

por la regla de L “hopital, nuevamente el criterio falla, pues como el limite da cero se
oo

requiere que la serie E ) b, sea convergente y en nuestro caso es divergente, entonces
n=

(e 0]
sequimos en la busqueda y escogemos la serie E L que sabemos que es convergente
=1 n2

y calculamos

—_

4R Inn

Qn
Iim — = lim 2~ = lim —hm— 0
n—-+o0 bn n——+00 Lg n—-+00 \/_ n—-+oo \/_
n2

y en esta oportunidad, observamos que el criterio si se puede aplicar, pues como

Inn

an,
b, — es convergente lim — =0 esto implica que la serie —— es convergente
Z nZl 3 gy e b, prea q Z g
Ejemplo 4.38 Demostrar que la serie
i 2n 4 /
——— es divergente
— n?+4 J
En efecto, escojamos la serie Z = que sabemos que es divergente y calculemos
2n 2
n, ) p 2n

la serie

o0
2n
——— es divergente, ya que — es divergente lim — #4090
n§:1”2+4 g ya q n§1 g Y %wn#

Ejemplo 4.39 Analizar la convergencia o divergencia de la serie

oo
S
n=1
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o0
En efecto, escojamos la serie g L que es convergente y calculemos
n=1"

—n? 2
. Qp, . € . n . . .
lim — = lim —— = lim — =0 aplicar | "hopital dos veces
n—+oo 0, n—-+o0o ol n—+oo e
por lo tanto la serie
e.0) (0.0
_n2 ) an, 1
E e es convergente, ya que lim — =0y g — es convergente
. n—-+oo by, - n?
n= n=

Ejemplo 4.40 Las series
- 1\ « 1\ w—=n*+n+1
g sin? <—) , E arctan? (—) , E +—8+, son convergentes
n n n
n=1 n=1 n=1

o0
simplemente compdrelas con la serie E - # que es convergente y aplique el criterio y

las series
oo o0 o
1 1 n*+n+1
g sin| — ], g arctan | — |, E —————, son divergentes
n=1 <TL) n=1 (TL) n=1 TL5 !

[o.0]
simplemente compdrelas con la serie g % que es divergente y aplique el criterio

n=1

4.4.7 Criterio de la Razén

Este criterio es muy 1itil cuando los términos contienen factoriales o potencias n-ésimas o
combinacion de ésta y dice asi :
o0

Sea E a, una serie de términos positivos y sea  lim
n—-+oo anp,

An+1
"™~ — [ entonces

n=1
Si
oo
L < 1, la serie Z a, converge
n=1
Si
o0
L > 1, la serie Z a, diverge
n=1
Si

oo
L =1, el criterio no decide nada y la serie Z an,
n=1

puede ser convergente o divergente y para su andlisis, hay que pensar en otro critero
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Ejemplo 4.41 La serie

— 1

Z — s convergente
n=1

En efecto,
a ey n!
n n ! . .
lim — = i ( tl) = lim = lim =0<1
n—+oo  Qp n—otoo o n—+00 (n + 1)! n—+oo 1
. 1
y ast la serie Z — es convergente
n!
n=1
Ejemplo 4.42 La serie
oo 27’L
— es convergente
n!
n=1
En efecto,
2n+1 2 '
. Un+1 (n+1)! . n: .
li = lim — = lim — = lim =0 < 1 por tanto
n—+0o QA n—-+oo % n—-+oo (Tl + 1)' n—+o00 (n + 1) P
o0 2n
la serie Z ] es convergente

n=1

0o
n

Ejemplo 4.43 La serie

es convergente

Z 2" +nl+nd
n=1
En efecto,
(o] o] n+1
n n ) a o . n+1 1
Z—gZ—y lim 4 = lim 2 = lim =-<1
~ 2" +n! +nd = 2n n—+oo (@, n—too o n—+oo 21 2
> n

serie Z on converge Yy asi

por lo tanto la

o
por el criterio de comparacion la serie E
n=1

n=1
es convergente

n
2" +nl+nd
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Ejemplo 4.44 FEn las series

o0 oo
1 1 . Apa-1 . An+1 . .
E -y E —, el lim "L — 1 y con esto se muestra que cuando el lim —" =1, el criterio
n n n—+oo QA n—+oo QA
n=1 n=1
=1 =1
falla, pues la serie E - es diwvergente y la serie E 2 es convergente
n=1 n=1
4.4.8 Ciriterio de la Raiz
oo
. , . o . . 1
Sea E a, una serie de términos positivos y sea lim a;; = L entonces
1 n—-400
n—=

o
Si L <1, la serie Z a, converge

n=1

Si L > 1, la serie Zan diverge

n=1

o
Si L =1, el criterio no decide nada y la serie Z a, puede ser convergente o divergente

n=1

y para su analisis hay que pensar en otro critero

Ejemplo 4.45 La serie

o0

1
o € convergente, pues
n=1
1 1\~ 11 1
lim ap = lim (— ) = lim - == <1, porlo tanto la serie — es convergente
n——+00 n——+o00 (5") n—+oo 5 5 p ; An g
Ejemplo 4.46 La serie
X En
Z —, es divergente, pues
n
n=1

1

R £ V- S
lim a7 = lim (ﬁ) = lim — =5>1 por lo tanto la semez

n

) di
2 es dwergente

n—-+00 n—-+00 n—+00 Ny 1
n=
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Ejemplo 4.47 La serie

o0 5 n
Z (1 + —) es divergente
n

n=1

pues

1
1 5"\ " 5
lim a; = lim ((1 + —) ) = lim 1+ — =1 y el criterio no decide,
n

n—-+o0o n—-+o0o n—-+4o0o n

luego hay que utilizar otro criterio por ejemplo el criterio del término n-ésimo ya que

5\" - 5\"
lim (1 + —) =¢® £ 0, por lo tanto la serie Z <1 -+ —> es divergente
n—-+00 n — n

4.4.9 Criterio de Raabe

Este criterio es utilizable cuando el criterio de la raiz o del cociente no funciona y dice asi
: Sea

o0
. , . .. . an+1
E a, una serie de términos positivos y calculemos el lim n (1 — = L entonces

n—-+4o0o ap,
n=1
o oo
Si L > 1,entonces la serie E a, converge y si L < 1,entonces la serie 5 a, diverge
n=1 n=1

En efecto, si

Ap+1

, luego

Anp+1 Qp41 o . 04
nl{l-— > a > 1,entonces 1 — > —, es decir, 1 — — >
an, a, n n an,

nap+1 < (n—1)a, — (o — 1)a, por lo tanto

(o]
(n —1)a, — nayy1 > (o — 1)a,. serie Z (n—1)a, — na,1
n=1
(0.0
es telescépica convergente si Z a, converge, luego
n=1
o0 o0
la serie Z(a — 1)a,, converge y por lo tanto Z a, converge

n=1 n=1

En forma andloga se demuestra la otra parte
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Ejemplo 4.48 La serie

. 1%3%5%....(2n—1)
2%4%x6x%x..2n

es divergente

n=1

En efecto,

lim g 1x3%5%...2n—1)(2n+1) 2%4%6%..2n lim (2n+1)

)
nheo @, modbe  2x4%6%.2n(2n+2)  1%3%5% .. (20— 1) niee (20 +2)

por lo tanto el criterio del cociente no decide y por el criterio de Raabe se tiene que

n 2 1 1
Iim n{l1-— Antl ) _ Iim n{1-— M = lim noo_ =z < 1 entonces
n——+o00 an n—+400 (Qn + 2) n—+oo 2N + 2 2

[e.9]

1%3%5%....2n—1
la serie Z *2:4:6*(...7;71 ) es divergente

Ejemplo 4.49 Demuestre que la serie

i LxdxTx...%x(3n—2) i es convergente
2 3%x6%x9%..%x3n !

En efecto,

, 1sd*Tx...x(3n—2)(B3n+1)\? 3x6%9x...%x3n 2 , 3n+1)\°
lim * = lim =1
n—+00 3x6%x9x...%x3n(3n+3) Ix4d%T7x%....%(3n—2) n—+o0 \ 3n + 3

falla el criterio del cociente y por el criterio de Raabe se tiene que

i 1 Gni1 . 1 I +6n+1 . 12n+ 8 12 o1
im n(1l-— = limn(ll-————— )= limn|—m««—— | ==
n——+00 an, n—-+o0 On2+18n +9 n—-+o0 2 +18n+9 9

entonces la serie

i TsdxTx. .. (3n—2)\ ;
es convergente
3x6x9%...%x3n y

n=1
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4.4.10 Criterio de Gauss

oo

Sea g | @n UD2 seTIE de términos positivos. Si existe una sucesion acotada {4, } y un
n=

nimero real A > 1 tal que paran > N

Ap 1 T An
=1-—-- —_» entonces
(n n o n
1. La serie
o0
E a, convergesi r>1 vy
n=1
2. La serie

o0
Z a, divergesir <1

n=1

En efecto, se aplicard el criterio de Raabe, si r # 1

lim n 1_a+1 = lim n({1-— 1—2—— = lim (r+ =r
n—-+00 A, n—+o00 n % n—+o00 n -1

por tanto la serie

o
Z a, converge si r > 1y diverge st r <1

n=1
ypara r=1
n 1 A?’L . n . ATL
aH:l————luego lim n(1— 2% = lim 1+ =1
Qp n n? n—-—4o00 an N— 00 nr—1

o0
por lo tanto por el criterio de Raabe, la serie E  n diverge
n=

Ejemplo 4.50 La serie

N 2
Z (1 3k D% ....%(2n — 1>) es divergente

2%x4%x6%...%2n

n=1

En efecto

Gni1  (1#3%5%..%(2n—1)(2n+ 1) 2* 2% 4%6% ... x2n(2n+2)\*  [/2n+1\7
an 2% 4% 6% ... % 2n(2n + 2) 1#3%5%..x(2n—1) /]  \2n+2/)
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_Anifdntl 1 5+ 12 EPRER 5+% \ . 1 A4,
C 4An2+8n+4 n o 4n2+8n+4 n n? 4—1—%—1—% N n n?
donde
54 4 . 5
A, = ———5"— es acotada, pues lim A, = —— y como r =1, entonces
4+ﬁ+ﬁ n—+00 4

_ 1%3%5%...%(2n—1)\> ,
la serie Z( 2*4*6*...*2n ) es divergente

Ejemplo 4.51 La serie

i LedeTr.. «(3n—2) 2 es convergente
3*x6%9%...%x3n g

n=1

En efecto,

an+1_(1*4*7*....*(3n—2)(3n+1))2*( 3x6%9%...%3n 2 3n+1
- ) —

an, 3x6%x9x...%x3n(3n+3) TxdxT%....%(3n—2 3n+3
In? +6n +1 12 1 1 16 + 12 12 1 A, 12 1 A,
In? +18n+9 9 n 9+ >+ 3 9 n n 9 n n
donde
16 + 12 16 12
n:—m es acotada, ya que hmA ——gy 7’—9>1

luego la serie

X 1xdxTx .. x(3n—2)\>
Z es convergente
3x6x9x%...%x3n

n=1

Ejercicio 16

I ) Demostrar que las series siguientes son convergentes

- s = n Inn
1. _ 3. . —
;n4+n2+3 ;n4+n2+3" ;n4+e"—l—35m2n+1 — nt
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sin“n = 1
—— 6.
;n‘l—l—ﬂ?—l-?)" ;\/n4+n2+ Z\/nn+1(
1

n+1

N Z\/Wlnn—i—l)

> In(n+1 > d:c
o Yt 1 L B L G oy [
II) D

emostrar que las series siguientes son dlvergentes

= n! /(1 . = /1 1 = \Cscn|
1 _nz.z(__en) 3.2(___) 5.3 62

n=1 3 n=1 n n=1 n \/ﬁ n=1 (n +

= 5\" L 1x3%5%....x(2n—1) 143" = . (3
7 Z(“;) 8 Y - 0. 31 stm(E)

n=1 n=1 n=1 n=1

III) Analizar la convergencia o divergencia

= n? Inn /1 n = n \" L 1%3%5%....%(2n—1)
1. Y (nr-1) 4 5.

;(Qn‘ n5—|—n—|—1 Z " z;(n—{—l) Zl*4*7*...*(3n—2)

. 2%x4%x6%....%2n . 1%4%9% ... xn? ad
6';2*5*8*. n_1721*3*5*, 4n_ 822*4*6*'”*%

n=1 n=1

4.4.11 Series Alternadas

Sea Z a, una serie de términos positivos. Se dice que la serie
n=1
o0 [e.e]
Z(—l)"an = —ay+ay—az+as—.... o la serie Z(—l)”“an =a,—as+az—as+....
n=1 n=1
es una serie alternada
Las series
n n° +n
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
S 1)rmn, S (-1
n=1 n=1 ent+n+l

son series alternadas y en cambio la serie

o

Z(—l)" sin <n2_7r> no es alternada

n=1
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4.4.12 Criterio de Leibniz para las series alternadas

Sea {a,} una sucesién decreciente de términos positivos que converge a cero, entonces la

serie alternada
o0

Z(— 1)"*'a, converge

n=1

En efecto, se analizard la suma parcial Ss, y Soni1

2n

S, = Z(—l)k+1ak = (a1 — as) + (a3 — aq4) + (a5 — ag) + ... + (@21 — a2,41)
k=1

las expresiones entre paréntesis son positivas, entonces Sy, es creciente y de términos
positivos, puesto que

Sonta = Sop + (G241 — Gont2) > Sa, ademas

Son = a1—((ag — az) + (ag — as) + ..... + (agp—o — asn-1)) < ay ya que {a,} es decreciente

en consecuencia { Sy, } converge, es decir lim Sy, = S.Tambien como So, 11 = Sap+a2,11

n—-+00
entonces lir+n Sopy1 = lir+n (Son + agni1) = S +0 = S entonces {Ss,} converge a S
luego
la serie -
Z(—l)”“an converge
n=1

El criterio es vélido, si la sucesién {a,} es decreciente a partir de un nimero natural,
pues la eliminacion de un nimero finito de términos no influye sobre su convergencia

Ejemplo 4.52 La serie

o0

1
Z(—l)”— converge
n
n=1
pues es una serie alternada y {a,} = {%} es decreciente, de terminos positivos y lir+n 1
0
Ejemplo 4.53 La serie
- 1
Z(—l)”—2 converge
n=1 n

pues, es una serie alternada y {a,} = {#} es decreciente, de términos positivos y
lim &5 =0
n—+oo
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Ejemplo 4.54 La serie

Z(—l)”n es divergente,
n=1
es una serie alternada y {a,} = {n} de términos positivos y no es aplicable Criterio de

Leibniz ( liIf n = +o00, la serie es divergente)

Ejemplo 4.55 La serie

> n+2
E _1n
n:l( )n+4

Z—ﬁ} de terminos positivos y no es aplicable Criterio de

=1, la serie es divergente, criterio del término n-ésimo)

es una sere alternada y {a,} = {

n+2

Liebzniz ( lim =t

n—-—+o0o

4.4.13 Estimacion del Resto

Si {a,} una sucesion decreciente de términos positivos que converge a cero, entonces el
resto de la serie alternada convergente

o0

Z<_1>n+1an

n=1

satisface la desigualdad

|S — Sn| = |Rn| < any1 para todo n

Ejemplo 4.56 Sea la serie alternada convergente

S0

n=1
probar que
|R4| < a5
En efecto
1 11 8-4+2-—-1 5 1 2
| 4‘ ’ 4‘, 4 CL1+CLQ+CL3+G4 2+4 3 3 ] ) 1_'_% 3
entonces

2 5 1 NN 1 1 1
Ry,=5-5, = 378~ 2 Y as = (——> =15 entonces se tiene que |Ry| = 21 < as= 16
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Ahora estudiaremos unos criterios més generales para series de términos positivos y
negativos, es decir, series con términos de signo variable.

4.4.14 Convergencia Absoluta y convergencia Condicional

Una serie
o0
D> an
n=1
se dice absolutamente convergente, si la serie formada por los valores absolutos, es decir,
o0
E |
n=1
es una serie convergente y una serie
(0.0)
D>_an
n=1

se dice condicionalmente convergente si

Zan converge, pero Z la,| diverge
n=1 n=1
Ejemplo 4.57 La serie
- 1
1)y

es condicionalmente convergente, pues la serie

[e.e]

1 1 = 1
Z(—l)”— converge (criterio Liebniz), pero Z (—1)"— :Z— diverge.
n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ n=1 \/ﬁ

Ejemplo 4.58 La serie
- 1
20y
n=1 n
es condicionalmente convergente, pues la serie
i(—l)”l converge (criterio Liebniz), pero i (—1)"l = il diverge.
n=1 n n=1 n n=1 n
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Ejemplo 4.59 la serie

Z(_l)nn +1

n=1

es divergente, pues

lim =1+#0, (criterio del término n-ésimo)

n—+oo n + 1

Ejemplo 4.60 La serie

n=1
es absolutamente convergente, pues la serie

(e o]

2|

n=1

=1
E —2 converge

Ejemplo 4.61 La serie

[e.o]

—1)"*|sinn
Z( )5l |

n=1

es absolutamente convergente, pues la serie

1
Z |smn| Z = que converge

n=1

)" |smn|

Zl (=1

4.4.15 Criterio de Convergencia Absoluta

Si la serie

[e.9] o0

E |a,| converge, entonces la serie g a, converge y

(e.)
> an
n=1

(o, 0]
<> an]
n=1

n=1 n=1

En efecto,
- |an| S an S |an|

y si sumamos |a,| en cada término de la desigualdad, se tiene que 0 < a,, + |a,| < 2|a,|
y como

o0
Z la,| converge entonces Z an, + |a,| converge 'y
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(0.0)
como a,, = a, + |a,| — |a,| entonces Z a, converge

n=1

Para una serie absolutamente convergente se tiene que :

=[S+ Ry| < |Sul+|Ra| = |ar + az + az + ... + ap|+|Ry| < |aa|+|as|+|as|+..+|an|+| Ryl

= Z lag| + |R,| y cundo n — +oo,|R,| — 0
k=1

por lo tanto

o0
< Z [
n=1

Ejemplo 4.62 La serie

i (=1" es conver:
5 gente
—n +tn

y para ello se verificard que la serie

0o _1)
Z (2 ) es absolutamente convergente
n=1

— NS +n
En efecto,
D D D
n:l nfl 77,:1
=1
como la serie Z — €s convergente entonces
n
n=1
| (=)
la serie es convergent
n=1
y por tanto

e ) _1)
Z (2 ) converge y ademds es absolutamente convergente
“~n*+n
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Ejemplo 4.63 La serie

oo .

sinn cosn
g —5 o, ©s convergente
— nc+ 3"

y para ello se verificard que la serie

o0
sinn cosn
E es absolutamente convergente

243
n=1
En efecto,
[e.e] . [ee]
sin cosn 1 , 1 ,
E ———| < g — y como la serie g — es convergente entonces la serie
n? 4 3n 3" 3n
n=1 n=1 n=1
o .
sin cosn
E — o, | €S convergente
— | n®+ 3"
Yy por tanto

sin cos n )

Z PO converge y ademas es absolutamente convergente
n

n=1

Dada la serie
[oe)
> an
n=1

cuyos términos son positivos y negativos ( no necesariamente alternada), su convergencia
en muchos casos puede analizarse a luz de la serie formada por los valores absolutos,

oo
> lal
n=1

que evidentemente es una serie de términos positivos y por consiguiente estariamos en
condicion de aplicar todo lo que hemos desarrollado en secciones anteriores y en especial
reviste de especial interes el criterio de la raiz y del cociente que por brevedad mencionare-
mos nuevamente aqui.
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4.4.16 Criterio del Cociente

o0

. . Ap+41
Sea, E a, una serie y sea lim |——| = L entonces
n—-4o00 ay,
n=1
Si
o0
0 < L <1, entonces la serie E a, es absolutamente convergente
n=1
Si
o0
L > 1, entonces la serie g a, diverge
n=1
Si
oo
L = 1, entonces el criterio no decide nada y la serie E a, puede ser convergente o divergente
n=1

y para su andlisis hay que pensar en otro critero

4.4.17 Criterio de la Raiz

1
» = [, entonces

(o 0]
Sea E a, una y sea lim |a,

n—-+00
n=1
Si
o0
0 < L < 1,entonces la serie Z a, es absolutamente convergente
n=1
Si
o0
L > 1, entonces la serie Z a, diverge
n=1
Si
[e.9]
L = 1, el criterio no decide nada y la serie Z a, puede ser convergente o divergente y
n=1

para su andlisis hay que buscar otro critero

Ejercicio 17 Analizar la convergencia y divergencia de las siguientes series y cuales
convergen absolutamente y cuales condicionalmente
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(D" v~ (=D oy
1Zn2—+1 2'Z3n+n5+1n2n 3.2(—1) arctann

n=1 n=1 n=1
= n 3 = LInn = L (2n—1\"
4. (-1) arctan 5.3 (—1) — 6. (—1) <3n+4>
n=1 n=1 n=1

4.5 Series de Potencias

Ahora se estudiard un tipo muy importante de series de funciones y son las series de
potencia de mucha importancia en el andlisis Matemaético y en aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales y otros temas.

Definicién 1 Una serie de potencias en (z-a), es una serie de la forma

con x variable real y ag,aq,as,as,...a, son los coeficientes de la serie y a una contante
y se estudiaran dos aspectos relevantes como lo son. Para que valores de x la serie de
potencias es convergente y que tipo de funciones de valor real y de variable real pueden
ser representadas por una serie de potencia. Es de anotar que para todo valor real de
x fijo, una serie de potencias se convierte en una serie NuUMErica, cuya CONVETGENCIA Se
debe analizar como lo hemos tratado anteriormente y el estudio de la convergencia de las
series de potencia la haremos en forma muy similar,como se ilustrara con los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 4.64 Hallar los valores de x para los cuales la serie

g ——  converge
n3"

n=0
En efecto,
z—5)t1
I Qn+1 . ((n+1))3”+1 (z —5)"! n3"
i lim |———| = * =

n—+oo | apy n—-+o0o % n—+0o00 (Tl =+ 1>3n+1 (.73 — 5)”
— lim n(z —5) :]a:—5] i " :|:c—5\

n—+too | 3(n + 1) 3 n—toon 41 3
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luego la serie converge para

|z = 5]
3

< 1,es decir, |t —5| <3 yasi —3<xr—-5<3, osea2<x<8

Ahora analicemos que sucede en los extremos del intervalo 2 < x < 8. Enx = 2, tenemos
que

(225" (3" (D) : _ :
Z W = Z 3n = Z o €S una serie COTLUGT‘g@TLt@ yen r = 8 se tiene que

N (8—5)" 1
Z % = Z — es una serie divergente
n=0 n n=0 n

por lo anterior concluimos que el radio de convergencia de la serie

— (z—5)"
nZ:U n3m

es 3 y que convege en el intervalo [2,8)

Ejemplo 4.65 Hallar los valores de x para los cuales la serie

— (z—3)"
E ———  converge
n!

n=0
En efecto,
(z—3)"+1
| Gn . (nr1)! (@ =3t n!
lim li 3" lim — ~| =
n—-+oo | ay, n—oo | (ZZ3) n—too | (n+ 1)  (z—3)
n!(zx —3
= lim ¥:|x—3| lim =0 < 1 para todo x
n—-+oo (n + 1)! n—+oon + 1
luego la serie converge para todo valor de x, pues |z — 3| lir+n #1 = 0 independiente del

valor que tome x y en este caso se dice que su radio de convergencia es +00

Ejemplo 4.66 Hallar los valores de x para los cuales la serie

n

Z ﬁ converge
n n

n=1
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En efecto,
i 19— i (n+i)nzn+1 — lim T : (n+1)2"|
n—+oco | G, n—+o0 CESPR n—-+o0o (n —+ 2)2n+ "
_ (n+1)x n+1 |z
= lim |——| = ‘ —
n—+oo [ 2(n + 2) 2 n—>+oo n+2 2

luego la serie converge para

%<1,esdecir, |z] <2 0sea —2 <z <2,

Ahora en x = 2, tenemos que

o on %) 1
Z m = Z nri que es divergente y en x = —2 se tiene que
n=1 —
- Z que es convergente
n=1 n + 1 2 n=1

por lo anterior concluimos que el radio de convergencia de la serie es 2 y su intervalo
[_2a 2)

Ejemplo 4.67 Hallar los valores de x para los cuales la serie

o0
g nlz" converge

n=1
En efecto,
| (n+ la"t| +oo si w#0

por lo tanto la serie converge unicamente en x = 0 y en este caso se dice que la serie

o0

E nlz" converge unicamente en x =0 1y su radio de convergencia es cero

n=1
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Ejemplo 4.68 Hallar los valores de x para los cuales la serie

o
g " converge
n=1

En efecto,

1
Ap+1 s

Qn

= lim
n—-+oo

lim
n—-4o0o

= lim |z| =|z| <l,0sea,—1<zx<1
n——400

xn

Por lo tanto la serie converge en —1 < x < 1. Ahora en x = 1,tenemos que

Z 1" que es divergente y en x = —1 se tiene que
n=1

Z(—l)” que es divergente

n=1

por lo anterior concluimos que el radio de convergencia de la serie es 1 y su intervalo
(—1,1) o tambien podriamos haber aplicado el criterio de la raiz asi

lim |an|% = lim \x”ﬁ = lim |z|=|z| <1
n—-+00 n—-+00 n—-+00

y por tanto la serie
o0
> "
n=1

converge para —1 < x < 1 y su radio de convergencia es 1 y en los puntos z = +1, se
obtienen las series

Z 1"y Z(—l)” que son divergentes
n=1 n=1

De los ejemplos anteriores se pueden concluir varias cosas importante : Que una serie de
potencias siempre converge y que si la serie dada converge en un intervalo de la forma
por ejemplo |z| < R con R > 0 entonces diverge para |z| > Ry que en z = +R la serie
puede ser convergente o divergente .
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4.5.1 Algunas propiedades

Si una funcion f(x) estd representada por una serie de potencias
oo
flz) = E a,z"™ en el intervalo de convergencia I entonces
n=0
a) f es una funcion continua en I

b) Su integral puede calcularse integrando la serie término a término en I
c¢) La derivada puede calcularse derivando término a término en I

)

[

=S (o)

Tlustraremos estas propiedades con un ejemplo y més adelante se verdn mas ejemplos y
para ello consideremos

Ejemplo 4.69 Si

o0
= Za:" |z| <1, entonces
n=0

fx) =

es una funcion continua en I = (—1,1)

] T o Z ) o Lt
b) In(l —xz)=—1In ( ) 13 Z/t dt = ZO |z| < 1, (Integrando)
" -

1 o
c) flo) = —— = Z nx™ ' |z| <1, (Derivando término a término)
(1—2) e
(4 1 -
D flat) = == 3 e <1
n=0
) flar) = 1 = > () Jar] < 1 entonces Jo] < |
e T) = = x x entonces |z| < -
1 -4z 4
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4.5.2 Suma de Series de Potencia

= Z ax" y g(x) = Z b,x™ son absolutamente convergentes, entonces
n=0

i (aay, £+ Bby) 2" = i aapz" + i b,z = « i ax" £ i b = af(z) £ fg(x)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

en el intervalo de convergencia comun, a, 3 € R
Ejemplo 4.70 Verificar que

fla)=—~ f;xli(), Z( )x” si |z <1

n=0

Tr — 12 1 6 1 1 ;
_ - _ _ — — entonces
2 —Tr+6 r—=1 z-6 1-2 1-%

1 nd 1 2. s\
1_x:Za:", lz| <1 y1_£:Z<E> , |x| < 6 entonces

n=0 6 n=0
- 1Y & = o, = (T\" 1 1 Tr—12
2(1_1_6_”)95 :ZQ;+Z<E> :1—x+1—£:_m’ lz| < 1 por tanto
n=0 n=0 n=0 6

Tr —12

4 =/ 1 1 .
22 _—8r+12 - Z <6n+1 o 2n+1) e st || <2
En efecto,
1

— [ 1
Z(6n+1_2n+1)x 726”“ sz—l: 1__)_2(1_5):

1 1 lo tant
=— =— or lo tanto
-2 (-6 22-8z+12 7

—8:c+12 Z(6n+1—2n+l)x" si |z| <2 comun entre |z| <2y |x| <6

n=0
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4.5.3 Producto de Series de Potencias ( producto de Cauchy)

o0
Sea f(x g a,x" y g(z E b,x™ series absolutamente convergentes en un intervalo I, entonces
n=0

f(x)*g(x) = <Z anx”) * (Z bn;v”) = Z cpx” donde

n
Cn=ag*b, +a1%b,_1+asxb,_o+ ..+ a,*xby= Zakbn_k
k=0
El lector puede observar que este producto, no es més que el producto algebraico entre
dos polinomios (digamos infinitos por dar un nombre) y este producto se ilustrard como
siempre con un ejemplo.

Ejemplo 4.72

o0 1 [e.9]
St J(@) Zo 1+x:ZO
2

- 1
entonces verifiquemos por el producto de series f(x)xg(x) = ( x") < 5 (—x)" ) | 5
—x
n=0 n=0

En efecto,

1 o0
f(x) = = Zx" = 14+ 423+t +2°... = ao—|—a1x+a2$2+a3x3+a4x4+a5$5—i—..--

1—2z
n=0
Yy
1 = .
g(x) = 52~ Z(—x) = l—a+2?—3+2*—25... = bg+byx+bex®+bsx+byaxt+bszd+..
n=0
entonces
f(z)*g(x) 1—x2 Z 2" donde ¢, = ag* b, + ay * by_1 + as * by_o + ... + a, * by

y de aqui se tiene que
co=ap*byg=1x1=1

cp=ag*xby+a;xbgp=1x(—-1)+1x1=0
co=ap*xbyt+a;xby+agxbp=1x1+1x(—-1)+1x1=1
c3=ag*xbs+a;*xby+as*xb +agxby=1x(—-1)+1x1+1x(-1)+1%x1=0
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C4:ao*b4—|—a1*b3+a2*bg+a3*b1+&4*bo: 1*1+1*(—1)+1*1+1*(—1)+1*1: 1
entonces

f(z)*g(z) = Z Cn” = coterxtcariFesaPfegrtt s+ .. = 1+0xx+ 22 +0xa® + 2 0 +28 4. =

n=0

:1—|—x2+x4—|—x6+..:zg§2": ! = f(2) * g(x) = f(2?)
n=0

1—22

4.5.4 Division de dos Series de Potencia

La Divisién de dos series de potencia, la efectuamos como si se tratara de una divisién
algebraica ordinaria entre polinomios

= $2n 1 2 4 6 0
E:, +zet+x+ x4+
n=0 2 3 4 5 6 n,..n
= = =1l—a+4z"—2’+2x " —2°+x°—.... = 1"z
S oan l+z+a? +ad+at + 2%+ a0 + .. " * i 2=V
n=>0

n=0

observe que

2
2" s
n=0 _ 1-—x2

Do R 2 (=

4.6 Serie de Taylor

Aqui abordaremos el problema de que tipos de funciones pueden ser representadas por
una serie de potencias y para ello se tiene el siguiente teorema llamado, teorema de taylor
y dice asi

Teorema. Supongamos que fy sus (n+1) derivadas estén definidas y son continuas en
un intervalo I, entonces

ey
fn =31 k,( ) — a) + Rulx) = Po(2) + Ro(a)

para todo z € I, donde P,(z) recibe el nombre de polinomio de taylor de grado n alrededor
de ay

Rulr) = & / (z— )" f(t)dt
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es el residuo obtenido de la aproximacién de la funcién f(x) mediante el polinomio P, (z), y
aqui surge la pregunta bajo que condiciones lim R,(z) = 0y para obtener una respuesta

n—-+00

parcial se tiene el teorema siguiente :
Si f satisface que sus (n+1) derivadas estan definidas y son continuas en un intervalo
[y existe M >0, tal que |f(”+1)(:6)‘ < M para z € I, entonces

| — o
0<|R, <M
< Haln)l < M2,

Teorema. Si f tiene derivada de todos los 6rdenes en I, y si lirf R, (xz) = 0, entonces
n—-+0oo

o £n)(g
fa) =3 D aye

n

es la serie de taylor en x=a y si a=0, la serie

> fn)
f) =3 0

n.

se llama serie de Maclaurin

Ejemplo 4.73 Hallar la serie de Maclaurin que representa a f(x) = €. En efecto

U)oy s L2OF L SPO) OO OO f0)

flz) = % A A (U B A (e T e e e i
2 2 ot b z" = " " N
= ltat oyt gt tap bt oyt = 2% — vaque f™(0) =1, para f(z) =e
Yy como
xn+1
. An41 . (n+1)! .
lim = lim |——|= lim ':| | 1 =0 <1 para todo x
n—+oo | Ay n—-+00 v n—+o0 | N 1 n——+oco N, +
:L.n+1
ademas 0 < |R,(z)] < e * CES] por lo tanto nl_l}I_{loo R,(z)=0
y de lo anterior se concluye que la serie
Z x_' converge para todo  y en este caso se tiene que
n

n=0
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e "
= = Z o) para todo x

Esto quiere decir que

para x—lsetzenequez ' Z '—e Y asi
n! n!

= n=0

=1

S
n!

n=0

®  _n X an

: x 3 3 :

para x = 3 se tiene que E m:E =€ yasi
n=0 n=0

[e.9]

3TL

n e —1)"
x_:Z( ) —e ! yasi

3

[ ~

para x = —1 se tiene que ‘ '
n=0 : n=0 s
o0
—1)»
> ke
~ nl
i < Q) &
. 2 =
para T = — se tiene que Z—:Z :Z = 2
| | " |
2 —nl = nl s 2mn!
Ademas
 _3n 00 n oo n
x ax ST
= Z — para todo , e’ = Z ( ') para todo z, ** = Z ( ') para todo x
—n —~ nl —~ nl
Y

N R z? . z?
DEES IS (1+x+5) e (1+m+§)
y la serie de Taylor alrededor de a para e es

oo

_ _ 33 - Cl .

ef ="l = g% x " = ¢ E ———— por ejemplo
n=0 '

o0
_ _ x—3 .
F =" =3 ket =3 E # es la serie alrededor de 3
n!

n=0
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Ejemplo 4.74 Hallar la serie de Maclaurin que representa a f(x) = sinx.

En efecto, como

f(n-i—l)(c)mn-i-l pian
0 < |Ry(2)| <
<| (“’)’—‘ (n+1)! (n+1)!
entonces
lim R,(z)=0
n—+o00

Ahora

f(z) = sinx entonces f(0) =sin0 =0

f (x) = cosx entonces f(0) =cos0 =1

f (z) = —sinz entonces f{0) =sin0 =10

{z) = — cosx entonces f(0) = —cos0 = —1

f
f (z) = sinz entonces f(0) =sin0 =0y asi

S0 L (1) f®(0)a? f(3 (0)2®  fW0)z*  fO(0)2® ™) .,
flz) = ;} " = fO0)+ D (0)r+—— T TR R e O
0 022 3 N 0zt N 25 L 3 N 25 7 + f: n 2+l
= r—— =+ —+ = =r— =+ ==+ =-
2! 3! 4! 5! 3l 507 = 2n +1
y como
n —1)" 2n+3 2 1 1
lim | %] = g (O, @rt L) = || lim =0 < 1 para todo x
n—+0o | Gy n—-+00 (2n + 3)! g2n+l n—-+00 (2n + 1)(2n + 2)

entonces la serie

e (_1)nx2n+1
Z —————— converge para todo x y en este caso se tiene que
—~ (2n+1)!

' o0 (_1>nx2n+1
f(x) =sinz = E NS para todo x, luego
n .

n=0
' o0 n32n+1 ) o (_1)n
sind = Z @n+ sml:;m
o0 n 1)2n+1 o0 1

n=0

sn(-1) = 3 ey

n=0
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0 —1)" 2n+1
sinar = E ( (2) (j_xl))l para todo x
n !

) ( )Qn-‘rl

sina’ = 2n + 1)!

para todo x

w«z

Ejemplo 4.75 Ahora si derivamos la serie del seno, obtenemos la serie del coseno,es
decir,

0 n.2n+1 o0 —1)" (2 1) 27 o0 n 2n
dd (sinz) = cosx = d <Z)—x> :Z( )'(2n+1)a™ Z para todo x
n=0

dx 2n + 1)! (2n + 1)!

n= n=0
por lo tanto
e -1 ann
cosT = Z L para todo x, asi que

(2n)!
R N

n=0

—~  (2n)!
o —1)" 4n
cos 2 = ZO % para todo x
o (=1)"(ax)™
cos axr = ——~——~— para todo x
HZ:O (2n)!

La serie del sinx alrededor de a se puede calcular asi :

sinx = sin(z —a + a) = sin(z — a) * cosa + cos(r — a) * sina =

= cosaz ( —a)™™ +sina i (= i para todo x
2n +1)! —~
Ahora -
sin?z = 1 —cos2z — Lo Z”ZO (2n)! para todo x

2 2

Ejemplo 4.76 Serie Binomial, verificar que

fl@) = (1 +2)" =i<>x” lz] <1

n=0
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En efecto,
> (o @)z2 0V D0Vt FO0)2d ) (0
f(x) :;f nf Jm = FO0) £ (0)a+ L ;9 +f ;!) +f fu> +f é!) o4l n,( Jns..
:1+ax+a(oz—1)x2+oz(oz—1)(oz—2)x3+a(a—1)(a—2)(a—3)x4+ ..... _

2! 3! 4l

o « a\ s a\ 4 a\ . = [« "

= + T+ x’ + x4+ T+ ... = x
(6) () ()2 ) ()2 -2 0)
y como ejercicio, verifique que esta serie converge para |x| < 1.

Ejemplo 4.77 Verificar que

2! 3! 4!
= Z <a> (—x)" = (a) (—1)"z", |z| <1, por lo tanto
n n
n=0 n=0
(1-2)" = (O‘)(_mw, 2] < 1.
n
n=0
Si a = —1 entonces de
o ala—1)2? ala—1)(a—2)2 ala—1)(a—2)(a—3)z*
(1—2)"=1—-ax+ 51 — 3l + m — ...
se tiene que
- 1 S
(1—z) "= . =l+a+2*+28+at+2°+2%+ .. = Zm”, |z| < 1 por lo tanto
-z
n=0

1 =
1_3722‘76’ lz] <1
n=0
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y de
a ala—12%2 ala—1)(a—2)2> ala—1)(a—2)(a—3)z*
(1+2z) =1l+az+ ( ) + ( ) ) + ( ) ) ) +... =
2! 3! 4!
se tiene que
_ 1 -
(142)" = oz l—a+2® -2 +at -2’ +a0—.. = nzo(—l)"x”, |z] <1 por lo tanto
1 - 1 - n" 1 = /2\"
S <ty =3 (3) -2 (3)
1+$ 0 ]_+§ 0 2 1—5 0 3
Ejemplo 4.78 Como
1 _ - 1 n_.2n 1
i Z(— 'zt |x| <1 entonces
n=0
1 - 2\ *" 1 - 1\
S g
s s 6w EG
Ejemplo 4.79 Verificar que
0 —1)ngp2ntl
arctanz = z%%; | <1
En efecto, como
oo 4 dt e o0 —1)p2ntl
= ZO(—l)”tQ" integrando /1 i /Z;(—l)”t%dt por lo tanto arctanz = ZO %
n= 0 0 "= n=

o0 (_1)nx2n+1
ast que arctanx = E —_

Ejemplo 4.80 Verificar que

n(z+1) Z n+1 , lxl <1
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Como
= f: 1)"t", |t| <1 entonces /i = /i(—l)”t”dt, por lo tanto
1+t —
0 0o "=
0 n ol
n(z+1) Z , lxl <1
n=0

Ejemplo 4.81 Verificar que

1—x Z

o0

"
:Z?; ‘l"<1

n

n:O n=1
Como
o0 [e.¢] o0
= E ", |x| <1, derivando se tiene que 5 = E na" ! = E nz" !, |z <1
n=0 n=0 n=1

e integrando

y 1 o n+1 X n
1—t /Zt”dt se tiene que —In(1—x) = In (l—m):;:;jtl :;% por lo tanto
1 = "t Nz
—In(l—2)=1 = = — <1
1) =) = 3o =S

Ejemplo 4.82 Hallar la serie de Taylor alredeor de x =0  para

fa) = 2?2 — 22+ 19
~ (z—3) (22 +5) (1 —22)
En efecto
2?2 — 22+ 19 A B C 73 2

flw) = @-3) (2015 (1 _20) -3 (2045 1-2¢ 60(1_20) 5(z—3) 12(2¢+5)

Alrededor de x = 0 tenemos

i( )n si |z] <3

n=0

8
|
w
w
|
8
w
A
OJIP—‘
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1 1 1 1 — 22\ " 5
27+ 5 5(1+2§) 52 (1) (5) st lel <35

n=0
1 > 1
1— 2z Zno (22" ol <35

por lo tanto

2 —2x+19 73 2 11

flz) = (¢ —3)(2c+5)(1-2r) 60(1—22) 5(x—3) 12(2c+5)

Ejemplo 4.83 Hallar la serie de taylor alrededor de x = 2 si

1@ = a2 @ =3
En efecto,
. 1 3 2
o) = v @9 6(0-2 UG-z  H@etD
Ahora
1 1 1 1

l—-z) (1-(z-242) (1-(z—-242) (A—-(r—2)—-2)
1 -1 i

G- - Gra-y -~ XV

n=0

luego

(1ix) :_Z(_l)n(x—Q)n silr—2l<1

(3—:17):3—(x—2+2):1_(:5_2):2(1’—2) silvr—2| <1

n=0
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1 1 B 1 1 1 B
2r+1) (1+22) (1+2@-2+2) (+2w-2) 5\1422 )

> (x —2) 5
- kS e — 9l < 2
520 ( ) si |x |<2

—_

por lo tanto

Flz) = T _ 1 n 3 n 2 _
(1—2)(1+422)(x—3) 6(1—2z) 143—2z) 21(2z+1)

1 — 3 — 2 . 2(x—2)\"
62% "(x—2)" ﬁnz% (x —2)" +EZ(—1) (T)

81
|z — 2| <1 el menor radio de convergencia de las tres series

Ejercicio 18

I) Cuales de las funciones siguientes admiten serie de potencia en el punto indicado
y hallarla

1 1
Lf(z)=~=2=2 2. f(x) =In(x+3),z =2 3.f(x) = 2°+a+1l,2 =3. 4). f(z) = 3 o =1
x —x
IT)Hallar el intervalo de convergencia de las series
= (z—1)" = (z+ )" = —3) = n2z" = [a* "
1. . —_— 3. 4. — 5. —+—=)2" a>0,
nz: n22n nzg n2my/2n + 1 nz: 3"277,—1— 1) ;% n! ;% Pl R

IIT) Hallar el valor de la suma de las series siguientes

. " - n (M+2Y = (=1)" %n > " >0 (z —1)" o (—1)"a
1. nzzognﬂ Q'Z(—Q) (n+1)x 3'20—27%1—(1) 4'2—(n+3)! 5Zm 6 Z

n=0 n= n=0 n=0

IV) Verificar las igualdades siguientes

o0 x?n—i—l o0 (_1)n+122n—1x2n
1. senhx = ; m para todo x 2. sin’z = ; 2n)! para todo x
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2n+1

3.sin®x =

Jzl <1

W~ w

0 —1)n+1 32n — 1) g2+l 1 o0
g (=)™ )z para todo x 4.1n T g <
— (2n 4 1)! l—z “~=2n+1

T 1 & 1 12 — 5z 1 & (—1)"
B 2N (1 - (—2))a” i Y n 1
T 32 (1N el < 5 bpme 32( T )z Izl <

n=1
T B F SN | P R T, = " < 1 )
8. = nx" |x| <1 9. —=In|——), |z|] <1
T ; 2] ;n — ) la|

V) Sabiendo que

verificar que

12"_1 2.50:”;_!1:26—3 3.§;Z—T:5e

= (x2 + x) e’

4.7 Algunos métodos Numeéricos para el cdlculo de
integrales definidas

Hay muchas integrales que no tienen primitiva, como por ejemplo

2 2 2 2 2
/sindem,/e_$2dm,/v3 1+ 2%dx, /ecosxdx,/cosx4dm
“1

y por lo tanto no las podemos solucionar por los métodos tradicionales que hemos estudi-

ado y por ello tenemos que recurrir a encontrar un método que me de una aproximacion

de ella y por ello en esta seccién se estudiaran algunos métodos numéricos y se supondra
b

que f(z) > 0en |[a,b] para que se pueda interpretar la integral / f(z)dz como un drea,

a
pero los métodos tienen validez sin esta suposicion.
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4.7.1 Meétodo de los rectangulos.

Este método consiste en aproximar el drea bajo la curva de y = f(z) por rectangulos

y para ello dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud con Az =

Ary = Axs=...=Ax, = b_T“ y tomamos t;_; como el punto medio en cada subintervalo

y calculamos el el drea de cada rectangulo como base *altura :b_T“ f(tx) y se suman estas

drea para obtener una aproximacién del drea bajo la curva de y = f(x), entonces el drea
b

bajo la curva exacta es / f(z)dz y la podemos aproximar por

a

n n

/b st 3 () ) = (P52 32 ) = 0+ 10) )+ St

a

_b—a Tg+ T T+ X9 To + T3 Tp_1+ Iy,
) o () (B s

y ésta es una aproximacién por el punto medio

¥

xp to ® T1 oxma B2 xg Hea Lo HEe
a Ix

Ejemplo 4.84 Aproximar la integral
1

/ dx
1+ 22

0

tomando n = 6. En efecto, dividimos el intevalo [0, 1] en subintervalos de igual longitud

asi :
1— 1
Ax = TO =3 la longitud de cada subintervalo
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I
N
8

w

I
| W
8

N

I
|~
8

ot

I
| Ot
&

o

I
[ ) e
I
—_

1
Ahora xg = 0,21 = 572

por lo tanto

1 1 1 1 1 1 1
i T + + + + = 0.82379
0 (1 () 1+ () 1+ (R 1+ (B 1+ (R) 1+ (%)2>

Una aproximacién muy semejante, es tomando los rectangulos con altura el valor de
la funcion evaluada en el punto extremo izquierdo del subintervalo, es decir,

[ 1@~ T () + )+ Sa) + e+ Faa)

F (%)
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Ejemplo 4.85

1

/1 jl_a:x2 = /f(x)dx ~ b;a (f(xo) + f(x1) + f(z2) + oo + f(Tno1)) =

0

_ b ; af(xo)+f(x1)+f(a:2)+f(:r3)+f(x4)+f(x5) _

—s(ro+r(5) ()= () +1(5)+1(3)) -

1 1 1 1
=1+ + + +
6( 1+ (3" 1@ 1+ () 1+()

5+ 2) =0.82591

L+ (§)

y una aproximacién por el punto extremo derecho es,

[ 1@ = = () + )+ S+t Fa)

1

/ 42 / Fo)de m P8 (Fan) + fle) + Flas) + ot flaa) =

1—|—x2: n
0

P Flan) o+ Fa) + Fls) + Fa) + o) + F o)) =
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S ORIORIORIORTORTO)S

1 1 1 1 1 1 1
- - + + + + + — 0.74257
0 <1+ () 1@ 1@ 1@ 1+ @) 1+ (%)2>

4.7.2 Trapecios

Una aproximacién por trapecios es

b
[ o=,

(f(zo) +2f(z1) +2f(w2) + ... +2f (1) + f(2n))

—a
n
En efecto, el drea del primer trapecio es ( base mayor, mas base menor) por altura

dividido por 2, es decir (b_Ta) (W), el del segundo es (b_Ta) (w) y asi
sucecivamente sumando estas drea se tiene que

/bf(x)dx ) (b;a) (f(:no)-;f(ffl) N 1) _;_ F(x2) N f(xz);-f(fm) I f(xn—l);- f(ivn)) —

a

- (b;a) (f(;”“) 4 () + f(x2) + oo fl@n) + f(%)) _

= ("3 ) (o) 4 25o) 4 26a) 24 () + F )
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/% — /bf(x)dx ~ (b;—na> (f(wo) + 2f (z1) + 2f (22) + .. + 2f (Tn1) + f(z0)) =

2n

oo () () () o (o () 6)-

1 2 2 2 2 2 1
= = <1+ + + + + + 2) =0.78424
1+

(—) (F(0) + 2f (1) + 27 (22) + 2f () + 2f (22) + 2 (23) + f () =

—~
D=
~—
N

—_
—+
—~
(S
~—
V)

—_
+
—~
W
~—
)

—_
—+
—~
=N
~—
)

—_
+
—~
ot
~—
)

—_
+
(o] [}

4.7.3 Simpson

Para entender la regla de Simpson, primero calculemos el drea bajo la curva y =
(ax®> +bx+c),y=0,m—h y m+ h, es decir,

y

y :f(X)

y= ax’+bx+c

m+h
3 br?
Area = / (ax2+bx+c)dx=%+%+0ﬂ2f22
m—nh

[(m+ h)* — (m — h)°] +§[(<m+h>2—<m_h>2>] tefmt+h—(m—h)] =

wl e

b
= 5 [+ 8W°m 4 8hm® 4 m® — (=h® - 3h°m — 8hm? + )] + 2 [4mh] + 2he =
_a
-3
Como los puntos puntos m —h,m y m+ h satisfacen la ecuacién f(z) = ax? + bx + ¢

entonces

(2h* + 6hm?)+2bmh+2hc = % (6m® + 2h%)+2bm~+2c = g [a (6m” + 2h%) + 6bm + 6c]

yo=a(m—h)>+b(m—h)+c



4.7. ALGUNOS METODOS NUMERICOS PARA EL CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS293

Yy = am® +bm +c
Yo =a(m+h)>+b(m—+h)+c

por lo tanto

Yo+4yi+yo = a(m — h)2+b(m — h)+e+4 (am? + b + ) +a (m + h)*+b(m + h)+c =

= % [a (6m2 + 2h2) + 6bm + 60]

luego
m—+h

h
Area = / (am2 + bx + C) dr = 3 [yo + 4y1 + 2
m—h

La regla de Simpson se obtiene dividiendo el intervalo [a, b] en un nimero par de subinter-

valos iguales de anchura h y aplicando el resultado anterior para aproximar el drea bajo la

curva y = f(z) por arcos de pardbolas y el drea de la primera es % [Yo + 4y1 + Yo, para la

segunda es 2 [ys +4ys + ya] ¥ 2 [Yn—2 + 4Yn-1 + yn), para la tltima y la suma de estas
b

aproximaciones sirve como estimacion de / f(x)dx, es decir,

a

b
—Qa
/ dl’~( ™ )(yo+4y1+yz+y2+4y3+y4+y4+4y5+ye+--+yn_2+4yn_1+yn)=

b—a
( ) (yo + 4y + 2y +4ys + 2ys + ... + 2yn—2 + 4yp—1 + Yn)

(b‘“> (20) + Af(22) + 2f (22) + 4F (@3) + o+ 2f (02) + 4F (20 1) + f(2))

_ = /lf(x)dx ~ (bg ¢

1) (o) 4 45on) 4 26 00) + 452 + et 260 ) + 4 (0r) + S0

1
/ dx

1+
0

- = (f(O) - 4f(é> + 2f(§) +4f<§) + 2f(%)"+ 4f(g) + f(g) _

18
4 2 o4 02 4 1 — 0.785 40
18 1+ (3 1+ (3 i i i )
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4.7.4 Series

La aproximacién por series simplemente representamos la funcién mediante una serie de
potencias e integramos término a término un nimero finito de términos

Ejemplo 4.86

Ahora el célculo exacto es calculando la integral

1

/ dr — arctan1l — arctan(0 = 17? = 0.78540
1+ 22 4

0

Dar una estimacién del valor de la intergal

4

sinx
dx
T

2

En efecto, tomando n = 4 y dividimos el intevalo [2,4] en subintervalos de igual
longitud asi :

4—-2 2
Ax = 4~ 1 la longituda de cada subintervalo
_o 10 12 14 _16_4
To = ,1’1—4,:)32—4,333—4,1‘4—4—

por lo tanto : Rectdngulo

a)

4

sinx ~2 To + 11 T+ X Ty + X3 T3+ X4 B
[ S0 () o () (7)) -
2
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) () () (5) -
i(5) o (E)(5)(5))-
(

- Z (S”% ) (Sm_> Sm_) (Sm_> — 0.316 77
b)
/48”;%3; ~ U - 2 (Flao) + fle) + Fa2) + f(a3)) Z (f(?) +f (%f) +f (%) +f (%)) =

2 sin 2 sin 18 sin 12 sin 14
:Z<( 5 )+( %4)+( %4)+( %4>):0.34466

[P O o) + 1)+ sl + w0 =3 (FCD 4 1D+ £ + () =

2 sin % sin % sin % sin 1?6
=1 (< w )t T )T\ =
4 4 4 4

d) Trapecios

/ = e (i_f ) (f(@0) +2f (1) +2f (w2) + oo +2f (w0) + () =

—g(f( )+2f<10>+2f<12>+2f< )+f<Z6>>—
() () = () () - (%))

e) Simpson
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m\%
.
SHE=
8
QL
)
2
VR
ol &
* |
= o

) (F(0) + A (1) + 2 (@) + 4 (ws) + flaa)) =

(e (3) 2 () 14 (5) + (3)

f) Series
4 4 3 5 7 4
sinx r—E 4 T 22 A 6
/ z / ( T v sty Tt v
2 2 2
B x3 N x° x7 N 14 _
T T3N3 Thanl Tan 2T

N R R
4 — _ — (2 — — =0.0814
( 3531 5xbl 7*w) < 3531 5xhl 7*ﬂ> 0.08

Ejemplo 4.87 Dar una estimacion del valor de la intergal

2
/65111 xdl’
1
Rectéangulo.

tomando n = 4. En efecto dividimos el intevalo [1, 2] en subintervalos de igual longitud
asi :
2—-1 1 : :
Ax = 4~ 1 la longitud de cada subintervalo

5 7 8
330:17351:1,552: ,«’753:173342122

por lo tanto




4.7. ALGUNOS METODOS NUMERICOS PARA EL CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS297

(3 /(590 (05) o (3) -
SO ) ()5 (2)()-

( sin(2 )+€SIH( )+€sin(l )_’_esm(§5)> —92.6107

d) Trapecios

/2€Si”d$ ~ /2f(517)d5’3 ~ (62_—”@) (f(zo) + 2f (z1) + 2f (z2) + ... + 2f (Te1) + flmn)) =

%(f(l)Jr?f (Z) +2f <§)+2f< )”( >)

_ (esin(l) +2€sm(g) +2€sm(g) +2€sin(g) +6sm(g)> — 95927

e) Simpson
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3n

-L (f(1)+4f (Z) +of (g) +af G) +f (Z)) -

_ % (esin(l) + 4€sin(%) + 2€sin(g) + 4€Sin(%) + esin(%)) —=92.6048

/Qesmdx ~ /Qf(x)dx A (b - a) (f(zo) +4f(x1) +2f(v2) + 4f (x3) + f(74)) =
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