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LA TRANSFORMACION DE HANKEL-CLIFFORD EN
CIERTOS ESPACIOS DE DISTRIBUCIONES

por

J.M. MENDEZ y M.M. SOCAS

Abstract. The main objective of this paper is to show that
the study of two Hankel-Clifford integral transformations on cer-
tain spaces of generalized functions allows to solve a class of
partial differential equations of the Kepinski type for any real
value of its parameter. Distributional theorems of inversion and
uniqueness are also established.

§1. Introduccién. La siguiente variante de la transformacidn
de Hankel
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donde Cu(z) es la funcién de Bessel-Clifford de primera es-
pecie y orden p, fue introducida en [6]. Allf se analizaron
sus principales propiedades y se establecid el teorema clé-
sico de inversidén para u > 0, denomindndola transformacién

integral de Hankel-Clifford. Una segunda transformaci6én de

este tipo, la definida por

w5t Cle2)

(hz,uﬂ)(y) = F,(y) = f x“Cu(xy)é(x)dx,hilu = hZ,u

(o)

fue estudiada en [5], también para p > 0.



En este trabajo se extienden ambas transformaciones
integrales a espacios de distribuciones. Para ello, a dife-
rencia de lo hecho en [6], se construyen espacios apropiados
de funciones de prueba que contienen los nficleos de las an-
teriores transformaciones, definiéndose a continuacién las
generalizadas en los espacios duales respectivos por aplica-
ci6én directa de los elementos de los mismos al correspondien
te nficleo, tal como hace Zemanian [9] cuando investiga las
transformadas de Laplace y de Mellin, entre otras, en espa-
cios de distribuciones. La aplicacidén simultdnea del par de
transformadas integrales (1.1) y (1.2) permite resolver ecua-
ciones en derivadas parciales del tipo de Kepinski [8,p.99],

cualquiera que sea el valor del parimetro u.

§2. Resultados preliminares. Notacién y terminologia. La fun-
cién de Bessel-Clifford Cu(x) de primera clase y orden yu
(ver [2,p.25],[3],[4] y [7]) es una solucién de la ecuacién

diferencial

xy||+(1+u)yl.,.y = 0’ (2.1)

y estd estrechamente relacionada con la homéloga de Bessel
por

Cu(x) = X Ju(ZJ?).
Por otra parte, la funcién x“Cu(x) satisface la ecuacidn
xy"+ (1-wy'+y = 0. (2.2)

Con frecuencia utilizaremos las reglas operacionales [4,p.
69]

v“cp(x) - (-1)”cu+n(x), no=0,1,2... (2.3)
v“[x“*”cu+n(x)} = xMe (x), Yo% PAHE AL (2.4)

y los desarrollos asintdticos
CU(X) =0(1), cuando x — 0+ (2.5)



¢, () = O(x'HQ'V“), si x » . (2.6)

Asimismo consideramos los operadores diferenciales del tipo

Kepinski
-k = xp? <y Hpyut1
Kp,x Ku xD°+ (1+p)D = x Hox* 0, (2.7)
K8, = K# = 0%+ (1-w0 = ox* Tox 7, (2.8)

estando ambos relacionados mediante la ecuacibn

= y HgayH 2.9
K, = x Kux (2.9)
A 1o largo de este trabajo I denota el intervalo ]O,w[yD(I),
§(1),0'(1) y &' (1) son los espacios usuales de funciones de
prueba y sus duales respectivos [9,p.32].

§3. Los espacios de funciones de prueba H1,u,a(1) y ”z,u,a(”

y sus duales. Denotaremos con H1 a(I) al espacio vecto-
rial de todas las funciones compleJas 1nf1n1tamente diferen-
ciables ¢(x) definidas en I y tales que

12(6) = supIn(0x¥kE (0] < =
x 1
para todo entero no negativo k, donde a y u son nimeros rea-
les fijos con a > %4'1 y u > 0, y n(x) es la funcién posi-

tiva y continua definida asi

p £- 0 < x <1

n(x) =
x ¢, %yl

Es inmediato comprobar que el conjunto {Y;’g} es una
’

familia numerable de seminormas, la cual separa puntos, por

cuanto Y;’g es una norma. Por lo tanto, H1 (I) es un es-

’

pacio numerablemante multinormado. No resulta d1fic11 probar
que #, i a(l) es completo y, por lo tanto, un espacio de

’
Fréchet t9,p.12]. El espacio dual Hi " a(I) también es com-



pleto secuencialmente.
Seflalamos a continuacidn algunas propiedades de estos

espacios:
(i) (1) = Hq 9 a(I)’ siendo la topologia de D(I) mis
’ i
fuerte que la inducida en €1 por H1 " a(I)' Esta propiedad
b ’
se deduce de la férmula

k ; ‘
kR _ Lok+4 i
KU LZ ckix D (Chk 1),

donde Cpe SOn constantes, como puede comprobarse por un pro-
L
ceso inductivo sobre k.

(ii) H1 (I) es un subespacio denso de §(I1). Conse-
cuentemente, ( ) = H{,U’Q(T)
(iii) Hy a(l) no es cerrado respecto de la deriva-

cién. En efecté,’¢(x) =y He Hi y o(1), mientras que ¢'(x)
- -u-1 » Hoy
ux & H1,u,a(z)'

(iv) E1 nacleo de (1.1), yuC (xy), pertenece aH1 (I)
para todo y > 0 prefijado. En efecto, se infiere de (2. 7)que

) ig +h
2 (67, (x)) = sup "m0 e, (e |

expresidén que estd acotada, ya que, fijado y > 0, vale
- 1
O(xu+1) si x » 0+, y 0(x (a-¥2+ A)) cuando x =+ «, a tenor de

(2.5) y (2.6), respectivamente.

(v) Sea §(x) una funcién localmente integrable sobre I
tal que f x-“n_1(x)lﬂ(x)|dx < =, Entonces, §(x) engendra una
funcién generalizada regular en H{ U, o mediante el funcional

<00 = [ §00s00dx, o=y L ().
I » ’

(vi) La operacidén ¢ » K_¢ es una alicacidén lineal y
continua de H1 (1) en si mismo, Asi pues, la operacién
§ - K*ﬁ def1n1da en H1 (I) por

<KU6’¢> = <6,Ku¢>, (3.1)

donde { = Hi,u,a(z) y ¢ = H1,u,a(1)’ es igualmente una apli-
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cacién lineal y continua de Hi 5 a(l) en si mismo.
bl b

c.y M u -
(vii) 37 (y Cu(xg))) (= H1,u,a(1)’ para m = 0,1,2.
m ;
(viii) En cambio, giﬁ-(ybcu(xy)) < H (1), para todo
entero no negativo m. g

1,u,0

Anilogamente, el espacio H, 1 a(l) estid constituido por
b ’
todas las funciones complejas infinitamente diferenciables
¢(x) definidas en I de modo que

Y§:§(¢) = 5111p|n(x)Kﬁk¢(X) l

existe para cada entero no negativo k. H (I) es un espa-

cio de Fréchet. Hé,u,a

Zeu,a
(1) denota su espacio dual.

En forma paralela al caso anterior resultan las propie-
dades

(i) o(1) = H2 u a(I)’ siendo la topologia de D(I) més
b ’
fuerte que la inducida en €1 por H (n).
(ii") H, i 0"(I) es un subespacio de 6(I). Luego, &'(I)
= Hé’u’a(l).

(iii") HZ,U Ol(I) tampoco es cerrado respecto de la de-

25050

rivacién, pues ¢(x) = xH = H2 . a(I)’ mientras que ¢'(x) =
u_] ’ ’
ux & HZ,u,a(I)'
R y H 2
(iv') El niGcleo de (1.2), «x Cu(xy), esta en HZ,u,a(I)’

para todo y > 0, prefijado

(v') Toda funcién §(x) tal que I n_1(x)|6(x)|dx < ®
origina una distribucidén regular en Hé % a(z)
’ b
(vi') La operacién ¢ — Kﬁ¢ es una aplicacién lineal y
continua de Hy (1) en si mismo. La operacibn f§+~ K § de-
s Hy 0 |

finida en Hé’u’a(l) por
<K 8,0> = <f, Kxo>, (3.2)

] 1 -
§ = HZ,u,a(l) y ¢ HZ,u,a(I)’ es consecuentemente una apli

cacién lineal y continua de Hé i a(I) en si mismo.
bl b



m
(vii'") é%m (e () € Hy (D), m= 01,2,

NOTA 1. Teniendo presente (2.9) se infiere que ¢(x) =
H (I) si y s6lo si x Ho(x) = Hy (I). Si u = 0, ambos

Z:Uya . 1 ,1.1,(1
espacios coinciden. Ello no ocurre si p # 0.

NOTA 2. Obsérvese que el operador clidsico de Kepinski
Ku del espacio H1 i a(I) actia como un operador generalizado
en Hé (1); recfp;ocamente, el operador generalizado Kﬁ de

HI

u,0 )
1,u,a(1) es el operador considerado en Hz,u,u(1)°

NOTA 3. Es importante resaltar que los operadores Ku y
Kﬁ s6lo difieren en el signo del pardmetro u; esto es, K; =
K_. . Este hecho serd explotado mds adelante. En la defini-
cidén (3.2), Ku es el operador adjunto de Kﬁ, mientras que,
en (3.1), se tiene lo contrario. En ambos casos se respetan
las reglas usuales de derivacién de una distribucién y del
producto de éstas por funciones infinitamente diferenciables.

§4. Las transformaciones generalizadas de Hankel-Clifford.
Como siempre supondremos que p > 0 y « >LZ +3%, . Sea § un
elemento arbitrario de H{’u’a(l). Se define la transforma-
ci6én generalizada de Hankel-Clifford h1,u6 mediante la ecua-
cidén

Fily) = (hy 8)(y) = <6(x),y“Cu(xy)>, y >0, (4.1)

T,u

definici6én que tiene sentido en virtud de (iv).
La misma argumentacién seguida en [1] para probar pa-
recidas propiedades permite establecer

TEOREMA 1. S/ F1(y) es La transformada de Hankel-CRLA§-

fornd de § = Hi ” ct(Z), definida pon (4.1), entonces F‘(y) es

denivable y se tiene
Fi(y) = <§(x), = y¥c_(xy)>
1 Y u

Ademds , F1(y) verdfica, para ciento enterno positivo n, que



o), si y — 0+

Fy ()]
O R N

Para establecer el teorema de inversi6én correspondiente

se requieren cuatro lemas previos.
LEMA 1. Para todo x > 0 y todo t > 0
B
[Py, e, (yndy — 0
o H

en H (I) cuando B » 0+

1,u,0
B
Demostracibn. Evalese Y1 k{f y“C (yt)C (xy)dy}. Como

quiera que es licito 1ntercamb1ar el operador K ¢+ con el
integral sigue de (2.1) y (2.7), que

’

B
@2t e, (e, (g
+h- 1
< swpln(t" /“f sk /“[(ty)%*/~cu(ty)]Cu(xy)dy]
zel

1
k+1}'z /udyl = ¢ sup n(at)zth h Bk+%+3/..

o ztel k+H&+§i

— 0

<C supln(t)tle AJ

. : o +1
si B » 0+, sin mds que tener en cuenta que zw2 /“Cu(z) y
C (z) son funciones acotadas en todo 0 < z < « cuando u > 0,

en vista de las expresiones (2.5) y (2.6) A

Este resultado, y la utilizaci6én de la técnica de las
sumas de Riemann [9,p.148], permiten establecer los dos pro-

ximos lemas:

LEMA 2. S{ § = Hi " a(l), se tiene, para todo p > 0 y
’ ’

todo x > 0, que

P P
U o u
fo <§(1),y Cu(ty)>cu(xy)dy <§(2), jo y Cu(ty)cu(w)def>

LEMA 3. S{ ¢ = D(1) y su soponte estd contenddo en



[a,b] = 1, resulta

b b

j e (£),6,(£, 1050 (0 dx = <§(2),[ x¥6, (¢, 0(x)dx>

a p a p
para x > 0, f4fo, y cualquier p > 0, donde § = H% " a(l) y

’ ’
P
2 u
6, (1,0 = [ ute, e, (andy.

Finalmente, una reconstruccidén de la prueba de inver-
sién cldsica [6,p.50] nos lleva a afirmar que:

LEMA 4. En Las hipbiesdis del Lema anterionrn se Ziene

que
b
[ e (e, 0000dx + 608)
a
en H1,u,a(1)’ cuando p + o,
TEOREMA 2. (Teorema de inversién). Sea u > 0. Si § =
H) (I) y F (y) nepresenta La Zransformada geweralizada de

T,u,a
Hanheﬂ CZ&ﬂﬁond de § definida por (4.1), se tiene

Lin xUjocu(xg)F1(y)dy = 400,

en ef sentido de La convengencia en D'(1).
Demosinacién. Sea ¢ = D(I) y aslimase que Sop¢ = [a,b],
0 <a < b < =, Hemos de probar que

P
e, I Fy () dy, 6 (0> > <6(0,00)> si p » =.
o

Del Teorema 1 se infiere que x f Fq (y)C (xy)dy es una fun-
cién continua y, por consiguiente, or1g1na un elemento regu-
lar de D'(I). Asi pues, se puede escribir

<x“IpF () (xy)dy,$(x)> = Jb(x“fpc (xy)Fq1(y)dy) o (x)dx,
(o) 1 H a (o] H !

expresidén que, a tenor de los Lemas 2 y 3 y de la definicidn
(4.1), adopta la forma

L Py b

[es,[ v cure, ndpotadn = <4, [ 6,4, 0000d0,

a o H H a p
cuyo segundo miembro tiende a <§(%£),¢(£)> cuando p + », en

10



virtud del Lema 4. A
Una consecuencia inmediata de este aserto es

TEOREMA 3. (Teorema de unicidad). Supongamos py > 0.
Sean f,9 € Hi’u,a(l) Yy sean F1 (y) = h1,U6 Y G1(U) = h1’u9'
SL F1(y) = G1(y) para todo y > 0, se tiene § = g, en el sen-
tido de La ALgualdad de D' (I).

La segunda transformada de Hankel-Clifford (1.2) se
define en el espacio de distribuciones Hé ” 0‘(I) mediante
3 b

(hy  8)(¥) = Fyly) = <4(x),xHC (xy)>, y >0, (4.2)

Esta definicidn es correcta en base a la propiedad (iv').
Procediendo como en la demostracién del Teorema 2, podemos
ahora aseverar

TEOREMA 4. Sea u > 0. S f =y (1) y Fy(y) nepre-
senta La transformacdidn generalizada ae’Hanket—Cliﬁﬂond de §
definida porn (4.2), se tdiene que

in [y F dy =
bim Joy p (X9 Fy(y)dy = §(x),

en ef sentdido de La convergencia en D'(I).

NOTA 4. La transformacidén (4.2) verifica las mismas pro-
piedades que la (4.1). Conviene, no obstante, resaltar que
Fz(y) es infinitamente diferenciable, debido a (vii'), en
contraste con la limitacién impuesta a F1(y) por el Teorema
1, donde no se garantiza siquiera la existencia de la deri-

vada segunda.

§5. Reglas operacionales. Aplicaciones. Se puede generalizar
inmediatamente (3.1) a todo entero no negativo k, mediante

k
<k0P,0> = <f K> g = 0y (D0 Sy (D),

11



Si, en particular, tomamos ¢ (x) = y“Cu(xy), resulta de (2.1)
y (2.7), que
<km B0 Lute > = CDFRg00 gte >

Esto es,
k _ o azk R
Ry, JLKREE] = (D% Thy 6, w0, (5.1)
para toda ¢ = H{ » a(l) y R = 0,1,2,.... De (3.2), se deriva

en forma similar, para hz 4 que
b

(5.2)

A\
[}
-

hy JIKEGD = 1Bk, g,

cualquiera que sea § < Hé,u,a(l)'

Si definimos el espacio de funciones generalizadas

Hy (D), siuwco

Hﬂ(z) =
Hé’u(l), sipy>»0
y el operador
h1,-u’ cuando u < 0
h =
u
hz’u, cuando u > 0,

podemos considerar a hu como la extensién de las anteriores
transformaciones de Hankel-Clifford a todo valor real de u.
Seglin esta convencidén y la Nota 3, las fdrmulas (5.1) y (5.2)

se pueden reunir en la dGnica,
k AL
hy (K61 = (-1 %R ¢ (5.3)

vdlida para { = HL(I) arbitrario y cualquier u real.
Para ilustrar las aplicaciones de la transformacién de
Hankel-Clifford nos planteamos hallar la solucién de 1la

ecuacién

2
0u ou _ 4 ou _
xax2+(1+“)3_x R332 =0; x>0, (5.4)

donde u es un nimero real arbitrario,tal que u(x,%) » §(x) =

12



€ H'(I) cuando £ > 0+, en el sentido de la convergencia D'(I).

Si ponemos U(y,t) = hu[u(x,t)], la aplicacién de (5.3)

reduce (5.4) a la ecuacidn diferencial ordinaria

9
_yu(y!'t) - AB—tU(U:I) £ 0]

cuya solucidn es

_Ynt
Uy,t) = F(e X,

donde F(y) = hu[ﬁ(x)]. Invirtiendo este resultado se obtiene

la solucidén buscada

(P gt
lim x “I F(y)e /A

C_. (yx)dy, p<o,
p+oo o 5

u(x,zt)
p Yt

lim J PFeyy e
(o]

p-)oo

C,(y)dy, w>0.
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