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LA TRANSFORMACION DE HANKEL -CLIFFORD EN
CIERTOS ESPACIOS DE DISTRIBUCIONES

par

J.M. MENDEZ y M.M. saCAS

Abstract. The main objective of this paper is to show that
the study of two Hankel-Clifford integral transformations on cer-
tain spaces of generalized functions allows to solve a class of
partial differential equations of the Kepinski type for any real
value of its parameter. Distributional theorems of inversion and
uniqueness are also established.

§1. Intraduccion. La siguiente variante de la transformaci6n
de Hankel

(h1 ,1l6) (y) F1(y) = yllfOOC (xY)6(x)dx,h1-1 = h1o II ,ll ,ll'
(1 . 1)

donde Cll(z) es la funcion de Bessel-Clifford de primera es-
pecie y orden u , fue introducida en [6]. Allf se analizaron
sus principales propiedades y se estableci6 el teorema cla-
sico de inversion para II ~ 0, denominandola transformacion
integral de Hankel-Clifford. Una segunda transformaci6n de
este tipo, la definida por

hZ ',II (1 • Z)

fue estudiada en [5], t amb ien para II~ 0.
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En este trabajo se extienden ambas trans formaciones
integrales a espacios de distribuciones. Para ello, a dife-
rencia de 10 hecho en [6J, se construyen espacios apropiados
de funciones de prueba que contienen los nucleos de las an-
teriores transformaciones, definiendose a continuaci6n las
generalizadas en los espacios duales respectivos por aplica-
cion directa de los elementos de los mismos al correspondie~
te nucleo, tal como hace Zemanian [9] cuando investiga las
transformadas de Laplace y de Mellin, entre otras, en espa-
cios de distribuciones. La aplicacion simultanea del par de
transformadas integrales (1.1) y (1.2) permite resolver ecua-
ciones en derivadas parciales del tipo de Kepinski [8,p.99],
cualquiera que sea el valor del parametro ~.

§2. Resultados preliminares. Notaci6n y terminologia. La fun-
cion de Bessel-Clifford C (x) de primera clase y orden ~u
(ver [2,p.2S], [3J, [4] Y [7]) es una soluc i dn de la ecuaci6n
diferencial

xy" + (1+~)y' + Y = 0, (2.1)

y esta estrechamente relacionada con la hom6loga de Bessel
por

Por otra parte, la funcion x~C (x) satisface la ecuacion
~

xy" + (l-~)y' + Y = O. (2.2)

Con frecuencia utilizaremos las reglas operacionales [4,p.
69]

It = 0,1,2 ... (2.3)

It 0,1,2, ... (2.4)

Y los desarrollos asintoticos

cuando x ~ 0+ (2.5)
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si x -+ 00. (2.6)

Asimismo consideramos los operadores diferenciales del tipo
Kepinski

K ].l,X K
\l

(2.7)

K*].l,X
2 ].l+1 -\lK*=xV+(l-].l)V=Vx Vx,

\l
(2.8)

estando ambos relacionados mediante la ecuaci6n

(2.9)

A 10 largo de este trabajo 1 denota el intervale JO,00[yV(1),
g(1),V'(1) y S' (1) son los espacios usuales de funcione- de
prueba y sus duales respecti vos [9,p. 32] .

§3. los espacios de funciones de prueba H1 (1) y H2 (1),\l,a ,].l,a
y sus duales. Denotaremos con H1 (1) al espacio vecto-,].l,a

rial de todas las funciones complejas infinitamente diferen-
ciables ¢(x) definidas en I y tales que

para todo entero no negativo R, donde a y ].lson numeros rea-
les fijos con a > 1+ i y u >-- 0, Y n(x) es la funci6n posi-
tiva y continua definida as!

n (x)
{

X,

-ax , x > 2.

° < x < 1

Es inmediato comprobar que el conjunto {y1,R} es una\l,a
familia numerable de seminormas, la cual separa puntos, por
cuanto y].ll,Oes una norma. Por 10 tanto, H1 (1) es un es-,a ,\l,a
pacio numerablemante multinormado. No resulta dificil probar
que H1 (1) es completo y, por 10 tanto, un espacio de

,\l,a
Pr'eche t [9,p.12J. El espacio dual H1' (1) t amb ien es com-,].l,a
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pleto secuencialmente.
Sefialamos a continuaci6n algunas propiedades de estos

espacios:
(i) V(n c: H, (1), siendo la topologia de V(l) mas,fl,C(

fuerte que la inducida en el por H, (1). Esta propiedad,fl,C(
se deduce de la formula

donde Qki son constantes, como puede comprobarse por un pro-
ceso inductivo sobre k.

es un subespacio denso de ~(1). Conse-
H,' (1) .,fl,C(

(iii) H, (1) no es cerrado respecto de la deriva-, u , C(
Clon. En efecto, ~(x) = x-fl E H, (1), mientras que ~'(x), ,fl,C(

-flX-W ¢H (1).',fl,C(
(iv) El nticleo de (1.'), yflC,,(xy), pertenece aH, (1)... ,fl,C(

para todo y > ° prefijado. En efecto, se infiere de (2.7)que

(ii) H, (1), u , C(
cuentemente, g, (1) c:

, I<. u I fl+k fl Iy ,. (y C (xy)) = sup y x n(x)c
ll
(xy) ,fl,C( fl 1 ...

expresi6n que esta acotada, ya que, fijado y > 0, vale
O(xfl+') si x ..... 0+, y O(x-(a-lJ/2+

I
/4)) cuando x .... 00, a tenor de

(2.5) y (2.6), respectivamente.
(v) Sea 6(x) una funci6n localmente integrable sobre 1

t al que J 1x - fln-1 (x) I 6( x) I dx < 00. Entonces, 6 (x) engendra una
funci6n generalizada regular en H, " a mediante el funcional, ... ,

~ E H, (1) .,fl,a
(vi) La operaci6n ~ ~ K ~ es una alicaci6n lineal y

u
continua de H, (1) en si mismo. As! pues, la operaci6n, u, a
6 .... K*6 definida en H,' (1) por

fl , u, a

*<K 6,~> = <6,K ~>,
fl fl

(3. , )

donde 6 E H,' (1) y ~ E H, (1), es igualmente una apli-,fl,C( ,fl,a
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caci6n lineal y continua de H1' (1) en 51 mismo.,fl,o.
am u(vii) aym (y Cfl(xy))) E H1,fl,0.(I), para m = O,l,Z.

(viii) En cambio, ~ (yVC (xy)) E H1 (1), para todoaxm u ,fl,o.
entero no negativo m.

Anlilogamente,
todas las funciones
~(x) definidas en 1

el espacio HZ (1) esta constituido por,fl,o.
complejas infinitamente diferenciables
de modo que

supln(x)K*kHx)!
1 fl

existe para cada entero no negativo k. HZ (1) es un espa-,fl,o.
cio de Frechet. HZ' (1) denota su espacio dual.,fl,a

En forma paralela al caso anterior resultan las propie-
dades

(i') V(I) c:: HZ (I), siendo la topolog1a de V(I) mas,ll,o.
fuerte que la inducida en el por HZ (1) .,fl,o.

(ii') HZ (1) es un subespacio de ~(I). Luego, ~'(I),fl,o.
e: HZ 11 0.(1)., ,.,

(iii') HZ (1) tampoco es cerrado respecto de la de-,fl,o.
rivaci6n, pues ~(x) = xflE HZ (1), mientras que ~'(x)

1 ,fl,o.
Wu x ¢ HZ (1) .,fl,o.

(iv') El ruic Ieo de (l.Z), xflC (xy), e st a en HZ (1),fl ,fl,o.
para todo y > 0, prefijado

(v') Toda funci6n 6(x) tal
origina una distribuci6n regular

que II n-1 (x) 16(x) I dx < 00

en HZ' (1),fl,a
~ ...... K*~ es una aplicaci6n lineal y

u
51 mismo. La operaci6n 6 ......Kfl6 de-

(vi') La operaci6n
continua de HZ (1) en,fl,a
fin ida en HZ' (1) por,fl,a

(3.Z)

6 E HZ,fl,o.(I)Y ~ E HZ,fl,a(I), es consecuentemente una apli-
caci6n lineal y continua de HZ' (1) en 51 mismo.,fl,a
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am u(vii') (x C (xy)) e:: Hz (1), m = o,',Z, ...aym ~ ,~,a

NOTA 1. Teniendo presente (Z.9) se infiere que ¢(x) e::

HZ (1) si y solo si x - ~¢( x) e:: H, (1). Si u = 0, ambos,~,a ,~,a
espacios coinciden. Ello no ocurre si ~ r 0.

NOTA 2. Obs~rvese que el operador clasico de Kepinski
K" del espacio H, (1) actua como un operador generalizado... ,~,a
en HZ' (1); reciprocamente, el operador generalizado K* de,~,a ~
H,' (1) es el operador considerado en HZ (1).,~,a ,~,a

NOTA 3. Es importante resaltar que los operadores K y
~Kn solo difieren en el signa del paYametro ~; esto es, Kn =

K . Este hecho sera explotado mas adelante. En la defini--~
cion (3.Z), K es el operador adjunto de K*, mientras que,~ ~en (3.1), se tiene 10 contrario. En ambos casos se respetan
las reglas usuales de derivacion de una distribucion y del
producto de estas por funciones infinitamente diferenciables.

§4. las transformaciones generalizadas de Hankel-Clifford.
Como siempre supondremos que u ~ ° y a > % + % . Sea 6 un
elemento arbitrario de H1' (1). Se define la transforma-,~,a
cion generalizada de Hankel-Clifford h1 6 mediante la ecua-,~cion

y > 0, (4.1)

definicion que tiene sentido en virtud de (iv).
La misma argumentacion seguida en [1] para probar pa-

recidas propiedades permite establecer

TEOREMA 1. S~ F1(y) e~ fa t~an~6o~mada de Hankel-Cl~6-
6Md de 6e:: Hl,~,a(1), deMn~da p a« (4.1), entonc.e~ F,(y) es
de~~vable y ~e t~ene
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fO(l), siy-O+

10(yn+max(a,~)), si y -4 00

Para establecer el teorema de inversi6n correspondiente
se requieren cuatro lemas previos.

LEMA 1. Pana todo x > 0 Y todo t > 0

J
8y~C (yt)C (yx)dy -4 0
o u u

en H1 (I) eua n do 8 -+ 0+,~,a S
Vemo~tnac.i6n. Evaluese yl,k{f y~C (yt)C (xy)dy}. Como

~,a 0 u uquiera que es lfcito intercambiar el operador K t con el~,
integral sigue de (2.1) y (2.7), que

In(t)~K~ t{ISy~C (yt)C (xy)dy}!
"" 0 u u

~ supln(t)tlJ'z-lj4fSylJ'z+k-lj4[(ty)IJ'Z+lj4C (ty)]C (xy)dy]
t€I 0 u ~

si S -+ 0+, sin mas que tener en cuenta que
C (z) son funciones acotadas en todo 0 < z

\.Ien vista de las expresiones (2.5) y (2.6)

\.II + 1/z Z 4C (z) y
\.I

< 00 cuando \.I ~ 0,

Este resultado, Y la utilizaci6n de la tecnica de las
sumas de Riemann [9,p.148], permiten establecer los dos pr6-
ximos lemas:

LEMA 2. Si 6 E H1' (I), ~e tiene, pana todo p > 0 Y
, \.I, a

todo x > 0, que

LEMA 3. Si ¢ E VeIl y ~u ~oponte e~t~ c.ontenido en
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[a ,b] c 1, n.e.s ul.ta
b b

J x~<6C.t),G (.t,x»<p(x)dx = <6C.t),f x~Gp(.t,x)<j>(x)dx>
a P a

patl.a x > 0, 6ijo, y cualquietl. p > 0, donde 6 E H,' (1) Y,~,a
Gp(.t,x) = JPy~C (xy)C (.ty)dy.

o u u

Finalmente, una reconstrucci6n de la prueba de inver-
si6n clasica [6,p.50] nos lleva a afirmar que:

LEMA 4. En la.6 hip6.te.6i.6 del lema an.tetl.iotl..6e .tiene
que

b
J x~Gp(.t,x)<j>(x)dx + <j>(.t)
a

en H (1) Quando p + 00., , u , a '

TEOREMA 2. (Teorema de inversi6n). Sea u ~ O. Si 6 E

H,' (1) Y F,(y) tl.eptl.e.6en.tala .ttl.an.66otl.mada ge~etl.alizada de,~,a
Hankel-Cli66otl.d de 6 de6inida POtl. (4.1l, .6e .tiene

lim x~JPc (xy)F1(y)dy = 6(x),
p+oo 0 u

en el .6en.tido de la convetl.gencia en V' (1).

Vemo.6.ttl.aei6n. Sea <j>E V(l) y asumase que Sop<j>c [a,b],
o < a < b < 00. Hemos de probar que

<x~JPC (xy)F,(y)dy,<j>(x» + <6(x),<j>(x» si p + 00.o ~
Gel Teorema , se infiere que x~J:F1(Y)C~(XY)dY es una fun-
c16n continua Y, por consiguiente, origina un elemento regu-
lar de V'(l). As! pues, se puede escribir

<x~(PF,(y)C (xy)dy,<j>(x» = Jb(X~JPc (xy)F,(y)dy)<j>(x)dx,
~ ~ a 0 ~

expresi6n que, a tenor de los Lemas 2 Y 3 Y de la definicion
(4.'), adopta la forma

fbx~<6C.t),J.P(/c (xy)C (.ty)dy><j>(x)dx = <6C.t),JbX~Gp(.t,X)<P(X)dX>,
a 0 u u a

cUYJ segundo miembro tiende a <6(.t),<j>(.t»cuando p + 00, en
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virtud del Lema 4. A

Una consecuencia inmediata de este aserto es

TEOREMA 3. (Teorema de unicidad). Supo~gamo~ ~ ~ O.
Sea~ 6,g e: Hl,~,a(I) Y Ha~ F,(Y) = h',1l6 Y G,(Y) = h,,~g.
sz F, (y) = G, (y) paJta :todo y > 0, H :t-i.e~e6 = g, e~ e.t ~e~-
:t-i.dode .ta -i.gua.tdad de V' (7) .

La segunda transformada de Hankel-Clifford ('.Z) se
define en el espacio de distribuciones HZ' (7) mediante,ll,a

Y > 0, (4. Z)

Esta definicion es correcta en base a la propiedad (iv').
Procediendo como en la demostraci6n del Teorema Z, podemos
ahora aseverar

TEOREMA 4. Sea 11 ~ O. S-i. 6 e: HZ' (7) Y FZ(Y) JtepJte-,~,a
~e~:ta .ta :tJta~~6oJtmae-i.6n ge~eJta.t-i.zada de Ha~~e.t-C.t-i.66oJtd de 6
de6-i.~-i.da poJt (4.2), ~e :t-i.e~eque

lim JPyllC (xY)FZ(y)dY = 6(x),p+oo 0 ~

e~ e.t ~e~:t-i.do de .ta eo~veJtge~e-i.a e~ V' (7) .

NOTA 4. La transformaci6n (4.Z) verifica las mismas pro-
piedades que la (4.'). Conviene, no obstante, resaltar que
FZ(Y) es infinitamente diferenciable, debido a (vii'), en
contraste con la limitaci6n impuesta a F, (y) por el Teorema
" donde no se garantiza siquiera la existencia de la deri-
vada segunda.

§5. Reglas operacionales. Aplicaciones. Se puede generalizar
inmediatamente (3.') a todo entero no negative ~, mediante

<6,K~4»,6e:H,' (I),ifJE:H, (7).~ ,ll,a ,~,a
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Si, en particular, tomamos ~(x) = y~C (xY), resulta de (Z.l)
u

Y (Z.7), que
«K*)k6(x),y~C (xy» (-1)ki<6(x),y~c (xy».

u ~ u

Esto es,
k k kh [(K*) 6J = (-1) y h1,1I6,1 ,~. u ,.. ~ :;> 0, (5.1)

para toda 6 e: H1' (1) Y k = 0,1 ,Z, .... De (3.Z), se deriva,~,a
en forma similar, para hZ ,que,~

k k kh [K 6J = (-1) y hz 6,Z,~ ~ ,~ ~ ~ 0, (5.Z)

cualquiera que sea 6 e: Hz' (1).,~,a

Si definimos el espacio de funciones generalizadas

H' (1)u

si ~ ~ °
si u :;> °

y el operador
cuando u .(:°
cuando ~ ~ 0,

podemos considerar a h como la extensi6n de las anteriores
u

transformaciones de Hankel-Clifford a todo valor real de ~.
Segun esta convenci6n y la Nota 3, las f6rmulas (5.1) y (5.Z)
se pueden reunir en la unica,

(5.3)

valida para 6 e: H'(1) arbitrario y cualquier ~ real.u
P~ra ilustrar las aplicaciones de la transformaci6n de

Hankel-Clifford nos planteamos hallar la soluci6n de la
ecuaci6n

A > 0, (5.4 )

donde u es un ntimero real arbitrario, tal que u(x,t) -+ 6(x) e:
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e: H' (I) cuando :t + 0+, en el sentido de la convergencia V' (I).
Si ponemos U(y,:t) = h [u(x,:t)], la aplicaci6n de (5.3)u

reduce (5.4) a la ecuacion diferencial ordinaria

a- yU (y ,:t) - A d:t U (y ,:t) = 0,

cuya solucion es
y/>.:t

U(y,:t) = F(y)e- ,

donde F(y) = h~[6Cx)]. Invirtiendo este resultado se obtiene
la soluci6n buscada r Yj:trm x-~ F(y)e- >. C_~(yx)dy, ~ ~ 0,

p+oo 0
u(x,:t) r y/>.:tlim y~F(y)e- C (yx)dy, ~ ~ O.

lp+oo o u
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