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Prefacio

Never in the history of mathematics
has a mathematical theory been

the object of such vociferous
vituperation as lattice theory.
Gian-Carlo Rota

En general, los temas de conjuntos ordenados se tratan de ma-
nera superficial y tangencial en los cursos basicos de una carrera de
Matematicas. Sin embargo, los conjuntos ordenados y, en particu-
lar, los reticulos, aparecen con frecuencia en multitud de contextos
y pueden utilizarse como herramientas para entender o demostrar
resultados en diversas areas. La teoria de reticulos por si sola es un
campo bastante amplio y podria decirse que es, por derecho propio,
una rama de las matematicas. En el presente texto no intento hacer
un estudio exhaustivo de la teoria de reticulos. Trataré solamente
algunos temas que me parecen interesantes y la escogencia de ellos
es una decisién muy personal. Son temas que he encontrado a tra-
vés del tiempo en mi experiencia como estudiante y en mi trabajo
como profesor de matematicas tanto a nivel de pregrado como de
posgrado. Varios de ellos los desarrollé en un curso de Reticulos en
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14 PREFACIO

el Posgrado en Matematicas de la Universidad Nacional de Colom-
bia en el segundo semestre de 2009. De hecho, pretendo que este
libro pueda utilizarse como una guia para este curso.

El primer contacto con la nocion de reticulo lo tuve en un curso
de la Carrera de Matemaéticas que se llamaba Fundamentos III y
que corresponde a lo que hoy en dia es el curso de Introducciéon a
la Teoria de Conjuntos. El profesor era José Maria Chepe Mufioz.
En realidad fue una breve mencién en algunos ejercicios y por mu-
cho tiempo no lo consideré importante. Mas tarde, en un curso de
analisis con el profesor Alonso Takahashi, reencontré la estructura
de reticulo en la prueba del teorema de aproximacién de Stone-
Weierstrass. Al final de mi carrera me encontré con la topologia
de la envolvente del nicleo (hull-kernel topology) al estudiar, en mi
trabajo de grado, el teorema de representacion de Gelfand-Naimark
para C*-algebras. Este trabajo, que realicé bajo la direccion del pro-
fesor Takahashi, me hizo constatar, por primera vez, que campos
aparentemente independientes de la mateméatica estaban relacio-
nados de manera estrecha. Ya en mis estudios de maestria, tuve
la fortuna de conocer al profesor Carlos J. Ruiz, quien me involu-
cr6 en su grupo de trabajo Lecturas sobre Algebras de Boole. El
profesor Ruiz recurria con frecuencia a la Teoria de Categorias pa-
ra plantear y resolver todo tipo de problemas. Con él estudiamos
el teorema de representacion de Stone para anillos de Boole (que
no necesariamente tienen unidad) [41], [42]. La base de este estudio
consistia en observar que todo anillo de Boole tiene una relacién de
orden natural, que le proporciona una estructura de reticulo dis-
tributivo relativamente complementado. Aqui aparece de nuevo la
topologia de la envolvente del nicleo sobre el conjunto de los idea-
les primos de un anillo de Boole. En el lenguaje de categorias, lo
que dice el teorema de Stone es que la categoria de los anillos de
Boole es coequivalente a la categoria de los espacios topologicos lo-
calmente compactos, de Hausdorff y totalmente disconexos. Segin
Johnstone [27], este es uno de los primeros ejemplos no triviales
de equivalencia de categorias. Fruto de este trabajo fue mi tesis de
maestria, dirigida, claro estd, por el profesor Ruiz, en la que aprove-
chamos tal coequivalencia para hacer una demostracion algebraica
de la unicidad del Conjunto de Cantor.
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PREFACIO 15

Teniendo en cuenta que los anillos de Boole tienen estructura
de anillo conmutativo y también de reticulo distributivo, y que los
ideales primos de un anillo de Boole coinciden con los ideales primos
de su estructura de reticulo, la topologizacion emprendida por Stone
tiene generalizaciones en dos contextos diferentes: el de los anillos
y el de los reticulos. En efecto, el mismo Stone [43] hace el trabajo
con los reticulos distributivos para obtener la correspondencia entre
este tipo de reticulos y ciertos espacios topolégicos que en este texto
se llamaran espacios de Balbes-Dwinger, debido a la caracterizacion
presentada por ellos en su exquisito libro sobre reticulos distribu-
tivos [12]. Estos espacios fueron llamados espacios de Stone en esa
obra, pero este nombre se reserva ahora, después del extraordinario
libro de Johnstone [27], para los espacios de Hausdorff, compactos y
totalmente disconexos. Hoy en dia esta correspondencia se presenta
como una coequivalencia de categorias.

Para el caso de los anillos conmutativos, la topologia introdu-
cida por Stone sobre el conjunto de los ideales primos se conoce
como topologia de Zariski, quien la utilizoé en sus trabajos sobre va-
riedades algebraicas. Sin embargo, este nombre es un poco injusto,
pues, como hemos dicho, la debemos en realidad a Stone. La corres-
pondencia entre los anillos conmutativos y los espacios topologicos,
no se comporta tan bien como en el caso de los reticulos distributi-
vos. En efecto, anillos muy diferentes pueden tener espectros primos
homeomorfos. En su tesis de doctorado [25], Hochster caracteriza
topoldgicamente los espacios que se obtienen como espectros pri-
mos de anillos conmutativos con unidad. Estos son, precisamente,
los espacios sobrios, compactos y coherentes y fueron llamados des-
de entonces espacios espectrales. Los espacios espectrales también
son los espacios que se obtienen como espectros primos de reticulos
distributivos acotados. Se ponen asi en contacto la categoria de los
anillos conmutativos con unidad y la categoria de los reticulos dis-
tributivos acotados. Un estudio de esta relacién puede encontrarse
en [40].

Fuera de la compacidad, las propiedades topolégicas que carac-
terizan los espacios espectrales no se estudian casi nunca en los
cursos de topologia general. De hecho, como rara vez son espacios
de Hausdorff, muchos, en particular los analistas, los miran con un
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16 PREFACIO

poco de desprecio. Sin embargo, este tipo de espacios es muy abun-
dante. Podriamos incluso decir que se encuentran por todas partes.
En efecto, todo espacio topolégico con la propiedad Ty es denso
en un espacio espectral. Esto es consecuencia de que toda topolo-
gia es un reticulo distributivo y por lo tanto produce, mediante el
mecanismo de Stone, un espacio espectral.

Los reticulos més conocidos son los reticulos de Boole (reticulos
distributivos complementados), gracias, en parte, a que permiten
modelar el calculo proposicional de la logica clasica. La estructura
algebraica de estos reticulos los pone en correspondencia biyectiva
con las dalgebras de Boole y con los anillos de Boole con unidad.
Cada reticulo distributivo acotado tiene asociados, de manera na-
tural, dos reticulos de Boole: el subreticulo de los elementos com-
plementados y la extension booleana libre. En el lenguaje de ca-
tegorias, esto se expresa diciendo que la inclusién de la categoria
de los reticulos de Boole en la categoria de los reticulos distribu-
tivos acotados, tiene adjunto a derecha y a izquierda. Esta doble
adjuncion se refleja topologicamente en dos métodos de transfor-
mar un espacio espectral en un espacio de Stone (espacio espectral
de Hausdorff). Estos procesos los llamaremos hausdorffizaciones.

El profesor Ruiz también utilizaba con frecuencia la adjuncion
en conjuntos ordenados. Esta es una de las nociones menos cono-
cidas (casi nunca ensefiada) y mds utiles en diversos contextos. Se
trata de un caso particular de adjuncion en Teoria de Categorias.
La sencillez del contexto en el que se define hace que esté al al-
cance de cualquier estudiante con un minimo conocimiento de los
rudimentos de la teoria de conjuntos, es decir, de cualquiera que
haya pasado por un curso basico de fundamentos de matemaéticas.
No se requiere, por lo tanto, de la abstraccion general de la Teoria
de Categorias para manejarla con fluidez. El primer ejemplo es la
adjuncion entre imagen directa e imagen reciproca que se utiliza
permanentemente en todos los contextos que tienen que ver con
las funciones conjuntistas (que son practicamente todos en la ma-
tematica moderna). La adjuncién en conjuntos ordenados aparece
con frecuencia pasmosa y muchos resultados importantes se pueden
ilustrar mejor desde este punto de vista. Mas atn, las demostracio-
nes de estos resultados son mucho mas cortas y elegantes si se hacen
con las herramientas de la teoria de adjuncion.
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PREFACIO 17

En un reticulo de Boole, se tiene que para cada elemento a, el
operador x —> a A x tiene adjunto a derecha. Se definen, enton-
ces, los reticulos de Heyting como aquellos reticulos en los que se
satisface esta propiedad. En estos reticulos aparece una nueva ope-
racion “—7”, que se obtiene a partir de las adjuntas a derecha de los
operadores de extremo inferior. Este tipo de reticulos son los que
permiten modelar el cdlculo proposicional de la légica intuicionista.
Gracias a Stone, sabemos que todo reticulo distributivo con mini-
mo puede incluirse de manera natural en un reticulo de Heyting:
el reticulo de sus ideales. También tenemos una estrecha relacion
entre la categoria de los reticulos de Boole y la de los reticulos de
Heyting: el funtor de inclusién de la primera en la segunda tiene
adjunto a derecha y a izquierda.

Una clase importante de reticulos es la constituida por los re-
ticulos completos. En este tipo de reticulos, todo subconjunto tiene
extremo superior y extremo inferior. Todo reticulo (en realidad,
todo conjunto ordenado) puede incluirse en un reticulo completo.
Uno de los métodos mas conocidos de hacer esto se conoce co-
mo complecion de Dedekind-MacNeille y fue introducido por Mac-
Neille como una generalizaciéon del método de las cortaduras de
Dedekind para completar el conjunto de los ntimeros racionales.
Con el fin de presentar este método de complecion como un fun-
tor adjunto a izquierda, Erné [I7] introduce un nuevo tipo de fun-
ciones isétonas que llamaremos aqui funciones estables. Se tiene
asi que la compleciéon de Dedekind-MacNeille se extiende a un fun-
tor que es adjunto a izquierda del funtor de inclusién de la categoria
de conjuntos ordenados y las funciones estables en la categoria de los
reticulos completos y las funciones adjuntas a derecha y a izquierda.
Este método tiene el inconveniente de que la imagen de un reticulo
distributivo no necesariamente es un reticulo distributivo. Existe
otro mecanismo para completar reticulos y que si preserva la distri-
butividad. Se trata de asignar a cada reticulo con minimo el reticulo
de sus ideales. Este es un funtor de la categoria de los reticulos con
minimo y la funciones is6tonas que preservan minimo en la catego-
ria de los reticulos completos y las funciones adjuntas a izquierda
que es adjunto a izquierda del funtor de inclusion.
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18 PREFACIO

Los reticulos de Heyting completos, también llamados marcos
(en inglés frames), son una generalizacién de las topologias y per-
miten hacer un estudio abstracto de lo que se conoce como topolo-
gia sin puntos. En este contexto, los marcos reciben el nombre de
locales. La categoria de los locales, mediante un refinamiento
del mecanismo de Stone, se pone en contacto con la categoria de
los espacios topolégicos. Este mecanismo refinado es, en realidad,
un funtor que resulta ser adjunto a derecha y del que se deduce una
equivalencia entre la categoria de los espacios topologicos sobrios y
la categoria de los locales espaciales.

kkk

El texto esta organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se definen e ilustran los conceptos de ca-
tegoria, funtor y transformaciéon natural, asi como los de funtor
adjunto y subcategoria reflexiva. El lector que ya tenga una fami-
liaridad con estos temas, puede omitir este capitulo.

El segundo capitulo trata las nociones basicas de conjuntos orde-
nados y funciones isétonas, con una seccién dedicada especialmente
a la adjuncion en conjuntos ordenados. Es importante que el lector
se asegure de asimilar el material de esta seccion, pues se utilizara
permanentemente en los capitulos posteriores.

El tercer capitulo se refiere a la estructura de reticulo en gene-
ral y sobre los homomorfismos de reticulo. Se ilustra la manera de
construir reticulos nuevos a partir de reticulos dados y se hace énfa-
sis, en particular, en los cocientes (que se originan en las relaciones
de congruencia) y las sumas ordinal y reducida. Se tratan también
aqui los conceptos de ideal, ideal primo, filtro y filtro primo y se
introduce un homomorfismo fundamental que permitira entender la
manera de asociar a cada reticulo un espacio topolédgico.

El cuarto capitulo es sobre los reticulos distributivos. Se mues-
tra, entre otras cosas, la relacion que existe entre los ideales y las
relaciones de congruencia en este contexto. Se presenta el teorema
del ideal primo y la manera de asociar a cada reticulo un reticulo
distributivo, lo que da origen al funtor de distributivizacion.

El mecanismo de Stone (funtor espectro) se estudia en el quinto
capitulo, y se hace énfasis en el caso particular de los reticulos dis-
tributivos. Aqui se introducen los espacios de Balbes-Dwinger y se
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PREFACIO 19

muestra la coequivalencia entre la categoria de los reticulos distri-
butivos y los homomorfismos propios y la categoria de los espacios
de Balbes-Dwinger y las funciones fuertemente continuas. Se estu-
dia también la propiedad topoldgica de sobriedad y se presenta el
funtor de sobrificacién. En este capitulo se muestra la ubicuidad de
los espacios espectrales.

El sexto capitulo estda dedicado a los reticulos de Boole y los
reticulos localmente booleanos. Se muestran dos maneras naturales
de asociar reticulos de Boole a cada reticulo distributivo, lo que da
origen a dos maneras de hausdorffizar los espacios espectrales.

En el capitulo séptimo se trabaja con los reticulos de Heyting. Se
estudian los elementos regulares, que tienen estructura de reticulo
de Boole, y permiten construir uno de los adjuntos del funtor de
inclusion de la categoria de los anillos de Boole en la categoria
de los reticulos de Heyting. El otro adjunto se obtiene a partir de
los elementos complementados.

El dltimo capitulo estda dedicado a los reticulos completos. Se
estudian, en particular, dos métodos para completar un reticulo: la
complecién de Dedekind-MacNeille (que es vélida para conjuntos
ordenados generales) y la complecién por ideales. Estos métodos son
funtoriales y corresponden a situaciones de adjuncién si se escogen

adecuadamente los morfismos.
KKk

Supongo que el lector esta familiarizado con la teoria elemen-
tal de conjuntos y maneja con fluidez las operaciones conjuntistas y
las funciones. También supongo que conoce los conceptos basicos de
topologia general: topologias, abiertos, cerrados, interior, adheren-
cia, funciones continuas y homeomorfismos, lo mismo que algunas
propiedades topologicas bésicas: compacidad y propiedades de se-
paracion Ty, Ty v Ts.

En el desarrollo del texto aparecen ejemplos que requieren de
cierto conocimiento de teoria de grupos, anillos y campos, pero no
son indispensables para la comprensién general. Aunque no quise
entrar en el detalle de estudiar las estructuras desde el punto de vis-
ta del algebra universal, si es necesaria alguna familiaridad con las
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20 PREFACIO

operaciones, pues todo reticulo es, en esencia, un conjunto dotado
con dos operaciones binarias que satisface ciertas identidades.

Una aclaracién final acerca de la notacion: he procurado usar el
lenguaje estandar de los conjuntos y las funciones. Sin embargo, he
utilizado una notacién para las funciones imagen directa e imagen
reciproca que no es comin: dada una funciéon f: X — Y entre dos
conjuntos, para cada subconjunto S de X designo la imagen directa
de S por f,(S) en lugar de f (S) o f[S] y, para cada subconjunto
T de Y, designo la imagen inversa de T por f*(T') en lugar de
f7HT) o f7HTY.

KKk

Finalmente, agradezco a mis profesores José Maria Chepe Mu-
noz, Alonso Takahashi y Carlos Javier Ruiz (q. e. p. d.), quienes me
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kkk

Por ultimo, doy las gracias a la Universidad Nacional de Colom-
bia que me concedid el tiempo de un ano sabatico para la redacciéon
de este texto.

Figura 1: The Lattice House (King’s Lynn-Inglaterra) - Fotos de
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CAPITULO 1

Algunas nociones de categorias

Adjoint functors arise everywhere
Saunders MacLane

Introducimos aqui algunas nociones basicas de categorias, funto-
res y transformaciones naturales y las ilustramos con ejemplos. El
objetivo principal es entender la nociéon de funtor adjunto y sub-
categoria reflexiva y co-reflexiva, que se encontraran en contextos
concretos desarrollados en otros capitulos de este libro. No se pre-
tende aqui hacer un desarrollo extenso de la teoria de categorias,
sino acercar al lector que no esté familiarizado con ella al significado
de los términos basicos y que pueda entender los resultados que, en
capitulos posteriores, se expresan usando estas herramientas.

1.1. Categorias

Definicién 1.1. Una categoria € consiste en:
1. Una clase Ob€ cuyos elementos se llaman objetos.
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24 CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES DE CATEGORIAS

2. Para cada par de objetos A y B un conjunto [A, B], cuyos ele-
mentos se llaman morfismos o flechas de A en B. U{[A, Bl, : (A, B)
€ 0b€x0b€} se nota Mor€.

3. Una ley de composicién o parcialmente definida en Mor€.

Sujetos a las siguientes condiciones:

(0) Si (A, B) # (C, D) entonces [A, B], N [C, D], = 0.

(i) SiA,B,C e Obe, fe[A Bl,yge€ [B,C], entonces go f €
[4,C,.

(ii) Para todo f,g,h € Mor€, si go f y ho g estan definidos,
entonces ho(go f) = (hog)o f.

(iii) Para cada A € ObC existe un morfismo 14 € [A, A], tal
que, para todo par de morfismos fy g, si 1y0qgy foly estan
definidos, entonces 1409 =gy fols = f. 14 se llama la identidad
de A.

Ejemplo 1.1. En todos los ejemplos de la siguiente lista, la com-
posicion es la composiciéon usual de funciones.

’ Categoria \ Objetos \ Morfismos ‘
Conj Conjuntos Funciones
Top Espacios topolégicos Funciones continuas
Brp Grupos Homomorfismos
Yectr Espacios vectoriales sobre R | Transformaciones lineales
Net Espacios métricos Contracciones
Haus Espacios de Hausdorff Funciones continuas

La categoria €onj de los conjuntos, es notada también Get o Ens.

Ejemplo 1.2. Todo monoide M puede verse como una categoria
9t con un solo objeto: OVM = {p}; [p, plyy = M. Composicién: la
operaciéon de M.

En particular, todo grupo puede verse como una categoria.

Ejemplo 1.3. Todo conjunto ordenado (X, <) puede verse como
una categoria X:

0 stz Ly

z,y)} siz <y’ (y, 2)o(x,y) = (z, 2).

ObX = X; [x,y]x:{ («
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Definicién 1.2. Una categoria € es una subcategoria de la ca-
tegoria ® si Ob€ C ObD, para cada par de objetos X,Y de €
se tiene que [X,Y], C [X,Y]y vy la ley de composicién es la mis-
ma. Si ademds para cada par de objetos X,Y de € se tiene que
[X,Y], = [X,Y]y se dice que € es una subcategoria plena de D.

Ejemplo 1.4. et es una subcategoria de Fop, pero no es plena.
$Haus es una subcategoria plena de Top.

Ejemplo 1.5. Toda categoria € tiene asociada una categoria &€
con los mismos objetos y los mismos morfismos, salvo que [X, Y],
= [Y, X],. Esta categoria se llama la categoria opuesta de €.

Ejemplo 1.6. Si € y ® son categorias, entonces € x O es una
categoria donde los objetos son parejas (X,Y) con X € Ob¢ y
Y € Ob®, y los morfismos son parejas (f, g) con f morfismo de €y g
morfismo de . La composicién se hace componente a componente.

1.2. Funtores

La manera de poner en contacto dos categorias es por medio de
funciones que respetan la estructura, es decir, preservan identida-
des y respetan la composicion. Estas funciones se llaman funtores
y pueden ser covariantes (respetan el sentido de las flechas) o con-
travariantes (invierten el sentido de las flechas).

Definicién 1.3. Sean € y © dos categorias. Un funtor (covariante)
F de € en ® es una funcién de Ob€ U Mor€ en ObD U Mor® tal
que:
(i) Si C' € Obe entonces F (C) € ObD.

(ii) Si f € [A, B], entonces F'(f) € [F(A),F (B)ly-

(iii) Si A € ObC entonces F' (14) = 1p(a).

(iv) Si f,g € Mor€ y go f estd definido entonces F' (go f) =
F(g)o F(f)-

Definicién 1.4. Sean € y ® dos categorias. Un funtor contrava-
riante F' de € en ® es una funcién de ObCUMor€ en ObD UM or®
tal que:
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26 CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES DE CATEGORIAS

(i) Si C' € Obe entonces F (C) € ObD.

(ii) Si f € [A, B], entonces F'(f) € [F(B),F (A)ly-

(iii) Si A € ObC entonces F' (14) = 1p(a).

(iv) Si f,g € Mor€ y go f estd definido entonces F' (go f) =
flo

F(g).

Obsérvese que un funtor contravariante de € en ® no es otra
cosa que un funtor covariante de € en ®.

F(

Ejemplo 1.7. El funtor de partes covariante g, : Conj — Conj:
Para cada conjunto X se define g, (X) como el conjunto de las
partes de X. Para cada funcién f : X — Y se define

P (f) 2 9 (X) = 0. (V) : Ao fo(A) = {f (a) : a € A}.

Ejemplo 1.8. El funtor de partes contravariante ©* : €onj — Conj:
Para cada conjunto X se define p* (X) como el conjunto de las
partes de X. Para cada funcion f : X — Y se define

" (f) 9" (Y) = 9" (X): B= f*(B) ={a € X: f(a) € B}.

Ejemplo 1.9. El funtor olvido covariante V' : Top — Conj:
Para cada espacio topoldgico (X, 7) se define V (X, 7) como el con-
junto X. Para cada funcién continua f : (X,7) — (Y, ) se define

V(f)=f: XY

Ejemplo 1.10. El funtor olvido contravariante €2 : Top — Conj:
Para cada espacio topoldgico (X, 7) se define Q (X, 7) como el con-
junto 7. Para cada funcién continua f : (X, 7) — (Y, i) se define

Qf):p—>17: A f(A).

Ejemplo 1.11. Sean (X, <) y (Y, <) dos conjuntos ordenados y
sean X y %) las categorias asociadas correspondientes. Un funtor de
X en %) no es otra cosa que una funcién f : X — Y que preserva
orden (si x <y en X entonces f (z) < f (y) en Y).

Ejemplo 1.12. Sean G y H dos grupos y sean & y $) las categorias
asociadas correspondientes. Un funtor de & en $) no es otra cosa
que un homomorfismo de grupos de G en H.
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Ejemplo 1.13. Sea € una categoria. Por cada objeto X de € te-
nemos dos funtores, uno covariante y el otro contravariante:

(i) Hx : € — Conj definido por Hx (Y) = [X,Y],, para cada
objeto Y de €,y Hx (f) : [X,Y], = [X,Z]s : g — fog, para
cada morfismo f € [Y, Z], .

X Y-y

A f

A

(ii) H* : entonces € — Conj definido por H* (V) = [Y, X],,
para cada objeto Y de €, y H*(f) : [Z,X], = [V, X]s : g —
g o f, para cada morfismo f € [Y, Z],.

Y4f>Z

AN\

X

Ejercicio 1.1. Para cada categoria € tenemos un funtor Hy : € X
¢ — Conj definido por He(X,Y) = [X, Y],y He(f, g) (h) = gohof.
. Qué relacion existe entre este funtor He v los funtores de las formas
Hyx y HX del ejemplo anterior?

¢ €7 x € —%+ Conj
f‘ lg (f»g)\ """ > H(‘:(fvg)
Z et W (Z,W) [Z, W]e

Ejercicio 1.2. Si F' : € - D y G : © — € son dos funtores,
entonces G o F' : € — ¢ también es un funtor. En este caso, si
F' v GG son covariantes, entonces G o F' también covariante, si uno
de ellos es covariante y el otro contravariante entonces G o F' es
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28 CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES DE CATEGORIAS

contravariante y si ambos son contravariantes, entonces G o F' es
covariante.

Ejercicio 1.3. Cada categoria € tiene un funtor idéntico 1l¢ que
se comporta como elemento neutro para composicién a derecha y a
izquierda.

Nota 1.1. Se podria entonces pensar en la “categoria de las cate-
gorias” cuyos objetos son las categorias y cuyos morfismos son los
funtores. Aqui debe tenerse cuidado con el tamano de las coleccio-
nes consideradas para evitar paradojas como la que se presenta al
considerar “el conjunto de todos los conjuntos”.

Definicién 1.5. Un morfismo f € [X,Y], es un isomorfismo si
existe un morfismo g € [Y, X|, tal que go f =1x y fog=1y.

Ejemplo 1.14. Los isomorfismos de €onj son las funciones biyecti-
vas. Los isomorfismos de Top son los homeomorfismos. Los isomor-
fismos de et son las isometrias.

1.3. Transformaciones naturales

Dos funtores con el mismo dominio y el mismo codominio se ponen
en contacto mediante una familia de morfismos que se comporta
bien con la composicion. Estas familias son los “morfismos” entre
funtores y reciben el nombre de transformaciones naturales.

Definicién 1.6. Sean F' : € — D y G : € — D dos funtores
(covariantes). Una transformacién natural A : /' — G es una
familia

A={Ax: F(X) = G(X)}xeone

de morfismos de la categoria © tal que para todo morfismo f : X —
Y en la categoria € se tiene que G (f) o Ax = Ay o F (f).
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¢ | o

F(X) . q(x)
X
f F(f) G(f)
Y

FY) —— G(Y)

Ejercicio 1.4. Defina transformacion natural entre dos funtores
contravariantes.

¢ | )

F(X) . q(X)
X
f F(f) G(f)
Y

FY) ——= G(Y)

Ejemplo 1.15. Considere el funtor F' : Top — Top definido por
F(X,7) = (X,p(X))y F(f) = [ Tenemos que 1 = (1X>X€Ob‘£0p

es una transformacién natural del funtor F en el funtor idéntico

Lgop.
Top | Top
1x
L | PO X
fJ F(f) f
YRy — v

Ejercicio 1.5. Si F;G,H : € — ® son funtores y A : ' — G
y p : G — H son transformaciones naturales, entonces po A =
{px o Ax}xcope €s una transformacion natural de F' en H.

Ejercicio 1.6. Todo funtor F' : € — ® da lugar a una transfor-
macién natural idéntica 1r que se comporta como elemento neutro
para composicién a izquierda y a derecha.
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30 CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES DE CATEGORIAS

Nota 1.2. Bajo consideraciones adecuadas de tamano podemos
entonces considerar la categoria Fun (€,®), cuyos objetos son los
funtores de € en ® y cuyos morfismos son las transformaciones
naturales.

Definiciéon 1.7. Una transformacién natural A : F — G es un
isomorfismo natural si existe una transformacion natural p : G — F
talque Aopu=1gy po A= 1p.

1.4. Adjuncién y equivalencia

Definicién 1.8. Un funtor F': € — ® es un isomorfismo si existe
un funtor G: D — Ctal que FoG =15y Go F = 1;.

La nocién de isomorfismo en categorias es bastante restrictiva y
puede relajarse un poco pidiendo que F'o G y G o F sean isomor-
fos a los funtores idénticos correspondientes en lugar de que sean
tguales. En este caso no se habla de isomorfismo de categorias, sino
de equivalencia.

Definicién 1.9. Un funtor F : € — © es una equivalencia si
existen un funtor G : ® — € e isomorfismos naturales A : F oG —
loypu:GoF — 1.

Definicién 1.10. Sean F': € - D y G : © — € dos funtores. Se
dice que F' es adjunto a izquierda de G (o que G es adjunto a
derecha de F)) si para cada X € Ob€ y cada Y € ObD existe una
biyeccién

Axy)  [F(X), Y] = [X, G (V)]
tal que

(i) Para todo W € ObC, todo h € [W, X], y todo f € [F (X)),
Yig : Awy) (f o F'(h)) = Axyy (f) 0 b

(ii) Para todo Z € Ob®, todo g € [Y,Z]5 v todo f € [F(X),
Yig : Ax,z) (9o f) =G (g) o Axxy) (f)-
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La familia {)\( X,Y) }

ci6én natural.

se llama en este caso una biyec-
(X,Y)€0bexObD

¢ I o
o FW)
h wwuom» F(h)l y@
X Gy F(X) —— v
A(X‘Z)(m @ gof '
G(Z) Z

Ejercicio 1.7. Sean F' : € - ® y G : ® — € dos funtores. F' es
adjunto a izquierda de G si existe un isomorfismo natural del
funtor Hg o (F,1p) : €7 x ® — €onj en el funtor He o (1¢, G) :
CP x D — Conj.

Ejemplo 1.16. El funtor olvido covariante V' : Top — €onj es
adjunto a derecha del funtor D : €onj — Top definido por D(X) =

(X, 9 (X)) y D(f) = 1.

Ejercicio 1.8. Si F': € — © es adjunto a izquierda de G : © — €
entonces existen transformaciones naturales n : 1¢ - Go F y ¢ :
F oG — 1p tales que

(i) G(ga) 0 ngea) = Llg(a), para todo A € Obs.
(ii) epmy o F(nB) = lpm), para todo B € Obg.
71 se llama la unidad de la adjuncién y € la co-unidad.

Nota 1.3. Si F': € — D es adjunto a izquierda de G : ©® — €
entonces al restringir F' a la subcategoria plena de € cuyos objetos
son aquellos que son isomorfos a objetos de la forma (G o F') (X)
y G a la subcategoria plena de ® cuyos objetos son aquellos que
son isomorfos a objetos de la forma (F o G)(Y), se obtiene una
equivalencia de categorias.
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32 CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES DE CATEGORIAS

Nota 1.4. Por supuesto, existen versiones de adjuncién para fun-
tores contravariantes. En este caso, la nocién de equivalencia suele
llamarse coequivalencia.

Definicién 1.11. Sea € una subcategoria de ®. Si el funtor de
inclusiéon € < ® es adjunto a derecha, se dice que € es una sub-
categoria reflexiva de ®. Si el funtor de inclusiéon € — 9 es ad-

junto a izquierda, se dice que € es una subcategoria co-reflexiva
de .

Los siguientes teoremas relacionan las nociones de subcategoria
reflexiva y subcategoria co-reflexiva con la existencia de construc-
ciones que satisfacen una propiedad universal. Las demostraciones
son sencillas y se dejan como ejercicio para el lector.

Teorema 1.1. Sea € una subcategoria de ®. € es una subcategoria
reflexiva de ® si y solamente si para cada objeto X de ® existen
un objeto R(X) de € y un morfismo rx € [X,R(X)|y tales que
para todo Y € ObC y todo morfismo h € [X,Y ]y existe un tinico
morfismo h € [R (X) Y], tal que hory = h.

X LR(X)
b n
Y

Para la prueba basta ver que R se extiende a un funtor de © en
¢ que es adjunto a izquierda del funtor de inclusién € — 3. Ob-
sérvese que, ademas, r = (7x) ycopo € Una transformacién natural
del funtor identidad de ® en el funtor R considerado como endo-
funtor de ©.

Teorema 1.2. Sea € una subcategoria de ®. € es una subcategoria
co-reflexiva de ® sty solamente si para cada objeto X de ® existen
un objeto L (X) de € y un morfismo lx € [L(X),X]|y tales que
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para todo Y € ObE y todo morfismo h € [Y, X4 existe un inico
morfismo h € [Y, L (X)], tal que lx o h = h.

LX) —2+ x
/f; h
Y

Igual que antes, basta probar que L se extiende a un funtor
de ® en € que es adjunto a derecha del funtor de inclusién € —
D. Aqui, I = (Ix)ycopo € una transformacién natural del fun-
tor L, considerado como endofuntor de ®, en el funtor identidad
de .

En muchas situaciones particulares, los objetos R(X) y L (X)
se consideran como optimizaciones del objeto X en el contexto de
la subcategoria €. Algunas compactaciones, compleciones, adjun-
ciones de elementos destacados, etc., pueden describirse desde este
punto de vista. En capitulos posteriores ilustraremos estas situa-
ciones en el contexto de varias categorias relacionadas con los re-
ticulos. Construiremos, por ejemplo: «el mejor reticulo distributivo
asociado con un reticulo dado», «el mejor reticulo de Boole asocia-
do con un reticulo distributivo dado» y «el mejor espacio espectral
de Hausdorff asociado con un espacio espectral dado».

1.5. Otras nociones basicas

Sea € una categoria y sea {X;},.; una familia de objetos de €.

Definicién 1.12. Un producto de la familia {X;},., es un objeto
P de € junto con una familia de morfismos {p; : P — X;},., tal que
para todo objeto @ y toda familia de morfismos {g; : Q — X;},;
existe un Unico morfismo ¢ : ) — P tal que, para todo i € I,

Pi © O = g;.
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AN

Nota 1.5. Generalmente se identifica como producto de la familia
al objeto P sin mencionar explicitamente a los morfismos p; (lla-
mados proyecciones). Sin embargo, siempre hay que tener en mente
que el producto involucra a las proyecciones y que estas deben ser
morfismos de la categoria en cuestion.

Ejercicio 1.9. Si {p; : P — X;},.; y {ri : R = X;},.; son dos pro-
ductos de la familia {X;},.; en la categoria € entonces existe un
isomorfismo ¢ : P — R tal que p; o ¢ = r;. Es por esta razén por
la que con frecuencia, abusando un poco del lenguaje, se habla de
“el producto de la familia” en lugar de “un producto de la familia”.

Ejemplo 1.17. Un producto de una familia en la categoria €onj
es el producto cartesiano de la familia junto con las proyecciones
usuales.

Ejemplo 1.18. Un producto de una familia en la categoria Top
es el producto cartesiano de la familia, dotado con la topologia
producto, junto con las proyecciones usuales.

Ejemplo 1.19. Sea (X, <) un conjunto ordenado y sea X la cate-
gorfa asociada correspondiente. Un producto de la familia {z;},,
es el extremo inferior de la familia.

Definicién 1.13. Un co-producto de la familia { X;},_; es un objeto
K de € junto con una familia de morfismos {k; : X; — K}, tal que
para todo objeto H y toda familia de morfismos {h; : X; — H}, .,
existe un tnico morfismo 0 : K — H tal que, para todo ¢ € I,
ook, =h,.

X

k;
K é
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Nota 1.6. Igual que en el caso del producto, generalmente se iden-
tifica como co-producto de la familia al objeto K sin mencionar
explicitamente a los morfismos k; (llamados inyecciones). Sin em-
bargo, siempre hay que tener en cuenta que el co-producto involucra
a las inyecciones y que estas deben ser morfismos de la categoria en
cuestion.

Ejercicio 1.10. Si {k;: X; — K},.; vy {w; : X; = W}, ; son dos
co-productos de la familia {X;},.; en la categoria € entonces existe
un isomorfismo 7 : K — W tal que no k; = w;.

Ejemplo 1.20. Un co-producto de una familia en la categoria €Conj
es la uniéon disyunta de la familia junto con las inclusiones usuales.

Ejemplo 1.21. Un co-producto de una familia en la categoria Top
es la unién disyunta de la familia, dotado con la topologia en la que
un conjunto es abierto si y solo si su interseccion con cada miembro
de la familia es abierto, junto con las inclusiones usuales. En este
caso, el co-producto se llama generalmente suma topologica.

Ejemplo 1.22. Sea (X, <) un conjunto ordenado y sea X la cate-
gorfa asociada correspondiente. Un co-producto de la familia (z;)
es el extremo superior de la familia.

el

Ejercicio 1.11. Considere el grupo (Z, +) visto como una categoria
con objeto p.

(i) Determine si existe un producto de p con p.

(ii) Considere dos homomorfismos f,g : (Z,+) — (Z,+). Sabe-
mos que f y g son funtores. Encuentre condiciones necesarias
y suficientes para que exista una transformaciéon natural de f
en g.

Ejercicio 1.12. Busque en un texto de teoria de categorias las
definiciones de limite y colimite de un diagrama en una categoria
¢. Muestre que el producto de una familia es un limite y el co-
producto es un colimite.

Teorema 1.3. 5i F : € — D es adjunto a izquierda de G : D — €,
entonces F' preserva colimites y G preserva limites.

Ejercicio 1.13. Demuestre el Teorema [1.3|
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CAPITULO 2

Conjuntos ordenados

Though Ore’s style is sometimes
less precise than Dedekind’s (...)
his brilliant structural ideas,

often based on very simple but
effective order-theoretical concepts,
founded a very fruitful theory

of (dual) adjunctions...

Marcel Erné

Presentamos aqui las nociones bésicas de conjuntos ordenados y
las funciones naturales que los conectan entre si. Hacemos énfasis
especial en la nocién de adjuncién en conjuntos ordenados que, a
pesar de ser una herramienta de gran utilidad en muchos contextos,
no se ensena en general en los cursos basicos de matematicas.
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2.1. Conjuntos ordenados

Definicién 2.1. Sea X un conjunto. Una relaciéon sobre X es un
subconjunto R de X x X. Si (z,y) € R escribimos xRy.

Definicién 2.2. Sea X un conjunto y sea R una relacién sobre X.
(i) R es reflexiva si xRz para todo x € X.
(ii) R es simétrica si para todo z,y € X, xRy implica yRx.
(iii) R es antisimétrica si para todo z,y € X, xRy y yRz
implica x = y.
(iv) R es transitiva si para todo z,y,z € X, xRy y yRz implica
TRz.
(v) R es de equivalencia si R es reflexiva, simétrica y transitiva.
(vi) R es de orden si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Ejercicio 2.1. Sea X un conjunto. Se designa por Ax a la re-
lacién {(z,z) : € X}. Dada una relacién R sobre el conjun-
to X designamos por R° a la relacion {(z,y) : (y,z) € R}. Si
R y S son relaciones sobre X se define So R = {(x,2) : (Jy €
X)((x,y) € Ry (y,2z) € S)}. Si R es una relacién sobre X, enton-
ces:
(i) R es reflexiva si y solo si Ax C R.

(i) R es simétrica si y solo si R = R°.

(ili) R es antisimétrica si y solo si RN R° C Ax.
(iv) R es transitiva siy solosi Ro R C R.

Ejercicio 2.2. Exhiba ejemplos de relaciones que sean simétricas y
antisimétricas. Encuentre condiciones necesarias y suficientes para
que una relaciéon sea simétrica y antisimétrica.

Ejercicio 2.3. Sea R una relacion sobre el conjunto X.
(i) R es reflexiva si y solo si R° es reflexiva.
(i) R es simétrica si y solo si R° es simétrica.
(ili) R es antisimétrica si y solo si R° es antisimétrica.
(iv) R es transitiva si y solo si R° es transitiva.
(v) R es de orden si y solo si R° es de orden.

Sea X un conjunto y sea R una relacién sobre X. Para cada
AC X ycadaz € X diremos que xRA si xRa para todo a € A.
De igual manera, diremos que ARz si aRx para todo a € A.
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Sea X un conjunto y sea < una relaciéon de orden sobre X. Para
cada A C X definimos

MayA={r e X: A<z}yMiyA={re X :z < A}.

May A es el conjunto de los mayorantes o cotas superiores de A.
MiyA es el conjunto de los minorantes o cotas inferiores de A.

Proposicién 2.1. [ANMayA| <1 y|ANMiyA| < 1.

Demostracion. Sean a,b € AN MayA. Tenemos que a < by b <a
luego a = b. O]

Definiciéon 2.3. Si M € ANMayA diremos que M es el maximo
de A y escribiremos M = méx A.

Sim e ANMiyA diremos que m es el minimo de A y escribi-
remos m = min A.

Si s = minMayA diremos que s es el supremo o extremo
superior de A y escribiremos s = sup A.

Sit = maxMiyA diremos que ¢ es el infimo o extremo inferior
de A y escribiremos t = inf A.

Ejercicio 2.4. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Si existen, inf () =
max X y sup ) = min X.

Si s = sup{a, b} escribiremos s = aV by sit = inf{a, b} escribi-
remos t = a A b.

Ejercicio 2.5. Si R es una relacién de orden sobre el conjunto X
y Y C X entonces RN (Y xY) es una relacién de orden sobre Y.
Este orden sobre el subconjunto Y se llama el orden inducido.

De ahora en adelante, un conjunto ordenado sera un conjunto
dotado con una relacién de orden. Esta relacién se denotard casi
siempre con el simbolo <.

Definicién 2.4. Sea X un conjunto ordenado y sea Y un subcon-
junto de X.

(i) Decimos que Y es un intervalo si para todo a,b € Y y todo
z€ X,sia<z<bentonces z € Y.

(ii) Decimos que Y es una cadena si para todo a,b € Y se tiene
quea<bob<a.
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Nota 2.1. Lo que aqui llamamos intervalo, en algunos textos se
llama subconjunto convexo.

Ejercicio 2.6. Sea X un conjunto ordenado. Si a,b € X los si-
guientes conjuntos son intervalos:

(i) [a,0] ={r € X : a <z < b} donde a < b.

(ii) (o] ={r e X : 2 < a}.

(ili) [a) ={zr € X :a < x}.

Si X es un conjunto, entonces el conjunto g (X) de los sub-
conjuntos de X es un conjunto ordenado por la relacion C. Asi,
cualquier conjunto de conjuntos es un conjunto ordenado por esta
relacién. A menos que se diga otra cosa, siempre que nos encontre-
mos con un conjunto de conjuntos supondremos que esta ordenado
por C. En particular, son conjuntos ordenados el conjunto de los
subgrupos de un grupo, el conjunto de los ideales de un anillo, el
conjunto de las topologias sobre un conjunto fijo, la topologia de
un espacio topologico y el conjunto de los cerrados de un espacio
topoldgico.

Ejercicio 2.7. Sea G un grupo y sea S el conjunto de los subgrupos
de G. Sild C S entonces infU y supU siempre existen. Si N es el
conjunto de los subgrupos normales de (G, estudie la existencia de
supremo e infimo de los subconjuntos de .

Si X es un conjunto y R es una relaciéon de equivalencia, pa-
ra cada € X llamamos [z], al conjunto {y € X : xRy}. Los
conjuntos de la forma [z], se llaman clases de equivalencia y cons-
tituyen una particiéon de X. Se llama X/R al conjunto de las clases
de equivalencia de X. La funcion

0:X = X/R:xz—[z]g
es claramente sobreyectiva y se llama funcién canénica al cociente.

Ejercicio 2.8. Sea X un conjunto y sea £(X) el conjunto de todas
las relaciones de equivalencia sobre X. Silf C £ (X)) entonces inf U
y supU siempre existen.

Ejercicio 2.9. Sea f: X — Y una funciéon. Defina
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N(f) ={(z,y) € X x X : f(x) = f(y)}-

Tenemos que:

(i) N(f) es una relaciéon de equivalencia sobre X.

(i) La funcién f : X/N(f) = Y : [z]y) = f(x) estd bien
definida y es inyectiva.

Este es el método estandar para convertir una funcion cualquiera
en una funciéon inyectiva.

La relaciéon N (f) definida en el ejercicio anterior se llama el
nucleo de la funcion f.

2.2. Diagramas de Hasse

Definicién 2.5. Sea X un conjunto ordenado por la relacién <y
sean z,y € X. Diremos que y cubre a z si z <y y [z,y] = {z,y}.

Si X es un conjunto finito, la relacion de orden esta comple-
tamente determinada por la relacién de cubrimiento. Esto permite
hacer una representacién simplificada de los conjuntos ordenados fi-
nitos en la que aparece tinicamente esta tltima relacién. El método
consiste en asignar un punto o pequeno circulo por cada elemento
y unir dos elementos por un segmento solamente si uno de ellos
cubre al otro teniendo cuidado de situar el menor de ellos en un
nivel inferior que el mayor.

Ejemplo 2.1. Enla Figurase representan el conjunto {0, 1, a, b,
¢} ordenado por la relacién {(0,0), (1,1), (a,a), (b,b), (¢,c), (0,a),
(0,b), (0,¢), (0,1), (a,c), (a,1), (bc), (¢,1), (b,1)} y la cadena
O<zr<y<l.

Este tipo de diagramas recibe el nombre de diagramas de
Hasse.

2.3. Funciones is6tonas

Las funciones naturales entre conjuntos ordenados son aquellas que
respetan el orden.
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1
1
C
Yy
a b T
0
0

Figura 2.1: Diagramas de Hasse

Definicién 2.6. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos or-
denados. Diremos que f es is6tona si para todo =,y € X se tiene

que z < y implica f (z) < f(y).
Ejercicio 2.10. Si f : X — Y es una funcién isétona y Z C X

entonces f 1z: Z — Y también es isétona.

Ejercicio 2.11. Sea f : X — Y una funcién isétona. Para x,y € X
defina [z]y ;) <y [y]y(p i f (z) < f(y) . Esta definicién no depende
de los representantes de las clases y asi, <; es una relacion de
orden sobre X/N (f). Ademds, 0 : X — X/N (f) 1z [2]y; ¥

f:X/N(f)=Y: []5(s) = [ () son funciones is6tonas.

X4f>Y

14
X/N(f)

Ejercicio 2.12. La compuesta de dos funciones isétonas es una
funcion isétona.

Ejercicio 2.13. La identidad de un conjunto ordenado es una fun-
cién isotona.
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Como consecuencia de los ejercicios anteriores, la clase de los
conjuntos ordenados y las funciones isétonas constituye una cate-
gorfa. Esta categoria la llamaremos Otd.

Definicién 2.7. Una funcién biyectiva f : X — Y entre dos con-
juntos ordenados es un isomorfismo de conjuntos ordenados
si tanto f como f~! son is6tonas.

Un isomorfismo de conjuntos ordenados no es otra cosa que un
isomorfismo en la categoria Otd.

Observe que no toda biyeccién isdtona es un isomorfismo de
conjuntos ordenados. En la Figura se muestra un ejemplo.

Figura 2.2: Biyeccién is6tona que no es isomorfismo

Definicién 2.8. Una funcién f : X — Y entre conjuntos ordenados
es una inmersion si para todo z,z € X se tiene

r<ze f(z) < f(2)

Toda inmersion es una funcién inyectiva. Ademas, si f : X — Y
es una inmersion, entonces f : X — Imf es un isomorfismo.

2.4. Dualidad en conjuntos ordenados

Tenemos que si R es una relacién de orden sobre el conjunto X,
entonces R° también lo es. Cada proposicion p sobre conjuntos or-
denados tiene una proposicion dual p° que se obtiene de p cambian-
do las relaciones de orden involucradas por las relaciones opuestas.
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Por ejemplo, si p es “m es el minimo de (X, R)”, entonces p° es “m
es el minimo de (X, R°)”, lo cual equivale a “m es el maximo de
(X, R)”. En la siguiente tabla se presentan otros ejemplos:

’ Proposicién p \ Proposicién p° ‘
z=1inf A z=supA
(anb)Ve=aV (bAc) (avb)ANe=an (bVc)
x € MayA r € MiyA
r<zVw x> zAw
Si z = inf A entonces f(x) =sup B | Si x = sup A entonces f(z) = inf B
f preserva extremos superiores f preserva extremos inferiores
f es is6tona f es is6tona

Estas observaciones nos permiten concluir el siguiente teorema
que es de bastante utilidad.

Teorema 2.1. (Principio de dualidad) St una proposicion es cierta
para todos los conjuntos ordenados, entonces la proposicion dual
también es cierta para todos los conjuntos ordenados.

Por consiguiente, los teoremas sobre conjuntos ordenados siem-
pre vienen en parejas, salvo que la proposicion correspondiente sea
autodual.

Definicién 2.9. Si X es un conjunto ordenado por la relacion R,
el dual de X es el conjunto subyacente ordenado con la relacion R°.
El dual de X se nota X°.

2.5. Algunas construcciones de
conjuntos ordenados

Presentamos a continuacion algunos métodos para construir nuevos
conjuntos ordenados a partir de conjuntos ordenados conocidos.
Estas construcciones seran de utilidad en los capitulos posteriores.

Definicién 2.10. Sean X y Y dos conjuntos ordenados.
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(i) La suma ordinal X 1Y es el conjunto X x {0} UY x {1}
ordenado por:

Para todo x1,20 € X :(21,0) < (29,0) & 21 < 29,
para todo y1,y2 € Y :(y1,1) < (3o, 1) & y1 < g,
paratodor € X ytodoyeY :(z,0)<(y1).

(ii) Si X tiene maximo M y Y tiene minimo m, entonces la
suma reducida X <P Y es el conjunto ordenado X 7Y en el que
se han identificado (M,0) y (m,1). Si X no tiene maximo o Y no
tiene minimo, entonces la suma reducida se define como la suma
ordinal.

(iii) El producto X X Y es el producto cartesiano de los con-
juntos X y Y ordenado por

T1,Y1) = (T2, Y2 T T2y Y1 > Y2
( ) < ( )1 < <

5688

P Q PaQ PQ

Figura 2.3: Suma ordinal y suma reducida

Ejercicio 2.14. Verifique que X 7Y, X «P Y y X XY son conjuntos
ordenados.
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Ejercicio 2.15. X XY es un producto de los objetos X y Y en la
categoria Ot0.

Ejercicio 2.16. Sea {X;},., una familia de conjuntos ordenados.

Se define [] X; como el producto cartesiano de la familia, ordenado
i€l

por

(#3);c; < (Wi);ep st 2 < y; para todo i € 1.
Este es un producto de la familia {X;}, ., en la categoria Or.

Ejercicio 2.17. Sea X un conjunto ordenado y sea Y un conjunto
arbitrario. X¥" es un conjunto ordenado mediante f < g si f (y) <
g (y) para todo y € Y. ;Qué relacién existe entre este ejercicio y el
ejercicio anterior?

Ejercicio 2.18. Sea I un conjunto totalmente ordenado. Defina su-
ma ordinal y suma reducida para una familia {X;},., de conjuntos
ordenados. ;Qué relacion tiene esto con el orden lexicografico?

Ejercicio 2.19. Si X y Y son conjuntos ordenados, entonces (X
Y)e=Y°9X°.

2.6. Adjuncion en conjuntos ordenados

Definicién 2.11. Sean f : X — Y y g :Y — X dos funciones
entre conjuntos ordenados. Diremos que f es adjunta a izquierda
de g si para todo z € X y todo y € Y se tiene que

flx) <y e <gy). (2.1)

También se dice que g es adjunta a derecha de f y que (f,g) es
un par adjunto.

Si tenemos un par adjunto (f, g), la equivalencia nos dice
que en la desigualdad de la izquierda podemos despejar la x pero
aparece una ¢ a la derecha y, reciprocamente, en la desigualdad de
la derecha podemos despejar la y pero aparece una f a la izquierda.

Ejercicio 2.20. La proposiciéon dual de “f es adjunta a izquierda
de g7 es “f es adjunta a derecha de g”.
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Teorema 2.2. Sean f: X - Y yg:Y — X dos funciones entre
conjuntos ordenados. Si (f,g) es un par adjunto, entonces:

(i) Para todo x € X se tiene que x < g(f(x)).

(ii) Para todo y € Y se tiene que f(g(y)) <.

(iii) f y g son isdtonas.

Demostracion. (i) Basta reemplazar y por f(x) en (2.1]).
(ii) Se obtiene de (i) por dualidad.
(ili) Sean x1,x2 € X.

11 < o = x1 <29 < g(f(22))
= a1 < g(f(r2))
= [(z1) < f(22).
Sean y1,1y2 € Y.
i <y = flgln)) < <2
= fl9(y1)) < y2
= g(y1) < g(v2)

]

Teorema 2.3. Sean f: X =Y yg:Y — X dos funciones entre
conjuntos ordenados. Si f y g satisfacen las condiciones (i), (ii) y
(7ii) del teorema anterior, entonces (f,g) es un par adjunto.

Demostracion. Sean x € X yy € Y.

flx) <y = g(f(r) <g(y)
= v <g(f(x) <g(y)
= 2 <g(y)
= f(x) < f(9(y))
= f(z) < flg(y) <y
= f(z) <.

]

Obsérvese que si se considera cada conjunto ordenado como una
categoria y cada funcién isétona como un funtor, entonces la ad-
juncion presentada aqui es un caso particular de funtores adjuntos.
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Ejercicio 2.21. Si f : X — Y esadjunta aizquierdadeg:Y — X,
entonces g : Y? — X es adjunta a izquierda de f: X° — Y°.

Ejercicio 2.22. Sean f : X - Y yg:Y — X dos funciones entre
conjuntos ordenados. Si (f, g) es un par adjunto, entonces:

(i) fogof=fygofog=g (Ley de dos contra uno).

(i) f ltng: Img — Imf y g [1ms: Imf — Img son isomorfismos de
conjuntos ordenados, uno inverso del otro (isomorfismo de adjun-
cion).

} (iii) Inf = {y € Y : f(9(y)) =y} e Img = {z € X : g(f(v)) =

(iv) Para todo z € X, f(z) =min{y € Y : x < g(y)}.
(iv°) Para todo y € Y, ¢g(y) = max{z € X : f(x) < y}.
(v) Sea A C X. Si sup A existe, entonces sup f.(A) existe y
f(sup A) = sup f.(A) (f preserva extremos superiores).

(v°) Sea B C Y. Si inf B existe, entonces inf g.(B) existe y
g(inf B) = inf g.(B) (g preserva extremos inferiores).

(vi) Si X tiene minimo, entonces Y tiene minimo y f(min X) =
min Y.

(vi®) Si Y tiene maximo, entonces X tiene maximoy g(maxy) =
max X.

(vii) Si h: Y — X y (f,h) es un par adjunto, entonces g = h
(unicidad de la adjunta a derecha).

(vii®) Si h: X = Y y (h,g) es un par adjunto, entonces f = h
(unicidad de la adjunta a izquierda).

Ejercicio 2.23. Sea (f,g) un par adjunto entre los conjuntos or-
denados X y Y. Determine qué relacion hay entre la inyectividad o
sobreyectividad de f y la inyectividad o sobreyectividad de g.

Ejercicio 2.24. Si f : X — Y es adjunta a izquierdade g : Y — X
y h 'Y — Z es adjunta a izquierda de k : Z — Y, entonces
ho f: X — Z es adjunta a izquierda de go k : Z — X.

Ejercicio 2.25. Todo isomorfismo de conjuntos ordenados es una
funcién adjunta (a izquierda y a derecha). En particular, las iden-
tidades son funciones adjuntas.
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Observe que cada vez que se prueba una proposiciéon, por el prin-
cipio de dualidad, se obtiene inmediatamente la proposiciéon dual.
Por ejemplo, si probamos que toda adjunta a izquierda preserva
extremos superiores y suponemos que f : X — Y es adjunta a
izquierda de ¢ : Y — X, tenemos que g : Y? — X? es adjunta
a izquierda. Por lo tanto, g : Y° — X© preserva extremos superio-
res, lo que equivale a que g : Y — X preserva extremos inferiores.
(Véanse numerales v y v° del ejercicio anterior).

Ejemplo 2.2. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos.
Para cada B C Y definimos f*(B) = {z € X : f(x) € B} y para
cada A C X definimos f.(A) = {f(z) : * € A}. Se tiene que
(f«, f*) es un par adjunto entre los conjuntos ordenados (p(X), C)

y (p(Y), ©).

Ejercicio 2.26. En el ejemplo anterior, defina f,(A) =Y — f,
(X — A) para cada A C X. (f*, f+) es un par adjunto entre los
conjuntos ordenados (p(Y),C) y (p(X), C).

Ejemplo 2.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Para cada A C X
designamos por i(A) al interior de A y para cada U € 7 definimos
j(U) = U. Tenemos que (i, j) es un par adjunto entre los conjuntos
ordenados (p(X),C) y (7, Q).

Ejercicio 2.27. En el ejemplo anterior, cambie el interior por la
adherencia y establezca un par adjunto que involucre los cerrados
del espacio topolégico.

Ejemplo 2.4. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos. Desig-
namos por Top(Z) al conjunto de las topologias sobre el conjunto
Z. Para cada 7 € Top(X) definimos fr(7) ={BCY : f*(B) e 7}
(topologia final para f y 7) y para cada pu € Top(Y) definimos
fE(u) = {f*(B) : B € u} (topologia inicial para f y u). Se tie-
ne que < 1T, fT) es un par adjunto entre los conjuntos ordenados
(Top(Y),S) y (Top(X), ©).

Ejercicio 2.28. Sea f: X — Y una funcién entre conjuntos.

(i) Sean p € Top (V) y K={r € Top(X): f: (X,7) = (Y, )
es continua}. (IC, C) tiene minimo. ;Cémo se llama este elemento
de K7
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(ii) Sean T € Top (X)) yH={pucTop(Y): f:(X,7) = (Y, )
es continua}. (H,C) tiene maximo. ;Cémo se llama este elemento
de H?

(ili) Generalice la situacién de (i) a un conjunto de funciones
fi+ X; = Y. ;Qué tiene esto que ver con la topologia producto?

Ejemplo 2.5. Sea h : G — K un homomorfismo de grupos. De-
signamos por &(Z) el conjunto de los subgrupos del grupo Z. Para
cada H € &(G) definimos hy(H) = h,(H) y para cada L € &(K)
definimos h9(L) = h*(L). Tenemos que (hy, h?) es un par adjunto
entre los conjuntos ordenados (&(G),C) y (6(K), Q).

Ejercicio 2.29. En el ejemplo anterior, encuentre el isomorfismo
de adjunciéon y deduzca el teorema de correspondencia para homo-
morfismos de grupos.

Ejercicio 2.30. En el ejemplo anterior, cambie “homomorfismo de
grupos” por “homomorfismo de anillos” y “subgrupo” por “ideal”.
Establezca el par adjunto correspondiente, determine el isomorfis-
mo de adjuncién y deduzca el teorema de correspondencia para
homomorfismos de anillos.

Ejemplo 2.6. Sea F' < FE una extensiéon de campos. Sea € la
coleccion de las extensiones intermedias y sea & la coleccion de los
subgrupos del grupo de Galois G(E/F). Para cada H € & definimos
f(H) como el campo fijo de H y para cada K € & definimos g(K)
como el grupo de Galois G(E/K). Se tiene que (f,g) es un par
adjunto entre los conjuntos ordenados (&,C) y (&,D) (note que
estamos tomando, en este conjunto, el inverso del orden usual).

Ejercicio 2.31. Revise el teorema principal de la Teoria de Ga-
lois para extensiones finitas de campos y relaciénelo con el ejemplo
anterior. Esto explica por qué, en el contexto contravariante, a las
funciones adjuntas se las llama conexiones de Galois.

Ejercicio 2.32. La funcién parte entera R — R : x — [z], donde
R tiene el orden usual, es adjunta a derecha.

Ejercicio 2.33. Encuentre condiciones necesarias y suficientes, des-
de el punto de vista del analisis, para que una funciéon f : R — R
(orden usual) sea adjunta a derecha (resp. a izquierda).
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Ejercicio 2.34. Sea X un conjunto y sea 9t una coleccién de par-
tes de X que es cerrada para intersecciones arbitrarias. Para cada
A C X definimos fom(A) como la interseccién de todos los elemen-
tos de 9 que contienen a A. f : p(X) — M (con el orden usual)
es adjunta a izquierda. De esta manera, todos los procesos de ge-
neracion (subgrupo generado por, subanillo generado por, ideal ge-
nerado por, topologia generada por, subespacio generado por, etc.)
tienen asociado un proceso de adjuncion.

Los ejercicios anteriores nos permiten considerar la categoria
Otd, cuyos objetos son los conjuntos ordenados y cuyos morfismos
son las funciones adjuntas a izquierda. Esta es una subcategoria de

Ord.

2.7. Semirreticulos

Definicién 2.12. Un semirreticulo superior (inferior) es un
conjunto ordenado en el cual todo par de elementos tiene un extre-
mo superior (inferior).

La prueba de la siguiente proposicion es un sencillo ejercicio.

Proposicion 2.2. Si S es un semirreticulo superior, entonces V es
una operacion binaria sobre S. Esta operacion tiene las siguientes
propiedades:

(i) x V x = x para todo x € S.

(ii) x Vy =y V x para todo x,y € S.

(iii) £V (yV z) = (x Vy) V z para todo x,y,z € S.

En otras palabras, (S,V) es un semigrupo conmutativo e idem-
potente.

Ejercicio 2.35. Sea S un semirreticulo superior. Para cada z,y €
S se tiene que x <y siysolosizVy=y.

Ejercicio 2.36. Sea (S, *) un conjunto dotado con una operaciéon
binaria. Defina una relaciéon <* sobre S mediante x <* y si zxy = y.
Se tiene que:

(i) <* es reflexiva si y solo si * es idempotente.
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(ii) <* es antisimétrica si y solo si * es conmutativa.

(ili) <* es transitiva si y solo si * es asociativa.

Concluya que (S, <*) es un semirreticulo superior si y solo si
(S, %) es un semigrupo conmutativo e idempotente donde x V y =
x xy para todo z,y € S.

Ejercicio 2.37. Si en el ejercicio anterior se define x <, y si x*xy =
x, entonces lo que se obtiene es un semirreticulo inferior donde
TANY=x*1Y.

Ejercicio 2.38. Sean * y o dos operaciones binarias sobre S de tal
manera que (S, %) y (S,0) sean semigrupos conmutativos idempo-
tentes. Encuentre condiciones necesarias y suficientes para que las
relaciones <* y <, coincidan.
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CAPITULO 3

Reticulos

There are two ways of work:
lattices and categories.
Lattices are more convenient,
but discredited by specialists
in general algebra.

Izrail Moiséyevich Gélfand

En este capitulo se presentan las nociones bésicas que tienen
que ver con la estructura de reticulo. Un reticulo es un conjunto
ordenado en el cual todo par de elementos tiene extremo superior
y extremo inferior. Sin embargo, la estructura de reticulo también
puede presentarse como un conjunto dotado con dos operaciones
binarias que satisfacen ciertas identidades. En el fondo esto signifi-
ca que tenemos dos categorias que son isomorfas: la de los reticulos
desde el punto de vista de los conjuntos ordenados y la de los re-
ticulos desde el punto de vista algebraico.

Los morfismos naturales son las funciones que respetan la es-
tructura algebraica y se llamardn homomorfismos. Sin embargo,
dependiendo del contexto, es conveniente restringir los morfismos
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de diferentes maneras. Esto dara lugar a considerar varias catego-
rias de reticulos.

3.1. Reticulos

Definicién 3.1. Un reticulo es un conjunto ordenado no vacio
en el cual todo par de elementos tiene extremo superior y extremo
inferior.

Nota 3.1. En otros textos en espanol se utilizan también los térmi-
nos reticula y reticulado. En inglés la palabra es lattice y en francés
es treillis.

Ejemplo 3.1. Si X es un conjunto, entonces p (X) es un reticulo.
El extremo inferior de {A, B} es AN B y el extremo superior de
{A,B} es AUB.

Ejemplo 3.2. El conjunto N de los nimeros naturales, ordenado
con el orden de divisibilidad, es un reticulo. El extremo inferior de
{m,n} es el maximo comun divisor y el extremo superior de {m, n}
es el minimo comtn multiplo.

Ejemplo 3.3. Toda cadena es un reticulo. El extremo inferior de
{z,y} es el minimo y el extremo superior de {z,y} es el méximo.

Ejemplo 3.4. El conjunto ordenado de la Figura [3.1 no es un re-
ticulo, pues {a, b} no tiene extremo superior.

Proposicion 3.1. 5i L es un reticulo, entonces las operaciones V
y N\ satisfacen las siguientes identidades:

()zVr==x (i°) ANz =z (idempotencia)

(i) xkVy=yVz (#i°) xANy=y Az (conmutatividad)

(i) eV (yVz)=(xVy)Vz (ii°) xA(yAz)=(xAy)Az (asociatividad)
(iv) zV(zAy)=2x (iv°) z A (xVy) =z (leyesdeabsorcién)

Ejercicio 3.1. Si L es un conjunto dotado con dos operaciones
binarias V y A que satisfacen las identidades de la proposiciéon an-
terior y se define x < y si x = Ay, entonces (L, <) es un reticulo en
el que la operacion A corresponde al extremo inferior y la operacion
V corresponde al extremo superior.
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Figura 3.1: Conjunto ordenado que no es un reticulo

Nota 3.2. Estrictamente hablando, deberiamos tener la nocién de
O-reticulo (reticulo como conjunto ordenado) y la nocién de A-
reticulo (reticulo como &lgebra). Si consideramos la categoria OR
de los O-reticulos y las funciones que preservan los extremos supe-
riores e inferiores de pares de elementos y la categoria AR de los
A-reticulos y las funciones que respetan las operaciones V y A, el
ejercicio anterior nos permite construir un funtor de AR en DR
que es, en realidad, un isomorfismo de categorias.

Definicién 3.2. Sea L un reticulo y sea Y un subconjunto no vacio
de L. Diremos que Y es un subreticulo de L si para todo x,y € Y
se tiene que t Ay, xVy €Y.

Es claro que cualquier cadena de un reticulo L es un subreticulo
de L. En particular, los subconjuntos unitarios de L son subre-
ticulos de L. También se tiene que cualquier intervalo de L es un
subreticulo de L.

Notese que un subconjunto de un reticulo puede ser un reticulo
con la relaciéon de orden inducida sin que sea un subreticulo. El
siguiente ejemplo ilustra esta situacion:

Ejemplo 3.5. El subconjunto {0, a,b, 1} del reticulo de la Figura
no es un subreticulo, pero es un reticulo con el orden inducido.

Definicién 3.3. Si un reticulo L tiene minimo, este elemento se
designa por 0 y si tiene maximo, este elemento se designa por 1.
Un reticulo con 0 y 1 se llama reticulo acotado.
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Figura 3.2: Rg

Ejercicio 3.2. Dados un reticulo L y una coleccién A de subre-
ticulos de L, N.A no es necesariamente un subreticulo de L. ;Qué
puede fallar?

Ejercicio 3.3. Sea L un reticulo y sea S un subconjunto no vacio
de L. Si A es la coleccion de subreticulos de L que contienen a .S,
entonces ) A es un subreticulo de L. Este es el subreticulo generado
por S.

Ejercicio 3.4. Si L y M son reticulos, entonces también son reticu-
los la suma ordinal L 91 M, la suma reducida L <P M y el producto
L x M.

La siguiente proposicion es evidente:
Proposiciéon 3.2. Si L es un reticulo, entonces L° es un reticulo.

Obtenemos como corolario el principio de dualidad para reticu-
los:

Teorema 3.1. Si una proposicion es vdlida para todos los reticu-
los, entonces la proposicion dual también es valida para todos los
reticulos.

Proposicion 3.3. Si L es un reticulo, entonces para todo x,y,z €
L se tiene

Vy)A(zV z)
(xAy)V (zAz)

(i) xV (y A z)
() x A (yV z)

(AVARVAN
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Demostracion. Basta probar (i), pues (i°) se obtiene por dualidad.
Es claro que x <z Vyyaz <xVz luegoz < (zVy) A(zVz).
También se tiene que yAz <y < zVyyyAhz <z < xVz,
de donde y A z < (zVy) A (zVz). Por lo tanto, z V (y A z) <
(xVy)A(zV2). O

3.2. Homomorfismos

Definicién 3.4. Una funcion « : L — M entre dos reticulos L y
M es un homomorfismo, si para todo par de elementos x,y de L
se tiene que a(z A y) = a(z) Aa(y) y a(z Vy) = a(z) V a(y).

Es claro que todo homomorfismo es una funciéon isétona. En
efecto, si © < y entonces x = x Ay, luego a(x) = a(x Ay) =
a(xz) A aly) y, por lo tanto, a(z) < a(y). Sin embargo, no toda
funcion isétona es un homomorfismo. En la Figura [3.3] se muestra
un ejemplo.

Figura 3.3: Funcién isétona que no es homomorfismo
La imagen de un reticulo mediante un homomorfismo es clara-
mente un subreticulo del codominio.

Ejercicio 3.5. Toda funciéon constante entre dos reticulos es un
homomorfismo.

Ejercicio 3.6. Sia: L - M y f: M — N son homomorfismos
de reticulos, entonces o« : L — N también es un homomorfismo.

Ejercicio 3.7. Para cualquier reticulo L, la funcién idéntica 1, es
un homomorfismo.
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58 CAPITULO 3. RETICULOS

Tenemos asi que la clase de los reticulos y los homomorfismos
de reticulos es una categoria que llamaremos SR. Mas adelante, de-
pendiendo del contexto, tendremos que restringir los morfismos, lo
que nos obligard a considerar algunas subcategorias de *R.

Ejercicio 3.8. Sea L un reticulo y sea [a,b] un intervalo de L.
Defina o« : L — [a,b] : x — (aVx)Aby f: L — [a,b] : x —
aV (x Ab).

(i) Al restringir @ y S al intervalo [a,b] se obtiene la funcién
idéntica.

(ii) a y [ son isétonas.

(iii) Construya ejemplos que ilustren que v y 8 no siempre son
homomorfismos.

(iv) Encuentre condiciones que garanticen que « y 3 sean ho-
momorfismos.

Ejercicio 3.9. Si a : L -+ M es un homomorfismo entre reticu-
los con 0 (respectivamente, con 1), no necesariamente a(0) = 0
(respectivamente, (1) = 1).

Definicién 3.5. Un homomorfismo o : L — M es un isomorfismo
si existe un homomorfismo § : M — L tal que ao 5 = 1y vy

foa=1p.

Ejercicio 3.10. Un homomorfismo o : L — M es un isomorfismo
si y solamente si o es una funcion biyectiva. Observe la diferencia
que existe con los isomorfismos de conjuntos ordenados.

Presentamos ahora la nocion de relacién de congruencia que nos
permitira hacer cocientes de reticulos.

Definicién 3.6. Sea L un reticulo y sea R una relaciéon de equiva-
lencia sobre L. Diremos que R es una relacién de congruencia
si para todo z,y,z € L, xRy implica (x Az)R(yAz)y (zV2)
R(yV z).

Ejercicio 3.11. Dado un homomorfismo « : L — M, N(«) es una
relacion de congruencia sobre L.
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Proposicién 3.4. Si L es un reticulo y R es una relacion de con-
gruencia, entonces L/ R es un reticulo donde para todo x,y € L se
tiene que [z V [ylr = [vV 4lr ¥ [2r A [ylr = [ A ylx. Ademds,
la funcion candnica al cociente § : L — L/R : x — [z], es un
homomorfismo y N(6) = R.

Ejercicio 3.12. Pruebe la Proposicién [3.4]
El siguiente teorema es ahora evidente.

Teorema 3.2. St o : L — M es un homomorfismo de reticulos,
entonces & : L/N(a) — ax(L) : [z] — a(z) es un isomorfismo.

Notese la similitud con el primer teorema de isomorfismo para
grupos y el primer teorema de isomorfismo para anillos. En reali-
dad, estos tres teoremas son simplemente casos particulares de un
teorema de algebra universal.

Definicién 3.7. Sean L y M dos reticulos. Diremos que a : L — M
es un homomorfismo acotado si es un homomorfismo tal que
(i) Si L tiene 0, entonces M tiene 0y a(0) = 0.
(ii) Si L tiene 1, entonces M tiene 1y a(1) = 1.

Por ejemplo, si a y b son ntmeros reales tales que a < b, la
inclusién del intervalo [a,b] en R es un homomorfismo pero no es
acotado. Por otro lado, la inclusion de Q en R si es un homomorfis-
mo acotado. Nétese que si el dominio de un homomorfismo acotado
es un reticulo acotado, entonces el codominio también es un reticulo
acotado.

Ejercicio 3.13. Si X y Y son reticulos acotados y f : X — Y es
un homomorfismo, entonces f es acotado si y solamente si f (0) =0

y f(1) =1L

Es claro que la compuesta de dos homomorfismos acotados
es un homomorfismo acotado y la idéntica de un reticulo acota-
do es un homomorfismo acotado. Por consiguiente, la clase de los
reticulos y los homomorfismos acotados es una categoria que lla-
maremos R,. La subcategoria plena de R, cuyos objetos son los
reticulos acotados serd designada por R}.

Fijemos un reticulo ©® con un solo elemento y definamos
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b(L) =0 «P L <P 0O,

para cada reticulo L. Es claro que b (L) es un reticulo acotado y
que la funcién iy, : L — b (L) : © — x es un homomorfismo acotado.

Teorema 3.3. (Propiedad universal) Sean L un reticulo y M un
reticulo acotado. St o : L — M es un homomorfismo acotado,
entonces eziste un unico homomorfismo acotado, & : b (L) — M
tal que a = @ oiy,.

Demostracion. Basta definir & () = « (z) para todo x € L y ade-
misa(0) =0y a(l)=1. O

Si para cada homomorfismo acotado o : L — M, definimos

b(a) = iwoa:b (L) — b (M), entonces b resulta ser un funtor de
la categoria R, en la categoria R.

Corolario 3.1. El funtor b : R, — R} es adjunto a izquierda del
funtor inclusion Ry — R,.

Corolario 3.2. La categoria R} es una subcategoria reflexiva de la
categoria R,.

3.3. Ideales y filtros

Definicién 3.8. Sea L un reticulo. Un subconjunto no vacio I de
L se llama un ideal de L si

(i) para todo z,y € I se tiene que z Vy € I,

(ii) para todo x € Ly todo y € I, si x < y entonces x € 1.

El conjunto de los ideales de L se designa por J(L).
El dual del concepto de ideal es el de filtro.

Definicién 3.9. Sea L un reticulo. Un subconjunto no vacio F' de
L se llama un filtro de L si

(i) para todo z,y € F se tiene que x Ay € F,

(ii) para todo x € L y todo y € F, si x > y entonces = € F.
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Si L es un reticulo y x € L, entonces el conjunto (z] = {z €
L:z <z} esunideal de L y el conjunto [z) ={z € L : 2z > x}
es un filtro de L. Los conjuntos de esta forma se llaman ideales
principales y filtros principales, respectivamente.

Ejercicio 3.14. Sea « : L — M un homomorfismo de reticulos. Si
I es un ideal de M y o* (I) # 0, entonces a* (I) es un ideal de L.
Si F es un filtro de M y o* (F) # (), entonces o* (F') es un filtro
de L.

Ejercicio 3.15. Sea L un reticulo y sea S un subconjunto no vacio
de L. Si A es la coleccién de todos los ideales de L que contienen a
S, entonces A es un ideal de L. Este ideal se nota (5] y se llama
ideal generado por S.

Ejercicio 3.16. Sea L un reticulo. El ideal generado por el conjunto
vacio existe si y solamente si L tiene 0.

Ejercicio 3.17. Sea L un reticulo y sea S un subconjunto no vacio
de L. Si A es la coleccion de todos los filtros de L que contienen a
S, entonces A es un filtro de L. Este filtro se nota [S) y se llama
filtro generado por S.

Ejercicio 3.18. Sea L un reticulo y sea S un subconjunto no vacio
de L. x € (5] si y solo si existen sp,...,s, € S tales que x <
$1V ...V 8,

Ejercicio 3.19. Sean L un reticulo, [ un ideal de L y zy € L.
x € (I U{xo}] siy solo si existe i € I tal que z <1V x.

Ejercicio 3.20. (i) Si L es un reticulo, entonces J(L) es un reticulo,
donde INJ=INJyIVJ=(IUJ].
(ii) Si Ly y Lo son reticulos, describa J(Ly 9 Lg) y J(Ly X Lo).

Ejercicio 3.21. Enuncie y pruebe proposiciones duales a las de los

Ejercicios y 13.19}

Ejercicio 3.22. Encuentre todos los ideales y los filtros de los si-
guientes reticulos:

(i) M5 de la Figura [3.4]
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Figura 3.4: Mj;

1

Figura 3.5: N5

(ii) N5 de la Figura
(i)  ({a, b, c}).

(iv) Z con el orden usual.
(v) Py de la Figura
(vi) Rg de la Figura[3.2]

Ejercicio 3.23. Si I y J son ideales de un reticulo L, entonces IN.J
es un ideal de L. (Cuidado: debe mostrar que I N J # (). Concluya
que el conjunto de todos los ideales de un reticulo, ordenado con el
orden de la inclusién, es a su vez un reticulo. ;Cudl es el extremo
superior de dos ideales?

Ejercicio 3.24. Si A es una colecciéon de ideales de un reticulo L,
no necesariamente se tiene que (.4 es un ideal de L. ;Qué puede
fallar?

Ejercicio 3.25. Los ideales y los filtros de un reticulo son interva-
los. La interseccién de un ideal y un filtro en un reticulo siempre
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Figura 3.6: Fy

es un intervalo. ;Todo intervalo de un reticulo es la interseccion de
un ideal con un filtro?

Definicién 3.10. Un ideal P de unreticulo L es unideal primo si

(i) P# L,

(ii) para todo x,y € L, si z Ay € P, entonces xt € P oy € P.

El conjunto de todos los ideales primos de un reticulo L sera
designado por P(L).

Ejercicio 3.26. Exhiba un ejemplo de un reticulo L tal que (L)
= 0.

Definicién 3.11. Un ideal M de un reticulo L es un ideal maxi-
mal si

(i) M #L,

(ii) para todo J ideal de L, si M C J, entonces M = Jo M = L.

Ejercicio 3.27. Exhiba un ejemplo de un reticulo L sin ideales
maximales y tal que P(L) # 0.

Ejercicio 3.28. Defina filtro primo y filtro maximal de un reticu-
lo L.

Ejercicio 3.29. Designamos por 2 a la cadena 0 < 1.

(i) Si L es un reticulo y o : L — 2 es un homomorfismo sobre-
yectivo, entonces a*{0} es un ideal primo de L y o*{1} es un filtro
primo de L.
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(ii) Existe una biyeccién entre el conjunto de los ideales primos
de L y el conjunto de los homomorfismos sobreyectivos de L en 2.

(ili) Existe una biyeccién entre el conjunto de los ideales primos
de L y el conjunto de los filtros primos de L.

Ejercicio 3.30. Encuentre todos los ideales primos y todos los
ideales maximales de los reticulos del Ejercicio [3.22]

Ejercicio 3.31. Muestre con un ejemplo que un ideal maximal no
necesariamente es primo.

Definicién 3.12. Sea R una relacion de congruencia sobre el re-
ticulo L y sea I un ideal de L. Diremos que I satura a R si para
todo z,y € L, (x,y) € Ry x € [ implicay € I.

Ejercicio 3.32. Sea o : L — M un homomorfismo sobreyectivo.
(i) Si I es un ideal propio de L que satura a N(«), entonces
a.(I) # M.
(ii) Si I es un ideal de L, entonces a,(I) es un ideal de M.
(iii) Si J es un ideal de M, entonces o*(J) es un ideal de L.

Teorema 3.4. Si o : L — M es un homomorfismo sobreyectivo
entre los reticulos L y M, entonces:

(i) . : I(L) — I(M) es adjunta a izquierda de o* : J(M) —
J(L).

(i) I € 3(L) es un punto fijo de o* o v, si y solo si I satura a
N(a).

(iii) Todo elemento de J(M) es punto fijo de o, o a*.

(iv) Si P € B(L) y P satura a N(a), entonces o (P) € P(M).

(v) Si Q € PB(M), entonces a*(Q) € B(L).
Demostracion. Por el Ejercicio 3.32] se tiene que a* y «, estan bien
definidas.

(i) (o, ™) es claramente un par adjunto.

(i) Sea I € J(L) tal que I = a*(a,(I)) y sea (x,y) € N(«) con
x € I. Tenemos que a(y) = a(x) € a.(l), luego y € a*(aw (1)) =
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Asi, I satura a N(«). Reciprocamente, supongamos que [ satura a

N(a):

y € a(a.(I)) a(y) € a.(I)
existe = € I tal que a(x) = a(y)
(z,y) E N(a) yz €l

yel.

e

Por lo tanto, a*(a.(l)) € I. Como la otra inclusién siempre se
tiene, tenemos que I es un punto fijo de a* o a.

(iii) Es evidente pues « es sobreyectiva.

(iv) Sea P € PB(L) tal que P satura a N(«). Supongamos que
a, (P) = M. Sea z € L — P. Tenemos que existe y € P tal que
a(r) = a(y) y como P satura a N(«) concluimos que x € P,
lo cual es absurdo. Por consiguiente, a.(P) es un ideal propio de
M. Sean ahora a,b € L tales que a(a) Aa(b) € .. (P). Existe y € P
tal que a(y) = a(a) A a(b) = a(a A b) y como P satura a N(a) se
concluye que a Ab € P. Asi, a € P ob € P, de donde a(a) € a,(P)
o a(b) € a.(P).

(v) Sea @ € P(M).Seax € M—Q yseaa € Ltal que a(a) = x.
Si suponemos que L = o* (Q) existe y € L tal que a(a) = a(y) y
como o*(Q) satura a N(«) concluimos que a € o*(Q). Asi, x =
a(a) € a,(a*(Q)) = Q, lo cual es absurdo. Sean ahora u,v € L.

uhv € a*(Q) = aluAv) e
= oau) ANa(v) € Q
= a(u) €Qoalv)eq
= uea(Q)ovea(Q).

]

Corolario 3.3. Si o : L — M es un homomorfismo sobreyectivo
entre los reticulos L y M, entonces existe una biyeccion entre el
conjunto de los ideales de M vy el conjunto de los ideales de L que
saturan a N(«).
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3.3.1. Una funcion fundamental

La funcién que estudiaremos ahora es fundamental en el desarrollo
de los capitulos posteriores.
Dado un reticulo L, definimos

dp: L — o(B(L):x—{PeP(L):x ¢ P}.

Teorema 3.5. Si L es un reticulo, entonces:
(i) La funcion dy es un homomorfismo.
(ii) Si L tiene 0, entonces dr, (0) = .
(7ii) Si L tiene 1, entonces dr,(1) = P(L).

Ejercicio 3.33. Demuestre el Teorema |3.5]

Proposicién 3.5. Si L es un reticulo y 0 : L — L/N(dy) es la
funcion candnica al cociente, entonces todo ideal primo de L satura

a N(0).

Demostracion. Sea P un ideal primo de L y sean x,y € L tales
que (z,y) € N(#). Tenemos que 0 (z) = 0 (y) o, lo que es lo mismo,
dr(x) = dr(y). Si suponemos que = € P, entonces P ¢ dp(x), por
lo tanto P ¢ dp(y) v asi, y € P. O

Definicién 3.13. Sea « : L — M un homomorfismo. Diremos que
« es propio si a* (P) es un ideal primo de L para todo ideal primo
P de M.

Ejemplo 3.6. La inclusién del intervalo (0,1) en R (con el orden
usual) es un homomorfismo que no es propio. En efecto, la imagen
reciproca del ideal primo (—o0,2) es (0,1) que no es un ideal pri-
mo de (0,1). También tenemos que la imagen reciproca del ideal
primo (—o0,0) es el conjunto vacio que no es un ideal primo de

(0,1).
Ejercicio 3.34. Todo homomorfismo sobreyectivo es propio.

Ejercicio 3.35. Hay homomorfismos constantes propios cuyos co-
dominios tienen mas de un elemento.
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Obsérvese que la compuesta de dos homomorfismos propios es
un homomorfismo propio y que toda funcién idéntica de un re-
ticulo es un homomorfismo propio. Por consiguiente, la clase de
los reticulos y los homomorfismos propios es una categoria que
llamaremos R,,.

La prueba de la siguiente proposicién se deja como ejercicio.

Proposicién 3.6. Sean L y M dos reticulos acotados. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(i) a: L — M es un homomorfismo acotado.

(i) a: L — M es un homomorfismo propio.

Corolario 3.4. La categoria R} es una subcategoria plena de la
categoria R,.

Ejercicio 3.36. No todo homomorfismo propio es acotado y no
todo homomorfismo acotado es propio.
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CAPITULO 4

Reticulos distributivos

The theory of distributive lattices

1s the most extensive and most satisfying
chapter in the history of lattice theory.
George Grétzer

Una de las clases mas importantes de reticulos son los reticulos
distributivos. En este tipo de reticulos, las operaciones V y A se
comportan como la union y la intersecciéon de conjuntos, lo que
facilita los calculos. Este comportamiento no es solamente una ana-
logia, pues todo reticulo distributivo es isomorfo a un subreticulo
de un reticulo de partes. Para lograr este resultado, es fundamental
el teorema del ideal primo que garantiza la existencia de suficientes
ideales primos.

4.1. Reticulos distributivos

Proposicion 4.1. Si L es un reticulo, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:
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70 CAPITULO 4. RETICULOS DISTRIBUTIVOS

(i) Para todo xz,y,z € L se tiene xV (yNz) > (x Vy)A(zV 2)
() Para todo x,y,z € L se tiene x A(yVz) < (x Ay)V(zA 2)
(7i) Para todo x,y,z € L se tiene xV (yNz) = (zVy)A(zV 2).
(i1 )Pamtodo:r; y,z € L setienex AN (yVz) = (zAy)V(zAz)

Demostracion. Basta probar que (i) implica (i®). Supongamos en-
tonces que se tiene (i). Sean x,y,z € L.

(xAy)V(xAz)

Y

((zAy)Vz)  (por (i)
(zV(zAy)) (conmutatividad de V)
NA((zVE)A(zVy)  (por (i)

((zvz)A(zVy)) (idempotencia de V)

= =
<

&

>

)
> < > >
<

JA(zVy)) (leyes de absorcién)
=(@A(zVa)A(zVy) (asociatividad de A)
=(@A(xVz)A(yVz) (conmutatividad de V)
=z A(yVz) (leyes de absorcin)

O

Definicién 4.1. Un reticulo en el que se satisfacen las identidades
de la proposicion anterior se llama reticulo distributivo.

Como las condiciones que definen la distributividad son una dual
de la otra, es claro que si L es un reticulo distributivo, entonces L°
también lo es. Por consiguiente, tenemos el principio de dualidad
para reticulos distributivos.

Teorema 4.1. Si una proposicion es vdlida para todos los reticulos
distributivos, entonces la proposicion dual también es valida para
todos los reticulos distributivos.

La siguiente proposicién nos proporciona una condicién necesa-
ria para que un reticulo sea distributivo. Esta condicién garantizara
mas adelante la unicidad de los complementos en los reticulos dis-
tributivos acotados.

Proposicion 4.2. Sea L un reticulo distributivo y sean x,y, z € L.
SixNy=xANzyxVy=xVz, entonces y = z.
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Demostracion.

]

Ejemplo 4.1. Los reticulos de la Figura no son distributivos.
En efecto, en ambos casos tenemos que 1 = zVy =2V zy 0 =

T ANy =1xNz peroy # z.

Figura 4.1: M5 y N5

Ejercicio 4.1. Todo subreticulo de un reticulo distributivo es dis-

tributivo.

La prueba del siguiente teorema puede consultarse, por ejemplo,

en [12].

Teorema 4.2. (Birkhoff) Un reticulo es distributivo si y solo si
ninguno de sus subreticulos es isomorfo a alguno de los reticulos

M; y N5 (Figura[4.1).

Ejercicio 4.2. Si L y M son reticulos distributivos, entonces tam-
bién son distributivos la suma ordinal L 9 M, la suma reducida
L < M y el producto L x M.
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72 CAPITULO 4. RETICULOS DISTRIBUTIVOS

Ejercicio 4.3. El producto de una familia no vacia de reticulos
distributivos es un reticulo distributivo.

Ejercicio 4.4. Si a : L — M es un homomorfismo inyectivo de
reticulos y M es distributivo, entonces L es distributivo.

Ejercicio 4.5. Sea L un reticulo distributivo y sean a,b € L tales
que a < b. Defina

a:L —ab]:x—bA(aVa).

(i) «v esté bien definida y es sobreyectiva.

(ii) aoa = a.

(ili) o es un homomorfismo de reticulos.

(iv) [a,b] es un cociente de L.

(v) Describa la relacién de congruencia correspondiente a este
homomorfismo.

Ejercicio 4.6. Si L es el reticulo de la Figura [4.2] describa las
relaciones de congruencia determinadas por los intervalos [a, c], [b, 1]
v [a, 1] de acuerdo con el ejercicio anterior.

Figura 4.2: Un reticulo distributivo

4.2. Ideales y relaciones de congruencia

Si L es un reticulo, llamaremos € (L) al conjunto de las relaciones
de congruencia sobre L y recordemos que designamos por J (L) al
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4.2. IDEALES Y RELACIONES DE CONGRUENCIA 73

conjunto de los ideales de L. Es claro que tanto € (L) como J (L)
son reticulos cuando se ordenan por la relaciéon C. Estudiaremos a
continuacién la relacién entre J (L) y € (L) para un reticulo distri-
butivo L.

Sea [ un ideal de un reticulo L. La relacion

O(I)={(z,y) e Lx L: existei € [ talquex Vi=yV i}

es una relacion de equivalencia sobre L. Si, ademas, L es distributi-
vo, entonces 6 (1) es una relacion de congruencia sobre L. En efecto,
6 (I) es claramente reflexiva y simétrica. Veamos que es transitiva:

(,9),(y,2) € 0(I) = (Fi,jel)(zVi=yViyyVj==zV])
= zViVjij=yViVj=2z2ViV]y
= (x,2) €0(I).

Sean ahora z,y,z € L. Si (z,y) € 6([), entonces existe i € [
tal que x Vi =y Viyporlotanto zVazVi=2VyVi, luego
(zVx,zVy) €d(l). Tenemos también que zA(x Vi) = zA(y Vi),
y por la distributividad (z Az) V (z Ai) = (2 Ay) V (2 Ad). Como
z Ai € I concluimos que (z Az, z Ay) € 0(1).

Asi, si L es distributivo, tenemos una funcién 6 : 3 (L) — € (L).

Ejercicio 4.7. Encuentre un ejemplo de un reticulo L con un ideal
I tal que 0 (I) no es una relaciéon de congruencia.

Proposicion 4.3. Si L es un reticulo distributivo e I es un ideal
de L, entonces L/0 (I) es un reticulo distributivo con 0.

Demostracion. Sabemos que L/6 (I) es un reticulo y como las ope-
raciones se definen con base en los representantes y L es distribu-
tivo, entonces L/6 (I) es distributivo. Nétese que si y € I, en-

tonces [9]9(1) = [I. Sean ahora * € Ly y € I. Tenemos que
[Zlooy AN Wlory = 2 AYlory = Wloy = I pues Ay, y € 1. Asi,
el minimo de L/6 (1) es 1. O

Ejercicio 4.8. Sea L un reticulo distributivo. Si R es una relacién
de congruencia sobre L se define 6(R) = {z € L : [z], < [y], para
todo y € L}.
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(i) Si R es una relacién de congruencia sobre L y 6(R) # 0,
entonces este conjunto es un ideal de L.
(i) Si I es un ideal de L, entonces §(0(I)) # 0.

Si € (L) ={Re€(L):0(R) # D}, entonces § es una funcion
de €y (L) en J(L).

Ejercicio 4.9. Las funciones 6 : J(L) — & (L) y 6 : €4 (L) —
J (L) son is6tonas.

Teorema 4.3. 5@ L es un reticulo distributivo, entonces la funcion
0:73(L) = €y (L) es adjunta a izquierda de la funcion § : € (L) —
J(L).

Demostracion. Sea I € J(L).
zed(0(1) < (Vy e L)y < [l

& VMyel)(Fuel)(zVu=(xAy)Vu)
e MWMyel)(Fuel)zVu<yVu)

S xel,
luego 6 (6 (1)) = 1.
Sea R € & (L).
(x,y) €0(0(R)) < (Fued(R)(zVu=yVu)
= (Fue L)([ulg < [2lg, [ulgp <[zl yoVu=yVu)
= (Fue L)((uVz)Rr, (uVy)RyyzVu=yVu)
= (z,y) € R,

luego 6 (0 (R)) C R.
Por el Ejercicio sabemos que ¢ y # son isétonas y, por con-
siguiente, 0 es adjunta a izquierda de 9. n

Obsérvese que de la demostracion del teorema anterior podemos
concluir que el conjunto de puntos fijos de d o f es, precisamente,

3(L).

Ejercicio 4.10. Si L es un reticulo con 0, entonces & (L) = € (L).
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Ejercicio 4.11. € (L) es un reticulo con minimo y méaximo. El
minimo es la relacion Ay y el maximo es la relaciéon L x L.

Ejercicio 4.12. Sea L un reticulo distributivo.
(i) SiI,J € J(L), entonces IV J={iVj:ielyjeJ}
(ii) 3 (L) es un reticulo distributivo.
(iii) L tiene 0 si y solamente si J (L) tiene 0.

4.3. El teorema del ideal primo

Teorema 4.4. Si L es un reticulo distributivo, entonces todo ideal
maximal de L es un ideal primo.

Demostracion. Sea M un ideal maximal de L y sean x,y € L tales
que z Ay € M. Supongamos que x ¢ M. Tenemos entonces que
(M U{x}] = Ly, por consiguiente, y € (M U {x}]. Asi, existe
m € M tal que y < m V x. En otras palabras, y =y A (mV x) =
(yAm)V (yAzx) € M. O

Teorema 4.5. (Teorema del ideal primo) Sea L un reticulo dis-
tributivo. Si I es un ideal de L, F es un filtro de L y F NI = 0,
entonces existe un ideal primo P de L tal que I C P y FNP = (.

Demostracion. Sea A el conjunto de todos los ideales de L que
contienen a [ y son disyuntos de F. Si ordenamos este conjunto
con la relacion de inclusién vemos que es un conjunto inductivo
(toda cadena de A tiene cotas superiores en A). Por consiguiente, el
Lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento maximal
P de A. Veamos que P es un ideal primo de L. Sean z,y € L
tales que Ay € P y supongamos que ni x ni y estan en P. Asi,
(PU{z}]NF#0y (PU{y}NF #0D. Sean fo € (PU{z}]NFy
f1 € (PU{y}|NF. Sabemos que existen p, ¢ € P tales que fy < pVzx
y f1 < qV y. Por consiguiente,

fonfi<Va)A(@gVy)=@AgVAY)V(xAqV(zAy).

Como esta tltima expresion estda en P, concluimos que fy A f1 € P
y, por lo tanto, F N P # (), 1o cual es absurdo. ]
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Ejercicio 4.13. (Dual del teorema del ideal primo o teorema del
filtro primo) Sea L un reticulo distributivo. Si I es un ideal de L,
F es un filtro de L y F NI = (), entonces existe un filtro primo G
de Ltalque FCGyGNI=0.

Corolario 4.1. Si L es un reticulo distributivo con mds de un
elemento, entonces P(L) # 0.

Teorema 4.6. Sea L un reticulo distributivo y sea a € L. Si
dr(a) C U dp(z) para algin subconjunto W de L, entonces existe
xeW

un subconjunto finito V-de W tal que dr(a) € U dp(zx).
eV

Demostracion. Sea J = (W]. Sia ¢ J entonces JN[a) =0 y por
el teorema del ideal primo existe un ideal primo P tal que J C P
y PNla) =0. Asi, P € di(a) y, por consiguiente, existe z € W tal
que P € dp(z). Esto es absurdo, pues W C J. Entonces a € J y
existen vy, ..., v, € W tales que

a<vyV..Vu,.
Aplicando la funcién dj tenemos que
dL(a) g dL (Ul V..V Un) = dL (’Ul) u .. Uu dL (’Un)
O

Teorema 4.7. (Balbes-Dwinger) Sea L un reticulo distributivo y
sean V' y W subconjuntos no vacios de L. Si () dp(x) C U dp(y),
zeV yew

entonces existen subconjuntos finitos Vi de V- .y Wy de W tales que

N du(z) € U dui(y).

eV yeWy

Demostracién. Si suponemos que [V) N (W] = @, por el teorema

del ideal primo existe un ideal primo P de L tal que (W] C Py

PN [V) = 0. Esto implica que P € N dp(z) — U di(y), lo cual
zeV yeW

es absurdo. Sea entonces a € [V) N (W]. Existen vy,...,v, € V' y
Wy, ..., Wy, € W tales que

NN LAY, <a<w V...V w,.

Al aplicar la funcién d; obtenemos
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dL(Ul VANPIRAN Un) g dL (w1 V..V wm)
y, por lo tanto,
dL(Ul) n .. ﬂdL(’Un) g CZL (wl) U .. UdL (wm)
[

Ejercicio 4.14. Sea L un reticulo distributivo con 0. Si V' es un
subconjunto no vacio de L tal que (N dp(z) = (), entonces existe
1%

re
un subconjunto finito V4 de V tal que N dp(x) = 0.
zeVy

4.4. Funtor de distributivizacion

A la subcategoria plena de R, cuyos objetos son los reticulos dis-
tributivos, la notaremos ® y a la subcategoria plena de R}, cuyos
objetos son los reticulos distributivos acotados, la llamaremos Dj.
También designaremos por », a la subcategoria plena de R,, cuyos
objetos son los reticulos distributivos, y por ®,, a la subcategoria
plena de R, cuyos objetos son los reticulos distributivos.

Teorema 4.8. Sea L un reticulo. La funcion dy, : L — o (B (L))
es inyectiva si y solamente si el reticulo L es distributivo.

Demostracion. Si dj, es inyectiva, entonces L es isomorfo a Imdj,
que es un subreticulo de p (P (L)) y, por lo tanto, es distributivo.
Reciprocamente, supongamos que L es distributivo y sean z y y
elementos distintos de L. Podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que = £ y. Entonces (y] N [z) = 0 y por el teorema del ideal
primo, existe un ideal primo P tal que (y] C Py PN [x) = (. Asi,
Pedp(z)y P ¢dg(y). Por consiguiente, dy, (z) # dr, (y). O

Proposicién 4.4. Sea L un reticulo. El reticulo L/N(dy) es dis-
tributivo.

Demostracion. Basta observar que L/N(dyr) es isomorfo a Imdy,.
[

Para cada reticulo L designamos por 0is(L) al reticulo distribu-
tivo L/N(dy).
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78 CAPITULO 4. RETICULOS DISTRIBUTIVOS

Proposicién 4.5. Sea o : L — M un homomorfismo propio y sean
x,y € L. Sidp(x) =dp(y), entonces dy(a(z)) = dp(a(y)).

Demostracion.

I € dy(a(x)) a(x) ¢l

x ¢ a’(I)

a* (I) € dp(x)
a” (1) € dr(y)
y¢a ()
aly) ¢ 1

I € dy(a(y)).

(N

Entonces podemos definir la funciéon
Ois(a) : 0is(L) — 0is(M) : 0, (x) — Oy (a (),

donde 6 : L — L/N(dr) y Oy : M — M/N (dps) son las fun-
ciones candnicas al cociente. La funcién 9is () es claramente un
homomorfismo.

Ejercicio 4.15. Si a : L — M es un homomorfismo propio, enton-
ces is(«v) también es un homomorfismo propio.

Hemos construido asi un funtor dis : R, — D,,.

Teorema 4.9. (Propiedad universal) Sea L un reticulo. St o : L —
M es un homomorfismo propio y M es distributivo, entonces existe
un unico homomorfismo propio & : is(L) — M tal que « = & o0y,

L~ dis (L)
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Demostracion. Basta ver que la funcién a : 9is(L) — M : 0, (x) —
a(x) estd bien definida. En efecto,

= dy(a(z)) = dy(aly))
= a(z) = aly).

La ultima implicaciéon se tiene pues M es distributivo y entonces
dys es inyectiva. Es claro que @& es un homomorfismo propio y que
es la tnica funcion que satisface « = @ o dy,. [

Corolario 4.2. El funtor dis : R, — D), es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion ©, — R,.

Corolario 4.3. La categoria ®©, es una subcategoria reflexiva de la
categoria R,.

Ejercicio 4.16. 6 = {0} .comm, s una transformacién natural del
funtor idéntico de la categoria R, en el funtor dis considerado como
endofuntor de R,,.

L

ois(L)
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CAPITULO b

Topologia

One must always topologize
Marshall Harvey Stone

En este capitulo estudiaremos ciertos espacios topolégicos asocia-
dos con los reticulos. Asumiremos aqui que el lector conoce los
conceptos basicos de topologia general: abiertos, cerrados, interior,
adherencia, base de abiertos, funcién continua, etc. También supo-
nemos que el lector conoce las definiciones de espacio Tg, T7 y T5
o de Hausdorff. Cuando hablemos de espacio compacto nos referi-
remos a la propiedad del recubrimiento abierto, sin suponer que el
espacio es de Hausdorff. Otras propiedades menos conocidas como
la sobriedad y la coherencia se definiran explicitamente, pues no es
comun hablar de ellas en un curso de topologia general.

5.1. El espectro primo de un reticulo

Si L es un reticulo, la imagen de la funcién dy, es una base para una
topologia 7, sobre B(L).
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Definicién 5.1. El espacio topoldgico (B(L), 7z) se llama el es-
pectro primo de L y se nota spec(L).

Esta topologia recibe el nombre de topologia de Zariski, topo-
logia de Stone o topologia de la envolvente del nicleo (hull-kernel
topology) dependiendo del contexto en que se presenta. Veamos por
qué se llama topologia de la envolvente del ntcleo:

Teorema 5.1. Sea L un reticulo. Si B es un subconjunto de spec(L),
entonces

B= {Jespec(L) :J2 I}.

IeB
Demostracion.
JeB & (Vrel)(Jedy(zx)=d,(x)NB#0D)
& Veel)(x¢J=3IeB)(x¢l))
& Veel)(VIieB)(zxel)=xzelJ)
& (V:vEL)(:BE ﬂ]:>:v€J>

IeB

¢

nicJ

IeB

]

N I suele llamarse el nicleo de B y, por consiguiente, la ad-
IeB

herencia de B es la envolvente del nicleo de B.
Corolario 5.1. Sea L un reticulo. Si I € spec(L), entonces
{I} ={J €spec(L): J DI}

Corolario 5.2. Sea L un reticulo distributivo y sea I € spec(L).
{I} es cerrado si y solamente si I es un ideal maximal de L.

Teorema 5.2. Si a : L — M es un homomorfismo propio de
reticulos, entonces la funcion

spec(a) : spec(M) — spec(L) : I — (1)

es continua y abierta sobre su imagen.
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Demostracion. Sea a € L.

I € (spec(a))” (dg (a)) spec () (I) € dy, (a)
a*(I) e dg (a)

a o (I)

ala) ¢l

I € dy(a(a)).

to 0

[]

Proposicién 5.1. St a: L — M es un homomorfismo sobreyecti-
vo, entonces spec(a) : spec(M) — spec(L) es inyectiva.

Demostracion.

spec (a) (1) = spec(a)(J) & o (I)=a"(J)
&S [rea’ () xea(J)
& |a(x)el s alx) e
&S [=J

La ultima equivalencia se tiene debido a que « es una funcién so-
breyectiva. ]

Teorema 5.3. Si L es un reticulo y 0, : L — L/N(dy) es la
funcion canonica al cociente, entonces

spec (01) : spec (L/N(dL)) — spec (L)
es un homeomorfismo.

Demostracion. Por ser 0, sobreyectivo, es un homomorfismo pro-
pio y, por consiguiente, la funcién spec () estd bien definida, es
continua y es abierta sobre su imagen. La Proposicion nos dice
que spec(fy) es inyectiva.

Sea ahora I un ideal primo de L. Tenemos que 0, (I) es un ideal
primo de L/N(dy) y, ademas, I = 60} (0. (I)). Por consiguiente,
spec (01) es sobreyectiva. O

Corolario 5.3. La hipdtesis de distributividad en los Teoremas[{.0]
y 4.7 puede suprimirse.
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Reescribimos aqui el Teorema en el lenguaje topoldgico, ya
sin la hipotesis de distributividad.

Teorema 5.4. Sea L un reticulo. Para cada x € L se tiene que
dr (x) es un subespacio compacto de spec (L).

Concluimos inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 5.4. Si L es un reticulo, entonces spec (L) es un espacio
localmente compacto.

La prueba de la siguiente proposicion es un sencillo ejercicio
para el lector:

Proposiciéon 5.2. Si L es un reticulo distributivo, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) L tiene 1.

(7i) spec(L) es compacto.

Ejercicio 5.1. Para cada entero positivo ¢ defina L; como el re-

oo
ticulo Ms. El reticulo <P L; tiene espectro compacto y no tiene 1.
i=1
Ejercicio 5.2. Sea © un reticulo con un solo elemento. Si L es un
reticulo, entonces spec(L 1 ©) es una compactaciéon por un punto

de spec(L).

Definicién 5.2. Un espacio topologico es coherente si tiene una
base de abiertos-compactos que es cerrada para intersecciones fini-
tas.

Con esta definicién y el Teoremal|s.4]concluimos inmediatamente
el siguiente corolario:

Corolario 5.5. Si L es un reticulo, entonces spec (L) es un espacio
coherente.

Proposicion 5.3. El espectro de un reticulo es siempre un espacio
To.

Demostracion. Sean I y J dos ideales primos diferentes de un re-
ticulo L. Entonces existe un x € I — J o existe un y € J — I. Por
consiguiente, J € dp(x) e [ ¢ dr(z)ol €dr(y)y J ¢dr(y). O
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Definicién 5.3. Una coleccién H de subconjuntos de un conjunto
es bi-reducible si para todo par de subconjuntos no vacios Ay B

de H tales que N A C |J B existen subconjuntos finitos A; de
A BeEB

cA
Ay By de Btalesque N AC U B.
AcAq BeB;
Definicién 5.4. Un espacio topolédgico es de Balbes-Dwinger si
es Tg, coherente y la coleccién de abiertos-compactos no vacios es

bi-reducible.

Nota 5.1. Los espacios que aqui llamamos de Balbes-Dwinger son
llamados en [12] espacios de Stone. Sin embargo, la nocién de espa-
cio de Stone es diferente en otras referencias. Véase, por ejemplo,
[27].

Ejercicio 5.3. Determine si los siguientes son espacios de Balbes-
Dwinger:

(i) N con topologia {0, 2N, 2N + 1, N}.

(i) [0, 1] con topologia usual.

(iii) N con topologia de colas a derecha.

(iv) N con topologia de complementarios finitos.

Los Teoremas [4.7] y los Corolarios y [b.5] nos permiten

concluir inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 5.5. Si L es un reticulo, entonces spec(L) es un espacio
de Balbes-Dwinger.

Proposiciéon 5.4. Si L es un reticulo y K es un abierto-compacto
no vacio de spec(L), entonces existe un a € L tal que K = dy, (a).

Demostracion. Sea K un abierto-compacto no vacio de spec (L).
Por ser abierto no vacio tenemos que existe V' C L, no vacio,

tal que K = | dg (x). Por ser compacto existen vy, ...,v, € V
zeV

tales que
n

K = U dp (v;) =dp (v1 V... Vo).

=1
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Ejercicio 5.4. Muestre con un ejemplo que el conjunto vacio puede
no ser de la forma dy, (a).

Ejercicio 5.5. Un espacio topolédgico finito es de Balbes-Dwinger
si y solo si es un espacio Tj.

Ejercicio 5.6. Describa el espectro primo de los siguientes reticu-
los:

(i) Z con el orden usual.

(ii) R con el orden usual.

(iii) El reticulo de la Figura [5.1]

(iv) El reticulo de la Figura [5.2]

(v) El reticulo de la Figura [5.3|

Figura 5.1: Rg

Definicién 5.5. Sea X un espacio topologico. Diremos que el con-
junto vacio es fundamental en X si toda coleccion de abiertos con
propiedad de interseccion finita tiene interseccion no vacia. Diremos
que un conjunto no vacio es fundamental si es abierto-compacto.

Noétese que () es fundamental si cada vez que una colecciéon A
de abiertos tiene interseccion vacia se tiene que alguna subcoleccion
finita de A también tiene interseccién vacia.

Ejercicio 5.7. En todo espacio de Balbes-Dwinger finito el con-
junto vacio es fundamental.
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Figura 5.2: 2 x 3

Figura 5.3: 23

Proposicién 5.5. Si L es un reticulo con 0, entonces el conjunto
vacio es fundamental en spec (L).

Demostracion. Basta probar la propiedad para colecciones de abier-
tos bésicos. Sea S un subconjunto de L tal que (N dp(a) = 0.

a€s
Como dp(0) = (), tenemos que () dp(a) C d(0), luego existen
acsS
a, ..., a, € S tales que dr(ay) N---Ndg(a,) C d(0) = 0. O

Para cada espacio X de Balbes-Dwinger notaremos §(X) a la
coleccion de los subconjuntos fundamentales de X.

Teorema 5.6. Si X es un espacio de Balbes-Dwinger, entonces
§(X) es un reticulo distributivo y spec(F(X)) es homeomorfo a X.
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Demostracion. Es evidente que §(X) es un subreticulo de p(X) v,
por consiguiente, es un reticulo distributivo. Sea ahora z € X y lla-
memos 7 al conjunto de los elementos de §(X') que no contienen a z.
Claramente T # §(X), pues el conjunto de los abiertos-compactos
de X es una base de X. Veamos que T # (:

=0 < ze () A
A€F(X)

= 0eFX)
= xe@,

lo cual es absurdo. Es ficil ver que Z es un ideal primo de §(X).
Definimos ahora la funcién

hx : X — spec(F(X)):x— T

y vamos a comprobar que hx es un homeomorfismo.

Sea A € F(X).

v € Wy (dgx)(A)) & hx(x) € dyx)(A)
o Ad¢hy(z)
& x e A,

luego h% (dg( X)(A)) = A. Por consiguiente, hy es fuertemente con-
tinua y ademas abierta sobre su imagen. Por ser X un espacio Ty,
es evidente que hy es inyectiva.

Para verificar la sobreyectividad, tomemos un ideal primo Z
de F(X). SiN A C U B, entonces existen Aj,.... A, € ZI¢y

A€Te BeT
By,...B, €T talesque AyN---NA, CBU---UB,, €Z, luego

existe i € {1,...,n} tal que A; € Z, lo cual es absurdo. Concluimos

que N A¢ UBypodemoseseogerunmE Nn A-— U B=
AeTe AeTe BeT
Nn AN N BC Por consiguiente, x esta en todos los elementos
Aeze BeT
de Z¢ y x no estd en ningtin elemento de Z, lo que significa que

Ejercicio 5.8. En cada caso determine si X es de Balbes-Dwinger.
En caso de que lo sea, describa §(X):
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(i) X ={a,b, c} con topologia discreta.

(ii) X = {a, b, c} con topologia {0, X, {a},{a,b},{a,c}}.
(iii) X = {a,b,c} con topologia {0, X, {a},{a,b}}.

(iv) X = N con topologia de complementarios finitos.

(v) X =N con topologia de colas a derecha.

Teorema 5.7. Si L es un reticulo distributivo, entonces se tiene
que § (spec (L)) es isomorfo a L.

Demostracion. Basta observar que si L es un reticulo distributivo,
entonces la funcion dp : L — p(spec(L)) es un homomorfismo
inyectivo cuya imagen es exactamente § (spec (L)). O

De la prueba de la continuidad de la funcién spec («) y la Pro-
posicion [5.4], concluimos el siguiente resultado:

Proposicion 5.6. Sea o : L — M un homomorfismo propio de
reticulos. La funcion

spec(a) : spec(M) — spec(L) : [ — o (I)

envia abiertos-compactos en abiertos-compactos por imagen recipro-
ca. Mas aiun, esta funcion envia fundamentales en fundamentales
por imagen reciproca.

Definicién 5.6. Una funcion entre espacios topologicos es fuerte-
mente continua si es continua y envia fundamentales en funda-
mentales por imagen reciproca.

Hemos probado entonces que para todo homomorfismo propio
a, la funcién spec(a) es fuertemente continua.

Ejercicio 5.9. Sia: L — M y 8 : M — T son dos homomorfismos
propios, entonces:
(i) Boa: L — T es un homomorfismo propio.

(ii) spec(f o ) = spec(a) o spec(f3).
Ejercicio 5.10. Si L es un reticulo, entonces spec(1z) = Lopec(r)-

Ejercicio 5.11. Si X es un espacio topologico, entonces 1x es una
funcion fuertemente continua.
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Ejercicio 5.12. Si f : X — Y y g:Y — Z son funciones fuerte-
mente continuas, entonces go f : X — Z es una funcién fuertemente
continua.

Los Ejercicios y nos muestran que spec es un funtor
contravariante de la categoria R, en la categoria T de los espacios
topologicos y las funciones fuertemente continuas. Tenemos asi que
la imagen de este funtor es, precisamente, la subcategoria plena de T
cuyos objetos son los espacios de Balbes-Dwinger y que notaremos
BD. Mostraremos ahora que el funtor spec : ®, — BD es una
coequivalencia de categorias.

Para cada f : X — Y fuertemente continua entre espacios de
Balbes-Dwinger definimos

$(f):3(Y) = F(X) : A f1(A).

Ejercicio 5.13. Si f : X — Y es una funcién fuertemente continua
entre espacios de Balbes-Dwinger, entonces §(f) : §(Y) — §(X)
es un homomorfismo propio.

Ejercicio 5.14. Si X es un espacio de Balbes-Dwinger, entonces

Ejercicio 5.15. Si f : X - Y y g : Y — Z son funciones fuerte-
mente continuas entre espacios de Balbes-Dwinger, entonces go f :
X — Z es también fuertemente continuay §(go f) =F (f)oF (9).

Los Ejercicios [5.13], [5.14] y [5.15] nos muestran que § es un funtor
contravariante de la categoria BD en la categoria D,.

Ejercicio 5.16. Si a : L — M es un homomorfismo propio de
reticulos distributivos, entonces (§ o spec («)) o dp, = dj; o a. Esto
muestra que d = (dz) ;copp € Una transformacion natural del funtor
idéntico de ®,, en el funtor § o spec.

dr,

L

(§ o spec)(L)

\ (F ospec) ()

M —— (§ o spec)(M)

dy
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Ejercicio 5.17. Si f : X — Y es una funcién fuertemente continua
entre espacios de Balbes-Dwinger, entonces (speco§ (f)) o hx =
hy o f. Esto muestra que h = (hx) ycopmo € Una transformacién
natural del funtor idéntico de BD en el funtor speco §.

X X (speco F)(X)

f

{(ﬂmog)(f)
Y T (speco F)(Y)

Como las transformaciones naturales de los Ejercicios y

son en realidad isomorfismos, concluimos el siguiente resultado:

Teorema 5.8. Los funtores spec : R, — BD y § : BD = R,
son adjuntos (contravariantes). La coequivalencia de adjuncion estd
dada por los funtores § : BD — D, y spec : D, — BD.

Ejercicio 5.18. Sean L y M reticulos.
(i) {Qué relacion existe entre spec(L), spec(M) y spec(L 1 M)?
(i) /Qué relacion existe entre spec(L), spec(M) y spec(L <P M)?
(iii) ;Qué relacién existe entre spec(L), spec(M) y spec(L x M)?

5.2. Sobriedad en espacios topologicos

Dedicaremos esta seccién a estudiar un poco la propiedad de so-
briedad y caracterizaremos los espacios de Balbes-Dwinger que son
sobrios.

Definicién 5.7. Sea X un espacio topoldgico. Un cerrado F # () es
irreducible si para todo par de cerrados Gy H de X, F=GUH
implica F' =G o FF' = H. Un abierto U # X es primo si para todo
par de abiertos C'y D de X, CND C U implica C CU o D CU.

Es claro que el complemento de un cerrado irreducible es un
abierto primo, y viceversa.

La nociéon de cerrado irreducible es una generalizacion de las ad-
herencias de los puntos. En efecto, es claro que en cualquier espacio
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topologico la adherencia de un punto es un cerrado irreducible.
Sin embargo, puede haber cerrados irreducibles que no son ad-
herencias de puntos. Por ejemplo, si X es un conjunto infinito
con topologia de complementarios finitos, tenemos que el cerra-
do X es un cerrado irreducible que no es la adherencia de nin-
gun punto. En otras palabras, si llamamos €(X) al conjunto de
todos los cerrados irreducibles del espacio topologico X, la funcién
ox : X — €(X) : x + {z} estd bien definida. Es claro que esta
funcion es inyectiva si y solamente si el espacio X es T. Aquellos es-
pacios para los cuales la funcién ¢ x es biyectiva son, precisamente,
los espacios sobrios.

Definicién 5.8. Un espacio topoldgico es sobrio si todo cerrado
irreducible es la adherencia de un tnico punto. Diremos que un
espacio topoldgico es ebrio si no es sobrio.

Ejemplo 5.1. Un conjunto con topologia grosera, con mas de un
punto, es un espacio ebrio.

Un conjunto infinito con topologia de complementarios finitos
es un espacio ebrio.

Un conjunto bien ordenado con topologia de colas a izquierda
es un espacio sobrio.

Ejercicio 5.19. Todo espacio T5 es un espacio sobrio y todo espacio
sobrio es un espacio Tj.

Debido a que todo espacio T5 es un espacio sobrio y todo espacio
sobrio es un espacio 7Tj, la sobriedad es considerada en algunos
textos como una propiedad de separacion.

Veamos ahora otra forma de identificar los cerrados irreducibles
que nos permitird reconocer cuando un cerrado es irreducible.

Sea X un espacio topolégico. Para cada subconjunto H de X
definimos

mw ={HNA:Aesun abierto de X y HN A # 0}.

Notese que T es la coleccion de abiertos no vacios del subespacio
H de X.
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Ejercicio 5.20. Sea F' un cerrado del espacio topologico X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F' es un cerrado irreducible.

(ii) 7r tiene la propiedad de interseccién finita.

Ejercicio 5.21. Sea F' un cerrado del espacio topologico X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe z € X tal que F' = {z}.
(i) N A#0.
AeTp
Ejercicio 5.22. Si X es un espacio sobrio y Y es un subespacio
abierto de X, entonces Y es sobrio.

Ejercicio 5.23. Si 7 es una topologia sobre un conjunto X, deno-
tamos por 7* la topologia sobre X generada por {X — A: A € 7}.
() es fundamental en el espacio topolédgico (X, 7) siy solo si (X, 7%)
es compacto.

Ejercicio 5.24. Sea L un reticulo distributivo. Si L no tiene 0,
entonces:

(i) Nspec(L) = 0.

(ii) spec(L) es un cerrado irreducible.

(iii) spec(L) # {I} para todo I € spec(L).

(

iv) spec(L) no es un espacio sobrio.

Proposicion 5.7. Si X es un espacio de Balbes-Dwinger, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es sobrio.

(ii) O es fundamental en X.

Demostracion. (i) = (ii) : Caso 1: existen dos abiertos-compactos
no vacios A y B tales que AN B = (). Sea A una coleccién de
abiertos-compactos tales que | V = (. Entonces N V C U{A4}
VeA VeA
y N V CU{B}y, por consiguiente, existen .4, A, subcolecciones
VeA

finitas de A tales que N V C U{A} vy N V C U{B}. Asi,
VeA VeAs

N V CANB =0. Por lo tanto, @) es fundamental en X.
VeA1UA2
Caso 2: la colecciéon de los abiertos-compactos no vacios de X

tiene PIF. En este caso tenemos que X es un cerrado irreducible
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y, por consiguiente, existe z € X tal que X = {z}. Sea A un
abierto-compacto no vacio y sea z € A. Como z € {x} tenemos
que AN{z} # 0y, por lo tanto, x € A. Asi, ninguna coleccién de
abiertos-compactos no vacios tiene interseccién vacia y entonces ()
es fundamental en X.

(77) = (i). Sabemos que X es homeomorfo a spec(F(X)). Vea-
mos que spec(F(X)) es sobrio: sea F un cerrado irreducible de
spec(F(X)) y sea T = jﬂfj. Como 0 es fundamental, Z # () y,

€

por consiguiente, es un ideal de F(X).

ANB el = ANBeJ paratodo J € F

{Z} = {J€spec(L(X)):IC T}

La siguiente proposicion es ahora evidente:

Proposicién 5.8. Si L es un reticulo distributivo, entonces las si-
gquientes afirmaciones son equivalentes:

(i) spec(L) es un espacio sobrio.

(ii) L tiene minimo.

(iii) O es fundamental en spec(L).
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5.3. Dualidad topolégica

Sidefinimos O : ®, - ©, mediante O (L) = L°yO (a: L - M) =
a: L° — M?, tenemos que O es un isomorfismo de categorias pues
O o0 = 1p,. Notese que este funtor es claramente distinto de la
identidad. Vamos a usar este funtor de dualidad para construir un
endofuntor de la categoria de los espacios de Balbes-Dwinger.
Definimos O : BD — BD mediante O = speco O o F. Para
simplificar la notacién escribiremos X° en lugar de O (X).

Ejercicio 5.25. El funtor 9 es una equivalencia de categorias tal
que O oD = lgp. En particular, tendremos que (X°)° es homeo-
morfo a X.

Ejercicio 5.26. Si L es un reticulo distributivo y X es un espacio
de Balbes-Dwinger, entonces:

(i) spec (L°) es homeomorfo a (spec (L))°.

(ii) § (X°) es isomorfo a (F (X)) °.

Ejercicio 5.27. Considere el reticulo Rg de la Figura describa
spec(Rg) v (spec(Rg)) °. Observe que no son homeomorfos.

Figura 5.4: Rg

El siguiente teorema nos muestra que las propiedades de com-
pacidad y sobriedad son una dual de la otra en la categoria de los
espacios de Balbes-Dwinger.
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Teorema 5.9. Sea X un espacio de Balbes-Dwinger. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) X es compacto.

(ii) X° es sobrio.

Demostracion.

X es compacto §(X) tiene maximo
O o §(X) tiene minimo
spec o O o F(X) es sobrio

4
<~
4
< X? es sobrio.

]

Ejercicio 5.28. Si X es un espacio compacto, sobrio y coherente,
y A(X) es la coleccién de los abiertos-compactos de X, entonces:
(i) 2(X) es un reticulo distributivo con 0y 1.
(ii) Si Z es un ideal primo de 2((X) entonces N{A°: A € T} # 0.
(iii) Si Z es un ideal primo de 2A(X) y x € N{A°: A € T}
entonces Z ={A € A(X):x ¢ A}
(iv) La funcién X — spec (A(X)) iz — {A € A(X) :x ¢ A} es

un homeomorfismo.

Como consecuencia de este ejercicio, tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 5.10. Si X es un espacio compacto, sobrio y coherente,
entonces X es un espacio de Balbes-Dwinger.

Definicién 5.9. Un espacio topologico X se llama espacio espec-
tral si es compacto, sobrio y coherente.

Mas adelante veremos una justificaciéon de este nombre.
Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 5.11. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) X es un espacio espectral.

(ii) X es un espacio de Balbes-Dwinger sobrio y compacto.

(iii) X es homeomorfo al espectro primo de un reticulo distri-
butivo acotado.

(iv) X es homeomorfo al espectro primo de un reticulo acotado.
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Ejercicio 5.29. Describa el espectro de una cadena. Explique por
qué es natural llamar espacio espectral lineal al espectro de una
cadena acotada.

Llamaremos & a la subcategoria plena de B9 cuyos objetos son
los espacios espectrales. Es claro que el funtor spec se restringe a
un funtor de D} en & y el funtor F se restringe a un funtor de &
en ©;. Asi, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.12. spec : D) — & es una coequivalencia de categorias.
Ejercicio 5.30. La categoria & es cerrada para productos finitos.

Ejercicio 5.31. La categoria D] es cerrada para co-productos fi-
nitos.

Ejercicio 5.32. El reticulo Py de la Figura [5.5| es el co-producto
de la cadena {0,e,1} y C(Py) (ver definicién de C'(L) en la Seccién
6.1).

Figura 5.5: Py

Ejercicio 5.33. Describa el espacio spec (Py) para el reticulo Py
del ejercicio anterior. Muestre que este espacio es el producto de los
espectros de la cadena y de C'(P).
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5.4. Espectros de anillos conmutativos

Todo el trabajo que hemos hecho para asociarle un espacio topolé-
gico a un reticulo, lo podemos realizar de forma analoga con anillos
conmutativos en lugar de reticulos. Supondremos en esta seccién
que el lector esta familiarizado con las nociones basicas de la teoria
de anillos conmutativos. En particular, suponemos que conoce la
definicién de ideal primo.

Sea A un anillo conmutativo y sea P (A) el conjunto de los
ideales primos de A. Definimos

D:A—=pPA):a—{IeP(A):ad¢l}.

La funcién D tiene las siguientes propiedades:

(i) D (0) = 0.

(i) Si A tiene unidad 1, entonces D (1) =P (A).

(iii) D(wy) = D (z) N D (y).

(iv) D(z+y) € D (x) UD (y).

Tenemos asi que la imagen de D es una base para una topolo-
gia sobre P (A). El espacio topoldgico correspondiente se llama el
espectro primo de A y lo notaremos Spec (A).

Es claro que §4 = {D(a) : a € A} es un reticulo distributivo
con 0.

Teorema 5.13. Spec (A) es homeomorfo a spec(Fa).

Demostracion. Para cada I € Spec (A) defina f(I) ={D(a):a €
I} y para cada J € spec(§4) defina g(J)={a€ A: D(a) € J}.
Es facil ver que f es una funcién de Spec (A) en spec (F4), g es una
funcién de spec (Fa) en Spec(A) y g = f~!. Ademds, para cada
a € A tenemos

Ie [*(dg, (D(a))) f{) edg, (D(a))
D(a) & f(I)
ad¢l

I €D (a).

te ¢

Asi, f es continua y abierta sobre su imagen y, por consiguiente, es
un homeomorfismo. n
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Corolario 5.6. Si A es un anillo conmutativo, entonces Spec (A)
es un espacio de Balbes-Dwinger que es sobrio.

Corolario 5.7. Si A es un anillo conmutativo con unidad, entonces
Spec (A) es un espacio espectral.

El siguiente teorema de Hochster (véase [25]) caracteriza los
espectros primos de los anillos conmutativos con unidad.

Teorema 5.14. (Hochster) Si X es un espacio compacto, sobrio y
coherente, entonces existe un anillo conmutativo A, con unidad, tal
que X es homeomorfo a Spec (A).

Definicién 5.10. Diremos que un homomorfismo de anillos h :
A — B es propio si la imagen reciproca de cualquier ideal primo
de B es un ideal primo de A.

Si para cada homomorfismo propio de anillos h : A — B, defi-
nimos

Spec (h) : Spec (B) — Spec (A) : I — h* (),

entonces Spec : A, — BD es un funtor contravariante de la ca-
tegoria de los anillos conmutativos y los homomorfismos propios
en la categoria de los espacios de Balbes-Dwinger y las funciones
fuertemente continuas.

Ejercicio 5.34. Sea A un anillo conmutativo y sea N (A) el nilra-
dical de A, es decir, la interseccién de todos los ideales primos de

A. Spec (A/N(A)) es homeomorfo a Spec (A).

Ejercicio 5.35. Sea A un anillo conmutativo y sea I un ideal de
A. Si se define

V(I)={P € Spec(A):1IC P},

entonces V' (I) es un subespacio cerrado de Spec (A) que es homeo-
morfo a Spec (A/1).

Ejercicio 5.36. Existen anillos conmutativos sin unidad tales que
su espectro primo es compacto.
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Ejercicio 5.37. § o Spec es un funtor de 2, en ®,. El reticulo
§ o Spec (A) se llama reticulacion del anillo conmutativo A. Para
un estudio de las propiedades de este funtor, se puede consultar
en [40].

Nota 5.2. Sillamamos 2l a la categoria de los anillos conmutativos
con unidad y los homomorfismos de anillos que preservan unidad,
entonces Spec es un funtor de 2, en la categoria & de los espacios
compactos, sobrios y coherentes y las funciones fuertemente conti-
nuas. El teorema de Hochster nos dice que la imagen de este funtor
es, precisamente, la categoria &, lo que justifica el hecho de que los
objetos de esta categoria se llamen espacios espectrales.

Nota 5.3. Para un estudio completo del funtor Spec, su relaciéon
con diferentes mecanismos de adjunciéon de unidad y compactacio-
nes de espacios de Balbes-Dwinger que son sobrios, puede consul-
tarse en [38].

5.5. Ubicuidad de los espacios
espectrales

Veremos en esta secciéon que todo espacio topologico esté estrecha-
mente relacionado con un espacio espectral.

Sea, X un espacio topoldgico y sea Q2 (X) su topologia. Es cla-
ro que ©(X) es un reticulo distributivo. Vamos a establecer una
relacién entre el espacio X y el espacio spec (€2 (X)).

Si x € X, entonces {x} es un cerrado irreducible y X — {x}
es un abierto primo. Por consiguiente, (ejercicio) (X - m} es un
ideal primo de © (X). Podemos entonces definir la funcién

nx : X — spec(Q(X)) 1z — (X—m}.

Teorema 5.15. Si X es un espacio topologico, entonces nx : X —
spec (Q (X)) es una funcion continua y abierta sobre su imagen.
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Demostracion. Sea A € (X).

r € nx (dogx) (4)) & 11x (2) € dogx) (A)
A ¢ nx (@7

A X —{x}
An{z}#0

x € A

S R

]

Teorema 5.16. Si X es un espacio topoldgico, entonces nx (X) es
denso en spec (2 (X)).

Demostracion. Sea A € Q(X).

Ae N T e Ac)(X-{a}

& (reX)(AcX-{z})
& (VreX)(An{z}=0)
& (Ve eX)(z¢A)

& A=10

Entonces, el ntcleo de nx (X) es {0} y, por consiguiente, todo ideal
primo de € (X) estd en la adherencia de nx (X). O

Ejercicio 5.38. Si X es un espacio topoldgico Ty, entonces nx es
inyectiva.

El siguiente teorema es ahora evidente.

Teorema 5.17. Todo espacio topologico Ty es homeomorfo a un
subespacio denso de un espacio espectral.

Observe que si f : X — Y es una funcién continua, entonces
Q(f) = f* es un homomorfismo acotado de Q2 (Y) en Q (X). Asi,
Q: Top — D} es un funtor contravariante.
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Sea ahora f: X — Y una funcién continua y sea = € X.

A€ (speco Q)(f) (nx (z)) & [(A) €nx (z)

& (f1(A)cx—Ta})
& (f(An{ey=0)
& x ¢ [1(4)

< fl@) ¢ A

& ACY —{f(x)}
=

Hemos probado que (speco Q) (f)onx = ny o f, y por consiguiente
n = (Nx)xcoprop ©5 Una transformaciéon natural del funtor idén-
tico de la categoria Top en el funtor spec o ) considerado como
endofuntor de Top.

nx

X 2 (spec 0 Q)(X)

f

{(ﬁpecoﬂ)(f)

Y ——— (speco Q)(Y)

ny

5.6. Sobrificaciéon de un espacio
topoldégico

Describiremos en esta seccion la construccién del mejor espacio so-
brio asociado a un espacio topolégico cualquiera.

Fijemos un espacio topolégico X y consideremos el subespa-
cio s0b(X) de (speco Q) (X) cuyos elementos son los ideales pri-
mos principales de 2 (X). Es claro que nx (X) es un subespacio de

s0b(X).

Proposicion 5.9. sob(X) es un espacio sobrio.
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Demostracion. Sea F un cerrado irreducible de sob(X). Tenemos
que F = {(V] : V € T} para algin conjunto 7 de abiertos pri-
mos de X. Sea W el interior de 7. Veamos que W es un abierto
primo de X : sean A y B abiertos de X.

ANBCW = AnBCOT
& FC (dn(x) (AQB))C
& F C (dae (4)) U (dacx) (B))
& FC (dQ(X) (A))C oF C (dQ(X) (B))C (pues F
es cerrado irreducible)

& AC(ToBCT
& ACWoBCW  (pues Ay B son abiertos).

Entonces Z = (W] € sob(X). Nétese que NF = (W] y, por consi-
guiente, {Z} = F. La unicidad se concluye de la propiedad Tj de
sob(X). O

Ejercicio 5.39. Si f : X — Y es una funcién continua y F' es un

cerrado irreducible de X, entonces f,(F') es un cerrado irreducible
de Y.

Teorema 5.18. (Propiedad universal) Sean X un espacio topolo-
gico y'Y un espacio topologico sobrio. Si f : X — Y es una funcion
continua, entonces existe una tnica funcion continua f - s0b(X) —
Y tal quef:fonx.

nx

X — sob(X)
7
Y

Demostracion. Para cada abierto primo A de X tenemos que
f«(X — A) es un cerrado irreducible de Y. Por lo tanto, existe un

o~

tnico y € Y tal que f.(X — A) = {y}. Definimos f((A]) = y. Si
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x € X es claro que f((X —m]) = f(z) luego f = fonx. Veamos
ahora que f es continua. Sea A un abierto de Y.

A~

Bl € () (4) & f(B)eA

< y € Adonde {y} = f. (X — B)
& ANfi (X —=B)#0

& [f(ANX-B)#0

& ffA)¢B

& f7(A) ¢ (B]

& (B] € dox) (f* (A)) Nsob (X).

Se deja como ejercicio probar que esta es la tnica funcién de
s50b(X) en Y que al componerla con ny nos da f. O

Para cada f: X — Y/f_\uncién continua entre espacios topologi-
cos definimos so0b(f) = ny o f. Asi, sob resulta ser un funtor de la
categoria Fop en la subcategoria plena Gob de Top cuyos objetos
son los espacios sobrios.

Corolario 5.8. El funtor sob : Top — Sob es adjunto a izquierda
del funtor de inclusion Sob — Top.

Corolario 5.9. La categoria Gob es una subcategoria reflexiva de

Top.
El espacio s0b(X) se conoce como la sobrificacién de X.

Ejercicio 5.40. Sea © un reticulo con un solo elemento. Si L es
un reticulo sin minimo, entonces spec (O «P L) es la sobrificacion

de spec (L).
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CAPITULO 6

Reticulos de Boole

No matter how correct a mathematical
theorem may appear to be, one ought
never to be satisfied that there was
not something imperfect about it

until it also gives the impression

of being beautiful.

George Boole

Los reticulos mas conocidos son los reticulos de Boole (reticulos
distributivos complementados) debido, en parte, a que permiten
modelar el calculo proposicional de la logica clasica. Estudiaremos
en este capitulo las relaciones entre los reticulos de Boole y los
reticulos distributivos acotados, asi como sus consecuencias topolé-
gicas. Consideraremos también otro tipo de reticulos asociados con
estos: los reticulos localmente booleanos y los reticulos de Post.

Inicio Contenido Sali}%{ p & 2 Volver



106 CAPITULO 6. RETICULOS DE BOOLE

6.1. Reticulos de Boole

Definicién 6.1. Sea L un reticulo acotado y sea x € L. Se dice
que un elemento y de L es un complementode xsizVy =1y
z ANy =0.

Proposiciéon 6.1. Si L es un reticulo distributivo acotado y un
elemento x € L tiene complementos y y z, entonces y = z.

En un reticulo distributivo acotado, el complemento de un ele-
mento x, cuando existe, se nota z’. El conjunto de los elementos
complementados de L se nota C(L).

Ejercicio 6.1. Sea L un reticulo distributivo acotado.

(i) Si # € C(L) entonces 2’ € O(L) y (2') = .

(ii) (Leyes de De Morgan) Si o,y € C(L) entonces (v Ay) =
VY y(xVvy) =2 Ay

(iii) C'(L) es un subreticulo de L.

(iv) 0,1 € C(L), O’—lyl’—O

v) La funciéon x +— 2’ es un isomorfismo de reticulos acotados

(
de C(L) en C(L)°.
(vi) C(C(L)) = C(L).

(vii) Si a € C'(L) entonces L es isomorfo a (a] x (a].

Definicién 6.2. Se dice que un reticulo distributivo acotado L es
un reticulo de Boole si C(L) = L.

El ejemplo cldsico de reticulo de Boole es el reticulo p (X) de
las partes de un conjunto X.

Ejercicio 6.2. Si L es un reticulo de Boole y a € L, entonces para
todo z,y € L se tiene que

aNz<ysz<dVy.

Concluya que la funcion a : L — L : z — a A x es adjunta a
izquierda.

Ejercicio 6.3. Sean L y M reticulos distributivos acotados y « :
L — M un homomorfismo acotado. Si x € C(L) entonces a(z) €
C(M).
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6.1. RETICULOS DE BOOLE 107

El ejercicio anterior nos muestra que todo homomorfismo aco-
tado v : L — M entre reticulos distributivos acotados se restringe
a un homomorfismo acotado C(«) : C(L) — C(M).

Si llamamos B a la subcategoria plena de D} cuyos objetos son
los reticulos de Boole, entonces C' es un funtor de Dj en B.

La prueba del siguiente teorema se deja como ejercicio para el
lector.

Teorema 6.1. El funtor C' : ®} — B es adjunto a derecha del
funtor de inclusion B — Dj.

Corolario 6.1. La categoria B es una subcategoria co-reflexiva de
la categoria D;.

Ejercicio 6.4. El producto de una familia de reticulos de Boole es
también un reticulo de Boole.

Teorema 6.2. Todo reticulo distributivo es (isomorfo a) un subre-
ticulo de un reticulo de Boole.

Demostracion. Basta observar que si L es un reticulo distributivo,
entonces dy, : L — p (P(L)) es un homomorfismo inyectivo. O

Nétese que dy, es un homomorfismo acotado.

Definicién 6.3. Sea L un reticulo distributivo. Diremos que (A, B)
es una extensiéon booleana libre de L si B es un reticulo de
Boole y A : L = B es un homomorfismo acotado tal que para todo
homomorfismo acotado « : L — M, donde M es de Boole, existe
un unico homomorfismo acotado & : B — M tal que a = @ o \.

L —>+ B

N

M

Sea L un subreticulo de un reticulo de Boole B. El subreticu-
lo de Boole de B generado por L es la interseccion de todos los
subreticulos de Boole de B que contienen a L y lo notaremos [L] 5.

Inicio Contenido Salir < p €& 2 Volver



108 CAPITULO 6. RETICULOS DE BOOLE

Proposicién 6.2. Si L es un subreticulo de un reticulo de Boole B,
entonces x € [L] g si y solo si existen xq, ..., Ty, Y1, ...y, € LU{0,1}
tales que

r=(x1 Ay V- V(x, ANyl).
Ejercicio 6.5. Pruebe la proposicién anterior.

Teorema 6.3. Si L es un subreticulo de un reticulo de Boole B y
j:L— B:xw x esun homomorfismo acotado, entonces (j,[L]g)
es una extension booleana libre de L.

Demostracion. Sea o : L — M un homomorfismo acotado donde M
es un reticulo de Boole. Sabemos que todo elemento de [L]; es de la
forma (xq Ay))V---V(z, Ay, donde xq, ..., T, Y1, .y, € LU{0, 1}
Definimos

a((z Ay VeV Ayy))

= (ate) o)) vV (ale) o)

Dejamos como ejercicio ver que & esta bien definida y que es un
homomorfismo acotado. Es claro que a = @co j y que esta funcién
es la tnica que satisface esta condicién. O

Corolario 6.2. Si L es un reticulo distributivo, entonces (dr,, [(dL),
(L)}p(‘ﬁ(L))) es una extension booleana libre de L.

Si para cada reticulo distributivo L definimos B(L) = [(dy),
(L)]p(ry ¥ para cada homomorfismo acotado a : L — M entre
reticulos distributivos definimos B(a) = dyoa: B(L) — B(M),
entonces B resulta ser un funtor de la categoria ®, de los reticulos
distributivos y los homomorfismos acotados en la categoria 8. El
siguiente teorema es ahora evidente:

Teorema 6.4. El funtor B : ®, — B es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion B — D,.

Corolario 6.3. La categoria B es una subcategoria reflexiva de la
categoria ®,,.
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Corolario 6.4. El funtor B : D} — B es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion B — Dy.

Corolario 6.5. La categoria B es una subcategoria refleriva de la
categoria D .

Ejercicio 6.6. Sea L un reticulo distributivo acotado. Si existen
intervalos Bi, ..., B, que son reticulos de Boole tales que By «P
-+« «P B, es un subreticulo de L que comparte con L el 0 y el 1,
entonces By X - -+ X B,, es una extensioén booleana libre de L.

Ejercicio 6.7. Sea L un reticulo distributivo acotado. Si en L existe
una cadena maximal 0 < x; < --- < x, < 1, entonces L es finito y
todas las cadenas maximales de L tienen la misma longitud. (Ayu-
da: use el ejercicio anterior y el hecho de que si a < b, entonces
{a, b} es un reticulo de Boole).

Ejercicio 6.8. Todos los reticulos distributivos con la misma lon-
gitud tienen la misma extensién booleana libre.

Proposicién 6.3. Si L es un reticulo de Boole, entonces spec(L)
es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sea L un reticulo de Boole y sean I,.J € spec(L)
con I # J. Supongamos, por ejemplo, que x € [ — J. Enton-
ces J € dr, (z) y ademds I € dy (2'). En efecto, si 2’ € I entonces
1 =zVa' e€l,locual es absurdo. Tenemos que dy, (z) Ndy (z') =

dL(ZL‘/\ZE/):dL(O):@. ]

Corolario 6.6. Si L es un reticulo de Boole, entonces todo ideal
primo de L es maximal.

Demostracion. Basta observar que un ideal primo I es maximal si
y solo si {I} es un conjunto cerrado en spec(L). Como spec(L) es
de Hausdorff, entonces es un espacio 17 y, por consiguiente, todo
conjunto unitario es cerrado. ]

Proposicion 6.4. Si L es un reticulo de Boole, entonces spec(L)
es un espacio totalmente disconexo.
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Demostracion. Basta observar que los abiertos basicos de spec(L)
son en realidad abiertos-cerrados. En efecto, el complemento del
abierto basico dr, () es el abierto bésico dy, (2'). O

Teorema 6.5. Si L es un reticulo de Boole, entonces spec(L) es
un espacio de Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Ejercicio 6.9. (i) Todo espacio de Hausdorff finito es discreto.
(ii) Todo reticulo de Boole finito es isomorfo a p(X) para algin
conjunto finito X.

6.2. Hausdorffizaciones de espacios
espectrales

Llamaremos $) a la subcategoria plena de & cuyos objetos son los
espacios espectrales de Hausdorff. Tenemos asi que la coequivalencia
spec : D) — & se restringe a una coequivalencia spec : B — §.

Consideremos ahora el funtor restringido B : D — 9B y llame-
mos haus, al funtor speco Bo§ : & — §H. Tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 6.6. El funtor haus, : & — § es adjunto a derecha del
funtor de inclusion $ — S.

Demostracion.

[X, baus, (V)] = [X,specoBoF(Y)]

)
3ospeCOBOS(Y) (X))o

[
| ;
[Bo(Y),§ (X))o,

3

X,

1

I

( )& (X)]g1
Ys.

Se deja como ejercicio verificar la naturalidad. m

I

Corolario 6.7. La categoria $ es una subcategoria co-reflexiva de
la categoria &.

Llamemos ahora haus; al funtor specoCoF: G — 9.
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Teorema 6.7. El funtor haus, : & — § es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion $H — G.

Demostracion.
baus, (X), Y]y = [specoCoF (X), Y],
= 800 om0 005 (Xl
= [§(Y).CoF(X)]y
= )3 ( o
- [X,Y}G
Se deja como ejercicio verificar la naturalidad. m

Corolario 6.8. La categoria $ es una subcategoria reflexiva de la
categoria G.

Los funtores haus,; y haus; se llaman funtores de hausdorf-
fizacion. El primero convierte a un espacio espectral en un espa-
cio espectral de Hausdorff, manteniendo el conjunto subyacente y
aumentando el nimero de abiertos. El segundo transforma un es-
pacio espectral en un espacio espectral de Hausdorff mediante un
cociente.

Ejercicio 6.10. Si X es un espacio espectral, entonces haus, (X)
es un cociente topologico de X.

Ejercicio 6.11. Si X es un espacio espectral, entonces
Q (haus, (X)) es la topologia generada por §(X) U {A° : A €
§(X)}. Esta topologia se conoce como topologia constructible
de X.

6.3. Reticulos localmente booleanos

Definicién 6.4. Un reticulo L es localmente booleano si para
todo par de elementos z,y € L tales que = < y se tiene que [z, y]
es un reticulo de Boole.

Ejercicio 6.12. Todo reticulo localmente booleano es distributivo.
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Ejercicio 6.13. Todo reticulo de Boole es localmente booleano.

Ejemplo 6.1. Sea X un conjunto infinito. El conjunto @, (X) de
las partes finitas de X es un reticulo localmente booleano que no
es un reticulo de Boole.

Ejemplo 6.2. Sea B un reticulo de Boole. Todo intervalo de B
es un reticulo localmente booleano. En particular, los ideales y los
filtros de B son localmente booleanos.

Ejemplo 6.3. Ninguna cadena con mas de dos elementos es un
reticulo localmente booleano.

Teorema 6.8. Si L es un reticulo localmente booleano, entonces
spec(L) es un espacio Tj.

Demostracion. Sea L un reticulo localmente booleano y sea I un
ideal primo de L. Consideremos J ideal de L tal que I & J y fijemos
yelyxeJ—1 Seaz € L. Tenemos que [z Ay,zV z| es un
reticulo de Boole y « € [z Ay,z V 2] luego existe ' complemento
dexen [z Ay,xVz]. ComoxzAz' =zAy € I, tenemos que z’ € I.
Por otro lado, z V z = 2 V 2’ € J de donde z € J. Concluimos que
J = Ly, por consiguiente, I es un ideal maximal de L. Asi, {I} es
cerrado en spec(L). O

Ejercicio 6.14. Sea L un reticulo distributivo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) Todo ideal primo de L es maximal.

(ii) Todo filtro primo de L es maximal.

Teorema 6.9. (Nachbin) Si L es un reticulo distributivo y spec(L)
es un espacio T, entonces L es localmente booleano.

Demostracion. Sean a,b € L talesquea < by seac € [a,b]. Sia=c
0 b = c es claro que ¢ tiene complemento en [a, b]. Supongamos que
a < c <b. Sean

I = {ze€l:chz<a}
F = {zel:b<cVua}.

Es facil ver que I es un ideal de L y F' es un filtro de F.
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Veamos que I N F no puede ser vacio. En efecto, si INF = ()
entonces, por el teorema del ideal primo, existe P ideal primo de L
tal que I € Py PN F = (). Por hipdtesis P es un ideal maximal
de L. Si ¢ ¢ P entonces L = (P U{c}] y asi, b < pV ¢ para algin
p € P. Pero entonces p € PN F, lo cual es absurdo. Concluimos
que ¢ € P. Por otro lado, como PN F = (), por el teorema del filtro
primo, existe G filtro primo de L tal que F C Gy GNP = (. Si
c ¢ G entonces L = [GU{c}) y asi, a > g A ¢ para algin g € G.
Pero entonces g € I NG C PN G, lo cual es absurdo. Concluimos
que ¢ € G. Por consiguiente, llegamos a la contradiccion c € PN G
y GNP = (. Por lo tanto, I N F # ().

Six € I NF entonces es facil ver que y = (aV ) A b es un
complemento de ¢ en |a, b]. O

Teorema 6.10. Sea L un reticulo distributivo. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) L es localmente booleano con 0.

(i7) spec(L) es un espacio T.

Demostracion. (i) = (ii) : sea L un reticulo localmente booleano
con 0y sean [ y J ideales primos de L con I # J. Por el Teoremal6.§]
sabemos que [ y J son ideales maximales de L y, por consiguiente,
existen vt € I —Jyy € J—1.Siz=xVy tenemos que [0, z] es
un reticulo de Boole. Sea 2’ el complemento de z en [0, z]. Tenemos
que J € dp (x) e I €d (yAz'). En efecto,

yANr €l = '€l
= zsVy=a'Vzel
= yel,

lo cual es absurdo. Ademaés, dy (z)Ndy (yAz') =d(z ANy Aa') =
dr, (0) = 0.

(17) = (i) : sea L un reticulo distributivo tal que spec(L)
es un espacio Ty. Por el Teorema L es localmente booleano,
pues Ty implica 7). Si spec(L) tiene un solo punto, entonces L tiene
dos elementos y, por lo tanto, tiene 0. Si spec(L) tiene al menos dos
elementos I y J, existen z,y € L tales que I € dp(x),J € dp(y) y
dr(z) Ndy(y) = 0. Entonces 0 =z Ay € L. O
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La prueba de los siguientes tres teoremas se deja como ejercicio.

Teorema 6.11. Sea L un reticulo localmente booleano con 0y sin 1.
La compactacion de Alexandroff de spec (L) es un espacio espectral
de Hausdorff.

Teorema 6.12. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) X es un espacio espectral de Hausdorff.

(i) X es un espacio compacto, de Hausdorff y totalmente dis-
COMETO.

Teorema 6.13. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) X es un espacio de Balbes-Dwinger y de Hausdorff.

(ii) X es un espacio localmente compacto, de Hausdorff y total-
mente disconezo.

6.4. Anillos de Boole

Definicién 6.5. Un anillo A es de Boole si para todo z € A se
tiene que 22 = x.

Proposiciéon 6.5. Si A es un anillo de Boole, entonces
(i) Para todo x € A se tiene que x + x = 0.
(i) A es un anillo conmutativo.

Ejercicio 6.15. Si A es un anillo, definimos la siguiente relacién
sobre A :
TRAy & = xy.

i) R es reflexiva si y solo si 22 = x para todo z € A.

(
(ii) Si el anillo A es conmutativo, entonces R, es antisimétrica.

(iii) R4 siempre es transitiva.

(iv) Ra es de orden sobre A siy solo si el anillo A es de Boole.
Ejercicio 6.16. Si A es un anillo conmutativo, definimos E(A)
como el conjunto de los elementos idempotentes de A. E(A) es un
anillo de Boole con las operaciones definidas por

rdy = (v-y)’
rOY = zy.
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Dado un anillo de Boole A al conjunto ordenado (A, R4), lo
notaremos R(A). De ahora en adelante, el inico orden que consi-
deraremos sobre un anillo de Boole A es R4 y lo notaremos simple-
mente <.

Teorema 6.14. Si A es un anillo de Boole, entonces R(A) es un
reticulo localmente booleano con 0 en el que, para todo x,y € A, se
tiene que xVy = +y+azy yx ANy = zy.

Teorema 6.15. Si A es un anillo de Boole, entonces

(i) A tiene unidad si y solamente si R(A) tiene mdzimo si y
solamente si R (A) es un anillo de Boole.

(ii) Si A tiene unidad el mdzximo de R (A) es, precisamente, la
unidad de A.

(7ii) Si A tiene unidad, entonces el complemento de x en R (A)
es 1+ .

Ejercicio 6.17. Sean A y B dos anillos de Boole. Si f: A — B
es un homomorfismo de anillos, entonces f : R(A) — R(B) es un
homomorfismo de reticulos.

Si definimos R (f) = f para cada homomorfismo f de anillos
de Boole, tenemos que R : AB — £B; es un funtor de la cate-
goria de los anillos de Boole y los homomorfismos de anillos en la
categoria de los reticulos localmente booleanos con 0 y los homo-
morfismos de reticulos que preservan el 0.

Consideremos ahora un reticulo L localmente booleano y con 0.

Si definimos en L las siguientes operaciones:

-y = TNy
r+y = Complemento de x Ay en [0,2V y],

entonces (L, +,-) es un anillo de Boole que notaremos S (L). Ade-
mas, si f : L — M es un homomorfismo de reticulos que preserva el
0, entonces f : S (L) — S (M) es un homomorfismo de anillos. Por
consiguiente, definiendo S (f) = f, tenemos que S : £B87 — ADB es
un funtor.

Teorema 6.16. R : AB — £B, es un isomorfismo de categorias
cuyo inverso es S : LBy — AB.
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Corolario 6.9. El funtor R se restringe a un isomorfismo de la
categoria de los anillos de Boole con unidad y los homomorfismos
de anillo que preservan unidad en la categoria de los reticulos de
Boole y los homomorfismos propios.

Ejercicio 6.18. Si A es un anillo de Boole, entonces
(i) 3(A) = T (R(A)).

(i) B (A) =B (R (A4)).
(iii) Spec (A) = spec (R (A)).

6.5. Reticulos de Post

Los reticulos de Post son una generalizacion de los reticulos de Boo-
le. Esta seccién consiste en una serie de ejercicios que le permitira
al lector aproximarse al estudio de este tipo de reticulos.

Definicién 6.6. Un reticulo distributivo acotado P se llama re-
ticulo de Post de orden n, con n > 2, si existe una cadena finita de
elementos de P,

O=cp<c <~ <cp1=1,

tal que
(i) todo elemento x € P se puede expresar en la forma

x=(agNco)V(ag Aer) VeV (ap_1 Acpq),

donde ag, -+ ,a,_1 € C(P),y
(ii)sia e C(P)yaAnc <c¢_yparaalgini € {1,---,n— 1},
entonces a = 0.

La cadena de la definicién se llama cadena de constantes de P
x=(agNco)V(ar Aer) VeV (ap-1 A )
se llama expresion de x.

Ejemplo 6.4. Todo reticulo de Boole es un reticulo de Post de
orden 2.
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Figura 6.1: Fy

Ejemplo 6.5. El reticulo Py de la Figura|6.1|es un reticulo de Post
de orden 3.

Ejercicio 6.19. Si P es un reticulo de Post asociado a la cadena
de constantes 0 = cp < ¢y < ---<c¢,.1 =1ysix € P, existe una
Unica expresion

(ZL‘() A Co) V ([L’l VAN Cl) VARV (ZL‘n_l A Cn—l)

de x tal que:
(1) {L'()\/"'\/CEn_l = 1.
(ii) z; Ax; =0si1 # j.
Esta expresion se llama expresion disyunta de z.

Ejercicio 6.20. Sea P un reticulo de Post con cadena de constantes
O=cp<cy <--<cyq1 =1 SizeC(P), entonces

S r sit=n-—1
10 sil<i<n-—1.

Ejercicio 6.21. Si P es un reticulo de Post con cadena de cons-
tantes 0 = ¢y < ¢ < -+ < ¢,_1 = 1, entonces para cada x € P
existe una cadena 1 = 2° > z! > ... > z"7! en C(P) tal que
= (2"ANco) V(x' Aey) V-V (2" Ae,y). Esta expresion se
llama expresion decreciente de x.

Ejercicio 6.22. La expresién decreciente de x en un reticulo de
Post es tnica.
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Ejercicio 6.23. Sea P un reticulo de Post con cadena de constantes
0=cy<c <-<cpy =1 Six e C(P), entonces ' = x para
todoi e {1,---,n—1}.

Ejercicio 6.24. Si P es un reticulo de Post de orden n, entonces
P es el co-producto de C'(P) con una cadena de n elementos. Reci-
procamente, el co-producto de un reticulo de Boole con una cadena
de n elementos es un reticulo de Post.

Ejercicio 6.25. El espectro de un reticulo de Post es el producto de
un espacio espectral lineal con un espacio de Hausdorff, compacto
y totalmente disconexo.
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CAPITULO [

Reticulos de Heyting

Faire abstraction du monde d’objets
(ce qui est necessaire pour travailler
dans les mathématiques intuitionistes)
n’est possible qu’en éprouvant

la vie comme un réve.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer

Los reticulos de Heyting, también llamados en algunos textos re-
ticulos de Brouwer (aunque estrictamente hablando, estos son los
duales de los de Heyting), son reticulos con 0 en los que se cumple
la ley de distributividad infinita (o fuerte). En estos reticulos se de-
fine un operador (¢©) que generaliza al complemento de los reticulos
de Boole. La diferencia con el complemento es que no es involutivo,
es decir, no se cumple en general que a©© = q, y tampoco se tiene
que aVa®© = 1.

Este tipo de reticulos es el que permite modelar el calculo pro-
posicional de la logica intuicionista.
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120 CAPITULO 7. RETICULOS DE HEYTING

7.1. Reticulos de Heyting

Definicién 7.1. Un reticulo L es un reticulo de Heyting si tiene 0
y para cada a € L la funcién

a:L—>L:x—~alzx

es adjunta a izquierda.

La adjunta a derecha de a la llamaremos a y 7(

a — .

x) se notard

Ejercicio 7.1. Si X es un conjunto, entonces p(X) es un reticulo
de Heyting donde A — B = A°U B para todo A, B € p(X).
Mas generalmente, todo reticulo de Boole es un reticulo de Heyting
donde a — b=a"Vb.

Ejercicio 7.2. Si X es un espacio topoldgico, entonces 2 (X) es
un reticulo de Heyting donde A — B = int(A° U B) para todo
A, BeQ(X).

Ejercicio 7.3. Si C' es una cadena con 0 y 1, entonces C' es un
reticulo de Heyting, donde si a,b € C, entonces

p— 1 sia<b
@ 1 b sib<a.

Ejercicio 7.4. Todo reticulo distributivo finito es un reticulo de
Heyting.

Ejercicio 7.5. En el reticulo de la Figura [7.1] calcule a — b para
todo par de elementos a y b.

Proposiciéon 7.1. Si L es un reticulo de Heyting, entonces L es
distributivo. Mas aiun, en L se satisface la ley distributiva infinita:
siSCLyac€lL, entoncessup (a AS)=aAsupS, donde aNS =
{aNns:se S}

Demostracion. Basta observar que las funciones de la forma a son
adjuntas a izquierda y, por consiguiente, preservan extremos supe-
riores. [
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7.1. RETICULOS DE HEYTING 121

Figura 7.1: Un reticulo de Heyting

Proposicién 7.2. SiL esun reticulo de Heyting, entonces L tiene 1.

Demostracion. Sea x € L.
r<0-0e2<0(0)e0(z)<0s0Az<O0.

Como 0 Az < 0 es verdadero para todo x € L, se tiene que z <
0 — 0 es verdadero para todo x € L y, por consiguiente, 0 — 0 es
el maximo de L. O]

Ejercicio 7.6. Si L, ..., L,, son reticulos de Heyting, entonces L, «P
-+ «P L, es un reticulo de Heyting.

Ejercicio 7.7. Si L es un reticulo de Heyting y a y b son elementos
de L con a < b, entonces [a, b] es un reticulo de Heyting.

Ejercicio 7.8. Si L es un reticulo de Heyting y z, y, 2 € L, entonces
i)z >y=1siysolosiz <y.
(i) y <z —y.
(i) z<y=z—-zx<z-—y.
(iv) zA (x > y)=2A((zAz) = (2 Ay)).
Teorema 7.1. (Stone) Si L es un reticulo distributivo con 0, en-
tonces J (L) es un reticulo de Heyting.

Demostracion. Por el Ejercicio sabemos que J (L) es un re-
ticulo distributivo con 0. Sean I, J € J(L).

(Ked(L): INK C J}

tiene maximo. En efecto, para caday € I sea W, ={x € L: xAy €

J} que es claramente un ideal de L. Definimos H = | W,,. Es facil
yel
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122 CAPITULO 7. RETICULOS DE HEYTING

ver que H = max{K € J(L) : IN K C J} y, por consiguiente,
H=1—J [l

Ejercicio 7.9. Muestre con un ejemplo que la funcién L — J (L) :
x +— (2] no es adjunta a izquierda.

7.2. Homomorfismos de Heyting

Dado que en un reticulo de Heyting, ademés de las operaciones A y
V tenemos la operacién —, le exigiremos a los homomorfismos que
respeten también esta operacion.

Definicién 7.2. Sean L y M dos reticulos de Heyting. Un ho-
momorfismo « : L — M es un homomorfismo de Heyting si
a(0) =0y a(x = y) = a(x) — a(y) para todo x,y € L.

Ejercicio 7.10. La compuesta de dos homomorfismos de Heyting
es un homomorfismo de Heyting.

Ejercicio 7.11. La identidad de un reticulo de Heyting es un ho-
momorfismo de Heyting.

Por consiguiente, la clase de los reticulos de Heyting y los ho-
momorfismos de Heyting es una categoria que llamaremos $jet).

Proposiciéon 7.3. La categoria $Hey es una subcategoria de la ca-
tegoria D}.

Demostracion. Basta observar que para todo homomorfismo de Hey-
ting o : L — M se tiene que a(1) = 1. En efecto,

a(l)=a(0—=0)=a(0) a(0)=0—0=1.
O

Proposicién 7.4. Sea o : L — M un homomorfismo de Heyting.
« es inyectivo si y solamente si o ({1}) = 1.

Inicio Contenido Salir < p €& 2 Volver



7.3. SEUDOCOMPLEMENTOS 123

Demostracion. Supongamos que o* ({1}) = 1.

a(z) <aly) = al)—aly) =1
= alr—y =1
= z—oyea ({1})
= rz—y=1
= x <y,

luego « es inyectiva.
La otra implicacién es evidente. O

Teorema 7.2. La categoria ‘B es una subcategoria plena de la ca-
tegoria $Hey.

Demostracion. Sea L un reticulo de Boole. Por el Ejercicio sa-
bemos que L es un reticulo de Heyting en el cual a — b = a’ V b.
Por otro lado, si a : L — M es un homomorfismo de reticulos de
Boole y a,b € L, entonces

ala—=b)=a(dVvb)=ala)Vabd) =al)—ab),
luego a es un homomorfismo de Heyting. O

Ejercicio 7.12. Si L es un reticulo de Heyting, entonces la funcién
L — 3 (L) : x> (2] es un homomorfismo de Heyting.

7.3. Seudocomplementos

Sea L un reticulo de Heyting. Para cada a € L designamos por a©
al elemento a — 0. Este elemento se conoce como el seudocomple-
mento de a.

Proposicién 7.5. Si L es un reticulo de Heyting, entonces la fun-
cion x : L — L° : x + 29 es adjunta a izquierda de x : L° — L.
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124 CAPITULO 7. RETICULOS DE HEYTING

Demostracion. Para cada par de elementos x,y € L se tiene

X (z) <y 29 <y
®y§x©
sy<r—0
SNy <0
Sr<y—0
& <yo
v < x(y)

[]

Corolario 7.1. Si L es un reticulo de Heyting, entonces se tienen
las siguientes propiedades:

(i) Para todo x,y € L, si v <y, entonces z© > y©.

(ii) Para todo x € L, v < 290©.

(iii) Para todo v € L, 19©© = 2©

(iv) Si S C L tiene extremo superior, entonces x.(S) tiene ex-
tremo inferior en L y x(supS) = inf (x«(5)). En particular, para
todo x,y € L, (z V y)© = 2© A yO.

(v) Sy ={r € L:z =200}

(vi) La restriccion de x a Sx es un isomorfismo de conjuntos
ordenados de Sy en (Ix)°.

Demostracion. Basta aplicar las propiedades de las funciones ad-
juntas a la funcién y. m

Ejercicio 7.13. Si L es un reticulo de Heyting y x,y € L, entonces
(i) x A2© =0.
(iv)z Ay =0=y < 20©.

Ejercicio 7.14. (Leyes de De Morgan generalizadas o débiles) Si
L es un reticulo de Heyting y x,y € L, entonces

(i) (xVy)© =2© Ay,

(i) (z A y)© = (z© v y©)©©.
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Ejercicio 7.15. Si L es un reticulo de Heyting y x,y,2 € L, en-
tonces

() 5A @z —>y) <y

(i) y <z —y.
i)z <y=z—zx<z—y.
(iv)z<y=y—z2<z—=
V)zAN(y—z)=azA(xAy—>TAz2).
(vi) (z = 1)@ = 2©0© A 4©.

7.4. Elementos regulares

Llamaremos R(L) al conjunto imagen de la funcién y. Los elemen-
tos de R(L) se llaman elementos regulares de L. Designaremos
por r7, a la funcién de L en R(L) definida por z — 2©©,

Proposicién 7.6. Si L es un reticulo de Heyting entonces R(L),
con el orden inducido, es un reticulo acotado.

Demostracion. Sean x,y € R(L). Veamos que el extremo superior
de {z,y} en R(L) es (zV y)©©:

Es claro que z <z Vy < (asVy)©© yy<zVy< (:E\/y)©©.
Sea ahora z € R(L) tal que x < zy y < z. Tenemos que z Vy < z
luego (z V)@ < 200 — 4,

Ademés, z Ay < (zAy)9C y, por otro lado, ((gx/\y)©© <
190 = ¢y (a:/\y)©© < 490 = 4 luego (z Ay) © < zAw.
Por consiguiente, el extremo inferior de {z,y} en R(L) es x A y.

Nétese que 1© = 0, pues

<120 1Ax2<0<<2x=0.

Entonces 09© = (0 » 0)9 =19 =0y 1©© = 0© = 0 — 0 = 1.
Por lo tanto 0,1 € R(L) y son el minimo y el maximo de R(L),
respectivamente. ]

Teorema 7.3. Si L es un reticulo de Heyting entonces
(i) r : L — R(L) es un homomorfismo acotado.
(i) R(L) es un reticulo de Boole.
(iii) v, : L — R(L) es un homomorfismo de Heyting.
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Demostracion. (i) Sean z,y € L.

TL(x) Vi TL(y) =

ri(zAy) = (2 Ay)©°
_ (@©@ v y©)000

= (a9Vvy©)©
— @0 A y©©

= rp(z) Arrr ().

Ya probamos en el teorema anterior que 77, (0) =0y r (1) = 1.

(ii) Como 7, : L — R(L) es un homomorfismo y ademads es
sobreyectivo, tenemos que R(L) es distibutivo.

Sea ahora z € R(L). Por un lado, = A, © = 0 pues

1©9<19 << 500 2A29<0e 2029 =0.

Por otro, z V, 2© = (zV 2©)©© = (2@ A z00)© — (0 A 7)© =
09 =1.

(iii) Como R(L) es de Boole, para cada a € R(L) el adjunto
a derecha de  — a A,z es y — a®© V, y. Sean z,y € L. Vea-
mos que rp(x — y) = r(x)© V, rr (y), es decir, que (z — y)©©
= (2000 v y©©YO©  Pprimero notemos que (z@©© v y©©)O© _
(2@ v y©@©)© — (OO A yOOO)O _ (;©O A y©)© Sahemos por
el Ejercicio que (z — y)© = 2©9 A y© y por lo tanto (z —
y)©© = (OO A y©)©, u

Corolario 7.2. Si L es un reticulo de Heyting, entonces L/N (rp)
es un reticulo de Boole isomorfo a R (L).
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7.5. El adjunto a izquierda de B — $Hey

Veremos ahora que el funtor de inclusién B — $epy tiene adjunto
a izquierda y, por consiguiente, la categoria B es una subcategoria
reflexiva de la categoria Hey.

Teorema 7.4. (Propiedad universal) Si o : L — M es un ho-
momorfismo de Heyting donde M es un reticulo de Boole, entonces
existe un unico homomorfismo de reticulos de Boole & : R (L) — M
tal que « = @ ory,.

L — R(L)

EN

Demostracion. Observemos primero que

[0}

M

a(299) = a (29 —0)

= a(29) =0
((x) - 0) =0

= (a (x)/\/O)/\/O

"
T

a(z)
= o).
Entonces @ : R(L) — M : 299 s «a(z) estd bien definida. Sean
x,y € L:

a (290 v, y©©) —
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I
2 2 o 2 O

Ademés, @ (0) = @(099) = a(0) = 0y a(l) = a(199) =
a (1) = 1. Obsérvese que & no es otra cosa que la restriccion de «
a los elementos regulares de L. O

Si para cada homomorfismo de reticulos de Heyting o : L — M
definimos R(a) = 737 0 a, tendremos que R : ey — B es un
funtor. El siguiente resultado es ahora evidente:

Teorema 7.5. El funtor R : ey — B es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion B — $Hey.

Corolario 7.3. La categoria B es una subcategoria reflexiva de la
categoria $ey).

7.6. Elementos densos

Dado un reticulo de Heyting L, en el cociente L/N (r;) hay dos
elementos destacados que son [0] (., ¥ [1] (- La clase de 0 no es
muy interesante, pues se reduce a {0}. En efecto,

290 =
@O0 _ (©
@ =1
1§x©
r<19=90

z = 0.

z € [0]ng)

te el

No sucede lo mismo con la clase de 1. Veamos un ejemplo:
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Ejemplo 7.1. Sea X un espacio topologico. Vamos a calcular la
clase de 1 = X para el reticulo de Heyting © (X):

A€ Klyigy) © AC© = X
A©© DX

A9 C X© =
A—=0=0
int(A°U0) =10
(int(A°))° = X
adh (A) = X

A es denso en X.

(A R

Asi, los elementos de la clase de 1 son exactamente los abiertos
densos. En general, este conjunto puede ser bastante grande.

Motivados por este ejemplo, diremos que un elemento z de un
reticulo de Heyting L es denso si 2©© = 1, lo que equivale a que
1© = 0. El conjunto de los elementos densos de L es exactamente
[y, ¥ se nota Dy(L).

Ejercicio 7.16. Si L es un reticulo de Heyting, entonces D; (L) es
un filtro de L.

Definicién 7.3. Sea L un reticulo de Heyting. Un subconjunto D
de L se llama un sistema deductivo, si

(i) 1 € D.

(ii) Siz e Dy x — y € D, entonces y € D.

Ejercicio 7.17. Si L es un reticulo de Heyting, entonces D; (L) es
un sistema deductivo.

Ejercicio 7.18. Si a : L — M es un homomorfismo de Heyting,
entonces o* ({1}) es un sistema deductivo.

Ejercicio 7.19. Si L es un reticulo de Heyting y D C L, entonces
D es un sistema deductivo si y solo si D es un filtro.
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7.7. El adjunto a derecha de ‘B — ey

Veremos ahora que el funtor de inclusién B < $epy tiene también
adjunto a derecha y, por consiguiente, la categoria B es una sub-
categoria co-reflexiva de la categoria $et).

Ejercicio 7.20. Si L es un reticulo de Heyting, entonces C' (L) es
un subreticulo de R (L). Muestre con un ejemplo que en general

C (L) # R(L).

Ejercicio 7.21. Si o : L — M es un homomorfismo acotado de
reticulos, L es un reticulo de Boole y M es un reticulo de Heyting,
entonces a es un homomorfismo de Heyting.

En lo que sigue, para simplificar la notacion, llamaremos C' a la
restriccion del funtor C': ©f — B a la subcategorfa $ey.

Teorema 7.6. El funtor C' : ey — B es adjunto a derecha del
funtor de inclusion B — $Hey.

Demostracion. Basta observar que para cada reticulo de Boole B y
cada reticulo de Heyting H, a : B — C (H) es un homomorfismo de
reticulos de Boole si y solamente si « : B — H es un homomorfismo
de Heyting. Asi, la siguiente es una biyeccién natural:

[B,C (H)|y — [B, Hlgyy - v .
O

Corolario 7.4. La categoria B es una subcategoria co-reflexiva de
la categoria $Hey.
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Reticulos completos

La réalité mathématique
n’est pas tangible,

mais éternelle et immuable.
Alain Connes

Estudiaremos en este capitulo la clase de los reticulos completos.
Este tipo de reticulos ocurre con mucha frecuencia; es mas, todo
conjunto ordenado (en particular todo reticulo) tiene una extension
que es un reticulo completo. Veremos que hay varias maneras de
completar un reticulo dado.

8.1. Definiciéon y ejemplos

Proposiciéon 8.1. Sea X un conjunto ordenado. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Todo subconjunto de X tiene extremo superior.

(7i) Todo subconjunto de X tiene extremo inferior.
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Ejercicio 8.1. Demuestre la Proposicién 8.1}

Definicién 8.1. Si en un conjunto ordenado X, se satisfacen las
afirmaciones de la proposicién anterior, se dice que X es un reticulo
completo.

Ejemplo 8.1. Si X es un conjunto, entonces @ (X) es un reticulo
completo.

Ejemplo 8.2. Si X es un conjunto infinito, entonces o, (X) no
es un reticulo completo.

Ejercicio 8.2. Sea X un conjunto infinito. jp, (X) ={AC X : A
es finito o A es finito} es un reticulo completo?

Obsérvese que todo reticulo completo es un reticulo, pues, en
particular, existen los extremos superior e inferior de todo par de
elementos.

Los reticulos completos ocurren con mucha frecuencia en mate-
maticas. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 8.3. Cualquier intervalo cerrado de R es un reticulo com-
pleto.

Ejemplo 8.4. Si X es un espacio topolégico, entonces €2 (X)) es un
reticulo completo. ;Cudl es el extremo inferior de una colecciéon de
abiertos de X7

Ejemplo 8.5. Si G es un grupo, entonces el conjunto de todos
los subgrupos de X es un reticulo completo. ;Cual es el extremo
superior de una coleccion de subgrupos de G?

Ejemplo 8.6. Si A es un anillo, entonces el conjunto de todos los
ideales de A es un reticulo completo. ;Cudl es el extremo superior
de una coleccion de ideales de A?

Ejemplo 8.7. Si V es un espacio vectorial sobre un campo K,
entonces el conjunto de todos los subespacios de V' es un reticulo
completo.
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Ejemplo 8.8. Si L es un reticulo con 1, entonces el conjunto de
todos los filtros de L es un reticulo completo. ;Qué pasa si L no
tiene 17

Ejemplo 8.9. Si X es un conjunto, entonces el conjunto Top (X)
de todas las topologias sobre X es un reticulo completo.

Ejemplo 8.10. Todo reticulo finito es completo.

Ejercicio 8.3. Si L es un reticulo completo, entonces L° también
es completo.

Ejercicio 8.4. Si L es un reticulo completo, entonces L es un
reticulo completo.

Ejercicio 8.5. El producto de una familia de reticulos completos
es un reticulo completo.

Ejercicio 8.6. Sean L y M dos reticulos completos. jEs L 9 M un
reticulo completo? ;(Es L «P M un reticulo completo?

Proposiciéon 8.2. Todo reticulo completo es acotado.

Demostracion. Basta considerar el extremo superior y el extremo
inferior del conjunto vacio. ]

Ejercicio 8.7. Sea L un reticulo completo y sea f : L. — L una
funciéon isétona.

(i) {xr € L:x < f(z)} tiene maximo m.

(i) m es un punto fijo de f.

8.2. Operadores de clausura

Definicién 8.2. Sea X un conjunto ordenado. Una funcién c :
X — X es un operador de clausura si satisface las siguientes
condiciones:

(i) ¢ es is6tona.

(ii) Para todo xz € X : z < ¢ ().

(iii) Para todo x € X : ¢(c(z)) = c¢(x).
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La prueba de la siguiente proposicién es un sencillo ejercicio.

Proposiciéon 8.3. Si c : X — X es un operador de clausura,
entonces

(1) ¢ T1m(e): Im(¢) = Im(c) es la identidad.

(i) ¢ : X — Im(c) es adjunta a izquierda de la inclusion
Im(c) — X.

Ejercicio 8.8. Sean f: X - Y y g: Y — X dos funciones entre
conjuntos ordenados. Si f es adjunta a izquierda de g, entonces
go f: X — X es un operador de clausura.

Teorema 8.1. Si L es un reticulo completo y ¢ : L — L es un
operador de clausura, entonces Im (c) es un reticulo completo donde
Mfne) S = infx S y supry) S = c(supy S).

Demostracion. Sea S C Im(c). Tenemos que infx S < ¢ (infy 5) <
c(s) para todo s € S. Por lo tanto, ¢ (infx S) < ¢(s) = s para todo
s € Sy entonces ¢(infx S) < infx S. Asi, ¢(infx S) = infx S y
concluimos que infx S € Im(c). Es claro entonces que infry) S =
infy S.

Ademas, es evidente que ¢ (supy S) € Mayim(e)S. Si z € Mayme)
S, entonces supy S < zyasic(supy S) < ¢(z) = z. Por consiguien-
te, SUPry) S = c(supy S). O

Obsérvese que no siempre se tendra que Im (c) sea un subreticulo
de L.

8.3. Compleciones de conjuntos
ordenados

Definicién 8.3. Sea X un conjunto ordenado. Si C' es un reticulo
completo y j : X — C es una inmersién acotada, diremos que la
pareja (7, C') es una complecién de X.

Nota 8.1. Utilizamos aqui la palabra “complecién” (que significa
“accion y efecto de completar”) en lugar de las palabras “completa-
cion” y “completamiento” que se usan en diversos textos pero que
no existen en espafiol. La expresion en inglés es “completion”.
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Ejemplo 8.11. Sea X un conjunto ordenado. La funcién
Jjx : X = (X)) :x— Miy(x)
es una inmersion acotada, luego (4, ¢ (X)) es una complecién de X.

Definicién 8.4. Sea X un conjunto ordenado y sea A C X. Dire-
mos que A es un conjunto inferior si para cada a € A se tiene
que Miy (a) C A. Diremos que A es un conjunto superior si para
cada a € A se tiene que May (a) C A.

La prueba de la siguiente proposicién es un sencillo ejercicio.

Proposicion 8.4. La coleccion v (X) de todos los conjuntos infe-
riores de un conjunto ordenado X es una topologia sobre X 1y, por
consiguiente, es un reticulo completo.

Ejemplo 8.12. Sea X un conjunto ordenado. Para cada x € X se
tiene que M1y (z) es un conjunto inferior de X. Asi, la funcién

Jx : X =y (X):x— Miy(x)

es una inmersién acotada, por lo tanto (jx,7 (X)) es una comple-
cion de X.

8.3.1. Compleciéon de Dedekind-MacNeille

Sea X un conjunto ordenado. Consideremos las funciones

mx 9 (X)” = p(X):S— Miy(S)

My :p(X)—= p(X)": S+~ May(S).

Es facil ver que My es adjunta a izquierda de myx. Por consi-
guiente,

mxo Mx : p(X) — p(X)

es un operador de clausura y, como @ (X) es un reticulo completo,
Im (mx o Mx) es un reticulo completo. Para cada x € X tenemos
que
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mx (Mx (mx ({2}))) = mx ({})

y, por consiguiente, mx ({}) € Im(mx o Mx). Asi, podemos defi-
nir la funcién

ex: X = Im(my o Mx):x+— mx ({z}),

que es una inmersién acotada. Si llamamos dm (X) al reticulo com-
pleto Im(myx o M), tenemos que (ex,0m (X)) es una complecion
de X.

Nota 8.2. Esta complecién recibe el nombre de complecién de
Dedekind-MacNeille, complecién normal o complecién por
cortaduras y fue introducida por MacNeille como una generali-
zacion del método de Dedekind para completar el conjunto de los
numeros racionales.

Ejercicio 8.9. Las funciones my y Mx transforman uniones en
intersecciones. (No hay que trabajar mucho, esto es consecuencia
de la adjuncién).

Ejercicio 8.10. Para cada = € X se tiene que (Mx omy){z} =
Mx{l’}

Ejercicio 8.11. Para cada S C X se tiene que
(i) Sit =supS, entonces Mx (S) = Mx{t}.

(i) Sir =inf S, entonces mx (S) = mx{r}.

Definicién 8.5. Una funcién f : X — Y entre conjuntos ordenados
es regular si f preserva extremos superiores y extremos inferiores.

Teorema 8.2. 57 X es un conjunto ordenado, entonces ex : X —
om (X) es una inmersion reqular.

Demostracion. Sea S C X. Supongamos que S tiene extremo su-
perior t.
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sup ((ex), (5))

mx o Mx (U mx{8}>

ses

mx (ﬂ My OmX{5}>

ses

mx (ﬂ Mx{5}>

SES

mx (Mx (S))

mx ({t})
ex (sup S).

Supongamos ahora que S tiene extremos inferior r.

inf ((ex). (5))

= [ ex(s)

seS

() mx{s}

seS

mx (U {8}>

ses
mx (S)
mx{r}
ex (r)

ex (inf S).

]

Teorema 8.3. Sea X un conjunto ordenado. Para cada A € dm (X)

existen S,T C X tales que A = sup ((ex), (5))

inf ((ex), (T))-

En otras palabras, Im(ex) es sup e inf denso en dm (X).
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Demostracion. Si A € om (X)), entonces existe S C X tal que
A = (myxo My)(S)

~ (myo i) (U1s})

seS

. (m MX{S}>

seS

oy (ﬂ (My o my) <{s}>)

seS

= o) (U ()

seS

— (mx o My) (U ex{s}>

ses

= sup ((ex), (9))-

Por otro lado,

A = (mxoMx)(S)
= mx (Mx (5))
= (Hmx{z}:2z € Mx(9)}
= (Hex (z) : x € Mx (9)}
= Inf ((ex), (Mx (5)))

]

Definicién 8.6. Una funcién f : X — Y entre conjuntos ordenados
es estable si para todo A C X se tiene que

(1) my (f« (Mx (A))) = my (My (f. (4))).

(if) My (fi (mx (A))) = My (my (f. (A))).

Nota 8.3. Las funciones que aqui llamamos “estables” son las fun-
ciones “estables para cortaduras” (cut-stables) que introdujo Erné
en [17].

Ejercicio 8.12. Si L y N son reticulos completos y f : L — N,
entonces son equivalentes:
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(i) f es estable.
(ii) f preserva extremos superiores y extremos inferiores.
(ili) f es adjunta a derecha y a izquierda.

Ejercicio 8.13. Toda funcién estable preserva extremos superiores
y extremos inferiores.

Teorema 8.4. (Erné) Si f : X — Y es una funcion estable entre
conjuntos ordenados, entonces existe una unica funcion estable:

om(f):om(X)—om(Y)
tal que dm (f)oex = ey o f.

Demostracion. Definimos, para cada S C X,

om(f) ((mx o Mx) (5)) = (my o My) (. (5)).

Es facil ver que om(f) esta bien definida.
Veamos que dm(f) es estable: sea {S;}, una coleccién de sub-
conjuntos de X.

Mam(y) (M) (Mamx) ({(mx o Mx) (S0)},))) =

= Mym(Y) ({Bm(f) ((mx o Mx)(T)) : U(mx o Mx) (Si) C (mx o Mx) (T)}>

i

= Mym(Y) ({?‘m(f) ((mx o Mx)(T)) : Mx (U (mx o Mx) (Sz‘)) 2 Mx (T)}>

i

= Mom(Y) ({(my o My) (f« (T)) : Mx (U (mx o Mx) (Sz‘)) 2 Mx (T)})

mDm(Y)( mY f* Mx T) mMX :)MX T)})
={A€Dm( Acﬂ{my (f« (Mx (T))) ﬂMX ) D My ( T)}}

= {A em(Y): ACmy (U {f* (Mx (1)) : ﬂMX (8i) 2 Mx (T)}> }
= Mom(v) (my (U {f* (Mx () (| Mx (S5) 2 Mx (T)}))
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3

Por otro lado,
Mamy (Mamry @m(F). ({(mx o M) (S)}))) =
Mom(y) Mom(y) {Om(f )(( Mx) (5:))};
Maym(Y )M ){(m o My )(f (Sl))}z

3
=
——
I
N
U
3

> (3 (Ut 280 5500 )

= Mom(y) {A : ADmy <O My (f- (SQ))}
B8 my (3 (Ut 000 (1.5 )

Mom(y) (Om(f)s (Mamx) ({(mx © Mx) (S)},))) =
Mam(yy (Mamer) @m(f). ({(mx 0 Mx) ($)},)))-
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Dejamos como ejercicio mostrar que

Man(yy (0m(£). (momex) ({(mx 0 Mx) (S)},))) =
Mym(y) (mam(Y) (om(f). ({(mx o Mx) (Si)}i))>‘

Tenemos que dm (f) oex = ey o f, pues

Qm(f)oex)(z) = dm(f)(moM)({z})
(mo M) f. ({})
= (moM)({f(z)})
= (ev o f)(x).

La unicidad de dm (f) también la dejamos como ejercicio. O

Ejercicio 8.14. La compuesta de dos funciones estables es estable.
Las identidades son funciones estables.

Podemos entonces considerar la categoria cuyos objetos son los
conjuntos ordenados y cuyos morfismos son las funciones estables.
Esta categoria la notaremos Otd.. A la subcategoria plena de Dtd,
cuyos objetos son los reticulos completos la designaremos JR€. Néte-
se que los morfismos en A€ son exactamente las funciones adjuntas
a izquierda y a derecha.

Ejercicio 8.15. Si X es un conjunto ordenado, entonces ex : X —
om (X) es estable.

Ejercicio 8.16. Si L es un reticulo completo, entonces ey, : L —
om (L) es un isomorfismo.

Teorema 8.5. (Propiedad universal) Sean X un conjunto ordenado
y L un reticulo completo. Si f : X — L es una funcion estable,
entonces existe una unica funcion estable f : om(X) — L tal que

f= fo €x.
X —— om(X)
f

L
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Demostracién. Por el Teorema8.4dm (f) : 0m (X) — dm (L) es tal
que 0m (f)oex = ey o f. Basta entonces definir f = (eL)*loDm (f).
La unicidad se deja como ejercicio. O]

Corolario 8.1. El funtor dm : Ot0, — RE es adjunto a izquierda
del funtor de inclusion RE — Ot0,.

Corolario 8.2. La categoria REC es una subcategoria reflexiva de
la categoria Dt0,.

Nota 8.4. La complecion de Dedekind-MacNeille de un conjunto
ordenado es entonces la mejor en la categoria Otd.. Sin embargo,
tiene algunos inconvenientes: si el conjunto ordenado es un reticulo
distributivo, su compleciéon de Dedekind-MacNeille no necesaria-
mente es un reticulo distributivo (véase, por ejemplo, [20]). Vere-
mos, en la siguiente seccion, otro método de completar reticulos que
si preserva la distributividad.

8.3.2. Complecién por ideales

Proposicion 8.5. L es un reticulo con 0 si y solo si J(L) es un
reticulo completo.

Demostracion. Basta observar que en un reticulo con 0, la inter-
seccion de cualquier coleccion de ideales es un ideal. En particular,
NI (L) = {0} =minT (L) y N0 = L = mdx T (L). Por otro lado,
si L no tiene 0, entonces T (L) = () que no es un ideal de L. [

Proposicién 8.6. Sea L un reticulo. La funcion iy : L — T (L) :
x +— (] es un homomorfismo acotado inyectivo.

Demostracion. La inyectividad de iy es una clara consecuencia
de la antisimetria del orden. Si L tiene 0, entonces J (L) tiene mini-
mo {0} =i (0). Si L tiene 1, entonces iy, (1) = L que es el maximo
de J(L). La prueba de que i, respeta las operaciones se deja como
ejercicio (debe tenerse cuidado, pues (z] V (y] # (2] U (y]). O

Tenemos asi que si L es un reticulo con 0, entonces (ir, J (L)) es
una complecion de L. Esta complecion se llama compleciéon por
ideales.
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Por otro lado, para cada reticulo distributivo L tenemos que la
funcion dr,: L — 2 (spec(L)) es una inmersion acotada y €2 (spec(L))
es un reticulo completo. Por consiguiente, (dr, 2 (spec(L))) es una
complecién de L. Esta complecién la llamaremos complecion es-
pectral.

Definicién 8.7. Sea X un conjunto ordenado y sean (j,C) y (k, K)
dos compleciones de X. Diremos que (j,C) y (k, K) son complecio-
nes isomorfas de X si existe un isomorfismo de reticulos ¢ : C' = K
tal que ¢ oj = k. ,

X ——C

Teorema 8.6. Si L es un reticulo distributivo con 0, entonces la
complecion de L por ideales y la complecion espectral de L son iso-
morfas.

Demostracion. Sea ¢ : T(L) — Q(spec(L)) : I — U dp (). Es
xel

claro que ¢ oiy, = dy. Veamos que ¢ es un isomorfismo:
@ preserva A :

o(Hno(J) = Ude(@)nde(y)

zel yeJ

= U U Wr(@)ndr(y)

zel yeJ

= UUd(zry)

zel yeJ

= U du(2)
— (N ).

¢ preserva V:

oD U () = Jde(z)u U de(y)

= U U p(z)ud(y))
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= UUde(@Vvy)

zel yeJ

= U du(»)

zeIVvJ

= ¢o(IVJ).
¢ es inyectiva: sean [ y J ideales de L.

rel—J= (AP €spec(L))(JC Pyaxé¢P)
=P¢ Jd(y) y Ped(z)

yeJ

= o) # ¢ (J).
¢ es sobreyectiva:

A€ Q(spec(L)) = (3S C L) (A = | dy (2))
TES

z€(9]

= ¢ ((S])-
O

Nota 8.5. La complecion por ideales puede hacerse aunque el re-
ticulo no tenga 0. En efecto, sea L un reticulo y sea © un reticulo
con solo elemento. Definimos Ly = © <P L que es claramente un
reticulo con 0. Tenemos que ¢ : L — Lo : © — x es una inmer-
sién acotada y, por consiguiente, (ir, 04,3 (L)) es una complecion

de L.

Corolario 8.3. 57 L es un reticulo distributivo, entonces su comple-
cion por ideales es un reticulo distributivo. Mds atun, es un reticulo
de Heyting.

Ejercicio 8.17. Sea L un reticulo. Si I es un ideal de L, entonces
I = sup{(z] : € I'} donde el extremo superior se calcula en J (L).
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Veremos a continuacion que la complecion por ideales también
satisface una propiedad universal y, por consiguiente, es la mejor
de todas en cierto contexto.

Teorema 8.7. (Propiedad universal) Sean L un reticulo con 0 y
M un reticulo completo. Si f : L — M es una funcion isotona que
preserva el 0, entonces existe una unica funcion f: J(L)— M tal
que fpreserfua extremos superiores y f = fo ir.

L —“v 3(L)
f f
M

Demostracion. Supongamos que g : J (L) — M preserva extremos
superiores y es tal que f = goip. Si I € J(L), entonces I =
sup{(z] : = € I}, luego

g(I) = sup{g ((z]) : w € I} = sup{(g 0ir) (z) : @ € [} = sup £ (I).

Definimos entonces f : J(L) = M : I+ sup f. (I). Se deja
como ejercicio probar que f preserva extremos superiores. ]

Ejercicio 8.18. Sea f : X — Y una funcién entre conjuntos or-
denados. Si X es un reticulo completo, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) f es adjunta a izquierda.

(ii) f preserva extremos superiores.

Llamaremos Ote a la categoria cuyos objetos son los reticulos
completos y cuyos morfismos son las funciones adjuntas a izquierda.
Designaremos por fRq a la categoria cuyos objetos son los reticulos
con 0 y cuyos morfismos son las funciones is6tonas que preservan
el 0. Si definimos, para cada morfismo, f : L — M en Ry, J(f) =

—

iy o f, tenemos un funtor J : Ry — Ore.

Teorema 8.8. FEl funtor 3/:\5{\0 — Ote es adjunto a izquierda del
funtor de inclusion Ore — Ry.
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Corolario 8.4. La categoria Ove es una subcategoria reflexiva de
la categoria Ro.
Tenemos, ademds, que i = {i }, copay; €S una transformacion

natural del funtor idéntico Qg 5{\0 en el funtor J considerado como
endofuntor de la categoria Ry.

J 3(L)
f )
M —— J(M)

v

Ejercicio 8.19. Sea L un reticulo completo. Definimos
o:9(L)— L:A—supA.

Es 0 un homomorfismo de reticulos? ;Es ¢ un morfismo de la
categoria Ore?

Ejemplo 8.13. Para cada conjunto X definimos Top (X) como
el reticulo completo de las topologias sobre X. Para cada funcién
f: X — Y definimos

fr : Top(X)—=>Top(Y): 7= {BCY: f*(B)er}
ff Top(Y)— Top(X):pur {f*(B): B € pu}.

Observe que fr (7) es la topologia final para f y 7y que fT (1) es
la topologia inicial para f y u.

Se tiene que f7 es adjunta a izquierda de fr. Asi, si definimos
Top (f) como fT, entonces Top es un funtor contravariante de la
categoria Conj en la categoria Ove.

Nota 8.6. En el ejemplo anterior, si definimos Top?® (X) = (Top
(X)) y Top° (f) = fr, obtenemos un funtor covariante T'op® : €onj
— Ore.
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Ejemplo 8.14. Para cada conjunto X definimos Gra (X) como el
reticulo completo de las relaciones sobre X. Es decir, Gra (X) =
o (X x X). Para cada funcién f: X — Y definimos

fo @ Gra(X)— Gra(Y): R— {(f (z1), f (z2)) : (z1,22) € R}
f€ 0 Gra(Y) = Gra(X): S {(z1,22) : (f (x1), f (22)) € S}.

Se tiene que fo es adjunta a izquierda de f&. Asi, si definimos
Gra(f) como fg, entonces Gra es un funtor de la categoria €onj
en la categoria Ore.

Ejercicio 8.20. Dada una relacion R sobre un conjunto X, se
dice que un subconjunto A de X es una cola a derecha de R si
(z,y) € Ry x € Aimplicay € A. Se define yx(R) ={AC X : A
es una cola a derecha de R}. vx (R) es una topologia sobre X.
Asi, vx es en realidad una funcién de Gra (X) en Top (X). Mas
aun, vx : Gra (X) — Top° (X) es adjunta a izquierda y entonces
Y = {7x } xeoneon €5 Una transformacién natural del funtor Gra en
el funtor Top°.

8.3.3. Complecién de Dedekind-MacNeille
versus complecion por ideales

Si L es un reticulo distributivo con 0, podemos realizar tanto la
complecion de Dedekind-MacNeille como la complecion por ideales.
Discutiremos en esta seccion la relacion que existe entre las dos.

Ejercicio 8.21. Sea L un reticulo con 0 y sea S C L.
(i) mp (S) es un ideal de L.
(ii) My (S) = M ((S)).
(i) om (L) = {(mpo M) (1) : I € 3 (L)}.

Nota 8.7. Un ideal I de un reticulo con 0, L es un ideal normal
si I = (my o Mp) (I). Esto explica por qué en algunos contextos la
complecién de Dedekind-MacNeille recibe el nombre de complecion
normal.

La demostracion del siguiente teorema es un sencillo ejercicio.
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Teorema 8.9. Si L es un reticulo con 0, entonces
€ :J(L) —wom(L): I~ (mgoMp)(l)

es adjunta a izquierda de la funcion de inclusion om (L) — J(L).
Ademds, pr oip = ey.

L —— J(L)

N

om(L)

&L

Concluimos asi que en la categoria 5% la complecién por ideales
es mejor que la complecion de Dedekind-MacNeille.

Ejercicio 8.22. Describa los ideales y los ideales normales de los
siguientes reticulos:

(i) N con el orden usual.

(ii) El intervalo [0, 1] con el orden usual.

(iii) El reticulo de la Figura [8.1]

Figura 8.1: Un reticulo distributivo

Ejercicio 8.23. En un reticulo finito, todo ideal es normal.
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8.4. Marcos

Hemos visto que la complecion por ideales de un reticulo distri-
butivo con 0 es siempre un reticulo de Heyting. Los reticulos de
Heyting completos merecen una mencién especial. Estos reticulos
son los objetos de varias categorias que se diferencian por el tipo
de morfismos considerados. En esta seccién consideraremos dos de
ellas: la categoria de los marcos y la categoria de los locales.

Definicién 8.8. Un marco (en inglés frame) es un reticulo de
Heyting completo. Un morfismo de marcos es un homomorfismo
acotado de reticulos que es adjunto a izquierda; es decir, que pre-
serva extremos superiores (arbitrarios).

Es claro que la compuesta de dos morfismos de marcos es un
morfismo de marcos y que la idéntica de un marco es un morfismo
de marcos. Por consiguiente, la clase de los marcos y los homomor-
fismos de marcos es una categoria que llamaremos 1.

Ejemplo 8.15. Si f: X — Y es una funciéon continua entre espa-
cios topoldgicos, entonces 2 (f) = f*: QYY) — Q(X) es un mor-
fismo de marcos. Asi, 2: Top — 9 es un funtor contravariante.

Sea ahora M un marco. Definimos A (M) como el subespacio
de spec (M) de los ideales primos principales. Si h : M — N es
un morfismo de marcos y (y] € A(N), entonces h* ((y]) = (g (y)],
donde g : N — M es la adjunta a derecha de h. Asi, podemos
definir A(h) : A(N) — A (M) como la restriccion de spec (h) a
A(N).

Con estas definiciones tenemos que A : 9t — Top es un funtor
contravariante. Vamos a contrastar este funtor con el funtor € :
Top — M.

Obsérvese que (A o Q) (X)) no es otra cosa que s0b (X ). Podemos
entonces reescribir el Teorema de la siguiente manera:

Teorema 8.10. (Propiedad universal) Sean X un espacio topo-
logico y Y wun espacio topoldgico sobrio. Si f : X — Y es una
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funcion continua, entonces existe una unica funcion continua f:
(AoQ)(X) =Y tal que f = fonx

X . (Ao Q)(X)

RN

Y

Por otro lado, si M es un marco, consideremos la funcién
par s M — (QoA) (M) :x+— dy (z) NA(M).

La prueba de que s es un morfismo de marcos es un ejercicio de
rutina.

Teorema 8.11. (Propiedad universal) Sean M un marco y X un
espacio topoldgico. Para todo morfismo de marcos h : M — Q(X)
existe un inico morfismo de marcos h: Qo A (M) — Q(X) tal que
h=ho g -

Mo (Qo A)(M)

Q(X)

Demostracién. Basta definic h (U{ua (z) : 2 € V}) = h(supV).
[l

Teorema 8.12. Los funtores A : 9 — Top y Q : Top — M
son adjuntos contravariantes a derecha; es decir, para cada es-
pacio topologico X y cada marco M hay una biyeccion natural

[Xv A (M)]‘Iop = [M’ Q (X)]i)ﬁ
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Demostracion. Consideremos

a:[X, A (M)]Top

b [M,Q(X)lgy = [X

Verifiquemos que a (b (h))
mero observemos que a (b (h))
a(b(h))(m) =
Ahora bien,

x € (A(h)onx)" (da (m) N A (M)

Veamos ahora que (a( ) =

)
mos que b(a(f)) =A(Q(f)o
ba(f))(z)=(Q
Ahora bien,
me @) o) ((X-Tat])

Inicio Contenido Salir

9

(A (h) o nx)" (dus

las funciones

= [M, Q(X)]gy : f = Q(f) 0 par

A(M)]zgy : b= A(h) 0 nx:

h para cada h € [M,Q (X)]gy. Pri-
Q(nx)oQ (A (h))ouy y entonces

(m) VA (M)).

)& (A(h)onx) (z) € dy (m) N A (M)
h) (nx (x)) € dar (m) N A (M)

h) ((X—@]) e day (m) N A (M)
(X {m}]) € das (m) N A (M)

v (- 11))
(m) ¢ (X ~Ta]]
h(m) ¢ X —{z}
s h(m)n{z} #0

< x € h(m).

f para cada f € [X, A (M)]
[ar) © Mx Y entonces

Top- Tene-

(F) o) (X = {23]).

& (@) opn) (m) € (X - Ta]

& Q) (du (m) VA (M) € X - T}
& f(da (m)NA (M) € X —{a}
& f(du (m)NAN) N} =10
& w g [ (du (m) N A (M)

& f(@) ¢ dar (m) NA(M)

& me f(x).
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La prueba de la naturalidad de estas biyecciones se deja como ejer-
cicio. ]

Nota 8.8. La categoria 91 se llama Loc. Los objetos de Loc son
los marcos, pero cuando hablemos de ellos como objetos de Loc los
llamaremos locales. Tenemos entonces que los funtores A : Loc —
Top y Q : Top — Loc son covariantes y, ademds, € es adjunto a
izquierda de A.

[X7A (M)]Top = [Q (X) ) M]i}oc'

La equivalencia de adjuncién correspondiente es entre los espa-
cios sobrios y los locales llamados espaciales. Un local es espacial si
todo par de puntos no comparables se pueden separar por ideales
primos principales. También se dice que estos locales tienen sufi-
cientes puntos. Para mayor informacién consiltese [27].

Veremos ahora otra propiedad universal asociada con la com-
plecion por ideales en el contexto de los reticulos distributivos aco-
tados.

Teorema 8.13. (Propiedad universal) Sean L un reticulo distribu-
tivo acotado y M un reticulo completo. Si o : L — M es un ho-
momorfismo acotado, entonces existe un unico morfismo de marcos

~

a:J3(L) — M tal que a« = @ oiy.

L —2v 3(L)
M

Demostracién. Por el Teorema [8.7 sabemos que
a:J(L)— M:1—supa,(])

preserva extremos superiores y es tal que a = a oiy. Veamos que
a(INnJ)=a(l)Aa(J) para todo par de ideales I, J € J(L):
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sup o, (1) A sup a, (J)

sup{a (z) :x € I'} Asup{a(y) 1y € J}
sup{a(z) ANa(y) :x el ye J}
sup{a(z Ay):x el ye J}
sup{a(z):z€INJ}

donde la igualdad (a) se tiene por la ley distributiva infinita y la
(b) se tiene porque a es homomorfismo. O

Corolario 8.5. (Johnstone) J : D} — M es adjunto a izquierda
de M — D},

Corolario 8.6. La categoria 9 es una subcategoria reflexiva de la
categoria D}.
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