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Resumen y Abstract \%

Resumen

Este trabajo propone una unidad didactica encaminada a trabajar las identidades trigonométricas
en el contexto de los ndmeros complejos y sus operaciones aritméticas en sus diferentes
representaciones. La unidad didactica fue disefiada para estudiantes de ciclo V de educacién
secundaria, la poblacion de estudio fue los estudiantes de los cursos 1001 y 1002 del IED
CARLOS ARTURO TORRES jornada tarde. Esta unidad permite ampliar el universo numérico
trabajado por los estudiantes antes de este curso (niUmeros reales) y, sobre todo, aclarar varias
limitaciones del conjunto de los reales que en los complejos se solucionan de forma mas simple;
como las raices de nimeros negativos, ley de signos, deduccién de identidades, etc. Al mismo
tiempo se presentan las actividades apoyadas en la teoria del aprendizaje significativo donde el
estudiante construye conocimiento a partir de sus conceptos previos y el aprendizaje no se limita
Gnicamente a la repeticibn y memorizacion. Para terminar se presenta un andlisis de los
resultados donde se muestra el alcance que tuvo la propuesta con relacion a los objetivos

planteados.

Palabras clave: Unidad Didéactica, ldentidades Trigonométricas, Numeros Complejos,

Aprendizaje Significativo, Conceptos Previos.
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Abstract

It was designed a teaching unit that allows students to develop work with trigonometric identities
using the complex numbers and their arithmetic properties in their several representations. The
teaching unit was designed for high school students of grades 10 and 11 (sophomores and
juniors), the student populations were from 1001 and 1002 courses of the IED Carlos Arturo
Torres, afternoon classes. This unit allows to show the most complete type of numbers and to
expand the set of numbers that the students usually known (Real Number). In this sense some
limitations of the real numbers can be overcame, as the understanding of the roots of negative
numbers, the rules of signs for multiplication, deduction of trigonometric identities, etc. The
teaching unit is based on the theory of meaningful learning where students build knowledge from
their preconceptions and learning is not limited to repetition and memorization. Finally, the results
about the implementation of the teaching unit are shown and the analysis about the success of this

learning and teaching approach of the trigopnometric identities.

Keywords: Teaching Unit, trigonometric identities, Complex Numbers, Significant Learning
Previous concepts.
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Introduccioén

En el eje de pensamiento espacial y sistemas geométricos, los temas
relacionados con la trigopnometria se introducen usualmente en el grado décimo,
gue es donde los estudiantes inician su recorrido por las razones y funciones
trigonométricas, la resolucion de triangulos y el andlisis de identidades y
ecuaciones trigopnométricas. Uno de los temas mas exigentes en el trabajo con
trigonometria lo constituyen las identidades trigonométricas, ya que exigen un
buen manejo de operaciones con numeros reales, el uso de razones aritméticas,
operaciones con polinomios, factorizacion y, sobretodo, comprension de procesos
de generalizacion (significado de la variable) que implica procesos superiores de
abstraccion.

En lo que hace referencia al pensamiento numérico, el trabajo con los nimeros
complejos se realiza en el grado noveno a partir de la necesidad de solucionar la
ecuacion cuadratica x? + 1 = 0, donde se introduce, o define, la llamada unidad
imaginaria i como la raiz cuadrada de —1 de manera operativa y sin dar mayores
justificaciones del por qué se hace esto. Por otro lado, en los cursos introductorios
generalmente no se aborda el tema de coémo solucionar ecuaciones cubicas, que
realmente fueron el origen de los nimeros complejos (I.Kleiner, 1998). El trabajo
con los numeros complejos se reduce, de este modo, a introducir las operaciones
aritméticas basicas de manera esquematica y formal sin que se retome o

profundice el tema en los cursos posteriores de la educacion media (MEN, 1998).

Es importante resaltar aqui que al revisar la historia de los nUmeros complejos se

puede apreciar como este conjunto tiene una estrecha relacion con la
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trigonometria (Nahin, 1998). En este trabajo se maneja la hipotesis que el trabajo
con numeros complejos y su relacion con la trigonometria puede permitir no sélo
profundizar en el significado y representacion de estos numeros sino realizar un

estudio matematico que permita correlacionar un mayor nimero de conceptos.

Dado que para los estudiantes del grado décimo el manejo de las identidades
trigonométricas se torna una tarea muy complicada, debido principalmente a
todos los conocimientos previos que deben manejar y a que la mayoria de los
estudiantes no poseen las estructuras légicas para su comprension, se propone la

siguiente pregunta como eje central de este trabajo:

¢,Cudl puede ser el contenido y la estructura de una unidad did4ctica para
la ensefianza — aprendizaje de las identidades trigonométricas en grado

décimo através del trabajo con numeros complejos?

Haciendo una revision de algunas propuestas didacticas relacionadas con la
ensefianza de la trigopnometria como son las hechas por Caballero (2013), Herrera
(2013) Noriega (2014) y Montiel (2013), se puede apreciar que ninguna de ellas
relaciona las identidades trigopnométricas y los nimeros complejos. A parte del
hecho de que estas propuestas involucran elementos innovadores como las TIC
0 consideraciones epistemoldgicas, el trabajo con las identidades trigonométricas

es muy tradicional.

Es preciso mencionar que tanto los niumeros complejos como las identidades
trigonométricas son dos temas que tiene muchas aplicaciones no solamente en el
desarrollo de mateméticas mas avanzadas sino en otras areas del conocimiento
tales como la fisica (analisis dinamicos, relatividad especial y general, ondas,
etc.), la tecnologia (banda ancha, trasmision de electricidad, telecomunicaciones,
etc.), la electrénica, la electroquimica, etc.

Es este punto es pertinente recordar las siguientes palabras de Penrose:



Para todos aquellos que se habian mostrado recelosos de los numeros
complejos habria sido sin duda una sorpresa encontrar que, segun la fisica
de los ultimos tres cuartos del siglo XX, las leyes que gobiernan el
comportamiento del mundo a sus escalas mas minusculas dependen
fundamentalmente del sistema de los numeros complejos (Penrose,
2004)(p.134).

Teniendo en cuenta la consulta de fuentes bibliograficas realizada hasta el
momento se puede afirmar que la propuesta va a permitir a los estudiantes, no
s6lo profundizar en la comprension del concepto y significado de los nimeros
complejos y en la interpretacién de las identidades trigopnométricas sino a explorar
aplicaciones en otras ciencias. La idea es tratar de que los estudiantes aprendan
la aritmética de los numeros complejos y su relaciéon con la trigopnometria dentro
de un contexto matemético (o sintactico) mas general. Finalmente, se van a
presentar varias aplicaciones practicas de este conocimiento para mostrar como
las matematicas de los numeros complejos se pueden aplicar en varios contextos
semanticos (donde se les da un significado a los numeros complejos),
especificamente relacionados con el analisis de procesos cinematicos y

resolucion de problemas de geometria en el plano euclidiano.
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1.Capitulo 1

1.1 Caracterizacion de la poblacion de estudio

La poblacion de estudio corresponde a estudiantes de grado décimo del IED
CARLOS ARTURO TORRES jornada tarde. Esta institucion se encuentra ubicada
en el barrio Delicias en la localidad de Kennedy, Bogota D.C., y cuenta con las
jornadas mafana, tarde y nocturna (ensefianza para adultos y jovenes en
extraedad). Su proyecto educativo institucional (PEl) se fundamenta en la
honestidad, responsabilidad y respeto, llevando como nombre “Conviviendo y

aprendiendo construimos calidad de vida”.

Se contd con dos grupos de 28 y 27 estudiantes los cuales se encuentran en un

rango de edad entre los 13 y 18 afios.

Estos grupos son: 1001 que cuenta con 15 mujeres y 13 hombres, con edades
entre los 13 a los 18 afios y una media de 15,21 afios; y 1002 que cuenta con 18
mujeres y 9 hombres, con edades entre los 14 a 18 afos y una media de 15,56

anos.

Los grupos se caracterizan ademas por ser habitantes del sector de la localidad
de Kennedy donde los estratos son 1y 2 ya que habitan en los Barrios Boita, Villa

Nueva, Nueva York, San Andrés y Patio Bonito; donde se presenta una poblacién



con niveles minimos de estudio (bachillerato) ya que la mayor parte de los padres
de familia no son profesionales y se desempefian en areas como la carpinteria,

panaderia, construccion, etc.

1.2 Objetivos

1.2.1 General

Disefiar una unidad didactica para la ensefianza — aprendizaje de las identidades

trigonométricas en grado décimo a través del trabajo con nimeros complejos.

1.2.2 Especificos

e Analizar los aspectos historicos y epistemologicos relacionados con el
desarrollo de los niumeros complejos y la introduccion de las relaciones

trigonomeétricas.

e Indagar mediante una herramienta diagnostica los saberes previos de los

estudiantes relacionados con numeros complejos y la trigopnometria.

e |dentificar y seleccionar los conceptos relacionados con los numeros

complejos y trigonometria que sean pertinentes a la unidad didactica.
e Estructurar la unidad didactica.

e Aplicacion y andlisis de resultados de la unidad didactica.
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2.Capitulo 2: Marco Referencial

2.1 Marco Histérico — Epistemoldgico

Para hablar de los nUmeros complejos debemos remontarnos a la época de los
griegos donde Herdn de Alejandria (60 dC) comienza a hablar de la raiz cuadrada
de un numero negativo. Posteriormente Diophantus (275 dC) plantea el siguiente
problema: “Encuentra los lados de un triangulo rectdngulo de perimetro 12
unidades y el area 7 unidades al cuadrado”, el cual oblig6 a los mateméticos de la
época a pensar en raices negativas, ya que para encontrar uno de los lados del
triangulo habia que solucionar la ecuacién 6x? — 43x + 84 = 0 cuya solucién son
nameros complejos. Tuvieron que pasar mas de 1200 afios para que se diera la
tormentosa y casi tragica aparicién de los nimeros con raices negativas que eran
solucion de ecuaciones cubicas. Es importante anotar que fue el trabajo con
polinomios de grado tres, y no con los de grado dos como se cree comunmente,
los que dieron origen a los nameros complejos (l.Kleiner, 1998). Un aspecto
comun de todos estos trabajos es que la comprensién de los nimeros complejos
generalmente estuvo limitada o tergiversada por los perjuicios, aversion o rechazo
a las raices de numeros negativos por parte de los matematicos que se

dedicaban a su estudio.

Durante este largo periodo reconocidos matematicos realizaron trabajos
importantes relacionados con el tema; tales como Al-Khwarizmi (780-850), que
en su Algebra tiene la solucion a ecuaciones cuadraticas de varios tipos, y
Leonardo da Pisa (Fibonacci) (1170 - 1250). Sin embargo, fue hasta 1505



cuando el mateméatico Escipione del Ferro (1465 — 1526), profesor de la
universidad de Bolonia, descubrié la férmula para solucionar ecuaciones de
tercer grado y fue el primero en encontrar una solucion general para la ecuacion
cubica del tipo:

x> +px=q pq €RT

Cuyas raices son

Dependiendo de los valores de p y g se pueden obtener raices complejas cuyo

significado no fue entendido por los mateméticos de la época (Nahin, 1998).

Este fue un legado que perduro escondido por mucho tiempo hasta que Fiore
alumno de Ferro en una enmarcada disputa por el reconocimiento perdié un
“desafio matematico”, por llamarlo de alguna forma, con otro gran matematico de
la época Apodado Tartaglia (Niccolo Fontana). En febrero de 1535 Fiore y
Tartaglia se enfrentaron en una singular competencia donde cada uno planteo
problemas mateméaticos al otro en una verdadera disputa académica. Fiore fue
derrotado de forma contundente ya que de los 30 problemas que le planteo
Tartaglia no logro resolver ninguno, mientras que Tartaglia logro redescubrir la

férmula para resolver ecuaciones cubicas propuesta por Ferro (Nahin, 1998).

Dos matematicos que definitivamente son determinantes en el nacimiento de los
nameros complejos son Gerolamo Cardano (1501 — 1576) y su ayudante
Ludovico Ferrari (1522 — 1565), que fueron quienes después de una competencia
muy fuerte con Tartaglia lograron publicar las soluciones generales de las
ecuaciones cubicas y de cuarto grado, esta ultima desarrollada por el joven y

brillante matematico Ferrari (Nahin, 1998).
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Cardano en el afo 1545 publica en su “Ars Magna” la solucién de ecuaciones de
tercer y cuarto grado lo cual se toma como el nacimiento oficial de los numeros

complejos y el inicio del algebra moderna.

Rafael Bombelli en 1572 complemento el trabajo de Cardano, que encontré
varias dificultades para dar soluciones a ecuaciones de tipo x3 = ax + b

mediante la férmula:

Es precisamente aqui donde podemos hablar del nacimiento de los numeros
complejos, agregando que €l desarroll6 el algebra con estos ndmeros lo que
podemos catalogar como el nacimiento de la variable compleja (Nahin, 1998).

Después de esta historia casi novelesca sobre el origen de los numeros
complejos, y cuando ya eran plenamente reconocidos, fueron muchos los
matematicos que ayudaron a “descubrir” o proponer el conjunto de los numeros
complejos. Albert Girard (1620) fue uno de los primeros en afirmar que las
ecuaciones de grado n tienen n raices, pero fue René Descartes (1596 — 1650)
quien aparte de bautizar las raices cuadradas de numeros negativos, de una
manera desafortunada, con el nombre de nimeros imaginarios también planteo
gue las ecuaciones de n grado tienen n soluciones, aunque no todas tengan

raices reales.

En el periodo comprendido entre los afios 1600 y 1800 se hicieron muchos
avances relacionados con la representacion geométrica y propiedades
aritmeéticas de los numeros complejos, como por ejemplo los hechos por los
matematicos Wallis (1616 — 1703), Wessel (1747), Argand (1806) y Gauss
(1831).



Caspar Wessel en 1797, Jean Robert Argand en 1806, Jhon Warren en
1828 y Carl Friedrich Gauss mucho antes de 1831 dieron todos ellos, de
forma independiente, la idea del plano complejo, en el que se ofrecieron
interpretaciones geomeétricas claras de las operaciones de adicion y

multiplicacion de niumeros complejos (Penrose, 2004)(p.143).

Por otro lado, Moivre Abraham (Nahin, 1998) escribié una serie de férmulas muy
Utiles para demostrar o encontrar muchas identidades trigonométricas como las
siguientes:
z =1r(cosf + i sinf)
z?2 = r%(cos 20 +isin 26)
z7t = r71(cos(—8) + sin(—0))
z7%2 = r7%(cos(—280) + sin(—26))
z" = r*(cos(—nm0) +sin(—nB)) n = 0,+1,..

Algo muy importante en esta propuesta es que el teorema de Moivre es una

maguina de generar identidades trigopnométricas. Por ejemplo:

c0s36 + isin30 = (cosO + isin0)3=cos36 + 3icos?0sind — 3cosOsin*6 — isin36

Igualando las partes reales e imaginarias de la ecuacion anterior obtenemos:

cos36 = cos30 — 3cosBOsin?6

sin30 = 3cos?Osinfd — sin36

Euler en el siglo XVIII fundd la trigonometria moderna definiendo las funciones
trigonométricas mediante expresiones con exponenciales de numeros complejos.
El demostré que las propiedades basicas de la trigonometria son simplemente
producto de la aritmética de los complejos (Fernandez, 2010). La formula de Euler

se puede demostrar de la siguiente forma:
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z = cos(0) + i.sen(0)

dz
5= —sen(0) + i.cos(0)

de
dz
— .2 ]
=i .sen(0) +i.cos(0)
dz
=z i(cos(ﬁ) + i.sen(ﬁ))
dae
dz .
- = iz
dz
— =idf
z
dz
j az _ j ido
z
In(z) =i6

z =e"% = cos(8) + i.sen(6)

Continuando el camino por la evolucién historica de los numeros complejos
llegamos a un momento fundamental en el desarrollo de las matematicas
modernas, como lo es el trabajo con las funciones de variable compleja. Esta
teoria tiene esencialmente cuatro fundadores que desde distintas miradas
contribuyeron de forma significativa en el desarrollo de lo que hoy se conoce
como el analisis complejo: Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), Augustin — Louis
Cauchy (1789 — 1857), Bernhard Riemann (1826 — 1866) y Karl Weierstrass
(1815 — 1897).

Gauss es uno de los matematicos mas reconocidos en la historia, no en vano se
le recuerda como “el principe de las matematicas”, dentro de sus aportes al
campo de los nimeros complejos esta la representacion geométrica como ya se
menciond anteriormente, ademas demostré el teorema fundamental del algebra
apoyado en los numeros complejos. Una contribucién fundamental de Gauss en
el desarrollo de las funciones complejas fue la gran influencia que tuvo en el
trabajo de uno de sus alumnos mas brillantes, Bernhard Riemann, quien

posteriormente seria uno de los fundadores de esta teoria.
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Cauchy se puede considerar el fundador de la teoria de las funciones de variable
compleja, en 1821 publica su libro “Cours d'Analyse de I|'Ecole Royale
Polytechnique. 1*' Partie.”. En esta obra Cauchy usa el concepto de limite como la

base sobre la cual construyé todo el analisis moderno.

En esta obra Cauchy presenta de forma sistematica las operaciones entre
nameros complejos, ademas extiende los resultados del campo real al de los
complejos donde estudia las funciones complejas elementales, las series en
términos de complejos y las series de potencias. Es preciso mencionar que
Cauchy nunca presentd una vision general sobre esta teoria, solamente hasta la
aparicion de Weierstrass en escena se logra realizar una construccion precisa de

esta teoria del analisis de las funciones complejas (Molero, s.f.).

Riemann por su parte hace un trabajo apoyado en las teorias desarrolladas por
Cauchy dando una mirada mas desde la geometria de las funciones complejas,
su trabajo no tiene un rigor matematico muy exigente por el contrario esta guiado
mas por la intuicibn y una gran imaginacion; asi lo menciona Gauss en su

informe sobre la tesis doctoral de Riemann donde afirma que tiene:
“... una gloriosa y fértil originalidad”

Recibié su doctorado en 1851, con su tesis que basicamente estudia la teoria de
variables complejas, especificamente los objetos que hoy se conocen como las
superficies de Riemann, introduciendo meétodos topoldgicos en la teoria de
funciones complejas. Es preciso mencionar que su trabajo contribuyé de forma

significativa en el desarrollo de la topologia (Garcia, s.f.).

Riemann se caracteriz6 por su gran productividad, ya que sus trabajos son los
fundamentos para la investigacion en matematicas y tienen importantes
aplicaciones en la fisica. La integral de Riemann, la geometria riemanniana y la

conjetura de Riemann son trabajos que marcaron diferencia en el avance de las
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matematicas en su época. Penrose se refiere a la superficie de Riemann como

una de las mas grandes contribuciones a las matematicas modernas:

Bernhard Riemann, que introdujo esta idea, fue uno de los mas grandes
matematicos, y en su corta vida (1826 — 1866) propuso muchisimas ideas
matematicas que cambiaron profundamente el curso del pensamiento
matematico en este planeta. Mas adelante encontraremos algunas
contribuciones mas de él, tal como la que subyace en la teoria de la
relatividad general de Einstein. ... Este bello concepto desemperia un papel
importante en algunos de los intentos modernos de encontrar una nueva
base para la fisica matematica — muy especialmente en la teoria de cuerdas,

pero también en la teoria de twistores (Penrose, 2004)(P. 214).

Finalmente tenemos a Weierstrass un matematico que tiene una historia de vida
muy particular, ya que durante sus primeros afios en la universidad se dedicé,
entre comillas, a estudiar finanzas obligado por su padre. Su padre al ver la gran
habilidad que tenia Weierstrass con los niameros pensd que lo mejor para su
futuro era estudiar finanzas ya que esta carrera le daria una buena posicion
econdmica, sin embargo lo que verdaderamente le apasionaba a €l eran las
matematicas. Esta situacién termind con un joven que no realizd bien ninguna de
las dos actividades, durante cuatro afios y se dedic6 mas a practicar la esgrima,
tomar cerveza en reuniones y leer libros de matematicas (Diaz, 2002).

En 1839 se inscribi6 en la academia de Minster donde conociéo al maestro
Crhistoph Gudermann quien seria su inspirador en el trabajo que posteriormente
desarrollo con las funciones elipticas de Abel y Jacobi. Trabajo durante cerca de
13 afios como maestro de escuela donde tuvo que ensefiar a parte de
matematicas otras asignaturas porque asi se lo exigieron. En 1854 publicé un
articulo sobre las integrales abelianas en la revista Crelle’s Journal con el cual

obtuvo el titulo de doctor honoris causa entregado por la universidad de
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Koenigsberg y posteriormente un puesto en la universidad de
Berlin (Gruenberg, s.f.).

Hablar de Weierstrass es referirse a un matematico muy riguroso que lejos de
guiarse por la intuicibn como lo hizo Riemann en su trabajo, se apoya en una
construccion basada en la consistencia de razonamientos l6gicos con un lenguaje

claro y preciso.

Dentro de sus mayores aportes a la matematica se tiene que demostré en 1863 que el
Unico valor para n > 1 para el cual se puede definir un sistema algebraico en R™ con
una multiplicaciéon conmutativa y sin divisores de cero, es n = 2; este sistema es
precisamente los numeros complejos. Por otro lado, él encontrd que las funciones de
variable compleja se pueden definir mediante una serie de potencias convergente y
cuando era estudiante de Munster descubrié independientemente el teorema de
Laurent y otros teoremas hallados por Cauchy en los afios de 1841 y 1842. Para
terminar es preciso mencionar que el trabajo Weierstrass sobre las funciones de
variable compleja se bas6 fundamentalmente en la aritmética, lejos del enfoque de la

geometria planteado por Riemann (Porter, 1997).

2.2 Marco Disciplinar

Considerando que nuestra propuesta tiene como objetivo principal la ensefianza -
aprendizaje de las identidades trigonométricas apoyada en los nimeros complejos, es
fundamental mencionar que el trabajo con ellos requiere memorizar menos y los

procesos algebraicos son mas sencillos.

Es importante resaltar que los nimeros complejos forman un conjunto donde todas las
operaciones definidas para los numeros son cerradas. Esto quiere decir que el
resultado de una operacion aritmética con numeros complejos es siempre un elemento
del mismo conjunto. Por ejemplo, la resta no es una operacién cerrada sobre el

conjunto de los numeros enteros positivos y la operacion logaritmo no es cerrada
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sobre el conjunto de los reales, ya que en este conjunto no esté definido el resultado
de logaritmo de numeros negativos. De este modo cualquier operacion hecha sobre
numeros complejos da como resultado otro niumero complejo. En este sentido cabria
preguntarse por qué la aritmética no se ensefia utilizando el conjunto de nUmeros mas
general, los complejos, ya que a partir de este conocimiento las propiedades de los

subconjuntos se derivan mucho mas facilmente.

Un error comun en la ensefianza de las matematicas es presentar las propiedades de
los nimeros complejos como algo distinto, especial o autbnomo con respecto a las
propiedades de otros subconjuntos de los numeros, como los reales, cuando en
realidad las propiedades son las mismas. Si mostramos que el marco mas general
para establecer las propiedades de los numeros es el conjunto de los numeros
complejos, a los estudiantes les quedaria méas facil de entender por qué cuando se
analizan estas propiedades utilizando un subconjunto de los nameros (enteros,
racionales, reales, etc.) se pierde informacion, como por ejemplo cuando se trata de
analizar el significado de la operacion logaritmo utilizando el conjunto de los reales
donde queda dificil explicar el significado de logaritmo de nimeros negativos.

Por otro lado, el conocimiento de las propiedades de los nimeros complejos facilita la
comprensién del algebra lineal, geometria, trigonometria (especificamente las

identidades trigonométricas), algebra de operadores, etc.

A continuacion se presenta con mas detalle algunos de los elementos matematicos
fundamentales en el desarrollo de la propuesta, es preciso aclarar que en el trabajo
con los estudiantes se realizaran adaptaciones didacticas que permitiran propiciar un

aprendizaje significativo.

2.2.1 NUmeros imaginarios

En el ambito de las ecuaciones cuadraticas y cubicas se conoce que no todas las

ecuaciones tienen solucion en los nimeros reales. Por ejemplo la ecuacion x2 + 1 = 0,
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no tiene solucién real.

Para solucionar esta ecuacion Euler (1777) definié i = v— 1. De este modo, i se ha

definido de modo tal que su cuadrado tenga valor — 1, es decir i2 = —1.

Las potencias de i tienen una propiedad periddica que, mas adelante en este trabajo,
sera de gran utilidad para explicar la “ley de signos” y la deduccion de la férmula de
Euler.

i3 =i%i=-1i= —i

it =i2.i2 =(-1).(-1) =1

Y asi sucesivamente. Cualquier potencia entera de i puede expresarse como uno de
los nimeros i, -i ,1 o - 1(Hirsch, 1989).

Im
i | Eje Imaginario

i=-1 it=1
R
Eje Real

Figura 1. Potencias de” i “.
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2.2.2 Nameros complejos

Al realizar un estudio sobre un nuevo conjunto numeérico es preciso profundizar en sus
diferentes caracteristicas de tal forma que se logre evidenciar todas sus posibilidades
frente a las deficiencias que tienen otros conjuntos, particularmente en este trabajo los
numeros reales. En el caso de los nimeros complejos se inicia con la presentacion
general de sus representaciones y propiedades (figura 2), operaciones en forma
binébmica, analisis del conjunto como un cuerpo conmutativo, el orden y completitud.
Posteriormente, se realiza un andlisis de sus representaciones y relaciones existentes
entre las mismas para, finalmente, hacer un analisis sobre como las representaciones
en forma trigonométrica y polar permiten hacer de forma mas directa las operaciones

de multiplicacién, division, potenciacion y radicacion en los nimeros complejos.

La figura 2 presenta las caracteristicas de los numeros complejos, su origen, los
diferentes tipos de representacion, las operaciones que se manejan mas facilmente en
cada representacion y las propiedades que encierran los complejos. Es preciso
mencionar que las propiedades béasicas de la trigopnometria son como ya se ha

mencionado anteriormente producto de la aritmética de los nUmeros complejos.

Definicién P —
NUMEROS
COMPLEJOS

Operacionas
aritméticas

Féarmula
de
Cardano

Resolucion de
ccuaciones de
segundo vy
tercer grado

Propledadas
en forma bindmica:

suma, resta, producto y divisidn

en forma peolar: Farmula de Euler

producto, divisiéon, potenciacidn y radicaciédn

Funciones
hiparbalicas

Figura 2. Numeros Complejos. (Molinas Mata Patric)



17

Definiciones basicas

Un nimero de la forma z = a + bi, donde a y b son numeros reales, se conoce como

namero complejo en forma binébmica. El primer término “a” es la parte real y el

segundo “bi” es la parte imaginaria.

Los numeros complejos contienen a los numeros reales, ya que todo namero real se
puede escribir de la forma z = a + 0i y todo nimero imaginario se puede escribir
comoz = 0 + bi.

Ejemplo:z =5+ 0i y 2z =0 + 3i

Dos numeros complejos z =a + bi y z =c+ di soniguales siy solosi a=c

y b =d. El conjugado de un nimero complejo z =a + bi es el nuUmero Z = a - bi.
(Ayres, 1991)

Operaciones entre complejos en forma bindmica

Suma (@+bi) + (c+di)=(a+c)+ b+ di

Resta (a + bi) — (c + di)

(@a—c)+ (b — d)i

Multiplicacion (a + bi).(c + di) = (ac- bd) + (ad + bc)i

(a+bi)  (a+bi).(c—di) _ ac+bd bc—ad .
(c+di)  (c+di.((c- di)  c2+d? c2+ d2

Division

Cuerpo de los numeros complejos

Los numeros complejos tienen la estructura de un cuerpo conmutativo en

matematicas, ya que cumplen para la suma y multiplicacion las siguientes

propiedades:



18 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Ley clausurativa

Z1+t 2z Y Z1.Z, pertenecen a C

Ley conmutativa

Zl + ZZ = Zz + Zl y Zl'ZZ = ZZ'Zl

Ley asociativa
(z1 + 22) +z3 =21 + (2, + 73) Y  (21:23).23 = 21.(22.23)
Ley modulativa

El nimero 0y 1 son los médulos para la suma y la multiplicacion respectivamente:

Zl+O=O+Zl=Z1 y Zl-1=1'Zl=Zl

Ley del opuesto con relacién a la suma

Para cualquier numero complejo, z, distinto de cero, existe un Unico z en C tal que

z +z,=0. A Z se le llama opuesto de z,; con respecto a la suma y se denota por — z;.
Ley del inverso con respecto al producto

Para cualquier z; # 0, existe un Unico numero z en C tal que z;.z = z.z; = 1. Az se

. 1
le llama el inverso de z, con respecto al producto y es denotado por z;! o —
1

Ley distributiva

721.(Zy + 23) = 21.2, + 71.Z3

En general cualquier conjunto que cumpla con estas leyes recibe el nombre de cuerpo.
(Hidaldo Solis, 2006)
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Los numeros complejos no son un cuerpo bien ordenado

En R? se pueden definir diferentes 6rdenes parciales, sin embargo en el caso de los
numeros complejos seria imposible definir un nimero complejo positivo donde la suma
y el producto de complejos positivos sea positivo, “se pueden definir relaciones de
orden en C, pero ninguna de ellas es compatible con la estructura algebraica”
(Pérez, 2004).

Si asi fuera, deberiamos tener una clase positiva C* la cual contiene al
1 =1+ 0i y al cuadrado de cualquier numero complejo distinto de cero. Si
i € C*, entonces i? € C*, pero i’= -1, como i? € C, como
consecuencia del principio de tricotomia, - 1 no puede estar en la clase
positiva C™, lo cual contradice el hecho de que i este en C*, de donde
—i € C*, pero suponer esto implicaria que (—i?)= —1, lo cual nos

conduce nuevamente a una contradiccion (Hidaldo Solis, 2006).

Los nimeros naturales se pueden relacionar con cantidades, posiciones o lugares en
una secuencia 0 con asignaciones arbitrarias (como el nimero de una loteria). Pero
estas interpretaciones no definen los nimeros. En este sentido es importante resaltar
gue en conjunto de los numeros complejos no hay orden (ninguno esta antes que otro
0 es mayor que otro) por tanto el orden no es una caracteristica fundamental de los

nameros complejos.

Los numeros complejos son un cuerpo completo

Hablar de los nimeros complejos es en esencia hablar de R? con sus caracteristicas
topologicas, en este sentido se dan inmediatamente todas las cuestiones de
convergencia en C (sucesiones, series, limites, compacidad, conexion, etc.)
(Pérez, 2004). A continuacién se presenta con mas precision porque el cuerpo de los

nameros complejos es completo.
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De manera similar a como se hace en R, podemos decir que una sucesion en C es una
funcidbn s:N — C.sin € N, a su imagen bajo s la denotamos como s(n) = s,. También

usamos la notacion {s,} para una sucesion en C.

Usando el médulo de los numeros complejos s,, podemos definir los conceptos de

sucesion de Cauchy y de limite de una sucesion en C.

Definicion. Se dice que la sucesién de nameros complejos {s,} es una sucesion de
Cauchy si dado un & un numero real positivo, existe N e N tal que

|s, — S| < € siempre quen,m > N.

Se dice que un numero complejo s es el limite de la sucesion {s,} si para cada

namero ¢ real positivo, existe un entero N tal que |s, — s| < € siempre que n > N.
Si la sucesion {s,} tiene un limite en € diremos que la sucesién es convergente.

Si {s,} es una sucesién en C, y escribimos cada s, = a, + b,i con a,, b, €R,
tenemos las sucesiones {a,}y {b,}en R. Reciprocamente, si tenemos dos
sucesiones {a,}y {b,} en R, y definimos s, = a, + b,i, entonces {s,} es una

sucesion en C.

Proposicion. Sea {s,} una sucesion de numeros complejos, con s, = a, + byi.

Entonces:

1. La sucesion {s,} es de Cauchy si y sélo si las sucesiones {a,} y {b,} son
de Cauchy en R.
2. Lasucesion {z,} converge as = a + bi en C siy sol6 si {a,} converge a a

y {b,} converge a b en R.
Demostracion. 1. Sea {s,,}, con s, = a, + b,i, una sucesion de Cauchy en C.

Como [Re(w)| < |w| y Lm(w) = Re(—iw), de donde |Lm(w)| < |w|, para cada

numero complejo w.
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Dado & un namero real positivo, como {s,} es una sucesion de Cauchy, existe un

entero positivo tal que |s,, — s,,| < € siempre que n,m > N, de donde:

|an - aml = |Re(5n _Sm)l < |Sn _Sml < ¢

Ibn - bml = |Lm(sn - Sm)l < Isn - Sml < ¢
Siempre que n,m > N.

Reciprocamente, dado & un numero real positivo, como las sucesiones
{a,}y {b,} son de Cauchy en R existe un entero positivo N tal que |a, — a,,| <

/5 ¥ |by — byl < £/, siempre que n,m > N.

Como consecuencia de la desigualdad de triangulo tenemos:
|Sn - Sml = I(an - am) + (bn - bm)il < |an - aml + |bn - bml <e¢

Siempre que n,m = N. Es decir, {s,,} es una sucesiéon de Cauchy en C.
2. Supongamos que la sucesion {s,} converge a s en C, con s, = a, + b,i y
s = a + bi. Dado un numero real positivo ¢, existe un entero positivo N tal que

|s, — s| < &, de donde:

la, — a| = |Se=2t =9 o Isnzsl bzl o lszsl
2 2 2 2
y
b, — b| = [Sr=2ton=l lon=sl y domsl _ g lonzsl o
21 2 2 2
Sin>N.

Finalmente, si {a,}y {b,} son sucesiones en R que convergen a los valores ay b

respectivamente, dado un namero real positivo ¢, existe un entero positivo N tal
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que la,—al <%/, y |by—b| <[y si n 2N. Si s, = a,+byi y s=a-+bi,
entonces:

|Sn —s| = |(an + bni) — (a+ bl)l = |(an - a) + (bn - b)ll
< la,—al— |b,—b| <&
Siempre que n > N.
Por lo que, la sucesion {s,} converge a s.
Como R es un cuerpo completo, toda sucesion de Cauchy en R converge en
R. Asi, las partes real e imaginaria de una sucesion de Cauchy {s,} enC
convergen en R a dos numeros, digamos ay b, tenemos entonces que la
sucesion de Cauchy {s,} converge al nimero complejo s = a + bi.

Concluimos de aqui que € es un cuerpo completo (Hidaldo Solis, 2006).
Representacion grafica de los numeros complejos

Los nameros reales, los numeros imaginarios y el elemento comun (0, 0i) se pueden
organizar en un plano de coordenadas llamado el plano complejo. El eje horizontal se
denomina eje real y el eje vertical el eje imaginario con el punto comuin 0 + 0i que

corresponde al origen.

Es pertinente recordar que los numeros complejos en realidad tienen la misma
estructura que R? y que ellos forman un cuerpo conmutativo con las operaciones de

suma y multiplicacion, lo cual es una notable diferencia con R?.

r
_y e

Z=x—Iy

Figura 3. Plano complejo. Penrose (2004)
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En general un nimero complejo de la forma z = x + yi corresponde al punto (x,y) en
el plano complejo. Otra forma de representar los nimeros complejos en el plano es
como un vector geométrico (Figura 3), donde el punto inicial es el origen y punto
terminal el punto (x,y). La norma del vector recibe el nombre de médulo y el angulo

positivo que forma con el eje de los reales se llama argumento.

Médulo r = /x% + y? Argumento 6 = tan~?! Y

Representacion trigonomeétrica de los niumeros complejos

En esta representacion se definen los nUmeros mediante su médulo y su argumento a

través de las razones trigonométricas:

0 x » Re

Figura 4. Representacion polar de los nimeros complejos (Nahin, 1998).

x =rcosf y = irsinf
zZ=x+ yi
z=rcosf + irsin@

z =r(cosf + isinf)

Representacion como funcion de fase o polar

En esta representacion los numeros complejos se simbolizan con dos atributos: un

modulo y un angulo (Hirsch, 1989).
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r460

Es preciso mencionar que estas expresiones, trigonométrica y polar, adquieren un
mayor sentido cuando se maneja la expresion conocida como la férmula de Euler, esta
formula permite escribir un namero complejo representado en forma bindmica
utilizando su norma y angulo. Actia como un factor de conversion a través del cual

tienen validez las formas trigonométrica y polar de un niumero complejo (Wiley, 1995).
z =r(cosf + isinf) y r40

e® = cos0 + isen0

Para demostrar esta dltima férmula usualmente se hace mediante el trabajo con la

serie de Taylor y particularmente un caso especial llamado serie de Maclaurin.
Serie de Taylor.

Si f es una funcién tal que

(o]
fO =) ayx-or
n=0
para todo x en un intervalo abierto que contiene a c, entoces

fr©)

n!

f©

)= £ + /(O —0) +

x—c)2 4+

(x—c)"+ -

esta serie recibe el nombre de “ serie de Taylor para f(x) en c .
Serie de Maclaurin
Es un caso especial de la serie de Taylor cuando ¢ = 0

Si f es una funcion tal que f(x) = ) a,x™ para todo x en un intervalo abierto

(—r,r) entonces
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II 0
fz(' ) 2 4 P

f&) =f(0)+ f(0)x +

fm@0)
oo + T

recibe el nombre de “serie de Maclaurin” para f(x). (Swokowski, 1982)

A continuacion se presentan las siguientes funciones desarrolladas como series
de potencias, estas series de potencias las representan para todos los valores de
x; su demostracion se realiza apoyados en las series de Maclaurin y toda la teoria

de series de potencias (Swokowski, 1982).

f(x)=¢e*

3

2
e*=1+x+>+ =+
2! 3!

4

x x° x™ w X"
Z+E+W+F+m: anoz (1)

f(x) = cosx

3)

X x xf X oy X
cosx =1 TR ot (=1) @) + o= Yn=o(—1) (2n)! (2)
f(x) = senx
PO LR P
senx =x— o+ oot +(-1) (2n+1)!+ = n=o(—1) (2n+1)!

Revisando con cuidado se puede apreciar que la primera serie tiene una relacion
con la segunda y la tercera de una manera no tan evidente, ya que involucra

cambios de signos en algunos términos.

Se puede construir una teoria perfectamente satisfactoria de
series de potencias en la que se permita que la variable sea un
namero complejo en lugar de un simple namero real. Dentro de
esta teoria todas las series convergen para todos los valores

complejos de la variable (Simmons, 2002).

Si se sustituye x en (1) por ix y se utiliza la propiedad periddica de las potencias

de “i “(presentada en el apartado 2.2.1), se obtiene:
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2 3 N4 (ir)5
GO O COM C2)

e =1+ix+ —; 31 41 51

Teniendo en cuenta los valores de las potencias de i se obtiene:

ix_1+'_£_'x_3+x_4+'x_5_...
R TR TR TIRY

Aplicando la conmutatividad de la suma y factorizando €l i se obtiene:

. x?  x* _ x3  x°
e = 1—E+ I_ +1 x—§+§—--~

Al sustituir las series de potencias de coseno (2) y seno (3) resulta la férmula de
Euler

e* = cosx + isenx

Es preciso resaltar que esta expresion es uno de los resultados mas notables en
la historia de las matematicas, ya que esta férmula tiene muchos usos en
matematicas avanzadas y particularmente en el andlisis complejo, donde se hace
un completo estudio sobre la teoria de las funciones de variable compleja
(Simmons, 2002).

Realizar un estudio completo sobre el analisis complejo resultaria algo muy
interesante, ya que este permite generalizar muchos campos de la matematica;
ademas brinda métodos muy poderosos para comprender ondas, Optica,
magnetismo, relatividad especial y general, banda ancha, trasmision de
electricidad, telecomunicaciones, la electrénica, la electroquimica, etc. Para este
trabajo nos centraremos en el estudio de la funcion exponencial compleja y sus
diferencias con la funcion exponencial real, ya que el analisis complejo como se
mencionod anteriormente es un campo muy amplio para trabajar y de alguna forma
nos desviaria del objetivo principal del trabajo, que es la ensefianza de las
identidades trigonométricas enmarcadas en la aritmética de los numeros

complejos.
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Funcién exponencial compleja

Antes de hacer referencia de la funcion exponencial compleja es preciso definir

gue es una funcion de variable compleja:

Suponga que por cada valor que toma una variable compleja z
corresponde un o mas valores de una variable compleja w. Entonces
se dice que w es funcion de z y se escribe w = f(z) ow = g(z), etc. A
z se le llama variable independiente, y a w, variable dependiente. El
valor de una funcion en z = a se le suele escribir f(a). Por tanto, si
f(z) = z?, entonces f(2i) = (2i)?> = —4 (Spiegel, 2011).

Funcion exponencial compleja

Dado el niumero complejo z = x + yi, la funcién exponencial compleja se define a

través de la formula de Euler
f(z) = exp(z) = e? = e**Y' = e*(cosy + isiny)

La funcién asi definida es una extension de la funcion exponencial real, puesto

gue si z es un numero real se tiene que y = 0, entonces f(x) = e*.

Esta funcion mantiene las propiedades de la funcién exponencial real, sin

embargo tiene dos diferencias importantes:

1. La funcién exponencial real es inyectiva, cuyo dominio son todos los
reales y rango los reales positivos. La funcién exponencial compleja esta
definida para todo punto del plano complejo pero no es inyectiva, puesto
que para todo z se tiene que e**?™ =eZ Es por tanto una funcion
periodica, cuyo periodo es 2mi, que se repite en bandas horizontales del
plano complejo, de amplitud 2.

2. La segunda diferencia entre las funciones exponencial real y compleja es

que la funcidbn exponencial compleja puede tomar valores reales
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negativos, en contra de lo que sucede en el caso real. Esto es claro si se
tiene en cuenta que todas las operaciones en el cuerpo de los nimeros
complejos son cerradas.

(Molero, s.f.).

Operaciones como vectores

Las distintas operaciones de los numeros complejos se pueden hacer en todas las
representaciones mencionadas anteriormente, pero hay operaciones que se realizan
mas facilmente en una representacion dada. Por ejemplo, la suma y resta son
sencillas de realizar utilizando la forma binémica y representarlas en el plano como

una suma de vectores.

b+d A
d ¢ z,—c—+id
b ! v z,=a+ib
| T
X
|- S S — »
[& a a-+c

Figura 5. Suma de nimeros complejos como vectores. Tom. Apdstol (1979)

Para la multiplicacién, division, potenciacion y radicacion es mucho mas sencillo

realizarlas en la representacion trigopnométrica y polar.

El anterior hecho se puede utilizar como herramienta didactica para explicar que el
cambio de coordenadas es fundamental en matematicas para poder resolver
problemas de una forma mas sencilla. En este sentido los estudiantes se pueden ir

acostumbrando a otros sistemas de coordenadas distintas a las cartesianas.

En general la suma de un niamero complejo con otro se puede entender como una
traslacion en el espacio de un punto, la multiplicacion por una raiz de i como una

rotacion, la multiplicacion por un nimero real como un cambio de escala (como una
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ampliacion o reduccion), la multiplicacién por —1 o i? como una inversion en el plano,
etc. En general toda operacion entre dos numeros complejos se puede entender como

trasformaciones de simetria en el espacio bidimensional.

Operaciones en forma trigonométrica y polar

La suma y resta de complejos en forma binbmica son muy faciles de realizar, para la
multiplicacion, divisién, potenciacion y radicacion de complejos es mas conveniente

realizarlas en la forma trigonométrica y polar (Hirsch, 1989).
Multiplicacion

Si z; Y z, son numeros complejos, donde

7z, =1, (cos 01 + i senb,) y Z, =1, (cos 0, + i senf,)
Tl 4— 91 y T2 A— 92
entonces
Z1"Zy =111y [COS(Bl + 92) +i S€‘1’L(91 + 02)] y r-"nr 4 91 + 92

Como se puede apreciar para multiplicar complejos Unicamente se deben multiplicar

sus modulos y sumar los argumentos.

Division

Si z; ¥ z, son numeros complejos, donde z, # 0

entonces
Zl T1 . 1
= =— [cos(B; —0,) +isen(6, —6,)] : —460,—0,
Zz v Ty

Como se puede apreciar para dividir complejos Unicamente se deben dividir sus

modulos y restar los argumentos.
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Conjugado complejo

Se define el conjugado complejo (Z*) de un niimero complejo Z como:

zZ1 =140,
zZi =1 4 —0;
0 en la notacién cartesiana
zy=a+ib

Para trabajar la potenciacion y radicacion con numeros complejos se utilizara el

Teorema de Moivre y las representaciones binbmica y trigonométrica.
Potenciacion

La potenciacion con numeros complejos se realiza por medio del siguiente
procedimiento:

Si z es un numero complejo
z = a + bi
se escribe en forma trigopnométrica

z =r(cosf + isinf)

Para hallar una potencia z" con n que pertenece a los enteros se aplica el Teorema
de Moivre:

z" = r"*(cos(n@) +sin(nf)) n = 0,+1,..

Se realizan los procedimientos algebraicos y trigonomeétricos pertinentes para terminar

escribiendo nuevamente el resultado de z" en su forma bindmica (Hirsch, 1989).

Radicacion

Un numero complejo z es una raiz n— ésima de un numero complejo a + bi si
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z" =a+bi. El teorema de Moivre y la definicion de igualdad de los numeros

complejos pueden utilizarse para hallar las raices a través del siguiente procedimiento:

Si z es un numero complejo

z = a + bi
se escribe en forma trigonométrica
z =r(cosf + isinf)

Se aplica la siguiente formula para la raiz n-ésima de z haciendo las sustituciones

pertinentes

1/ 0+ k.360° | 0 + k.360°
r/n [cos <—n ) + isen (—n )]

Donde k = 0,1,2,34, ... ... ,n—1; z es diferente de cero y n un entero positivo.

Entonces z tiene exactamente n raices diferentes, teniendo en cuenta que el periodo
de las funciones seno y coseno es de 360°, cualquier entero k producira una raiz igual

a alguna de las que se hayan obtenido.

En general, las raices n— ésimas de un numero complejo estan distribuidas
. , . . . 1
uniformemente en un circulo que tiene centro en el origen y radio r /n. E| valor del

angulo entre dos raices consecutivas es 36Oo/n (Hirsch, 1989).

Figura 6. Raices séptimas de la unidad (Pérez, 2004).



32 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Explicacion de la “ley de signos” con respecto a la multiplicacién

Todas las operaciones aritméticas con numeros complejos se pueden visualizar
facilmente como operaciones de simetria en el plano complejo. Por ejemplo si el

&=

numero complejo se asume como un vector al multiplicarlo por “i” se le realiza una

rotacion de 90° en sentido antihorario y al multiplicar por “- i” se le realiza una rotacién
en sentido horario. Esta propiedad es muy util para explicar intuitivamente la “ley de

multiplicacion de signos”.

1.1=1 =— +.+=+
1.i2:1.'1:-1 > 4+ - = -
1=1.i*=i%. i’=-1.-1=1=—> -.-=+

Como se puede apreciar las rotaciones al multiplicar por “i “o “-i” muestran
claramente una justificacion de la ley de signos que en la mayoria de los casos se
toma como una ley que funciona, pero que no es clara su razéon de ser. Los
estudiantes se limitan Unicamente a memorizarla y utilizarla sin reconocer o tener
claridad sobre su existencia. Ahora se puede decir que si tiene el valorde —1 ylo
multiplica por i?, - 1, este nimero rotara 180° grados para convertirse en uno positivo,

lo que implica que (-1). (-1) = 1.

Figura 7. Multiplicacion por "i". (Penrose, 2004)
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2.2.3 Deduccion de las identidades trigonométricas utilizando los

numeros complejos

Teorema de Pitdgoras

Al multiplicar un nimero complejo por su conjugado complejo se obtiene:

z,:z; = (a + ib)(a — ib) = a? + b?

Ahora si la multiplicacién se hace en la notacidén polar obtenemos:

21z, =(r480)r4—0)=r240=12

Igualando las dos expresiones anteriores se obtiene:

a? + b? = r?

gue es el teorema de Pitagoras.

Definicién de algunas identidades trigonométricas

Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones que contienen
funciones trigonométricas y es valida para todos los valores del angulo en los que

estan determinadas las funciones.

Las propiedades reciprocas de las funciones son ejemplos de identidades:

. . 1
cscO = pr ,sinf =0 vy sinf = py ,cscO =0
0 = 1 6+0 6 = 6 =0
secld = p—— , COS y cosf = socd ' sec
to = ! tang # 0 tang = 1 to 0
co = ond’ an0 + y tanf = e ,CO *
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De la definicion de las funciones trigopnométricas también se derivan:

,sinf # 0

sin cos @
tanf = ,cos0 #0 y cotf =
C sin 6

os6

Deduccion de las identidades pitagoricas

Estas identidades reciben este nombre porque se deducen apoyados directamente en
el teorema de Pitagoras y las rotaciones en la circunferencia unitaria del plano

complejo (Figura 8).

Unit i
circle

- .
e

Figura 8. Circulo unitario. Penrose (2004) Pag 96
La forma trigonométrica de los nimeros complejos es:
x + iy = r (cosf +isenf)
Como estamos ubicados en la circunferencia unitaria se tiene que r =1 por lo tanto

x = cosf y = sinf ademas cualquier punto de la circunferencia cumple el
teorema de Pitagoras por estar sobre la circunferencia unitaria x2+y2=1.
Haciendo las sustituciones apropiadas se tiene que cos?*6 + sen?@ = 1, de la cual se

derivan todas las identidades pitagéricas ( Anexo C, sesion 11).
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Suma y diferencia de angulos

Para deducir la mayoria de identidades trigonométricas se procede de la misma
manera que en la deduccion realizada del teorema de Pitagoras, se expresa la
operacion entre numeros complejos tanto en su representacion trigpnomeétrica como

en su forma polar y después se igualan (Anexo C, sesion 13).

Angulos dobles

Para deducir estas identidades se realizara la multiplicacion de dos numeros
complejos con igual norma y angulo y se realiza el mismo proceso utilizado en las
identidades de suma y resta de angulos; en el caso de tangente se derivaran las

identidades a partir de las de seno y coseno (Anexo C, sesion 15).

Angulos medios

Para deducir las identidades de angulos medios se utilizaran las identidades de

angulos dobles para coseno

c0s26 = 2cos?0 — 1

cos 260 =1 — 2sen? 6

Y las sustituciones pertinentes (Anexo C, sesion 17).
Formula de Moivre
La férmula utilizada para hallar el producto de dos niumeros complejos en forma polar

se puede utilizar para derivar un método mas sencillo para desarrollar potencias de

numeros complejos.
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z =1r(cosf + i sind)
z? = r%(cos 20 +isin 26)
z~t = r~(cos(—0) + sin(—0))
z7% = r72(cos(—20) + sin(—28))

z" = r"(cos(—nB) + sin(—nh)) n=0,+1,..

Ademas el teorema de Moivre es una maquina de generar identidades

trigonométricas. Por ejemplo:

c0s20 + isin20 = (cosO + isinf)?=cos?6 + 2i cos 6 sinf — sin?6

Igualando las partes reales e imaginarias:

c0s20 = cos?*6 — sin’8

sin280 = 2sinf cosf

2.2.4 Ecuaciones cuadraticas y Funciones cuadraticas

Una ecuacién de la forma ax?* + bx + ¢ = 0,cona,b,c € Rya # 0, recibe el nombre
de ecuacion cuadrética o ecuacién de segundo grado. Existen dos tipos de ecuaciones
cuadraticas, las incompletas donde b,c 0 ambas son cero y las completas donde a,b y
¢ son diferentes de cero. En general para solucionar ecuaciones cuadraticas

completas se manejan tres métodos:

e Factorizacion: se factoriza el trinomio y se iguala a cero cada factor, luego
se despeja la incognita para encontrar las soluciones.

e Completar el cuadrado de un binomio: el método consiste en trasformar un
trinomio en un binomio cuadrado perfecto para luego extraer las raices.

e Formula general: también recibe el nombre de férmula cuadratica,
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_-b+t Vb?% — 4ac
N 2a

X

En esta formula encontramos el discriminante b? — 4ac el cual tiene las siguientes

propiedades:

b%? —4ac > 0 En este caso se dice que la ecuacion tiene dos soluciones reales.

b%? — 4ac = 0 En este caso se tiene una Unica solucion y es un nimero real.

b%? —4ac <0 En este caso se dice que la ecuacién tiene dos soluciones complejas,
es decir aqui los niameros reales no son suficientes para solucionar la ecuacion y se

deben apoyar en los nimeros complejos.

Por otro lado una funciéon cuadratica es de la forma:

y=f(x)=ax*+bx+ccona,byc ERya 0.

También se conocen como funciones de segundo grado porque en la expresion

ax? + bx + ¢ el mayor exponente de la variable x es 2.

¥ | Eje de
\ T |simetria N
4 |1
1 3 Ramas
T 1 de la
| parahola
|
|
| | |
| ! i x
|
|
|
Ordenada
al origen

Vertice

Figura 9. Partes de una grafica de una funcién cuadratica
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Las graficas de las funciones cuadraticas se conocen como pardbolas y tienen las

siguientes caracteristicas:

Si f(x)=ax*+bx+cya >0 , entonces la pardbola es céncava hacia arriba y

vértice es el punto minimo; si f(x) = ax?> + bx + cya < 0, entonces la parabola es

concava hacia abajo y su vértice es el punto maximo.

a=0

Figura 10. Parabolas céncavas hacia arriba o hacia abajo

Ademas se pueden tener los siguientes casos:

Si b? — 4ac > 0 la parabola tiene dos interceptos o raices con el eje x

r

- (2.1)

L JO-2 |°

[(0,-3)

Figura 11. Parabola con dos raices reales. Imagen tomada de http://www.coolmath.com/algebra/11-
graphing-quadratics-parabolas/02-graphing-parabolas-part-1-02
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Si b%? —4ac < 0 la pardbola no tiene interceptos con el eje x (las

raices son numeros complejos).

Figura 12. Parabola con dos raices complejas. Imagen tomada de
http://mathbitsnotebook.com/Algebral/Quadratics/QDcomplex.html

Si b2 —4ac = 0 en este caso tiene una sola raiz real y esta ubicada

en el vértice.
by
-« - —p 1
L

Figura 13. Pardbola con una sola raiz.
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2.2.5 Funcién exponencial

La funcién exponencial es de la forma f(x) = e* donde "e" es el nUmero de
Euler, aproximadamente 2.71828...; sus principales caracteristicas son:

Su dominio es el conjunto de los reales R.

El rango es el conjunto de los reales positivos, es decir, el intervalo
(0, + 00).

Es la funcion inversa de la funcién logaritmo natural f(x) = Inx.

Su derivada es la misma funcion.

f(x)

f@= ()" (f@) = e
| |

Figura 14. Gréfica Funcién Exponencial.

(Buitrago, 2013)

2.2.6 Funciones Trigonométricas

Las funciones trigonométricas pueden definirse a partir de la circunferencia
unitaria. Para esto se construye un angulo 6 en posicién normal cuyo lado final
interseque a la circunferencia unitaria en el punto P. Como cada angulo 6 define
un unico punto en P(x,y) en la circunferencia unitaria, a partir de sus coordenadas
se pueden definir las funciones trigonomeétricas seno, coseno, tangente, secante,

cosecante y cotangente.
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A continuacion se presentaran con mas detalle las funciones seno, coseno y

tangente por ser las mas aplicadas en las diferentes ciencias del conocimento.

Funcién Seno

La funcién f(x) = senx definida en la circunferencia unitaria tiene las
siguientes caracteristicas:

e Su dominio son los numeros reales R.

e Elrango de la funcion es el intervalo [—1,1].

e Es una funcion impar, es decir, sen(—x) = — senx. por tanto la grafica es
simétrica con respecto al origen del sistema de coordenadas.

e La funcion tiene un periodo de 2w, por tanto senx = sen(x + 2nm) conn €
Z.

y A f(x) =senx para 0 <x < 2m
11

Figura 15. Gréfica Funcién Seno

Funcién coseno

La funcion f(x) = cosx definida en la circunferencia unitaria tiene las
siguientes caracteristicas:

e Su dominio son los numeros reales R.

e Elrango de la funcion es el intervalo [—1,1].

e Es una funcién par, es decir, cos(—x) = cosx. por tanto la grafica es
simétrica con respecto al y o f(x).

e La funcién tiene un periodo de 2w, por tanto cosx = cos(x + 2nm) conn €
Z.
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i y f(x)=cosx para 0 <x <2m
i 21X
T m K
0 :7_‘ ‘2‘ 27T
-14

Figura 16. Gréafica Funcién Coseno.

Funcion Tangente

La funcion f(x) = tanx tiene las siguientes caracteristicas:

e Su dominio de la funcion tangente es el conjunto de los numeros reales

e . i
excepto los multiplos impares de >

s
{x ER/ x # no,n entero impar}

e Elrango son los numeros reales R.

e Es una funcion impar, es decir tan(—x) = —tanx. Por tanto la gréafica es
simétrica con respecto al origen.

e La funcién tiene un periodo de m. Por tanto tanx = tan(x + nm) conn € Z.

., . , . T
e Lafuncion f(x) = tanx tiene asintotas verticales en los valores de x = n=

2
con n entero impar.

e La funcion f(x) = tanx corta al eje x para todos los valores multiplos de
7. Es decir, tanx = 0six =nmconn € Z.
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f(x) =tanx para —2mw < x < 2w

-2m

N
3
[xi
3
e L et E S
[x3
o
e
[xi
El
Y e e ——

Figura 17. Gréfica Funcién Tangente

(Buitrago, 2013)

2.3 Marco Didactico

Considerando que nuestra propuesta tiene como objetivo principal la ensefianza -
aprendizaje de las identidades trigonométricas apoyada en los numeros
complejos, es fundamental mencionar que en el trabajo con ellos requiere

memorizar menos Y los procesos algebraicos son mas sencillos.

Dado que el trabajo con ndmeros complejos en nuestro contexto escolar se
realiza en grado noveno (Chavez. Castafieda, 2010) y los conceptos basicos de
la trigonometria se trabajan en los primeros periodos de grado décimo nuestra
propuesta no surge de un conocimiento totalmente nuevo, por el contrario los
saberes previos de los estudiantes son el insumo fundamental de la misma.
Gracias a esto vamos a enmarcar el trabajo en la teoria del aprendizaje

significativo planteada por Ausubel.

2.3.1 Aprendizaje significativo

El aprendizaje significativo permite establecer relaciones entre los conocimientos
gue tiene el estudiante y las nuevas tematicas a desarrollar de forma coherente y

I6gica, Ausubel establece que:

El aprendizaje significativo ocurre cuando una nueva informacion

“se conecta” con un concepto relevante preexistente en la
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estructura cognitiva, esto implica que, las nuevas ideas, conceptos y
proposiciones pueden ser aprendidos significativamente en la
medida que otras ideas, conceptos 0 proposiciones relevantes
estén adecuadamente claras y disponibles en la estructura cognitiva
del individuo y que funcionen como un punto de anclaje a las

primeras. (Ausubel, 1983)

Ahora es preciso mencionar que en la propuesta el aprendizaje mecanico
entendido como un complemento del aprendizaje significativo juega un papel
muy importante. A pesar de que el trabajo con nimeros complejos permite hacer
procesos algebraicos mas sencillos y memorizar menos férmulas, siempre sera
importante la memoria. No se pretende ver la relacién entre estos dos tipos de
aprendizaje como una dicotomia absoluta, por el contrario en una misma
situacion pueden aparecer los dos y complementarse en un cierto tipo de

aprendizaje intermedio (Ausubel, 1983)

Para que se logre un aprendizaje significativo se deben dar las condiciones que
permitan llevar una secuencia légica y clara en los procesos desarrollados por
con los estudiantes, al respecto Davila plantea las siguientes implicaciones
didacticas:

e Conocer los conocimientos previos de los estudiantes

e Organizacion del material del curso

e Motivacion del alumno

Estas implicaciones son fundamentales al momento de estructurar una propuesta
de trabajo que verdaderamente busque un aprendizaje significativo. De otra
forma, se seguird en una educacion tradicional memoristica donde no hay un
desarrollo de pensamiento del estudiante y solo se limitara a repetir, 0 a hacer

por hacer.
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Con la propuesta didactica lo que se pretende es que el estudiante adquiera los
conocimientos sobre las identidades trigonométricas desde un marco mas
general como lo es el trabajo con numeros complejos; comprendiendo su

estructura y la relacion con la trigonometria.

2.3.2 Unidades didacticas

El proceso ensefianza — aprendizaje se debe desarrollar de forma sistematica
planificada y re - pensada en todos los momentos del trabajo, no existe una
receta que permita alcanzar siempre los mismos resultados, cualquier contenido
debe ser readaptado de acuerdo al contexto para posibilitar verdaderamente un

aprendizaje significativo. Al respecto Sanmarti (Sanmarti, 2000) menciona:

Desde las nuevas visiones sobre el aprendizaje y sobre la ensefianza
segun las cuales son los propios alumnos quienes construyen su
conocimiento, la funcién del profesorado es promover este proceso
constructivo, que forzosamente sera distinto para cada estudiante y para
cada grupo-clase. Consecuentemente, un buen disefio didactico es aquel
gue mejor responde a las necesidades diversas de los estudiantes.

El papel que juega el maestro en este proceso es fundamental ya que su funcion
es analizar muy bien su grupo de aprendizaje y las finalidades que quiere con el
mismo, para realizar una seleccion de contenidos y organizar una secuencia que

verdaderamente permita a los estudiantes alcanzar los objetivos propuestos.

En el proceso de secuencializacion y disefio de las actividades el maestro debe
ser muy cuidadoso para que todas apunten hacia la finalidad buscada, es decir
gue el objetivo general sea global y abarque todas las intenciones de cada

actividad de tal forma que todas ellas apunten en la misma direccion.

Es preciso mencionar que la esencia verdadera del trabajo con los estudiantes

son las actividades, por lo tanto se debe ser muy metddico en el disefio y la
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aplicacion de las mismas; teniendo en cuenta que una actividad debe ser
concebida como una parte de una gran estructura (unidad didactica) que busque
promover el desarrollo de pensamiento en cada estudiante, a través de la
interaccion entre los tres actores presentes en el proceso de ensefianza

aprendizaje (Sanmarti, 2000).

matenal dida r:nm

CD‘\JI_\TD
ACTIV ID ADES

pmfes orado - alumnado

Figura 18. Interacciones que se promueven al realizar actividades didacticas

Estructura de la unidad didactica

Ya se ha mencionado que el proceso de ensefianza — aprendizaje no es una
receta que se debe llevar acabo en forma concreta para alcanzar el desarrollo del
pensamiento, sin embargo tampoco se puede tomar como una actividad sin
ninguna orientacion o finalidad definida, por el contrario se deben reconocer
ciertas etapas que son pertinentes al momento de estructurar una unidad
didactica (Sanmarti, 2000):

o Actividades de iniciacién, exploracion, de explicitacion, de

planteamiento de problemas o hipotesis iniciales.

o Actividades para promover la evolucion de los modelos iniciales,
de introduccién de nuevas variables, de identificacion de otras
formas de observar y de explicar, de reformulacién de los

problemas.
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o Actividades de sintesis, de elaboracion de conclusiones, de

estructuracion del conocimiento.

o Actividades de aplicacion, de transferencia a otros contextos, de

generalizacion.

Sistema de evaluacién

Cambiar las practicas de ensefianza - aprendizaje significa también recapacitar

sobre la forma de evaluar el desarrollo de pensamiento de los estudiantes.

Es preciso pensar en una evaluacion que permita la participacion de todos los
actores vinculados al proceso educativo. Al respecto Ruiz (Ruiz, 1991) menciona:
“La participacion de todos los usuarios del proceso es vital, la autoevaluacion y la
coevaluacibn como procedimientos forman parte de la operatividad de esta

modalidad de evaluacion”.

Sanmarti (2000) plantea tres momentos fundamentales para hacer de la

evaluacion una herramienta que verdaderamente contribuya al aprendizaje:

1. Evaluacion inicial: permite determinar la situacion inicial de cada
estudiante y el grupo en general.

2. Evaluacion formativa: actividades que permiten reconocer los
obstaculos que los estudiantes tienen al afrontar el proceso de
ensefianza — aprendizaje. En esta evaluacién es importante que los
estudiantes tengan un registro de los trabajos que se van realizando,
se pueden utilizar mapas conceptuales, diarios de campo o
cualquier otra estrategia que contribuya con esto.

3. Evaluacion final: este momento es fundamental ya que proporciona
informacion valiosa al maestro y estudiante. Para el caso del

maestro permite evaluar la calidad del disefio de la unidad didactica,
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el progreso de sus estudiantes y, sobretodo, los planes de
mejoramiento para superar las dificultades encontradas. Para el
estudiante es fundamental también porque le permite reconocer en

qué estado quedo y que debe reforzar.

La valoracion del estudiante para aprobar o reprobar debe tener en cuenta los

aspectos conceptuales, procedimentales y actitudinales.
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3.Capitulo 3: Marco Metodolégico

Este trabajo se ubica en la «investigacion accion» ya que responde claramente a
los fundamentos de esta teoria, llamada colaboradora de la investigacion
educativa:

¢ Qué? Problemas de la practica real educativa susceptibles de ser

mejorados.

¢, Quién? Los profesores son docentes, pero también investigadores.

¢, Como? Pruebas de rendimiento de los estudiantes

¢ Para qué? La finalidad unica es mejorar la practica, al tiempo que se

mejora la comprension de la misma.

Es una investigacion de tipo cualitativo ya que se tiene en cuenta el aspecto
humano y el contexto sociocultural, ademas en la propuesta se desarrollan las

fases propuestas en esta metodologia (Colmenares E, 2008):

e Diagndéstico del problema

e Construccion de un plan

¢ Puesta en marcha del plan

e Reflexion e interpretacion del plan

¢ Re planificacion

A partir de los objetivos especificos vamos a proponer los elementos principales

de la metodologia:
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e Analizar los aspectos historicos y epistemologicos relativos al
desarrollo de los numeros complejos y la introduccion de las

relaciones trigopnométricas, pertinentes a la unidad didactica.

A partir de la revision historica y epistemoldgica se estableceran los aspectos mas
relevantes en la ensefianza — aprendizaje de los numeros complejos y su relacion
con la trigonometria. Ademas son el insumo principal para no cometer errores que

han dificultado el trabajo con estos temas.

e Indagar mediante una herramienta diagnostica los saberes
previos de los estudiantes relacionados con numeros complejos

y la trigopnometria.

Se disefiara una prueba con base en la teoria revisada donde se plantearan
preguntas relacionadas con: definiciones, descripciones, ejemplos, entre otros.
También se incluiran preguntas sobre la edad, el sexo de los participantes, su
actitud hacia la trigonometria y la relacién que encuentra entre esta y los numeros

complejos.

e |dentificar y seleccionar los conceptos relacionados con los
numeros complejos y trigonometria que sean pertinentes a la

unidad didactica.

Los resultados obtenidos en los primeros procesos son la base fundamental para

realizar este momento del trabajo.

e Estructurar la unidad didactica.

Construccioén de la propuesta.



51

e Analisis de resultados de la aplicacion de la unidad y re

planificacion.

En esta etapa se realizaran los ajustes pertinentes a la propuesta a la luz de los

resultados.

3.1 Andlisis de resultados de la prueba diagnostica
aplicada

El proceso de aprendizaje esta determinado por los preconceptos que tienen los

estudiantes con relacion a cualquier conocimiento que van a adquirir, ningin

proceso de aprendizaje inicia desde la nada ya que los saberes previos son

fundamentales para planear y hacer del proceso de ensefianza — aprendizaje lo

mas productivo. Ausubel (1983) en su trabajo sobre el aprendizaje significativo

afirma:

Si tuviera que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio,
enunciaria este: el factor mas importante que influye en el aprendizaje
es lo que el alumno ya sabe. Averiglese esto y enséfiese

consecuentemente.

Con la finalidad de tener una perspectiva clara sobre los conocimientos que
tienen los estudiantes con relacién a la evoluciéon de los conjuntos numéricos, la
solucién de ecuaciones cuadréticas y raices de numeros negativos, la gréafica de
funciones cuadraticas, las razones trigonométricas y la ubicaciéon de puntos en
plano se aplicé la prueba diagndstica (anexo A) a 53 estudiantes de grado décimo
del IED CARLOS ARTURO TORRES jornada tarde.

Las observaciones mas generales de esta prueba diagnostico fueron:

e Aproximadamente el 50% de los estudiantes reconoce que los numeros
son una herramienta valiosa para resolver problemas practicos y que son

mas utiles en la medida que el conjunto de niumeros sea mas amplio.
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e Los estudiantes en su gran mayoria identifican las diferencias entre los
nameros enteros y los racionales, pero tan solo una minoria (2%) reconoce
la diferencia entre los racionales y los irracionales. Por tanto es
indispensable trabajar con ellos las propiedades de cada conjunto de
nameros, ya que existen grandes confusiones.

e Mas del 70% de los estudiantes no identifica las propiedades, utilidad y los
posibles significados de los numeros complejos.

e Aproximadamente el 50% de los estudiantes no sabe resolver una
ecuacion cuadratica ni graficar una funcion cuadrética.

e La mayoria de los estudiantes reconoce las razones trigopnométricas pero
no saben manipularlas algebraicamente.

e Mas del 60% de los estudiantes puede localizar en el plano complejo los

ndameros complejos pero no saben qué utilidad tiene esto.

Gracias al analisis de este trabajo (ver anexo B) se concluye que la aplicacion de
la propuesta de trabajo tiene un gran sentido, ya que a través de ella los
estudiantes podran afianzar y, en algunos casos, formar conceptos claros sobre
los numeros complejos, que posteriormente serviran de base para realizar un

aprendizaje significativo de las identidades trigonométricas.

3.2 Disefo de la unidad didactica

Partiendo de los resultados obtenidos en la aplicacion de la prueba diagnéstico se
construye la unidad didactica (Anexo C) de tal forma que sea una via para
superar las deficiencias encontradas y permita dar transito a nuevos

conocimientos a partir de conceptos previos claros.

Enmarcar el trabajo en los nimeros complejos permite tener una mirada mas
amplia, ya que se puede trabajar una gran cantidad de conceptos de forma logica

y estructurada. La conexién entre la geometria y el algebra posiblemente es una
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de las fortalezas méas grandes del trabajo con los nimeros complejos, por tanto
las unidades didacticas se van a basar en este hecho.

Las sesiones de la unidad didactica promueven el trabajo en equipo y la
participacion activa de los estudiantes en la construccion de nuevos
conocimientos a partir de los conceptos previos y los que se van elaborando en el
proceso. Es preciso mencionar que un verdadero aprendizaje significativo se
consigue a través de metodologias que permitan al estudiante llevar una
secuencia logica de lo que estd construyendo, sin presentar conclusiones

definitivas sin ninguln tipo de sustentacion tedérica o practica.

3.3 Aplicacion de la unidad didactica

La unidad didactica esta disefiada para aplicarse en un periodo de 10 semanas
con una intensidad horaria de 3 0 4 horas en tercer periodo académico de grado
décimo, cada sesion de trabajo tiene su propia estructura segun la intencionalidad
de la misma. Hay sesiones donde se hace énfasis en el trabajo de los estudiantes
para luego llegar a formalizar y alcanzar los objetivos propuestos, otras se
desarrollan como clases tradicionales donde la dindmica del trabajo esta
determinada por la interaccién entre el maestro y el curso en general y otras se
centran en el trabajo autbnomo de los estudiantes, claro siempre orientado por el

maestro.

La unidad didactica esta formada por los siguientes capitulos (Anexo C):

e Origen y aplicaciones de los numeros complejos
e Numeros complejos

e Numeros complejos e Identidades trigonométricas
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3.4 Evaluacion final

Con el propésito de verificar el nivel alcanzado por los estudiantes con relacion a
las dificultades encontradas en la prueba diagndstico y los nuevos conceptos
trabajados en la unidad didactica se plantea una evaluacion final (Anexo C,
sesidon 20 y Anexo D), esta evaluacion esta compuesta por 20 preguntas abiertas

con el fin de reconocer claramente los procesos desarrollados por los estudiantes.

Para hacer mas preciso el analisis de los resultados obtenidos por los estudiantes
en la prueba final aplicada se organizé las preguntas en cuatro grupos que tienen
unas caracteristicas particulares (anexo E). Con relacion al reconocimiento de los
conjuntos numéricos y aplicacion de los nimeros complejos se puede concluir
gue la propuesta contribuyé de manera significativa con el progreso de los
estudiantes como lo muestran los resultados, ya que el promedio de respuestas

correctas fue del 63%.

En el campo de los numeros complejos el trabajo de los estudiantes fue
importante ya que los resultados del analisis muestran que el 76% de los
estudiantes tienen un manejo adecuado de las representaciones y las
operaciones en sus diferentes formas (bindbmica, trigpnométrica y polar). Ademas,
ellos son capaces de relacionar las operaciones con movimientos en el plano
complejo, lo cual es fundamental para realizar el trabajo posterior con

identidades trigonométricas.

Para analizar los resultados con relacion a las identidades trigonométricas hay
gue hacer una distincidbn entre la deduccion de las mismas, aplicacién en

ejercicios especificos y la demostracién de identidades.

En el caso de la demostracion de identidades los resultados muestran que el
rendimiento de los estudiantes fue muy bajo (36%), se aprecia la gran dificultad

gue tienen los estudiantes para aplicar los casos de factorizacion, realizar
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sustituciones con identidades bésicas, pitagoéricas y procesos algebraicos como
productos notables.

Ya en el plano de deducir las identidades a partir de las operaciones con himeros
complejos y su aplicacion en ejercicios puntuales de suma- resta de angulos,
angulos dobles y angulos medios los resultados fueron buenos (72 % positivos),
el manejo de las razones trigonométricas en el plano, operaciones con racionales
y en algunos casos la radicacion da cuenta de un avance significativo con

relacion a lo observado en la prueba diagnéstico.

Los resultados obtenidos en esta prueba final permitieron reconocer los ajustes
pertinentes para mejorar el proceso de ensefanza — aprendizaje de las

identidades trigopnométricas (Anexo C, sesion 20).

3.5 Re planificacién

La investigacidbn accion se caracteriza por ser un proceso ciclico donde las
practicas educativas se replantean continuamente en busqueda de nuevas
estrategias apoyadas en los trabajos realizados anteriormente, es decir se
comporta como una espiral de ciclos que permite mejorar la practica educativa
(Murillo, 2010).

, y 3
Planificar F‘_Ian
/ \ / revisado
ReflexT ?ar Reﬂm{nar Actuar
Observar Observar

Figura 19. Espiral de ciclos investigacion accion (Murillo, 2010) Pag 12.
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Gracias a la aplicacion de la propuesta se dio la posibilidad de hacer efectiva la
investigacion accion como una espiral de ciclos, a continuacion se presentan las

acciones tomadas para mejorar la unidad.

En la sesidén 3 se trabaja la aplicacion de los numeros complejos a casos de la
vida cotidiana, inicialmente se plante6 comenzar con un ejemplo concreto para
luego llegar a través de la realizacion de varios ejemplos al modelo general, sin
embargo este proceso demanda mucho tiempo y se puede llegar a generar mas
confusiones que claridades en los estudiantes, por lo cual se optd mejor empezar

por analizar el modelo general para luego realizar ejemplos concretos.

El trabajo realizado con los fractales se plante6 a través de varios momentos para
gue los estudiantes se fueran familiarizando poco a poco con ellos, inicialmente
se penso en realizar una sola actividad, sin embargo desarrollar mas actividades

es una motivacion para que los estudiantes lleguen a profundizar en el tema.

Los resultados de la aplicacion de la propuesta muestran la gran dificultad que
tienen los estudiantes con la demostracion de identidades trigonométricas, por lo
cual se plantea seguir demostrando identidades durante todo el proceso del

trabajo con identidades.

El examen final se plantea como una posibilidad que debe ser adaptada segun el
contexto y tiempo determinado para la realizaciobn del mismo, ya que esta

disefiado para dos horas de trabajo.

Con el disefio y presentacion de las actividades se busca hacerlas atractivas para
los estudiantes desde lo visual, es decir que su presentacion no se convierta en
un formato plano sin vida que no los atraiga y por el contrario les genere de

alguna forma un tipo de rechazo.



4.Capitulo 4: Metodologia de Recoleccion de
Datos

4.1 Recoleccion de Datos

En la investigacion educativa existen diferentes técnicas para recoger la
informacion, para este trabajo se utilizaron las siguientes técnicas que permiten
tener un panorama amplio sobre el desarrollo de los procesos realizados en el

mismo (Aravena M, 2006).

4.1.1 Observacion Participante

Es la técnica mas utilizada en la investigacion de tipo cualitativo, debe ser una
observacion de situaciones naturales, es decir sin ningun tipo de manipulacién o
preparacion. Ademas debe ser sistematica para que permita verdaderamente

reconocer las situaciones que se presentan.

El manejo que da el investigador a las diferentes situaciones se puede dar de dos
formas basicamente. En la primera el investigador se caracteriza por ser ajeno a
las situaciones que se presentan, sin embargo el tipo de investigacién cualitativo
generalmente obliga a involucrarse en los diferentes acontecimientos que se dan
en el aula. Esta técnica tiene unas caracteristicas especiales para que se lleve

con la mayor efectividad posible, Taylor y Bogdan (Taylor, 1986) mencionan:

e Respetar las rutinas
e Establecer empatias con las personas

e Ayudar ala gente
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e Ser humilde

e Mostrar interés

4.1.2 Entrevista Cualitativa Individual

Permite acceder al conocimiento y el sentir de las personas que hacen parte de la
investigacion, esta compuesta por preguntas que indagan por las actitudes de los
participantes y otras que se dirigen mas hacia el reconocimiento de los
conocimientos trabajados en la investigacion, en este caso se realiza una

encuesta de tipo individual.

4.1.3 Diario de Campo

Los registros del diario vivir en la aplicacién de la propuesta permiten encontrar
regularidades y llegar a conclusiones de cémo va el trabajo. Las imagenes,
registros de trabajos y evaluaciones son documentos esenciales para tener una

comprension integral de las situaciones.

Esta técnica muestra de forma explicita el sentir del maestro en su doble rol como
investigador y docente, es preciso que sea muy sistematico en sus observaciones
de tal forma que permitan lograr un acercamiento claro hacia las situaciones que
se dan en el desarrollo del trabajo. El formato que se utilice debe permitir hacer
un reconocimiento claro del contexto donde se realiza la observacion, las
situaciones que se presenten con relacion ambiente de trabajo y el conocimiento

especifico de cada sesion.
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4.2 Analisis de la Informacion Recogida

En la investigacion cualitativa el volumen de informacion es grande debido a sus
caracteristicas escritas y vivencias especificas (diario de campo), esta situacion
exige dar un manejo adecuado a esta gran cantidad de informacién de tal forma
gue se aproveche al maximo. En este orden de ideas es preciso realizar el
analisis de la forma mas rigurosa posible teniendo en cuenta las siguientes

etapas (Aravena, 2006).

4.2.1 Codificacion

Es un proceso fundamental para reducir la cantidad de informacién y hacerla méas

manejable. Al respecto Aravena (Aravena M, 2006) menciona:

La codificacion es simplemente la clasificacion de la informacién sobre
eventos, conductas y discursos registrada durante el trabajo de campo,

procedimiento que permitira dar una estructura al analisis de los datos.

Es preciso mencionar que esta reduccion de datos se puede dar antes de iniciar
el proceso de andlisis con el fin de comenzar a delimitar de alguna forma la
informacion.
La propuesta esta compuesta por tres capitulos:

Origen y aplicaciones de los nimeros complejos

NuUmeros complejos

NUmeros complejos e identidades trigonométricas

Los cuales se toman como codigos para hacer la organizacion y andlisis de los

datos recogidos ya que cada momento presenta unas caracteristicas especificas.
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4.2.2 Categorizacion

Es un proceso que permite reducir aun mas el volumen de informacion ya que se
ubican grupos de datos en un mismo concepto o tematica lo cual permitira llegar

a sintesis de manera mas precisa.

Establecer categorias es un trabajo que el investigador debe realizar haciendo
una reflexion muy profunda de las situaciones que se presentan durante el
trabajo, ya que estas categorias son el primer paso para llegar a sintesis y
conclusiones precisas al realizar la triangulacion de la informacion toda la

investigacion.

Para realizar el analisis y reducir aun mas la informacion recogida se plantean
dos categorias que van a permitir hacer una mirada general de la propuesta
desde la parte actitudinal y del conocimiento como tal, la idea es tener una vision
amplia sobre el trabajo realizado reconociendo la importancia de los aprendizajes

previos al abordar cualquier teméatica de estudio.
1. Disposicién frente a la propuesta de trabajo

La disposicion de los estudiantes frente a las actividades de aprendizaje
juega un papel determinante al momento de cualquier proceso de
enseflanza — aprendizaje, entender esto es fundamental al momento de

disefar una unidad didactica, al respecto Tapia (Tapia A, 2005) menciona:

El significado basico que toda situacion de aprendizaje deberia tener
para los alumnos es el de que posibilita incrementar sus capacidades,
haciéndoles mas competentes, y haciendo que disfruten con el uso de

las mismas.
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Tomar este aspecto como categoria de analisis es fundamental si realmente se
busca llegar a conclusiones que brinden posibilidades de mejorar las aplicaciones

futuras de la propuesta.
2. Apropiacion de la temética desarrollada

La unidad didactica esta compuesta por diferentes tipos de actividades donde se
va desde el trabajo individual hasta el trabajo en grupo, teniendo en cuenta esta
caracteristica es fundamental entender el papel que juegan las diferentes
actividades y como a través de ellas los estudiantes se acercan al conocimiento y

se apropian del mismo, al respecto Anijovich (Anijovich, 2009) menciona:

Las actividades son entonces las tareas que los alumnos realizan para
apropiarse de diferentes saberes, son instrumentos con los que el
docente cuenta y que pone a disposicién en la clase para ayudar a
estructurar las experiencias de aprendizaje. Pero ¢por qué es
necesario estructurar esas experiencias? Porque de este modo, los
docentes creamos condiciones apropiadas para que los estudiantes
construyan aprendizajes con sentido, es decir, conocimientos que
estén disponibles para ser utilizados de manera adecuada y flexible en

situaciones variadas.

Las actividades que se trabajan en la unidad promueven el desarrollo de un
aprendizaje significativo, por lo tanto es preciso reconocer los avances de los

estudiantes con relacién a los conocimientos adquiridos.

4.2.3 Validacion de datos: Triangulacion

Es el proceso mediante el cual se combinan los diferentes métodos de
recoleccion de datos utilizados en la investigacion, al respecto Taylor y Bogdan

(Taylor, 1986) mencionan:
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Un modo de protegerse de las tendencias del investigador y de
confrontar y someter a control reciproco relatos de diferentes
informantes. Abrevandose en otros tipos de fuentes y datos, los
observadores pueden también obtener una comprensién mas profunda y

clara del escenario y las personas estudiadas.

La validacion de los datos es un proceso esencial para llegar a conclusiones que
se acerquen muy bien a la realidad. Es preciso mencionar que la investigacion
accion es un proceso que nunca termina, sino se retroalimenta para ser
reestructurado y dar comienzo nuevamente a la espiral de ciclos de la

investigacion accion (Murillo, 2010).

Para realizar esta parte del andlisis se organiz6 la informacion en tablas de tal
forma que se logre apreciar y comparar cada uno de los datos de la forma mas
objetiva posible. Es pertinente mencionar que en los estudios de tipo cualitativo
apartar totalmente la mirada del investigador es muy complicado, sin embargo la
triangulacion de los datos permite hacer un estudio mas objetivo y cercano a la
realidad (Anexo G).
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5. Resultados y analisis

En este trabajo se observdé que fue un acierto comenzar el trabajo con los
nameros complejos estableciendo una actividad que permitiera reconocer el
origen de los conjuntos numéricos, ya que a través de la misma los estudiantes
comprendieron como se dio el origen de cada uno de ellos y las relaciones entre
ellos, lo que dio mas coherencia y significado al concepto de nimero.

Un hecho que parece ser recurrente en el aprendizaje significativo de las
matematicas es que esta se debe aprender dentro del marco de un contexto (para
qué y por qué debo aprender algo), preferencialmente interdisciplinario. Este
trabajo mostr6 que la mayoria de los estudiantes tienen una vision del
conocimiento como formado por parcelas independientes. Cuando se analizé un
problema de cinemética sencillo bajo el marco de los nimeros complejos los
estudiantes se mostraron interesados y con muy buena disposicion, ya que les
gusté mucho ver la relacion que puede existir entre una situacién de la vida

cotidiana, la fisica y la matematica.

Los estudiantes al utilizar simultaneamente conceptos fisicos y matematicos, y el
analisis de gréficas cuadraticas y lineales, para analizar una situacion cinematica
de la vida cotidiana lograron ver que todo el conocimiento cientifico esta
interconectado y que el aprendizaje se logra cuando un concepto se conecta con

la mayor cantidad de otros conceptos.
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El trabajo realizado con las raices negativas fue, hasta cierto punto, una sorpresa
para ellos ya que la mayoria consideraba que las raices negativas no existen o
eran carentes de significado, y con ayuda de los numeros complejos fueron

superando en alguna medida esta limitante.

Otro aspecto que jugd un papel determinante en el desarrollo del trabajo fue la
curiosidad despertada por los estudiantes con relacién a la ley de signos. Al tratar
de indagar por su cuenta la razon de esta ley se encontraron ante una situacion
desconcertante, ya que no encontraban en internet o en otros maestros de
matematicas una respuesta satisfactoria. Los profesores que consultaron los
estudiantes simplemente evadieron la pregunta o manifestaron no tener claridad
sobre la misma. De este modo, la explicacion de la ley de signos, enmarcada en
la operacion de multiplicacion en el plano complejo e interpretacion como
rotaciones, fue bien recibida por los estudiantes y no se les dificulté entenderla,
siendo esto un tema de reflexion sobre la importancia de construir la matematica

y no tomarla como un cumulo de férmulas y reglas sin justificacion.

El trabajo con las representaciones de los nUmeros complejos inicialmente fue un
poco desconcertante para los estudiantes debido a que no estaban
acostumbrados a este tipo de situaciones en las cuales un nimero se puede
representar de cuatro formas diferentes. Sin embargo, después de trabajar con
las distintas representaciones no les costé mucho asimilarlo. Con relacién a las
operaciones en forma binémica el trabajo no presenté dificultad y con relacién a
las operaciones en otras representaciones aun menos, ya que realizar productos

y cocientes en forma trigonométrica y polar es mucho mas sencillo.

El ejercicio de representar las operaciones en el plano complejo fue fundamental
para reconocer las operaciones en forma trigonométrica y polar. El taller en
grupos, donde se llegbé a esta conclusion, continto afianzando esta dinamica de

trabajo.
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Durante las 9 sesiones de trabajo (5 semanas) se dieron varios momentos que
es importante distinguir. Con relacibn a la deduccion de las identidades
(Pitagdricas, suma — resta de angulos, angulos dobles y formula de Moivre) el
trabajo fue bien interesante ya que los estudiantes lograron reconocer como todo
se enmarca en los nUmeros complejos y sus operaciones. Pero un aspecto que
merece una atencion especial es el relacionado con la demostracion de
identidades, ya que a pesar de haber trabajado dos sesiones completas
dedicados a este tema, reforzar todas las demas sesiones, permitir tener las
tablas de identidades, tablas adicionales con las operaciones entre racionales,
casos de factorizacién y productos notables los estudiantes presentaron un
desempeiio muy bajo al momento de realizar este tipo de demostraciones. Se
observé que los estudiantes tienen grandes dificultades con el manejo de la

factorizacién, operaciones algebraicas y sustituciones.

Al preguntar a los estudiantes sobre el origen de la dificultad al momento de
resolver este tipo ejercicios, afirmaron que todos los ejercicios son diferentes y no
existe un modelo especifico por el cual guiarse. Esto quiere decir que ellos se
sienten mas seguros cuando utilizan algoritmos que cuando tienen que recurrir al
analisis légico. Parece ser que en un sistema educativo, y se podria decir
sociedad, que no estimula el andlisis y potencia el aprendizaje enciclopédico es
muy dificil implementar formas de ensefiar temas, tales como la trigpnometria,
basada en la aritmética de nimeros complejos. La solucion puede ser estimular el
analisis l6gico mas que el aprendizaje enciclopédico en los estudiantes. Siempre
sera mas facil dar reglas para que se aprendan y se cumplan que estimular el

analisis critico del por qué se hacen las cosas.

Finalmente, en la sesidn titula “La geometria de la naturaleza”, asi fue como los
estudiantes definieron el trabajo realizado con los fractales, fue muy positivo ver
como una nueva forma de comprender la geometria a través de los nameros
complejos fue bien recibida por los estudiantes, a pesar de haber desarrollado

solamente tres actividades al respecto.
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6.Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

Los numeros complejos —identidades trigonométricas

Ampliar el universo numeérico, al trabajar con los nimeros complejos, abre la
posibilidad de correlacionar un mayor niumero de conceptos (ley de signos, raices
de nimeros negativos, cinematica, fractales e identidades trigopnométricas) dentro
de un mismo contexto. Ademas permite mostrar a los estudiantes una nueva
forma de llegar al tema de las identidades trigonométricas en la cual su deduccién
es mas sencilla de entender debido a que se realizan menos operaciones y los
procedimientos son mas directos. El andlisis de los resultados obtenidos en la
aplicacion de la propuesta muestra como estos objetivos fueron alcanzados en

gran medida.
Aprendizaje Significativo

Los estudiantes se sienten mas motivados a aprender matematicas cuando el
aprendizaje se realiza dentro de un contexto amplio, donde saberes preexistentes
se puedan reforzar y donde se plantee una situacién que los estudiantes ya
hayan experimentado (como correr detras de un bus para alcanzarlo o la ley de
signos) pero que se mire bajo otro punto de vista, como en nuestro caso fue la

aritmética de los niumeros complejos.
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Historia de los numeros complejos

Realizar una revision sobre la historia de los conceptos, previa al trabajo con los
estudiantes, permite tener una mirada diferente al momento de disefiar una
unidad didactica, ya que entender los procesos que dieron origen a los temas a
desarrollar da una vision mas amplia y con mayores posibilidades al momento de
realizar una transposicion didactica de los conceptos matematicos hacia una

matematica escolar.

Pero algo que quedd claro con este trabajo es que la unidad didactica no se
puede basar en el desarrollo historico o epistemolégico de la aritmética de
ndameros complejos ya que esto llevaria a reconstruir o inducir viejos perjuicios
con respecto a los niumeros complejos en los estudiantes. De este modo, parece
mas indicado hacer una introduccién moderna (coherente y en un contexto actual)
de la aritmética de los numeros complejos para después si discutir temas
epistemologicos e histéricos que pueden ayudar a reforzar los conceptos
aprendidos.

Investigacion accién

Haber desarrollado el trabajo apoyado en esta metodologia fue fundamental para
entender como se dan las dinamicas en un proceso de investigacion cualitativo en
educacion, donde los resultados obtenidos no son definitivos sino, por el
contrario, marcan un camino para seguir trabajando en el tema. En el caso de la
enseflanza — aprendizaje de las identidades trigopnométricas queda como trabajo
buscar estrategias para mejorar la compresién de los estudiantes con relacién a
la demostracion de identidades y de como afianzar las competencias analiticas de

ellos.
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6.2 Recomendaciones

El desarrollo de la propuesta se fundamenta en los saberes previos que tienen los
estudiantes con relaciébn a las raices de numeros negativos, solucion de
ecuaciones cuadraticas, graficas de funciones lineales y cuadraticas, y manejo de
las razones trigonométricas basicas. De este modo, se recomienda hacer un
diagnostico mas amplio que el desarrollado en la propuesta, para asi lograr
establecer mejor el estado académico de los estudiantes en los diferentes topicos
mencionados, de tal forma que se puedan realizar las adecuaciones pertinentes y
de esta manera se alcancen buenos resultados al momento de aplicar la

propuesta.

El buen manejo de los nUmeros complejos y sus operaciones en sus diferentes
representaciones es fundamental al momento de iniciar el trabajo con las
identidades trigonométricas. Por tanto, deben estar bien estructurados estos
conceptos en los estudiantes para que al momento de realizar las deducciones
de las identidades trigonométricas se alcance un verdadero aprendizaje

significativo.

En caso de necesitar mayor informacién sobre la unidad didactica o querer
realizar aportes sobre la misma favor comunicarse con Edwin Fernando Vasquez

Romero (Correo: efvasquezr@unal.edu.co).
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A. Anexo: Prueba Diagnostica

IED CARLOS ARTURO TORRES
a CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
= GRADO DECIMO - TRIGONOMETRIA

PRUEBA DIAGNOSTICO
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

OBJETIVO: Reconocer los conocimientos previos que tienen los estudiantes
sobre conjuntos numéricos y su desarrollo, representaciones en el plano y las
razones trigopnomeétricas para identificar dificultades a tener en cuenta al momento

de construir la unidad didactica.

NOMBRE:

CURSO:

FECHA:

1. En la historia de las matematicas la aparicion de nuevos nimeros permite:
a) Hacer méas confuso el concepto de numero.

b) Dar soluciones a problemas matematicos complejos

c) Facilitar las operaciones aritméticas

d) Crear una nueva matematica

Explicacion
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2. Con la aparicion del numero cero se logro entre otras cosas:
a) Organizar calendarios en las culturas del mundo

b) Completar el sistema decimal

c) Representar la ausencia de algo

d) Escribir los nimeros grandes

Explicacion

3. El conjunto de los nimeros reales es la reunion de los siguientes conjuntos
de ndmeros:

a) Naturales, enteros y racionales

b) Naturales, racionales e irracionales

c) Enteros, racionales e irracionales

d) Racionales e irracionales

Explicacion

4. Cuales de las siguientes ecuaciones no tiene solucion en los nimeros

reales:
a) 4x+3=25
b) 5x*—2x=0
c) X*+1=0
d) log,(—4)=x+1
Explicacion

5. Entre los siguientes niameros, cual no es un numero real:

a) 7 b) c)-3 d)v=1
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Explicacion

6. Resuelva la ecuacion 7x? + 5x + 1 = 0 utilizando la férmula cuadréatica.

—b + Vb2 — 4ac
X = P poax’+bx+c=0

7. La gréfica que representa la funcion f(x) = x* + 1 es:

A B C D

Explicacion

Responda las preguntas 8 y 9 con base en la siguiente gréfica.
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8. xesigual a:
a) rcosf b) rsend C) xsenB d) ycos8

Explicacion

9. yesigual a:
a) rcosf b) rsend C) xsenB d) ycosB

Explicacion

10. Ubicar los siguientes puntos en el plano complejo:

4+ 3i (- 5, 8) -8-7i (5, - 6)

1

R

——ttttt
-9 -B8-T7-6-5-4-3-2 41 23 4567879

Explicacion
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B. Anexo: Analisis Prueba
Diagnostico

Una vez aplicada y analizada la prueba diagnostico se logré reconocer que el
namero de items para cada teméatica fue de alguna forma insuficiente para
establecer realmente el estado académico de los estudiantes en los tdpicos
relacionados, sin embargo se realizdé un analisis muy detallado de los resultados

obtenidos.

Evolucion de los conjuntos numéricos

El 51% reconoce a los numeros como una gran herramienta para solucionar
problemas, para un 42% permite ampliar el universo numérico; es muy
interesante reconocer como existe en los estudiantes una relacion muy marcada
entre ampliar el universo numérico y poder solucionar mas problemas. Para el 4%

permite crear una nueva matematica y un 4% no contesto.
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Para el 54% la aparicion del cero permiti6 completar el sistema decimal, un 21%
lo reconoce como Util para representar la ausencia de algo y escribir nUmeros
grandes y solamente un 4% lo tomo como una herramienta para organizar
calendarios. Se puede reconocer como dan una gran importancia al cero en el

sistema de numeracion decimal.

Se tiene un 60% que reconoce los numeros naturales, enteros y racionales
Unicamente, para un 28% los enteros, racionales e irracionales, un 2% que
reconoce racionales e irracionales y un 8% que no respondid. Aqui se evidencia
la necesidad de clarificar cuales son los conjuntos numéricos que han trabajado

en su formacién escolar, ya que existen grandes confusiones.

Solucion de ecuaciones v raices de nimeros negativos




75

Un 63% responde que el logaritmo negativo no tiene solucién, sin embargo es
preciso mencionar que al momento de justificar lo explican cémo desconocimiento
o0 porque les parece no existe una razén clara. Para un 16% la ecuacién X*+ 1 =

0 no tiene solucién en los reales y para un 12% es la ecuacion lineal. Finalmente,

un 19% no respondio.

Para un 76% la v—1 no existe, lo cual muestra un gran porcentaje de

{1
|

desconocimiento sobre el tema; un 15% responde como “i” pero su explicacién
no esta o lo describen como algo abstracto, un 4% lo tomé como 1 0 -1y el 5%
prefiere no contestar nada. Estos resultados muestran claramente como los

estudiantes tienen un manejo casi nulo sobre el tema de los nUmeros complejos.

Para el caso de resolver ecuaciones cuadraticas se tienen conclusiones

alarmantes ya que el 47% no supo resolver la ecuacién y el 43% ni siquiera lo
hizo, unicamente el 10% la resolvié parciamente de forma correcta. Es clara la
necesidad de retomar la solucion de este tipo de ecuaciones sobre todo por su

aplicacion en la propuesta de trabajo.



76 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Graficade funciones cuadraticas

Las respuestas obtenidas en esta pregunta permiten reconocer un manejo muy
basico con relacion a la representacion de las funciones cuadraticas, ya que para
un 49% la respuesta es la “b” apoyandose en la suma de 1 al momento de
reconocer la gréfica, un 17% respondid la opcién “a” sin escribir una justificacion
del por qué es esta la respuesta. Un 17% respondi6 la opcién “d” al parecer
porque reconocen la funcién f(x) = x? como el Gnico modelo de la funcién
cuadratica, 13% no respondidé y un 4% selecciond la “c”. Las justificaciones de las
respuestas muestran un manejo muy basico, ya que no la escriben y dan razones

en las cuales se puede reconocer la necesidad de trabajar mas en el tema.

Razones trigonométricas
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En estas dos preguntas se da una caracteristica comun bien marcada, ya que en
la primera un 40% marco la respuesta correcta y en la segunda 38%, ademas
relacionaron “x” con coseno y “y” con seno en la segunda con unos porcentajes
de 43% y 45%. Sin embargo se muestra un claro reconocimiento de las razones
trigonométricas, por supuesto es necesario trabajar para mejorar las confusiones

gue se tienen al despejar términos en las razones trigonométricas.

Ubicacion de puntos en un plano

Para esta pregunta se tiene un 63% que ubicaron bien los nimeros, 33% no lo
hizo bien y solo un 2% realizo la mitad bien. En la explicacién las respuestas no

son claras ya que la mayoria no lo responde y los que lo realizan lo ven como

puntos en un plano sin llegar a identificarlos como nimeros complejos.
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C. Anexo: Unidad Didactica

ESTRUCTURA DE LA UNIDAD DIDACTICA

Capitulo 1. Origen y aplicaciones de los niumeros complejos
1.1 Necesidad de trabajar con numeros complejos
1.2 ¢ Existe la raiz cuadrada de - 1?
1.3 Gréficas de funciones cuadraticas con raices negativas

1.4 Interpretacion de las raices negativas en casos reales

Capitulo 2. NUumeros complejos
2.1 Definicion del numero complejo
2.2 Representaciones de los numeros complejos en el plano.
2.3 Operaciones aritméticas basicas en el plano (rotaciones y traslaciones).
2.4 Operaciones en el plano en forma polar

2.5 Teorema de Pitdgoras y ley de signos
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Capitulo 3. Nameros complejos e identidades trigonométricas
3.1 Basicas y pitagoricas
3.2 Sumay diferencia de 4ngulos
3.3 Angulos dobles
3.4 Angulos medios

3.5 Férmula de Moivre
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SEMANA 1

e Tipo de actividad

Iniciacion
e Objetivos
« Analizar las necesidades que se han dado en la historia de las matematicas

para el surgimiento de los diferentes conjuntos numéricos.

‘0

% Mostrar que los nimeros complejos no son nada extrafio o atipico en el
desarrollo de la matemética, sino por el contrario los niUmeros reales son un
subconjunto de ellos y por tanto tienen limitaciones para describir algunas
operaciones que en el marco de los numeros complejos se pueden
solucionar.

e Duracion: 2 horas (55 minutos)

e Metodologia

La sesion de ambientacion se realizara manejando los siguientes momentos:

1. Presentacion del tema a través de una lluvia de ideas relacionada con
los numeros que conocen los estudiantes y organizacion de los grupos
de trabajo. ( 15 min)

2. Lectura y desarrollo de las preguntas por parte de los grupos de
trabajo. ( 30 min)

3. Socializacién de las respuestas de cada grupo con el fin de llegar a
conclusiones, orientada y complementada por el maestro. ( 30 min)

4. Formalizaciéon del trabajo desarrollado por el grupo para reconocer la
importancia de ampliar el universo de los niumeros reales y solucionar
las limitantes que tienen. ( 20 min)

e Evaluacién: Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea: Realice un resumen sobre los conceptos que se muestran en el

video. https://www.youtube.com/watch?v=pyZI7snMFsc



https://www.youtube.com/watch?v=pyZI7snMFsc
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IED CARLOS ARTURO TORRES
’ CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
* TRIGONOMETRIA
N SESION 1. NECESIDAD DE TRABAJAR CON NUMEROS
Ny COMPLEJOS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivos

< Analizar las necesidades que se han dado en la historia de las matematicas para el surgimiento de los
diferentes conjuntos numéricos.

** Mostrar que los nimeros complejos no son nada extrafio o atipico en el desarrollo de la matemaética, sino por
el contrario los nimeros reales son un subconjunto de ellos y por tanto tienen limitaciones para describir

algunas operaciones que en el marco de los nimeros complejos se pueden solucionar.
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El concepto de numero se empezé a desarrollar hace mas de 7000 afios
posiblemente con los sumerios (5000 a.C), que fueron una de las primeras
civilizaciones que alcanzaron un desarrollo importante en el campo de las
matematicas. Para esta civilizacion al igual que la mayoria de las civilizaciones en
las diferentes partes del mundo la necesidad primordial fue contar (cardinal) y
ordenar (ordinal) todo su entorno.
El desarrollo de los diversos sistemas de numeracion en las diferentes culturas
estuvo enmarcado por caracteristicas de alguna forma parecidas:

e Los sistemas son agrupados en 2, 5 ,10 y hasta 20 elementos

relacionandolos basicamente con sus partes del cuerpo.

e Son sistemas aditivos

¢ No existe el reconocimiento de la ausencia de elementos (cero).
Es preciso mencionar que una de las primeras culturas que crearon un simbolo
para representar el cero fueron los mayas, quienes ademas tenian un sistema de

numeracion en base 20 muy interesante.
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El desarrollo de las grandes civilizaciones y su complejo funcionamiento fue una
de las situaciones que nuevamente nos muestra la necesidad de ampliar el
universo numeérico existente en ese momento historico; especificamente
hablamos del imperio romano y su sistema numérico tan limitado que no permitia
hacer operaciones de forma eficiente con lo cual se hace necesario la aparicion

de los niumeros que conocemos en la actualidad, es decir los indo- arabigos.
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Este sistema esta lleno de bondades para realizar operaciones ya que desarrolla
un valor posicional y ademas utiliza el cero lo cual permite hacer un proceso
matematico mas elaborado, ya que simplifica las representaciones de los

ndmeros y sobretodo representa la ausencia de unidades.

En el afio 628 el matemético y astronomo Brahmagupta trabaja de forma intensa
estos niumeros donde aparece en escena una nueva necesidad relacionada
especificamente con las fortunas y las deudas, este notable mateméatico es quien
plantea lo que se puede tomar como el nacimiento de los nimeros positivos y
negativos. Es pertinente mencionar que estos numeros no fueron aceptados
durante mucho tiempo. Fue el matematico aleméan Stifel (1487 — 1567) quien
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establecio la notacion de + y — ya que antes se tomaban como numeros “p” y “m”,

lo cual determina la aparicién de los nUmeros enteros.

Los numeros racionales representados como fracciones aparecen mucho antes
gue los enteros, sin embargo la necesidad de solucionar ecuaciones de tipo ax=b

con “@” no divisor de “b” generaliza la existencia de los numeros racionales.

De forma independiente pero con una estrecha relacion con el desarrollo de los

ndameros se presenta el nacimiento de los numeros irracionales cuando se

plantea hallar la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1, es decir v/2.

Ahora, el hecho segun el cual no es posible escribir un nimero irracional en forma
racional plantea una nueva situacion que viene a ser resuelta con los numeros
reales que los agrupa en un solo conjunto. Este nuevo conjunto agrupa los

racionales e irracionales y parece soluciona todo.

Es preciso sefalar que las necesidades que histéricamente se han dado para
tener que ampliar el universo numérico han surgido en gran parte de situaciones
de conocer y resolver problemas de su vida cotidiana, sin embargo este universo
numerico al parecer completo de los nimeros reales también tiene sus limitantes
para resolver problemas practicos y matematicos. Ya desde hace mucho tiempo
Diophantus (275 dC) planteo el siguiente problema “Encuentra los lados de un
triangulo rectangulo de perimetro 12 unidades y el area 7 unidades al cuadrado”,

lo cual obliga a pensar en raices negativas.

Este tipo de numeros con raices negativas (al igual que el cero, los nimeros
negativos e irracionales) han sufrido a través de la historia el rechazo por parte de
los matematicos que los han catalogado como:

e Neper “ sin sentido”

e Girard “inexplicables”

e Huygens “incomprensibles”

e Imposibles por varios autores



84 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Este tipo de numeros, llamados complejos, son la base fundamental de un
conjunto numeérico que ayuda a los reales a superar sus limitantes relacionadas
con las raices negativas, con operaciones que en los reales no tienen sentido
(logaritmos de nameros negativos), a entender leyes que se toman como ciertas
sin justificacién alguna (ley de signos) y ademas tiene diversas aplicaciones en
casos de la vida cotidiana.

ACTIVIDAD

e Sefiale las diferentes necesidades que se han dado en la historia para el
nacimiento de los conjuntos numéricos.
¢ Realice un diagrama donde resuma los diferentes conjuntos numericos.

e Expliqgue cdmo representaria los nUmeros con raices negativas.
BIBLIOGRAFIA

En los siguientes videos podra ampliar los conceptos trabajados en clase con

relacion a los diferentes conjuntos numéricos.

¢ www.anpebadajoz.es/autodidacta/autodidacta_archivos/niamero_1 archivos/r_m_
hernandez_feb10.pdf

e www.dmae.upm.es/WebpersonalBartolo/.../1 Numeroscomplejos.pdf

e http://casanchi.com/mat/enteros01.pdf

e http://nUmerosnaturales-kapavi.blogspot.com/2009/07/historia-de-los-ndmeros-

naturales.html


http://www.dmae.upm.es/WebpersonalBartolo/.../1_Númeroscomplejos.pdf
http://casanchi.com/mat/enteros01.pdf
http://númerosnaturales-kapavi.blogspot.com/2009/07/historia-de-los-números-naturales.html
http://númerosnaturales-kapavi.blogspot.com/2009/07/historia-de-los-números-naturales.html
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Se
Racional

e Tipo de actividad
Iniciacion
e Objetivos
% Analizar la solucién de ecuaciones cuadraticas con raices reales y
complejas.
+« Analizar la solucion de ecuaciones cuadraticas con raices negativas
apoyados en la definicion de v—1 = i. Presentando a “i” como la
unidad imaginaria.
e Duracion
1 horas (55 minutos)

e Metodologia

La sesion se realizara como una clase magistral, claro apoyada en el trabajo de

los estudiantes.

e Evaluacion

Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

Investigar las graficas de las siguientes funciones cuadraticas
fx)=x*-1  f(x)=x*+1 f(X) =x?+5x+6  f(x)=x*+2x+3
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 2. ;,CUAL ES LA RAIZDE ¥y=17?
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivos

R3

% Analizar la solucion de ecuaciones cuadraticas con raices reales y complejas.

** Analizar la solucién de ecuaciones cuadréticas con raices negativas apoyados en la definiciéon de v—1 = i.

Presentando a “i” como la unidad imaginaria.

ACTIVIDAD

El trabajo se apoyara en la solucidn de las siguientes ecuaciones cuadraticas

e X?+5x-24=0 «3x°—5x—-2=0
e X?+5x+8=0 *3x°+8x—-6=0

A partir de la solucion de estas ecuaciones iniciar la discusion frente a las raices

negativas y hacer la introduccion de
V=1=i
Para realizar cualquier raiz negativa

V=16 = e V=81= e V=25= * V=200 = e V—480 =

Comenzar a presentar los numeros complejos como una soluciébn a las

limitaciones que tienen los reales.
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SEMANA 2

Tipo de actividad

Iniciacion

e Objetivos

0,

% Analizar qué informacion me dan los numeros complejos al graficar
una funcién cuadratica.

< Trabajar con los estudiantes una aplicacién en un caso real de los niumeros
complejos.
e Duracion

2 horas (55 minutos)

e Metodologia

La sesion se realizara manejando los siguientes momentos:

1. Socializacion de la tarea con el fin de analizar las diferentes graficas.

2. Planteamiento de un problema de cinematica, donde las raices
complejas tienen una interpretacion bien definida, para que lo
solucionen en grupos.

3. Socializacion de las respuestas de cada grupo con el fin de llegar a
conclusiones, orientada y complementada por el maestro. ( 30 min)

4. Formalizacién de todo el trabajo desarrollado por el grupo donde se
reconozca la importancia que tienen los nuimeros complejos para
analizar problemas.

e Evaluacion

Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

“en

Investigar las propiedades de las potencias de “i
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 3. LOS NUMEROS COMPLEJOS AYUDAN A
SOLUCIONAR PROBLEMAS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivos
% Mostrar que los nUmeros complejos tienen mucha utilidad para analizar varias situaciones de la vida real.

% Analizar qué informaciéon me dan los numeros complejos al graficar una funcion cuadratica.

R/ . . . -z , .
** Trabajar con los estudiantes una aplicacién en un caso real de los nimeros complejos.

ACTIVIDAD

Resolver los siguientes problemas apoyados en la cinematica
Una persona se encuentra a una distancia “d” del paradero de los buses, y el bus
arranca con una aceleracion constante de “a”’y la persona comienza a perseguirlo
con una velocidad constante “v” responda las siguientes preguntas.
1. ¢Cdmo debe ser la relacion entre d, a y v para que la persona alcance
el bus?
2. Silo alcanza ¢a qué distancia y en qué tiempo lo logra?

3. Sino lo alcanza ¢en qué momento estuvo mas cerca del bus?

PLANTEAMIENTO GENERAL DE ESTE TIPO DE PROBLEMAS

Persona distancia Bus
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- d representa la distancia de la persona al parqueadero.
X persona — -~ d Xpus=0

X persona = - d+ vt X pus = %atz
Alcanza el busen T
X bus = X persona
Zat? =-d+ vt

Igualando a cero nos queda el modelo de ecuacién cuadratica:

1
Eatz— v.t+d =0

Aplicando la formula cuadrética

Simplificando

Analizando el discriminante se tiene:
CASO 1

v2—2.a.d =0
Las raices son reales y la persona alcanza el bus.

Esto se ve claramente al ser representado en la siguiente grafica donde la curva

roja parabdlica representa la posicién del bus en funcién del tiempo y las rectas la
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posicion del pasajero en funcion del tiempo. Si el pasajero se mueve de acuerdo
a la linea café, hay dos puntos de interseccién con la curva roja, lo que indica que
el pasajero puede tomar el bus en dos instantes de tiempo. Si el pasajero sigue la
trayectoria dada por la linea azul solo existe un punto en el cual puede alcanzar el

bus.

Aqui se analizara que representan las dos raices y ademas que significa tener

Unica raiz.

Las dos soluciones reales me dan un intervalo de tiempo en que la persona

puede tomar el bus, fuera de este no lo puede hacer.

En caso de tener una Unica solucion real solamente existe un instante en el cual

puede alcanzar el bus.
CASO 2

v2—2.a.d <0
Las raices son complejas y no alcanza el bus.

Pero ademas realizando las gréaficas de las funciones se puede ver en qué

momento estuvo mas cerca del bus.



91

Aplicando la siguiente ecuacién se puede calcular en qué momento se
estuvo mas cerca de alcanzar el bus, que corresponde a un tiempo

imaginario:

v . . ;o
t = — Distancia Minima
a

En este caso se puede observar como una solucion compleja si tiene
sentido, que es no alcanzar el bus. Por otro lado la parte real de la
solucion compleja corresponde al tiempo en el que el pasajero estuvo mas

cerca del bus.
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Sesion 4. Taller de aplicacion en graficas de funciones cuadraticas y
casos de movimiento.
e Tipo de actividad
Iniciacion
e Objetivos
+« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior.

“n
|

< Analizar la propiedad de las potencias de “i” con la socializacion de la tarea.
e Duracion
1 horas (55 minutos)

e Metodologia

Inicialmente se socializara la tarea para formalizar la propiedad de las potencias
de “i”, posteriormente se realizara el taller en grupos con el seguimiento del
maestro.

e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea

Explique la aplicacién que tienen los nimeros complejos en los videos.

https://www.youtube.com/watch?v=IluKpQix2gE
https://www.youtube.com/watch?v=IluKpQix2gE

N |
SUPERHEROES SUPERHEROES i
DE LA FISICA DE LA FISICA

01X02 FLASH 01X02 FLASH |

blocaue 2 blcaue 2



https://www.youtube.com/watch?v=lluKpQix2qE
https://www.youtube.com/watch?v=lluKpQix2qE

93

IED CARLOS ARTURO TORRES
: CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
h TRIGONOMETRIA
N SESION 4. TALLER DE APLICACION EN GRAFICAS DE
N FUNCIONES CUADRATICAS Y CASOS DE
MOVIMIENTO
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivos

RS

%  Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior.

K3

*»* Analizar la propiedad de las potencias de “i” con la socializacion de la tarea.

ACTIVIDAD

1. Realizar la gréfica de las siguientes funciones cuadraticas

o F(X)=x?+9x+20 +F(x)=2x°+6x+5 «F(x)=x*-x—72
2. Una persona se encuentra a 15 metros del paradero de los buses, si el bus
arranca con una aceleracién constante de 2 m/s? y la persona comienza a
perseguirlo con una velocidad constante de 7 m/s.

e ¢;Alcanza o no el bus?

e Silo alcanza ¢a qué distancia lo logra?

e Sino lo alcanza ¢en qué momento estuvo mas cerca del bus?
3. Una persona se encuentra a 20 metros del paradero de los buses, si el bus
arranca con una aceleracién constante de 2 m/s? y la persona comienza a
perseguirlo con una velocidad constante de 9 m/s.

e ¢ Alcanza o no el bus?

e Silo alcanza ¢a qué distancia lo logra?

e Sino lo alcanza ¢,en qué momento estuvo mas cerca del bus?

4, Halle el valor de las siguientes raices

VA= ey 1Zi= VTI25 =  +V=300 =
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SEMANA 3

e Tipo de actividad
Evolucion de modelos iniciales
e Objetivos
« Presentar a los estudiantes la definicibn de nimeros complejos y
sus diferentes tipos de representacion en el plano complejo.
< Analizar con los estudiantes las diferentes representaciones de los complejos
y Sus conversiones.
e Duracion
2 horas (55 minutos)
e Metodologia
Durante la primera hora se realizar4 una explicacién general al grupo.
En la segunda hora los estudiantes desarrollaran el taller en grupos con
el seguimiento del maestro.
e Evaluacion

Taller sobre representacion de complejos y sus conversiones.
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e Tarea

Escriba los siguientes nimeros complejos en sus diferentes representaciones.

e (43)

e 5+ 7i

e 7z =5(cos30°+ isin30)
e (7460°)

¢ Investigue la historia de los fractales y ejemplos en la naturaleza.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 5. DEFINICION DE NUMERO COMPLEJO Y
REPRESENTACIONES EN EL PLANO.
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

de

Objetivos
% Presentar a los estudiantes la definicién de nimeros complejos y sus diferentes tipos de representacién en
el plano complejo.

«* Analizar con los estudiantes las diferentes representaciones de los complejos y sus conversiones.

La sesion de trabajo se iniciara con el video “los numeros complejos y su

importancia” unicamente hasta el minuto 6.

https://www.youtube.com/watch?v=zmB0Ov41LYNM

Para luego realizar una explicacién general sobre sus representaciones:
eBinGmica a + bi *Cartesiana (a, b) *Trigonométrica z = r(cos 6 + isin )
* Polar (r 4 8) y las conversiones entre cada representacion.
EJEMPLOS
Escribir los siguientes nUmeros complejos en sus cuatro representaciones
y ubiquelos en el plano complejo.
o z=4+43i *(5,-4) *z = 5(cos 30° + i sin 30°) * (7 8 20°)



https://www.youtube.com/watch?v=zmB0v41LYNM
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ACTIVIDAD

i b e e e g

-
a
i

1. Escribir los siguientes nimeros complejos en sus cuatro representaciones y
ubiquelos en el plano complejo.
e z=4+30i +(5-4) *z = 5(cos 30° + i sin 30°) * (7 4 20°)
e z=4+30i +(5-4) *z = 5(cos 30° + i sin 30°) * (7 4 20°)

2. Realizar la siguiente lectura.

FRACTALES

En 1975 Benoit Mandelbrot denomind fractales (del latin fractus, irregular) al conjunto de
formas que, generadas normalmente por un proceso de repeticién, se caracterizan por
poseer detalle a toda escala, por tener longitud infinita. Adicionalmente, construyo con
ellas un conjunto de nuevas reglas para explorar la geometria de la naturaleza, y las
reconocid como herramientas potencialmente Gtiles para analizar un gran ndmero de
fendmenos fisicos (Peitgen, 1986).

El interés de Mandelbrot en los fractales nacié de su certeza de que “las nubes no son

esferas, las montafias no son conos, las costas no son circulos, como la corteza de un
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arbol no es plana ni un rayo viaja en linea recta... la naturaleza no solo exhibe un grado
mayor sino también un nivel diferente de complejidad” (Mandelbrot, 1984). (Tomado de

Fractus, fracta, fractal — fractales de laberintos y espejos. Talanquer Vicente, 2003).

Los fractales como el mostrado en la figura anterior se construyen mediante un algoritmo
recurrente que hace uso de ecuaciones que involucran numeros complejos y la

representacion de estos en el plano complejo

e Escriba 5 cosas en la naturaleza donde usted crea que puedan encontrarse
figuras fractales.




99

e Tipo de actividad
Evolucion de modelos iniciales
e Objetivos
< Presentar a los estudiantes las operaciones de nameros complejos en forma
binébmica.
< Presentar la sumay resta de complejos en el plano
e Duracion
1 hora (55 minutos)
Metodologia
e La sesion se realizara como una clase magistral, claro apoyada en el
trabajo de los estudiantes.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea

Realizar los siguientes ejercicios de operaciones entre complejos.

21:7+Zl Z2:8+Sl Z3:9_3l
o Zl+ Zy = .Z1+ Z3 = ¢ 71— Zp =
(] Zl - Z3 = o Zl'ZZ = o Zl.Z3 =
® Z3.23= ©21/ 23 = ° 71/ 2z, =
° 73/z3=

Las sumas y restas representarlas en el plano complejo.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 6. OPERACIONES CON COMPLEJOS EN
FORMA BINOMICA
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivos
** Presentar alos estudiantes las operaciones de nimeros complejos en forma binémica.
R/

*%* Presentar lasumay resta de complejos en el plano

Explicar a los estudiantes a través de varios ejemplos las operaciones con

complejos en forma bindbmica

Suma (@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+di

Resta (@a+bi)-(c+d)=(a-c)+(b-adi

Multiplicacion (a + bi). (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Divisién (a+ bi) _ (a+bi).(c—di) _ ac+ bd bc— ad
(c + di) (c + di).(c— di) c2+ d2 c2+ d2

Ademas iniciar el analisis de las operaciones en el plano a través de la suma y

resta en forma de vectores.

EJEMPLOS
2, =5+ 3i Z, =4 +7i Z3 =2 — 5i
o 7.+ z, = 'Z1+Z3=
o Zl_ Zz = o Z1— Z3 =
® Z1.Zp = ® 7Z1.Z3 =

o z1/z3= 71/ 2z, =
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SEMANA 4

e Tipo de actividad

Sintesis
e Objetivos

% Permitir a los estudiantes visualizar las operaciones con numeros
complejos.

+ Mostrar a los estudiantes que al multiplicar dos nimeros complejos
cuando estan en su representacion trigonométrica se multiplican sus
modulos y se suman sus angulos y al dividir dos complejos se
dividen los médulos y se restan sus angulos.

e Duracion: 2 horas (55 minutos)
e Metodologia

1. Realizacion de actividad en grupos de trabajo.(25 min)

2. Socializacién de respuestas para llegar a conclusiones generales
orientadas por el maestro. (25 min)

3. Analisis de los resultados obtenidos en las diferentes
representaciones (binémica, trigonométrica y polar) y formalizacion
de las operaciones en cada tipo de representacion. ( 50 min)

e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea

Realizar las siguientes operaciones en su forma bindmica, trigonométrica y
polar y grafiquelas en el plano complejo.

z, =3+ 12i z,=5—7i
e 7z, + z, = (Unicamente bindmica y gréafica)

e 2z, — z, = (Unicamente bindmica y gréfica)
° 7,.Z, = e 7,/ 7z, =
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 7. OPERACIONES ARITMETICAS BASICAS EN
EL PLANO COMO ROTACIONES
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivos
% Permitir a los estudiantes visualizar las operaciones con nimeros complejos.
J . . . ~ . . . -
** Mostrar a los estudiantes que al multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus modulos y se suman

sus angulos y al dividir dos complejos se dividen los modulos y se restan sus angulos a través del trabajo

desarrollado por ellos.

En 7 grupos de trabajo realizaran las siguientes operaciones en forma bindbmica y
en el plano complejo, para analizar modulos y angulos de cada numero y su

respectivo resultado.

Grupol:z;, =5+7i z, =5—3i
Grupo 2: z; = 4 + 3i Z, =34 7i
Grupo 3:z; =5—-8i z, =6 —8i
Grupo 4: z; = 6 + 4i z, =9+ 12i
Grupo 5: z; =8 —9i Z, =4 —8i
Grupo 6: z; = 12 + 5i Z, =4+ 101
Grupo 7:z; = 10 + 2i Z, =3—-7i

® 7,.7Zp, =

* 71/ =

Completar la siguiente tabla en el tablero con los resultados obtenidos por cada
grupo con el fin de llegar a conclusiones sobre cada tipo de operacion y sus

relaciones en modulo y argumento.
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Z; | Modulo | Angulo | Z, | Modulo | Angulo | z,.z, | Modulo | Angulo | zi/z; | Modulo | Angulo

Los estudiantes deben representar los distintos niumeros complejos en el plano y
el producto entre ellos. Mediante una regla y un transportador deben medir los
modulos y los argumentos, para que reconozcan de este modo el patrén, o la
trasformacion en el espacio, que subyace en la operaciéon de multiplicar dos

nameros complejos.

Para finalizar se analizaran las propiedades obtenidas en cada tipo de
representacion bindmica, trigopnométrica y polar con el fin de reconocer las
ventajas que brinda cada una de ellas y su representacion en el plano complejo

como rotaciones y cambios de escala.

- -
Vs =273 = 3(cos( 73 +isen(72))

3 7
z, "2(5'-’5(51_,,?‘1551(5%))

2, =2(cos(Z) +isen( ™
2(cos( 7 ) +isen( 6—_,))
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e Tipo de actividad
Aplicacion
e Objetivo
+« Afianzar el trabajo realizado en la sesién anterior
+ Realizar una actividad donde se evidencie la relacion entre fractales
y complejos.
e Duracion
1 horas (55 minutos)
e Metodologia
Inicialmente se socializara la tarea para aclarar dudas, posteriormente se
presentara la segunda parte del video “los numeros complejos y su importancia”,
después los estudiantes realizaran el taller en grupos con el seguimiento del
maestro.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

Consulte como se podria explicar o entender la “ley de signos”.
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IED CARLOS ARTURO TORRES

CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
_ _ TRIGONOMETRIA
-

SESION 8. TALLER DE APLICACION
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo
R/ . . . .z .
** Afianzar el trabajo realizado en la sesién anterior

R/ . .o . . .. .
** Realizar una actividad donde se evidencie la relacion entre fractales y complejos.

La sesion de trabajo se iniciard con la proyeccion de la segunda parte del video

‘los numeros complejos y su importancia”

https://www.youtube.com/watch?v=IcQ5V-V9vS8
1. Escriba los siguientes niumeros complejos en forma binémica, trigonométrica y

polar, realice las operaciones en las tres representaciones y realicelas en el

plano complejo; verificando los resultados obtenidos con el trasportador y la

regla.
21:3+7l 22:7_3l Z3:5+4l
® Z1.Zy = ® Z1.Z3 = ® 7y.23 =
°21/ 23 = ° 21/ 2, = * 23/ z3 =

2. Realizar la siguiente lectura y actividad.

FRACTALES Y COMPLEJOS

Los conjuntos de Julia

El trabajo pionero en hacer iteraciones con nimeros complejos fue desarrollado
por los matematicos franceses, Gaston Julia y Pierre Fatou, a principios de

nuestro siglo. Sus resultados fueron la base de la revolucion fractal de los



https://www.youtube.com/watch?v=lcQ5V-V9vS8
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ochenta. En particular, Benoit Mandelbrot recupero su analisis sobre el
comportamiento de los numeros complejos cuando la iteracidbn consiste en
elevarlos al cuadrado y sumar una constante al resultado. Simbdlicamente
diriamos:
Zn41 = Zf +C,

Donde c es la constante y también es un nimero complejo.
Las orbitas que ahora se generan son secuencias de nameros complejos y sus
caracteristicas dependen fundamentalmente de los valores del punto inicial z, del
gue se parte y la constante c seleccionada.
Por ejemplo, si el punto inicial es z, = (1,0) y la constante ¢ = (0,1), al hacer la
iteracion tenemos:

7, = z¢ + ¢ = (1,0).(1,0) + (0,1) = (1,1)

z, = z2 4+ ¢ =(1,1).(1,1) + (0,1) = (0,3)

73 = z2 4+ ¢ = (0,3).(0,3) + (0,1) = (=9,1)

z, = z2 +c¢=(-91).(-9,1) + (0,1) = (80,—17)

Tomado de Fractus, fracta, fractal — fractales de laberintos y espejos. Talanquer Vicente, 2003

ACTIVIDAD

1. Halle el valor de la quinta iteracién
Zs
2. Utilizando una escala adecuada represente en el plano

complejo las cinco iteraciones que se trabajaron.
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SEMANA 5

e Tipo de actividad

Aplicacion
e Objetivos
% Mostrar a los estudiantes como con ayuda de los complejos se
puede dar razones claras sobre la ley de signos.
« Presentar un razonamiento para demostrar el teorema de Pitagoras.
e Duracién
2 horas (55 minutos)
e Metodologia
1. Introduccion por parte del maestro sobre la importancia de enmarcar
el trabajo en un conjunto numérico mas completo (nameros
complejos) para lograr entender por qué se aplican ciertas formulas
en matematicas en particular la ley de signos; ademas trabajar una
demostracién del teorema de Pitagoras. Es importante recordar a
los estudiantes las demostraciones trabajadas anteriormente sobre
el teorema de Pitdgoras.
Realizacion de actividad en grupos de trabajo.
Socializacién de respuestas para llegar a conclusiones generales
orientadas por el maestro.
4. Permitir a los estudiantes reconocer el procedimiento que luego se
utilizara para desarrollar en trabajo con las identidades.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea

Taller de repaso general sobre todo el trabajo realizado para la evaluacion
parcial.
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1. Realice un mapa conceptual sobre los conjuntos numéricos.
2. Graficar las siguientes funciones cuadraticas.
F(x) = x*+3 f(X) =x*-5 f(x)=x?—x—42 f(x)=x*+5x+7

3. Una persona se encuentra a 10 metros del paradero de los buses, si
el bus arranca con una aceleracién constante de 2 m/s?y la persona
comienza a perseguirlo con una velocidad constante de 4 m/s.

e (Alcanza o no el bus?
e Silo alcanza ¢a qué distancia lo logra?
e Sino lo alcanza ¢en qué momento estuvo méas cerca del bus?

4. Una persona se encuentra a 6 metros del paradero de los buses, si el
bus arranca con una aceleracién constante de 2 m/s?y la persona
comienza a perseguirlo con una velocidad constante de 5 m/s.

e (Alcanza o no el bus?
e Silo alcanza ¢a qué distancia lo logra?
e Sino lo alcanza ¢en qué momento estuvo mas cerca del bus?

5. Represente los siguientes nimeros complejos en sus diferentes
formas.
(7,5)
z=8 + 4i
Zz = 9(cos 60° + i sin 60)
(8545°)

6. Realice las siguientes operaciones en forma binémica, trigonométrica
y polar; graficAndolas en el plano complejo.

le7+5l 22:12_8l

e 7z, + z, = (Unicamente bindmica y gréafica)
e 2z, — z, = (Unicamente bindbmica y grafica)
(] Zl'ZZ =

« 7/7,=
Traer hoja de examen.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
§ CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO

h TRIGONOMETRIA

- SESION 9. TEOREMA DE_PITAGORAS Y LEY DE
~ SIGNOS

ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivos
K/ . .
** Mostrar a los estudiantes como con ayuda de los complejos se puede dar razones claras sobre la ley de

signos.

R/ . sz
** Presentar un razonamiento para demostrar el teorema de Pitagoras.

ACTIVIDAD

Todas las operaciones aritméticas con numeros complejos se pueden

visualizar facilmente como operaciones de simetria en el plano complejo. Por

ejemplo si el numero complejo se asume como un vector al multiplicarlo por

se le realiza una rotacion de 90° en sentido antihorario y al multiplicar por “— 1’

se le realiza una rotacion en sentido horario.

7 LEYES DE LOS AMIGOS e

S, W &
=3

- AMIGO DE MiAMIGO
(X

«_’ POR 3
AMIGO DE MI ENEMIGO MI ENEMIGO SERA
"
POR ' ( ), —3
ENEMIGO DE___MI AMIGO MI ENEMIGO SERA

é sl Q &
NEMIGO DE ML ENEMIGO MI AMIGO Saaf

Explique la ley de signos utilizando las rotaciones en el plano complejo.
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2. Realice los siguientes pasos:
e Represente el nimero complejo z = a + bi y su conjugado
z = a — bi en el plano complejo.
e Represéntelos en su forma polar
e Multipliquelos en forma polar y bindbmica

e |guale los resultados y explique qué tipo de resultado obtuvo.

&+ bT= PFTA SORAS
PN

a4+ 3= c*
c=5

" )
&J
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e Tipo de actividad
Evaluativa
e Objetivos
+ Verificar el proceso desarrollado por los estudiantes
% Replantear los procesos trabajados
e Duracion
1 hora (55 minutos)

¢ Metodologia

Se aplicara la prueba escrita individual.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 10. EVALUACION PARCIAL
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivos

RS

< Verificar el proceso desarrollado por los estudiantes

R/ .
** Replantear los procesos trabajados

EVALUACION PARCIAL

1. Expligue como se dio la formacion de los conjuntos numéricos desde la
antigliedad hasta llegar a los nimeros complejos.

2. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:
x2=5x+4=0 x2 +3x+5=0
3. Halle le valor de las siguientes raices:
V=300 = V=500 =

4. Una persona se encuentra a 10 metros del paradero de los buses, si el bus
arranca con una aceleracion constante de 2 m/s®y la persona comienza a
perseguirlo con una velocidad constante de 5 m/s analice las siguientes
situaciones:

e ¢ Alcanza o no el bus?

e Silo alcanza ¢a qué distancia lo logra?

e Sino lo alcanza ¢en qué momento estuvo mas cerca del
bus?

e Represente graficamente la solucion de la situacion.
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5. Realice las operaciones indicadas y represéntelas en el plano complejo

21:4""31 22:8_151
BlnémlCa Zl + Zz ) Zl - Zz ) Zl' Zz ,Zl - ZZ
Trigonométrica y polar 7,.25,2, + 2, (verifique con regla y transportador)

6. Explique la ley de signos a través de los numeros complejos.
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SEMANA 6

e Tipo de actividad

Iniciacion
e Objetivos

< Iniciar el trabajo con identidades trigonométricas enmarcado en las
identidades basicas y los numeros complejos.

< Demostrar identidades trigonométricas utilizando las identidades bésicas y
pitagoricas.
e Duracion

2 horas (55 minutos)
e Metodologia

La sesidn se realizard como una clase magistral, claro apoyada en el trabajo de

los estudiantes.

e Evaluacion
Participacion en clase.

e Tarea

Demostrar las siguientes identidades trigopnométricas

tana.seca.(csca —sina) =1
(sec + 1).(sech — 1) = tan?6
(cosO +1).(cosf — 1) = sin?6
cotf + tanf = secf.cscf
1+ tan’a.sec’a = sec*a — tan’a
sec*x — tan*x = 1 + 2tan®x
tanza.w =

sin“x
sec?.(1— sin?0) =1
cosP.(secf — cosB) = sin?p

10. cot?’a — cos?a = cot®a.cos*a

© 0 N ok wNRE
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IED CARLOS ARTURO TORRES
: CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
h TRIGONOMETRIA
N SESION 11. BASICAS Y PITAGORICAS
N ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivos
< Iniciar el trabajo con identidades trigonométricas enmarcado en las identidades

basicas y los numeros complejos.
< Demostrar identidades trigonométricas utilizando las identidades basicas vy

pitagéricas.

Durante la primera hora de clase se trabajara con los estudiantes las identidades
basicas y la deduccidén de las identidades pitagoricas enmarcadas en el plano
complejo.

Las propiedades reciprocas de las funciones son ejemplos de identidades:

1 .
cscO = P ,sinf #0 vy sinf = SCB,CSC9¢0
secd = s ,co0s0 #0 vy cosf = soc0 secd #0
te = tanfd # 0 tanf = ! td = 0
cote = tan@ ’ an y tang= cotf , €0

De la definicion de las funciones trigonométricas también se derivan:

sin 6 cosf
tanf = ,cos8 =0 y cotl = — ,sinf # 0
cos O sin 8

Identidades Pitagoricas. Estas identidades reciben este nombre porque se
deducen apoyados directamente en el teorema de Pitdgoras y las rotaciones en

la circunferencia unitaria del plano complejo.
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Unit 1
circle

- P

)

—i

En la forma trigopnométrica de los nUmeros complejos se tiene que:
x + iy = r(cosf +isenf)

Como estamos ubicados en la circunferencia unitaria se tiene que r =1 por lo

tanto
X = cosf , y = sin6

Si se mutiplica un nimero complejo por su conjugado complejo en la forma
trigonométrica y polar y se analiza estos resultados se puede comprobar el
teorema de Pitdgoras x>+y?=1 o0 en su forma trigonométrica
cos*0 + sen?0 = 1 ; De la cual se derivan

e cos’0=1- sen’0 y sen’6=1- cos?*6
Si dividimos la primera identidad por cos?6 se tiene

cos?6 1 sen?0

c0s20  cos20  cos20
Aplicando las propiedades de potenciacion y simplificando

1_( 1 >2 (sene)z
~ \costH cos6

Reemplazando por las identidades basicas se tiene
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1 = sec?0 — tan?0

De la cual se derivan

sec’0 =1+ tan?0 tan’0 = sec’6 —1

Si dividimos la segunda identidad por sen?8 se tiene

sen?f 1 cos?6

sen?8  senZf sen2@
Aplicando las propiedades de potenciacion y simplificando

1_( 1 )2 (cose)z
~ \senf senf

Reemplazando por las identidades basicas se tiene

1 = csc?0 — cot*0

De la cual se derivan

csc0 =1+ cot?0 cot’0 = csc?0 —1

En la segunda hora se definira lo que es demostrar una identidad y se explicaran

los siguientes ejemplos. Es importante indicar a los estudiantes construir su tabla

de identidades para tenerlas a la mano al momento de realizar ejercicios.

EJEMPLOS
1. tana .csca = seca
2. sinfi.secff = tanf
3. sinf.cosf.(tanf + cotf) =1
4. _:ZEZ = csca — sina
5. sinf.tanff = secf — cosf
6. sen’x — cos?x = 2sen’x — 1
7. (sinf + cos8)? =1+ 2sinf.cosb

cos*6— sen*6

o

= cosO — senf
cosO+senb

1+tanx

9. secx + cscx =
senx

10.tan?y — sen’y = tan?y.sen?y
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e Tipo de actividad
Aplicacion
e Objetivo
+« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior
e Duracion
1 hora (55 minutos)
e Metodologia
Inicialmente se socializard la tarea para aclarar dudas, posteriormente se
realizara el taller en grupos con el seguimiento del maestro.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

Terminar la actividad de clase.
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»

IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO

TRIGONOMETRIA

SESION 12. BASICAS Y PITAGORICAS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo

« Afianzar el trabajo realizado en la sesidn anterior

Demostrar las siguientes identidades trigonométricas

1.

2.

10.cot?y + sen?y = csc?y — cos?y

tany+coty 1
tany—coty 1+ 2cos?y

cos?0 — sen?B = 1 — 2sen?8

sena cosa

=1
csca seca
sec

tan f+cotf

1
——— = secH + tanf
secf—tan@

1
—— = ¢scO + cotf
cscO— cotB
cot?a

=csca+1

csca—1

(1 - sen?x).(1+ tan?x) =1

sen? x+ cos?x
— = ecx — tanx
secx+tanx

11.senx.secx.cotx = 1

12.tanx. cotx.secx =

cosx

13.1 — senx.cosx.tanx = cos’x

14.(cosx — senx)? = 1 — 2senx. cosx

15.sen’8 — cos?6 =1 — 2cos?6

No olvides los pasos para demostrar
identidades:

- Haga sustituciones con las

Trabajese un solo miembro de
la ecuacion.

identidades basicas y pitagoricas
Realizar operaciones
aritméticas y algebraicas
necesarias para simplificar.
Verifique que la expresion
final corresponde a la igualdad.
En algunos casos es necesario
llegar a la igualdad trabajando
los dos términos.
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16.tanx + cotx = secx.cscx

17.(1 + csca ). (1 — sena) = cota.cosa

1 1
18.2csc?%6 =
1+cosO 1—-cos6
2
cos
19.1 —seny = Y
1-seny

20.sec*8 — sec?8 = tan*0 + tan?0
21.cscx = cotx. sec

22.sena.tana = seca — cos«

23.(1 —senx).(1 + senx) = ————
( )( + ) 1+ tan?x
1

senx.cosx

24.tanx + cotx =

cotf+2cosb
—————— = secO + 2tanf

" cscO—senb

NOTA: LAS IDENTIDADES QUE NO SE ALCANCEN A DEMOSTRAR
QUEDAN COMO TAREA.
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SEMANA 7

e Tipo de actividad

Evolucion de modelos iniciales
e Objetivos
% Deducir las identidades de suma y diferencia de angulos para seno,
coseno y tangente a través de las operaciones con ndmeros
complejos.
« Aplicar las identidades de suma y diferencia de angulos en la
resolucion de ejercicios.
% Presentar una aplicacién de las identidades a la fisica.
e Duracion
2 horas (55 minutos)
e Metodologia
La sesion se realizara como una clase magistral, claro apoyada en el trabajo de
los estudiantes.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea
1. Halle cos(a + B),cos(a— B),sen(a + B), sen(a — B),tan(a + B)y tan(a + B)

con las siguientes condiciones:
% sena = %,0° < a<90°;cosp = %,270° <p <360°
% cosa = 1—5,180° < a<270°;cosf = _?4,9O° < p <180°

2. Investigar en que contextos diferentes se aplican las identidades

trigonométricas
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 13. SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivo
« Deducir las identidades de suma y diferencia de angulos para seno, coseno y tangente
através de las operaciones con nimeros complejos.

< Aplicar las identidades de sumay diferencia de angulos en la resolucién de ejercicios.

< Presentar una aplicacion de las identidades a la fisica.

Durante la primera hora se trabajard con los estudiantes la deduccién de las
identidades para suma y diferencia enmarcadas en las operaciones con nimeros
complejos.
Para la suma de angulos se multiplican dos nimeros complejos que difieren en el
angulo pero su norma es igual

2.2, =0380)0sdxX)=r240+a)

Ahora se realiza la multiplicacion en representacién trigopnométrica

212, = (rcos@ + irsen ) (rcosa + irsen a)

Z1.2, = r?[(cosBOcosa — sen Bsen a) + i(cosOsena + sen cos a)]
De este modo se obtiene la igualdad

r2 4 (0 + a) = r?[(cosOcosa — sen Osen a) + i(senacosO + cos asen 6)]

Al escribir el lado izquierdo de la ecuacién anterior en su forma trigonométrica se

obtiene
24 (0+ a) =r?[cos(0 + a) + isen(0 + a)]

Al igualar la parte real de las ecuaciones anteriores se obtiene.
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cos(0 + a) = cosOcosa — sen Osen a

y al igualar las partes imaginarias se obtiene.

sen(0 + a) = senacosO + cos asen 0

De este modo se demuestran las identidades trigonométricas asociadas a la
suma de dos angulos.

Para el caso de la diferencia de angulos se procedera utilizando el mismo
razonamiento:

Se divide dos numeros complejos que difieren en el angulo pero su norma es
igual

Z1_(7”49)
7z, (r 4 )

Ahora se realiza la operacion en representacion trigopnométrica, recordando que

=1400—a)

hay que multiplicar y dividir por el conjugado del denominador para racionalizar
la fraccion

z; _ (cosB + isen )
z, (cosa+ isen a)

Se obtiene
14 (0 —a)= cos@cosa—i cos@ sena + isenf cosa + sen 6 sina
Al escribir el lado izquierdo de la ecuacién anterior en su forma trigonométrica se
obtiene

[cos(8 — a) + isen(0 — a)] = (cos@cosa + senfsina) + i(senf cosa — cosf sena)

Al igualar la parte real de cada lado de la ecuacion se obtiene

cos(0 — a) = cosOcosa + sen Osen a

Al igualar las partes imaginarias de ambos lados de la ecuacion se obtiene



124 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

sen(0 — a) = sen Bcos a — cosOsena

Asi quedan demostradas las dos identidades trigonométricas asociadas a la
diferencia de dos &ngulos.

Para deducir las formulas de tangente se procedera de la siguiente manera:
. . , . . sin @ .
De las identidades basicas se tiene que tan 8 = Py combinando esta

identidad con la suma para seno y coseno se tiene

sinf cosa + cosfsina

tan( 0 + a) = - -
( ) cosO cosa — sinfsina

Par expresar el resultado en términos de tangente es necesario dividir el
numerador y denominador entre cos 6 cos a

sin @ cos a cos Osina
tan( 6 + a) = cosf cosa = cosf cosa

cosO cosa _ senfsena

cos O cosa cosf cosa

tanf + tana

t 0 =
an( 6 + a) 1—tanftana

Para el caso de la diferencia se utiliza la funcién tangente y su propiedad de ser
impar

flx)=—f(x)
tan@ + tan(— a)

tan( @ — a) = tan[ + (—a)] = 1 —tan@tan(— a)

tanf—tana

tan(0 — a) = ——
1+ tanftana

En la segunda hora se explicaran los siguientes ejemplos. Es importante indicar a

los estudiantes construir su tabla de identidades para tenerlas a la mano al

momento de realizar ejercicios.
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e Determine el valor de las funciones seno, coseno y tangente para los
angulos 15°y 75°.
e Demostrar las siguientes identidades:
% cos(180° — 0) = —cosbH
% sen(180°+ 0) = —senb
% tan(180° + @) = tanf

«%

e Halle cos(a + B),cos(a — B),sen(a + B), sen(a — B),tan(a + B) y tan(a + B)

con la siguientes condiciones:

5 -3
sena = E,0° < a<90°;cosp = ?,90° < p <180°

APLICACIONES '

Fisica (6ptica)
La teoria electromagnética de la luz establece la ecuacion:
kcosr —cosi

E"= —E ]
kcosr + cosi

seni . - .
Donde k = p— es el indice de refraccion. Demuestre que esta ecuacion es

equivalentea E" = —

[sen(i—r)

sen(i+r)

Tomado de (Hirsch, 1989)
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e Tipo de actividad
Aplicacion
e Objetivo
+« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior
+« Trabajar aplicaciones de las identidades en diferentes contextos.
e Duracion
1 hora (55 minutos)
e Metodologia
Inicialmente se socializara la tarea para aclarar dudas, posteriormente se
realizard el taller en grupos con el seguimiento del maestro.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

Terminar la actividad de clase
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IED CARLOS ARTURO TORRES
: CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO

h TRIGONOMETRIA

N SESION 14. SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS

N ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo

% Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior
% Trabajar aplicaciones de las identidades en diferentes contextos

ACTIVIDAD

e Determine el valor de las funciones seno, coseno y tangente para los
angulos 105°,135y 225°.
e Demostrar las siguientes identidades:
% cos(2mr — 8) = cosb
% sen(180° — 6) = senb
% tan(180° — @) = — tand
e Halle cos(a+ B),cos(a— B),sen(a + fB), sen(a — B),tan(a +
B)y tan(a + B) con la siguientes condiciones:
% sena = —,0° < @ <90°;cosf = £,270° < f < 360°

8
15

3T 5 m
o tana = —,n < a<—;senff= —,- <B <m
2 13° 2

APLICACIONES

e Astronomia

En astronomia uno de los temas mas importantes son las coordenadas
(ecuatoriales, eclipticas y galacticas) para ubicarse en la tierra y la esfera celeste.
Calcular distancias entre lugares de la tierra u objetos astrondmicos en la esfera

celeste son unas de las tareas que mas ocupa a un astrénomo.
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“La trigonometria esférica es la rama de las matematicas que trata las relaciones
numeéricas entre los lados y angulos de triangulos esféricos” (Portilla, 2009). Para
calcular la distancia entre dos lugares de la tierra Unicamente basta con conocer

su longitud, latitud y el teorema del coseno de la trigonometria esférica.

Teorema del coseno tridngulos esféricos

cosc = cosa.cosb + sena.senb.cosC

Un triangulo esférico es la region sobre la superficie de
una esfera que esta limitada por los arcos de tres
circunferencias maximas. Los arcos corresponden a los
lados del triangulo esférico; los vértices de los tres
angulos esféricos son los vértices del tridngulo esférico
(Portilla, 2009).

Donde a, b y ¢ son los lados del tridngulo esférico y C un angulo.
Verifique que la siguiente ecuacion
cos(RB) = cos(90° — @p).cos(90° — @g) + sen(90° — @p).sen(90° — @p).cosAA
se puede simplificar utilizando las identidades trigonométricas como
cos(RB) = sen@g.sen@g + cos@p.cos@r.cosAA

Utilice el resultado anterior para hallar la distancia entre Bogota y Roma teniendo

en cuenta la siguiente informacion:

LONGITUD LONGITUD

OESTE ESTE

Roma: Latitud ¢ =41,9°; Longitud A =12,5°
Bogota: Latitud ¢ = 4,59°;Longitud A = 74,08°
Variacion de la longitud AA = Ag + AR

°=111.11 km

LaTITUD
SUR
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e Fisica (dindmica)

La fuerza necesaria para mantener un barril en una rampa es dada por la
expresion

B W(sena + ucosa)

cosa — usena

Donde W es el peso de la caja y u es el coeficiente de friccidon. Si 8 es el angulo

de inclinaciony u = tan®@, verifique que

F = Wtan(a + 0)
Tomado de (Lépez, 2008)
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SEMANA 8

e Tipo de actividad

Evolucion de modelos iniciales.
e Objetivos
+ Deducir las identidades de angulos dobles para seno, coseno y
tangente a partir de las operaciones con niumeros complejos.
% Aplicar las identidades de angulos dobles en la soluciobn de
ejercicios.
+« Duracion: 2 horas (55 minutos)
e Metodologia
La sesidn se realizard como una clase magistral, claro apoyada en el trabajo de
los estudiantes.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

1. Demostrar las siguientes identidades
e (1--cosa).(1+ cosa) = sen’a
e (1- sen?0).(1+tan’a) =1
e cos?B.(sec’B — 1) = sen?p

2. Halle

cos(a+ B), cos(a — B),sen(a + B), sen(a — B),tan(a + B)y tan(a + B)
con las siguientes condiciones:

» tana = g,O° < a<90°;cosf = %,O° <p <90°

3. Halle el valor de sen26, cos26 y tan26

12
tana = ?,180° < a<?270°

4. Investigar una aplicacién de las identidades de angulos dobles.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
: CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
h TRIGONOMETRIA
N SESION 15. ANGULOS DOBLES
N ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo

« Deducir las identidades de angulos dobles para seno, coseno y tangente a través de
las operaciones con numeros complejos.

< Aplicar las identidades de angulos dobles en laresolucidn de ejercicios.

Durante la primera hora se trabajard con los estudiantes la deduccion de las
identidades de angulos dobles enmarcadas en las operaciones con numeros
complejos.
Para demostrar estas identidades se realizara la multiplicacion de dos numeros
complejos con igual norma y angulo
2,.217=(140).(r40) =1r>4(6+06)
Ahora se realiza la multiplicacion en coordenadas trigopnométricas
21z, = (rcos0 + irsen 6)(rcos0 + irsen 6)
Z1.2, = 1%[(cos?8 — sen? 8) + i(2cosfsend)]

De este modo se obtiene la igualdad

24 (0 +0) =1?%[(cos?0 — sen? 0) + i(2cosfsend)]
Al escribir el lado izquierdo de la ecuacién anterior en su forma trigonométrica se
obtiene

r%[cos(0 + 0) + isen(0 + 0)] = r?[(cos?6 — sen? 6) + i(2cosOsenh)]

Al igualar la parte real de cada lado de la ecuacion se obtiene

c0s20 = cos*0 — sen? 0

De esta identidad se derivan dos mas al reemplazar las identidades pitagoricas

cos?0 y sen? 6
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c0s20 = 2cos?0 — 1

c0s20 =1 — 2sen? 0

Al igualar las partes imaginarias de ambos lados de la ecuacion obtenemos

sen20 = 2cosOsenf

De este modo se demuestran las identidades trigonométricas de angulos dobles
para seno y coseno.
En el caso de tangente se trabajara a partir de la identidad de suma de angulos

para tangente

tanf + tana

t 0 =
an( 6 + a) 1—-tanOtanca

Haciendo los dos angulos iguales se obtiene

tan0 + tan6
tan(0 + 6) = 1—-tanO6tanf
2tanf@
tan 20 = 1 tanZo

Completando las identidades de angulos dobles.
Durante la segunda hora se explicaran los siguientes ejemplos.

Halle el valor de sen26,cos26 ( con las tres identidades)y tan26 con la siguiente
informacion:

5
1. sena = E'OO < a<90°

2. cosp==,90° <f < 180°

Demostrar las siguientes identidades:

1— tan?a
o cot2a= ——
2tana
sen2a
= cota
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sen2a cos2«x
® Seca = —
sena cosa

APLICACIONES

Fisica (Lanzamiento de proyectiles)
Un cazador acostado en el suelo, lanza una flecha con un angulo de 53° sobre la
superficie de la tierra y con una velocidad de 15 m/s. La distancia horizontal que

recorrera la flecha en el aire esta determinada por la ecuacién

3 2v%senOcosO

)

Dondela g = 9.8m/s2

AlTUura maxima
—

y'r;'

. v

Convierta la ecuacion en una mas simple utilizando las identidades de angulos

dobles y halle la distancia que recorra la flecha.
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e Tipo de actividad
Aplicacion
e Objetivo
+« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior
« Trabajar con los estudiantes aplicaciones de las identidades de
angulos dobles en diferentes contextos.
e Duracion
1 hora (55 minutos)
e Metodologia
Inicialmente se socializara la tarea para aclarar dudas, posteriormente se
realizard el taller en grupos con el seguimiento del maestro.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad
e Tarea

1. Demostrar las siguientes identidades
e secH — cosO = tanf.send
e sena.(csca — sena) = cos’a
e senx + cosx.cotx = cscx
e (tanx + cotx).tanx = sec?x

cscl
= cotf
ecl

2. Halle el valor de sen26, cos26 y tan26

8
cota = E'18O < a<?270
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IED CARLOS ARTURO TORRES

R CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
- X TRIGONOMETRIA
A 4

SESION 16. ANGULOS DOBLES
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo

Afianzar el trabajo realizado en la sesién anterior
Trabajar con los estudiantes aplicaciones de las identidades de angulos dobles en

diferentes contextos.

R/
0.0
R/
0.0

ACTIVIDAD

Halle el valor de sen26, cos26 ( con las tres identidades)y tan26 con la siguiente
informacion:

1. cosp = =,180° < < 270°

2. tana = —,180° < f < 270°

Demostrar las siguientes identidades:

2tana
e tan2a = ———
1- tan?a
1-cos2a
e — = tana
sen2a

o (senf + cosf)? =1+ sen26
o sen2f.tanf =1 — cos2f

(Sen } {Cos)

—

(Bn ) (1) (cot)
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APLICACIONES

Geometria

e Siayp son los angulos agudos de un triangulo rectangulo, verifique que

sen2a = sen2f

Se cumple.

90° B

e Si K unidades cuadradas es el area de un triAngulo rectangulo, c
unidades es la longitud de la hipotenusa y a es un angulo agudo,

verifique que:

1
K= ZczsenZa

80" o

Se cumple.

Tomado de (Leithold, 1992)
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SEMANA 9

e Tipo de actividad

Evolucion de modelos iniciales.

e Objetivos

% Deducir las identidades de angulos medios para seno, coseno y
tangente a partir de las identidades de angulos dobles para coseno.
« Aplicar las identidades de angulos medios en la solucién de
ejercicios.

% Duracién
2 horas (55 minutos)

e Metodologia
La sesion se realizara como una clase magistral, pero apoyada en el trabajo de
los estudiantes.

e Actividad
Durante la primera hora de clase se trabajara con los estudiantes la deduccion de
las identidades a partir de las identidades de angulo doble para coseno.
En la segunda hora se explicaran varios ejemplos con las identidades de angulos
medios para seno, coseno y tangente.

e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea

1. Determine el valor exacto de
cos 112.5°,sen 22,5° y tan112.5°

.. 5 3 .
2. En las condiciones sena = o 2—” < a < 2m, determine:

a a ¢ a
sen—, CcOS — an —
2 2 7 2
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 17. ANGULOS MEDIOS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivo

7

« Deducir las identidades de angulos medios para seno, coseno y tangente a partir de las
identidades de angulos dobles para coseno.

R/

« Aplicar las identidades de &ngulos medios en la solucién de ejercicios.

Durante la primera hora se trabajara con los estudiantes la deduccion de las
identidades de 4ngulos medios apoyados en las identidades de &ngulo doble para

coseno.

Para deducir las identidades de angulos medios se utilizaran las identidades de
angulos dobles para coseno.
(1) cos20 = 2cos?6 — 1

(1) cos26 =1—2sen?6

En el primer caso se sustituye

20! 2 22 1
cos2 = = 2cos* = —
2 2

Al despejar cos? (%) y sacar la raiz cuadrada se obtiene

En el segundo caso
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Al despejar sen% se obtiene

a + 1-—cosa
sen— = _
2 2

Para deducir la formula de tangente se procedera de la siguiente manera:

sin 8

De las identidades basicas se tiene que tan 8 = combinando esta identidad

cos @’

con las identidades de angulos medios de seno y coseno se tiene

a

a seny

tanE = cosg

2

Al sustituir los valores se tiene
1-cosa
i
a 2

tan— =

2 [
+ 1 +§osa

Aplicando las propiedades de la radicacion se tiene

a V1 — cosa
tan—= + —
2 V1 + cosa

Durante la segunda hora se explicaran los siguientes ejemplos.
e Determine el valor exacto de cos 22.5°,sen 112,5 y tan22.5

.. 4 .
e En las condiciones sena = s 23 < a < m, determine:

a a ¢ a
sen—, CcOS — an —
2 2 7 2
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e Tipo de actividad
Aplicacion

e Objetivo

+« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior

e Duracion
1 hora (55 minutos)

e Metodologia
Inicialmente se socializard la tarea para aclarar dudas, posteriormente se
realizara el taller en grupos con el seguimiento del maestro.

e Actividad

Taller de aplicacion de las identidades de angulos medios.

e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad

e Tarea
Investigar la biografia de Abraham Moivre y su aporte a las identidades
Trigonométricas.
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IED CARLOS ARTURO TORRES

; CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
h TRIGONOMETRIA
N SESION 18. ANGULOS MEDIOS
N ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES

TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

Objetivo

« Afianzar el trabajo realizado en la sesion anterior
« Presentar una aplicaciéon de las identidades trigonometricas en quimica.

ACTIVIDAD

1. Determine el valor exacto de :
2. cos112.5° e sen 22,5° e tan 22.5° e tan 67.5°

.. 8 3 -
En las condiciones sena = T 2—” < a < 2m, determine:

a 04 ¢ a
sen—, cos — an—
2 2 Y 2

.. 5 3 .
4. En las condiciones tana = o om < a< 7” determine:

a a a
sen 5 cos 5 y tan 5
APLICACIONES

Los rayos X v la trigonhometria

Los rayos X son radiaciones electromagnéticas con capacidad de atravesar
cuerpos opacos Yy dejar una impresion definida en las peliculas fotograficas. La
longitud de onda que emplea este tipo de radiacion esta entre 10 y 0,1
nandometros, es decir de 50 a 5000 veces la frecuencia de la luz visible. En
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medicina los rayos X son ampliamente utilizados, sobre todo para producir
imagenes diagnosticas relacionadas con las estructuras 6seas, sus desordenes y
defectos. Los rayos X también son empleados para diagnosticar enfermedades
de los tejidos blandos, tales como cancer de pulmoén, edema pulmonar o distintos
tipos de abscesos.

La teoria de la difraccion de rayos X utiliza la ecuacién

_ B) B
L—2Asen<a+2 sen2

Demuestre que cumple la siguiente identidad a través de las identidades
trigonométricas de angulos dobles y medios.

L =2Asen (a + g) seng = A[cosa — cos(a + B)]

Tomado de (zill, 2010)
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SEMANA 10

e Tipo de actividad

Evolucion de modelos iniciales.
e Objetivos
e Trabajar la relacion entre el producto de niumeros complejos y las
identidades trigopnométricas a través de la formula de Moivre.
o Afianzar el trabajo con numeros complejos e identidades
trigonométricas.
% Duracién
2 horas (55 minutos)
e Metodologia
Durante la primera hora los estudiantes realizaran la actividad en
grupos de trabajo.
En la segundad hora se debe realizar la socializacion del trabajo
realizado por los grupos con el fin de llegar a unas conclusiones
generales orientadas por el maestro.
Finalmente se debe asignar un taller de repaso general. Este
taller servirh como preparacion para el examen final.
e Evaluacion
Participacion en el desarrollo de la actividad y entrega de trabajos.
e Tarea
Terminar la actividad, estudiar para el examen final. , traer hoja de examen, tabla

de identidades, regla, transportador calculadora.
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IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA
SESION 19. FORMULA DE MOIVRE
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

~

Objetivo

< Trabajar la relacion entre el producto de nimeros complejos y las identidades
trigonometricas a través de la férmula de Moivre.
< Afianzar el trabajo con nimeros complejos e identidades trigonométricas.

FORMULA DE MOIVRE

Aplicando la multiplicacion de numeros complejos en forma trigonométrica se
pueden trabajar las potencias de numeros complejos, por ejemplo:
z =1r(cosf + i sinf)
z%2 = r(cosO + i sinf).r(cosO + i sinh)
z?2 =r.r[cos(8 + 0) + isin(6 + 6)]
z%2 =1%(c0s20 + i sin26)
z3 =1?(c0s26 + i sin26).r(cosB + i sinf)
z3 =1r2.7[cos(20 + 0) + isin(20 + 6)]
z3 =1r3(cos36 + i sin36)

Moivre Abraham matematico francés demostré que resultados similares son
validos para cualquier entero.

z" = r*(cos(—n0) + sin(—nB)) n=0,+1,.

En &lgebra las potencias de binomios
Triangulo de pascal

Relacionando la féormula de Moivre y las potencias de binomios se puede deducir
las identidades para angulos dobles, triples, etc.

z =1r(cosf + i sind)

z%2 = r(cosO + i sinf).r(cosO + i sinh)
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z2 =r.1r[cos(8 + 0) + isin(6 + 6)]
z? = 1r?(cos20 + i sin20)

Por otro lado

z =1r(cosf + i sind)
z?2 = r(cosO + i sinf).r(cosO + i sinh)
z2 =1(cosO + i sinB).7(cosO + i sinh)
z? =1r%(cosf + i sinB)?
Igualando los resultados se obtiene
r2(c0s260 + i sin20) = r?(cosf + i sinbh)?
Simplificando y desarrollando el binomio
(cos20 + i sin20) = (cosh + i sinh)?
(c0s26 + i sin26) = cos?0 + 2cosfsend + i*sen?O
(cos20 + i sin20) = cos?0 + 2cosfsend — sen?0

Igualando las partes reales e imaginarias se obtiene
c0s26 = cos?6 — sen?0
sen20 = 2senfcos0O

Trabajando de esta manera se pueden obtener las identidades para cualquier
ndmero entero, gracias a esto la formula de Moivre se conoce como la maquina
de generar identidades.

ACTIVIDAD

1. Utilizando la formula de Moivre deduzca las siguientes identidades:
e (0s360 ysen30
e (0540 y sen40

2. Demostrar las siguientes identidades
e sec’x + csc?x = sec?x.csc?x

(tanx + cotx)? = sec?x + csc?x
o sen’x + sen?x.tan’x = tan’x

(1 + tan?x).cos’x =1
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e Tipo de actividad
Evaluativa (sintesis)
e Objetivos
+« Verificar los procesos desarrollados por los estudiantes.
e Duracion
2 horas (55 minutos)
e Metodologia
Se aplicard una prueba individual
e Actividad
El examen estd compuesto por 15 preguntas abiertas con el fin de reconocer

claramente los procedimientos realizados por los estudiantes.

Son en total 20 sesiones de trabajo con los estudiantes las cuales se busca sean
lo mas productivas posible iniciando siempre con una fundamentacion teorica

para luego hacer la parte practica.
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TRIGONOMETRIA
SESION 20. EXAMEN FINAL
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL
TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

¢ IED CARLOS ARTURO TORRES
CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO

Objetivo: Verificar los procesos desarrollados por los estudiantes.

EXAMEN FINAL
1. Explique la importancia que tiene la aparicion de nuevos numeros en la
matematica.
2. Halle el valor de la siguiente raiz:
V—600 =
3. Resuelva la ecuacion 7x2 + 5x + 1 = 0 utilizando la formula cuadratica.
_ —b*tVb?—4ac

X oax?+bx+c=0

2a

4. Una persona se encuentra a 20 metros del paradero de los buses, si el bus
arranca con una aceleracién constante de 2 m/s®y la persona comienza a

perseguirlo con una velocidad constante de 9 m/s.
Teniendo en cuenta las siguientes ecuaciones de posicion
X bus = X persona
%at2 =-d+wvt
Halle la ecuacién que modela la situacion.

5. Realice la grafica que representa la situacion dada en el punto 4.
6. Escriba el siguiente numero complejo en sus diferentes representaciones
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ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

z=3+5i

Sume y multiplique los siguientes numeros complejos y represéntelos en
forma grafica. Verifique sus resultados con regla y trasportador.

Z1=3+4‘l Z2==5_6i

Multiplique y divida los siguientes numeros en su forma trigonométrica y
polar:

21:4""‘31, 22:12+Sl

Explique la ley de signos apoyado en las potencias de i

Demostrar las siguientes identidades trigopnométricas

10.sinf.cos@.(tanf + cotf) =1

tany+coty 1

“tany—coty 1+ 2cos2y

cos*6— sen*0
—— = cosH — senf
cos6f+senb

13.sec*6 — sec?6 = tan*0 + tan?6

14.cot?y + sen?y = csc?y — cos?

15.Deduzca la identidad de suma de angulos para seno, coseno y tangente,

con base a las operaciones con numeros complejos.

16.Halle cos(a + B),sen(a — B),y tan(a + B) con la siguientes condiciones:

5 -3
sena = E,0° < a<90°;cosp = ?,90° < pB <180°
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17.Halle el valor de sen26,cos26 (con las tres identidades)y tan26 con la
siguiente informacion:

8
—_ — ° 9 °
sena 17,0 < a<90

18. Utilizando las identidades de angulos medios determine el valor exacto de :
sen 112,5°

.. -4 3 .
19.En las condiciones sena = — 2—” < a < 2m, determine;:

a . a
sen— an =
2 Yty
20.Expliqgue en qué contextos diferentes se pueden aplicar las identidades
trigonométricas.

Nota: todos los procedimientos se deben realizar en la hoja de examen y
cada estudiante debe tener su calculadoray tabla de identidades.
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D.

Anexo: Resultados Examen Final

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos por los 55 estudiantes de los

cursos 1001 y 1002 que realizaron la prueba, cada uno en su correspondiente

horario. Estos resultados hacen parte de los datos que se analizaron junto con los

otros registros recogidos en el diario de campo, encuestas y trabajos realizados

por los estudiantes.

RESULTADOS EXAMEN FINAL GRADOS 1001 Y 1002

PREGUNTA | % RESPUESTAS CORRECTAS | % RESPUESTAS INCORECTAS
O SIN CONTESTAR
1 78 22
2 76 24
3 72 28
4 70 30
S 51 49
6 80 20
7 80 20
8 60 40
9 85 15
10 54 46
11 21 79
12 a7 53
13 36 64
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18 82
70 30
83 17
79 21
41 59
78 22
81 19
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E. Anexo: Analisis Examen Final

Para realizar el andlisis de los resultados obtenidos en el examen final se tienen
en cuenta los tres cédigos establecidos para organizar y analizar la informacion,
ademas se hace una divisién en relacion con la verificacion de identidades y la
aplicacién de las mismas en ejercicios de suma — resta de angulos, angulos

dobles y mitad de angulo.

Origen vy aplicaciones de los numeros complejos

Las primeras cinco preguntas muestran el avance de los estudiantes con relacion
a su manejo sobre los conjuntos numeéricos, solucion de raices negativas,
aplicaciones de los complejos a problemas de cinematica dentro de los cuales
esta inmersa la soluciéon de ecuaciones cuadraticas y grafica de funciones en el
plano; los resultados obtenidos muestran un rendimiento promedio del 69% en

estas cinco preguntas lo cual es un gran avance frente a los resultados de la

prueba diagndstico que no superaban el 30% aproximadamente.
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En la aplicacion de la prueba diagnéstico se pudo observar que aproximadamente
un 50 % de los estudiantes no sabia resolver una ecuacion cuadratica ni gréficar
una funcién cuadratica, las respuestas de las preguntas 3 y 4 dan cuenta del
significativo avance que tuvieron los estudiantes con relacion al manejo de estas

tematicas.
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NUumeros complejos

Las preguntas de la 6 a la 9 especificamente trataron sobre las representaciones
de los numeros complejos, operaciones en diferentes representaciones y
aplicaciones particularmente la ley de signos. Los resultados obtenidos por los
estudiantes muestran un rendimiento positivo del 76 %, lo cual da cuenta de la

claridad frente al trabajo con estos numeros.

20 i 1
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Los resultados obtenidos en esta pregunta muestran claramente la apropiacién de
los estudiantes con relacién a la explicacion de la ley de signos a través de
rotaciones en el plano complejo, las respuestas permiten observar la importancia
que tiene para la comprensién de conceptos la visualizacion de los mismos, en

este caso las rotaciones de los vectores.

Verificacion de identidades

Las preguntas del 10 al 14 tratan especificamente sobre la demostracion de
identidades, es preciso mencionar que los estudiantes contaban con las tablas de
identidades para desarrollar el examen y aun asi los resultados no fueron los
mejores, ya que solamente un 36% en promedio logro solucionar correctamente
los ejercicios mostrando grandes dificultades en temas como la factorizacion,
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sustituciones desde las identidades béasicas y pitagoricas y en algunos casos las

operaciones aritméticas con numeros racionales.
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Numeros complejos e identidades trigonométricas

Las preguntas del 15 al 20 se fundamentaron en la deduccion de las identidades
de suma de angulos con numeros complejos y la realizacion de ejercicios de
suma- resta de angulos, angulos dobles, angulos medios y las aplicaciones de las
identidades. En este conjunto de preguntas se alcanzé un rendimiento
aproximado del 72% con resultados buenos, lo cual muestra que los estudiantes

aplican correctamente estas identidades en ejercicios especificos.
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Las diferentes aplicaciones trabajadas durante la propuesta permiten a los
estudiantes reconocer el conocimiento como una sola estructura, y en el caso
particular de las matematicas como se pueden relacionar y aplicar para hacer el
trabajo en otras ciencias de forma mas sencilla. Las respuestas dadas por los

estudiantes en esta pregunta dan buena cuenta de esto con un 81 % rendimiento.
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F. Anexo: Encuestas Realizadas a
Estudiantes

IED CARLOS ARTURO TORRES

CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
TRIGONOMETRIA )
ENCUESTA 1: ORIGEN Y APLICACIONES DE LOS NUMEROS

== COMPLEJOS
. ENSEFANZA - APRENDIZAJE DE LAS fDENﬂDADES{THfGGHGMETHPCAS EN GRADO
DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMFPLEJOS

i

Objetivos

# Reconccer las impresiones gue tienen los estudiantes con relacion a su propic aprendizaje.

% |denfificarhasta qué punto los estudiantes han aclarado sus ideas con relacion a los conjuntos numéricos y su aparicion a fravés de la
historia.

ORIGEN Y APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

;Comoha cambiado suidea sobrelos conjuntos numericos con el trabajo realizado en clase?

;Parausted el trabajo conlosnimeros complejos verdaderamente ayuda a los nirmeros reales a superar sus limitaciones?

De las aplicaciones de los nimeros complejostrabajadas ; cualle lamo masla atencion?, jporque?

;Qué aspectos del trabajo conmimeros complejosle ha costado mas entendar?, ; Por qué?
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IED CARLOS ARTURO TORRES
§ CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
h TRIGONOMETRIA
S ) ENCUESTA 2: NUMEROS COMPLEJOS
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE L AS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
- EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO GON NUMEROS
COMPLEJOS

Thjetivos

# Reconocer las impresiones que tienen los estudiantes con relacion a su propio aprendizaje.
“*|dentificar &l nivel de aprobacién que tienen los estudiantes sobre los nimeros complejos y SUS OpEraciones.

NUMEROS COMPLEJOS

;Las diferentes representacionss de los nimeros complejos las considera unaverdadera ventaja para trabajar con
ellos?

i Considera usted que representar operaciones en &l plano complejo permite llegar a deducir propiedades mas
facilment=?

{Explicar 1aley de signos v demostrar el teorema de Pitdgoras con los nimeros complsjos permite tener una mirada
mas amplia de la matematica?

Que aspectos del trabaje con mimeros complejos le ha costade mas entender?, ;Por que?

IED CARLOS ARTURO TORRES

’ CAMPO DE PENSAMIENTO MATEMATICO
* TRIGONOMETRIA
e ENCUESTA 3: IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS Y

i NUMEROS COMPLEJOS _
ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
EN GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS
COMPLEJOS

Ohbjetivos

4 Reconocer las impresiones que tienen los estudiantes con relacion a su propio aprendizaje.

<+ |dentificar el nivel de aprobacion que fienen los estudiantes sobre los nimeros complejos y las idenfidades frigonpmefricas.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS Y
NUMEROS COMPLEJOS

; Considera un procedimiento sencillo v claro deducirlas identidades trigonomeétricas utilizando los minmeros complejos
v 5Us operaciones?

De las aplicaciones delasidentidades trigonometricas, jcual fuela quele lamo masla atencion?, jpor que?

;Considera que relacionarla ensefianza dela matematica con otras cienciashace eltrabajo masinteresante?, ;por que?

;Que aspectos deltrabajo conidentidades tngonomeétncas leha costado mas entender?, ; Por que?
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Resultados de las encuestas

Las tres encuestas se trabajaron con una muestra de estudiantes de los dos
grupos (5 de cada grupo), para en total trabajar con 30 estudiantes. Las
encuestas se realizaron al finalizar cada uno de los capitulos de la unidad
didactica con el fin de obtener resultados centrados en cada tema y no caer en
generalizaciones que no permitan apreciar el sentir de los estudiantes en la
tematica especifica.

Los resultados de cada una de estas encuestas se pueden apreciar en el diario
de campo (anexo G) donde teniendo en cuenta los cddigos y categorias
establecidos sirvieron como insumo para realizar la triangulacion de la

informacion recogida.
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G. Anexo: Diario de Campo
El diario de campo esta organizado en 6 tablas que resumen el trabajo realizado
en la propuesta, para la presentacion se establecieron 3 codigos:
Origen y aplicaciones de los nimeros complejos
NUmeros complejos
NUmeros complejos e identidades trigopnométricas

En cada uno de ellos se trabajan dos categorias para resumir y hacer la
triangulacion de la informacién recogida en la aplicacién de la propuesta

Disposicion frente a la propuesta de trabajo

Apropiacion de la tematica desarrollada
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TRIANGUL,ACION: Origen y Aplicaciones de los Numeros Complejos
CATEGORIA 1: Disposicion frente a la propuesta de trabajo

DIARIO DE CAMPO
Durante las cuatro sesiones de trabajo la disposicién de los estudiantes fue muy buena,

guedando clara la importancia que tiene sembrar en los estudiantes la curiosidad sobre el origen
del conocimiento que gran parte de su vida académica han manejado y no tienen razones claras
al momento de explicalo.

Permitir a los estudiantes discutir entre ellos sobre las propuestas planteadas para llegar a
conclusiones mediadas por el docente es fundamental para comenzar a cambiar la dinamica del
trabajo donde el estudiante es parte activa del proceso de aprendizaje y no es un simple receptor
de informacion.

Por otra parte relacionar la ensefianza de las matematicas con otras areas de estudio es
fundamental para comenzar a cambiar la vision que tienen los estudiantes del conocimiento como
unas parcelas independientes; en el caso del andlisis de la situacion de cinematica los
estudiantes la recibieron con muy buena disposicion ya que les gusté mucho ver la relacion que
puede existir entre una situacién de la vida cotidiana, la fisica y la matematica.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES
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TRABAJOS REALIZADOS

[ fovrot (484

! |




167

TRIANGUL'ACI(')N: Origen y Aplicaciones de los Numeros Complejos
CATEGORIA 2: Apropiacion de la tematica desarrollada

DIARIO DE CAMPO
Comenzar el trabajo estableciendo una actividad que permitiera reconocer el origen de los

conjuntos numéricos fue muy acertado ya que a través de la misma se permitié a los estudiantes
comprender como se dio el origen de cada uno y las relaciones entre ellos.

El trabajo realizado con las raices negativas fue hasta cierto punto una sorpresa para ellos pues
siempre habian considerado que las raices negativas no tenian solucién y con ayuda de los
numeros complejos fue superada esta limitante.

La aplicacion trabajada de cinematica fue en cierta medida un ambiente de aprendizaje en el cual
se relacionaron varias materias (fisica, matematica) y la vida cotidiana, solucién de ecuaciones
cuadrdéticas, graficas de funciones lineales y cuadraticas; relacionar todos estos aspectos en una
sola situacion fue muy acertado ya que se muestra el significado de cada uno de los procesos en
la misma situacion.

Para los estudiantes fue muy enriquecedor trabajar la solucién de ecuaciones cuadraticas y ver lo
que representaban las soluciones en la situacién (alcanza o no el bus), ademas la representacion
grafica permiti6 a los estudiantes ver como los numeros complejos efectivamente nos dan

informacion valiosa al momento de analizar la este tipo de ejercicios.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES
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TRABAJOS REALIZADOS
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TRIANGUL,ACI(')N: Numeros Complejos
CATEGORIA 1: Disposicion frente a la propuesta de trabajo

DIARIO DE CAMPO

La dinamica de trabajo aplicada en las primeras sesiones permitié a los estudiantes asumir en
cierta forma una postura diferente en relacion con su rol como estudiantes, llegar a conclusiones
a través de los trabajos realizados por ellos mismos y no ser unos simples receptores de
informacion en cierta forma hace mas significativo en trabajo en cualquier actividad académica.
Otro aspecto que jugd un papel determinante en el desarrollo del trabajo fue la curiosidad
despertada por los estudiantes con relacion a la ley de signos, ya que en la tarea que se plane6
los resultados no fueron claros con relacion a su explicacion, es mas algunos de los estudiantes
se dieron a la tarea de preguntarle a otros maestros de matematicas y en todos los casos
evadian la pregunta y otros afirmaron no tener claridad.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES
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TRABAJOS REALIZADOS
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TRIANGUL,ACION: Numeros Complejos
CATEGORIA 2: Apropiacion de la tematica desarrollada

DIARIO DE CAMPO
El trabajo con las representaciones de los nimeros complejos inicialmente fue un poco

desconcertante para los estudiantes debido a que no estaban acostumbrados a este tipo de
situacion en la cual un niumero se puede representar de cuatro formas diferentes, sin embargo
después de trabajarlo no les costo realizarlo. Con relacion a las operaciones en forma binémica el
trabajo no presento dificultad y con relacion a las operaciones en otras representaciones adn
menos, pues realizar productos y cocientes en forma trigonométrica y polar es mucho mas
sencillo.

El ejercicio de representar las operaciones en el plano complejo fue fundamental para reconocer
las operaciones en forma trigonométrica y polar, el taller de grupos donde se llegé a esta
conclusién continuo afianzando la dinamica del trabajo.

La explicacién de la ley de signos enmarcada en las operaciones en el plano complejo como
rotaciones fue bien recibida por los estudiantes y no se les dificulté entenderla, siendo esto un
tema de reflexion sobre la importancia de construir la matemética y no tomarla como un cumulo

de formulas y reglas sin justificacion.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES




172 ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS EN
GRADO DECIMO A TRAVES DEL TRABAJO CON NUMEROS COMPLEJOS

TRABAJOS REALIZADOS
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TRIANGUL,ACION: Identidades Trigonométricas
CATEGORIA 1: Disposicion frente a la propuesta de trabajo

DIARIO DE CAMPO

Durante las 9 sesiones de trabajo (5 semanas) se dieron varios momentos que es importante
distinguir, con relacién a la deduccion de las identidades (Pitag6ricas, suma — resta de angulos,
angulos dobles y formula de Moivre) el trabajo fue bien interesante ya que los estudiantes
lograron reconocer como todo se enmarca en los nimeros complejos y sus operaciones, desde el
teorema de Pitagoras hasta la férmula de Moivre.

Para los estudiantes la aplicacion de las identidades de suma — resta, angulos dobles y angulos
medios en ejercicios especificos fue muy sencillo de realizar, mientras que la verificacion de
identidades les llego a generar un rechazo debido a su deficiente manejo de la factorizacion,
operaciones algebraicas y sustituciones.

Con relacién a la aplicacion de la trigonometria (identidades) en diferentes contextos los
estudiantes la vieron como una muy buena herramienta para hacer los procedimientos de una
forma mas sencilla.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES
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TRABAJOS REALIZADOS
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TRIANGUL'ACION: Identidades Trigonométricas
CATEGORIA 2: Apropiacion de la tematica desarrollada

DIARIO DE CAMPO
Enmarcar todo el trabajo relacionado con las identidades trigonométricas en los ndmeros

complejos permiti6 mayor comprension de las formulas que iban apareciendo, inicialmente se
demostré el teorema de Pitagoras con las operaciones con nimeros complejos en diferentes
representaciones, luego de ello se inici6 la deduccion de las identidades pitag6ricas, suma y resta
de &ngulos y angulos dobles siguiendo el mismo razonamiento lo cual de alguna forma se tomo
como un modelo que facilito la comprension por parte de los estudiantes.

Ya en el plano de la aplicacion de las identidades en ejercicios puntuales (numéricos y
demostraciones sencillas) los estudiantes no tuvieron inconvenientes al momento de realizarlos,
ya que se ubicaban bien en el plano y escribian sin problema las razones trigpnométricas para
posteriormente aplicar las diferentes identidades.

Un aspecto que merece una atencion especial es el relacionado con la demostracion de
identidades, ya que a pesar de haber trabajado dos sesiones completas dedicados a este tema,
reforzar todas las demas sesiones, permitir tener las tablas de identidades con unas tablas
adicionales con las operaciones entre racionales, casos de factorizacion y productos notables los
estudiantes presentaban un desempefio muy bajo al momento de realizar este tipo de ejercicios.
Al preguntar a los estudiantes sobre el origen de la dificultad al momento de resolver los
ejercicios afirman que todo radica en que todos los ejercicios son diferentes y no existe un

modelo especifico por el cual guiarse.

ENCUESTAS A ESTUDIANTES
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