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RESUMEN

Las modernas técnicas numéricas y computacionales permiten resolver en muchas
ocasiones problemas cuya solucién analitica es particularmente dificil. En el articulo se
presenta un algoritmo de célculo numérico para la transformada de Laplace utilizando
primero una aproximacion finita en serie de Fourier de términos impares y sinusoidales en
¢l intervalo [0,n/2], para luego proceder a discretizar de manera conveniente la funcién
F(s) y obtener un sistema de ecuaciones lineales simultineas. En la diltima parte se muestra
un ejemplo de célculo concreto, se analiza su error de representacién.

1. Introduccién

La Transformada de Laplace para una funcién de entrada x(z) definida inicialmente
para =0 se determinari por la expresion:

X(s) := j'x(t) exp(-st) dt = L [x(t) ] 1)

-

El limite inferior (0-) se entiende como el valor en el cual la funcién x(z) para =0
presenta una discontinuidad, incluso para el caso de la funcién &) de Dirac. De igual
manera, la Transformada Inversa de Laplace se definird como

1 c+joc
x(r):- — f X(s)exp(st)ds= L[ X (1)] @

C]“
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El comportamiento de los sistemas lineales se puede analizar de dos diferentes maneras:
en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo. En el primer caso, el analisis se
realiza por medio de la Funcién de Transferencia H(s). Si la funcién de transferencia H(s),
que en caso de ser conocida, entonces, se podra calcular la respuesta a impulso ki) del
sistema hallando su transformada inversa de Laplace {2]:

h(t) = « ' [H(s)} 3

Consecuentemente se podra calcular la respuesta y(z) del sistema lineal a una sefial de
entrada x(2) conociendo las respectivas transformadas X(s) y H(s), asi:

1= < [X(s)H(s)] @

El calculo de la respuesta a impulso en (3) a partir de la transformada inversa de Laplace
de H(s}, corresponde a una funcion racional con argumento s, mientras para el caso de calcular
la salida del circuito por (4) puede resultar dificil aiin por el método de la Teoria de Variable
Compleja. De ahi, que con €l moderno avance de las técnicas computacionales y numéricas
se hallan desarrollado algoritmos que proporcionan una aproximacion adecuada en la medida
en que pueda ser garantizada la convergencia de 1a soluci6n del sistema de ecuaciones lineales
simultaneas asociadas, tal como posteriormente sera mostrado en el articulo.

2. Preliminar

Con el propésito de explicar el algoritmo se representara una funcién ¢(¢) definida en
el intervalo [0,7/2] como una aproximacién de la suma finita de Fourier dada por:

H(x) = Ec,, sen [(2k + 1)x]

Donde c, (k=1,2,...,) son los coeficientes de Fourier a determinar. Para el efecto, se
multiplica en ambos lados de la iiltima ecvacién por sem [(2j+1)x], (siendo j un entero
positivo fijo) y luego, se integra desde O hasta n/2 para obtener:
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a2 2y
f¢(x)sen[(2j +Dx)dx = f (zck sen[(2k + l)x])sen[(Zj +Dx)dx
] B\ k= (5)
- n/2
. ch fsenl(2k + DxIsenl(2 ] + Dx)dx

Empleando a continuacién la relacién de ortogonalidad de la funcién seno se encuentra que:

x/2

4
G = ! p(x)sen[(2k + Dx]ldx, k=12,...m. (6)

3. Algoritmos de solucién y célculo

Sea f(1) una funcién definida en el intervalo [0,x], seccionalmente derivable y de orden
exponencial de tal manera que la transformada de Laplace exista. Es decir:

F(s) =} flt)yexp(-st)dt <= N
0
En la integral (7) se efectiia el siguiente cambio de variable
e¥=cos x, ®
Donde o es un parémetro a precisar mas adelante. De (8) queda claro que

t=-0"Incos x, &)

y definase

V) = f(s" In cos x)= ¢(x). 10)
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De (9) se infiere la relacién diferencial

dt:l sin x

dx (11)
O COSX

Los nuevos limites de integracién para (7) se definen asi: cuando =0, entonces
cos x=1, y x=0 . Cuando r—», entonces cos x=0, y x=7/2. En consecuencia, al sustituir
(9) y (11) en (7) se tendra:

1™ ] sen x
F(s) =— f d(x)exp[-s(- L1In cosx)) dx
o cos X
w2
-1 [ cos*x 5% ax (12)
o9 COS X

w2
=— f d(x) sen xcos"/°" xdx.
c 0

Con el objetivo fundamental de discretizar la expresién (12), se define el pardmetro
s=(2m+1)o. De tal suerte que:

n/2
oF (2m +Do)= f d(x) cos’” sen x dx 13)

Ademds, es vilida la siguiente identidad trigonométrica:

i/ \i-1

cos™ xsem x=22" S [[Zm) - ( 2m]] sen [(2(m - i) + 1)x], (14)

2m . (2m)! 2m
=Com=——— s =0
donde k Y (2m - k)! y conviniendo 1
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Al combinar (14) y (13) e intercambiar los simbolos de la sumatoria e integracion se
produce sucesivamente:

[4

remem) w5 Heog[(T (e
- 2 [(2"’) ( 2"’]] ., #(x)sen[(20m - i) + Dx] dx.

i i-1

Acorde con la nota preliminar, en la expresion (15), la integral en su parte derecha se
puede asociar con el coeficiente C; dado en (6) para el armdnico (2i+1) del desarrollo de
la funcién ¢(x) en serie finita de Fourier de términos sinusoidales. Esto es, de (6) con
Jj=m-i, es evidente que:

~2
{ ¢(x)sen[(2(m - i ) + 1)x]dx = “C;w' (16)

Luego (15) y (16) permiten escribir:

o F(2m +1)0)=4"""x 5; [( 2":) . [‘2'")] Chi an

-1

de donde

b 4

2 [(2”:)(?”1')]‘:'= o F(em+1o) a®)

La sumatoria (18) en su desarrollo, comenzando con i=m y terminando con i=0 es:

CoH e

me)

( 2'")_( 2’")] Cr# .t Co=2~a F{2m+ Do) a19)
m-1] \m ®
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De esta manera, para calcular los coeficientes C,C ...,C_se puede construir ¢l siguiente
sistema de ecuaciones lineales, pues haciendo m=0,1,2,..., en (19) se obtendré
respectivamente:

4
Co =—0F(0)
a1
co* ci =;0F 3o) (20)
4

Debido a que el coeficiente C, se obtiene directamente en (20), entonces C, resulta al
reemplazar el valor obtenido de C,. Estos valores obtenidos se emplean para hallar C, y asf
sucesivamente. Sin embargo, en la determinaci6n de C, deberén ser conocidos los valores
de la transformada inicial F(s) en los puntos, 3s, 5s,...,(2k+1)s.

Una vez hallados los valores de C, se podra determinar ¢(x) y luego por la expresién
(10) se puede encontrar la funcién buscada f{t) para cualquier valor de ¢. Sin embargo, los
resultados obtenidos hasta ahora suponen que se tiene

lim

t—0*

f(1))=f(0)=0

Cuando esta condicién no se cumple es necesario de la transformada original F(s)
restar el valor f{0)/s. O sea, en calidad de transformada se empleara la expresion F(s}-f{0)/s.
Después para calcular la funciénf(#) a su valor se debe sumar f{0) que puede ser determinado
de la condicién:

£(0)=timsF(s)

s—0

El valor o se determina del intervalo de tiempo t__ dentro del cual se calculan los
valores de f{1). Haciendo la suposicién de que o deba ser inversamente proporcional al
intervalo ¢, entonces, su valor puede se calculado de la expresién 0=(1,...,2)/ t__ . Otro
de los factores que hay que tener en cuenta son los nGmero combinatorios en (19). Cuando
al mejorar la precisién del algoritmo se tratar4 de aumentar la cantidad m en la combinatoria
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de su aproximacion. Sinembargo, al aumentar m el valor de 7, crece ripidamente, tanto
que para m>8 su valor necesitaria més de 4 bytes para su representacidn. Si no se toman
las medidas necesarias para valores de m>8 el error de redondeo crecera dramaticamente
haciendo inservible el algoritmo. Para evitar este problema es necesario emplear variables
de representacién de doble precisién (8 bytes). Aunque en este caso, también ya para
m>16 vuelve a aparecer la saturacién en la representacién y por tanto el error de redondeo
en ¢} algoritmo. De esta manera, para precisién comiin se puede emplear la representacion
numérica simple y m=8, para precisién mejorada, se debe emplear la represen-tacién de
doble precisién y ms16.

4. Implementacién del algoritmo de céilculo

onimds
a1 thnc x=amcos{exp(-st})
b=kipi . £=0
[0 :=b(F{s}-flfs)
f=fre[]sim{(2rt1)x)

2=l a=2ib=&%
c[i] = b
W

—
pra— salida
R - tf
y=edj

I

ofd =fiy-axlij m

= l—;.‘y

| R

Figura 1 Diagrama de flujo para el cilculo de la respuesta a impulso
conocida su funcién de transferencia.

En la figura 1 esta representado el diagrama de flujo del algoritmo de célculo de la
respuesta del circuito conocida su funcién de transferencia. Los datos iniciales para el
célculo corresponden a la funcién transformada F(s) de cualquier tipo y los valores de los
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parametros propios del algoritmo. El resultado del célculo es la funcidn de salida y(¢) y en
un caso particular puede ser la respuesta a impulso.

Como ejemplo de ilustracién se escogié la funcién F(s) = arctg(2/s) y para la cual es
conocido la transformada inversaf(z)= sen 2¢/t. Los resultados de cilculo para los parametros
T1=4, T=0.4, F(0)=2 se representan en la figura 2.

Figura 2. @). Célculo de la transformada de Laplace para diferentes valores de G.
b) Cilculo exacto de la transformada y su comparacién con el cilculo
por métodos numéricos.
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