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SOBRE UNA DEFINICION DE CARDINALES FINITOS
EN UN TOPOS ARBITRARIO

por

Osvaldo ACUNA ORTEGA

Resumen. En este articulo introducimos una definicién de car-
dinal finito en un topos E arbitrario y probamos que &sta es
equivalente a la definicidén de cardinal finito en el caso de
que E tenga el objeto de los nimeros naturales (ver Defini-
cidn 6.21 de (P.J.T.)). AGn mds probaremos que la categoria
llena de estos objetos forman un topos con el axioma de selec
cidn. Antes necesitamos algunas definiciones y resultados
preliminares.

No puedo continuar sin dar mi mids sincero agradecimien-
to a Fred Linton, cuyas observaciones y sugerencias han sido
centrales en este articulo, especialmente en la prueba del

iltimo teorema.

DEFINICION. Sea E un topos, X « |E| y R= XxX. (X,R) es
un preorden si: (i) R es reflexiva; es decir AX =R (o su
equivalente, x € X = (x,x) € R). (ii) R es transitiva:
(pr1,pr4):RxXxXR + XxX se factoriza a través de R donde RxXxXR
es definido por el siguiente producto fibrado:

RXXXXR — > R
PT4

s
R P2 > X
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( o su equivalente: (x,y) < "RY A (y,z) & "R* = (x,z) & "R").

DEFINICION. Sea X « |E| y (X,R) un preorden.
(i) (X,R) es un orden parcial Si R es antisimétrica; es de -
cir RNROP = Ay (o internamente (x,y) @ RA(y,x) €« R =>x=Y)
donde R°P = {(x,y)/(y,x) = R}.
(ii) (X,R) es un orden total (0 lineal) si (X,R) es un orden
parcial y RURPP = XxX. Internamente esta condicién se tradu

ce como [ (x,y) € XxX = (x,y) € Rv (y,x) € R.~

Si (X,R) es un preorden, escribiremos xRy cada vez que
tengamos (x,y) e R.
g Ny
sea ¢ definido por: F (n,m) e < <3,y (k= m), es un or-

den total para N. Consecuentemente todo subobjeto de N here-

: , - o)
Sea E un topos con los ntmeros naturales 1 - N

da un orden total inducido por <. En particular todo cardi-
nal finito es totalmente ordenado.

Note que si (X,R) es un preorden (orden parcial, orden
total) entonces (X,ROP) es un preorden (orden parcial, orden

total).

PROPOSICION 1. Sea X « |E| y (X,R) un orden parcial.

Las sigudientes proposiciones so0n equivalentes.

(i) R es un orden total y X es decidible (EFx,y e X =x=y
VX #Yy).

(11) R ¢4 un onden total y (RN(7 Ax)) *by = R.

(ii1) S« RO RN AX) entonces R0 * byt Rgp = XxX (R saxtdis-
face La Ley de trdicotomia).

n

(iv) R es un orden total y es complementado en XxX.
Prueba. (i) = (ii): F (x,y) €« R = (x,y) = R A (x=yVX#Y)
= ((x,y) € RAax=y) v ((x,y) @ RAXx#Yy)
= (x,y) € by v (x,y) € Rn (7 ay)
= (x,y) = AU (RN (7 4y))

Por lo tanto R = AXU (RU(C Ax)); es claro que AXU (Rn(‘le))
=R, por lo que R = Ay U (RN (O by)).
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(ii) =» (iii). Tenemos Ay UR = R sabemos que R NA = ¢
Por otro lado XxX = RURP = Ro U Ay UR°P. Note que ROP =
Rgp UAX y que Rgpn by = #. Por lo tanto tenemos XxX =
Ry UAXURgp y esta es una unién disjunta (R N R°P = @), es
decir XxX = R0 +Ax+Rgp.

(iii) = (iv). Como XxX = RO+AX+Rgp. Tenemos :

XxX = R_+ A, +R°P = RURPP <= xxXx
[o] X (o]

Concluimos que R U R°P = XxX y R es total. Probemos que R tie-
ne complemento en XxX. Como X es decidible (T1Ay = R0+Rgp) y
R es un orden total de (i = 1i) tenemos que R = R, + Ay ; en-
tonces XxX = R +Rgp.

(iv) = (i). Hay que probar que X es decidible. Consi-

dere:
E(x,y) & XxX = (x,y) « R v (x,y) ¢ R
= (x,y) & R v ((x,y) & R A (x,y) ¢& by)
= (x,y) « R v ((x,y)e RP A (x,y) & 8y)
= (x,y) €« Rv ((x,y) = ROP A x # y)
= (x,y) = R v (x,y) =RPn Tay
= (x,y) R UROP.

[0}

Por lo tanto XxX = RURCP. Ahora bien, RARP = RARP = A
y RﬂRgp = Rgp < T1A_; entonces RﬂRgp < "[Aanx =fp , es
decir RNRPP = @. Tenemos entonces que el complemento de R
en XxX es Rgp. Por otro lado considere el siguiente producto

fibrado:

XxX- (prz,prl) — XxX

>

ROP > R

Como R es complementado en XxX, serd también R°P. Como R es
un orden total y (Rop)op = R, por simetria podemos concluir
que XxX = R°P U (7184 n(R°P)OP) = R°P U (Max NR) = REPUR_;
entonces XxX = ROP +R,. Considere:
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XxX = XxX N XxX = (RURSP) n (R°Pu R,)
. op o Op | ROP
= RNR URnRouogoan URZF N R
op
c:AXUROUIlngRO n R
= ¢ UR URSP U

A op 3 op
Por lo tanto XxX = AleROLJRo , Y Lgmo Axn (RU.RO ) < .
(yn Tidy) entonces XxX = Ax-f(ROlJRop), es decir X es deci-

dible. Y esto concluye la prueba. A

Sea (X,<) un objeto totalmente ordenado en E. Entonces
(X +1,<') es un orden total, donde <' = <+ 1xX + 1x1 = (X+1)x
(X+1). (X+1) puede verse como un reticulo con unidén binaria
y elemento o (reticulo con uniones finitas); donde
Vi(X+1)x(X+1) = (X+1) es tal que V/g' = prz/s' y V/(<")
pr /()P Como (") U ()P = (Xe)x(X+1) y (<) n ()P =
V estd definida y o:1 + X+1 es la inclusidén canbénica

op

Bor g q
1> X+1.

DEFINICION. Sea (X,<) un objeto totalmente ordenado.
Denote por Vx el homomorfismo Gnico de reticulos con unidn

finita tal que:

X >————— X+1

1S v

K(X)

conmuta. Note que si 1 9N INes el objeto de los nltmeros
naturales en un topos E, N es un reticulo con uniones fini-
tas respecto al orden total candnico de N. Sea SupN:K(N) + N

el Gnico morfismo de reticulos con uniones finitas tal que

(SupN)o{.}N = 1N.

rAy
Es conocido que para todo X = |E|, 1 ¢ K(X) « K (X)
es un diagrama de coproducto, donde K+(X) es el subobjeto
mis pequefio de Qx tal que es cerrado bajo uniones binariasy

que contiene a {-}X.
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LEMA 2. Sea (X,<) un objeto totalmente ordenado, en-
tonces KT (X) = (X' « K+(X)/VX(X') e X'}. En panticular La
funcibn vX/K*(X);x*(X) + X es de seleceibn, tal que,

EX' e K (X) =¥, g(@ae X >a<V (X)AV, (X') «X').

Prueba. Sea L(X) = {X' « K+(X)/VX(X') e X'}. Serd su-
ficiente probar que L(X) es cerrado bajo uniones binarias y

que contiene a {-}X.
(i) Fxe X =V, ({x}) = x
=> Vx ({x})  {x}.

Por lo tanto {-}X se factoriza a través de L(X).

(ii) }=x],)<2 € L(X) >V (X;UXy) = V. (X)) vV (X))
=V (X, UX,) =V (X)) vV (X;UX,) =V (X))
=> VX(X] U Xz) e X1 vi(X] UXZ) e X2
>VX(X] UXZ) e )(l UX,

> X, UX, € L(X).

2
Por lo tanto L(X) es cerrado bajo uniones binarias y contie-
ne a {’}X, entonces K+(X)c L(X), luego L(X) = K+(X). Por
otro lado tenemos:

EX'e K'(X)aa e X' = {a} = X'
= X' = X' U{a}
= ' = ' P
> VX(X ) VX(X )v Vx({d})
:>VX({a}) €V (X")
oy T
= a g VX(X ).

Entonces FX' e K'(X) = ((a € X' »a<VX'))AV (X') e X'),
de lo cual inferimos

+
FX'e K (X) %vaex(ac X' =>a <V (X))AV (X') X', &

Sea (X,<) totalmente ordenado. Aplicando el lema ante-

rior a (X,soP), la funcidn Vip:K+(X) + X es tal que:
' % op op
EX'e K (X) ==~\la€x(a€X' >ag Vx(X’))A Ve X'),< X'.
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es decir,

EX' e K'(X) = ¥, qa e X = VOP(x') < a) A vOP(x') e X'.

COROLARIO 3. S{ (X,<) es un ornden total tenemos:

X e K »¥, _ (asX >VPX)casV (X)AV,(X) <X A

vip(x') e X').

DEFINICION. (i) Sea X « |E| y PT(X)= (X' = Qx/;xexxex'}
Decimos que X tiene un morfismo de seleccidon si existe:
P+(X) - X tal que:

EX' e P (X) = f(X')  X'.

(ii) Si (X,g<) es un objeto parcialmente ordenado, decimos que
es bien ordenado si existe un morfismo de seleccidn

+
V:P (X) » X tal que:

EX'e PI(X) = ¥ (ae X =>V(X') < a).

TEOREMA 4. (Zermelo). Sea E un topos Booleano y
X « |E|; 84 X tiene una funcibn de seleccidn entonces X es
bien ondenado.

La prueba de este teorema aparecida en la tercera edi-
cidén alemana del Mengenlehere de Felix Hausdorff es valida
en cualquier topos booleano. Esto fue descubierto por C.J.
Mikkelsen.

TEOREMA 5. Las sigudientes afinmaciones son equivalen-

tes parna X = |E|, K-§4ndito.

(a) X admite en E un onden total < y X es decidible.

(b) X = |Edkf| y en Eg ¢ X admite un onden total <

(c) Xe [Edkfl y X es bien ondenado como objeto de Eyy¢

(d) X< |Eggl ¥ X es doblemente bien ondenado como objeto
de Eqye

(e) X |Egkfl y X admite una funcibn de sefeccibn en Egyg
(existe T:K'(X) =X tal que FA e K (X) = T(A) « A)
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(f) X es coproyectivo como objeto de Egp e (Lodo A:Y » K+(X)
admite a: Y » X tal que {aly « A para Y objeto de Egyg)-
Prueba. Ej) ¢ denota la categoria llena de todos los
objetos K-finitos decidibles de E. Esta categoria es un to-
pos booleano, para mas detalles ver (A.L.F.).
(a)<=> (b). Sabemos que la inclusidn Ey ¢ = E preserva y re-
fleja limites finitos y ademds uniones y coproductos fini-
tos, como < > XxX tiene complemento tenemos que < e:IEdkf
por lo tanto (X,<) es un orden total en E ¢ si y s6lo si
(X,<) es un orden total en E y X es decidible.
(a)<=> (d) sigue del corolario 3. (d) => (c) es trivial.
Todo objeto bien ordenado en Edkf es totalmente ordena-
nado en Ej, ¢ por lo tanto (c) = (b). (d) = (e) es trivial.
(e) = (f). Sea T:K+(X) + X una funcidn de seleccidn para X.
Entonces ¥, (A = K+(X) > {T(A)} = A) es internamente valida,
por tanto es vadlida en la semidntica de Kripke-Joyal. Enton-
ces tenemos que para todo Y e |E| y A:Y » K (X), {+)oToA =
{T(A)} = A para cada A, obteniéndose la condicidén (f) para
a = TeA.
(f) = (e). Tome A = K (X)’ entonces ex1ste T: K (X) » X tal
que {+}°T = 1K+(X); es decir FV¥, (A< K'(X) » (T(A)} = X),
que es exactamente la condicidén sobre T para ser morfismo
de seleccidn en Eyf-
(e) = (c). Todo morfismo T:K+(X) + X con la propiedad (e) es
un morfismo de seleccidn para X en el topos booleano Eyqy¢ ¥
por el teorema de Zermelo X tiene un buen orden en Ejp ¢,

probando esto (c).

DEFINICION. X € E es un cardinal fintito combinatorio
si X es K-finito y satisface alguna de las condiciones equi-

valentes del teorema anterior.

EJEMPLOS. Note que todo cardinal finito en un topos
con el objeto de los nlimeros naturales en un cardinal fini-
to combinatorio, puesto que es K-finito y totalmente ordena-
do.
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PROPOSICION 6. Sea E un topos con el objeto de Los ni-
mernos natunates 1 I N, NI N. S& X es un subobjeto K-f§inito
de N entonces X es un cardinal findito.

Prueba. Sea n = 1 X K(N) S3YPN N, entonces por defini-
cién de Supy, X estd contenido en [n+1]. Por ser X K-finito
y decidible, X es complementado en [n+1] por lema 1.3 de (A.
L.F.); y por tanto usando lema 6.26 de (P.J.T.) X es un car-

dinal finito.

DEFINICION. Sea E un topos con el objeto de los nfime-
ros naturales N y 1 3 N tal que ¢ < [n]x[n] es un orden to-
tal. La funcién sucesor ¢':[n] - [n] con respecto a <' es
dada por:

1A'

Al ———— A

i v

] -2 liifh

I T Min_,

A ——K*( [n] )

donde A y A' estan definidos por los siguientes productos fi-

brados:
A ——— X" ([n])

[n] téggfi—z[n] (#Seg <'(m) = {x/m <' x})

1w

Al — 1

y [n] = A' +A, puesto que Z[n] = k' ([n]) + 1. Note que o'

preserva <' y F V¥ x <ot x

x € [n]
PROPOSICION 7. Sea 1 3 Ny <", ' < [on]x[on] 6rdenes
totales. Entonces exdiste un Léomonﬂibmof:(bd,s'q > (bﬂ,s‘)
que preserva onrden.
Prueba. Es suficiente probar la proposicién para
§" = < el orden candnico de [on] y <' un orden total arbi-

trario.
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Sea o':[on] » [on] la funcidén sucesor de [on] respec-

to a <': f:N » [on] es el Gnico morfismo tal que:

[on] SR AR

o

1 e N = > N

donde o¢r = Ming, ([on]). Mostraré que f/[on]:[on] + [on] es
un isomorfismo que preserva orden.

Primero probaremos que f:N - [on] preserva orden. Con-
sidere S' = {e = N/vmeN(m N = f(m)s' f(m+e)}>> N. Es claro
que 1 Q N se factoriza a través de S'. S' es cerrado bajo

aplicaciones de la funcidn suceso:

FeeSameN= f(m)<'f(m+e)
=o' (f(m))s'o"' (f(m+e))
= f(om)<'f(o(m+e))

= f(m)s'f(mtoe).

Por lo tanto Fe e S' = (me N = f(m)s'f(m+ose)) y en conse-

cuencia tenemos

Fee S' = Vm(m e N = f(m)<' f(m+toe))

= ge e §',

entonces e « §' =>0e = S'. Por induccidén S' = N; probando
esto que f preserva orden.
Consideremos f' = f, 0zn]:[ozn] + [on]; f' no es inyec-
tiva, porque si lo fuera, Fo%ﬂ estaria sumergido en [on] y
tendria complemento en [on] y por lo tanto podriamos cons-
truir un epimorfismo Q:[on] » bzn], lo cual no puede ser por
el ejercicio 4 pagina 221 de (P.J.T.). Podemos afirmar en-
tonces que en el topos de cardinales finitos es valido:
}j < [on]
do bajo equalizadores y toma imagenes de funciones entre car-

j < onAf(j) = £f(oj). Pero como este topos es cerra-

dinales finitos, podemos afirmar Fij c[on]j < onAf(j) =
f(oj) en E.
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Consideremos R = {j < on/f(j) = f(oj)} + [on]. Como

}=3jc[0n]j < on A f(j) = f(oj), tenemos "R’ = K+([0n]). Sea

N Max R. Sabemos que F=n0 < nvng = n pero:

}=n0<nvn0 n=on, < nvn,

=>(cn0< nAng €R)vn, =n

= (cm0 <n Af(no) = f(ono)) vn, =n

= [ = ! " o
= (ono < NAQo f(no) o f(ono)) ¥ B, n
2

=3 < = =

(on0 < n Af(ono) f(o no)) v, n
=3 TRY A < =

(onO e "R on < n) vng n
>0n_ < n_vn_ =n

o o o

= falso vn o =n

= 1l = N.
(o]

Por tanto n, = n; es decir F f(n) = f(on).

Sea S = {m = N/f(n) = f(n+m)} + N. Es claro que 1 2N
se factoriza a través de S. Probemos que S es cerrado bajo
o:N » N:

EmeS = f(n) = f(n+m)
= 0'f(n) = o'f(n+m)
= f(on) = f(o(n+m))
(F £(n) = f(on)) = f(n) = f(n+om)
= om < S.
Por lo tanto S = N. Es decir, hemos probado que vmeNn £ m =
f(n) = f(m). En consecuencia tenemos que Im(f/[on]) = Im(f);
en particular Im(f)» [on] es K-finito y tiene complemento

en [on]. Sea T = {x = [on]/x & Im(f)} el complemento de Im(f)
en [on], sabemos que T € K([on]). Por lo tanto

FfT =@ v 'T" « K ([on]).

Por otro 1lado:
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FT = v "I"€:K+([o11])q> a i = Min_, T" Ao, <'p A

pe[on

™ e K+[0n]/\p e "M™)v T = g

= (34 56

peN mwc'm =pAap =Min T A

T « K+[O'n]/\0<,<'pl\p =eM)v T =§¢

; Vip = = Mi
> (]peN]meNom PAD Mms,

o ,\p e T /\m<vp) viT = ¢

= (3 meIn(f) Ao'm =pap

peN1 meN

=Min "T"Ap="T)vV m =g

@ peN] meN m'eN™ = fm')Ao'm =pAp

=MinT" Ap & 'T') v T =

]I)EN1xn'eNO‘(f(U")) =pApeT)v'T =4

= O, M) = pap =TV T = P

pen(f)ape T)Vv'T =4

> 6 p,m

= ( PeIn(H)apeg Im(£)) v T =40

= falsov T = ¢

i
p,m

= T =

Por lo tanto Im(f) = [on].
Sea s = Min{x « [on]/f(x) = f(ox)}. Probaremos que
f/[os] es un monomorfismo. Trabajando en Efincara tenemos:

Fijos)) < S MEG) = £(od)

=>ljc[s]j< SAS €]

= falso.

Por lo tanto []je:[s]j < s Af(j) = £(0j)] = @ es decir
%Vjc[slf(j) # j(oj) por lo tanto f/[os] es un monomorfismo

en E entonces lo serd en E, puesto que Eﬁncard < E

fincard’
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preserva monomorfismos. 7
Probamos de igual manera, como en el caso de 1 » N que

Im(f/[os]) = Im(f). Por lo tanto os = on entonces s = Nn; €s

decir f/[on]:[on] » [on] es un isomorfismo que preserva orden.

COROLARIO 8. Sea f:[p] » [on] un monomorfismo de canr-
dinales finitos. Entonces existe un automonfismo de [on] tal
que f compuesto con 6ste presenva el ornden canfnico.

Prueba. f([p]) < [on] es un cardinal finito. Sea <° el
orden total que hereda f([p]) del orden candnico de [p]. Sa-
bemos que existe T cardinal finito tal que [on] = f([p])+T.
Sea 52 un orden total para T, entonces <' = <%+« + £([p])xT
es un orden total para [on]. Por la proposicibén 7 existe
h:([on]),<') = ([on],<) automorfismo que preserva orden Y

claramente hef:[p] » [on] preserva el orden candnico.

DEFINICION. Si E es un topos con el objeto de los ni-
meros naturales y X e« |E| un cardinal finito combinatorio
con un morfismo de seleccién T :K'(X) ~ X. Sea
G= (de v Dol v 1):2X = KX +1 > Xe1 > K0 +1 = 25,
si m:2% » 2% es definido por FH(Xq) = G(T1X;) UXy; denote

f el morfismo Gnico tal que el siguiente diagrama conmuta:

Note que EX' € 2 G(X') = X'.

En la categoria de los conjuntos y funciones fx define

la siguiente sucesién:

n=0, £(0) = 4", £ (1) = {x,} X1 n=1
£ (2) = {x,x,} xR n =
F3) = (x),x,,x5 ) |22 R
£ (4) = {xy,x;,x5,%,} fl—fzﬁﬁj% n =4
X
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LEMA 9. S{ X « |E| con fas hip6tesis de La definiciln
antenion TX:K+(X) + X mongismo de seleccibn. Entonces
rx1:i1 o+ 2%

Prueba. Como X es K-finito decidible, existe mV:V + 1

se factoniza a través de La imagen de fy.

epimorfismo tal que V¥(X) es un cardinal finito en E/y (P.J.
T'e) s v* (-) es un funtor 1égico y coexacto, entonces
K (Ve (X)) = VI(K'(X)), V*(T,) es una funcién de seleccién
para V*(X) y V*(f ) = fV*(X)’ donde fV*(X) es generado por
v* (1x) de acuerdo a la definicidn anterior.

Es suficiente probar el lema en E/y para v* (X) con
V*(X) = v* (Ty) puesto que si ‘'V¥*(X)" se factoriza ; través
de la imagen de v* (f ) = fV*(X) entonces "X'xV:V + 27xV  se
factoriza a pravcs de Im(fx)xv. Pero pr1{'X’XV) ='X1mv se

factoriza a través de Im(fx):

/r r
\\\‘Im(f )Y///”

-————-

Pero existe r:1 -+ Im(fx) tal que los tridngulos conmutan; por
lo tanto X se factoriza a través de Im(f ). Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que X es un cardinal finito con
T 4 (X) + X una funcidn de selecc1on

Existe p:1 > N tal que 2 [p] Considere A={n = N/
fx(n) # fx(on)}, B ={ne N/fx(n) = fx(on)}. Como 2% es de-
cidible N = A+B. Note que (fx)/A es monomorfismo creciente.
Aun mids [ fx(n) = fx(on) ﬂ»fx(n) =00 2

F£,.(on) = fy(n) > G(M£f,(n)) = £, (n)
MEm =K v @ = ) =T M) < £ vIf,m = P
(2Xes decidible) = T (T1£,(m) = £, £, () v X = £ (n)
- falso v 'X" = £ (n)
- X = £.(n),
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En particular tenemos que fx(n) = fx(cn) AmM > n = fx(n) =
f (m). Por otro lado tenemos que En A = [on] = "A" a [on]

c'[p]w:

EFne ™ Am < oname B > fx(n) # fx(on)Ams n < onAfx(m)

= £, (om)
=> fx(n) # fx(on)/\ fx(m) = fx(cm)A
£ m = £ (n)
> £ () # f (on)A £, (n) = £ (on)
= falso
En consecuencia, [n e TA* am <on] N [m « "B'] = . Pero como

AUB = N tenemos [n € Aam < on] = [m = A]. Como:

n 'A'Am < on =>m € A"

n «'A' = (m < on=>m "A")

n e A" =>V¥m(m < gn =>m € "A")

ne "A" = [on] = A.

Por 1o que Fn « "A" = [on] = "A".

Por otro lado [p] N A es complementado en [p] entonces
es un cardinal finito. f' = f/[op] N A:[op] N A + [p] es un
monomorfismo, por el corolario 8 podemos asumir que f' pre-

serva el orden candnico. Entonces:

Fp « A" = [op] = A

=Hjc[op]j =Max{ne[op]/n < £'(n)} A Top]! =W
>3 [op]? = Mextn < [op]/n < £ @IA’[op] = K AG<pv
i =0p)

= Gj:[op]j +1<pArj=Max{n « [op]/n < £'(n)}A
“[op]” = "A") vp < f(p) < p
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prayoropri et R+ L (Gpbw 5+ Miodnl e fopi i€ £}y
falso

+35 (o) F () < £ G#DAJ = Maxin < [op]/m < £ @IaJ 1 <
r[op]w

235 o] < £1G*DAJ = Max(n = [op)/n < £'(@)}a j+1 < "[op]

#3 (it € EGNATHT e o] A -

Max{n e [op]/n< f'(n)}

Pjcfop)) V€

= falso
En consecuencia tenemos que:
Epe N=p A" vp « "B’

= falso vp = "B

= p « "BY.

Por lo tanto Fp « B. En particular obtenemos que anf(n) =
f(on). Pero hemos visto que k f(n) = f(on) = f(n) = X" en-
tonces ‘:ln(f(n) = f(on) =>3nf(n) = XY por lo tanto ':lnf(n) =
X' es valido; lo que significa que X' se factoriza a tra-

vés de la imagen de fx’ completando ésto la prueba.

DEFINICION. Sea X un cardinal finito combinatorio con

TX:K+(X) + X un morfismo de seleccidn. Sea h:N -+ NXQNXX ani -
co tal que

Fo

NXQNXX BLpgd9 . tug NXQNXX
(0,'”/ Ih Ih
1 > N —> N
(o] ag

conmuta, donde F,(n,R) = (on,({on}XG("'lprz(R))) UR).

Para E = Conjuntos h es la siguiente secuencia:
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h(o) = (0,8),h(1) = (1,{(1,x)}) 1
X} %2
h2) = (2,((2,%,),(1,x)})
X] XZ X3
h(s) = (3,{(3,)(3),(2,)(2),(1,)(1)})
h(4) = (4,0(4,%), (3,xg), (2,550, (1,x) 1) o e T T

PROPOSICION 10. S{ h es como en La definicibn anternior
entonces se factorniza a thavés de inN y ademds Zenemos que:

FV oy (P (h(m) = m) A (n(pr,(h(n)) = £,@) A pry(h(n))

es Anyectdva.
Prueba. Por induccidn:

(i) como el siguiente diagrama conmuta

a

N N
o
> ey Ny
n [n
1 —9 N o N

entonces pr,ch = 1y es decir }=Vn€N(pr1oh(n) = n).
(1i) Probemos que F=pr2(pr2(h(n))) = fx(n),por induccidn.
Sabemos que prz(h(o)) = )" por lo que prz(prz(h(o))) = g,
por otro lado f (o) = "#", sigue que pry(pry(h(o))) = £ (o).
Considere:

= pr, (pr, (h(on))) = pr,(pr,(F, (h(n))))
pr, ({on}xG( 7 pr, (pr, (h(n)))) U pr, (h(n))
= 6(7 pr, (pr, (h(n))) Upr, (pr, (h(n))) -

Por lo tanto

k= pr, (pr, (h(n)))

£,(n) = pr,(pr,(h(on))) = G(T1 £, (m)) U £, (n)
= pr, (pr, (h(n))) = H(f, (n))
= pr,(pry (h(om))) = £, (on).
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Entonces
Epr, (pr, (h(n)) = £,(n) =>pr,(pry(h(on))) = £,(on),

terminando esto la induccidn.

(iii) l=pr2(h(n)) es una funcién parcial.

prz(h(o)) = "#* entonces prz(h(o)) es una funcidn par-
cial. Por otro lado tenemos: }=pr2(h(on)) = {on}XG(_lfxn)) U
prz(h(n)) como Fprz(prz(h(n))) = fx(n), entonces escribimos:

F (X,),(6y) & pry(h(on)) = (X,), (x,y) & {on>xG( £, (n)) Upr,(h(n))

> ((%,5),06)) & onPGE M) v (K1), (6,Y) & pry(im)) v (%)
(m)xGEI (M) A (,Y) & pry (h(m)) v ((x,Y) & {onPGIE, () A

(x,y) « pr, (h(n)))
> (x=onAx = on)v ((x,y) ,(5,y) € prz(h(n))) v (y eG(™ fx(n)) A

v e pr, (pr, (h(m))) v (v = GCIE () Ay & pry (pry(h(m))).

>x = XV (x,),(6,y) e pry(h@) vys I m)ay £ (n)
>x = XV (X,y),(x,y) pr,(h(n)) v falso
>x = xv (x,y),(x,y) = pry(h(n)).

Por 1o tanto tenemos que

Fprz(h(n)) es funcional a ((x,y),(x,y) « pr,(h(on)) S X=XVX=X

w» X=X

de donde Fpr,(h(n)) es funcional = ((X,y),(x,y) < pry(h(on)
= x = x), es decir |=pr2(h(n)) es funcional =>pr2(h(on)) es
funcional. Completando ésto la induccidn.

(iv) Probaremos que Fprz(h(n)) es inyectiva. Pero antes ne-

cesitamos probar
(a)

x,X €G(X") ' Sx = X't
Ex,XeG6(X') = (X, «G(X)AX = K' (X)) v(XXe
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G(X") AX' = rﬂ'\)
> X,X e {T (X")}v X,x €

> (X = T (X') AXx = T (X")V falso

=

> X =
(b) kpr,(pr,(h(n)) < [on] .
Esto lo hacemos por induccidn:
PI'](PI'Z(h(O))) = Pr]rﬂ1 = "§ < [0(0)]

y
Ex e pr](prz(h(an))) =X e pr1({on}XG(”7fx(nD Uprzﬁk(ﬂ)ﬂ

= x= onvx epr, (pr, (£,(M)).
Entonces
= or, (or, (h(n)) = on] A (x = pry (pry(h(om))) *x = on x < n
= X £ on
- x < [oon].

Por lo tanto, F=pwﬂpn20uhn)c Tonf:> pr1(pr2(h(on)) = [oo(m)].
Completando la induccién.

Ahora procederemos a probar (iv) por induccidn:
prz(h(o)) = 'P" que es inyectiva. Por otro lado considere:

= (6,Y), (5,9) & pry(h(on) = (x,¥),(x,¥) & (on}xG(£, (m)) U pry(h(m)
> (9), (6,9) & LonxG(VE, () v ((5,7), (6,Y) & Pry(h(m) v ((x,Y)
(onbG(VE (M) A (,7) = pry(h(m)) v ((6)) & {enPGE, (M) A (x,Y)
< pr, (h(n)))

>y,7 € GOUE () v ((6,Y), (x,9) = pry(h(m)) v (x = ona x <pr,

(pr, (h(n))) v (x = on Ax & pry(pry(h(n))))

>y = yv((xy),xy) < pry(h(n)) v (x = onax < n) v (x = onaXx < n)

>y = yv ((x,y),(x,y) € pr,(h(n)) v falso v falso
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>y = yV((xy),y) e pr,(h(n)).

Por tanto

[ pr,y(h(n)) es inyectiva A ((5,Y),(x,y) & pry(h(on)) = y = yvy =y
+>y=Yy)

es decir f= prz(h(n)) es inyectiva a»prz(h(on)) es inyectiva.

Probando esto (iv).
Resumiendo, (iii) prueba que przoh es factoriza por X

y el resto prueba que

= VHEN((pr] (h(n)) =n) A (prz (prz(h(n))) - fx(n)) APT, (h(n)) es inyectiva).

PROPOSICION 11. Ex{ste un dnice mongismo t:Im(f) - )~(N

tal que
Ve (E(E () = pry(h(n))).

Prueba. Sera suficiente probar que:

Ft'x(n) = £ (m) > prz(h(n)) = prz(h(m)).

Sabemos que ]zfx(n) = fx(on)» _lfx(n) = ™. Por lo tanto:

b= fx(n) = fx(on) > (M fx(n) = @) A (prz(h(on)) = {on}xG(M fx(n))
U pT, (h(n))).

=> prz(h((m)) = {onkx"@" U [)Tz(h(n))

= pr, (h(om)) pr, (h(n)).

Por induccidén sobre j obtenemos:

fo(n) = fx(n+j) ;>pr2(h(n)) = prz(h(n+j) 3
es decir
I=fx(n) = fx(m) Am > n = prz(h(n)) =pr2(h(m)).

Y por simetria

Ef.(n) = £.(m)an > m->pr,(h(n)) = pr,(h(m).
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Y como < es un orden total obtenemos:

F£.(n) = £,(m) >pry(h(n)) = pry(h(m).

TEOREMA 12. S{ E es un topos con el objeto de Los ndme-
nos naturnales, entonces X = |E| es un candinal finito 84 y
s6L0 44 X es un cardinal f§inito combinatondio.

Prueba. (<) todo cardinal finito es claramente combina-
torio.

(=>) sabemos que X' se factoriza a través de Im(f) vy
por lo tanto t(X") corresponde a una funcidn parcial inyecti-
va b:N + X con imagen igual a X. Por lo tanto existe A =N
tal que b:A + X es un isomorfismo. En particular A es K-fini-
to, subobjeto de N, por proposicién 6 A es un cardinal fini-
to y en consecuencia X es isomorfo a un cardinal finito,

completindose la prueba del teorema. A

En virtud del teorema 12 identificaremos los conceptos
de cardinal finito y cardinal finito combinatorio, quedando
asi establecido el concepto de cardinal finito en un topos
arbitrario sin que este tenga necesariamente el objeto de
los nGmeros naturales.

Dedicaremos el resto del articulo a probar que la cate-
goria llena de los cardinales finitos es un topos con el

axioma de seleccidn.

Sea E un topos, A,B = |E| y f,g variables de tipo B en-
tonces JxeAf(x) # g(x) ¢>—1VX€A_1(f(x) # g(x)) es valido en
E. Si B es decidible '1Vx€A"1(f(x) # g(x))¢:>“1VX€Af(x) =
g(x)<>f # g es valido en E; entonces 3 _,f(x) # g(x)=>f#g
es también valido en E.

Por otro lado “13x€Af(x) # g(x) =>VX€A—1f(x) # g(x) es
vilido en E y aplicando una de las reglas de inferencia in-

ternamente validas en E tenemos:

13 f(x) # g(x) = VxeA—lf(x) # g(x)

f(x) # gx)

X€EA

_leeA"l f(x) #g(x)=> AR

Entonces si E es booleano concluimos que 31, _ f(x) #g(x)<=f#g.

X€A
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DEFINICION. Sea E un topos booleano y A « |E|, bien or-
denado y B « |E| totalmente ordenado. Sea

<={(f,g = BABV/ £ # g A3 (£(r) < g(x) AT = Min{x e NEf(x) # gD}

I

Denote <

<UAgA, < es l1lamado el orden lexicografico para
A
B

Si (X,<) es un objeto parcialmente ordenado x < y con

x,y = X denotara siempre x ¢ YA X # Y.

Note que si f,g « BA y < es el orden lexicografico:
Ef<ger(f=gvf< g vy Fx< rar=Mn{xeA/f(x) # g(x)} >
f(x) = g(x).
PROPOSICION 13. Sea E un topos booleano, A bien ordena-
do y B totatmente ondenado A,B « |E|. Entonces BA es total-
mente orndenado con el orden Lexdicoghlfico.
Prueba. (i) < es claramente reflexiva.
(ii) < es antisimétrica (f < gag < £ =1 = g):
Ef<gpagsf=>(f>gag>f)viE=¢g
=3 _(£(r) < g(r)agr) s f(M)af(r)#g(x))vi=g
=3 (£(r) = g()af(r) # g(r)) vE=¢
= falsovf =g
>f=9g
Por lo tanto f < gag < f=f = g es valido en E.
(iii) < es transitiva. Sean f,g,h = BA, es claro que = f =

ghng<h=f<h y Efg<gag=h=f< h. Suponga enton-
ces que f,g,h son tales que f < g < h. Sea

r = Min{i/f(i) # g(i)}, s = Min{i/g(i) # h(i)}, t = Min{i/f(i) #h(i)}

Sabemos que Fr < svr = svs < r. Por lo tanto vamos

a considerar cada uno de estos tres casos.

99



(a) Er <saf<g=r1<saf(r) <g(r)
= h(r) = g(r) A f(r) < g(x)
= f(r) < h(r)

(r <t=f(r)=h(r) =>r > tAaf(r) < h(r).

Por otro lado

Ex<rar<s=f(x) = gx) gk = h(x)

= f(x) h(x)

de donde
Fr<s=V¥(x<r=>f(x) = h(x))
71 £ t.
En consecuencia
Fr <saf<g=r=taf(t) < h(t)
entonces
EFr <sAf <gag<h=>Ff<h

(b) Probemos primero que = f < gag < h =t < s:

Ff<gag <has <t =g(s) <h(s)ah(s) = £(s)a f(r) < g(r)
> g(s) < f(s) A f(r) < g(r)
=T <sAaf <g
(caso (a)) =T < SAT = t
=21t < s.
Por lo tanto [f < gag < hln[s < t] « [t < s] de donde que
[f<gag<hln[s<t] e[t <s]n[s<t] ="@

pero [f < gag <h] = [f <gag<hln[s<tJU[f<gng<
hlnls >t] =[f<gnrng<hln[s>t] esdecir [f<gag < h]
=[s » t], luego |= f < gag <h= t < s.
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Ahora procedemos a probar =f < gag € har = s = f < h:

BEr=saAax<s = f(x) g(x)Ax < s

= f(x) = g(x) A h(x) = g(x)
= f(x) = h(x)
entonces
Er = s > ¥ (x <s =>f(x) = h(x))
=>s g t.
Por otro 1lado
=f < gag<har=s=>tg<sat2sar =s
=2 L. 7 .Sa5.0
= f < h.

Entonces

f <gag <har =s =1f < h.
g

(c) Probemos finalmente que Ff < gAag < has <1 >t < h:

h(x) Ax < r
h(x) A f(x) = g(x)
h(x),

EFs <rax < s =g(x)

= g(x)
= f(x)

entonces
Es <r 8% < is >if(x) 12 h(x))

s < t.
Por otro lado
FEs <rag <h=s<rag(s) < h(s)

= f(s) = g(s)a g(s) < h(s)
= f(s) < h(s).

En consecuencia

Es<rag<hAf<h= f(s) <h(s)as< tatsgs
= f(s) <h(s)at =s
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= f(t) < h(t)
=f < h

es decir

=f <gag <has<r = f < h.

Tenemos finalmente que:
Ff<gag <h=(f <gag < h)averdad
> (f <gAag <h)a(r <sar=sAs <)
= (f <gag<har<s)v(f<gag<har-=s)
v (f <gng < hAs <)
=>f < haf < haf < h
= f < h.
Concluyendo ésto la prueba de la transitividad para el orden
lexicografico.

(iv) € es un orden total para BA:

FfgeBA > f=gvf#yg
=f=gv(3,f(x) #g(x)rf#g)
=>f=gv(3,xe{y/f(y) #e(y)}) rnf # g)
=>f =gv({y/£f(y) # g()} € P"(X) A f # g)
=gV (@, ar = Min{(Y/f(y) Fg(y)}) A # ¢

f
> £ =gvi __(f(r) < g(r) veg(r) < f(r) Ar =
Min{y/f(y) # g(y)} A f # g

=>f=gvf<gvg < f{

=f<gvg < f.

Probando esto que < es un orden total.

DEFINICION. Denote th1card la categoria de los cardina-
les finitos combinatorios y Eji¢ la categoria llena de obje-

tos K-finitos decidibles.
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TEOREMA 14. Efﬁlcnﬂ es un subtopos Lbgico de Egqyg; adn
mds satisface el axioma de seleccibn u es cerrado bajo La
gormacibn de subobjetos en Egyg .

Prgeba. Es claro que thlcard es cerrado bajo la toma
de subobjetos en Ej¢. Si X,Y = lthlcard| entonces X+Y
|Eqkgl, como X,Y son totalmente ordenados con 6rdenes <y, <y
entonces <y + <y + XxY = (X+Y)x(X+Y) es un orden total para
X+Y. Por lo tanto X+Y « IEﬁncaniL

Como 1 « |E entonces 2 = 1+le |Eﬁncard|' Por

fincardl
otro lado Z, X+Y son bien ordenados en Ejyf si X,Y <

Ilifin cardl
orden lexicografico en Egpg; como XxY»r> (X+Y)

por proposicidn 13. (X+Y)2 es bien ordenado por el

2 tenemos que

XxY es totalmente ordenado y concluimos que XxY & IEﬁncardL

Para completar la prueba de que E es un subtopos

fin card
16gico de Ejqp g es necesario probar que si X « |hfincardl en-

tonces 2 Pero esto sigue de la proposicidn an-

e |En o],
fincard
terior puesto que X y 2 son bien ordenados en Ejq ¢ y por lo
tanto ZX es totalmente ordenado con el orden lexicogrdfico
en ld]\f
" _ : B i

Note que si A,B e |Eg .| tenemos A" = lE6 card |
puesto que AP e |Eqkel ¥ por la proposicién anterior.

Sea f:A - B un epimorfismo, sabemos que £B:aB o+ BB es
también un epimorfismo (A.L.F.). Considere el siguiente pro-

ducto fibrado:

AB £B > BB
I I'1'B
1

T

r + 1 es un epimorfismo y por el lema que probaremos a con-

tinuacién, este morfismo tiene una seccidén 1 »- r, y por lo

tanto el morfismo 1 » r -+ AB corresponde a una seccidn para

f. Probando esto que i i i
q Eqcard satisface el axioma de selec

cidn.
LEMA 15. Sea E un cardinal finito entonces La funcibn
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w
X ——5+50ponte (X) tiene una seccddn.

- = ; Xy
Prueba. f = Txo(wx) °( « }soporte(X)* soporte (X) X es

una seccidén para Wy (soporte(X) = Im(X —1)).

PROPOSICION 16. S{ X es un cardinal finito y £:X + Z
es un epimonfismo con Z decidible. Entonces 1 es un cardinal
finitao.

Prueba. Sabemos que Z es K-finito .y decidible. La si-

. < 5. + 2 /K+1Z| + Tx
guiente funcidn es de seleccidn: K (Z) K (X) =X,
donde T, es una funcidén de seleccidn para X,y por ser f un

epimorfismo Zf/K+(Z) se factoriza a través de K+(X).
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