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Abstract

The aim of this project is to prove the Smale-Birkhoff Theorem, which provides suffi-
cient conditions for a dynamical system to show chaotic behavior. In order to achieve this
purpose, it will be apparent that symbolic dynamics play an essential role. This technique
consists in characterizing the orbits of a dynamical system with bi-infinite sequences of
symbols, so its structure is displayed in a simpler way, while preserving the information
concerning to the dynamics. It gives the chance to perform qualitative analysis without
the need of manipulating directly the complicated structure that these systems have.

Resumen

El objetivo de este trabajo serd demostrar el teorema de Smale-Birkhoff, que proporcio-
na unas condiciones suficientes para que un sistema dinamico presente un comportamiento
cadtico. A fin de conseguir tal propdsito, se verd que la dindmica simbdlica juega un papel
fundamental. Esta técnica se basa en caracterizar las 6rbitas de un sistema dindmico con
secuencias bi-infinitas de simbolos, con el fin de representar su estructura de forma mas
simple, pero conservando la informacion referente a la dindmica. Esto abre la posibili-
dad de realizar analisis cualitativos sin necesidad de tener que manipular directamente la
complicada estructura que poseen estos sistemas.
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1. Introduccion

La teoria de sistemas dindmicos proporciona una serie de resultados y técnicas que hoy
en dia resultan imprescindibles para modelar toda clase de fendmenos que evolucionan
a lo largo del tiempo. Una de las grandes ventajas que nos aporta es la posibilidad de
realizar predicciones o incluso nos permite estimar cémo se ha comportado un determinado
proceso en el pasado, sabiendo el estado en el que se encuentra en un momento puntual.

Si nos restringimos al caso de los sistemas dindmicos continuos auténomos del plano,
tenemos el teorema de Poincaré-Bendixson que nos garantiza que bajo unas ciertas con-
diciones bastante generales, la evolucién de las trayectorias de las érbitas no admite de-
masiada diversidad. Asi pues, en muchas ocasiones podremos hacernos una idea bastante
acertada de cémo es su dindmica en cualquier instante de tiempo. Incluso cuando no se
puede encontrar la expresién de las soluciones de forma explicita, podemos usar métodos
numéricos o la teoria cualitativa para conocer los aspectos mas relevantes de la dindmica.

No obstante, al considerar sistemas dinamicos con mas dimensiones, las érbitas pueden
llegar a tener patrones mucho mas complejos y dificiles de clasificar, ya que aparece el
fenémeno del caos. No hay una definicion undnimamente aceptada de este término, pero
un rasgo que caracteriza a todo sistema dindmico cadtico es que presenta sensibilidad
respecto a condiciones iniciales. De manera informal, significa que aunque las érbitas del
sistema comiencen arbitrariamente juntas, acabaran divergiendo con el paso del tiempo
hasta tener un comportamiento completamente diferente. Una consecuencia directa de
este hecho es que no se pueden hacer predicciones a largo plazo, debido a la dificultad de
determinar con exactitud empiricamente el estado de un sistema.

Parece ser de utilidad entonces poder conocer cuales son los sistemas de esta indole,
para ser conscientes de las limitaciones que conllevan las conclusiones que podamos extraer
sobre ellos. En este proyecto exploraremos un resultado que nos ayuda a caracterizar
algunos casos, el teorema de Smale-Birkhoff. Concretamente, trabajaremos una version de
este de Jirgen Moser, que nos proporciona unas hipdtesis sobre un sistema dindmico que
garantizan que existe un conjunto de puntos cuyas érbitas presentan un comportamiento
cadtico.

Para poder demostrarlo serd necesario estudiar previamente la dinamica simbdlica, ya
que jugara un papel fundamental. Gracias a considerar las iteraciones de unos elementos,
denominados secuencias de simbolos, a través de una aplicacién que definiremos més
adelante, el shift de Bernoulli, podremos hacernos a la idea de cémo es la dinamica de los
sistemas continuos que se consideran en las hipdtesis del teorema.

También exploraremos otra aplicacion, la herradura de Smale, que estd estrechamente
relacionada con el shift de Bernoulli y supondra una ayuda interesante para la transicion
de los resultados del area de la dindmica simbdlica a la de ecuaciones diferenciales. Sin
embargo, las propiedades que tiene la herradura de Smale no son méas que un caso par-
ticular de las que implican las condiciones de Conley-Moser, y estas serdan el verdadero
enlace que utilizaremos para demostrar el teorema de Smale-Birkhoff.

Para concluir el proyecto, aplicaremos los resultados obtenidos en un caso practico.
Estudiaremos la dindmica asociada a la ecuacion de Duffing, que modela el movimiento de
ciertos osciladores amortiguados y/o forzados. Para ello necesitaremos algunos resultados
auxiliares de la materia de la funcién de Melnikov, pero no profundizaremos mucho en
esta teoria, sino que la aprovecharemos para poder mostrar que para ciertos parametros
de la ecuacién, la dindmica serd cadtica en un conjunto de puntos del dominio.



2. Dinamica simbdlica

En este apartado introduciremos la herramienta que nos ayudard a analizar el compor-
tamiento de los sistemas dindmicos que nos interesan. Esta técnica, la dinamica simbdlica,
consiste en caracterizar las érbitas de dicho sistema con secuencias bi-infinitas de simbo-
los. Encontrar la relacién que hay entre estos dos elementos resulta ser muy ttil por el
hecho de que nos permitira entender como son las érbitas sin tratarlas directamente, sino
a través del estudio de estas secuencias, cuya complejidad es bastante mas reducida, pero
que preserva las propiedades cualitativas que nos interesa estudiar.

2.1. El espacio de secuencias de simbolos

Primeramente, nos centraremos en el espacio de secuencias de simbolos, ya que es
el pilar fundamental de la dindmica simbdlica. Para proporcionar una buena base, se
describiran sus elementos y su estructura detalladamente, pero antes necesitaremos unas
definiciones bésicas:

Definicién 2.1. Sea S ={1,2,--- ,N}, N > 2. Diremos que S es un alfabeto.

Para mayor comodidad, es conveniente tomar un alfabeto de esta manera, pero se
podria incluir en la definicién cualquier conjunto finito o numerable y los resultados que
se irdn mostrando a continuaciéon también se satisfacerian.

Definicién 2.2. El espacio de secuencias de simbolos (que pertenecen al alfabeto S), es
el producto cartesiano de infinitas copias de S. Es decir:

(e}
SN=xSxSxSx--= ][] S  Si=8 Vi (2.1)

Definicién 2.3. Sea s € XV, entonces s = {---, 5_p, -+, S_1, S0, 51, " Sp,-- },
donde s; € S Vi, pero nosotros lo escribiremos s = {-+-S_p-+-$_1.8081 -+ Sp -+ - }. Dire-
mos que s es una secuencia bi-infinita de simbolos.

El hecho de que pongamos un punto antes de sy nos ayudara a determinar un lugar
inicial en la secuencia, pero no tiene mayor relevancia que esa. Se podria escoger cualquier
otro simbolo central, ya que de igual forma, s quedaria dividida en dos subcadenas infinitas
de simbolos a ambos lados. Mas adelante se vera que es aconsejable esta notacién a la
hora de hacer demostraciones.

Ahora nos centraremos en algunas propiedades de la estructura de S y de &V,

Proposicién 2.4. S equipado con la métrica |-|, de manera que la distancia entre x,y € S
es |r — yl|, es un espacio métrico compacto y totalmente disconexo.

Demostracion. Sabemos que | - | se trata de una distancia, por lo que S es un espacio
métrico. Conocemos también la cardinalidad de S, que es N, un ntmero finito, por lo
que podemos deducir que es compacto. Faltaria ver que es totalmente disconexo, es decir,
que las 1inicas componentes conexas son puntos aislados, pero se puede deducir de forma
inmediata a partir de la definicién de S. O

En el caso de ¥V, también se trata de un espacio métrico, por serlo S. Definiremos
una posible distancia, aunque no es dnica. Sean s, 5 € 27V,



5:{“’S—n"'S—l-SOSl"‘Sn"'};

la distancia entre s y § sera

Z i |si — 5il (2.2)
21l 1+|3i_f§i|

No es dificil comprobar que d(-,-) se trata efectivamente de una distancia, teniendo en
cuenta que | - | lo es.

Ejemplo 2.5. La distancia entre {---1---1.11---1---} y {---2-.-2.22...2..-} que son
las bi-secuencias infinitas de todo 1’s y todo 2’s, respectivamente, es

oo o0

112 1 1 1 1 5
T = Y =7 O 5 =g+ S+
Z-:Zoo2"1+|1—2\ izzooWHl 2,2 ol T ZQZ (1+2) =3

1=—00

Para poder tener una idea intuitiva de qué significa que dos secuencias estén cercanas
o separadas en el espacio, utilizaremos el lema siguiente:

Lema 2.6. Vs,5 € &V, se satisface que:

i) Sid(s,s) < entonces s; = §; V|i| < M.

2M+1 ’
1
i) Si s; = 8; V|i| < M, entonces d(s,3) < ST
L. . ., ~ 1
Demostracion. i) Utilizaremos la reduccién al absurdo. Supondremos que d(s, §) < CYVESY

y que 3 j tal que |j| < M y s; # §;. El término del sumatorio de la definicién de distancia
que corresponde a j serd

1 s =5l

2111+ |s; — 55|
y como s; # 5;, entonces

. G- 1
szl L1
1+ |Sj — $j| 2

1 ’Sj —§j| 1 1

A d > tradi tra hipétesi
si pues, d(s,5) > ST 5, =5 = 20 = g que contradice nuestra hipdtesis

inicial.
ii) Si s; = 5; V|i| < M, podemos deducir que

1 |s; — 5

——— =0 V[i| <M.
2 1+ |s; — 5

Por tanto,



0o —(M+1) 0

1 [s; — 5 1 [si — 5 1 |s; — 5
ST = T ot S -
Z 2011 + |s; — 5 Z,:Z_:OO 211+ |s; — 54 Z:H 21l 1+ |s; — 54

§A
Ademads podemos acotar cada término T 4‘_’ d | < 1, con lo que finalmente concluimos
Si — 8;
en que L
—(M+1) () 1 0 1 00 1 1
CEED IR Y- EED - B D =SS
i=—00 =M+ i=M+1 i=M+1

Con este resultado podemos hacernos a la idea de que dos secuencias bi-infinitas de
sfmbolos son cercanas si comparten un bloque de simbolos centrales suficientemente gran-
de. Ahora mas precisamente, lo que concretaremos es como definir entornos de un punto
de ¥V, ie. dado 5 ={---5_p,---5.1.5051---5,--- } € ¥V, queremos describir la bola

B.(3)={se XN |d(s,5) < e}

Debido al lema 2.6, sabemos que Ve > 0 existe un ndmero entero M = M(e) tal que
si d(s,5) < e, entonces s; = §; V|i|] < M. Asi pues, de aqui podemos extraer una
caracterizacién de los puntos de B.(§). La utilizaremos para escribir los entornos de la
siguiente formas:

BME(5) = {s e 2N | s; = 5 V|i| < M(e)}. (2.3)

Ya podemos enunciar el resultado sobre la estructura de £V, pero primero tengamos
en cuenta la siguiente definicién:

Definicion 2.7. Un conjunto es perfecto si es cerrado y no contiene puntos aislados, es
decir, es un conjunto formado por puntos de acumulacion.

Proposicién 2.8. El espacio ¥V con la métrica (2.2) es:
i) compacto,
i1) totalmente disconexo,

iii) perfecto.

Demostracion. i) S es compacto por la proposicién 2.4 y utilizando el teorema de Ty-
chonov, el producto cartesiano de compactos es compacto, por lo que ¥ también lo
es.

ii) De nuevo por la proposicién 2.4, S es totalmente disconexo y por tanto 2V también,
por ser el producto cartesiano de copias de S.

iii) 2V es cerrado, ya que acabamos de ver que es compacto. Sea s € £V, tenemos que
ver que cualquier entorno de este punto contiene al menos otro punto 5 € ¥V, s # 5. Sea
BM©)(s) un entorno de s. Nos fijaremos la secuencia

{. . 'S—(M(€)+2)§S—M(€) ©++8_1.80981 " 'SM(€)§SM(€)+2 e },



que comparte los mismos simbolos que s a excepciéon de los que estdn en la posicién
M(e) + 1y —(M(e) + 1). Aqui se encuentra s, que definiremos como sp(c)41 + 1 si
SM(e)+1 # N o bien sproy41 — 1 si spo)41 = N. Estd claro que se trata de una secuencia
distinta pero que pertenece a BM(E)(S), asi que oV es perfecto. O

Observacién 2.9. La proposicién 2.8 nos muestra que =V tiene las tres propiedades que
definen a un conjunto como conjunto de Cantor. En particular, a partir de este hecho
podemos deducir que =V es no numerable.

2.2. El shift de Bernoulli

Definicion 2.10. La aplicacion shift de Bernoulli de N simbolos, o, se define como, dado
s € EN, que como hemos visto es de la forma s = {---S_p -+ S_1.5081" " Sp -+ }, 8; € 5,

J(S)Z‘ = Sj+1-

Bésicamente, lo que hace es que dada una secuencia, desplaza los simbolos una posicién
hacia la izquierda. Por ejemplo, o({---1111.2222---}) = {---11112.222--- }.

Proposicion 2.11. Sea o la aplicacion shift de Bernoulli de N simbolos, entonces
i) o(2N) =2V,

i1) o es continua.

Demostracion. i) Es inmediato a partir del hecho que o(s); = s;+1 € S Vi.
ii) Queremos ver que para cualquier ¢ > 0,36 > 0 tal que si d(s,8) < J, 5,5 € L

entonces d(o(s),0(5)) < e. Fijamos € > 0 y escogemos M tal que < ¢. Utilizando

2M—1

el lema 2.6, si definimos § = CIESE podemos deducir que si d(s,5) < J, tenemos que

1
si=38; Y|i| <M +1, por lo que o(s); = 0(5); V|i|] <M = d(o(s),0(5)) < on—1 <€
U

Observacién 2.12. Notamos que la inversa del shift de Bernoulli de N simbolos no es
mas que desplazar los simbolos una posicion hacia la derecha. Tiene la misma estructura
y por tanto se le puede aplicar esta proposicién para deducir que o es un homeomorfismo.

Lo que nos interesard ahora es estudiar cémo es la dinamica asociada a esta aplicacién
al iterar o sobre elementos de V. El teorema que encontraremos a continuacién nos
proporciona la informaciéon mas relevante sobre las 6rbitas del sistema, pero para su
demostracién especificaremos notacién necesaria.

Notacion 2.13. Para las secuencias bi-infinitas de simbolos con repeticiones, representa-
remos unicamente la secuencia finita que lo genera con una barra. Asi pues, por ejemplo
{---1212.1212- -} la denotaremos por {12.12}.

k

Notacién 2.14. Diremos que s,

es la secuencia finita de simbolos en S que satisface:
i) Tiene k simbolos.

i1) Tomando cada simbolo de la secuencia y considerdndolo como un nimero natural,
le restamos a cada uno de ellos una unidad. Entonces nos queda la expresion de n en base
N. Notamos que 0 <n < NF 1.



Ejemplo 2.15. En el caso de s‘;’s y =NV = %% tenemos que 18 en base 4 es 102, por lo
3

que al sumar 1 a cada cifra nos da 213. Vemos que s7g se trata de la secuencia {213}.
Teorema 2.16. La aplicacion shift de Bernoulli de N simbolos, o, actuando sobre el
espacio L, tiene:

i) Una cantidad infinita numerable de drbitas periddicas de periodo arbitrariamente
grande.

it) Una cantidad infinita no numerable de drbitas no periddicas.

iii) Una drbita densa en L.

Demostracion. 1) Encontraremos las érbitas periédicas directamente. Fijémonos en las
s € N que podemos definir como en la notacién 2.13. Serdn aquellas que estén formadas
como la repeticién de una secuencia de longitud k, Vk > 1 natural. Es facil comprobar,
por su estructura, que o*(s) = s, ya que se trata de una secuencia que se repite cada k
posiciones. Por tanto, la érbita de s es periddica de periodo k, y tenemos una cantidad
infinita y numerable de ellas, por serlo N.

ii) Para verlo, primero remarcaremos que es conocido que el intervalo [0, 1] contiene
una cantidad infinita no numerable de nimeros irracionales. Ademds, podemos expresar
su parte decimal en base N, por lo que si hacemos esta transcripciéon para un cierto
numero en [0, 1], obtenemos una secuencia de simbolos de S que no tiene repeticiones
periddicas. Sea s = {.sps1 - - S, - - } esta secuencia, a partir de aqui definiremos esta otra:
{---s351.5082 - - - }, que tampoco presenta patrones. Asi pues, su 6rbita no sera periédica
y podemos generar un nimero no numerable mediante este proceso al escoger todos los
irracionales que pertenecen a [0, 1].

iii) Sea s = {--- 5353 - 5257 sis1.508% - 5855 - - 55055 -+ }. Vamos a demostrar que

la 6rbita de s es densa. Esto se basara en que, por definicién, s contiene cualquier secuencia
de simbolos posible. Sean s’ € ¥V y & > 0 cualesquiera, es suficiente comprobar que la
érbita de s pasa por Be(s').

Los puntos s” de esta bola satisfacen que para algin M (g), s/ = s} V|i| < M(g). Como
s contiene cualquier secuencia, en particular contendra {s’_M(E) o888t 5?\/[(5)} y

existird un k € Z tal que o®(s) = {-~-s’_M(5)--‘5’71.565’1---3']\4(6)~~}. Por lo tanto,

o¥(s) € B.(s'), ya que d(c¥(s),s') < e.
(]

Este teorema nos muestra con mucha claridad que la dindmica del shift de Bernoulli
es muy rica y variada, pero al mismo tiempo pone de manifiesto su complejidad. Es
conveniente hacer algunos comentarios mas sobre el comportamiento de las 6rbitas de
este sistema.

Fijémonos primero en los puntos fijos. El shift de Bernoulli de N simbolos tiene N
puntos fijos, que son los de la forma {k}, k = 1,--- , N. Sea entonces § una secuencia finita
de simbolos cualquiera, consideramos la secuencia bi-infinita de simbolos s* = {k.5k}. De
la manera que esta definida, se puede ver que

lim o"(s*) = {k},

n—o0



1' n(k — 1. )

im0 (s") = {k}

Deducimos a partir de este hecho que todos los puntos fijos tienen 6rbitas homoclinicas,
pero podemos decir més. Si definimos s*¢ = {k.5G}, ¢ € S, k # ¢, entonces usando el
mismo razonamiento

, n(kay — [
Jim 0" (s™9) = {q},

lim o"(s%9) = {k}.
n——oo
Resulta que entre dos puntos de equilibrio cualesquiera también existen Orbitas hete-
roclinicas. Si seguimos en esta linea, podemos llegar a la conclusién de que todas las
orbitas periddicas cuentan con érbitas homoclinicas y heteroclinicas.

No obstante, la propiedad que més nos va a interesar tener en cuenta en secciones
posteriores es que la dinamica del shift de Bernoulli de N simbolos es cadtica. Lo mostra-
remos deduciendo que independientemente de lo pequenio que sea el entorno de cualquier
punto de =V, existen érbitas que pasan por este entorno que a lo largo de las iteraciones
del shift se separan tanto como deseemos.

Escogemos s € »V y fijamos una distancia 0 < ¢ < 1. Sabemos que los puntos que
estan a distancia menor que € de s son los que satisfacen que coinciden en una cadena de
simbolos central suficientemente grande, por el lema 2.6. Sea {S_M(E) <--85_1.8081 " sM(E)}
esta cadena. Es evidente pues que los puntos

Sk:{.“S—M(E).“8—1'8081“.8]\4(5)%}7 kes’

Sq:{.”S—M(E)”'8*1'8081”'8]\4(6)6}’ qES’

donde k # g estan dentro del entorno de s que estamos considerando y cumplen que

lim o"(s*) = {k},

n—oo

lim o"(s?) = {g}.

n—oo
Escogiendo simbolos k y ¢ de manera que |k — g| sea grande, podemos afirmar que las

6rbitas de s* y s? se iréan alejando la una de la otra cada vez més a medida que iteremos
.



3. La herradura de Smale

Por ahora, dejaremos de lado el shift de Bernoulli, del cual hemos obtenido mucha
informacién sobre su dindmica, para concentrarnos en otra aplicacién, la de la herradura de
Smale. En este caso, no tendremos la definicién exacta explicitamente, porque de hecho no
es necesario disponer de ella para estudiarla. Sera suficiente con tener una interpretacién
analitico-geométrica de lo que hace, aunque esta sujeta a una serie de pardmetros. Veamos
cudles son:

Consideraremos la aplicacién f : D — R?, donde
D={(z,y) eR*|0<z<1,0<y< 1},

de tal manera que se contrae el eje x y se expande el eje y, para finalmente doblar esa
figura sobre si misma en D. El resultado es similar al de una herradura.

Hi
1 e -
Hi
1-lfjppF === == = = -
— — | Ho H1
Yup=======1
Ho
0 D P== D
0 Ao1a 1
Ho

Figura 1: Transformacién de la herradura de Smale.

1
Supondremos ademaés que para 0 < A < Rl > 2,

1
Hy={(z,y) eR*|0<2<1,0<y <~}
1

cumple que

f(Ho)=Vo={(z,y) eR*|0<2z <A 0<y<1}



y, de manera paralela
9 1
H ={(z,y) eR*|0<2<1,1-—<y<1}
1

satisface que
flH) =Vi={(z,y) eR*|1-A<2<1,0<y <1},

como se ve en la Figura 1. Se trata de transformaciones lineales en estos sectores, que

podemos expresar:
Para Hy : <”“") — (’\ 0) <x> . (3.1)
Yy 0 n)\y

(G0 e

Observacién 3.1. Estas hipétesis implican que f~! actia sobre D de forma que envia
los rectangulos Vy y Vi a Hy y Hi, respectivamente. Podemos visualizarlo en la Figura 2
y Figura 3.

Observacion 3.2. En este contexto, cuando nos referimos a un rectangulo vertical, tam-
bién estamos suponiendo que estd contenido en D y que las caras paralelas al eje y miden

1. En el caso de los horizontales, también estan en D y las caras paralelas al eje x miden
1.

1] 1
Vo . : Vi

) L]

; J V1

: : 11/p

Vo : : Vi )

I 1 1/u

Lo Vo

L i D O

0 PO = S| D

Figura 2: Transformacién de la antiiimagen de la herradura de Smale.

Hasta ahora, tenemos definida la naturaleza de la herradura de Smale y una idea
intuitiva de su forma, pero convendria tener algunas formalidades més sélidas sobre las
que comenzar un estudio riguroso de su dindmica.

Lema 3.3. a) Supongamos que tenemos un rectangulo vertical V. Entonces D N f(V)
consiste en exactamente dos rectdngulos verticales, uno en Vi y otro en Vi, cuyas anchuras
son las de V. multiplicada por un factor A.



Hi
--------- ¢ f(Ho) f(H1)
R 1] i
————————— Vo Vi
Ho
I I
: : f1(Vi) =H1
1 1 f1
Vo 1 Vi _—
1 1
1 1
i 1 f (Vo) = Ho
1 I

Figura 3: La herradura de Smale en D.

b) Supongamos que tenemos un rectdngulo horizontal H. Entonces DN f~1(H) consiste
en exactamente dos rectdngulos horizontales, uno en Hy y otro en Hy, cuyas alturas son

1
las de H multiplicada por un factor —.

Demostracion. a) Primeramente nos fijamos en que, por definicién, las imégenes de las
caras horizontales de Hy y H;p son las caras horizontales de Vy y Vi, respectivamente.
Sea V un rectangulo vertical cualquiera, entonces interseca con estas caras de Hy y Hj.
Podemos deducir pues que f, al doblar sobre si mismo V', crea dos rectangulos verticales.
Se puede ver la reduccién de la anchura a partir de (3.1), donde se ve que la componente
x se contrae por un factor .

b) De manera paralela, ddndonos cuenta de que las imagenes de las caras verticales de
Hy y H; son las caras verticales de Vp y Vi, respectivamente y a partir de (3.2), se puede
demostrar de la misma forma que a). O

3.1. El conjunto invariante

Veremos ahora la dindmica de f en D en aquellos puntos donde podamos definirla.
No queda claro que sea en todos, ya que la imagen de algunos de ellos quedan fuera
del cuadrado. Es por eso que vamos a comprobar cudl es el conjunto invariante, al que
llamaremos A. Se tratara de los puntos de D para los cuales cualquier iteracion de f no
escapa de este dominio.

A=-nf™D)n---nf Y D)NDNfD)N---Nf (D)N--- = ﬁ (D). (33)

n=—oo

La construccién de A la haremos separando las iteraciones de f de las de f~!. Por defi-
nicién, partimos de la base que
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DnfD)= |J Vi.,={peD | peVi,,s1€5} (3.4)
s_1€S8

Observacién 3.4. Aprovecharemos la notacién que hemos definido sobre el shift de Ber-
noulli, considerando un alfabeto S = {0, 1}, ya que resultard ser muy conveniente mas
adelante. En realidad, en este primer paso podriamos haber puesto directamente

DN f(D)=VyUW.

Veamos a continuacién cémo es D N f(D) N f2(D). Por el lema 3.3, tenemos que la
imagen de un rectdngulo vertical es dos rectangulos verticales. Observamos que

DN f(D)N fA(D)=DnN f(DN f(D)).

Entonces, como por (3.4), D N f(D) se trata de dos rectdngulos verticales, entonces su
imagen serd, 4 recangulos verticales, con anchuras A%. Lo veremos a continuacién con
detalle:

DNfDONFD)=Dnf( | V)= |J DnfViy)).

s_o€S s_2€S

Por el lema 3.3 sabemos que f(Vs_,) solo interseca a D en Vj y en Vi, asi que podemos
considerar

U pnfve) = U Ve nfia)= U Ve

s_g€S s_;€S s_;€S
i=1,2 i=1,2

Al juntarlo todo, podemos deducir finalmente que

DNfD)NAD)= |J Visyso={peD | peVi,, [ (p) €Vi_,,55€8,i=1,2}.

s_;€S8
1=1,2

(3.5)
En la Figura 4, podemos ver una idea de como es este conjunto.

Si ahora vamos repitiendo este proceso iterativamente, al final lo que obtendremos es
que en el paso k

Dﬂf(D)ﬂﬂfk(D): U ‘/:9—1"'ka
_;€S
e (3.
:{pED ‘ fﬁH»l(p)6‘/:971'78—2'6‘5‘71-:17"'7k}7
que consiste en ok rectangulos verticales de longitud M. Al hacer k — oo, el conjunto no

es vacio porque es interseccion de compactos, resultando que queda un ntmero infinito
de rectangulos cuyas anchuras tienden a 0, ya que A < 1. Por tanto, como conclusién

11



(N AN

Vo T V1o

Voo + Vi1 +

Figura 4: Primeras dos iteraciones de f en D.

(N D)={peD | fp)eVi,sicSi=12-} (3.7)

Vamos ahora con la segunda parte, las iteraciones de f~!. Serd un proceso andlogo
y el resultado serd muy similar, pero esencialmente lo que veremos es que se repite esta
misma estructura horizontalmente. Primeramente, por definicién de f,

Dnf (D)= |J Ho={p€D | p€Hy,s0 €S} (3.8)
S0ES

Veamos, como hemos hecho antes, cémo es DN f~1(D)N f~2(D). Por el lema 3.3, tenemos
que la antiimagen de un rectdngulo horizontal es dos rectangulos horizontales. También
sabemos que DN f~Y(D)N f~2(D)=Dn f~1(Dn (D)), por lo que

D Onf YD) =Dnf N Hy) = | Dnfi(HS)).

s1€S s1€S

Por el lema 3.3 sabemos que f~ ( ,) solo interseca a D en Hy y en Hy, asi que

U D0ty = | Hon 7 Hy) = | Hags-

s1€S $; €S s; €S
i=0,1 i=0,1

Teniendo en cuenta estas afirmaciones, podemos deducir finalmente

DNf Y D)NF (D)= | Hess ={p€D | p€ Hyy, f(p) € H,,5: € S,i = 0,1},

;€S
1=0,1

(3.9)
La Figura 5 nos permite hacernos a la idea de qué aspecto tiene este conjunto, que es
similar al de las iteraciones de f.

12



Hio

H1 (
f-l f-l |

|
D e Ho1 H11

Ho

Figura 5: Primeras dos iteraciones de f~! en D.

Repetimos este proceso iterativamente y podemos llegar a la conclusién de que en el
paso k la situacion queda

DNfI D)D)= | Hepos,
ST (3.10)

={peD | fi(p) € Hy, 5 €S,i=0,--- ,k—1},

1
que consiste en 2F rectdngulos horizontales de longitud — - Al hacer k — oo, la inter-
seccién no es vacia porque es de compactos, por lo que queda un numero infinito de
rectangulos cuyas alturas tienden a 0, ya que — < 1. Es decir, tiende a un grupo de lineas
L

horizontales, con esta expresion:

0
() f"D)={peD | fi(p) € Hy, s €8i=0,1,-} (3.11)

n=—oo

Asi pues, con (3.7) y (3.11) ya tenemos una expresion del conjunto invariante:

00 0 00
A= () (D)= [ N f"(D)] n [ﬂ f"(D)] - (3.12)

n=-—00 n=-—o00 n=0
Se trata de la interseccién de un conjunto infinito de lineas verticales con un conjunto
infinito de lineas horizontales. A estd formado por los puntos que constituyen las inter-
secciones de estas lineas.

Fijémonos en un hecho curioso de esta construccion. Sea s_15_o9---S_p---, §; € S,
hemos visto que existe una linea vertical Vi s ,..s ,... Lo mismo pasa si escogemos
5081 Sk -+, que tenemos una linea horizontal Hy,...s,.... Esta claro que estas dos in-

tersecan en un tnico punto, y que ademaés pertenece a A. Haciendo esto para cada posible
secuencia, obtendriamos todas las parejas de lineas, y por tanto, todos los puntos de A.
Esto nos lleva a pensar que, si concatenamos dichas secuencias de simbolos, podemos
relacionar cada elemento p € A con una secuencia bi-infinita de simbolos tnica:

pr——>{ S k- S_25.1.8081" Sk} (3.13)

13



Podemos decir un poco més. Por el hecho de que f(Hs,) = V;,, entonces

Virs_gs o ={p €D | f7H(p) €Vii=1,2,---}

p | (3.14)
:{pED | f Z(p)EHSﬂ.,Z:LQ,'-'}.

Junto con

Hypsyosp-=ip €D | fi(p) € Hy,,i=0,1,---,} (3.15)

al combinar las expresiones obtenemos, para p € A

P=Vi s ps o NHpssp- ={p €D | fi(p) € Hy,yi =0,41,42,---}.  (3.16)

El motivo de mostrar los elementos de A de esta forma es que asi se ve explicitamente
que la secuencia bi-infinita de simbolos que hemos asociado, contiene informacién relevante
sobre la dinamica que genera f. Los simbolos que hay antes del punto nos mostraran el
recorrido pasado de la érbita, mientras que los que estan después, las iteraciones futuras,
en funcién de si se desplazan a Hy o a Hj.

3.2. La dinamica de A

Hasta el momento hemos descrito dos aplicaciones, el shift de Bernoulli y la herradura
de Smale, pero también hemos encontrado una conexién entre ellas. Hemos visto que
existe una aplicacion, definida en (3.13), a la que le diremos ¢, que relaciona los puntos
del conjunto invariante con secuencias bi-infinitas de los simbolos {0, 1}, de tal manera
que iterar f resulta ser equivalente a desplazar el punto de la secuencia, que es lo que
hace precisamente el shift de Bernoulli de 2 simbolos. Esto lo podemos expresar como

ood(p) =d¢o f(p) Vp e A.

La existencia de la aplicacion ¢ y esta ultima condicién se define como una conjugacion
topoldgica entre o y f, pero faltaria que ¢ se tratase de un homeomorfismo. Supongamos
por un momento que lo es. Entonces la siguiente igualdad seria cierta

flp)=0¢""oood(p) VpeA. (3.17)

Por tanto, podriamos deducir que, Vn € Z

f{p)=(p""ooog)o---o(plocog)(p)=¢ oo og(p) VpeA  (3.18)

Esto nos permitiria llegar a la conclusién de que la érbita de un punto p € A bajo la
accién de f se corresponde exactamente con la orbita de ¢(p) en el shift de Bernoulli.
Pero ya conocemos cémo son las érbitas de o, porque pudimos estudiarlas con el teorema
2.16, asi que podriamos extrapolar este resultado a la dindmica de la herradura de Smale.
Lo que veremos ahora es que, en efecto, este es el caso en el que nos encontramos.

Teorema 3.5. La aplicacion ¢ : A — X es un homeomorfismo.

14



Demostracion. Serd suficiente ver que se trata de una aplicacién biyectiva y continua, ya
que las aplicaciones de este tipo que van de un espacio compacto a uno de Hausdorff, son
homeomorfismos.

¢ es inyectiva. Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Supondremos que existen
/ / / .
p,p' € A tales que p £ p' y ¢(p) = d(p') = {5k 5-25-1.8081 -8 }. Como vi-
mos, eso implica que p y p’ se encuentran en la interseccién de las lineas Vi s 55, ¥
Hys, .5, Pero la intersecciéon de dos rectas perpendiculares es tinica, asi que necesaria-
/ . .z . s o e e e
mente p = p’, que es una contradicciéon con nuestra hipétesis inicial.

¢ es exhaustiva. Veremos que Vs € ¥ existe p € A tal que ¢(p) = s. Sea una secuencia
bi-infinita s = {---s_p---Ss_25_1.5081 -+ S --- }. Por la construccién de A sabemos que
existen Hggg, ... ¥ Vs_1s_o-s_ .. de manera que su intersecciéon es un punto de p € A.
Entonces, se satisfacera que ¢(p) = s.

Como ¢ es inyectiva y exhaustiva, entonces es biyectiva.

¢ es continua. Queremos ver que dado p € A, Ve > 0 3§ > 0 tal que si [p — p| < 9,
entonces d(¢(p), ¢(p')) < e.

Fijamos € > 0. Si se cumple que d(é(p), d(p')) < €, quiere decir que IN = N (&) entero
tal que los simbolos centrales de las secuencias de ¢(p) y ¢(p’) son iguales. En tal caso
tendremos que

(b(p) = {"‘SfN"'S—QS—l-SOSl "'SN"'}y
¢(p/) — { “S_N-'+S8_95_1.5081 SN}

Por tanto, debido a la construccién de A, p y p’ deben pertenecer al rectdngulo que es

la interseccién de Vi s 5.5 ¥ Hspsy-sy, Cuya altura es AN y anchura MTV Asi pues,

1 1
Ip—1p'| < AV M—N Escogiendo 6 = A + M—N, se satisface la implicacién de continuidad.
O

Para acabar, podemos enunciar el teorema que nos indica cémo es la dinamica de la
herradura de Smale de manera rigurosa.

Teorema 3.6. La herradura de Smale, f, presenta:

i) Una cantidad infinita numerable de drbitas periddicas de periodo arbitrariamente
grande.

i1) Una cantidad infinita no numerable de orbitas no periddicas.

iti) Una orbita densa.
Demostracion. Se basa en la conjugacion topoldgica que presenta la herradura de Smale

con el Shift de Bernoulli, del cual ya hemos demostrado que tiene precisamente esta
dindmica mediante el teorema 2.16. O
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4. Las condiciones de Conley-Moser

En el apartado anterior hemos podido estudiar una aplicacién con un conjunto de
Cantor invariante, cuya dinamica es topolégicamente conjugada al shift de Bernoulli de
2 simbolos. Ahora generalizaremos esta idea un poco més, mostrando unas condiciones,
las de Conley-Moser, para poder asegurar que una funcién tiene una dindamica topoldgi-
camente conjugada al shift de Bernoulli de N simbolos, donde N > 2.

4.1. Curvas verticales y horizontales

Antes de nada, convendrd plantear y definir algunas nociones bésicas sobre curvas ver-
ticales y horizontales, ya que juegan un papel importante en la construccion del conjunto
invariante, de la misma manera que pasé con la herradura de Smale.

Definicién 4.1. Una curva p,-vertical es el grafo de una funcion x = v(y) tal que
0<wv(y) <1ypara0<yi,ys <1 secumple [v(y1) — v(y2)| < polyr — y2l.

Una curva pp-horizontal es el grafo de una funcién y = h(x) tal que 0 < h(z) <1y
para 0 < x1,z9 <1 se cumple |h(x1) — h(x2)| < pplz1 — 22

Observacion 4.2. La idea detras de estas definiciones es que las curvas tienen la pen-
diente acotada por u, o up. De hecho, cuando se da este caso, también se dice que las
funciones v y h son Lipschitz con constante p, y pp, respectivamente.

y = hz(x)

X=Vl_f\}2 v |x=vm

d(v)

Figura 6: Banda pp-horizontal y p,-vertical.

Definicién 4.3. Dadas dos curvas p,-verticales vi(y) < va(y), 0 <y < 1, definimos la
banda ., -vertical como

V={(z,y) €R* | w € [vi(y),v2(y)],y € [0, 1]}
Definimos el didmetro de la banda como d(V') = m{%}i lva(y) — vi(y)l.
ye I’

Dadas dos curvas pp-horizontales hi(x) < ho(z), 0 < z < 1, definimos la banda
wr-horizontal como

H = {(z,y) €R? | y € [h(2), ha(x)] .2 € [0,1]}.

16



Definimos el didmetro de la banda como d(H) = m{%}i] |ho(x) — hi(x)|. Véase la Figura
x€|0,
6.

Lema 4.4. i) Sea V' D V2> ... D VF S ... una secuencia de bandas pi,-verticales
o0
anidadas tal que lim D(V*) =0, entonces ﬂ Vi=V es una curva p,-vertical.
k—o0 i1
i) Sea H' D H* > --- D H* > - una secuencia de bandas py,-horizontales anidadas

o0
tal que lim d(H*) =0, entonces m H'= H™ es una curva py,-horizontal.
k—o0

i=1

Demostracion. i) Sea Cy, ([0, 1]) el conjunto de las funciones Lipschitz con constante fi,
en el intervalo [0, 1], que de hecho se trata del conjunto de las curvas p,-verticales. Es
conocido que se trata de un espacio métrico completo con la norma del maximo. Sean
z = of(y) y z = vE(y) las curvas que son las fronteras de la banda p,-vertical V.
Definimos la sucesién de elementos de C,,, ([0,1])

{v1 (), v3(y),v7 (1), v3 (), -+, vi(y), v5(y), - }.

Debido a que kh’m d(Vk) = 0, podemos comprobar que se trata de una sucesién de Cauchy;,
—00

y esta tiene limite por estar definida en un espacio métrico completo, que es la curva V™
que queriamos encontrar.

ii) Se puede demostrar utilizando el mismo argumento que i), pero utilizando una
sucesién de curvas horizontales.

O

Lema 4.5. Supongamos 0 < pu,up < 1. Entonces una curva p,-vertical y una pp-
horizontal intersecan en un unico punto.

Demostracion. Sean © = v(y) y y = h(x) las curvas u,-vertical y up-horizontal de la
hipétesis. Los puntos de la interseccion corresponderan a las soluciones de

{j hl = ) @)

Para demostrar que la solucion es unica, utilizaremos el teorema del punto fijo de Banach.
Para ello, necesitaremos comprobar que la funciéon h o v es contractiva, es decir, que
|h(v(y1)) — h(v(y2))| < Alyr — y2| para algin 0 < A < 1, Yyi,y2 € [0, 1]. Utilizando la
definicién de curva p,-vertical y pp-horizontal, deducimos que

[h(v(y1)) = h(v(y2))] < pnlv(yr) — v(y2)| < pnpwlys = yol-

Resulta que con A = pppy, < 1 podemos aplicar el teorema, lo que nos indica que la
ecuacién (4.1) tiene solucién tnica. Asi pues, queda demostrado el resultado del lema. [J
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4.2. El teorema principal

Llegados a este punto, ya tenemos las nociones necesarias para poder exponer el teo-
rema. Consideremos una aplicacién f : D — R?, donde

D={(z,y) eR?*|0<2<1,0<y<1}.

Sea S ={1,2,..., N} un alfabeto de N simbolos, N > 2y
{H;}ies un conjunto de bandas pp-horizontales disjuntas dos a dos,
{Vi}ies un conjunto de bandas p,-verticales disjuntas dos a dos.
A continuacién definiremos dos condiciones para f:

i) 0 < pppy < 1y f se aplica homeomérficamente en H; sobre V; (f(H;) = V;).
Ademas, las imagenes de las fronteras horizontales de H; son las fronteras horizontales de
V;, mientras que las imagenes de las fronteras verticales de H; son las fronteras verticales
de V;, parat=1,2,--- ,N.

ii) Sea H una banda pp-horizontal tal que H C U H;. Entonces
€S

fTYH)NH; = H;
es una banda pp-horizontal Vi € S que satisface

d(H;) < vpd(H),

para algin 0 < v, < 1. De igual forma, sea V' una banda p,-vertical tal que V C U Vi.
€S
Entonces

fvynvi=v

es una banda pu,-vertical Vi € S que satisface para algin 0 < v, < 1

Teorema 4.6. Supongamos que f satisface las condiciones i) y ii). Entonces f tiene un
conjunto de Cantor invariante, A, cuya dindmica es topolégicamente conjugada a la de la
aplicacion shift de Bernoulli de N simbolos. Es decir, el diagrama siguiente conmuta:

At A (4.2)

ek

EN _9 EN

donde ¢ : A — X es un homeomorfismo.
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Demostracion. Consiste en los 4 pasos siguientes:
1. Construir A.
2. Definir la aplicacion ¢.
3. Comprobar que ¢ es un homeomorfismo.
4. Mostrar que ¢ o f =0 o ¢.
1. Construir A

Vamos a emplear un método bastante similar al que usamos para la herradura de
Smale, aunque con algunas consideraciones adicionales. En ese caso, queriamos calcular
o

ﬂ f"(D), pero ahora no es exactamente lo que estamos buscando, ya que desconocemos
n=—oo
cémo se comporta f fuera de U H;y f~! fuera de U Vi. Por tanto, nos ceniremos a este
i€S €S

dominio.

Denotaremos por A_., el conjunto de puntos que permanecen en U V; a través de

€S
infinitas iteraciones de f~! mientras que A_,, n > 1, corresponders a los puntos que
permanecen en U V; tras iterar n — 1 veces f'. De manera andloga, definimos Ao el
€S
conjunto de puntos que permanecen en U H; después de infinitas iteraciones de f y por
€S
dltimo, Ay, n > 0, serdn los puntos que permanecen en U H; tras iterar n veces f.
€S

Utilizaremos estos resultados sobre conjuntos, que no demostraremos aqui ya que son

bastante elementales:

(Ua)o(Un)- U wom,

i€ JjeT i€Z,jeJ

donde Z y J son un conjunto de indices para A; y Bj, respectivamente. Para una funcién
f A — By para subconjuntos Ay, Ao C Ay By, Bs C B:

f(A1UAg) = f(A1) U f(A),
FTHBLUBy) = fH(B1) U fH(B),
f(A1 N A2) = f(A1) N f(A2) (f debe ser inyectiva),
fH BN Ba) = fH(B1) N fH(B).
Empezaremos construyendo inductivamente A_, a partir de la forma que tiene A_,,,
n=12---.

A_; es trivial, porque todavia no se ha aplicado f~!. Entonces A_; = U Vs ).
s_1€S

A o= f(A_1)N U Vs, |, ya que son los puntos de U Vs_, que al aplicar =
s_1€S s_1€S
nos dard A_q. Desarrollando, podemos obtener
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A= U s ol U v )= U (G0anvi) = U Ve

s_o€S s_1€S S_;ES LES
i=1,2

Se puede apreciar un cierto paralelismo con el resultado obtenido cuando mirdbamos
el conjunto invariante de la herradura de Smale. Pero hay ciertas diferencias, por lo que
puntualicemos algunos detalles:

i VS—1S—2 = {p €D | pe Vs_pf_l(p) € ‘/:9—2}7 con ‘/:9—13—2 C VS—1'

e Debido a las dos condiciones i) y ii) sabemos que V;_ s ,,5_; € S,i = 1,2 son N2
bandas fi,-verticales, de manera que en cada Vj, j € S, hay N. También hay N 2 secuencias
de longitud 2 con NN simbolos, por lo que se puede hacer una correspondencia biyectiva
entre ellas.

e La condicién ii) asegura que
d(Vs_ys_5) S vod(Vs_y) < vy

Si continuamos este mismo proceso indefinidamente, al final, en el paso k + 1 nos queda

A—k—l = f(A—k) N U ‘/5—1

s_1€S

=l U HveeonfVegnvi, |In| U Ve

s_;E€S S_1ES
1=2,3,- ,k+1
k —
= U (f (Vs—k—1)m NfVs)NVey) = U Vs 1s o5 1
s_;€S s_;E€S
12172’7k+1 121,,]€+1

Ahora observamos:

b ‘/8_18_2‘--8_;6_1 = {p S | f71+i(p) € sti)i = 17 U 7k + 1}7 con
‘/:9—18—2“8—1@—1 C VS—18—2“'S—k c---C VS—18—2 C V8—1'

e Debido a las dos condiciones i) y ii), volvemos a tener que Vy_ s 5.6, ,, 5—i €5,

i=1,---,k+1son N*! bandas po-verticales, de manera que en cada Vj, j € S, hay
N*. Continta siendo posible una correspondencia biyectiva entre ellas y las secuencias de
longitud k + 1 con N simbolos, ya que hay N**1.

e La condicién ii) asegura que

d(VS—ls—Q'“S—k—l) < Vvd(vs—w—z'“s—k) <--- < Vzl;cild(VS—N—Q) < Vﬁd(VS—J < Vf‘ (4‘4)
Lo ultimo que faltaria es considerar k£ — oo para obtener

A= U V15 ges_pos

s_;ES
,L:17 7k7'"
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Gracias al lema 4.4, conocemos cé6mo son los elementos de este conjunto, ya que se trata
de intersecciones de bandas p,-verticales anidadas con kh;rn d(Vs_1s_g-s_r_,) = 0, por
o0

(4.4). Es decir, podemos deducir que se trata de curvas ,-verticales:
‘/871872---871@"- = {p €D | f_H_l(p) € ‘/S,mi = 1> T 7ka e }

Ahora construiremos de manera muy similar A, a partir de la forma que tiene A,,
n = 0,1,---. Se tratard de un proceso esencialmente igual que el de A_,, en el que
jugaran un papel importante las bandas up-horizontales.

Ag es trivial, porque todavia no se ha aplicado f. Entonces Ag = U Hy,.
s0€S

A= f1H(Ag) N U H,, |. Se trata de los puntos de U H,, que al aplicar f nos
S0ES S0ES
dard Ag. Al desarrollarlo, podemos expresarlo como

M= U HE) N U He | = U (T H)NH) = | Hesi:

s1€S S0ES $; €S s; €S
i=0,1 i=0,1

Como hemos ido haciendo, puntualizaremos algunos detalles:
e Hys, ={pe D | pe Hy,, f(p) € Hs, }, con Hy5, C Hg,.

e Debido a las dos condiciones i) y ii) sabemos que Hgys,,5; € S,i = 0,1 son N>
bandas pp-horizontales, de manera que en cada Hj, j € S, hay N. También conocemos
que hay N? secuencias de longitud 2 con N simbolos, por lo que se puede establecer una
correspondencia biyectiva que las relaciona.

e La condicién ii) asegura que
d(Hsosl) S Vhd(Hso) S Vp.

Continuamos con este razonamiento indefinidamente, para deducir que en el paso k + 1
nos queda

S0ES
= U M H, )0 Hy)NH | 0| | Hs (4.5)
srL‘ES S()ES
i:1727" 7k
— U (f—k(Hsk) A0 FY(H,,) mHSO) = U Hyysoos,-
5i€S s, €8
i=0,1,--- .,k i=0,1,-,k

Ahora observamos:

L4 Hsos1-~~sk = {p eD | fz(p) S Hsi,i =0,--- ,k‘}, con
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H8051-~~Sk - HSOSI“‘Sk—l c--C H8051 - HSO‘

e Debido a las dos condiciones i) y ii), tenemos que Hgys,...s,, Si € S, i = 0,--- .k
son N**! bandas p,-horizontales, de manera que en cada H j»J €5, hay N ¥ Continda
siendo posible una correspondencia biyectiva entre ellas y las secuencias de longitud k+ 1
con N simbolos, ya que hay N**1.

e La condicién ii) asegura que

d(Hs()sl"'sk) < Vhd(HSOSl-"Skq) <. < Vl]i_ld(Hsosl) < V}’fd(HSO) < Vﬁ' (4-6)
El dltimo paso es considerar k£ — oo para obtener

A = U Hiyspoospeee

s, €S
=0, Kk,

Utilizaremos el lema 4.4 exactamente igual que cuando estudidbamos A_,,, para mos-

trar cémo son los elementos de este conjunto. Se trata de intersecciones de bandas pip-

horizontales anidadas con ka d(Hgys,.-s,,) = 0, por (4.6), asi que por el lema podemos
—00

deducir que se trata de curvas pp-horizontales:
Hsosl---sk--- = {p €D ‘ fz(p) € Hspi =0,--- aka T }

Ya tenemos informacion suficiente para expresar que el conjunto invariante que estdaba-

mos buscando es
A= (A nAn) {(UH> . (Uv>} D
i€S i€S

Sabemos por la condicién i) que 0 < ppp, < 1, asi que por el lema 4.5, cada interseccién
de par de curvas up-horizontales y u,-verticales son un inico punto, que son los elementos
de A.

2. Definir la aplicacién ¢

Dado un p € A cualquiera, hemos visto que se trata de un punto que es interseccién de
una curva fi,-vertical y una pp-horizontal tnicas, es decir, p = Vi 5 5.5 oo M Hggsp sy
s; € 8,1 € Z. Para definir ¢ utilizaremos esta condicién, de la forma siguiente:

p: A — XN
p — {"‘S_k"'S_QS_l.SOSl“’Sk"‘}
La aplicacién estd bien definida porque, por la condicién i) y el lema 4.5, las curvas

intersecan en un inico punto. Ademas, se puede deducir algo més gracias a ¢. Recordamos
que expresamos

Vs,lsﬂ...sfk... = {p eD ‘ f—i—i—l(p) cV i=1,---,k,--- }7

—i
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y por i) tenemos que f(H;) = V;, Vi. Combinando estas afirmaciones, podemos llegar a

Vi s gos o =ipED | fUp)€Hs ,i=1,--+ Kk}

Junto con el hecho de que

HSOSl"'Sk'” :{peD ‘ fl<p) GHSi7i:O7"' 7k7"'}7

se puede ver claramente que ¢(p) explicita con la secuencia bi-infinita de simbolos en qué
H; se encuentra la érbita de p en la iteracion i-ésima de f.

3. Comprobar que ¢ es un homeomorfismo

Utilizaremos un proceso bastante similar al que seguimos para demostrar el teorema
3.5. Ya vimos que es suficiente comprobar que ¢ se trata de una funcién biyectiva y
continua, y es lo que vamos a mostrar, aunque en este caso la continuidad serd un poco
mas delicada.

¢ es inyectiva. Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Supondremos que existen
p,p € Atalesquep #p' y o(p) = d(p') ={- - s_p -5 _98_1.5081 -+ 5} - -+ }. Esto implica
que p y p' se encuentran en la interseccién de las curvas Vs 15 s o ¥ Hsgsyovosp s PETO
por la condicién i) y el lema 4.5, la interseccién de una curva p,-vertical y una pup-
horizontal es un tinico punto, asi que necesariamente p = p’, que crea una contradiccién
con la hipdtesis planteada.

¢ es exhaustiva. Veremos que Vs € XV existe p € A tal que ¢(p) = s. Sea una secuencia
bi-infinita s = {---s_p -+ Ss_25_1.5081 -+ - Sk --- }. Por la construccién de A sabemos que
existen Hys,...sp.. ¥ Vs_15 5.5 .. de manera que su interseccién es un unico punto de
p € A. Entonces, se satisfacerd que ¢(p) = s.

Como ¢ es inyectiva y exhaustiva, entonces es biyectiva.

¢ es continua. Queremos ver que dado p € A, Ve > 0 3§ > 0 tal que si [p — p| < 9,
entonces d(¢(p), d(p')) < e. Remarcamos que | - | se trata de la distancia euclidiana en
R? y d(-,) es la distancia en 2V definida en (2.2).

Fijamos € > 0. Si se cumple que d(¢(p), d(p')) < &, quiere decir que IN = N (&) entero
tal que los sfmbolos centrales de las secuencias de ¢(p) y ¢(p') son iguales. En tal caso
tendremos que

¢<p) = { .. S—N oo 3_28_1.8081 P SN PR }7

¢(p/) el { . .S_N .. ‘872571.5051 .. .SN oo }
Por tanto, debido a la construccién de A, ambos puntos p y p’ deben pertenecer a
Vs 15 g5y NHsysy sy - Denotaremos por x = v1(y) y ¢ = v2(y) a las curvas p,-verticales
que definen las fronteras verticales de la banda Vs |5 ,..s_, v diremos que y = hi(x) y

y = h1(z) son las curvas pp-horizontales que definen las fronteras horizontales de la banda
Hgys,...sn - Podemos deducir a partir de (4.4) y (4.6), respectivamente, que
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d(V871872~'-87N) = H U1 — U2 H < qu)Vila

(4.7)
d(Hsysyosy) = [ b1 —ha || < V;],JV-

Definimos también el punto p; = (x1,¥1) como la interseccién de hi(z) y v1(y). De igual
forma, pa = (z2,y2) serd la interseccién de ha(x) y va(y).

La situacién en la que estamos queda representada graficamente en la Figura 7.

x=\w(y) x7vz(y)

pz = (xz y2)

o v = hz2(x)

— ¥ = u(x)

Figura 7: p y p’ en la interseccién de bandas.
No es dificil comprobar que

lp—p'| <lp1 —p2| < |z1 — @2| + |y1 — y2. (4.8)

Antes de continuar, realizaremos un par de célculos que nos resultardn tutiles:

|1 — 22| = [v1(y1) — va(y2)| <
< |vi(y1) — vi(y2)| + |vi(y2) — v2(y2)| < (4.9)
< olyr — yol+ || v —v2 || .

ly1 — ya| = |h1(21) — ha(z2)] <
< hi(z1) — ha(z2)] + [ha(22) — ho(z2)| < (4.10)
< pnlzr — 2|+ [ ha —ha |

Si substituimos (4.10) en (4.9) y luego (4.9) en (4.10):

|21 — @o| < py (pplz1 — 22|+ || 1 — ha ||) + || v1 — v ||

b (4.11)
po || b1 —ha || + [ v1 —v2 ||

L — propin

|z1 — 22| <
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ly1r — yal < pun (polyr — y2l+ [ v —v2 )+ || ha — ha |

b (4.12)
b — o] < 2 lv1 = vz |+ [ 71— b2 ||
N L — propin

Como por la condicién i) 1 — pypup > 0, no tenemos problemas con el denominador y
substituyendo (4.11) y (4.12) en (4.8), podemos llegar a:

Lt pn) [[on =2 || (14 po) [[ 1 — D2 |
L — propin

p—p'| < ( (4.13)

Finalmente, usando (4.7) y (4.13):

(L4 pn)vy "+ (1 + po)vy)
1= propin '

lp—p'| <

(L4 )y M+ (L + MU)V}]LV

, podemos demostrar la continuidad.
1 — propin

Escogiendo § =

4. Mostrar que ¢o f =0c0¢

Sea p € A cualquiera y ¢(p) ={---S_p -+ 5-1.5081 " Sp -+ - }. Por una parte, tenemos
que

ogod(p)={-S—n-" 518051 S }. (4.14)

Por otro lado, por definicién de ¢ al construir el conjunto invariante, observamos que

pof(p)=1{ S_n--5_150.51 - Sn--- . (4.15)

Resulta evidente pues, que se satisface ¢o f(p) = gop(p), Vp € A, con lo que aqui concluye
la demostracién del teorema.

O

4.3. Una condicién equivalente

Ya conocemos dos condiciones suficientes que nos aseguran que la dindmica de una
aplicacién presentard un comportamiento cadtico, por la conjugacion topolédgica con el
shift de Bernoulli de N simbolos. Ahora bien, asi como la primera condicién no es espe-
cialmente dificil de comprobar en la practica, nos encontramos que la segunda presenta
mas problemas. Es por esto que, para facilitar la situacién, vamos a exponer otra que
la sustituya sin perder generalidad en el resultado del teorema. Al poner hipotesis sobre
cémo se contraen y se estiran los didmetros de las bandas, se sugiere que la diferencial
de nuestra aplicacién estd involucrada de alguna manera, y eso es precisamente lo que
veremos. Por tanto ahora supondremos ademéas que f es C L

Notacién 4.7. Parai,j € S, donde S = {1,2,--- ,N}, N > 2, es un alfabeto, diremos
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En la Figura 8 podemos ver qué aspecto tienen.

Vy = F(H)) V2 =F(Hz)
! N \
Ha > AT, & 2 L
s
Ho P77 7777 7
\
V2 V2
. K N
HIFT_?”” AT, T
o -
Hi1 222 - A ] Hi
AN ™
I \
Vi1 Viz
0 1

Figura 8: Representaciéon de Vj; y H;; para N = 2.

Notacion 4.8. Denotaremos por H y V a los conjuntos

H=|J Hy,

1,jES
V=] V.
1,jES

Observacién 4.9. f(H) = V.

Definicién 4.10. Dado un punto zy = (z9,10) € V UH, denotamos por (&.,,1.,) € R? a

un vector que surge de este punto. Definimos el sector estable en zy como

Sjo = {(52077720) € R? ’ |7720| < /"h|§zo|}'

Se trata del conjunto de vectores que emanan de zy cuya pendiente respecto al eje x es

menor o igual a |uy|. Definimos también el sector inestable en zy como

S;Lo = {(62077’20) € R? | |€ZO| < Hv|77z0|}~
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u
SZ,

s
Sz,

Zo

Figura 9: Representacion gréfica de S7) y S

En este caso consiste en los vectores que emanan de zy cuya pendiente respecto al eje y
es menor o igual a |p,|. Véase la Figura 9.

Definicion 4.11. Tomando la union de puntos de H y V, definimos los fibrados de
sectores:

Fibrado de sectores estables sobre H: &3 = U S

20€H
Fibrado de sectores estables sobre V: Sy, = U 82,
20€V
Fibrado de sectores inestables sobre H: Sy = U Sh-
20€EH
Fibrado de sectores inestables sobre V: Sy = U Sh-
20€YV

Ahora ya podemos exponer cudl es la condicién que podra sustituir a ii).
iii) Df(SY) C Sty DfH(S5) C S5 Ademds, también se satisface que existe p tal
que 0 < p <1 — puppt, de manera que para (§29,7z) € Sy ¥ (€5 (z0) Mf(20)) € S}L(ZO)
1
1M ¢(z0)] < ;’7720’ :
Equivalentemente, para (£, 7z0) € 82 ¥ (§5-1(20)5 Mf-1(20)) € SF-1(z)

1
[€r-10) | = 718zl -
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Véase la Figura 10.

Observacién 4.12. Lo que queremos denotar con Df(S3,) C Sy es que se cumple que
Vzo € H, (5207"720) € SZ“O tenemos que Df(ZO)(gzoanzo) = (Ef(zo)a'r/f(zo)) € S}L(zo) Equiva-
lentemente para Df~'(S5) C S5,

1
u
oy Sig,
/ u
Df—l (zo)sgn Df(zl)) Zy
f M (z0)
s
v\ Sffzuj
2 (o)
gu S}I(Zo)

Zo

0 1

Figura 10: Idea de la condicién iii).

Teorema 4.13. Si se satisfacen las condiciones i) y iii) con 0 < p < 1 — ppp,, entonces
se tiene también la condicion ii) con vy = vy = ——.
1- 12092

Demostracion. Demostraremos tnicamente la parte relativa a las bandas horizontales, ya
que el proceso para las verticales es muy similar.

Primero veremos que dada H una curva uj-horizontal contenida en U Hj, entonces
jes
f~Y(H) N H; es una curva uy,-horizontal Vi € S.
Est4 claro que H interseca ambas fronteras verticales de cada V;, Vi € S. Asf pues, por
i), f_l(lfl) N H; se trata de una curva Vi € S. Ademds, por iii), tenemos que Df~! lleva
Sy, a 8, por lo que fijando i y considerando (x1,y1), (22,y2) € f~Y(H) N H; podemos
utilizar el teorema del valor medio para deducir

ly1 — y2| < pnlzr — a2l

Entonces f _1(ﬁ ) N H; cumple con la definicién de curva pp-horizontal, como queriamos
ver.
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Sea H C U Hj una banda pj,-horizontal. Ahora, si utilizamos la propiedad que aca-
JES
bamos de ver sobre las fronteras horizontales de H, podemos ver que f~1(H)N H; = H;
es una banda up-horizontal Vi € S.

Lo 1ltimo que nos quedarfa comprobar es que d(H;) < %d(H ).
— Khly

Fijamos ¢ y tomamos pg, p1 € H;, que seran los puntos en las fronteras horizontales
con la misma componente x tales que

d(H;) = [po = p1l- (4.16)
Ahora nos fijaremos en la recta
p(t)=(1—tpo+tp1, 0<t<1,
que conecta a pg y p1 y que tiene derivada
p'(t) = p1 — po.
Veamos como afecta f a la curva p(t), es decir, estudiaremos
fp@) = 2(t) = (z(t),y(t), 0<t<1L

Notamos que z(t) conecta las dos fronteras horizontales de H, como se puede apreciar en
la Figura 11.

Vi =f(Hi) V2 = f(Hy)

f-1(H)NH2

p(t)

| — £-1(H)NH;

Z0

Z1

f(p(v)

Figura 11: Representacion grafica de la demostracién del teorema.

Denotaremos por
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20 = (20, %0) = f(po),
21 = (z1,y1) = f(p1)

a las imagenes de los extremos del didmetro.

Como H es una banda pp-horizontal, entonces estos puntos se encuentran en curvas
ur-horizontales correspondientes a las fronteras horizontales de H. Afirmamos pues que
2o estd en y = ho(x) y 21 en y = hy(x).

Los vectores tangentes a z(t) son
2(t) = Df(p(t))r' (t)

y usando que D f(Sy;) C Sy, podemos deducir que z(t) se trata de una curva p,-vertical.

Recuperaremos la propiedad (4.12) que comprobamos al demostrar el teorema princi-
pal, para poder afirmar que

pnllz= 2+ h=hal _ [ h—holl _ d(H)

1 — popn L= poprn, 1= popn
Ademas la condicién iii) nos indica que la componente vertical del vector tangente de y
no se anula y nos confirma que

lyo — 31| < (4.17)

1 lp1 — pol
' @) = =P ()] = ——. (4.18)
u 7
Si integramos (4.18) para llegar a
" p1 — pol L
= | WOl Ipr=pol < plyr = yol, (4.19)
0 0

podemos juntar (4.16), (4.17) y (4.19) para finalmente obtener

d(ﬁi) = [p1 —po| < plyr — ol < %d H).
— Holth
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5. Dinamica cerca de puntos homoclinicos

En este momento conocemos condiciones suficientes para que una aplicacién tenga
un conjunto de Cantor invariante con una dinamica topolégicamente conjugada al shift
de Bernoulli de N simbolos. Ahora lo que haremos es estudiar unas hipdtesis sobre un
sistema dindmico, que nos aseguraran que las condiciones que necesitamos se satisfacen
en un entorno suficientemente pequeno de un cierto punto. Pero para poder precisar bien
la naturaleza de esta situacién, necesitaremos introducir algunos conceptos previos.

5.1. Estudio preliminar

Sea,
f:UcCR? — R?

un difeomorfismo C”, r > 1. Supongamos que f satisface las dos hipdtesis siguientes:
Hipétesis 1: f tiene un punto periédico hiperbdlico tipo silla, p.
Hipdétesis 2: W“(p) y W?(p) intersecan transversalmente en un punto, ¢, p # q.

Esta serd la aplicacién en cuya dindmica nos fijaremos.

Observacion 5.1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p es un punto fijo, ya
que si se trata de uno periddico de periodo k, podemos utilizar los argumentos posteriores
en f*, debido a que fk(p) =p.

Definicién 5.2. Un punto ¢ € W*(p) N W¥(p) se denomina punto homoclinico. En el
caso que W"(p) y W?(p) intersequen transversalmente, entonces diremos que q es un
punto homoclinico transversal.

Con esta informacion, podemos especificar que la dindmica topolégicamente conjugada
al shift de Bernoulli de N simbolos se producird en entornos de puntos homoclinicos
transversales. Este resultado lo podemos ver a través del teorema de Smale-Birkhoff.
Nuestro objetivo ahora sera demostrarlo. Para ello, vamos a ampliar la informacién sobre
f de la que disponemos, teniendo en cuenta las hipétesis que hemos planteado.

Coordenadas locales de f: Supondremos que el punto fijo hiperbdlico de f se
encuentra en (0,0), por comodidad. Es posible hacerlo porque en caso de que no sea asi,
podemos considerar la translacion lineal para que esto suceda, que no afecta a la dinamica.
Sea U C R? un entorno del origen, entonces f en U es de la forma:

E— A+ g1(&m)

5.1
n— un + g2(&,m) (5:1)

para (£,7) €U, 0 < |\ <1< |u|y g1,92 son O(||(&,7)]?). En estas condiciones se puede
comprobar que la variedad estable e inestable del sistema linealizado es n = 0y & = 0,
respectivamente. Para facilitar los procedimientos que vendrdn a continuacién, haremos
un cambio de variables que nos permita tener las variedades del sistema original como
ejes de coordenadas. El cambio es
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(z,y) = (£ —h"(n),n — h*(E)), (5.2)

donde W?(0) = graf h®(&) y W*(0) = graf h*(n) son las variedades estable e inestable
respectivamente de (0,0) en el sistema dindmico de f. Como estamos trabajando en un
entorno del punto hiperbdlico, podemos asegurar que realmente podemos expresarlas de
esta forma, como grafos de funciones h°(§) y h*(n), que son C" y que ademads

h*(0) = h*(0) = Dh*(0) = Dh™(0) = 0.

Aplicando (5.2) en (5.1), se convierte en

z— Az + fi(z,y)

(5.3)
y— py + fa(2,y)
satisfaciendo que
0,y9)=0
f1(0,y) (5.4)
f2($, O) =0.

Con este ultimo resultado se muestra que con el cambio de variable se consigue tener a
y = 0 como variedad estable y x = 0 como variedad inestable.

Consecuencias globales de la érbita homoclinica: Hemos supuesto que W?*(0)
y W*(0) intersecan en un punto, al que diremos ¢. Entonces, por definicién de variedad
invariante, podemos deducir que

Iim f"(q) = (0,0),

n—oo
5.5
lim_f"() = (0.0). )
n——oo
Asi pues, es posible encontrar dos enteros positivos kg, k1 tales que
ko _
=qo €U,
f7(q) = qo (5.6)

@) =qel.

Gracias a las coordenadas de f que hemos escogido, podemos expresar ¢y = (x9,0) y
q1 = (0,y1), por ser puntos en U.

Observacién 5.3. A partir de (5.6) se puede deducir que f*+%1(g) = ¢o. Denotaremos
k=ko+ k1.

Ahora nos centraremos en una regién del plano, V', con 4 lados escogidos de esta
forma: Uno serd un trozo de la curva W#(0), con origen en ¢, otro el resultado de coger un
fragmento de W*(0) al salir de ¢ y los dos restantes paralelos a los vectores tangentes a
W#(0) y W“(0) en ¢, respectivamente, como se ve en la Figura 12. Bajo estas condiciones,
V se puede tomar de diversas maneras, pero lo que interesa es que estos lados sean
suficientemente pequenos para que
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ffo(vy=v, U,

frvy=wv cu. (5:7)

Ademas, Vy y V7 deben quedar en el primer cuadrante y ser disjuntos. Este hecho depen-
derd también de la eleccién de kg y k1, que deben ser suficientemente grandes.

Figura 12: Variedades invariantes de (0,0).

Observacién 5.4. A partir de (5.7) podemos observar que f*(V;) = V4.

Observacion 5.5. Un aspecto importante sobre la Figura 12 es la geometria de las curvas
invariantes. El hecho de que intersequen reiteradamente en la imagen no es coincidencia,
ya que como g € W*(0) N W*(0), entonces f"(q) € W?*(0) N W*(0) Vn € Z, por defini-
ciéon de variedad invariante. Asi que cada punto en la 6rbita de ¢, debe ser una nueva
interseccion. Ademaés intersecan transversalmente en todos los casos, por tratarse f de un
difeomorfismo.

Dinamica cerca del origen: Tenemos un lema que nos aporta mucha informacién
sobre cémo es la dindmica de curvas que estdn en U. Sea ¢ € W*(0) \ (0,0) y sea C
una curva que interseca a W#(0) en ¢. Denotaremos por cNoala componente conexa de
fN(C)NU ala que pertenece fV(g), como se muestra en la Figura 13.

Notacién 5.6. Diremos que dos variedades diferenciables estdn C' e-cerca si localmente
en cada punto se pueden expresar como grdficas de funciones y estas estin a distancia
C' menor que e.

Lema 5.7 (El Lambda lemma). Bajo las condiciones anteriores, dado ¢ > 0 y U
entorno del origen suficientemente pequeno existe un entero positivo Ny tal que para todo
N > Ny CV estd C* e-cerca de W*(0) N U.
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Figura 13: Curva del Lambda lemma.

Demostracion. A pesar de que este resultado es aplicable a funciones de dimensiones méas
altas, nos ceniiremos al caso particular de f con las hipdtesis que hasta ahora habiamos
supuesto.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢ € U, ya que en caso contrario
podriamos iterar el punto hasta que quedase dentro y escogerlo. Tomaremos U = I, X I,
donde I, es un intervalo en y = 0 que incluye el 0 y I, es un intervalo en x = 0 que incluye
el 0. Denotamos por fi, y fi, a las derivadas parciales de f1 y f2z y f2y a las derivadas
parciales de f2, donde f; y f2 son las que habfamos visto en (5.3). Por nuestra eleccién
de coordenadas de f, sabemos que todas son 0 en el origen, lo que nos permite encontrar
una constante k que cumpla las condiciones siguientes:

1> k2 sup (|22 gl ool ) 69
U

N1+k [N 1+k

— — 1. 5.9
Tk = a1 5k (5:9)
< |p— 2k (5.10)
k 1
5.11)
— k _ M1tk (
|l 1— itk

Sea vy = (v, vy) el vector unitario tangente a C en g. Podemos deducir que v§ # 0 porque
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B

C interseca transversalmente a W?*(0) (que estd en el eje z). Denotaremos por \g =

a la pendiente de vy en el sentido inverso al usual y

a1 = f(q), v1 = Df(q)vo
@ = f(q), vy = Df(q1)v1
dn = f(anl)a Up = Df(anl)UnfL

Realizaremos los siguientes tres pasos para demostrar el lema:

Paso 1: Aproximamos las pendientes de los iterados de vy por Df para comprobar
que estan acotadas para n > nyg.

Paso 2: Usando las aproximaciones obtenidas, extendemos este calculo a todos los
vectores tangentes a una curva C, contenida en f"°(C) y que pasa a través de f"°(q).
FEntonces aproximamos las pendientes de las iteraciones de los vectores de C por D f.

Paso 3: Mostramos que f estira la curva C en la direccién de W*(0) N U al iterarla.

Paso 1: Empezamos viendo el primer iterado, teniendo en cuenta que § = (Z,0):

(A fiz(2,0) f14(z,0) vy
Di@w = ( Fon(E,0) it oy (2,0 ) (%) (5:12)

(A Sa(@0) iy (@,0) Y (o
(e BN

- <(A+f1(m,§i (})2)1/1(}23 ‘g)J)cly(w 0)v8> _ (qyc) | 5.11)

Usando también (5.8), entonces podemos acotar. A partir de aqui no escribiran los argu-
mentos de las componentes de f o sus derivadas:

[wfl [ A+ fie) v + fryvd]

Al =

EiE (14 fay) v§
A+ fia| V5] | fiyl
Tt fayl |Ug| |1+ foyl
ST Bl eg]
Tl Zepfegl e fayl
A1+ k k

= T 0 .
lul1—k ul =k
Si iteramos este procedimiento, al final en el paso n nos queda
IA| 14k i k
ST A1 T
P pl =R =k

Esta desigualdad se puede desarrollar para dejarla en funcién de la pendiente inicial:

A (5.15)
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n—1 i

y>\11+k>” k <]/\|1+k)

A< (T ) Mot > o
(mu—k "= k= el 1=k

(2

- A1+k n/\+ k 1
S\l 1=k) T =k \ g — Pk

M=z

(5.16)

o

Debido a (5.11) sabemos que el segundo término de la suma es més pequeno estricto que

Al 14k

2 or (5.9), lim ( ———

y por (5.9), n_m<|u|1_k

que el primer término de la suma serd mas pequeno que 1, con lo que podemos llegar a
que

n
) = 0. Asi pues, para un cierto ng, si n > ng tendremos

A <3 Vn > ng, (5.17)
asi que existe una cota.

Paso 2: Ahora nos fijaremos en un entorno del origen més pequenio, que consistird en
contraer la componente x de los puntos de U por un factor § < 1. Lo denotaremos

U 1= 5Ix X Iy.
Escogeremos § suficientemente pequeno para que

sup [ fiy| < k1,
Uy

de forma que

_“”1+k>. (5.18)

e
< Sl —sk) (1= A

Por continuidad de los vectores tangentes y por (5.17), podemos encontrar una curva que
llamaremos C, contenida en C y que pasa por f"°(q), de manera que todos sus vectores
tangentes unitarios, con pendiente \,,, cumplan

Any < 4. (5.19)

Entonces, sea p € C, v
anteriormente en (5.12),

_ A+ flx fl v*
Df(p)v B < f2:1: 12 +yf2y) ('Uy>

_ <)\UI + frz0" +f1y’vy> _ <vﬁo+1)
_ = (Umo+1)

f2xvx + luvy + fQ?JUy vn0+1

= (v%, 1Y) el vector tangente a C en p. Como ya hemos visto

Acotamos la pendiente de este vector:
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’)\Ux + flwvx + flyvy|

Aol = 5 v + fago?]
(A0 + f120"] | fiyv?]
T | forv® 4 ¥ + foyv¥| | farv® + pu¥ + fo Y]
L s el iyl
- !M!|1+%+%%||W| [+ foy + foui|
JI 14k . ky

Sl T =k = kx0T = k= kA

Gracias a que hemos supuesto (5.19), podemos afirmar ademds

A 1+ ky

An < _
o= a1 -5k |u| — 5k

De forma muy parecida a (5.16), hallamos que en la iteracién n de este proceso tenemos

Al 1+ & " k1 1
< | — . .
Ang-tn < <|M|1—5k Ao T | T P (5:20)
|| 1-5k
Al 1+ K
Por una parte, hm <\|M= 1 _+5 k) = 0y A, sabemos por el paso 1 que estd acotada.
Entonces podemos encontrar n tal que
A 1T4+EN\" € _
<||,U: T 5k:) Ang < 3 Vn > n. (5.21)

Por otra parte, (5.18) junto con lo que acabamos de mostrar nos permite deducir que

Angin < % + % —c  Vn>h (5.22)

Ademads, con esto establecemos Ny = ng + n del lema.

Paso 3: Para finalizar la demostracién estudiaremos cémo el iterar D f afecta a las
normas de los vectores tangentes a C.

| Un+1 H |Un+1|2 + |Un+1| _ |Uay1+1| A%H +1 (5.23)
| vn || vE|? + |un)? |vnl Ap+1
.. . vi’iﬂl
Notamos que el término de la derecha se aproxima al valor de W] para n grande, ya
Un
, A2 +1
que Jggo Nl 1, por (5.22). A su vez, usando (5.10),
vY VT + vy + fo,vi
| |Z'J|1| _ Vst /,:)JI IVl |y 4 it oyl >l — 28 > 1.
n n

Una interpretaciéon geométrica de los resultados obtenidos hasta ahora son que, en el
paso 2 hemos mostrado que las pendientes de los vectores tangentes a C tienden a 0 a
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Figura 14: Evolucién de los vectores del Lambda lemma.

medida que se itera D f, de lo cual podemos deducir que las componentes x tienden a 0.
Pero por otro lado, en el paso 3 las normas llega un punto que se estiran por un factor
mayor que 1 en las componentes y, con lo que se van haciendo arbitrariamente grandes a
través de las iteraciones. Asi pues, los vectores tienden a aproximarse a W"(0) N U, que
en nuestras coordenadas locales se trata de la recta x = 0, mostrando el resultado del
lema. Véase la Figura 14.

O

Teniendo en cuenta el comportamiento de estas curvas gracias al Lambda lemma,
podemos observar que hay puntos de V; que al iterarlos por f regresan a Vj; decimos
que “regresan” porque recordemos que f* (V1) = Vp. Este hecho nos lleva a la siguiente
definicion:

Definicién 5.8. Definimos la aplicacion transversal fT : D(fT) ¢ Vo — Vi, donde
D(fT) es el dominio de f1 de la siguiente manera: p € D(f1) sip € Vo y existe n > 0
tal que

fip) €U, i=1-,n-1,  freW.
La imagen de la aplicacion transversal para p serd f1(p) = f"(p).

Dinamica en el exterior de U: Teniendo el sistema de coordenadas (5.3) de f,
vamos a considerar f* con la expresién

2, g) = (f)O) + <Z Z) @") + @;Eigg) . (z,9) €V, (5.24)
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donde § = y — y1, ¢1(x,§) = O@* + 5°), da(z,7) = O@* +7*) y a,b,c,d € R. Se
puede apreciar que fk (V1) = Vp y las variedades invariantes se mantienen en los ejes,
pero sobretodo lo consideramos de esta forma porque resultard conveniente para procesos
posteriores y para la definicién siguiente:

Definicién 5.9. La aplicacion transversal de Vi a Vj es

ffofT DN c Vg — Vi,

Fijémonos que por como hemos definido f7 y lo que hemos deducido de f k. aseguramos
que la aplicacién esta bien definida.

5.2. El teorema de Smale-Birkhoff

Podemos finalmente presentar la versién de Moser del teorema de Smale-Birkhoff:

Teorema 5.10. Para k suficientemente grande la aplicacion f* o fT tiene un conjunto
de Cantor invariante en el que es topologicamente conjugada al shift de Bernoulli de N
simbolos.

Demostracion. La estrategia de la demostracion sers aplicar el teorema 4.13 en f¥o f7, que
nos proporciona precisamente el resultado que estamos buscando. Para ello necesitaremos
comprobar que existen bandas pp-horizontales y p,-verticales en las que se satisfacen las
condiciones de Conley-Moser i) y iii). Las construiremos en el conjunto Vj, que hemos
definido en el estudio previo. Recordamos que es el conjunto que queda dentro de 4
curvas, dos paralelas a W?(0) que diremos que son las fronteras horizontales y otras
dos que corresponderan a las fronteras verticales. De igual forma V; tiene dos fronteras
verticales paralelas a W*(0) y otras dos fronteras horizontales que cierran el conjunto.

Condicién i): Vamos a tener en cuenta, debido al Lambda lemma, que existe Ny
entero positivo de manera que VN > Ny las dos fronteras verticales de la componente
conexa de fN (Vo) NU a la cual pertenece ¢y intersecan ambas fronteras horizontales de
V1. Esto se debe a que, como vimos en la demostracion del lema, los vectores tangentes
se estiran indefinidamente en la direcciéon de W*(0) a medida que se aproximan a esta
variedad. A rafz de este hecho podemos considerar el conjunto Vy = £ (Vp) N V4.

Si Ny es suficientemente grande, podemos usar el Lambda lemma esta vez en f*
para mostrar que Hy = f~ (f/N) es una banda up-horizontal contenida en Vj, cuyas
fronteras verticales estan en las fronteras verticales de V. Es decir, al usar el lema en
7! nos encontramos que la variedad inestable de la silla es la estable de f y viceversa,
por definicién. Es por eso que a través de las iteraciones de f~!, los vectores tangentes a
las fronteras horizontales de Vi van adquiriendo una pendiente que tiende a 0, que es la
que tiene W*(0) N U, por lo que usando el teorema del valor medio podemos obtener que
se cumple la defincién de banda en Hpy. Véase la Figura 15. Por definiciéon también nos
percatamos de que Hy C D(f7).

Definimos
Vi= forV)nh, =12,
Remarcamos que se trata de conjuntos disjuntos en V7, ya que si suponemos que existen

p,q € Vj tales que fNoFi(p) = fNoFti+L () entonces podriamos deducir que p = f(q) € Vo,
que no puede suceder para ningun p,q € V.
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Figura 15: Construccién de Hy.

Hemos construido los conjuntos V; con el fin de obtener
Hy= f~WNotd(y), i=1,2,---,n,---.
Nos quedaremos con un conjunto finito de estos elementos
{Hh . 7HN}7

que seran las bandas pp-horizontales de las hipdtesis del teorema.

Ahora definimos f* o fT(H;) = Vi, i = 1,--- ,N. En la Figura 16 se visualiza cémo
son estos conjuntos. Debido a que las imdgenes por f* de las fronteras horizontales de
V1 son las fronteras horizontales de Vj, podemos deducir que las fronteras horizontales de
cada V; son la imagen por f* o fT de las fronteras horizontales de H;. Podemos razonar
el mismo argumento con las fronteras verticales. Entonces lo que nos falta asegurar es
que V; sean bandas p,-verticales y que 0 < ppp, < 1. Utilizaremos el Lambda lemma, ya
que para Ny suficientemente grande tenemos que las fronteras verticales de V son muy
cercanas a W*(0) N U, lo que implica que al aplicar fk sobre estas curvas las imagenes
estaran de la misma forma muy préximas a W*(0) en ¢g. Por lo tanto, se podrén expresar
como funciones de variable y y seran Lipschitz con constante p,. Adema&s observamos que
escogiendo Ny suficientemente grande podemos hacer pu, tan pequeno como necesitemos
para satisfacer 0 < upu, < 1. Concretamente, nos resultard util ademds que sea el doble
del valor absoluto de la pendiente del vector tangente de W*(0) en gp.

Condicién iii): En lo que concierne a los sectores inestables, lo que debemos com-
probar es que se satisfacen las dos propiedades siguientes Vzo € H, (€,7z) € Sy :
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Figura 16: Visualizacién de la condicién 1i).

D(f* o f1)(S}) € S,

1
|77fkofT(zo)| = ;|n20|7

donde 0 < pt < 1 — puppy.
Observacién 5.11. Se cumple que

D(f*o ff)=Df*oDf"

y a partir de (5.24) tenemos que

a b ¢lz ¢1
DfF = + V).
f (C d) <¢2I ¢2y
Un detalle importante a tener en cuenta serd que, tanto ¢,(z,y) como ¢,(z,y) son

O(z%+7?), por lo que escogiendo un entorno U suficientemente pequefio, podemos asegu-
rar que los elementos @15, ¢1y, P2z ¥ P2, son arbitrariamente pequenos en valor absoluto.

Observacion 5.12. Como hemos notado en la observacion 5.5, las variedades invariantes
W*(0) y W#*(0) intersecan transversalmente tanto en gy como en ¢; y de aqui podemos
extraer informacién. Por una parte se cumple lo siguiente:

(a@1) = q,
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o= (1)),

DF (o) = (D) = — (d ‘b>.

:ad—bc —c a

Ademsds, como tenemos unas coordenadas para f que dejan las curvas invariantes en los
ejes de coordenadas, tenemos que un vector tangente a W*(0) en ¢ es paralelo a

(1)
Df*(q1) (?) = (Z Z) (?) - @

es imposible que sea paralelo a un vector tangente a W?(0) en qo, que es paralelo a

1
). -
Por el mismo argumento,
K 1y 1 d —=b) /1y 1 d
Df ™ (q0) <0> ~ ad — be (—C a > (0> ~ad —be \—c

no puede ser paralelo a
0
o). -

Ambas condiciones se satisfacen si d # 0. También es interesante quedarse con el hecho
de que hemos visto que el vector (b, d) es paralelo a W*“(0) en ¢g, ya que nos hard falta
un poco mas adelante.

Por tanto

Con estas dos observaciones, procedemos a demostrar las dos propiedades que nos
hacen falta. Primero veremos que

D(f* o f1)(S}) € Sp.
Sea zg € H cualquiera, (£2,,7z,) € Sy ¥

DfT(ZO)(gzovnzo) = (éfT(zo)7 nfT(zo))'

Debido a la observacion 5.11 tenemos
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D(f* o fT(20))(&20,m120) = DFF(f7 (20)) DT (20) (€261 M0

)
_ (a + ¢1a: b+ ¢1y> (ng 20 >
ct+ dop A+ d2g) \Nyriz

)

)
_ ((a T 12)€ 57 () + (b + Prg)nyr )
(¢ + 922)&57 () + (d + D2y )UfT(zo

= <£fk°fT(Zo)>
NfkofT (o)
Nos interesa comprobar que se cumpla

1€ o 7 (20)]
1€ profT (20)] < Bl profr(zg) &= ———7 <
FFofT(20) vt fRofT (20) ’nfkofT(zo)‘

Lo demostraremos directamente:

[€pkosm eyl _ 1@+ @12)Epm (o) + (0 + d1g)p7 (2|
Mpkorr ) 1(CF G22)§ 5720y + (d + P2g)n s (20)]

o+ 612)37 + b+ 6ay) (527

<

e+ 620)75520 4 (d + 62p)|-

§47 (z0)
MfT (20)
de un vector, para un Ny suficientemente grande en el lema se trata de una expresion
tan pequena como queramos. Podemos llegar a la misma conclusién con las derivadas
parciales de ¢; por la observacién 5.11, podemos hacer que tiendan a 0 tanto como haga
falta escogiendo U pequeno. Finalmente, por la forma que tiene, podemos concluir que
[€+0s7 (20) | ]
|77fkofT(zo)| |d|
podido escoger con pendiente % al demostrar la condicién i). Asi pues, para 0 < e < —

Fijémonos en que gracias al Lambda lemma sabemos que , que es la pendiente

se puede acercar tanto como deseemos a , que es un vector que hemos

My

‘gfkofT zo)‘ < 74—6 < iy

’nfkofT Zo)‘

1
Nos falta ver que [1sko 7 ()| > —[n2| para algin 0 < p < 1 — pppy. Por un lado,
i

[Mprorr(zg)| 1

1
1N ko0 T (20)] = = M0 > —
frept(zo)t = Tzo 1720 [

y ya conocemos la expresion de estos términos:

Nprofrzo)l  (CF d20)€pr 2y + (d + P2g)nyr zo)|

’nZO | |7720 |
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Si volvemos a utilizar el Lambda lemma como hemos hecho antes, tenemos de nuevo que
para un Ny suficientemente grande, |£ fT(Z0)| puede ser arbitrariamente pequeno, |77fT(ZO)|
puede ser arbitrariamente grande y ya sabemos que ¢, puede ser menospreciable en
relacién a d, que por la observacion 5.12, d # 0. Utilizando estos argumentos podemos
|77fkofT(zo) |

720

Se pueden demostrar las dos propiedades necesarias de la condicién iii) en referencia
a los sectores estables de forma muy similar a la que acabamos de ver con los inestables,
lo que da pie a asegurar i) y iii), que concluye la demostracién del teorema. O

1
hacer que sea tan grande como queremos, que en este caso es —.

El teorema original es muy parecido al que acabamos de demostrar, que es la versién
de Moser. Los dos se basan en las mismas hipdtesis y las consecuencias sobre la dindmica
son equivalentes, pero hay un matiz en el que difieren un poco. El enunciado del teorema
de Smale-Birkhoff es el siguiente:

Teorema 5.13 (Smale-Birkhoff). Existe un enteron > 1 tal que f™ es topoldgicamente
conjugada al shift de Bernoulli de N simbolos en un conjunto de Cantor invariante.

En este caso no se involucra a la aplicacion transversal, por lo que podemos tener mas
control sobre el periodo de las 6rbitas periddicas que se consideran en el teorema, debido
a que se trata directamente la dinamica de f. En cambio en la versién de Moser puede
darse el caso de que los periodos se vean perturbados, debido a la definicién de f7. De
todos modos, los resultados cualitativos referentes a la dindmica no se ven afectados, que
al fin y al cabo es la finalidad del teorema.
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6. La ecuacion de Duffing

Ahora que conocemos hipétesis suficientes para asegurar que un sistema dindmico pre-
senta una dindmica topoldgicamente conjugada al shift de Bernoulli, veremos un ejemplo
practico de este fendmeno. Concretamente, nos centraremos en el sistema dindmico dado
por la ecuacion de Duffing. Se trata de

=y
§ =1z —2° 4+ e(ycos(h) — dy) (6.1)
0=w.

Nuestro objetivo serd demostrar que para ciertas condiciones sobre los parametros
€,60,7 y w el sistema presenta un punto fijo de tipo silla cuyas variedades estable e inestable
intersecan transversalmente, lo que nos permitira aplicar el teorema de Smale-Birkhoff.
Para verlo usaremos el método de Melnikov. Se basa en una teoria extensa que queda
fuera del ambito de este trabajo, por lo que no se pretende desarrollarla a fondo, sino que
usaremos algunos de los resultados mas relevantes aplicados a este caso concreto. Para
ello, consideremos un sistema hamiltoniano perturbado

. 8H+ ( Le)
t=—+4egi(z,y,t,e
dy g\, y

(6.2)

'*—afH—&-a (x,y,t,¢€)
Y= o 92\Z,Yy,1,€),

2
donde g1, g2 son l—periédicas enty H = H(z,y) € C""'. Denotaremos g = (g1, g2).
w

Observacion 6.1. El sistema (6.1) satisface estas condiciones con

y2 :UQ 334

H(%Z/):?—?*'Z

g(w,y,t,e) = (077COS(0(t)) - 5:’-/)

Supondremos ademads que el sistema (6.2) no perturbado, es decir, considerando ni-
camente la parte relativa a H y quitando g1 y ¢

. OH
xr = aiy
(6.3)
)
Yy = _%7

satisface que:
i) Tiene un punto fijo de tipo silla al que diremos py.

ii) po tiene una dérbita homoclinica T'y = {qo(t) = (zo(t),y0(t)) | —o0 < t < oco}. Es
decir, tenemos que lim qo(t) = lim qo(t) = po.
t——o0 t—o0

2w
En esta situacion es ficil comprobar que el sistema (6.3) tiene una érbita —-periédica
w
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v(t) = (po, wt + 0o).

Ademds para valores suficientemente pequenios de ¢, el sistema perturbado (6.2) también
tiene una Orbita periddica de tipo silla, que es de la forma

1=(t) = () + O(e).

Se puede deducir también que las variedades estables e inestables locales W} .(7:(t)) ¥
WE.(72(t)) estan C" cerca de las variedades estables e inestables locales Wp (y(t)) y
Wk (~(t)) de v(t), respectivamente. Asi pues, podemos definir estas variedades de forma
global como

W (e (1) = (U f Wike(re (D))
t<0

W () = | fWike(:(1)),

t<0

donde f? es el correspondiente flujo de (6.2).

Nos tenemos que centrar ahora en saber si estas dos variedades intersecan transver-
salmente y para ello utilizaremos la funcién de Melnikov y un teorema relacionado con
ella. A grandes rasgos, utilizamos esta funcién porque estéd relacionada con la distancia
que separa a las variedades invariantes, que es precisamente lo que nos interesa estudiar.
No necesitamos conocer su definiciéon exacta, nos bastard con tener una expresiéon de la
misma que es apropiada para el cdlculo que queremos realizar. Sea M : R x (0,27] — R
la funcién de Melnikov, tenemos que

M((to, 00) = /_OO DH (qo(t — to)g(qo(t — to), wt + 0o, 0)dt. (6.4)

Esta integral converge absolutamente y se le puede hacer el cambio de variable t' =t +tg
para que quede

o0
M (to,0) = / DH (qo(t")g(qo(t), wt' + wto + 6y, 0)dt’, (6.5)
—0o0
que nos resultard ser mas tutil més adelante.

Teorema 6.2. Supongamos que existe un punto (o, 0_0) tal que
Z) M(E(], 50) =0,
OM (to, 0
ii) OM(to,%) ,
dto - B
Entonces W?(v:(t)) y W*(7e(t)) intersecan transversalmente en (qo(—to)+O(¢), 6o), para
€ suficientemente pequeno.

Por lo tanto, volviendo al caso concreto que nos concierne, si calculamos la funcién
de Melnikov y comprobamos que se satisfacen las hipdtesis del teorema 6.2, podemos
aplicar el teorema de Smale-Birkhoff. De forma mas precisa, la aplicacion de Poincaré con
tiempo el periodo tiene un punto fijo tipo silla con variedades invariantes que se cortan
transversalmente en un punto homoclinico.
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Primeramente, tenemos que comprobar que en el sistema no perturbado existe un
punto fijo de tipo silla que tiene una 6rbita homoclinica. Los puntos fijos son solucién de

0=y

0=x—2a°=x(l—2?).

Se ve facilmente que hay 3 soluciones, que son (z,y) = (0,0),(1,0),(—1,0). Si miramos
los valores propios del sistema linealizado en cada uno de estos puntos, nos percatamos
de que en el caso de (0,0) los valores propios de la matriz jacobiana son 1 y —1, por
lo que (0,0) es una silla. Con los otros dos puntos tenemos que los valores propios son
imaginarios, por lo que se trata de centros lineales.

Fijémonos pues en las variedades invariantes de (0, 0), para ver si existe una 6rbita ho-
moclinica. Como estamos trabajando en un sistema hamiltoniano, con H integral primera
definida en la observacién 6.1, podemos utilizar que la érbita del origen se encuentra en
el nivel H(x,y) = 0. Representandolo graficamente, como se ve en la Figura 17, hay dos
6rbitas homoclinicas, que llamaremos g () y qg ().

go °*1 4qq

Figura 17: Espacio de fase del sistema no perturbado.

Ya hemos visto que estamos en la situacion que se buscaba, pero para calcular la
funcién de Melnikov serd necesario conocer la expresién de gf (t) y qq (¢)-

Ly 1 z? +/2 - 12 £v2 [cosh®(t) —1  +v2sinh(t) B
2 cosh(?) 2 cosh?(t)  cosh(t) cosh?(t)  cosh®(t)
Entonces, obtenemos
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2 2 sinh
@ (1) =+ (cogg(t)’ i)shQ(t()t)> .

Utilizando la expresién (6.5) de la funcién de Melnikov junto con la observacién 6.1:

v cos(wt + wtg + Op) — oy
= yy cos(wt + wty + ) — 5y,

DH(xay)g(xayy(*)t"i_WtO +907O) = (—l’—l—.ﬁCS y) ( 0 >

cos(wt + wty + 90)> dt.

M(to, 60) :/

—0o0

o (52 sinh?(t) n v+v/2 sinh(t)
cosh?(t) cosh?(t)
Este calculo se puede realizar mediante integraciéon por residuos, considerando la integral
sobre la curva definida en C de tal manera que es un rectangulo con vértices — R, R, R+ i
y —R + mi. Esta curva rodea al tinico punto que anula el denominador en la funcién que
i
queremos integrar, que es 5 un polo de orden 1 del coseno hiperbdlico. Al considerar

R — oo y calcular el residuo correspondiente, podemos concluir en que

4 2
M(to,00) = —=6 + W2

in(wtg + ).
3 Cosh(%) sin(wo + bo)

Las raices de la funcién de Melnikov seran los puntos tales que

. 4 4 Tw
sin(wtg + 0p) = 351w cosh (7> . (6.6)

Fijémonos también en que

OM(to,00)  7V2w?

Do = cosh(%2) cos(wty + 0p), (6.7)

por lo que si (tg,6p) es solucién de (6.6) entonces no puede serlo de (6.7). Usando el
teorema 6.2, finalmente podemos concluir en que para ¢ suficientemente pequeno, si

0< ’;L S&cosh(?)

entonces la dindmica del oscilador de Duffing es cadtica.
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7. Conclusiones

Sin duda, el resultado més importante al que hemos llegado en este proyecto es el teore-
ma de Smale-Birkhoff. Gracias a él conocemos que si un sistema dindmico tiene un punto
fijo hiperbdlico tipo silla, cuyas variedades estable e inestable intersecan transversalmente
en otro punto, sabemos que generard una dindmica cadtica.

Sin embargo, no solamente es interesante conocer este resultado, sino también fijarse en
el recorrido que nos ha conducido hasta ¢él. Estudiar la dindmica simbdlica y la topologia
del espacio de secuencias de simbolos nos ha ayudado a explorar a fondo la dindmica
tan compleja y fascinante que posee el shift de Bernoulli, a pesar de su definicién tan
simple. Al fin y al cabo, el comportamiento de sus érbitas es el mismo que tienen las
de los sistemas que se plantean en el teorema, pero nos ha brindado la oportunidad de
entenderlo a un nivel mucho mas accesible.

También hemos visto que la ecuacién de Duffing induce esta dinamica, para e suficien-
temente pequeno y

OS%S%ﬁcosh(%),

con lo que podemos ver que estas circunstancias tampoco se dan forzosamente en ecua-
ciones especialmente complicadas. En la Figura 18 se aprecia el movimiento cadtico que
presenta una Orbita cuando se satisfacen las condiciones que hemos obtenido.

Figura 18: Orbita del origen del oscilador de Duffing con e = 0,1 6 =25y =13 w =0,5.

Este area de las matematicas es muy nueva en comparacién con otras y aun quedan
muchas incognitas en el aire por resolver, pero la introduccién de la dindmica simbdlica
en la teoria del caos, ha supuesto un avance en la materia muy notorio, que seguramente
inducirad a que se hagan muchos mas en los préximos afios.
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