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PEMETAAN NILPOTEN

%)
Achmad Arifin

FEINGKASAN

Dibuktikan tecrema mengenai dekomposisi
pada ruang vektor yang diakibatkan oleh suatu
pemetaan nilpoten. Dekomposisi ini, disamping
ditentukan oleh indeks nilpoten, juga ditentu-
kan oleh nolitas pemetaan.

ABSTRACT

The theorem on the decomposition of a
vector space caused by a nilpotent map is
proved. The decomposition te determined be-
sides by the index of nilpotency, also bi the
nullity of the map.,

1. Pendahulucn

~ Dalam tulisan ini kita tinjau dekomposisi suatu ruang
vektor yang diakibatkan oleh suatu pemetaan nilpoten padanva.

Teorema yang berkaitan dengan dekomposisi telah ditulis-
kan dan dibuktikan dalam {1], yaitu Theorem 2, 557, halaman
1il. balam [4] dibicarakan secara lebih umum dekomposisi suatu
modul torsi atas daerah ideal utama.

Dalam tulisanr ini kita berikan bukti lain untuk tecrema
dekomposisi dalam [1]. Dalam tulisan ini ditemui sebagai Teo-
rema l11. Adapun buktinya kita dasarkan pada pembabiasan dalam
[4], khususnya vang berkaitan dengan “sifat pengangkatan"
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{(lifting property). Secara umum bukti Teorema III kita dasar-
kan pada nolitas pemetaan nilpoten.

Tulisan ini bertujuan untuk mengusahakan penyederhanaan
bagi penyajian Teorema Spektral, seperti yang disinggung dalam
[3] halaman 239.

Pembahasan kita lakukan untuk ruang vektor berdimensi
hingga atas lapangan nyata. Setiap hasil serta buktinya berla-
ku juga untuk ruang vektor kompleks.

2. Inti pemetaan nilpoten

Lebih dahulu kita ulang pengertian pemetaan nilpoten.
Misalkan V suatu ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan
nyata R. Pemetaan linder A: V + V kita katakan nilpoten jika

terdapat bilangan asli g yang bersifat A% « 0, Bilangan asli
terkecil yang bersifat demikian kita namakan indeke nilpoten.
Inti dari pemetaan A: V + V, kita tandal dengan Ker(A), adalah
ruang baglan yang terdiri darl semua vektor di V yang dipeta-
kan.ocleh A menjadi nol, yaitu:

Ker(a) = {x€ Vv | A(x) = O}.

Dimensi ruang bagian W kita tandai dengan‘dimR(W).

Selanjutnya senantiasa kita misalkan bahwa dimensi ruang
vektor V positif dan A: V + V suatu pemetaan nilpoten dengan

indeks g. Ini berarti terdapat vektor x € V dengan sifat Aq(x)
= 0, tetapi Aq_l(x) # 0, Disini Ao = I, yaitu pemetaan kesatu-

an pada V. Himpunan {x, A(x), ..., Aq-l(x)} adalah himpunan
baglan dari V yang bebas linier. Ruang bagian yang dibangun
oleh himpunan bagian ini kita tandai dengan K.

Ruang bagian K invarian terhadap pemetaan A, artinya
A(K) € K. Dengan demikian pemetaan linier A: V + V menginduksi
pemetaan linier pada ruang faktor V/K, kita tandai dengan
A: V/K + V/K, yaitu pemetaan linier vyang menjadikan diagram

A
v > v
n — 3]
A
V/K %VK

komutatif, dimana n: V » V/K adalsh pemetaan natural,
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Vektor dalam ruang faktor (ruang kucsien) V/K kita tandai
dengan y, yaitu koset yang diwakili oleh vektor y. Vektor ¥
dipetakan oleh & menjadi A(y) = A(y). Untuk pemetaan nilpoten
At V =+ V yang berindeks ¢, pemetaan A: H/K + V/K juga nilpoten

dengan indeks paling besar q. Karena A (y) = A;(y) = 6, untuk
semua ¥ £ V/K.

Dengan data dan tanda-tanda seperti di atas kita tuliskan
tecrema-teorema berikut.

]

Teorema 1. Misalkan dimR(Ker(A))
r - 1.

Teorema 1I. Misalkan {;é, vees ;;} adalah basis dari
Ker{(A). Maka terdapat vektor Xps wves X di V dengan sifat:

(1) ;1 - ;1" untuk 1 = 2, ..., r, dan

(@3] {Aq_l(x), Xpr eees xr} guatu basis dari Ker(A).

r, maka dimR(Ker(E)) =

Buktt Teorema I: Telah dijelaskan di atas bahwa vektor x
bersifat Aq(x) = 0 dan Aq-l(x) # 0, dimana q adalah indeks
nilpoten dari pemetaan A. Dengan demikian Aq_l(x)(: Ker(4a).
Ruang bagian K dibangun oleh {x, A(x), ..., Aq_l(x)}. Dengan
demikian vektor Aq-l(x) membangun ruang bagian K € Ker(A).

Selanjutnya pandang basis {Aq_l(x), X,y «.+y X } dardi
Y Y

25
Ker(A). Akan kita tunjukkan bahwa {;é, veay xr} adalah basis
dari Ker(a). Pertama-tama karena K(;

a2 s 1)
{xz, ceey xr}g Ker (%) .

Pandang kombinasi linier

= A(xi) = 6; maka

a, X, + o0 + 2 x = 6.
22 r r

Hubungan ini ekivalen dengan

Dengan demikian

o, X. + ... + 1 x €& K{MNEKer(a),
22 r r
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q-1
eee + =
atau a4y X, + @ x £ A (x),

untuk suatu B € R. Karena {Aq_l(x), Xos eees xr} bebas linier,

hubungan terakhir ini hanya dipenubi oleh

Jadi {xz, vees ;?} adalah himpunan bagian dari V/K yang bebas
linier. _ _ _

Sekarang ambil y € Ker(A). Kita punyai 0 = ACy) = Aly),
atau A{y) € K. Dapat kita tulis

Aly) = g 5+ b A0 + ... + 8 A1),

0 q-1

untuk suatu bU. I:
= (. Kita punyail

CEREEE ?q—l di ®R. Karena Aq(y) = {, maka

[ o

+
+
T

Fal
3
I
~
"

o

—

S
i}

o

Aly - (rl X
Tulis
- (F, x+ ... + B
y 1 o«

Maka z € Ker(A), dan §' z. Tulis

-1 .
z =Y Al {(x) + Yy Ky ¥ ..ot Y, R

untuk suatu Tyr v Y, di R. Kita perocleh

I O IR P
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dan ini menunjukkan bahwa {x_, ..., E;} membangun Ker(Aa) .

_ 27 T —
Dengan demikian {xz, vees xr} suatu basis dari Ker(A).
Jadi

dimR( Ker(a) ) = r - 1,

Perlu kita catat bahwa untuk pemetaan nilpoten A: V ~ V,
dengan dimR(V) > 0, selalu berlaku dimR( Ker(a) ) = 1.

Buktt Teoremu II: Dalam bagian terakhir dari bukti Teore-
ma I telah kita tunjukkan bahwa untuk vektor v € Ker(A) senan-
tiasa terdapat vektor z € Ker(A) vang bersifat z = y. Sesuai
dengan kenyataan ini misalkan Koy eees Xr adalah vektor-vektor
di Ker{(A) yang bersifat bahwa X, =‘§i untuk semua 1 = 2, ..

1
r. Akan kita tunjukkan bahwa {Aq-l(x), X

L ]

sy xr} adalah su-

r
atu basis dari Ker{A). 2
Pandang kombinasi linier
o Aq_l(x) + o %X, + s.e +txox =0
1 22 r r

di Ker{a). Maka kita punyai kombinasi linier di Ker(x) ber—
ikut:

IE x2 R e xr =0,
atau
%y Yo + .0+ Y, T Q.
Hubungan terakhir ini hanya dipenuhi oleh «, = ... =u =0,

2 r

karena {;ﬁ, ceny ;;} bebas linier. Dengan demikian juga ay =

0. Hal ini membuktikan bahwa {Aq-l(x), Xys wees xr} himpunan
bagian dari Ker(A) yang bebas linier.
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Sekarang_ambil u € Ker(A). Maka berlaku A(w) = Alwy =
atau € Ker(A). Dapat kita tulis

u =

™
)
B
+
+
=
]

dengan & € R, atau
T

[ %]
)
La
-1

Kita perolen

u - (ﬁz %, + ...+ Br xr) € KM Ker(a).

Jadi
u - (FL %+ Fow = A%
1‘2 ) “ea L_r g ,,l. X)),

untuk suatu E‘lﬁ R, atau

- 4971 :
= B + 5 { + L. T B .
us B AT ) e, Xy By %

-1 .
Ini membuktikan bahwa Al (%), x . xr} membangun Ker{a).

2’
o . . -1
Dengan demikian telah kita buktikan bahwa (a4 (X}, X,
ey X } suatu basis dari Ker(A) yang bersifat », = y_ untuk
r i i
semua 1 = 2, ..., r.
3. Dekompostei oion pero ol Ll ot

Dalam bagian ini kita masih tetap bekerja dengan ruang
vektor V yang berdimensi hingga dan positif atas lapangan nya-
ta, dan pemetaan nilpoten pada V. Berikut ini adalah teorema
dekomposisi.
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Teorema I1I. Misalkan A: V + V suatu pemetaan nilpoten
dengan indeks q, dan dimR(Ker(A)) = r. Maka berlaku:

(1)} Terdapat barisan bilangan bulat positif Qs eees QO
dengan q. = q 2Q, 2 .. 29 2 1, dan vektor x ., X di ¥V
1 q2_1 r q -1 r
yang bersifat {A 1 ()5 -.ny A *
aig dari Ker(A).

17 "

(xr)} membentuk suatu bo-

(2) Barisan Gy ees Q tunggal (diteniukan secara tung-
gal oleh pemetaan A).
(3) Misalkan K, menyatakan ruang bagian yang dibangun

q,~-1
oleh {x,, A(x), ..., A i (x))}, wntuk 1=1, ..., r. Haka

V=K @®...Ok.

Sebelum kita membuktikan Teorema II1 1lebih dahulu kita
buktikan sifat berikut, yaitu yang berkaitan dengan pemetaan
nilpoten A: V > V dengan dimR(Ker(A)) = 1.

Sifat. Migalkan dim (V) = n, dan A: V > V suatu pemetaan
nilpoten. Maka permyataan-permyataan berikut ekivalen:

(1) dim (Ker(a)) = 1.

(2) Terdapat x € V dengan sifat {x, A(x), ..., Anql(xl}
membangun V.

(3) Pemetaan A mempunyai indeks nilpoten n.

Untuk » = 1, pernyataan (1), (2), dan (3) jelas berlaku,
Untuk n > 1, bukti Sifat di atas kita lakukan dengan membukti-
kan urutan berlaku (1} =>(3) =>(2) =>(1). Bukti untuk (3>
(2) => (1) tidak sukar, penulis menyerahkannya kepada pembaca.

Bukti (1) => (3): Andaikan A mempunyai indeks nilpoten

q < n. Maka terdapat x € V yang bersifat Aqu(x) # 0. Misalkan
K adalah ruang bagian yang dibangun oleh {x, A(x),

.y

Aq-l(x)}. Dengan demikian ruang faktor V/K mempunyai dimensi
lebih besar dari 0, dan pemetaan A: V/K + V/K yang diinduksi
oleh A bersifat nilpoten dengan dimR(Ker(A)) > 1. Menurut Te-

orema 1I' kita peroleh dimR(Ker(A)) > 2. 1Ini bertentangan de-

ngan yang diketahui. Jadi A mempunyai indeks nilpoten n.
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Sekarang kita buktikan Teorema 111. Adapun pembuktiannya

kita lakukan dengan mengetrapkan induksi matematika pada
dimR(Ker(A)).

Bukti feorema IT1: Untuk r = 1, menurut Sifat di atas ki-
ta perolch:

(1') Terdapat x € V yang bersifat {Aq_l(x)} suatu basis
dari Ker(A).

(2') Barisan q = q, (rterdiri dari satu bilangan) tunggal.
Karena indcks nilpoten g = dimk(V).

(3') Buang vektor V dibangun oleh {x, A(x),..., Aq—l(x)}.
Ruang vektoer V tidak mengalami dekomposisi.

Sekarang kita misalkan bahwa teorema benar untuk pemetaan
nilpoten A dengan dimR(Ker(A)) =r — 1. Selanjutnya kita buk-

tikan bahwa teorema juga benar untuk pemetaan nilpoten A de-
ngan dimR(Kcr(A)) = r,

_, Misalkan x adalah wvektor di V dengan Aq(x) = 0 dan
Al (x) # 0, dan nyatakan ruang bagian yang dibangun oleh {x,

-1 . —

AR, voe, Al {x)} dengan K. Pemetaan A: V/K » V/X, yang di-
induksi oleh pemetaan A: V » V, bersifat nilpoten dengan in-
deks 4, £ q. Menurut Tecrema I, dimR(Ker(A)) =r - 1.

Menurut hipotesa 1Induksi berlaku pernyataan-pernyataan
berikut:

(1") Terdapat barisan bilangan bulat positif Qs +ees 4

dengan q, > ... 2 q_ » 1, dan vektor-vektor y., ..., y_di V/K
2. q it q -1 27 bo
yang bersifat (& 2 (;2), very A r (§r)} membentuk suatu ba-

sis dari Ker(a).
(2'") Barisan Qs =-es 4, tunggal,

(3") Misalkan K, menyatakan ruang bagian yang dibangun
/ >

- . 957t _ :
oleh {Yi: A(yi), ey A 1 (yi)}, untuk 1 = 2, ..., £, Maka

i

vk = K,(D... DK .

Selanjutnya pertama-tama kita tunjukkan bahwa untuk seti-
ap 1 = 2, ..., r terdapat X, € V yang bersifat:

q,-1 4
(a) At (x) ¥ 0 dan A (x) =0,
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;"3 457t
b = A .
(b} A (xi) (yi)
Menurut Teorema II, untuk setiap i = 2, ..., v terdapat vektor
e
z; € Ker(A) vang  bersifat z, = At (yi), dan  himpunan
{Aq_l(x), Z,, ..., £ } membentuk suatu basis dari Ker(A). Se-
lanjutnya r
q.~1 q.-1
- T 1 - _ 1
z, A (yi) A (y)
q,-1
atau z, - At (yi}€’ K, dan dengan demikian dapat kita tulis
q.-1 q.-1
_ i — i . q-1
z; A (yi) aqi_l A () + ... + dq—l A {x}
atau
q;71 4-q,
Z, = A (v, + o %+ + A (x)).
i q.-1 q-1
i
Tulis
Q‘qi
Xi ¥y + Iq_—l X+ L.+ “q—l A (x}),
i
maka X, adalah vektor di V yang kita cari. (Kita percleh x, =
= ] i
¥.).
i

Dengan demikian telah kita buktikan:

(1) Terdapat barisan bilangan bulat positif 9y +e+s 4
r
dengan 9, = 4 z a4, Foaes Z 4. » 1, dan vektor-vektor X| = X,
q;-1 q.-1
Xpp o wees X di V yang bersifat {A (Xl)’ ceey A (x )}

membentuk suatu basis dari Ker(A).
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Menurut hipotesa induksi, barisan s . tunggal.
P 1, 9, BB

Bilangan q adalah indeks nilpoten dari pemetaan A. Dengan de-~
mikian kita peroleh:
(2) Barisan 9 7 9B Uyr =ees 9. tunggal.
Sekarang pandang ruang bagian Ki yang dibangun oleh_{xi,
q.-1

i
A(xi), ceey A

(xi)}, untuk i = 1, ..., r. Akan kita bukti-
kan V = Kl(:)"'(E)Kr' Perlu kita catat bahwa Kl = K, dan me-~
nurut hipotesa induksi berlaku V/K = EZC:)"'(:)KI'

Ambil vektor u € V. Maka untuk u € V/K berlaku

2 r’
dengan Gi&_ Ki’ untuk 1 = 2, ..., r. Kita punyai
u = v2 + + Vr,
atau
- + ... =
u (v2 + Vr) vy
untuk suatu vl€: Kl. Kita peroleh u = vl + .00 v
Jadi r
V=K + ,.. +K
1 r

Sekarang pandang

dengan wiE: Ki, untuk i

»
—

«+sy . Maka berlaku

Dengan demikian ;2 = ..,

I
(e
-
~

dengan ;i.E Ki’ untuk 1
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= ;r = 0. Kita peroleh wie K; jadi wie KN Ki’ untuk i = 2,

...y T. Pandang suatu wi, 2 £ i€ r, dan tulis

dengan Bj € R. Kita punyail

0= W, = BO Xi + Bl A(xi) + ...+ Bq L A (xi),

_ - I P S
dan {xi, A(xi), wesy AT (%)} bebas linier. Kita peroleh 80
1

= ... = Bq -1 = 0. Jadi v, = 0, untuk 1 = 2, ..., r. Akibat~
i
nya, juga W, = Q.
Dengan demikian telah kita buktikan:
(3) v = Kl@...®l(r.

Dengan demikian telah kita buktikan Teorema II1.

Catatan. Hubungan dan sifat berikut dapat kita turunkan
langsung dari Teorema III.

(1) dimR(Ki) =
(23 4
(3) Ak CK_.

(4) Pemetaan A/K.: K. * K, bersifat nilpoten dengan in-
deks qi- * L L

q-
+ ...+ q,

= dimR(V).

(5) Himpunan

r g.-1
X = FJ {x,, A(x.), ..., A t {x_)!
i=1 i i i
membentuk suatu basis dari V, dan terhadap basis ini matriks

pemetaan dari A: V - V mempunvail bentuk kanonik.



106

4, 'ontoh

Misalkan V suatu ruang vektor nyata vang berdimensi 6,
dan A: V - V suatu pemetaan nilpoten dengan indeks 3. Banyak-
nya pemetaan A yang mungkin ditentukan oleh banyaknya barisan
4y +ees 4, yang mungkin.

Untuk permetaan A: Vo o+ V oini kita peroleh barisan-q ber—
ikut:

(1) ;J by qi = 3
(2) u[ = 3, 4T 2, u) = 1
(3) 4y - 3, G, = q,j = qﬁ = 1.

setiap barisan-gq ini menentukan  satu pemetaan A: V > V
yang berturut-turut mempunvai marriks pemetaan kanonik ber-
ikut.

(1) G U 0 v 0 0
1 ¢ 0 o 0 0
O 1 0 0 0 o
0 0 0 0 0 0
0 0o o0 1 46 0
g 0 0 o L 0
(29 b o0 o v u u
1 0 6 0 O 0
0 1 0 u 0 v

U 0 0 1 0 G
g o0 0 0 0 u

(3 ¢ oo 0 0 0
I 0 v u 0 0
o1 0 0 0 0
o e 6 0 0 0
O 0 0 0 0 0
g 0 0 0 0 90
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