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Sari

Tulisan ini memperbaiki syarat cukup yang diusulkan oleh Astuti dkl sehingga implementasi diskret suatu pengendaii kontinu
tetap mengendalikan suatu sistem tak linier konvergen ke suatu bola. Seperti juga dalam Astuti dkk, syarat cukup tersebut dapat
digunakan untuk menentukan batas atas periode cuplik yang akan mcnghasilkan sistem kendali data tercuplik yang bersifat
konvergen. Lebih dari itu, batas atas yang dihasilkan dapat lebih baik dibandingkan dengatr batas atas yang dihasilkan dengan
menggunakan syarat cukup di Astuti dkk. Contoh sederhana diberikan untuk mcmpertunjuklian hasil tersebut.

Kata kunci : sistem tak linier dengan paranrcter tak tentu, si.stem kendali data tercuplik, peiode cuplik, konvergen eksponensial
secaftt seragam dan global, konverg,en a-rimptolik.

Abstract

Extention of upper bound sampling tinres for discrete implementation of a continuous controller

This note improves the sufficient conditions proposed by Astuti er. o/. u'hich guarantee the discrete implementation of a continuous
controlter remains resulting in the cnrnvergencc of a nonlinear system. As in Astuti et. al. the proposed suflicient conditions can be
used to determine an upper bound of sampling times resulting in the convergence of the closed loop sampled data control system.
Further, the obtained upp-r borurd of sampling time can be better than tlre upper bound obtained using the conditions in Astuti ef.
o/. A simple example is givcn to den'lonstrate the result.

Kqntotds: nonlinear rr-stem with paran,eter uncertainties, sampled data control system, sampling time, globally undormly
exponentially convergence, glabally asTnr ptoti cal Iy convergence.

I Pendahuluan

Penggunaan komputer untuk mengimplementasikan
rancangan pengendali tak linier sangatlah diperlukan
karena kompleksnya rancangan. Karena itu, seiring
dengan berkernbangnya metode rancangan pengendali
tak linier akhir-akhir ini, perhatian para peneliti pada
topik pengaruh periode cuplik pada sistem data tercuplik
sernakin meningkat. Hal ini terlihat dalant kepustakaan
saat ini. Misalnya, Sontag [] and [2] mengidentifikasi

' 
syarat-syarat untuk mernpertahattkan sifat keteramatan

. dan keterkendalian suatu sistetn data tercuplik.
Iakubzyk dan Sontag [3], Gizzle dan Kokotovic [4], dan
Lee dkk [5], juga Arapostathis dkk t6l menelaah syarat-
syarat untuk mernpertahankan sifat ekuivalensi linier
dan dapat dilinierkan dengan umpan balik (feedback
linearizable). Dalam area kestabilan, Astuti dkk dalam
[7] menelaah syarat-syarat untuk mempertahankan sifat
kestabilan asirnptotik. Cara menentukan batas atas
periode cuplik yang memenuhi s)'arat-syarat di atas juga

diperkenalkan. Hasil ini kemudian dipe6aiki dalam [8J
untuk memperoleh batas atas yang lebih baik dengan
rnelnperhatikan nonna dari status sistemnya. Kemudian,
pengernbangan dilanjutkan dalam [9] untuk sistem tak
linier yang mengandung parameter tak tentu.

Dalam tulisan ini dikembangkan hasil akhir yang
tersebut di atas untuk dapat memperoleh periode cuplik
yang letrih baik. Periode cuplik ini akan
memper[ahankan sifat konvergen asimptotik ke bola
yang dihasilkan oleh suatu pengendali kontinu untuk
suatu sistern tak linier, kontinu dan mengandung
parameter tak tentu. Untuk itu, pertama-tama akan
dibahas sistem kendali data tercuplik, diikuti dengan
meninjau hasil yang sudah dikembangkan dalam fututi
dkk I9l. Bagian berikutnya mengetengahkan perbaikan
hasil [9]. Selanjutnya, contoh sederhana diberikan untuk
rnernperlihatkan perbaikan tersebut. Akhirnya, tulisan
ini ditutup dengan kesimpulan.
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2 Sistem kendali data tercuPlik

Pandang srtatu sistem tak l inier yang tnengandtrng

paranteter tak tentu yang lnenrenuhi persatlraan

x (r) = F(x(r), u(0, s(/, x(r))) (l)

Di sini / e IR men)'atakan waktu. x e IR' menyatakan

stalus sistetn, dan u e IR'rnenyatakan pcubah tnasukan

pengendali. Sementara itu, pararneter tak tentunya

dinyatakan dalarn peubah 6 yang diasumsikan terletak

dalam suatu hirnpunan yang diketahui dengan notasi A.

Sebagai contoh, A merupakan suatu selang tertutup dan

terbatas; L = l-p,pl ttutuk suattt bilangan positif p.

Asunrsi pertama yang digunakan adalah F kontinu

sehingga keberadaan penyelesaian persamaan (l)

terjanrin untuk setiap syarat awal pada waktu t6, ditulis

xe, dan untuk sebarang masukan pengendali yang

kontinu u. (Lihat Vidyasagar [10]). Kemudian, untuk

rnenrpennudah pengkajian, juga diasumsikan bahrva

rvaktu arval adalah to = 0.

N{isalkan suatu pengendali kontinu untuk (l) diberikan

oleh pcrsatnaan

u(/) = p(x(f)) (2)

dcngan p kontinu terhadap x. Maka, diperolelt suatu

sistern l ingkar terlutup yang dapat dinyatakan dalatn

bcnluk persalnaan

x (r) = F(x(r), p(r(r)), d(/, x(0)) (3)

Asunrsi bcrikutnl'a adalah bahrva sistern l ingkar terlutup

(3) bersifat konvergen eksponensial secara seraganl dan

global @lobally uniformly exponentially convergent

disingkat GUEC) ke suatu bola. Hal ini dinyataan dalam

asurnsi berikut.

Asumsi I Terclapat uatu fungsi yang terdiferensialkan

secara kontinu

I/: IR' -+ IR,

clon beberapa bilongan riil positif v'v,rrz, cx, I'' sehingga

unluk setiapx e lR" dan I e lR berlaku'.

i. wr ll x ll2 < lzlx; < w2 ll x ll2
i i .  < VI,(x), F(x, p(x), 6(t, x)) > < -2a(I/(x) - V') untuk

semua V(x) > y' . I'lotasi YI/(x) menyatakon vektor

gradien clari I/ di x dan <.,.> ntenyolokan hasil koli

r it ik.

Perhatikan bahrva setiap pcnyelesaian dari sistenl

l ingkar tertutup (3) yang ttretnenulti Astrrnsi I akart

rnernenulti ketaksantaan

ll x(r) l l  < / l l  x(0) l l  r-* +"r" untuk sernua I > 0 (4)
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l-
dengan P = ^lb dan r. = .,1; Gtttut Corless [2]).

V tr', I wr

Jadi, suatu pengendali kontinu (2) yang dernikian
rnenghasilkan sistern lingkar tertutup (3) bersifat GTIEC

ke bola denganjari-jari r.,

B(r") = {x e IR' I ll x ll < r"}

dengan laju penurunan o. Dengan kata lain, pengendali

kontinu (2) rnengendalikan status sistern (1) bergerak ke

bola B(r") secara eksponensial sejalan dengan waktu t

nrcnuju t* terlringga.

Dalam Astuti dkk [9] telalt diturunkan suatu syarat

cukup agar implernentasi diskret dari pengendali

kontinu (2) akan mengendalikan status sistem (l)

konvergen asirnptotik (Asymptotically convergent

disingkat AC) ke suatu bola. Syarat cukup ini dapat

digunakan untuk menentukan batas atas periode cuplik
pada irnplernentasi diskret pengendali kontinu yang

akan rnenghasilkan sistettt lingkar tertutup yang bersifat

AC. Dalam tulisan ini hasil i tu diperbaiki. Khususnl'a

diturunkan suatu syarat cukup yang lebih lunak

daripada yang sudalt dihasilkan [9]. Syarat cukup ini
juga dapat digunakan untuk tnenentukan batas atas
periode cuplik yang lebih baik; artinya, batas atas yang

dihasilkan dengan tnenggunakan syarat cukup
perbaikan ini akan lebih besar atau setidaknya salna

dengan batas atas yang dihasilkan dengan menggunakan

syarat cukup di t9l Dengan dernikian, periode cuplik
yang digunakan dalam intplementasi diskret pengendali

kontinu dapat lcbih larnbat.

Untuk itu, berikut ini dikemukakan pengertian sislern
kendali data lercuplik yang merupakan sistern lingkar

tertutup hasil irnplementasi diskret suatu pengendali

kontinu. Misalkan 7 rnenyatakan periode cuplik yang

digunakan dalarn implernentasi diskret. Definisikan

/ o = 0

t1= tP1 + ' f  untuk k = l ,  2 '  . . .

Jadi.

t r=  kT  un tuk  k  =  0 ,  1 ,2 ,  . . -

hnplementasi diskret pengendali kontinu (2) diperolelt
dengan cara tnenahan tnasukan pengendali tetap pada

setiap selang Ltr,, tr,*). Jadi, irnplernentasi diskretnya
akan mernenuhi persamaan

u( t )  =  f ) ( r ( /k ) )  u r t t t t k  tp  3 l  <  tp1

Selarlutnya, sislem kendali data tercuplik sebagai hasil
dari (l) dan (5) adalah sistern lingkar tertutup yang
dinl'atakan olelt persatnaan

x (r) = F(x(r),p(x(rr)), d1i, x1r1;1 unluk 11 I t I t*+t (6)

(s)
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Untuk rnempermudah penulisan, notasi x1 menya(akan
r(rr).

3 Syarat cukup untuk konvergen ke bola

Sudah disebutkan bahwa tulisan ini Inemperbaiki syarat
cukup yang ada dalam t91 Asumsi berikut
merangkumkan syarat cukup tersebut.

Asumsi 2 Terdopat bilangan positif p1, 82, p3 dan Ba
sehingga untuk setiap x. y e IR' dan t e lR berlaktr'.

i .  l lF(x, p(x), {t ,  x)) l l< A l l* l l+ k
ii. ll F(x, p(y), 4t, x)) - F(x, p(x), 4r, x)) ll < B3 ll x - y ll
iii ll vz(x) ll 5 /. ll x Il

Hasil yang diperkenalkan dalam Teoreura I di t9l
adalah sebagai berikut:

Teorema I Perhatikan sistem kendali dota tercuplik
(6\ dan misalkan sistent tersebut nrcmenuhi Asumsi l
dan 2. A{aka, setiap penyelesaian dari (6) adalah
global. Lebih dari ilu, rnisalkan x{T) menyotakan
penyelesaian dari (A untuk periode cuplik T > 0 dan
x,(0) menyatakan penyelesaian (j). IuIaka, terdapat
suatu bilangan positif T" dan suatu -fungsfiak turun

ra ; 10,7') -+ IR dengatt rl0) : rc ,lL ,un,reyo
Y i l r

untuk setiap periode cuplik T e [0,I'), penyelesaian
x,(I) ntenuju bola B(rlT)) jika t mentliu tak terhingga.

Sebelum dibicarakan perbaikan syarat cukut di atas,
bcrikut dikutipkan suatu lerna dari I l] yang akan
digunakan dalam pernbuktian. Bukti lerna dapat dililtat
d i  I l ] .

Lcma 1 lulisalkan x : [0,7) -+ [0,a) suatu fungsi vang
terdiferensialkan untuk semua x(t) > 0 dan menrenuhi

x s 4(x(t)) + b(t) untuk senrua x(t) > 0

dengon a: IR -+ IR suatu fungsi yang kontinu don tak

turun dengan o(0) = 0 clon b i [0,7) --r [0, oo) fitngsi
kontinu. Misalkan pula i: [0,7") -+ [0, o) penyelesaian
dori pe rsom a an d ife ren si a I

AIoko,

i ( t )  = -o1;1r))+b(t)

F (0) = x(0).

x(r) < r(r)

Asumsi 3 Terdapat bilangan ar dan bilangan positif

9o, 9t, dan p7 sehingga untuk setiap x, y e IR' dan t e
IR berlaku:

i .  < x ,  F ( x + y ,  p ( y ) ,  { t ,  x + y ) ) > < a r  l l x l l ' ? + B o l l x  l l
+4 l l x l l l l v l l

ii. < VIl (x), F(x, p(y), {r, x)) - F(x, p(x), {1t, x)) > < k
l l v -x l l .

Sebagai catatan, mudah ditunjukkan bahrva sistem
kendali data tercuplik (6) yang memenuhi Asumsi I dan
Asumsi 2 akan nremenuhi Asumsi I dan Asumsi 3.

Perbaikan yang dilakukan dinyatakan dalam teorema
bcrikut.

Teorcma 2 Misolkan sistem kendali data tercuplik (6)
ntemenuhi Asuntsi I dan 3. h[aka, setiap penyelesaian
dari (6) adalah global. Lebih dari itu, misalkan x,(T)
ntenyatakan penyelesaian dari (Q untuk periode cuplik
7" > 0 dan x,(0) nrenyatakan penyelesaian (3). Maka,
terdapat suatu bilangan positif f don suatu.fungsW

turun rd:[0, ?") -+ IR ctengan rlA) = rc = lV'- 
1l;

sehingga untuk setiop periode cuplik T e [0, I'),
penyelesaian x,(T) nenuju bola B(rlT)) jika t menuju
tak terhingga.

Bukti : Dengan menggunakan induksi matematika pada
/, akan ditunjukkan bahwa seliap penyelesaian x(/)
adalah global dan ditentukan batas atas untuk norm

llx(r) - x/l unluk semua / e [/l, ft*1], & = 0, l, ...,
Misalkan x(r) suatu penyelesaian dari (6) yang
terdefinisi pada selang [0, 11) untuk suatu lc e { 0, l, 2,
...). Jelaslah hal ini berlaku untuk k = 0. Akan
ditunjukkan bahwa penyelesaian x(r) dapat diperluas
pada selang [0, lpr]. Jadi, dengan menggunakan induksi
matematika pada & dapat disirnpulkan bahwa
penyelesaian x(r) dapat diperluas pada selang [0, co).

Perhatikan balrrva penyelesaian x(/) dapat diperluas
pada selang [0,1p+ tp] untuk suatu bilangan positif0 < tp
< L Sekarang definisikan

i (t) = x(r) - xs uutuk setiap ltp, ft + rpl

Diperolelr

r ( / )=  i ( t )
= F(x(r), p(xi), 4r, x(r)))
= F(T (l) + xr, p(xr), 4/, i (t) + xr))

sehingga dengan menerapkan Asumsi 3.i diperoleh

<f (r), i (/) > = <i (r), F(T (t) + x1, p(x6),
d(r, i (r)+ xr)) >
< a,lli (t)ll ' + Bo lli (r) ll +

F' lli (r) llll xr. ll

Untuk lnelihat batas atas dari i (/), didefinisikan

45

untuksemua f e [0,?").

Perbaikan dilakukan dengan
menjadi sebagai berikut.

memperlunak Asurnsi 2
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€(/)=lli (r)lj=<i (/), i (r) >"t untuk setiap t e [ty,t1,+rl

Dalarn hal ini €(4) = 0 dan untuk setiap t e (t6 tp+ r)
dengan €(r) > O diperoleh ((t) diferensiabel dengan

€( t )  =<r ( r ) , i ( r )  t - i . . l ( r ) , t ( r )  t

6( ) - ' . . r ( r ) , i ( r )  >

ia.di, €(r) adhlah suatu fungsi tak negatif yang kontinu
pada [4, tt + rr], diferensiabel padd setiap / dengan
(D > O dan mernenuhi ketaksarnaan

40<c ' f t ( t )+ Fo+ gt l lx r l l

4t)= o

K:tsus l: Jika crl = 0. Dalarn hal ini (r) rnernenuhi
hipotesis dari Lema I untuk fungsi o(r) = 0 sehingga (r)
dibatdsi oleh suatu fi.rngsi. Fungsi batas atas tersebut
merupakan penyelesaian dari persamaan diferensi a I

1(,) = Bo+ Btllxl,ll

€  < , r l =o

I e [t4. tr+ r*l (7)

Dapat ditunjukkan bahrva penyelesaian persalnaan
diferensial (7) berbentuk

{ ro = (Fo + 0,ll xr llx/ - /o) unruk / e lt;, t]+ 4l

karena i frrl =0. Jadi, untuk cr1 = 0 diperoleh

6@ < @o+ $ ll* ll)(/ - r*) untuk r e [4., t1+ 11]

Kasus 2: A * 0. Dalam hal ini. j ika ditulis

$(t) = \1t) e-at l

akan diperoleh 6r(r) suatu fungsi tak negatif yang
kontinu dan diferensiabel pada setiap r dengan 4,(D > 0
dan rnerttenuhi

6 { t ) = ( E . l ) - a 1 ( Q ) ) e - a r l

< (Fu + /, ll x* ll) ,"',
6(/r) = o

Jadi, serupa dengan kasus a1 = 0, fungsi f1(l) rnernenuhi
hipotesis dari Lerna l. Karena itu, untuk kasus as * 0
diperolch

A,+F,l lxt l l  ,  -
E(r) s ---(e-,(t-'r) - l) untuk t e [r^., t1,+ rl

ctl

Dari pernbahasan di atas diperoleh fungsi batas atas
untuk
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llx(r) - xe ll < q, (r - tr, &) untuk

dengan

j ( A  + A  l l x l l ) ) t
o r Q , x )  =  l A t  +  A I I '  l l ) ,  - .

l - \ c
l a t

t e Ith, tp + rll (8)

jika ar = I

- 1 )  j i k a a l  * 0

Karena ruas kanan dari ketaksarnaan (8) terbatas pada
selang [re, h, + 71, dan dengan mernanfaatkan sifat
kekontinuan dari penyelesaian x(/), dapat disirnpulkan
balnva penyelesaian x(l) dapat diperluas sampai dengan
selang [0,rs1]. Sebagairnana sudah dibahas di atas,
dengan menggunakan rnetode induksi matematika
selanjutnya dapat disirnpulkan bahwa penyelesaian x(/)
dapat diperluas pada selang [0, co). Lebih dari itu,
penyelesaian tersebut juga rnemenuhi ketaksarnaan (8).

Untuk rnenunjukkan teorerna didefinisikan kandidat
fungsi Lyapunov sebagai berikut:

I

r7$) = v(x(r))1

dcngan Z adalah fungsi Lyapunov untuk sistern lingkar
tertutup (3) yang rnernenuhi Asurnsi l. Tulis

I

f = 1tt7J Diperoleh bahwa untuk setiap I dengan 7(/)
+ 0 uraka 4 diferensiabel dengan nilai

' I

t1( )  = -y1111- ' (Vl l (x( / ) ) ,x( / ) )  (9)

Sebelurnnya, untuk rnernperrnudah pembahasan, bentuk

. ylz (x(r)), x (r) > diamati terlebih dahulu. Untuk / e
Ut,tprl,

< VZ(x(l)), x (r) > = < VZ(x(/)),F(x(l),p(x),d(r, x(r))) >

, + < VZ(x.(r)),AF(x(/),x1) >^

dcngan

AF(x(r), x1)=F(r(r),p(x), {r, x(r)))-F(x(r),P(x(r)), {r,x(r)))

Selarrjutnya, dengan menggunakan Asurnsi l. i i  dan
Asurnsi 3.i i diperoleh

< V Z( x (/)), x (t) > <-2 a(V (x1 t11 - V' 1 + B =v 1x 1 4; i 1 1 x 1 4-xo1 I

untuk setiap x(r) yang mernenuhi Z(x(r)) 2 tr^. Dengan
rnernperhatikan pendefinisian fungsi q dan.7- lral ini
juga berarti

< VL(x(r)), x (,) > < -2u1t71r)2 - (,t ')2)+ p,a(r)l lx(r)-x1ll

rrntuk sernua t c [tk,tk-tl dengan q(t) > ,t '  .

Sekarang, dengan rnen'substitusikan batas atas dari

q y1u (x(r)), x (l) > yang diperoleh ini pada persarnaan
(9) diperolehsebagai berikut

1(/) =ll i(/) l l=llx(r) - x* l l
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,nit) 
s - q (i(t).- ;\ + 

!tlr{L) 
- rt tl

.untuk gemua I a [t1,1611 dengan ,ilt) > q'. selanjutnya,
dengan .mensubstitusikan batas atas llr(l). -rrll yang
diperoleh dalarn ketaksarnaan (8) diperoleh . . '

n

\ ( t )<-q@(t) -  4 ' )+4orr t  -  ty , ry) .  ( t l )
&

Selariutnya, dengan mendefi nisikan

r7,O = t7(\ - tt' untuk setiap r i [11,[*11

diperoleh bahwa setiap t e [f1,f;a1l denpn 4r(l) > 0, ?r
diferensiabel dengan nilai memenuhi ketaksamaan

,tt$ S-aq{t) + o{t - tp,r)

rh(i= tt&) - rt*
(12)

Serupa dengan pernbahasan di atas, 4t mcmenuhi
hipotesis Lema I selringga terdapat suatu fungsi fr(t)
yang merupakan batas atas dari 4. Lebih lanjut, I
merupakan penyelesaian persamaan diferensial

i tG) = -afi1tl + o{t - ty,4)

ir$)= nlr)- q'

Dapat ditunjukkan bahwa fr berbentuk

a a

or(r)= (l- 
:-^)r' +ffoz@ .

Perhatikan bahrva: : .
L Fungsi X. bersifat l"(0) = I dan l"'(0)' = -q, ( 0.

Karena itu, terdapat suatu bilangan positif Ir
sehingga I(t) < I untuk semua, e (0, fi). Tulis

7t = sup{I> 0ll(l) < I untuk semua r e (0,7)}.

2 .

11n, -ot 0)- = n'
.  .  

t +o+  l '  7 ( t )

sehingga dapat didefinisikan fungsi jari-jari

(10)

ra: [o,f) -+ IR dengan

( t

l t l
l f -  =  - -

l  "  . /w.
roU)=1 

[ '  o r ( r )
lsup'l--
| .  

' t . t ' ' t t - t ( r ) ) lr efO,rlj

l = 0

t  e(0,7 ' )

= c l  = 0

=  Q * d l  = 0

a*a1  *o ,ay  *0

Sebagai catatan, rd merupakan fungsi kontinu yang
tak lurun pada selang [0,/).

Dari hasil pengamatan dan pembentukan fungsi jari-jari
di atas, leorerna akan teftukti jika dapat ditunjukkan
balrwa untuk setiap I e [0,7") penyelesaian x,(?")
konvergen ke bola B(rlT)) jika r menuju tak terhingga.
Pertama, hal ini benar untuk I = 0 karena diketahui
bahrva penyelesaian lingkar tertutup (3) konvergen ke
bola B(r"). Sekarang misalkan I e (0,?') suatu periode
cuplik untuk sistem lingkar tertutup (6). Dengan
menggunakan induksi dan persatnaan (15) diperoleh
bahrva untrrk setiap /i = 1,2,...

t - l

,t& ) < ttQ)x(r|k + o,Q |(rf
i =0

Untuk setiap t ez ltp, taal

ttb <,t(tt)L(r - ti) + Ot(t - tk)

<,t@)A(T)t 1 (t -r1 1 + Q 1'ryfts 
r 
4r l 4r -rr ) + q (r - rr )

s,tert(r)r )"(t -,1 * ffi^U-,rt * ffi (l - t(r -,r ))

snq)r{t' ru - rr7+,{f,rn1T)L(t - tr!+.{l(l -i(, -,r)

Jadi, untuk seti:rp t e [/i,/r*rl

q(t) < nq)1(7)k ).( - trl+,t{ro1T) (16)

Perhatikan bah.va, + € mengakibatkan /c + o. Karena
lirnr-, nQ) = 0, rnaka ketaksamaan (16) rnenghasilkan

lirn 4(r) <,t{roQ)

fi1t1= 141tr1 - q' \e-a(t-'.' . 4/6{/-J!/id.o;l - Q (13)

unfirk setiap, € [rr,tb]rl dengan

o2G) =

Jadi, untuk setiap t e [tr.tprl berlaku

{0-ry's({rr) -4"1;a(t-+).Aryor(r-rrt (14)

Dengan mempertimbang&an Asumsi l.i, khususnya

r1Q) =tz(xr)i r Jflltrll,

ketaksamaan (14) rnenjadi

qos tt&)},(t - rt) + Or( - tr)

dengan

a +(ed  - l )

a l
d(e-t +(o-d - l)

sat

a,(eort - l)+ar(e-d - l)

aa1(a1 + a)

7(t) = s'a *

(t5)
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Karena itu,

n ( t J

, l i r r r l lX, l r ) l l< J: :17;  s r . , ( ' r )

Artinya, penyelesaiau x,('f) konvergen ke bola B(rl7))
j ika t rncnuju tak tcrhingga.

Catatan: Scpintas hasil Teoretna 2 sama dengan
Teorerna I dalam [9]. Nantun, perlu diperhatikan bahu'a
hipotesis yang digunakart dalam kedua teorcttta itu
berbeda. Khususny'a, hipotesis yang digunakan dalau.t
Tcorcrna 2 lebih lunak daripada hipolesis )'r lng
digrruakan di [9]. Artiny'a sistenl kendali data tercuplik
(6) y,ang rnemenuhi hipotesis Teorerna I di [9] dapat
diturlukkan akan rnemenuhi hipotesis Teorerna 2.

Lebih lanjut, sebagairnana yang dibahas dalant [9], dari
bukti Teorerna di atas dapat diturunkan suatu cara untuk
mencntukan batas atas untuk periode cuplik yang akan
rurcnjarnin sistenr kendal data' tercuplik yang
dihasilkannva konvergen ke suatu bola secara
asirnptolik. Khususnl'a, batas alas terscbut, sebut 7",
nrernenuhi persalnaarl

) , ( T ) = l  
" l

Untuk sistcnr kendali yang tencnlu, batas atas yang

dihasilkan derrgan rncrnanfaatkan T'eorcrna 2 disini
dapat lebih baik (lebih besar) j ika dibandingkan dengan
batas atas yang dihasilkan dengan ntemanfaatkan
Teorerna I di [91. I{at ini dibcrikan dalant contoh
berikut. Jadi, Teorerna 2 menrpakan perbaikan dari
Tcorerna I di [9].

Contoh Pandang suatu sislcllt

1'ang berbenluk

r ( t ) = - r + r / + d ( / )

scdcrhana salu oeubalr

(  l 7 )

dengan t, r, a elR, r urcn)'atrkan peubalt stalus dan tr
menyatakan peubah nrasukan. Ftrngsi {l) rnenvalakan
nrasukan gangguan 1'ang tak diketahui, kecuali batas
atasn)'a. Khususul'a, dikcllrhni

l f i r ) l < l  u r r l r r k s c t i r t p  r e  I R

lr4isalkan s suatu bilangan positif 1'ang cukup kccil.
Dengan nrenggunakan rnetode yang dibicarakan dalatu
Corless [I2l diperolelt pengcndll i kontinu )rng
bcrbcntuk

( l t i )

Pcrrgcndali ini urenglusilkan sistenr l irrgkar tertutup l

^ - l
: [ I

-r(/) = -.r - -::-j- + J1r) (19)
l+;2r- ' ri

yang bersifat GUEC ke trola /i(r") clengan r" = J;z
Scbagai catatan, frrngsi p(r) bcrsiftrt

PROC, ITB, VOL. 30,I'IO, 3, ]998

' i  i ;  
F ( x ) l >  I  - l 2 e  r x l - r  u n t r r k s e t i a p  x * 0 .

Selain,itu, p(r) diferensiabcl di setiap r dengan fungsi
dilcrcnsial bcrbentuk

dp(x) = 2t-'

dx l+l2e-txl

Untuk nenurlukkan bahu'a (19) bersifat GUEC,
didcfinisikan kandidat f i.urgsi Lyapunov sebagai berikut:

.  , . v ( x ) = x 2

Jelas bahrva fi.rngsiuH'tnernenuhi Asurnsi 1.i dengan w1 =

rvz = l. Unluk menunjukkan baht'a sistem lingkar
tertutup (19) bcrsifat CUEC, perlu ditunjukkan bahrva
Asurnsi l. i i  berlaku. Perhatikan bahwa

clx
l t .  t

Karcna, i tu,

(  . t - t -  \

<Vl (.r'). F(x. p(r). {r)) > = Zxl - x - tl t, + atrl l
\  l+l2e-'xl )

Berdasarkan sifat fungsi p(x), unluk setiap r * 0
dipcrolclr

<Y lt(x), F(x.p(x),,Xr)) > < -Zx? -12x11 I -l 2e?rl-r I + 2x qr)

Khususnya, untuk setiap I(x) : rz t + dengan
2

rnerlgalur kenrbali bcntuk kclaksarnaan di atas diperoleh

< VI,(x), F(x,p(x),{r)) > 3 -21'(x) + a' -lxl + x{/)

<-z r t i x ) -  9 )
2

karena 16(0l < I rnenghasilkan -lrl + rd(r) < 0. Jadi,
sistern lingkar tertutup (19) memenuhi Asurnsi Lii

dcngan cr = I dan Il = 9. Kor.no rtu, dapat
2

disirnpulkan bahu,a sistern lingkar tertutup (19) bersifat
r;

GUEC ke bola B(r") dengan ," = 
,l; 

. Sckarang akan

ditunjukkan bahu'a sistern data tercuplik yang berbenluk

l  ^ - l -

i ( r ; = - " 1 , 1 -  -  + d ( r )
t l l t €  x L l (20)

1 4 <  l 1 l 1 y 1

menrcnuhi Asuursi 3 serta akan ditenlukan skalar-skalar
yang rncrnenuhi asunrsi tersebut.

j

I

I
)'
T
p(

dc

x(
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Perhatikan bahl'a
i Untuk setiap x, y, t e IR berlaku:

<x, F(x + Y, P(v), qtD >

= x { - ( x  + . r ' t -  # - + d 1 r ; }l+l2e-'.vl

.  2e-txt,
Jfl -- -'-------;- + fc)(r).  

t+l2e- 'y l
< -xt + (l + 2€'r)lx,vl + lxl

ii. Untuk setiap x, y, t t IR berl:rktt
< V(x), F(x,p(v),4t)) - r(r, p(x), &.t)) >
= Zx(p(v) - p(r))

r ln r  a \

< 2 lx l l -Y l l . x - . r  11
dx

untuk suatu c di antara r dan y. Jadi.

I

<Y (x),F(x,p (v), {r))-F(xp(x), d(/)) > <,le- I L' 1x1 z 1x-y1

karena

, d P ( c )  , - ,  
2 e  t  

.  l < 2 t - l'  
dx 

'  
l+ l2c 'x l  '

Dari i. dan i i" dapat disimpulkan balttva (i9) rnetnenuhi
Asuntsi 3 dengan c(r = -1, Fo= t. /Jr "( | + 2'-r;. dart

0z = "t{t . Karena itu, Teorerna 2 berlaku untrrk sisteur
kendali data tercuplik ( I 9) Khususnya. setiap
penyelcsaian (19) adalah global. Juga, terdapat suatu
bilangan posirif I sehingga jika periode cuplik ?",
dengan 0 < Z < 7", maka sistem kendali data tercuplik
(19) bersifat konvergen secara asilnptotik ke suatu bola
B(r).

Batas atas f 'dapat ditentukan sebagai penyelesaian dari

)"(D= t

Dalarn hal ini frrngsi 2(D bcrbentuk

7(D = e-r  -  ( l  +  26 \ (2€ 
t ) {7"- '  +  e-r  -  l } .

Sebagai contoh. j ika diarnbil e = 0,1 akan dipcrolelt
I '=  0,0048.

Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan baltrva
sisteur kendali data tercuplik (19) nernenuhi Asuntsi I

dan  2  dengan  f i  =  ( l  +  2€ t ) ,  F r=  I ,  B3=  2e t ,  da l

fa = 2. Dengan dernikian, batas atas periode cuplik,
yaitu f, dapat juga ditentukan dengan menggunakan
Teorerna I di [9], 1'aitu penyelesaian tak nol dari
persamaan

Kn=r
dengan fungsi ). me.nunrt bukli Teorerna I di [9] adalah

T  ^ - l

i1V = s-ra -J!--11 u(r*aa-r)r - l) +( I + 4e-r)(e-r - l)'  
I + -la-'

Sebagai contoh, jika diambil e = 0,1 akan diperoleh
?- = 0,000025. Tarnpak bahwa hasilnya jauh lebih kccil
dari batas atas yang ditentukan dengan menggunakan
Teorerna 2.

Jadi, dari contoh rni dapat disirnpulkan bahwa Teorema
2 merupakan perbaikan dari hasil di [9].

4 Kesimpulan

Tulisan ini telah berhasil rnernperbaiki syarat cukup
vang diusulkan oleh Astuti dkk di [9] agar irnplernentasi
diskret suatu pengendali kontinu tetap mengendalikan
sistern tak linier konvergen ke suatu bola. Khususnya,
syarat cukup yang diusulkan merupakan syarat'perlu
bagi syarat cukup yang diusulkan di t9l Karena itu,
syarat cukup yang diusulkan lebih lunak. Lcbih dari itu,
syarat cukup yang diusulkan dapat menghasilkan batas
atas yang lebih baik. Contoh sederhana dikaji untuk
rncrnper l ihatkan hal  in i .
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