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Sari

Tulisan ini memperbaiki syarat cukup yang diusulkan oleh Astuti dkk sehingga implementasi diskret suatu pengendali kontinu
tetap mengendalikan suatu sistem tak linier konvergen ke suatu bola. Seperti juga dalam Astuti dkk, syarat cukup tersebut dapat
digunakan untuk menentukan batas atas periode cuplik yang akan menghasilkan sistem kendali data tercuplik yang bersifat
konvergen. Lebih dari itu, batas atas yang dihasilkan dapat lebih baik dibandingkan dengan batas atas yang dihasilkan dengan
menggunakan syarat cukup di Astuti dkk. Contoh sederhana diberikan untuk mempertunjukkan hastl tersebut.

Kata kunci : sistem tak linier dengan parameter tak tentu, sistem kendali data tercuplik, periode cuplik, konvergen eksponensial
secara seragam dan global, konvergen asimptotik.

Abstract

Extention of upper bound sampling times for discrete implementation of a continuous controller

This note improves the sufficient conditions proposed by Astuti et. al. which guarantee the discrete implementation of a continuous
controller remains resulting in the convergence of a nonlinear system. As in Astuti et. al. the proposed sufficient conditions can be
used to determine an upper bound of sampling times resulting in the convergence of the closed loop sampled data control system.
Further, the obtained upper bound of sampling time can be better than the upper bound obtained using the conditions in Astuti et.
al. A simple example is given to demonstrate the result.

Keywords: nonlinear system with parameter uncertainties, sampled data contral system, sampling time, globally uniformly
exponentially convergence, globally asymptotically convergence.

diperkenalkan. Hasil ini kemudian diperbaiki dalam [8]
untuk memperoleh batas atas yang lebih baik dengan
memperhatikan norma dari status sistemnya. Kemudian,
pengembangan dilanjutkan dalam [9] untuk sistem tak
linier yang mengandung parameter tak tentu.

1 Pendahuluan

Penggunaan komputer untuk mengimplementasikan
rancangan pengendali tak linier sangatlah diperlukan
karena kompleksnya rancangan. Karena itu, seiring
dengan berkembangnya metode rancangan pengendali

tak linier akhir-akhir ini, perhatian para peneliti pada
topik pengaruh periode cuplik pada sistem data tercuplik
semakin meningkat. Hal ini terlihat dalam kepustakaan
saat ini. Misalnya, Sontag [1] and [2] mengidentifikasi
* syarat-syarat untuk mempertahankan sifat keteramatan
. dan keterkendalian suatu sistem data tercuplik.
Jakubzyk dan Sontag [3], Gizzle dan Kokotovic [4], dan
Lee dkk [5], juga Arapostathis dkk [6] menelaah syarat-
syarat untuk mempertahankan sifat ekuivalensi linier
dan dapat dilinierkan dengan umpan balik (feedback
linearizable). Dalam area kestabilan, Astuti dkk dalam
|7] menelaah syarat-syarat untuk mempertahankan sifat
kestabilan asimptotik. Cara menentukan batas atas
periode cuplik yang memenuhi syarat-syarat di atas juga

Dalam tulisan ini dikembangkan hasil akhir yang
tersebut di atas untuk dapat memperoleh peiiode cuplik
yang lebih baik. Periode cuplik ini akan
mempertahankan sifat konvergen asimptotik ke bola
yang dihasilkan oleh suatu pengendali kontinu untuk
suatu sistem tak linier, kontinu dan mengandung
parameter tak tentu. Untuk itu, pertama-tama akan
dibahas sistem kendali data tercuplik, diikuti dengan
meninjau hasil yang sudah dikembangkan dalam Astuti .
dkk [9]. Bagian berikutnya mengetengahkan perbaikan
hasil [9]. Selanjutnya, contoh sederhana diberikan untuk
memperlihatkan perbaikan tersebut. Akhirnya, tulisan
ini ditutup dengan kesimpulan.
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2 Sistem kendali data tercuplik

Pandang suatu sistem tak linier yang mengandung
parameter tak tentu yang memenuhi persamaan

x (6) = F(x(®), u(?), 8(t, x()) )

Di sini ¢ € IR menyatakan waktu, x € IR" menyatakan
status sistem, dan u € IR™ menyatakan peubah masukan
pengendali. Sementara itu, parameter tak tentunya
dinyatakan dalam peubah 3 yang diasumsikan terletak
dalam suatu himpunan yang diketahui dengan notasi A.
Sebagai contoh, A merupakan suatu selang tertutup dan
terbatas; A = [-p 0] untuk suatu bilangan positif o

Asumsi pertama yang digunakan adalah F kontinu
schingga keberadaan penyelesaian persamaan (1)
terjamin untuk setiap syarat awal pada waktu ¢, ditulis
Xo, dan untuk sebarang masukan pengendali yang
kontinu u. (Lihat Vidyasagar [10]). Kemudian, untuk
mempermudah  pengkajian, juga diasumsikan bahwa
waktu awal adalah 1, = 0.

Misalkan suatu pengendali kontinu untuk (1) diberikan
oleh persamaan

u(®) = p(x(0) @

dengan p kontinu terhadap x. Maka, diperoleh suatu
sistem lingkar tertutup yang dapat dinyatakan dalam
bentuk persamaan

x (1) = Fx(0), p(x(1)), &, x(1))) 3
Asumsi berikutnya adalah bahwa sistem lingkar tertutup
(3) bersifat konvergen eksponensial secara seragam dan
global (globally uniformly exponentially convergent
disingkat GUEC) ke suatu bola. Hal ini dinyataan dalam
asumsi berikut.

Asumsi 1 Terdapat suatu fungsi yang terdiferensialkan
secara kontinu

I7:IR" - IR,

dan beberapa bilangan riil positif wi, wa, &, 1" sehingga
untuk setiap x € IR" dan t € IR berlaku:

iow | x [P <V swr x|

i, < VIAx), F(x, p(x), 8(t, X)) > < ~2a(H(x) = V') untuk
semua V(x) > V. Notasi VV(x) menyatakan vektor
gradien-dari V di x dan  <.,.> menyatakan hasil kali
titik.

Perhatikan bahwa setiap penyelesaian dari  sistem

lingkar tertutup (3) yang memenuhi Asumsi 1 akan

memenuhi ketaksamaan

Il x(t) || € B x(0) || e * + r. untuk semua £ 2 0 4)
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’ v
dengan g = il dan r. = ” (Lihat Corless [12]).
Wl 1

Jadi, suatu pengendali kontinu (2) yang demikian
menghasilkan sistem lingkar tertutup (3) bersifat GUEC
ke bola dengan jari-jari r.,

Biry={xeIR"|[| x|l <r}

dengan laju penurunan o. Dengan kata lain, pengendali
kontinu (2) mengendalikan status sistem (1) bergerak ke
bola B(r.) secara cksponensial sejalan dengan waktu ¢
menuju tak terhingga.

Dalam Astuti dkk [9] telah diturunkan suatu syarat
cukup agar implementasi diskret dari pengendali
kontinu (2) akan mengendalikan status sistem (1)
konvergen asimptotik (Asymptotically  convergent
disingkat AC) ke suatu bola. Syarat cukup ini dapat
digunakan untuk menentukan batas atas periode cuplik
pada implementasi diskret pengendali kontinu yang
akan menghasilkan sistem lingkar tertutup yang bersifat
AC. Dalam tulisan ini hasil itu diperbaiki. Khususnya
diturunkan suatu syarat cukup yang lebih lunak
daripada yang sudah dihasilkan [9]. Syarat cukup ini
juga dapat digunakan untuk menentukan batas atas
periode cuplik yang lebih baik; artinya, batas atas yang
dihasilkan dengan menggunakan syarat cukup
perbaikan ini akan lebih besar atau sctidaknya sama
dengan batas atas yang dihasilkan dengan menggunakan
syarat cukup di [9]. Dengan demikian, periode cuplik
yang digunakan dalam implementasi diskret pengendali
kontinu dapat lcbih lambat.

Untuk itu, berikut ini dikemukakan pengertian sistem
kendali data tercuplik yang merupakan sistem lingkar
tertutup hasil implementasi diskret suatu pengendali
kontinu. Misalkan 7 menyatakan periode cuplik yang
digunakan dalam implementasi diskret. Definisikan

fo = 0

[k:tk—l+T untuk k=l,2,
Jadi,

t=kT untuk k=0,1,2, ...

Implementasi diskret pengendali kontinu (2) diperoleh
dengan cara menahan masukan pengendali tetap pada
setiap selang [#%, #+1). Jadi, implementasi diskretnya
akan memenuhi persamaan

u(f) = p(x{t))

Selanjutnya, sistem kendali data tercuplik sebagai hasil
dari (1) dan (5) adalah sistem lingkar tertutup yang
dinyatakan oleh persamaan

untuk 4 S <ty 5

X (1) = FO(O.px(r), &b, x()) untuk £, St <ty (6)
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Untuk mempermudah penulisan, notasi x, menyatakan
X(t).

3 Syarat cukup untuk konvergen ke bola

Sudah disebutkan bahwa tulisan ini memperbaiki syarat
cukup yang ada dalam [9]. Asumsi berikut
merangkumkan syarat cukup tersebut.

Asumsi 2 Terdapat bilangan positif [, f, 3 dan S,
sehingga untuk setiap x, y € IR" dan t € IR berlaku:

i [IF(x, p(x), &, ) < Bl x|+ Be
ii. | F(x, p(y), &, x)) - F(x, p(x), &, ) [ Bl x =y |l
WL VEm) < Ball x ||

Hasil yang diperkenalkan dalam Teorema 1 di [9]
adalah sebagai berikut:

Teorema 1  Perhatikan sistem kendali data tercuplik
(6) dan misalkan sistem tersebut memenuhi Asumsi 1
dan 2. Maka, setiap penyelesaian dari (6) adalah
global. Lebih dari itu, misalkan x{T) menyatakan
penyelesaian dari (6) untuk periode cuplik T > 0 dan
x{0) menyatakan penyelesaian (3). Maka, terdapat
suatu bilangan positif T" dan suatu fungsi tak turun

. , 170
rg: [0.T) = IR dengan rf0) = r, = |— sehingga
i

untuk setiap periode cuplik T € |0, T"), penyelesaian
x(T) menuju bola B(rA7)) jika t menuju tak terhingga.

Sebelum dibicarakan perbaikan syarat cukut di atas,
berikut dikutipkan suatu lema dari [11] yang akan
digunakan dalam pembuktian. Bukti lema dapat dilihat
di[11].

Lema 1 Misalkan x : [0,T) — [0, ®) suatu fungsi yang
terdiferensialkan untuk semua x(t) > 0 dan memenuhi

x< —a(x(t)) + b(t) untuk semua x(f) >0

dengan a: IR — IR suatu fungsi yang kontinu dan tak
turun dengan a(0) = 0 dan b : [0,T) — [0, «) fungsi
kontinu. Misalkan pula X : [0,T) — [0, o) penyelesaian
dari persamaan diferensial

F(t) = —a(@ (1)) +b(r)
% (0) = x(0).
Maka,
x(O) < ¥ ()
untuk semua t € [0,7).

Perbaikan dilakukan dengan memperlunak Asumsi 2
menjadi sebagai berikut.
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Asumsi 3 Terdapat bilangan «, dan bilangan positif
Bo. B, dan B sehingga untuk setiap x,y € IR" dan t €
IR berlaku:

io<x, Fx+y, py), &, x+y)><sa | x|P+ Gl x|
+A Iyl

ii. < VIV (x), F(x, p(y), &¢, x)) - F(x, p(x), &¢, x))>< B
ly-x]|.

Sebagai catatan, mudah ditunjukkan bahwa sistem

kendali data tercuplik (6) yang memenuhi Asumsi 1 dan

Asumsi 2 akan memenuhi Asumsi | dan Asumsi 3.

Perbaikan yang dilakukan dinyatakan dalam tcorema
berikut.

Teorema 2 Misalkan sistem kendali data tercuplik (6)
memenuhi Asumsi 1 dan 3. Maka, setiap penyelesaian
dari (6) adalah global. Lebih dari itu, misalkan x(T)
menyatakan penyelesaian dari (6) untuk periode cuplik
T > 0 dan x/(0) menyatakan penyelesaian (3). Maka,
terdapat suatu bilangan positif T" dan suatu fungsi tak

Vv
wi
sehingga untuk setiap periode cuplik T € [0, ),

penyelesaian x(7) menuju bola B(rL7T)) jika t menuju
tak terhingga.

turun rq :[0, 7Y — IR dengan rg0) = r, =

Bukti : Dengan menggunakan induksi matematika pada
k akan ditunjukkan bahwa setiap penyelesaian x(f)
adalah global dan ditentukan batas atas untuk norm
[Ix(O) = x| untuk semua ¢ € {t, fn], Kk =0, 1, ...
Misalkan x(f) suatu penyelesaian dari (6) yang
terdefinisi pada selang {0, ) untuk suatuw k € { 0, 1, 2,
...}. Jelaslah hal-ini berlaku untuk k& = 0. Akan
ditunjukkan bahwa penyelesaian x(f) dapat diperluas
pada selang [0, f+1]. Jadi, dengan menggunakan induksi
matematika pada & dapat disimpulkan bahwa
penyelesaian x(f) dapat diperluas pada selang [0, o).

Perhatikan baliwa penyelesaian x(f) dapat diperluas
pada selang [0, + 7] untuk suatu bilangan positif 0 < 1,
< T. Sekarang definisikan

X () =x(f) - x, untuk setiap [h, f + T
Diperoleh
M= x(

= F(x(0), p(xa), &¢, x(1))
=F(X (1) + x, p(xi), &L, X () +x0)

sehingga dengan menerapkan Asumsi 3.i diperoleh

<O, X)) >= <X ), F(X () + x4, p(xg),
&% (0 %) >
<T@+ ITO+
Bl X () Il xuc i

‘Umuk_ melihat batas atas dari X (1), didefinisikan
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EO=IX @)|=<X (1), X (1) >"* untuk setiap t € [, 1+

Dalam hal ini £(#) = O dan untuk setiap f € (&, & + )
dengan &(f) > 0 diperoleh £(f) diferensiabel dengan

H) =< X(),X(0) > T < X(D.X() >

= £ < X)X >
&N+ Sl xell + fo

Jadi, &(n ‘adalah suatu fungsi tak negatif yang kontinu
pada [t, & + 7, diferensiabel pada setiap ¢ dengan
&r) > 0 dan memenuhi Ketaksamaan

CEDSaEO + ot Bl x|
=0

Kasus 1. Jika oy = 0. Dalam hal ini &¢) memenuhi
hipotesis dari Lema 1 untuk fungsi a(f) = 0 sehingga &)
dibatasi oleh suatu fungsi. Fungsi batas atas tersebut
merupakan penyelesaian dari persamaan diferensial

E@t)y= fo+ x|
E@)=20

ret, e+t @)

Dapat ditunjukkan bahwa penyelesaian persamaan
diferensial (7) berbentuk

E(=Go+AlIxIDE~1) untuk e[t b+
karena E (t) =0. Jadi, untuk o, = 0 diperoleh

S (Bo+ Bl s DU~ 1)
Kasus 2: o # 0. Dalam hal ini, jika ditulis

S =& ™
akan diperoleh &(f) suatu fungsi tak negatif yang

kontinu dan diferensiabel pada setiap f dengan &(r) > 0
dan memenuhi

untuk € {f, te+ 1]

£,(1) = (&)~ ayé(n)e™™"
< (Bo+ Bl x| e™
&) =0
Jadi, serupa dengan kasus ¢ = 0, fungsi & (f) memenuhi

hipotesis dari Lema 1. Karena itu, untuk kasus a; # 0
diperolch

+
A gﬂx—”]*(e“'(’_") ~1) untuk t e [t, &+ 1]
]

s <=

Dari pembahasan di atas diperoleh fungsi batas atas
untuk

s (1) =|IX(=|x () - x|

sebagati berikut
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XD —x | S0 (t—t, X)) untuk £ e [ty 1, + 14 @
dengan

B+A =t jikaa; =0
o) = BB e ) g 2o
B

Karena ruas kanan dari ketaksamaan (8) terbatas pada
selang [f, & + 7], dan dengan memanfaatkan sifat
kekontinuan dari penyelesaian x(¢), dapat disimpulkan
bahwa penyelesaian x(7) dapat diperluas sampai dengan
selang [0,t+1]. Sebagaimana sudah dibahas di atas,
dengan menggunakan metode induksi matematika
selanjutnya dapat disimpulkan bahwa penyelesaian x(f)
dapat diperluas pada selang [0, o). Lebih dari itu,
penyelesaian tersebut juga memenuhi ketaksamaan (8).

Untuk menunjukkan teorema didefinisikan kandidat
fungsi Lyapunov sebagai berikut:

1
n(t) = V(x() 2
dengan V adalah fungsi Lyapunov untuk sistem lingkar

tertutup (3) yang memenuhi Asumsi 1. Tulis
1

7" = (V) 2 Diperoleh bahwa untuk setiap ¢ dengan 7(?)
# 0 maka 7 diferensiabel dengan nilai

. l _ .
rm)=3wu)%VVua»Aa» 9)

Sebelumnya, untuk mempermudah pembahasan, bentuk

< VIV (x(), x (1) > diamati terlebih dahulu. Untuk ¢ €
£ tent ],

< V), X (0> = < VIR0), F&0,p(5), 8, x(1)) >

< = < VPx(),F(x(0),p(x(), X£,x(£)))>
. + < VI, (0),AF(x(),x;) >°

dengan

AF(x(0), x)=F(\{0),p(x,), &t X(0)))~F (x (), p(x(0)), Xt ,x(1)))
Selanjutnya, dengan menggunakan Asumsi l.ii dan
Asumsi 3.11 diperoleh

<VHX(), x () >S—2a(V(X(f))—V')+ﬂ:V(X(t))% lIx()—x]
untuk setiap x() yang memenuhi I'/(‘x(.t)) > I*. Dengan
memperhatikan pendefinisian fungsi # dan. 7 hal ini
Jjuga berarti

<VE(®), X (1) > < =20((1) - (7)) + Banx(-xi]
untuk semua ¢ « [f;, 4] dengan n() = 7.

Sekarang, dengan mensubstitusikan batas atas dari

< VI (x(1)), r{(t) > yang diperoleh ini pada persamaan
(9) diperoleh
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1105 -a -5+ s - xil (10)

.dnipk semua f € [f,fe1] dengan 7(f) 2 77°. Selanjutnya,
dengan mensubstitusikan batas atas ||x(f), -xd| yang
* -diperoleh dalam ketaksamaan (8) diperoleh )

nny<-em)-n") +£}o‘(1 - 4.%) (in

Selanjutnya, dengan mendefinisikan

m® = n() - rf untuk setiap £ € [fi,fen]

diperoleh bahwa setiap f € [fi,f1] dengan m(1) > 0, 7
diferensiabel dengan nilai memenuhi ketaksamaan

() S —am(®) + o1(t = b, X)

mte) = 9t — 4*

(12)

Serupa dengan pembahasan di atas, h. memenuhi
hipotesis Lema 1 schingga terdapat suatu fungsi 7 (1)

yang merupakan batas atas dari 7. Lebih lanjut, 7,
merupakan penyelesaian persamaan diferensial

() =~am(1) + o, (t - 4 %)
) =nt)-n"
Dapat ditunjukkan bahwa 7, berbentuk
70= )=o) + oAl ooy (13)

untuk setiap ¢ € [fi,fin] dengan

at

[g:_(e_l_.__l.)., gal =0

a

—at -at

0,(1) =4 ale” +(a 1), za+a; =0
aq,

ay! -at
ae™ -Drale -1 oa+a; #0,a %0
| aa|(a) +a)

Jadi, untuk setiap ¢ € [fi.fr+1] berlaku

WO~ 0" S Ol )=~n e ¢ o &—@?MW- w (19
Dengan mempertimbangkan Asumsi 1.i, khususnya

M) = V(xe)T > ol
ketaksamaan (14) menjadi
) < ML = 1) + Oy (¢ - ) (15)

dengan

BB

_ -at
A =es 2;/‘"’1 0y(1:)
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ow=a-ey + 2o

Perhatikan bahwa: , o

1. Fungsi A bersifat A(0) = 1 dan A'(0) = —a < 0.
Karena itu, terdapat suatu bilangan positif T
sehingga A(f) <1 untuk semua ¢ € (0, Ty). Tulis

T* = sup{T > O[]A(f) < 1 untuk semua ¢ € (0,7)}.

lim 210) =
10+ 1= A1)

schingga dapat didefinisikan fungsi
r4:[0,7) - IR dengan

jari-jari

7]‘

rc=ﬁ t=0

ra() = { 0,(1)
sup

—wmlr € (O,t)} te(0,T")
\

Sebagai catatan, r; merupakan fungsi kontinu yang
tak turun pada selang [0,7").

Dari hasil pengamatan dan pembentukan fungsi jari-jari
di atas, teorema akan terbukti jika dapat ditunjukkan
bahwa untuk setiap T € {0,77) penyelesaian x{T)
konvergen ke bola B(r(T)) jika t menuju tak terhingga.
Pertama, hal ini benar untuk 7 = 0 karena diketahui
bahwa penyelesaian lingkar tertutup (3) konvergen ke
bola B(r.). Sekarang misalkan T € (0,7 suatu periode
cuplik untuk sistem lingkar tertutup (6). Dengan
menggunakan induksi dan persamaan (15) diperoleh
bahwa untuk setiap A = 1,2,...

k-1
n(1) S nOATY + 0Ty ATY
i=0
Untuk setiap ¢ € [t, ten]
N < N - B) + O~ 1)
S HOATY A= 1)+ 0,(:r)z:;;.(r)‘;.(x ~4)+ Ot 1)

o(T)
1- 4T)

~ Ot-4) .\ ..
A '*)+l-1(1-ln)(l A -4)

SO A - 1)+
S HOTY 1 = 1) + o0 rf(TIAU = 13) + i (1= At = 1,))
Jadi, untuk setiap ¢ € [f,tn]
1) S nOVAT AL 1)+ w1y (T) (16)

Perhatikan bahva ¢ — oo mengakibatkan k — oo, Karcna
My A7) = 9, maka ketaksamaan (16) menghasilkan

limnt) < ,/w, ry(T)
{—»o0
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Karena itu,
. 1) ]
Hm || X, (D))< lim—7= < ry(7)
{—>0 {—>0 ’“’1

Artinya, penyelesaian x(T) konvergen ke bola B(rA7))
jika r menuju tak terhingga.

Catatan: Scpintas hasil Teorema 2 sama dengan
Teorema 1 dalam [9]. Namun, perlu diperhatikan bahwa
hipotesis yang digunakan dalam kedua teorcma itu
berbeda. Khususnya, hipotesis yang digunakan dalam
Tecorema 2 lebih lunak daripada hipotesis yang
digunakan di [9]. Artinya sistem kendali data tercuplik
(6) yang memenuhi hipotesis Teorema 1 di [9] dapat
ditunjukkan akan memenuhi hipotesis Teorema 2.

Lebih lanjut, scbagaimana yang dibahas dalam [9], dari
bukti Teorema di atas dapat diturunkan suatu cara untuk
mencntukan batas atas untuk periode cuplik yang akan
menjamin  sistem  kendali  data= tercuplik  yang
dihasilkannya konvergen ke suatu bola secara
asimptotik. Khususnya, batas atas terscbut, sebut 7,
memenuhi persamaan

WTH=1

Untuk sistem kendali yang tertentu, batas atas yang
dihasilkan dengan mcmanfaatkan Teorema 2 disini
dapat lebih baik (lebih besar) jika dibandingkan dengan
batas atas yang dihasilkan dengan  memanfaatkan

Teorema 1 di [9]. Hal ini diberikan dalam contoh.

berikut. Jadi, Tecorema 2 merupakan perbaikan dari
Tcorema 1 di [9]. :

Conteh  Pandang suatu sistem scderhana satu peubah
vang berbentuk

()= ~x+u+8() (7

dengan ¢, x, u €IR, x menyatakan peubah status dan »
menyatakan peubah masukan. Fungsi &r) menyatakan
masukan gangguan yang tak diketahui, kecuali batas
atasnya. Khususnya, diketahui )

|0l < 1

Misalkan € suatu bilangan positif yang cukup kecil.
Dengan menggunakan metode yang dibicarakan dalamn

untuk setiap felR

Corless [12} diperoleh pengendali  kontinu  yang
berbentuk
-
plx) = - = | (18)
1+26 x|

Pengendali ini menghasilkan sistem lingkar fertutup

771
1427y

x()=-x- +8(1) (19)

yang bersifat GUEC ke bola 5(r;) dengan r, = Je2
Scbagai catatan, fungsi p(x) bersifat
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t P 121 -2 %" untuk setiap x = 0.

Selain: itir, p(x) diferensiabel di setiap x dengan fungsi
diferensial berbentuk )

dp(x) _ 267!
dx 1+267 x|

Untuk menunjukkan bahwa (19) bersifat GUEC,
didefinisikan kandidat fungsi Lyapunov sebagai berikut:

Vix) = x?

Jelas bahwa fungsi #'inemenuhi Asumsi 1.i dengan w, =
w> = 1. Untuk menunjukkan bahwa sistem lingkar
tertutup (19) bersifat GUEC, perlu ditunjukkan bahwa
Asumsi 1.1 berlaku. Perhatikan bahwa

i
e V)= ‘—d;z 2x

S

Karcna itu,

2 'x
14267 x|

<VIx), F(x, p(x), &) > = L\{— X - + 5(!)]

Berdasarkan sifat fungsi p(x), untuk setiap x # 0
dipcrolch

<VVE),Fp(e), &) >< =25 2x|{ 1-]2e> "} + 2x &P

Khususnya, untuk setiap I(x) = x’

£
> — dengan
5 8
mengatur kembali bentuk ketaksamaan di atas diperoleh
< VH(), Fxp(x).&0) > < 2V(x) + &' —fx| + x&1)
£
<=2000) - —
| (M) 2) A
karena |5(t)] < 1 menghasilkan —{x| + x&f) < 0. Jadi,
sistem lingkar fertutup (19) memenuhi Asumsi L.ii
dengan o = 1 dan V' = —;— Karena itu, dapat

disimpulkan bahwa sistem lingkar tertutup (19) bersifat

GUEC ke bola B(r.) dengan r, = \/% Sckarang akan

ditunjukkan-bahwa sistem data tercuplik yang berbentuk <
y ol C
1) = —x(t) - ———F— 4 5(1) /
H{267 x4 (20) y
L1 < T

k= k+l
o

memenuhi Asumsi 3 serta akan ditentukan skalar-skalar
vang mcmenuhi asumsi tersebut.

A(
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Perhatikan bahwa
i Untuk setiap x, y, t € IR berlaku:
<x, Fix +y, p(v), &) >

2 ,
=) - e 80}

S=x*+ (1 + 26| + |x]
il Untuk setiap x, y, ¢ € IR berlaku
< V(x), Flx,p(v), &) ~ F(x, p(x), &)} >
=2x(p() - p(x))
d,
< 2] L ey
dx
untuk suatu ¢ di antara x dan y. Jadi,
1
<V, F e, p(v), ) ~Flx,p(x), K1) > 467V (x)2 ey
karena

-1
Idp(C) = 2e <2

dx 1+2e ')

Dari i. dan ii. dapat disimpulkan bahwa (19) memenuhi
Asumsi 3 dengan oy = -1, fo =1, fy =( 1+ 25']), dan
b= 46", Karena itu, Teorema 2 berlaku untuk sistem
kendali data tercuplik (19). Khususnya, setiap
penyelesaian (19) adalah global. Juga, terdapat suatu
bilangan positif 7° schingga jika periode cuplik T,
dengan 0 < 7 < 7", maka sistem kendali data tercuplik
(19) bersifat konvergen secara asimptotik ke suatu bola
B(rd)‘

Batas atas 7~ dapat ditentukan sebagai penyelesaian dari
MD=1
Dalam hal ini fungsi A(T) berbentuk
AD=e - +26HQeNTe T +e -1},
SE:bagai contoh, jika diambil € = 0,1 akan dipcroleh
T =0,0048.

Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa
sistem kendali data tercuplik (19) memenuhi Asumsi |
dan 2 dengan S, = (1 + 26"), B =1, Bs = 267, dan
B: = 2. Dengan demikian, batas atas periode cuplik,
yaitu 7°, dapat juga ditentukan dengan menggunakan
Teorema 1 di [9], yaitu penyelesaian tak nol dari
persamaan

A =1

" dengan fungsi A menurut bukti Teorema 1 di [9] adalah

_] )
i:(( SH4EIT 41 + 47N - 1)

~ T
A =¢ '+
D 1+4¢
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Sebagai contoh, jika diambil € = 0,1 akan diperoleh
T =0,000025. Tampak bahwa hasilnya jauh lebih kecil
dari batas atas yang ditentukan dengan menggunakan
Teorema 2.

Jadi, dari contoh ini dapat disimpulkan bahwa Teorema
2 merupakan perbaikan dari hasil di [9].

4 Kesimpulan

Tulisan ini telah berhasil memperbaiki syarat cukup
vang diusulkan oleh Astuti dkk di [9] agar implementasi
diskret suatu pengendali kontinu tetap mengendalikan
sistem tak linier konvergen ke suatu bola. Khususnya,
syarat cukup yang diusulkan merupakan syarat perlu
bagi syarat cukup yang diusulkan di [9]. Karena itu,
syarat cukup yang diusulkan lebih lunak. Lebih dari itu,
syarat cukup yang diusulkan dapat menghasilkan batas
atas yang lebih baik. Contoh sederhana dikaji untuk
memperlihatkan hal ini.
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