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Para optimizar una funciéon convexa no diferenciable es necesario escribirla
como una composicion de otras funciones, de tal forma que la funcion resultante
sea una funcién convexa. Ademas determinar el subgradiente de la funcién en
los puntos factibles y determinar el hiperplano de soporte en estos puntos. Se
determina la condicion de primer orden, asi como también una condicién de

regularidad y determinar la condicion de segundo orden.
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OPTIMIZACION PARA FUNCIONES CONVEXAS NO

DIFERENCIABLES

RESUMEN

El objetivo de la presente tesis es determinar la existencia de valores 6ptimos,

para funciones convexas no diferenciables, solo con la condiciéon de continuidad.

En el primer captitulo se desarrollo el plantemiento del problema, se planted la
situsion problematica, formulacion, justificacion, objeivos e hipétesis. Para el segundo
capitulo se desarrollé la teoria basica del andlisis convexo, para obtener la
generalizacion de la derivada para funciones convexas diferenciables y no
diferenciables, esto determinando un hiperplano de soporte en el punto de interés, se
introducen algunos conceptos y propiedades de subgradiente y la generalizacion de la
diferenciabilidad. En el tercer capitulo se determinaron las condiciones de existencia de
valores Optimos para funciones convexas no diferenciables, para ello se planteé el
problema primario, asi como también problema dual. Se determinaron las condiciones

de primer orden, segundo orden y una condicién de regularidad.

Se concluy6 que un problema de optimizacion convexa no diferenciable posee
valores 6ptimos bajo las condiciones necesarias de primery segundo orden, solo con la

condicion de continuidad.

PALABRAS CLAVES

Conjunto convexo, funcién convexa, Subdiferencial, gradiente generalizado, valores

optimos..



OPTIMIZATION FOR NONSMOOTH CONVEX

FUNCTIONS

ABSTRACT

The objective of this thesis is to determine the existence of optimal values, for

nonsmooth convex functions, only with the condition of continuity.

In the first chapter the problem statement was developed, the problematic
situation, formulation, justification, objectives and hypotheses were raised. For the
second chapter is the basic theory of convex analysis, to obtain the generalization of the
derivative for differentiable and nonsmooth convex functions, this determining a support
hyperplane at the point of interest, some concepts and properties of subgradient are
introduced and the generalization of differentiability. In the third chapter the conditions of
existence of optimal values for nonsmooth convex functions are determined, for this the
primary problem was posed, as well as the dual problem. The conditions of first order,

second order and a condition of regularity were determined.

It was concluded that a nonsmooth convex optimization problem has optimal
values under the necessary first and second order conditions, only with the condition of

continuity.

KEY WORDS

Convex set, convex function, Subdifferential, generalized gradient, optimal values.



INTRODUCCION

La investigacion de operaciones fue reconocida como una nueva area de
investigacion cientifica durante la segunda guerra mundial. Como todos los avances de
la ciencia, estos surgen para solucionar problemas, en este caso el propésito fue reducir
costos del ejército y aumentar las pérdidas del enemigo. La investigaciéon de

operaciones es una herramienta importante para la toma de decisiones.

Entre las técnicas de la investigacion de operaciones mas desarrolladas
encontramos la programacion lineal, que se ocupa de los modelos en los que la funcion
objetivo, asi como las restricciones, son lineales. Para solucionar este tipo de programas

surgen varios métodos, entre los mas conocidos esta el método simplex.

Con el transcurso del tiempo se han desarrollado otro tipo de métodos que ha
dado lugar a la programacion No lineal, a la programacion lineal entera, a la

programacion multiobjetivo, entre otras.

Para encontrar una solucién oOptima de los problemas de programacion, la
convexidad desempefia un papel fundamental, es sabido que sobre la hipétesis de
convexidad las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad son triviales, las

cuales garantizan la existencia de los puntos 6ptimos.

Muchos problemas de optimizacién incluyen funciones no diferenciables. Estos
problemas no se dejan resolver por los algoritmos clasicos desarrollados. La necesidad
de crear nuevos métodos, para resolver estos problemas, condujo al desarrollo del
campo de la optimizacion no diferenciable, que es muy reciente, su conocimiento se

inicia entre 1975y 1980.
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Un concepto muy importante para el desarrollo de la teoria de optimizacion para
funciones convexas no diferenciables, es el subdiferencial, que se puede considerar
como un equivalente a la nocion de derivada. Las reglas de calculo clasicas se pudieron
desarrollar con naturalidad. La primera extensiéon fue la clase de funciones
lipschitzianas, este estudio lo realizé F. H. Clarke, introduciendo la nocién de gradiente

generalizado.

Para la solucién de problemas de optimizacion no diferenciable, se requieren el
célculo del subdiferencial, se pueden distinguir dos clases basicas, las cuales son:
Métodos de gradiente generalizado y el método de planos de corte. Otra técnica es
utilizar el operador préximo. El operador préoximo de una funcién convexa es una
extension natural de la nocion de proyeccién sobre un conjunto convexo. (Nava Manzo,

2015)

En el presente trabajo desarrollaremos los conceptos basicos del analisis
convexo, la optimizacion diferenciable y la optimizacion no diferenciable, para

determinar la solucién de este Ultimo tipo de problemas.

Xl
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CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DE

INVESTIGACION

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

.1 SITUACION PROBLEMATICA

A través de la historia la necesidad de optimizar ciertos procesos y
recursos ha sido una preocupacion permanente del hombre, para este fin se
desarrollé la investigacion de operaciones que tiene sus inicios y mayor
énfasis en la segunda guerra mundial donde se desarrollaron muchos
métodos para solucionar los llamados problemas de programacion lineal, asi
por ejemplo surge el método simplex. Los problemas que envuelven un
objetivo Unico de los modelos de optimizacion y sus técnicas puedan
minimizar (0 maximizar) una funcion, pero este no siempre es lineal, podria
ser de varias variables o ser convexa o tener caracteristicas propias del
problema a programar.

Para encontrar una solucion 6ptima de los problemas de programacion,
la convexidad desempefia un papel fundamental, es sabido que sobre la
hipétesis de convexidad las condiciones necesarias y suficientes de
optimalidad son triviales, las cuales garantizan la existencia de los puntos
optimos (eficientes), pero que pasa con las funciones convexas que no son

diferenciables.
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Las preguntas inmediatas serian si la funcion es continua y si es posible
minimizar (maximizar) este tipo de funciones en un punto dado.

En el presente trabajo desarrollaremos la teoria de optimizacion de
funciones convexas no diferenciables y para ello utilizaremos el concepto de

subdiferenciabilidad en los puntos donde la funcién no es diferenciable.

1.1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
En problemas de optimizacién se requiere que la funcién objetivo sea
convexa, para asegurar la existencia de una solucién éptima minima o una
solucion éptima maxima. Si la funcion objetivo ademas es no diferenciable,
se utilizara la subdiferenciabilidad, para lo que es necesario conocer la teoria
de separabilidad de espacios vectoriales topoldgicos, asi como también, la

semicontinuidad.

1.1.21 PROBLEMA GENERAL
¢Es posible encontrar valores Optimos para funciones convexas no

diferenciables, solo con la condicién de continuidad?

1.1.2.2 PROBLEMA ESPECIFICOS

a) ¢Es posible generalizar el concepto de derivada para funciones
convexas diferenciables?

b) ¢Es posible determinar un equivalente de la derivada para funciones
convexas no diferenciables?

c) ¢Es posible determinar un valor 6ptimo para funciones convexas no

diferenciables?

14



1.1.3 JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

En el modelamiento de problemas de optimizacién en computacion,
ingenieria y ciencias, se incluyen funciones convexas que no necesariamente
son diferenciables. Esto genera un problema al momento de buscar la
solucion de dichos problemas, muchas veces no se logra encontrar esa
solucion, no porque el modelo este mal, sino que se deben incluir otras
condiciones para poder encontrar el valor 6ptimo. En consecuencia, se han
creado nuevos métodos, que condujeron al desarrollo del campo de la

optimizacion no diferenciable, que se inicia entre 1975 y 1980.

1.1.4 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1141 OBJETIVO GENERAL
Determinar la existencia de valores optimos para funciones convexas no
diferenciables, solo con la condicién de continuidad.
1.1.4.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
a) Obtener la generalizacion de la derivada para funciones convexas
diferenciables.
b) Determinar un equivalente de la derivada para funciones convexas no
diferenciables.
c) Determinar las condiciones de existencia de valores éptimos para

funciones convexas no diferenciables.

15



1.2

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

1.2.1 ANTECEDENTES INTERNACIONALES

Nava, R. (2015), realiz6 la investigacion: “Funciones convexas no
diferenciables”, para obtener el grado de Maestro en Ciencias en la
Universidad Auténoma Metropolitana México. El objetivo de la
investigacién fue estudiar diversos métodos (subgradiente, bundle y
métodos con operador proximo) utilizados para resolver problemas de
optimizacion no diferenciable, aplicarlos a una serie de problemas y
comparar los resultados con otros métodos de la literatura. La

investigacion llego a las siguientes conclusiones:

1. “El método de subgradiente es facil de implementar, sin
embargo, determinar el subdiferencial de cualquier funcion no
es simple, por lo que el método de subgradiente, aunque es facil
de implementar, presenta complicaciones al momento de
encontrar el subgradiente de la funcion en cada iteracion” (Nava

Manzo, 2015)

2. “El método bundle permite tener un método con muchas

propiedades utiles, entre las cuales esta el tener un criterio de

paro que no depende del conocimiento del punto éptimo.

16



3. Ademés, aunque el método bundle requiere del célculo de
subgradientes en cada iteracion, otorga una manera de elegir
un subgradiente adecuado en cada iteracion” (Nava Manzo,

2015)

4. Laregularizacion de Moreau-Yosida tiene la ventaja que puede
obtenerse de manera explicita, lo cual es muy util al momento

de programar. (Nava Manzo, 2015)

5. Los métodos de punto préximo y gradiente proximo son
sencillos de implementar computacionalmente ya que solo
necesitan el célculo del operador proximo de la funcion a

minimizar. (Nava Manzo, 2015)

6. La convergencia de todos los métodos estudiados en este
trabajo no dependen del punto inicial elegido, lo cual es una
ventaja muy grande al momento de aplicarlos a problemas no
diferenciables (incluso problemas diferenciables). (Nava

Manzo, 2015)

Vera, C. (2006), realiz6 la investigacion: “Existencia y condiciones de
optimizacion vectorial no convexa”, para obtener el grado de Doctor en
Ciencias Aplicadas con mencién en Ingenieria Matematica en la

Universidad de concepcion en Concepcion Chile.
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El objetivo de la investigacion fue estudiar las propiedades de los minimos

vectoriales débilmente eficientes, bajo hipotesis de convexidad
generalizada. La investigacion llego a las siguientes conclusiones:

1. Se encontraron minimos débiles eficientes, cuando el dominio

de la funcion vectorial son nimeros reales y que cumplen un

tipo de diferenciabilidad generalizada, sin hipétesis de

diferenciabilidad. (Vera Donoso, 2006)

2. Cuando el dominio de la funcion vectorial es un subconjunto de
los numeros reales, de recorrido bidimensionesl y sus
componentes son  casiconvexas, sSin  hipétesis de

diferencibilidad. (Vera Donoso, 2006)

3. Se encuentra una caracterizacion del caso estudiado que
permite elaborar un algoritmo de tiempo finito, para calcular
soluciones débiles eficientes y el supremo del conjunto de

minimos débiles eficientes. (Vera Donoso, 2006)

1.2.2 ANTECEDENTES NACIONALES

Villavicencio P. (2013), realizo la investigacion: “Condiciones de Kuhn-Tucker en
la Optimizacién no lineal Convexa”, para optar al grado académico de Maestro
en Matematica en la Escuela de Posgrado de la Universidad Nacional San

Antonio Abad del Cusco.
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El objetivo general de la investigacion fue explicar y analizar un método de
optimizacion aplicable a problemas de optimizacién no lineal, donde la funcién
objetivo como las funciones de restriccion son funciones de clase €2,

. La investigacion llego a las siguientes conclusiones:

1. Paraque X, € E", sea una solucion optima del problema de optimizacion
no lineal convexa diferenciable, es necesario y suficiente que satisfaga

todas las condiciones de Kuhn — Tucker.

2. Las condiciones de Kuhn — Tucker son una generalizacion del método
de Lagrange para problemas condicionados no lineales convexos y
diferenciables, puesto que las funciones de restricciones del problema
incluyen funciones de restricciones con desigualdades en los que una o

mas de las variables es no lineal.

3. Las condiciones de Kuhn — Tucker son importantes para encontrar la
solucion 6ptima de problemas de optimizacion no lineal convexa. En el
sentido de que muestran que una solucion local 6ptima es una solucién

optima global del problema no lineal convexo dado.

Borda D. (2013), realiz6 la investigacion: “Convergencia del Método de
punto proximal con distancia homogénea de orden r en optimizacion
convexa”, para optar el Titulo profesional de Licenciado en Matematica en
la Universidad Nacional del Callao, Facultad de Ciencias Naturales y

Matematica.
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El objetivo general de la investigacion fue analizar la convergencia del

método del punto proximal. La investigacién llego a las siguientes

conclusiones:

1.

Gimaray,

En esta tesis hemos recopilado resultados de la convergencia
del método del punto proximal con la distancia homogénea de
orden dos presentado por Auslender, Ben tiba y Teboulle en
1999 y adaptamos para distancia homogénea de orden r
conservando que las propiedades de homogeneidad se
verifican al igual que la convergencia hacia un punto Optimo.
Esta tesis puede mejorarse el algoritmo usando en el sentido
computacional, como se puede corroborar en distintas
investigaciones en la actualidad. (Borda Marcatinco, 2013)

Espero que este trabajo de tesis sirva como referencia para
futuros trabajos de investigacion que se puedan realizar, pues
hay otros detalles por explorar, tanto en el aspecto tedrico
como computacional, dado su importancia en os distintos

campos de la Ingenieria y Economia. (Borda Marcatinco, 2013)

H (1989), realizé la investigacion: “Optimizacién no

diferenciable”, para obtener el grado académico de Magister en

Matematicas en la Universidad Nacional de Ingenieria Facultad de

Ciencias. El objetivo de la investigacion fue estudiar la optimizacion no

diferenciable. La investigacion llego a las siguientes conclusiones:

20



1. El concepto de subdiferenciabilidad constituye una generalizacion

de diferenciabilidad.

2. Las funciones conjugadas proporcionan una util herramienta para

investigar propiedades de conjuntos convexos Yy funciones

convexas.

1.3 HIPOTESIS Y VARIABLES

1.3.1 HIPOTESIS

1311

HIPOTESIS GENERAL

Existen valores optimos para funciones convexas no

diferenciables, solo con la condicién de continuidad.

1.31.2

a.

HIPOTESIS ESPECIFICA

Existe una generalizacion de la derivada para funciones
convexas diferenciables.

Es posible determinar un equivalente derivada para
funciones convexas no diferenciables.

Existen condiciones de existencia de valores 6ptimos para

funciones convexas no diferenciables.

1.3.2 IDENTIFICACION DE VARIABLES

1.3.21

1.3.2.2

VARIABLE INDEPENDIENTE
Funciones continuas
VARIABLE DEPENDIENTE

Valores 6ptimos de funciones convexas no diferenciables.

21



1.4 METODOLOGIA
1.4.1 TIPO Y NIVEL DE INVESTIGACION.
Segun (Hernandez, 2014), el enfoque cualitativo utiliza la recoleccion de datos
sin medicion numérica para descubrir o afirmar preguntas de investigacion en
el proceso de interpretacion. Por lo tanto el presente trabajo tiene un enfoque
cualitativo. Segun el objetivo del estudio, el trabajo corresponde a una
investigacion pura o tedrica, ademas se realizara a nivel Exploratorio
(Cris6stomo).

1.4.2 UNIDAD DE ANALISIS

Se estudiaran a las funciones convexas no diferenciables.

1.4.3 TECNICAS DE RECOLECCION DE DATOS E INFORMACION

La informacion se recolectara de libros y trabajos de investigacion relacionados al

tema.

22



CAPITULO Il: MARCO TEORICO

2.1. PRELIMINARES

DEFINICION 2.1.1. Sea X un espacio vectorial real. Sean C y D subconjuntos de

X,y seaz € X. Se definen los siguientes conjuntos:
C+D:={x+y/xeC A ye D}
C—D:={x—y/x€eC A yeD}
z+C={z}+C
C—z:=C-—{z}
AC ={Ax/x €C}, VAER
Si A es un subconjunto no vacio de R entonces:
AC = U eaAC y Az = A{z} = {Az/2 € A}.

DEFINICION 2.1.2.- Sea X un espacio vectorial real cualquiera. Una norma en X

es una aplicacion || ||: X - R que cumple las siguientes condiciones:

1. |lx|| =0, para cada x de X. Ademas ||x|| = 0 siy solo si x = 0.

2. Linealidad: ||ax|| = |a|l|x||, para cada x de X y todo escalar «a.

23



3. Desigualdad triangular: ||x + y|| < ||x|| + ||lyll, para cada x,y de X.
DEFINICION 2.1.3.- Un espacio vectorial normado o simplemente espacio
normado es un par (X,|| [|), donde X es un espacio vectorial real o complejo y

|| |l es una norma en X.

DEFINICION 2.1.4. (Producto interno).- Sea X un espacio vectorial (real o
complejo) sobre el campo R. Un producto escalar o producto interno definido

sobre X es una aplicacién
(XXX ->RE

gue verifica:

1. (xx)=0, Vx € X.

Ademas (x,x) = 0 siy solo si x = 0y

2. (ax+ By, z)=alx,z)+ Ly, z), Vx,y,z€X ,a,fEK

3 (x,y) =(y,x), Vx.yeX
Observemos que:

llxll = y{x,x) ,vx €X

DEFINICION 2.1.5.- Sean X e Y espacios vectoriales normados. Una aplicacion
f:X > Y es continua en x, € X si y solo si, para toda sucesion {x,},eny que

converge a x, en X se tiene una sucesion {f (x,) },ey que converge a f(x,).

Esto es equivalente a:

f es continua en x, © ||x, — x| = 0implica ||f(x;,) — f(x)]| = 0

24



DEFINICION 2.1.6.- Sean X e Y espacios vectoriales normados y f: X — Y una
aplicacion. Se dice que f satisface la condicion de Lipschitz (o f es una

aplicacion Lipschitzina), si existe una constante k > 0, tal que:
If G —fDMI < kllx—yll, vx,y €X
donde k se llama constante de Lipschitz.

TEOREMA 2.1.1.- Sean X e Y espacios vectoriales normados y f: X —» Y una

aplicacion lineal. Si f es lipschitzina en X entonces f es continua en X.

DEMOSTRACION.

Supongamos que:

If GOl < klix|l, vx €X
Si (x,,) = x, entonces

1f Gen) = f )l = [1f Cen = x0) Il < kllxn = xoll = 0

Lo que implica que f(x,) = f(x,), esto prueba que f es continua en x,.

DEFINICION 2.1.7.- Sea D c R™ La aplicacion f:D —» R™ es localmente
lipschitzina, si existe V,.(x), r > 0 tal que f es lipschitzina en D n V,(x), donde

V.(x) es una vecindad de x.

DEFINICION 2.1.8.- Sean X e Y espacios vectoriales normados. La aplicacion

lineal f: X — Y se llama acotada si existe un numero real k > 0, tal que:

IfG)| <k ,vx€X
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DEFINICION 2.1.9.- Sea D c R". La aplicacion f:D —» R™ es localmente

acotada, si existe V,.(x), r > 0 tal que f es acotada en D n V,.(x).

DEFINICION 2.1.10.- Sea (X, || .]|) espacio vectorial normado real su espacio

dual topoldgico, esta definido por:
X*:={x":1X > R/x" es una aplicacién lineal y continua}
En el espacio dual topolégico se define la norma como:

lx*[l:= sup (x,x*) x" € X~
XEX

[lxll=1

donde ( , ) denota el producto interno interior de dualidad entre X y X*; es decir,
para una aplicacion lineal continua x* € X* definida sobre el espacio X con

valores en R, se tiene x* : X - Ry escribiremos:
(x,x*) = x*(x) Vx € X
2.2.  CONJUNTOS CONVEXOS

DEFINICION 2.2.1.- Sea A € R™ un conjunto no vacio. Decimos que A es

convexo si paracada x,y € A
[Ax + (1 —A)y] € A, para cualquier A € [0,1] (2.2.1)
LEMA 2.2.1.- Si A; y A, conjuntos convexos en R™ entonces:

3. A; N A, es convexo.
4. A, + A, es convexo.

5. A; — A, es convexo
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DEFINICION 2.2.2.- Sean R™ un espacio vectorial normado, € vector no nulo de

R"™ y a € R. Se define el hiperplano H como la coleccion de la forma

{x eR"/(x,§) = a}
esto es:
H:={x e R"/(x, &) = a} (2.2.2)

donde: ¢ #0enR"ya € R.
Observemos que:
El vector ¢ es llamado el vector normal al hiperplano.
En particular, el hiperplano H es un conjunto convexo.
En efecto:
Sean x, y € H, por definicion se tiene:

(x,¢) =a

.6 =«a
Luego para algun A € [0,1], se tiene:

(Ax + (1 - Dy, &) = (Ax,§) + {1 — Dy, §)
=Mx, &)+ (11— Dy, $)
= la+ (1 —-Da
=lat+a—Ala=«

entonces Ax + (1 — 1)y € H.

Por consiguiente H es convexo.
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Un hiperplano divide al espacio R™ en dos semiespacios cerrados

denotados por:
HY = {x € R"/(x,¢) = a}
H ={x e R"/(x,&) < a}
Claramente los semiespacios son conjuntos convexos.
Notemos que cualquier punto en R™ estaen H* 6 H~ 0 en ambos.

También un hiperplano H y los correspondientes semiespacios se pueden
escribir en referencia a un punto fijo x € H. Si X € H, (x,§) = a y para cualquier

punto x € H debe satisfacer:
(x,8) =«a
Entonces:
(,) —(x, &) =a—a=0

Esto implica: (x — x,&) = 0.
Los semiespacios H* y H~ se pueden escribir como:

Ht={x e R"/(x — x,&) = 0}

H™ ={x e R"/{x — %,&) <0}
DEFINICION 2.2.3.- Sea A S R™ un conjunto no vacio.

1. Se define la envoltura convexa de A, denotada por co(4), al menor

conjunto convexo que contiene a A, donde:

n n
CO(A)={Z/1iXi/Z/1i=1, /'liE[0,1],xl-€A,Vi=1,...,n; n €N
i=1 i=1
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donde:
it Aixi,con Yyt A =1
se llama combinacion convexa de x4, x5, ..., X, € A.
2. Aesuncono,siysolosi,tAc A, Vt=>0.

3. Se define cone(A), al menor cono que contiene a A4, esto es:

cone(4) = U tA

t=0
4. Dado el conjunto M c R™. Denotaremos por M+ al subespacio ortogonal

de M en donde

M+ ={x e R"/{x,y)=0, Vye€ M}

De la teoria basica de geometria en espacios vectoriales normados se

tiene que un hiperplano cerrado H en X puede ser representado por:
H={x€eX: (x,x")=a}

para algun x* € X* y a € R. De igual modo, un semiespacio cerrado H de X

puede ser representado por
H ={x€eX: (x,x") <a}
para algin x* € X*y a € R.

PROPOSICION 2.2.1.- Sea A un conjunto en R™ . A es convexo si y solo si
contiene todas las combinaciones convexas de sus elementos. (Nava Manzo,

2015)

La demostraciéon se puede encontrar en Convex Analysis de Rockafellar. (1970,

Pag. 34)
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DEFINICION 2.2.4.- Sean los espacios vectoriales normados R™, R" y un vector
c € R™ La funcién f:R™ - R"™ se denomina afin, cuando existe una aplicacion

lineal T: R™ —» R™" y, tales que:
f(x)=Tx+c
En particular, si la aplicacion lineal T: R™ —» R se define como:
Tx =(x,&),coné eR"

se tiene que: {x € R"/Tx + ¢ = 0, ¢ € R} es un conjunto de nivel de la funcién

afin f.

DEFINICION 2.2.5.- Sea A un subconjunto de R™ y x € A. Un hiperplano en R™

se dice hiperplano de soporte de A en x si se cumple que:
[xeAnH A (AcHY)] v (AcH)

DEFINICION 2.2.6 (Soporte de conjuntos en sus puntos de frontera).- Sea A

un subconjunto no vacio de R™ y x € dA (frontera de A). Un hiperplano
H={xeR"/(x—x¢& =0}, §E€R"
es llamado un hiperplano de soporte de A en X si A € H*, esto es:
(x—x,6)=>0, VxEAOACH™
esto es:
(x —x,§) <0, Vx € A.
Ademas, si A c H, H es llamado hiperplano de soporte propio de A en x.

Equivalentemente:
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H = {x € R"/{(x — x,&) = 0} es un hiperplano de soporte de A en x € 94, si:

(x,§) = inf{(x, §)/x € A}

O

(x,§) = sup{{x, §)/x € A}

FIGURA 2.2.1. Hiperplanos de soporte

Fuente: M. Bazzara, 2006

TEOREMA 2.2.1.- Sean A un subconjunto no vacio convexo y cerrado de R" y
z ¢ A. Existe un Unico punto x € A4, tal que la distancia de ¥ a z es minima.

Ademas, x es el punto minimal, siy solo si:

(x—x%,z—%x)<0, Vx€EA

La demostracion de puede encontrar en Nonlinear Programming de Mokhtar S.

Bazaraa y otros. (2006, Pag. 51)

TEOREMA 2.2.2. Sea A un conjunto convexo no vacio de R"y x € dA. Existe un

vector ¢ no nulo de R™ tal que:

(x—x,6)<0, Vx€A

La demostracion se puede encontrar en Nonlinear Programming de Mokhtar S.
Bazaraa y otros. (2006, Pag. 58)
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DEFINICION 2.2.7.- Sean A, y 4, conjuntos no vacios en R™. Un hiperplano

separaa A, y A, si:

(x,é) = a; VxeEA

(x,&) <a; Vx€EA,
SiA; UA, ¢ H, se dice que H esta propiamente separado por A; y A,.
El hiperplano H esta estrictamente separado por A; y A, Si:

(x,&) >a; Vx€eA;

(x,é) <a; Vx€A,

El hiperplano H esta fuertemente separado por A; y A, Si
(x,é) > a+¢ Vx €A, eesunescalar positivo
(x,é) <a; Vx€eA,

La separacion impropia usualmente no es de mucho valor, esta corresponde a

un hiperplano que contiene a A; y A,.

FIGURA 2.2.2: Tipos de separacion de conjuntos convexos

Ay

Separacion impropia Separacion propia
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A,

Separacion estricta Separacion estricta

Fuente: M. Bazzara, 2006

TEOREMA 2.2.3. (Teorema de separacion de Hahn-Banach). Sea A un
subconjunto no vacio, convexo y cerrado de R" y z ¢ A. Entonces existe un

vector ¢ € R™ no nulo y un escalar « tal que:

(z,&) >a y (x,§) <a paracadaxe€A
es decir, existe un hiperplano
H={xeR"(x,¢)=a}
talqueze H*yAc H™.
DEMOSTRACION

Supongase que A es un conjunto, no vacio, convexo y cerrado en R"y z ¢ A.

Por el Teorema (2.2.1), existe un Unico punto x en A4, tal que:
(x—x%,z—%x)<0, Vx€EA
Entonces
(x,z—%x)—(X,z—%)<0

(z—Xx,x)—(X,z—Xx)<0
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(z—X,x) <(X,z—X) (2.2.1)
considerando:
E=72-%%#0 y a=(%z—%) = (% ¢ (2.2.2)
Sustituyendo (2.2.2) en (2.2.1) se obtiene:
(x,§) < a; paracadaxenA
Por otro lado, si a = (x,z — X), se puede escribir:
(z,z—%X)—a={z,z—X)—(X,z—X)=(z—X,z—%)=|z—x%|>?>0, z—x#0
(z,z—X)—a>0
De donde se tiene que:
(27 —%)>a (2.2.3)
Reemplazando (2.2.2) en (2.2.3), tenemos lo que queriamos demostrar:

(z,é) > a; paracada x en A.

Como consecuencia de este resultado, podemos afirmar que cada z ¢ A puede

ser fuertemente separado de A por un hiperplano cerrado.

COROLARIO 2.2.1. Sea A un conjunto convexo cerrado de R". A es la

interseccion de todos los semiespacios cerrados que lo contienen.

Esto es:
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A=ﬂHL', AQHL
i

donde, H; es un semiespacio cerrado que contiene a A

DEMOSTRACION

Sea A un conjunto convexo cerrado de R™ y H; es un semiespacio cerrado que

contiene a A.
Debemos mostrarque: A€ N;H; A N;H; S A

i. Como A esta contenido en cada semiespacio entonces también esta
en la interseccion de todos los semiespacios que lo contienen. Es

decir;
Ac ﬂ H;
i

ii. Para demostrar N; H; € A, Se utilizara la demostracion por el absurdo.
Es decir, existe un elemento:

ZEﬂl-HL- y Z%A

Por el teorema de separacion de Hahn — Banach, existe un semiespacio
cerrado que contiene a A pero no a z, lo que es una contradiccion, ya
gue estamos asumiendo que z esta en N; H;, con lo que queda

demostrado el corolario.
Pori.yii. setiene A=N;H;, ACH;

Observemos que, los conjuntos cerrados H; del corolario anterior también
resultan ser cerrados con la topologia débil y por lo tanto el conjunto convexo

cerrado A es cerrado para la topologa débil (interseccion de cerrados débiles).
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Asi, una conclusion importante, y que sera utilizada mas adelante, del Corolario
2.2.1, es que todo conjunto convexo cerrado es también cerrado para la

topologia débil.

TEOREMA 2.2.4 (Separaciéon de dos conjuntos convexos).- Sean 4; y A, dos
subconjuntos disjuntos, convexos y no vacios de R™. Entonces existe un
hiperplano que separa A; y A,; esto es, existe un vector ¢ € R" diferente de

cero tal que:

f{(&,x): x€A;} = sup{{&,x): x €Ay}

La demostracién de puede encontrar en Nonlinear Programming de Mokhtar S.

Bazaraa y otros. (2006, Pag. 60)

2.3.  ANALISIS CONVEXO
En problemas de optimizacion, se consideraran funciones que toman

valores en la recta real extendida, esto es:
[—o0,+o0] = RU {—o0} U {+o0} =R

Las operaciones usuales en aritmética se extienden de forma natural para

los elementos de [—o0, +0].
En particular:
El limite inferior de una sucesion {x, },,en €n [—o0, + 0] esta definido como:

liminfx, = sup in;f\; Xm

me
nenN msn

y el limite superior

limsup x,, = inf sup x,,
mza2n
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Es claro que: lim inf x,, < lim sup x,.

2.3.1. FUNCIONES CONVEXAS

DEFINICION 2.3.1.- Dados un conjunto convexo, no vacio, A de R™ y una funcién

f:A - R. Se definen los siguientes conjuntos:

i. dom(f)={x€A/f(x)<+oo}, llamado dominio esencial de f.
i. graf(f) ={(x,y) € R"*"1/f(x) =y}, llamado grafico de f.
ii. El epigrafo (epigrafia) de f, denotado por epi(f), es el conjunto

{(x,y) e AXR/f(x) < y}; es decir:

epi(f) = {(x,y) € AXR/f(x) <y} c R*!

FIGURA 2.3. 1. Epigrafia de una funcion

Fuente: (Jhan, 1996)

iv. La hipografia de f, denotado por hyp(f), es el conjunto
{(x,y) e AX R/f(x) = y}; esto es:
hyp (f) ={(x,y) EAXR/f(x) = y} c R™*
v. El conjunto 4, = {x € A/f(x) < a}, se llama conjunto de nivel de f de

altura a (a € R).
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FIGURA 2.3.2: Conjunto de nivel de una funcion convexa

f|:<,1:.‘|

Fuente: (http://programacionlinealunadibague.blogspot.com/2011/05/funciones-convexas-y-concavas.html, 2011)

DEFINICION 2.3.2. Sea A4 conjunto convexo no vacio en R™, y sea

f:A - (—o0; +0] una funcién. Se dice que f es una funcidon convexa si

flAx; + (1= D] < Af () + (1 — D) f () (2.3.1)

Paratodox;,x, €A y A€]01]

FIGURA 2.3.3. Gréfica de una funcion convexa

fixz)

Ay + (1-2) fixa)

X hoxp+(1-h) x; X2

Fuente: (http://programacionlinealunadibague.blogspot.com/2011/05/funciones-convexas-y-concavas.html, 2011)

DEFINICION 2.3.3.- Sea A4 un subconjunto convexo no vacio de R, y sea
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f:A - (—o0;+0] una funcién. Se dice que f es una funcién estrictamente

convexa si
flAx; + (1 = Dxp] < Af () + (A =) f(x3) VA€]0,1[, Vx,,x, EA
CoN Xx; # X;.
DEFINICION 2.3.4.- Sea A conjunto convexo no vacio en R", y sea
f:A - (—o0; +00] una funcién. Se dice que f es una funcién céncava si:
flAx; + (1 = Dxy] = Af () + (1 = D) f (x) VA€ ]0,1], Vx,x, EA
DEFINICION 2.3.5.- Sea A conjunto convexo no vacio en R", y sea

f:A - (—o0;+0] una funcién. Se dice que f es una funcidn estrictamente

concava si:
flAx; + (1= Dxy] > Af () + (1 = D) f (x2) VA€ [0,1] yVxy,x, €A

CON X; # Xy.

FIGURA 2.3.4: Gréfica de una funcién concava

flax +(1-A % 1

Afx) + (1-30f(xq)

o+ (-l x;

Fuente: (http://programacionlinealunadibague.blogspot.com/2011/05/funciones-convexas-y-concavas.html, 2011)
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Observemos que, las definiciones dadas anteriormente no exigen

necesariamente que la funcién sea continua y/o diferenciable. Asi tenemos, lo

siguiente:
fiR->R
x - f(x) = x?
y
g:R - R
x - f(x) = |x]

Son funciones convexas y continuas. Lo que no ocurre en el caso de la
diferenciabilidad, f es diferenciable para todo x de su dominio y g no es

diferenciable en x = 0.

PROPOSICION 2.3.1.- Sean 4 un subconjunto convexo, no vacio de R", y sea

f:A - (—o0; +0] una funcién. Si f es una funcion convexa, entonces la funcion

—f es una funcion concava.

DEMOSTRACION.

Sea f es una funcién convexa en A, por definicion VA € 10,1[, Vx;,x, € A, se

tiene:
flAxs + (1= Dx,] S Af (x1) + (1 = Df (x2)
—f A+ (A= D] 2 —Af (1) = (1 = Df (x2)
(=f) [Ax + (1 = Dxz ] 2 A=) (x1) + (1 = D(=f)(x2)

Por consiguiente —f es una funcién céncava.
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TEOREMA 2.3.1. Sean A un conjunto convexo novacioen R"y f: A - (—o0; + 0]

una funcion convexa. Entonces el conjunto de nivel a la altura a, « € R
Ay ={x€eA/f(x) < a}
es un conjunto convexo.

DEMOSTRACION

Sean x4, x, € A, , luego:
fx) Sa
fx)sa
y sea f: A —» (—oo; +00] una funcién convexa, por definicion se tiene:
flAxs + (1= Dxz] S Af(xq) + (1 = Df (x2)
dado que: f(x;) < ay f(x;) < a, entonces:
flAx; + (1= Dxy] < A(x) + (1 —2A)f(x3)
<la+(1-Da=a«a
con lo que
Axg+ (1 —Dx, € 4,
Por consiguiente, A, €S un conjunto convexo.

DEFINICION 2.3.6.- Sea A un subconjunto no vacio de R™. La funcién f:4 - R

es propiasi —oo & f(A) y dom (f) + 0.

DEFINICION 2.3.7.- Sean A un conjunto en Ry f : A » R una funcion propia.
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i. Elinfimo de f sobre A, denotado por inf,(f). Diremos que f alcanza su

minimo sobre A, si existe ¥ en A tal que f(x) = inf,(f). Esto es:
f &) = min f(x)

ii. Elsupremo de f sobre A, denotado por sup,(f). Diremos que f alcanza

Su supremo sobre A, si existe x en A tal que f(x) = sup,(f). Esto es:
f(®) = max f(x)
PROPOSICION 2.3. 2.- Sean A un conjunto convexo, no vacio en R*y

f A - (—,+]. Entonces, f es convexa si y solamente si, el conjunto epi (f)

es convexo.
DEMOSTRACION.-
Primero demostremos la condicién necesaria:
=)
Supdngase que f : A - (—o,+o0] es una funcidon convexa. Entonces:

fQx + (A —Dxy) < Af(x) + (1 =D f(xz), VAE]O1] (2.3.2)
Sean (x1,y1) , (x2,¥2) € epi (f)

fx) sy A flx) Sy, (2.3.3)

De (2.3.2) y (2.3.3), se tiene:

fAx;+ (A —Dxy) <Ay, + (1 =Dy, (2.3.4)
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Debemos demostrar:
A(x,y1) + (A =D (xy,v,) Eepi f, VAE]O1]
En efecto:
Aey,y1) + (1= 2) Gz, v2) = Ay, Ayn) + (L= 2) %, (1 = D) 32)
=Ax; + (A =D x ly; + (1= 21) y2)

Como A es un conjunto convexo Ax; + (1—-Dx, €Ay Ay, +(1— Ay, €ER,

entonces:
e+ (A =Dx Ay, + (1 —2AD)y,) EAXR (2.3.5)
De (2.3.4) y (2.3.5), se tiene que:
Alxy,y1) + (1 =D (x2,¥,) €Eepi f, VAE]01[
Finalmente, mostremos la condicion suficiente:
(=)

Asumase que el conjunto epi (f) es convexo. Luego para (xy, f(x1)) , (x, f(x2))

puntos del epigrafo, se tiene:
(x1 + (1= Dxg, Af () + (1 — /1)f(x2)) € epif
Por definicion de epigrafo:

fO+ A =Dxz) < Af(x) + (1= Df(x2)

para cada A € ]0,1[ . Por consiguiente, f es una funciéon convexa.
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FIGURA 2.3. 5: Epigrafia e Hipografia

TH4000 004 T4+
I

Fuente: Nonlinear Programming (M. Bazzara, 2006)

Consecuentemente, podemos afirmar que: las funciones convexas son

continuas en el interior de su dominio.

2.3.2. CONTINUIDAD DE FUNCIONES CONVEXAS
Las funciones convexas y céncavas son continuas en el interior de su
dominio.

TEOREMA 2.3.2.- Sean A un conjunto convexo, no nulo, en R*y f: A - R una

funcién convexa. Entonces f es continua en el interior de A.
DEMOSTRACION (M. Bazzara, 2006)
Sea x € int (4).
Existe un 6’ > 0, tal que ||x — x|| < 6’ con x € A.
Por otro lado, sea
0 = max[f(x + 6'e) — f(), f(X = §'e)) — f(D)]

Donde: e;: es el vector canoénico i-ésimo. Notemos que 0 < 6 < ©
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Tomando:

. <6’ e6’>
6 = min|{—,—
n’ néd

Podemos escoger un x con ||lx — x| < 6.

Six; —x; =0 con z; = §'e;, de otra manera z; = —§'e;. Entonces:

Ademas

1

n 2
Il — I =5’< %-2)
i=1

_ - 1 .
Y como ||x — x|| < & se sigue que a; < — = 1, n.

Por la convexidad de f y desde 0 < na; < 1, se tiene:

f)=f (9? + 2 al-zl-) =f (%Z(f + naizi)>

i=1

n
1
< 52 f(x +na;z;)
i=1

n

= %Zf[(l —na)x + na;(x + z)]

i=1
< %;[(1 ~na)f(2) + nayf G+ 2)]

Por consiguiente:
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n

F0) = F@ <) ailf G +2) - f(@)]

i=1

Con(x+2z)—-f(x)<0, Vi=1,nya; =0.

Se sigue que:
FEO-f@<0) a
i=1

Y como «; < :—9 , se tiene:

f)—fx) <e (2.3.6)
Hasta aqui hemos demostrado que:
[x — x| < & implica f(x) — f(X) < ¢

Para demostrar la prueba necesitamos demostrar la semicontinuidad inferior de

fenkx.
Sea y = 2x — x entonces ||y — x|| < §, de donde:

f)—fx)<e (2.3.7)

_ 1 1 .
Pero x =~y +-x ycomo f es convexa, se tiene:

1 1
f®) <50 +5f@ (2.3.8)
De (2.3.7) y (2.3.8), se tiene:
f-fx)<e (2.3.9)

De (2.3.6) y (2.3.9), se tiene:
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—e<fx)—f(x)<e
Es decir: [f(x) — f(X)| < e.
TEOREMA 2.3.3.- Sean A un conjunto convexo no acotadoen R*y f: A - Runa

funcién convexa continua, cuyo conjunto de nivel A, es acotado. Entonces f

tiene un minimo global.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en (Persson, 2006)

Notemos que todos los conjuntos de nivel A, de f son cerrados y
acotados, es decir, conjuntos compactos en R™. Entonces cada sucesion
convergente, posee una subsucesion convergente, de donde inmediatamente

existe un minimo global.

PROPOSICION 2.3.3.- Sea A un conjunto convexo de R™. Un conjunto de nivel

A, es acotado si y solo si:

”;}lr_r)loo inf% >0
DEMOSTRACION.- (Persson, 2006)
(=) Es obvio.
(<)
Por reduccion al absurdo
Sea (x), Una sucesion en A tal que:
bl >0y fg) < B

X
[EIN

Lo que contradice que los conjuntos de nivel sean acotados, pues: = T ®
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k

Dado que x € A, la sucesion x + el
k

(x, — x) no es acotada para alglin conjunto de

nivel Ag(xy4e; € > 0.

DEFINICION 2.3.8.- Sea f : R® - R. La funcién f es coerciva si

lim f(x) =+

llx[[—co

LEMA 2.3.1.- Sean A un conjunto convexo, abierto, no acotadoen R"y f: 4 - R

una funcion convexa. Entonces f es localmente acotada.

DEMOSTRACION (Persson, 2006)

Sea un punto fijo a en A. Escojamos un cubo K en A con centro en a y vértices vy, ..., Upn.

Cada x que escojamos en K es una combinacidn convexa de sus vértices.

Luego:

217.
fE=f ) v | <M= sup f(w)
k=1

1<k<2h

Puesto que K es simético y dado que x € int (K), existe un y € K, tal que:
a=(x+y)/2
y como f es una funcién convexa, se tiene:
2f(@-M<2f(@)-f(y) <f) =M
Por consiguiente, f es acotada en K.

PROPOSICION 2.3.4.- Sean A un conjunto convexo abierto, no vacio, en Ry

f:A - (—o0,400] una funcion convexa. Si f es localmente acotada en A entonces
es localmente Lipschitziana en A. Particularmente f es continua en el interior de

A.
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DEMOSTRACION (Persson, 2006)

Sea A un conjunto convexo abierto, no vacio, en R"™.
Seana € A y B,.(a) c A unavecindad de a.
SeanxeyenB,conx #y.Sea

z=y+(Z)-»

Cona=|ly —x||.

Obviamente z € B,,.. Despejando y se tiene:

Y como f €S convexa tenemos:

fO) S = fD+7=f(@).

r+a r+a

Entonces

a
r+a

IA

f) = f(x) (f(2) = f(x))

a - 2M
~(F@ - f@) < —lly—xl]

IA

Reemplazando y por x, se completa la prueba. m

DEFINICION 2.3.9.- Una funcién f : R* - R se dice que es inferiormente

semicontinua en x, Si:
f(x) < liminf f(x;)
L—00

donde (x;);en €S cualquier sucesion convergente a x en R" .
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DEFINICION 2.3.10.- Una funcién f : R®* —» R se dice que es superiormente

semicontinua en x, Si:
f(x) = lim sup f(xy)
n—-oo
donde (x;);ey €S cualquier sucesién convergente a x en R™ .

Observemos que, si f es inferiormente semicontinua y superiormente

semicontinua en x entonces f es continua en x.

TEOREMA 2.3.4.- Sea f:R"-> R una funcion. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

1. f es semicontinua en todo R".
2. A, es cerrado para todo a € R.
3. epi f es un conjunto cerrado en R"*?
La demostracion de este resultado se encontrar en (Rockafellar, 1970) pagina

53.

Consecuentemente, las funciones semicontinuas se les llaman funciones

cerradas.
2.4. DERIVADAS DIRECCIONALES DE FUNCIONES CONVEXAS

DEFINICION 2.4.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, en R" y f:A->R
una funcion. Sean x € Ay d un vector no nulo deR", tal que x + td € Acont > 0
suficientemente pequefo. La derivada direccional de f en x en la direccion d,
denotada por f{(x;d) , es:

fEFd) ~f)
" ;X E

A

s ) = lim
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Siempre que limite existe.

LEMA 2.4. 1.- Sean f:R™ — R una funcién convexa, x € R" y d una direccion,

no nula, de R™. Entonces la derivada direccional f,(x; d) existe.

DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)

Sean t, y t, escalares positivos de R, cont; >t, y Xx € R" . Ademas x + t,d esta en el

dominio de f.

Por hipétesis, f es convexa, entonces:

F + t,d) =f[§—i(f+ t,d) + (1 —z—:)x] < z—:f(f+ t,d) + (1 —%)f(f)

f(x+td) — (%) <f(x+t2d)—f(f)
ty B iy

y por lo tanto, el cociente:

fE+) —f(X)
t

es monoétona decreciente para t — 07,

Puesto que, t > 0 es suficientemente pequefio y por la convexidad de f, obtenemos lo

siguiente:

t

t
e (x—d)+

1+t 1+t

f&=f (x—d)+

_1I_t(f+td)]s (X + td)

1

FEr D TD s py - pie-a)

Por lo tanto, dado que el cociente anterior esta acotado inferiormente se tiene que:

L fER ) —f® [ )~ @)
im = inf

t-0* t t>0 t

2.5. SUBDIFERENCIABILIDAD PARA UNA FUNCION CONVEXA
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DEFINICION 2.5.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, de Ry

f:A - (—,+00] una funcion convexa. El subgradiente de f en x es ¢, tal que:

fO)=fx)+{y—x¢&) VyeA

El subgradiente ¢ define un hiperplano de soporte para el conjunto epi (f)
en un punto frontera (x, f(x)). Esto es, si H es un hiperplano definido por la

funcién afin h(y) = f(x) + ( &,y — x) entonces epi (f) S epi (h).
El subdiferencial de f en x es el conjunto:
af () ={/f(y) =2 f(x)+(&y—x),Vy € A} (2.5.1)
PROPOSICION 2.5.1.- Sean 4 un conjunto convexo, no vacio, de R™ y

f:A - (—o0,+0] una funcién convexa. El subdiferencial de f en x es cerrado y

convexo.
DEMOSTRACION
Sean &;,&, € df (x) por definicidn, se tiene:
f) =z f)+ Ly —x),Vy € A
f) = fG) +{y—x),Vy € A
Seanye€Ayd,,d,€]0,1[talesqued, =1— d;
fG) +{dié1 + da&zy — x)
=dif () + (A —d)f () + dif§,y —x) + d2{§2,y — x)
= dif (%) + di{§1,y — x) + dof (X) + dp(Sp, y — X)
Sdif (V) +dof ) = F(Y)
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Por lo tanto, el conjunto df (x) es convexo.

df (x) es cerrado, puesto que el producto interior es una funcion continua.

FIGURA 2.5.1: Subgradientes de un funcién convexa

fx)
f

/ F) = F(D) +Ex — 1)

/.
N\ Ve FG) = F(T) + (€5, x — )

\ s
\\\ ///j./f / f(X] = f(xr] + {‘fgrx -

{69 S “‘ . e
> X
X

Fuente: (Jhan, 1996)

LEMA 2.5.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, de R* y f:A - R una
funcién convexa propia. Sea x € int(A) y B,(x) < int(A) una vecindad de x, con
r>0. Si f es Lipschitziana, con constante L, en B,.(x) entonces df(x) es
acotado.

DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)

Sean ¢ € df (x) unvectornonulode R"y x + ¥y € B.(x) cony > 0. Como f es convexa,

se tiene:
fl+vE) = f0)+(¥8) = F) +vIEI?
Como f es Lipschitziana, se deduce que:

YLIEN = f(x +yvE) — () = 7€l
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De donde
ISl <L
Por consiguiente df (x) s acotado.

Consecuentemente, como df (x) es cerrado y acotado, entonces df (x) es

compacto.

TEOREMA 2.5.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio,en R*y f: A - Runa
funcibn convexa. Entonces para x € int A, existe un vector &, tal que el

hiperplano

H={xy/y=f@+(x-x)}
Soporta al epi (f) en (%, £ (%)).
En particular:

f)=f(@X)+(¢,x—x), VxeA
Esto es: ¢ es un subgradiente de f en x.
DEMOSTRACION (M. Bazzara, 2006)

Sea f:A - R una funcién convexa. Entonces su epi (f) €S un conjunto convexo.

Notemos que (x, f (¥)) pertenece a la frontera del epi (f).

Por el teorema 2.2.1, existe un vector, no nulo,(&,, 1) € R™ X R tal que:
Gox=—X)+uly—f(x) <0, V(xy)€epi(f)

Donde u no es positivo, de otra forma la desigualdad no seria verdadera para y — .

Si u = 0, entonces:

(EO,X—E)SO, Vx €A
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Como x € int (A4), existe un escalar « > 0, tal que:
x+aéyeA
Entonces:
o x+aéy—x)<0
($o,aéo) <0
af§0,§0) <0
alléll> <0

De donde ¢, = 0, entonce (¢,, 1) = (0,0), lo que es una contradiccion.

La Unica posibilidad es que u sea estrictamente negativo (1 < 0). Sea ¢ = =

$o
lul

entonces
(ox—X)+u(y—f(x) <0, V(xy) € epi (f)

<|i—°|'x—f>— (y-f@)=<o0

Ex=—x)—y+f(x) <0
Ex=x)+fx) <y
En particular, tomando y = f(x) obtenemos:
f)=2fX) +(x—X%), Vx€A
Es decir, existe un hiperplano de soporte H del epi(f) en el punto (i,f(%)).

Como consecuencia de este resultado, se tiene que toda funcién convexa tiene al menos

un subgradiente en cada uno de los puntos del interior de su dominio.

55



COROLARIO 2.5.1.- Sean A un conjunto convexo no vacio en R*y f:4 - R
una funcién estrictamente convexa. Si x € intA entonces existe un vector ¢ tal

que:

f)>f)+(&Ex—X) VXEAXx+X
DEMOSTRACION (M. Bazzara, 2006)
Por el teorema anterior, existe un vector ¢ tal que:

fO=fx)+(¢,x—X),VxeEA (2.5.2)

Usando el método de reduccién al absurdo. Supongamos que existe un x, # x tal que

f(xo) = f(x) + (&, xo —x). Como f: A - R es estrictamente convexa, se tiene:
fOAX+ (A= Dxp) < Af )+ @A —Df(x), A€]0,1[
<fE)+ A =D x —X) (2.5.3)
Seax = Ax + (1 — A)x, en (2.5.2) se tiene:
fAx+ (1 —=Dxg) = f(x)+ (1 =), x —X)
Lo que contradice (2.5.3)

PROPOSICION 2.5.2.- Sea A un conjunto convexo de R" y sea una funcion

convexa f: A — R. Si para todo x € int A existe &, tal que:

fO=fE@+(&x—%), VxeA
entonces f es convexa en intA.
DEMOSTRACION (M. Bazzara, 2006)
Sean x4, x, en el interiorde A y 1 € ]0,1[. Como A es un conjunto convexo,
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Por hipotesis, existe un subgradiente ¢ de f en Ax; + (1 — A)x,. En particular, las

siguientes desigualdades se cumplen:
flx) 2 f(Axg + (1 = Dxz) + (1 = )&, x1 — x3)
flx) = f(Axy + (1 = Dxz) + (1 = A)(E, x5 — xq).
Multiplicando las desigualdades por 1y (1 — 1) respectivamente y sumandolas, se tiene:
M)+ A =Df(x3) = f(Axg + (1 — Dxy)
Por consiguiente f es una funcion convexa .

LEMA 2.5.2.- Sea (x,)neny Una sucesion convergente a x en A4, con x € Ay sea

(én)x, Una sucesion, tal que: &, € df(x,), para todo x,. Entonces cualquier
punto de acumulacion de (&), pertenece a df (x).
DEMOSTRACION (Fletcher, 2013)
Dado y € A4, por la definicion de subgradiente se tiene:
fQ) = f(xn) + ($ny — xn).

Sea ¢ un punto de acumulacion de la sucesion (§,),, entonces existe una subsucesion

(€ni) tal que &,, - ¢. Entonces x,, » x y como f es continua se tiene:

f) 2fx)+Ey—x)
para todo y € A. Por lo tanto, & € df (x).

TEOREMA 2.5. 2.- Sea f: R™ - (—o, +00] una funcion convexay cerrada. Si x €

int(domf) entonces f'(x;d) = max{(¢;d)/& € df (x)}.

DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)
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Sea ¢, € 6f(x+%d) , donde d e R™ y n €N, tal que: x+%d esta en int(domf)

Entonces
f&)zf@+%®—%@m®
Y
flx+7d) = f()+=(E,d), VEEDf(x)
Consecuentemente:

fOt=d) — f(x) ,
(nd) = 1 > m{ax(f,d).

n

Se sabe que df (x + %d) es acotada en alguna vecindad de x. Existe una subsucesion
(fni)n'eN convergente a ¢, con é € df (x). Por un resultado anterior y tomando el limite
L

cuando n; - oo, se tiene:
f'(x; d) = max(¢, )

2.5.1. APROXIMACION DEL SUBDIFERENCIAL A UNA FUNCION
CONVEXA
En esta seccién se define el conjunto . f(x). Se demuestra que 9.f(x)
€s un conjunto compacto.

DEFINICION 2.5. 2.- Sea € > 0, el e-diferencial de una funcion convexa
f:R™ - (—o0,+00] en un punto x, es el conjunto
Of(x)={EER"/f(y) = f(x)+(&y—x),Vy ER"}

Propiedades:

1. 0f(x) € 0.f(x). Mas aun, af (x) = Ugso0:f (x).

58



2. 0.f(x) es un conjunto convexo y cerrado.
LEMA 25.3.- Sean f:R™—> R una funcién, x,x' € dom(f) y & € df(x").

Entonces:
x'€df(x)= fx')+ (&, x"—x)—e.
DEMOSTRACION (S. Boyd, 2006)
(=)
Bastara reemplazar y = x’ en la definicion de a.f (x).
(=)
Sea ' € 0f(x).
fO) = f&D)+ (& y—x)
= f)+ &y —x)+[f(x)—f) + (' x—x)]
2 f)+(§y—x)—¢
Por lo tanto x’ € d.f (x).
En adelante, se denotara por B(R™) a la familia de conjuntos borelianos de R".

DEFINICION 2.5.3.- Sea M: R® - B(R"™) una funcion.

1. M es superiormente semicontinua, si para cualquier sucesion (xy, sy) —

(x,s), talque s, € M(x,) y k € N, se tiene que s € M(x).

2. M es inferiormente semicontinua, si dado x € M(x) y cualquier sucesion

X, — X, existe una sucesion {s; };>1 , tal que s, € M(x;) y

Sk — S.
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3. M es continua si es inferiormente semicontinua y superiormente semi

continua.

LEMA 2.5. 4.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, en R*y f:4 - R una
funcion convexa propia. Sea x € int(A) y § > 0 tal que Bs(x) < int(A). Si f es

Lipschitziana, con constante L, en Bs(x), entonces dado §' < §, w € Bs(x) y

& € 0.f(w), se tiene que:

€
’

<L
gl < L+ =—

DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)

£

Sean éunvectornonuloy z =w + (§ — §) T

Como ¢ € d.f(w) y f es convexa

se tiene:
f(@) 2fwW)+({z—w)—=

Dado z, w € Bs(x) y como f es Lipschitziana, con constante L ,en Bs(x), se tiene:
Llz=wll 2 f(2) = f(w) =2 {,z—w)—e&.

Se sabe que ||z —w]|| = ||(§ — 5’)% || =6 — 6" yporladesigualdad anterior

(6=69L= (6~ 5’)”§—“) —e= [§lI(6 = &) e

Del anterior resultado se tiene que el conjunto d.f(x) es acotado y por
continuidad del producto interno, d.f(x) es cerrado. Mas aun d.f(x) es un

conjunto compacto.
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TEOREMA 25.3.- Sea f:R™ - R una funciébn convexa Lipschitziana con
constante L enR. Entonces, existe una constante K > 0 tal que para toda x,x’ €

Rn

€€ >0,¢& €0d.f(x), existe &' € 0,/f(x"), tal que:

K
1§ = &'l < ———7 (lx = x'll + le — €"lD)

min{e, €'}
DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)

Como d.f(x) y 0. f(x") son conjuntos convexos, sera suficiente probar que

K
min{e, '}

Imax{(¢,d)/ & € 0.f (x)} — max {(&',d)/&" € 0 f(x")} <

(lx =x"ll + e =€ .
Sea d un vector unitario, se define la e-derivada direccional de f en x en direccion d
como:

inf f+td)—f(x)+e

fEeod)y=__", ;

El cociente del lado derecho se denotara como:

fx+td)—f(x)+¢
; .

qe(x,t,d) =
Por el teorema anterior se tiene el siguiente resultado:
fe (x; d) = max{(s,d) / s € 0f (x)}
Luego, para cualquier v > 0, existe t,, > 0 tal que
qe(x, t,,d) < fi(x;d)+v
usando el lema anterior haciendo § — o, tenemos que f/(x;d) <L,y asi q.(x,t) < L +

v. Por otro lado
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f(x+tvd)—f(x)+£2 —L+ti:

tV v

qe(x,t,,d) =

Entonces:

2L +v

<”| =
IA

foGid) = f (i d) = v < qoo(x, ty, d) — g (33 1y, d)

_ fx'"+t,d)—fx+t,d)+fx)—f(x)+e —¢
ty

2L||x —x"|| + |e — €|
tV

2L+v
&

IN

LI[x = x"|| + e = €"])

como v es arbitrario y se pueden intercambiar x y x' de la siguiente manera

2L

m' In {g,¢}

Ifer (s d) = (6 d)] < QLJx = x"|| + e = €"]) .

TEOREMA 2.5.4.- Sea f:R"™ - R una funcion convexa e inferiormente semi

continua, entonces la correspondecia M: R™ X R, — B(R") definida por:

(e,€) = 0.f(x)
es continua.
DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)

Del teorema anterior prueba que la aplicacion M es inferiormente semicontinua para

cualquier € > 0y cualquier x € R".
Para demostrar que M es superiormente semicontinua:

Sea la sucesion (x*, sk, ) - (x,5,€), para todo y € R, se tiene:
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fO) = f(xF) + sk, y —xK) — &
Dado que f es inferiormente continua, tomando el limite k — oo,
fO)=f@) +(5y—%x)—&VyeRD

En consecuencia, 5 € d:f(X) y M es superiormente semicontinua.

2.6. FUNCIONES CONVEXAS DIFERFENCIABLES
DEFINICION 2.6.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, en R*y f:4 - R

una funcion. Entonces f es diferenciable en x € int A, si existe v € R" tal que:

limf(x) —f (%) —_(v,x — X _ 0 vred
X% || — x|

v es Unico, donde v = Vf(x) es el vector gradiente.

-~ (afoz) af(f)>

ox; ' Oxy
LEMA 2.6.1.- Sea A un conjunto convexo abierto, no vacio, en R", y sea
f:A - R convexa. Si f es diferenciable en x € intA entonces df (x) = {Vf(x)}.

DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)
Ya que f es convexa entonces df (x) # 0.

Seané € 0f (x) , d € R" y 1 > 0 suficientemente pequefio. Por definicion de

subgradiente, se tiene:
fG+2d) > f(x) + M8, d)

fG+4d) — f(x)
A

= (§,d)
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Luego, haciendo 1 — 0, el lado izquierdo converge dado que f es diferenciable. Por lo

tanto:
(Vf(x),d) = (s,d), paratodod € R".

En consecuencia, Vf(x) = ¢.

TEOREMA 2.6.1.- Sean A un conjunto abieroy convexoen R*y f:A - R

diferenciable en A. f es convexa, siy solo si, para cualquier x € A se tiene:
fO) = f)+(Vf(xX),x —x)

Para cada x € A.

La demostracion de puede encontrar en Nonlinear Programming de Mokhtar S.

Bazaraa y otros. (2006, Pag. 51)

TEOREMA 2.6.2.- Sea A un conjunto abierto y convexo de R*,ysea f:4 - R

diferenciable en A. Entonces f es convexa siy solo si, para cada x;,x, € A
(V) = Vf(x), % —x3) 2 0
DEMOSTRACION.
=)
Sea f: A - R una funcién convexa y sean x,, x, € A, entonces:
fx1) = f(x2) +(Vf(xz), %1 — x2)

flr2) = f(x1) +(Vf(x1), %2 = x1).
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Sumando las dos desigualdades, obtenemos que:

FQe) + flx) = fxa) + fQxy) +(VF(x2), %1 — x2) +(VF(x1) , x2 — x1)

(Vf(x) =Vf(xq),x; —x1) =0.
(<)
Sean x4, x, € A. Por el teorema del valor medio, existe 1 € ]0,1[, tal que:
Fx) = Fx) = (VFC) 211 = x3) (2.6.1)
donde x = Ax; + (1 — A)x,.
Por hipotesis, se tiene:

(VF(x) = Vf(x1), x — x1) = 0

esto implica que (Vf(x) , x; —x1) = (Vf(x1) , x2 —x1).
Por (2.6.1),se tiene:

fQx2) = f () + (Vf(x), X2 = x1)

por lo tanto f es una funcién convexa.
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CAPITULO lll: OPTIMIZACION PARA
FUNCIONES CONVEXAS NO

DIFERENCIABLES

3.1. OPTIMIZACION CONVEXA

Un problema de optimizacion mateméatica o simplemente problema de

optimizacion es de la forma:
min £, (x)
Sujeto a: f;(x) <b;, i=1,n
Donde:
x € R" es la variable de optimizacion del problema.
fo: R™ = R es la funcion objetivo
fi: R™ - R son las funciones de restricciones

Un vector x es llamado 6ptimo o solucion del problema, si para

cualquier z € R™ con f;(z) < by, f,(2) < by, ..., fn(2) < b, Se tiene:

fo(2) = fo(x)
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Por lo general consideramos familias o clases de problemas de
optimizacion, caracterizados por la forma de la funcién objetivo o las funciones

de la restriccion.

Un problema de optimizacion se llama lineal, si su funcién objetivo y sus
restricciones son funciones lineales. En caso que, algunas o todas las funciones
no sean lineales, se considera que el problema es un problema de optimizacion

no lineal.

Un problema de optimizacion convexa es aquel donde la funcién objetivo

y las funciones de la restriccion son funciones convexas.

Una generalizacion de los problemas de optimizacion, son los problemas

de optimizacién convexa.

La optimizacion convexa trata de resolver el problema general de

minimizar una funcién convexa, sobre un conjunto convexo.

Sea f: A c R™ - R una funcién convexa. Entonces el problema P es

definido como:
P = min f(x) (2.7.2)
XEA
con A conjunto convexo en R™.

En general para resolver problemas de optimizacion convexa no existe
una férmula analitica, pero existen métodos efectivos para resolverlos. Los

métodos relacionados al punto interior funcionan bien en la practica.

DEFINICION 3.1.1.- Sea f: R"™ — Ry consideremos el problema P. Un punto x* €

A es llamado solucion 6ptima, minimo global o solucién factible, si:
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f(x) = f(x*), Vxe€A.

Si x* € A y existe una vecindad V(x*), para cada x € A nV(x*), entonces x* es
llamado minimo local del problema. Por otro lado, si x* € A es el Gnico minimo
local en ANV (x*) para alguna vecindad de x*, entonces x* es llamado minimo

local aislado del problema.

TEOREMA 3.1.1.-. Sean A un subconjunto convexo, no vacio, de R™y

f:A — R convexa en A. Supongamos que x* € A es un minimo del problema P.

Entonces x* es un minimo global.

DEMOSTRACION (M. Bazzara, 2006)

Dado que x* es una solucion local, existe una vecindad V(x*) de x* tal que:
fx) =2 fx")

paracadax € ANV (x") .

Supongamos, por el contrario que x* no es un minimo global del problema, es
decir, existe X € S tal que f(X) < f(x*) . Por la convexidad de f, para cada A €

[0,1] se tiene que:
fAX+ (A =Dx) SAfE)+ (A -Df ) <Af )+ A =Df(x7) = f(x7) .
Asi

fAX+ (1= Dx") <f(x7)

y se llega a una contradiccion cuando A es suficientemente pequefio. Por lo tanto,

x* es un minimo global.
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Un punto muy importante que se prueba facilmente es que si f es
convexa, x* € A es un minimo global del problema P si y solo si 0 € af (x*) . Mas
aun, si A es abierto y f es convexa y diferenciable en A, entonces x* € A es un

minimo global del problema P siy solo si Vf(x™) = 0.

TEOREMA 3.1.2. Sean A un conjunto convexo, no vacio, en R*y f:A — R una
funcion convexa . El punto x* € A es un minimo global del problema P siy solo

si f tiene un subgradiente ¢ en x* tal que:

(¢,x—x") = 0 paratodo x € A.
DEMOSTRACION (Nava Manzo, 2015)
=)

Supongamos que (¢, x — x*) > 0 para todo x € 4, donde ¢ € df (x*) . Entonces,

por hipotesis
f) 2 f(x)+(x—x") = f(x7)
para todo x € A, por lo tanto x* es una solucion optima del problema dado.

Para mostrar la necesidad, supongamos que x* es una solucién optima del

problema, se construyen dos conjuntos en R**! de la siguiente manera
Li={(x—=x%y):x €RY, y > f(x) = f(x")}
L={x-xy):x€Ay<0}

Es féacil verificar que tanto I7 y I, son conjuntos convexos. Ademas, 1 NI, = 0

porgue de otra manera existiria un punto (x, y) tal que

x€A0=2y>f(x)—f(x")
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La suposicién de que x* es un minimo global del problema. Existe un hiperplano

que separa I y I;; esto es, existe
un vector diferente de cero (&, 1) y un escalar « tal que:
o x—xY+uy <a,Vx eR"YMy > f(x)— f(x") (2.7.2)
(o x—x*Y+uy = a,Vx €A, y<0 (2.7.3)

Sisetomax = x* e y = 0 en laigualdad anterior se sigue que a < 0. Ahora bien,
al tomar x =x* ey =¢>0 en (2.7.2) se sigue que ues < a. Dado que esto es

verdad para cualquier e > 0, setieneque u <0y a > 0.
Asi, se ha demostradoque u <0y a =0.Siu=0, (¢, x —x*) < 0 para cada x
€ R™. Sise toma x = x* + &, Se sigue que:

0= (§o,x—x") = [ISoll?

y por lo tanto &, = 0. Dado que (&,, u) # (0,0), se debe tener que u < 0. Dividiendo
(2.7.2) y (2.7.4) por —u y denotando —¢,/u por &, se tienen las siguientes

desigualdades:

y= (Ex—x")Vx e RNy > f(x) — f(x%) (2.7.5)

(§,x—x")—y=0,Vx€Ay<0. (2.7.6)

Si y = 0 en la ecuacion anterior, se obtiene que (¢, x —x*) = 0 para todo x € A.

De (2.7.7) se sigue que:
f) = f(x7) + (S x —x7)
para toda x € R™. Por lo tanto, ¢ es un subgradiente de f en x* .
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3.1.1. DUALIDAD Y FUNCION LAGRANGIANA

La dualidad entre una funcion convexa f y su conjugado de Fenchel f*,
radica en su poder para describir la teoria de la dualidad para problemas
convexos, una de las ideas de mayor alcance en el estudio de optimizacién

Sea el problema convexo primario (P):

min f (x)

Sujeto a:
gx) <0
h(x) =0

x €A
donde:

f:A c R" = R funcién convexa.

g:R™ - R™ con funciones componentes gi,9gs, ..., gm:A = (—0; +0]

funciones convexas.
h: A c R™ - R! funcién afin.
Ademas dom (f) # ¢, con dom (f) c UT*dom (g;).

Entre las diversas formulaciones de dualidad, la formulacion usando la funcion
Lagrangiana es una de las que mas ha llamado la atencién. A continuacion se

define el problema dual (D):
max 0 (u, v)

Sujetoa: u=0
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donde 6(u,v) = inf{f(x) + XM ugi(x) + 25:1 vihi(x) /x € ]R"}.

Mediante el proceso de dualizacion, las restricciones de nuestro problema

primario han sido agregadas a nuestra funcién objetivo del problema dual.

Notemos que la funcién dual Lagrangiana 6 puede asumir el valor —oo

para algunos vectores (u, v).

TEOREMA 3.1.3.- Sea x una solucion factible del problema primario (P) y (u,v)

una solucion del problema dual (D). Entonces f(x) = 6 (u, v).

DEMOSTRACION.-

Sea x € A, con A un subconjunto convexo de R™. Por la definicion de 8, se

tiene:

0(u,v) = inf{f (¥) + (u, g)) + (v,h(y))/ x € A}
En particular
6(w,v) < (%) + (u, (X)) + (v, h(X))
Como u > 0, g(¥) <0y h(%) = 0, se tiene:
O(u,v) < f(x).
Claramente, se tiene:

inf{f(x)/x € C} = sup{6(u,v)/u = 0}

72



COROLARIO 3.1.1.- Si f(x) = 6(u,v), donde u = 0y x € A, entonces x y (i, )
son soluciones del problema primario (P) y el problema dual (D)

respectivamente.

Diremos que existe una brecha de dualidad cuando:
inf{f(x)/x € C} > sup{6(u,v)/u = 0}

TEOREMA 3.1.4.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, en R, f:R* > Ry
g: R™ > R™ funciones convexas, y sea y h: R® - R! una funcion afin; esto es:
h(x) =Tx —b. Si existe £ €A tal que g(&) <0, h(®) =0 y 0 € int(h(4)),

entonces:
inf{f(x)/x € A glx) <0,h(x) =0} = sup{6(u,v)/u = 0}

Ademas, si el inf es finito, entonces el sup{6(u,v)/u = 0} es lograda en (i, v)

conu = 0. Siel inf es logrado en x, luego (u, g(x)) = 0.

DEMOSTRACION.-

Seay = inf{f(x)/x € A,g(x) < 0,h(x) =0}yy < . Siy = —o0 y por el teorema

(3.1.3)
sup{6(u,v)/u =0} = —0
de donde lo que asumimos es verdadero.
Supongamos que y es finito, consideremos el siguiente sistema:

fx)—y<0,9(x)<0,h(x)=0,x€A
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De la definiion de y el sistema no tiene solucién. Del teorema (3.1.3), exite un

vector no nulo (ug, u, v), con (ug,u) = 0, tal que:

U [f(x) =yl + (u, g(x)) + (v, h(x)) = 0, Vx €A (3.1.1)

Primero mostraremos que u, > 0. Por cntradiccion, supongamos que u, = 0,
luego existe un X € A tal que g(%) < 0y h(®) = 0. Sustituyendo en (3.1.1) se tiene
(u,g(®))=0.Como g(X) <0yu=0,(ug®) =0 es posible solo si u = 0. Pero
desde (3.1.1), up = 0y u = 0, implica que (u, g(%)) = 0 para todo x € A. Desde
que 0 € int h(A), podemos elegir un x € A tal que h(x) =—Av, A >0. En
consecuencia 0 < (v,h(x)) = —1||v||?> implica que v =0. Entonces. Se ha
probado que u, = 0 implica que (uy,u,v) = 0, lo que es una contradiccion. Por

consiguiente u, > 0.
Dividiendo (3.1.1) por u,, se tiene:

F(x) + (i, g(x)) + (7, h(x)) =y, Vx€EA (3.1.2)

dondeti=—y v =—.
Ug

Esto muestra que 6(u, v) = inf{f (x) + (&, g(x)) + (7, h(x)) = y/Vx € A}. Ademas

esta claro que 0(w, 7) = y y (&, 7) soluciona el problema dual.

Por otro lado, supongamos que x es una solucion 6ptima del problema primario;
esto es, x€A4, g(x) <0, h(x) =0y f(x)=y. En (3.1.2), tomando x = x, se
tiene: g(x) > 0. Comou =0y g(x) < 0, se tiene:

(1,9(x)) =0
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con lo que prueba concluye.

DEFINICION 3.1.2.- Sean f:4 c R® - R funcion convexa, g:R"™ —» R™ una
funcion con funciones componentes gy, 9z, ., gm: A = (—0; +o] funciones
convexas y h:A c R® - R! funcion afin. La funcion Lagrangiana £:A x R7* X

R! — (—o0; +00],
se define como:

L(x,u,v) = f(x) + (u, g(x)) + (v, h(x))
donde u = 0.

Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de una solucién

Optima para el problema primario (P) es la existencia de un punto de silla.

DEFINICION 3.1.3.- Sean f:A c R" > R funcion convexa, g:R™ —» R™ una
funcion con funciones componentes gi, 9z, ..., gm: A = (—0; +o0] funciones
convexas, h:A c R® - R! funcién afin y la funcién Lagrangiana £:A4 X R7* X
R! - (—o0; +o0]. (%,%,7) es llamado punto de silla de la funcién Lagrangiana £,
six e R, u=>0,y L(x,u,v) < L(x,u,v) < L(x,u,v),paratodo x € R" y un (u,v)

tal que u > 0.

Claramente, ¥ minimiza a £ en R™ cuando (u, v) se fijaen (4,v) ,y (1, ¥v) maximiza

LenR™x R, conu > 0, cuando x se fija en x.

TEOREMA 3.1.5.- Sea el punto (x,u, v) tal que x € R™y u = 0. Entonces (X, i, V)

es punto de silla para la funcion Lagrangiana £ siy solo si

i. L(x,u,7) =min{L(x,u,7)/g(x) <0,h(x) =0,x € R"}

i.  g(® <0,h(X) =0
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i (n,g(x))=0

Cabe notar que: (x,u,7) es punto de silla siy solo si X y (i, 7) soluciones
Optimas del problema primario P y del problema dual (D) respectivamente.
Ademas es una condicidn necesaria y suficiente para la no existencia de la

brecha de dualidad. Es decir, se cumple que f(x) = 6(u, D).

DEMOSTRACION.-

Supongamos que (%, %, 7) es un punto de silla para la funcién Lagrangiana L.

Por definicion (i.) es verdadera. Ademas de (3.2.1) se tiene:
fx) +(uw, g(x)) + (v, h(x)) = f(xX) + (w, g(x)) + (v, h(X))
Para todo (u,v), con u = 0. De donde g(x) <0y h(x) = 0.

Tomando u = 0 en (3.1.3), se obtiene que (&, g(x)) = 0. Cabe notar que siz = 0

y g(X) < 0 implica que (i, g(x)) < 0, por lo que necesarimente (u, g(x)) = 0.
Por otro lado, de (i.) se tiene:
L(x,u,v) < L(x,u,v), Vx € R"
Ademas:
LZxu,v) = f(X) + (@ g)+ (T h(X) = f(X) + (u,g(x)) + (v, h(X)) = L(X, u, V)

Para todo (x,v) con u > 0, desde que g(¥) < 0y h(X) = 0. Por lo tanto (i, %, 7) €S un

punto de silla. Lo que prueba la primera parte del teorema.

Ahora supongamos que (X, &, 7) es un punto de silla. Por (ii.) ¥ es una solucion
factible del problema primario P. Luego como u = 0, (i, 7) es una solucién

factible para el problema dual D. Ademas por (i.), (ii.) y (iii.), se tiene:

0(u,v) = L(x,u,v) = f(%) + (u,g(X)) + (v, k(%)) = f(X)
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Por el corolario (3.1.1), ¥ y (&, 7) solucionan P y D respectivamente, sin brecha

de dualidad.

Finalmente, supongamos que x y (i, V) son soluciones de problema primario P
y el problema dual D, respectivamente, con f(x) = 6(u, 7). Por lo tanto,
tenemos x € R", g(X) <0, h(x) =0y u = 0. Ademas por la factibilidad del

primario y el dual, se tiene:
6(u,v) = min{f (x) + (@, g(x)) + (7, h(x))/ ¥ € R"}
< fG) +(w,g(0) + (v, h(x) = f(X) + (u, g(x)) < f(X)
Por hipotesis 6(u,v) = f(x), por lo tanto la desigualdad es verdadera.
En particular, (i, g(x)) = 0, entonces:
L(X,u, V) = f(X) = 0(4,7) = min{L(x,u,V)/X € R"}
Por lo tanto, de (i.), (ii.) y (iii.) (x, %, ¥) es un punto de silla.
COROLARIO 3.1.2.- Sean f:R" = R, g: R® - R™ funciones convexas y

h: R™ - R! funcién afin. Ademas supongamos que 0 € int h(R™) y que existe £ €
R™ tal que g(X) < 0y h(X) = 0. Si x es una solucién éptima de problema primario
(P), entonces existe un vector (&, 7), con u = 0, tal que (x,u,7) es un punto de

silla.

La demostracion de puede encontrar en Nonlinear Programming de Mokhtar S.

Bazaraa y otros. (2006, Pag. 271)

Es de observar que el valor 6éptimo del problema primario coincide con el del

problema dual si y solo si se cumple sup inf £ = inf sup L.
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3.2. CONDICIONES NECESARIAS DE PRIMER Y SEGUNDO
ORDEN PARA FUNCIONES CONVEXAS NO
DIFERENCIABLES

Se llama optimizacion no diferenciable, cuando la funcién objetivo no es

diferenciable en todos los puntos del interior de su dominio. En estos puntos
puede presentar dobleces o puntos de esquina. Mas es necesario que la funcion

sea continda en el interior de su dominio.

Consideremos una funcién f: A —» (—oo, +o0], entonces el problema P se

define como:
P =min f(x) (3.2.1)
donde: A es un conjunto convexo en R™ y es la regién de factibilidad.

La solucién de este tipo de problemas se hallara mediante el uso de

algoritmos iterativos.

Se sabe que el gradiente no existe en todos lados, lo que implica que la
funcién puede tener dobleces o puntos de esquina. Por lo tanto no se puede
aproximar localmente por un hiperplano tangente o por alguna aproximaciéon

cuadratica.

DEFINICION 3.2.1.- Sean A un conjunto R, x € R™ y un vector, no nulo, d € R™.
Se dice que, d es una direccion factible con respecto a A en x si, existe una

sucesion {x,},eny CONnvergente a x en A y la sucesion:

Xp — X (3.2.2)
dy =2 5d
" e, — x|
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LEMA 3.2.1.- Sean A un conjunto convexo, no vacio, de R*y f:A - R una

funcién convexa. Sea d una direccion factible con respecto a A en x, donde

{x,}nen €S Una sucesion como en la definicion 3.2.1.
Si x,, = x con ||x,, — x|| > 0, entonces:

li f(xn) _f(x) _
m-—————

= max
noo ||x, — x|| §edf(x)

DEMOSTRACION.-

Sea x € int(A), para cada hiperplano de soporte en x, se tiene:

fX) = @) +(&,x—x%); VxEA

(§,d)

Si &, € df (x,,) entonces, de la ecuacion anterior para n suficientemente grande,

se tiene:
flxn) = f(x) + (&, %, — x)

Como ||x, — x|| > 0, se tiene:

M > (&,d) = max (¢,d)

[, — x|| geof(x)

Y por definiciébn de maximo

N ORI

gedf(x) |, — x||

de (3.2.3) y (3.2.4), se tiene:

M_ max (£, d)

[, — x|| T Eedf(x)
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Para un n suficientemente grande.

El lema 3.2.1 muestra que la derivada direccional est4 determinada por un
hiperplano de soporte extremo cuyo subgradiente da el mayor descenso. Por lo
tanto una condicion necesaria para la existencia de un minimo local es que la

derivada direccional es no negativa en todas sus direcciones.

El concepto de subdiferencial y los resultados de la derivada direccional nos

dirigen a las condiciones de primer orden.

Para el estudio de la optimizacion convexa no diferenciable, se deben

estudiar funciones mas generales, que son construidas de la siguiente manera:
P (x) = f(x) + h(c(x))

donde:

f:R™ = R funcién de clase C?.

c:R™ - R™ funcién de clase C*.

hoc:R™ - R funcién convexa de clase €, no diferenciable.

Las condiciones de optimalidad se conseguiran como una extensién sencilla

por funciones convexas.

Si d es una direccion factible en R"™, por (3.2.2), la definicion de derivada

direccional y la utilizando la serie de Taylor, se tiene:

f ) = F) + I — x KV (%), dp) + o(llxcn, — xI1)
Donde: 0: A — R una funcién con o(x) = xlrill’_l’)lxo(xn) =0
Asi
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- (Vf(x),d
e, — x| (Vf(x),d)

De forma similar, se obtiene para ¢
—c(xn) —c®) - D*c(x).d

llocn, — Il
donde: c(x,) — c(x) es una sucesioén direccional en R™.

Por la composicién de h con c, se tiene:

D) -9 () _ . (3.2.5)
L lim SRS = max (Vf(x) + D (c(x))E, d)

esto es la derivada direccional de x en la direccion factible d para la funcion ¢ (x).

Si x* es un minimo local de ¢, entonces ¢(x,) = ¢(x*), con n suficientemente

grade. Esto es:

Egglgé)(Vf(x*) + D*(c(x*))f,d) >0, vd

El lema 3.2.1 muestra que la derivada direccional esta determinada por un
hiperplano de soporte extremo cuyo subgradiente da el mayor descenso. Por lo
tanto, una condicion necesaria para la existencia de un minimo local es que la
derivada direccional sea no negativa en todas sus direcciones. Este

resultado, se puede escribir como:
0€dp(x*) ={Vf(x*) +D*c(x*)é: & € Oh(x*)} (3.2.6)

Las ecuacion (3.2.3) y el conjunto (3.2.4) son el resultado de una
generalizacion de la regla de la cadena para funciones diferenciables. (Clarke,

1990)
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El conjunto d¢(x*) es convexo y compacto, no es la subdiferencial, puesto
gue ¢ no necesariamente es una funcién convexa, aunque se usa la misma

notacion por conveniencia.

Otra forma de establecer la condicion de primer orden es usando la

funcion Lagrangiana, de la siguiente manera:
L(x, 1) = f(x) +(4,c(x))
Donde A € R™. Esta ecuacion es equivalente a equivalente a (3.2.6).

TEOREMA 3.2.1 (condiciones necesarias de primer orden).- Sean x* € R*y
¢: R™ —= R una funcion. Si x* es un minimo de ¢, entonces existe un vector A* €

oh(x*) tal que:
VL(x*, ") =Vf(x*) + D*c(x)A* =0

La demostracion de puede encontrar en Practical Methods of Optimization de

Roger Fletcher. (2000, Pag. 370).

Este resultado muestra la relacién cercana que hay entre el vector A* €
oh(x*) 'y los multiplicadores de Lagrange. Ya que la funcibn ¢ no
necesariamente es convexa, es importante considerar condiciones de segundo
orden, para garantizar que x* sea minimo local de ¢. Estas condiciones
muestran la relacion entre nuestro problema y el problema en el caso que ¢ sea

diferenciable. (Nava Manzo, 2015)
Se define el conjunto X por:
X = {x/h(c(x)) = h(c(x*)) + (c(x) — c(x*),ﬂ*)}
donde A* cumple con las condiciones del teorema anterior.
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Se define G* como el conjunto de las direcciones factibles normalizadas
con respecto a X en x*. Esto es, d € G* implica que existe una sucesion de
direcciones factibles de x,, —» x* tal que d,, > d con ||d|| =1. G* puede ser
considerado como el conjunto de las direcciones estacionarias para h(c(x)),
habiendo linealizado h(c) pero no c(x). Estas direcciones estan relacionadas con

el conjunto G* de las direcciones normalizadas de pendiente cero, con:

G*: = {d/ max_(Vf(x*) + D*(c(x"))&, d) = 0,]|d]| = 1}

geoh(x*)
Esto es: G* es el conjunto de direcciones factibles que hacen ¢'(x*,d) = 0.

G* puede ser considerado como el conjunto de las direcciones estacionarias para

h(c(x)) habiendo linealizado h(c) y c(x).

LEMA 3.2.2.- Sean G* el conjunto de las direcciones factibles normalizadas
respectoa X en x*y G* es el conjunto de direcciones normalizadas de pendiente

cero. Entonces G* c G*.
DEMOSTRACION.- (Fletcher, 2013)

Sea d € G*. Entonces d es una direccion factible con respecto a X en x* con
d, - d, ||d|| = 1. Luego, existe una sucesion {x,},ey €N X convergente a x*.

Utilizando la serie de Taylor, el lema (3.2.1) y la definicion de ¢, se tiene:

o (PFG) 4 De(e I dy =l 20 2C)

m
A*€dh(x") n—ow ||x, — x*|

i £0m) = SO + A(elr)) = (e(xT))
= 1m

n-c 12 — x|

= i 20m) = SO + {e(xn) = (), A7)
= 11m

n—oo [1xn — x|
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= (Vf(x*) + D*c(x")A", d).
Por el teorema (3.2.1) , se cumple que d € G* .

Se tiene una condicion de regularidad como en el caso diferenciable para
poder deducir condiciones de segundo orden. La condicion de regularidad para

nuestro problema sera: G* = G*.

DEFINICION 3.2.2.- Si existe una vecindad abierta V(c(x*)) tal que:
h(c(x)) = h(c(x )) + Aerél’?é*)(c(x),c(x ), )

para todo c(x) € V(c(x")), se dice que h(c(x)) es localmente lineal en c(x*).

Se denotara por [* a la dimension de d¢(x*) con (I* < m). Se define a la

matriz

Dc Rmxl*

Cuyas columnas son los elementos d;, i = 1, *.

LEMA 3.2.3 (Condiciones suficientes de regularidad).- Si x* satisface las

condiciones de primer orden, si h(c) es localmente lineal en c¢* y si
rango(Vf(x*)D*) = I
Entonces G* = G*. (Nava Manzo, 2015)
DEMOSTRACION (Fletcher, 2013)
Por el lema (3.2.2), se tiene G* < G*.
Por otro lado, sea d € G*
ohy ={1 € dn* /(Vf(x") + D*(c(x"))A d) = 0}
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Como 0hy; depende de d, por las condiciones de primer orden, se tiene:
(D*(c(x))(A—27),d) =0, VA€ dh;

Ademas
G*:= {d/lrer}% (D*(c(x))@ —2),d) = 0,||d|l = 1}
Entonces:

(D*(c(x"))(A —2%),d) < 0,vA € dh* \ Ok}

La dimension de dhy es l;(l; < I*). Sea los vectores basicos d;,i = 1,1} de

oh; — 1%, entonces:

(D*(c(x")d;,dy=0,i =1,

(D*(c(xM)df,dy <0,i=15,1°

Si l; =n entonces d = 0 lo que contradice s € G*. Si l;; < n es posible construir

una funcion diferenciable arc x(0),6 € [0,0) para x(0) = x*y
x'(0) = d, entonces:

max ((A1—- A*),c(x(@)) —-c=0

Por hipétesis h(c) es localmente lineal en c*, por lo que existe una vecindad c¢*

tal que:

h(c(x(©))) = h(c™) + (c(x(8)) = ¢, ')
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y tomando una sucesién {6, },convergente a cero, da una sucesion direccional

gue es factible para d € G*.

Estas no son las Unicas condiciones suficientes para tener G* = G*, por
ejemplo, el mismo resultado se tiene si ¢ es una funcion afin o si se puede probar

que G* = ¢. (Fletcher, 2013)

Ahora es posible establecer condiciones de segundo orden, para lo que
supondremos que f y ¢ son de clase C2. Como es usual, las condiciones de
regularidad solo son utlizadas para establecer condiciones necesarias.

(Fletcher, 2013)

TEOREMA 3.2.2.- (Condiciones necesarias de segundo orden) Si x*

minimiza ¢(x) y G* = G* se mantiene, entonces:
(d,V2L(x*,A*)d) = 0

para todo d € G*, con el mismo A1* del teorema (2.8.1)

DEMOSTRACION (Fletcher, 2013)

Sea d € G*, con d es una direccién factible normalizada con respecto a X en x*,

existe una sucesion {x,},en contenida en X tal que:
X, — x*; con x* que minimiza a ¢
denotaremos:
Op = lxp —x*ly e, =x, —x*
Sea A" que satisface las condiciones del teorema 3.2.1.

La expansion de Taylor de L(x,A*) alrededor de x* estara dada por:
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L, x") = f(x) +{(c(x™), A"y +(VL(x", A7) ,en) + %(en, V2L(x*, 1")e,) +

o(llenll®)
L0t A7) = F(7) +(c(x%) , %) + 5 63(dn V2L, 1), dn) + 0(8,7)
L0t A7) = f () +(e(x") , %) 45 (dp, dp V2L(x", )
Por la definicién de ¢, se tiene:

P(xn) = d(x) + %6,2,(dn|721;(x*,1*)‘dn> (3.2.7)

Dado que x* es un minimo local, ¢(x,) — ¢(x*) = 0 (para n suficientemente

grande), con lo que (3.2.7) se escribe como:
1 2 2 *x 9k
0< §5n(dn; d,V>L(x*, 1))
Y como %6,21 > 0, se tiene:

0 < (d,, dyV2L(x" 1)),
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CONCLUSIONES

1. Se encontraron valores optimos para funciones convexas no diferenciables
bajo las condiciones necesarias de primer y segundo orden, solo con la

condicion de continuidad.

2. El subdiferencial es la generalizacion de la derivada en el caso de funciones

convexas diferenciables. El subdiferencial es el conjunto de subgradientes ¢&.

3. Se construyo la funcion ¢: R" - R, definida por:
¢ (x) = f(x) + h(c(x))

donde:

f:R™ - R funcién de clase C?.

c:R™ - R™ funcién de clase C*.

hoc:R™ - R funcion convexa de clase €°, no diferenciable.

Para el estudio de funciones convexas no diferenciables. Se determiné el
conjunto {Vf(x*) + D*c(x*)é:é € dh(x*)} que es el equivalente al

subdiferencial.

4. Se determiné la condicion necesaria de primer orden para la existencia de
valores Optimos. Para determinar la condicién de segundo orden se necesito

una condicién de regularidad.
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ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA
TITULO: OPTIMIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS NO DIFERENCIABLES

PROBLEMA GENERAL
¢Es  posible  encontrar
valores  6ptimos  para
funciones convexas no
diferenciables, solo con la
condicién de continuidad?
PROBLEMAS ESPECIFICOS

1. ¢Es posible generalizar
el concepto de derivada
para funciones
convexas
diferenciables?

2. ¢Es posible determinar
un equivalente de la
derivada para
funciones convexas no
diferenciables?

3. ¢Es posible determinar
un valor éptimo para
funciones convexas no
diferenciables?

OBJETIVO GENERAL

Determinar la existencia de valores
6ptimos para funciones convexas no
diferenciables, solo con la condicién
de continuidad.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Obtener la generalizacion de
la derivada para funciones
convexas diferenciables.

2. Determinar un equivalente de
la derivada para funciones
convexas no diferenciables.

3. Determinar las condiciones de
existencia de valores éptimos
para funciones convexas no
diferenciables.

HIPOTESIS GENERAL

Existen valores 6ptimos para funciones
convexas no diferenciables, solo con la
condicién de continuidad.

HIPOTESIS ESPECIFICOS

1. Existe una generalizacion de la
derivada para funciones
convexas diferenciables.

2. Es posible determinar un
equivalente derivada para
funciones convexas no
diferenciables.

3. Existen condiciones de
existencia de valores 6ptimos
para funciones convexas no
diferenciables.

VARIABLE
INDEPENDIENTE:

Funciones
continuas

VARIABLES
DEPENDIENTES:

Valores éptimos de
funciones
convexas no
diferenciables
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