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KNissenschaft und Hypotheg

Sammlung von Einzeldarstellungen
aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit
besonderer Berlicksichtigung ijhrer Grundlagen und
Methoden, ihrer Endziele und Anwendungen.

I. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von Henri
Poincaré-Paris. Deutsch von F. und L. Lindemann-
Miinchen. 2. Aufl. 1906. Geb. 4 4.80.

Dies Buch behandelt in den Hauptstiicken: Zahl und GrtiBe, Raum,
Kraft, Natur, Mathematik, Geometrie, Mechanik und einige Kapitel
der Physﬂ{ Zahlreiche Anmerku.ngen des Herausgebers kommen dem
allgemeinen Verstindnis noch mehr entgegen und geben dem Leser
wertvolle literarische Angaben zu weiterem Studium.

II. Band: Der Wert der Wissenschaft. Von Henri
Poincaré-Paris. Deutsch von E. und H. Weber-StraBburg.
Mit einem Bildnis des Verfassers. 2. Aufl. 1910. Geb. /4 3.60.

Der geistvolle Verfasser gibt einen Uberblick #iber den heutigen
Standpunkt der Wissenschaft und iiber ihre allmahliche Entwicklung, wie
sie sowohl bis jetzt vor sich gegangen ist, als wie er sich ihre zukiinftigen
Fortschritte denkt. Das Werk ist fiir den Gelehrten zweifellos von grofitem
Interesse; durch seine zahlreichen Beispiele und Erliuterungen wird es
aber anch jedem modernen Gebildeten zuginglich gemacht.

Il Band: Mpythenbildung und Erkenntnis. Eine
Abhandlung iiber die Grundlagen der Philosophie. Von G. F.
Lipps-Leipzig. 1907. Geb. J# 5.—

Der Verfasser zeigt, daB erst durch die Widerspriiche, die mit dem
naiven, ‘zur Mythenbildung filhrenden Verhalten unvermeidlich ver-

kniipft sind, der Mensch auf die Tatsache aufmerksam wird, daB sein -

Denken die Quelle der Erkenntnis ist — er wird kritisch und gelangt
zu der kritischen Weltbetrachtung, Die Entwicklung der kritischen
‘Weltbetrachtung stellt die Geschichte der Philosophie dar,

IV.Band: Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-
kritische Darstellung ihrer Entwicklung. Von R.Bonola-Pavia.
Deutsch von H. Liebmann-Miinchen. 1908. Geb. J §5.—

Will in moglichst elementar gehaltener Darstellung Ziele und
Methoden der nichteuklidischen Geometrie auch denen verstindlich
machen, die mit nur elementaren mathematischen Vorkenntnissen
ausgestattet sind.

V.Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erschei-

nungen im Sonnensystem. VonG.H.Darwin-Cambridge.
Deutsch von A. Pockels. 2. Aufl. Mit einem Einfithrungswort
von G.v. Neumayer und 52 Ilustrationen. 1911. Geb. 4 8. —
Nach einer Ubersicht iiber die Erschemungen der Ebbe und Flut,

der Seeschwankungen, der besonderen Flutphinomene sowie der Be-

obachtungsmethoden werden in sehr ‘anschaulicher Weise die fluter-
zeugenden Kriifte, die Theorien der Gezeiten sowie die Herstellung von

'\k Gezeitentafeln erklirt.
0
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? VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. 1\\
Von Max Planck-Berlin. 3. Auflage. 1913. Geb. £ 6.—
Behandelt die historische Entwicklung des Prinzips von seinen
Uranfingen bis zu seiner allgemeinen Durchfilhrung in den Arbeiten
von Mayer, Joule, Helmholtz, Clausius, Thomson; die allgemeine Defini-
tion des Energiebegriffs, die Formnlierung des Erhaltungsprinzips nebst
einer Ubersicht und Kritik iiber die versuchten Beweise.

VII. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D.
Hilbert-Gottingen. ‘4. Auflage. 1913. Geb. ca. £ 6.—

Ein Versuch, fiir die Geometrie ein vollstindiges und még-
lichst einfaches System von Axiomen aufzustellen und aus den-
selben die wichtigsten geometrischen Sitze in der Weise abzuleiten,
daB dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen und die
Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen mdg-
lichst klar zutage tritt.

VIIO. Band: Geschichte der Psychologie. Von O.

Klemm-Leipzig. 1911. Geb. / 8.—

In der gegenwirtigen Zeit, wo die Psychologie als eine selbstindige
gswissenschaft auftritt, diirfte ein geschichtlicher Ausweis ge-
eignet sein, zahlreichen MiBverstindnissen vorzubeugen., DaB dabei die
Grenzfragen der Psychologie stirker in den Vordergrund treten, wird
um so weniger als Fehler empfunden werden kénnen, da sich ja nach
einem Ausspruch Poincarés das Wachstum einer Wissenschaft gerade

auf ihren Grenzgebieten vollzieht.

IX. Band: Erkenntnistheoretische Grundziige der
Naturwissenschaften und ihre Beziehungen zum
Geistesleben der Gegenwart. Von P. Volkmann-
Konigsberg i. P. 2. Auflage, 1910. Geb. #£ 6.—

Die sichtliche Zunahme der erkenntnistheoretischen Interessen auf
allen Gebieten der Naturwissenschaften veranlaBt den Verfasser seine
spiteren erkenntnistheoretischen Untersuchungen in die Grundziige ein-
zuarbeiten und damit eine weitere Durcharbeitung des gesamten fiir ihn
in Betracht kommenden Gegénstandes zu versuchen,

X.Band: Wissenschaft und Religion in der Philo-
sophie unserer Zeit. Von E. Boutroux-Paris. Deutsch
von E, Weber-StraBburg i. E. 1910. Geb. /£ 6.—

Boutroux zeigt uns in klarer und anschaulicher Weise die Ideen einiger
der groBten Denker iiber die Beziehungen zwischen Wissenschaft und
Religion. Er iibt aber auch strenge Kritik und verhehlt uns nicht alle
die Schwierigkeiten und Einwendungen, die sich gegen jedes dieser
Systeme erheben lassen.

XI.Band:Probleme d. Wissenschaft. VonF.Enriques-

Bologna. Deutsch von K. Grelling-Gottingen. 2 Teile. 1910.
I Teil: Wirklichkeit und Logik. Geb..# 4.—
II. — Die Grundbegriffe der Wissenschaft. Geb. # 5.—

Der Verfasser entwickelt durch eine Analyse der Fragen der Logik
und Psychologie eine neue Theorie der Erkenntnis, dabei die verschie-
denen Zweige der Wissenschaft, von der Mathematik bis zur Biologie,
‘Wirtschaftslehre und Geschichte beriihrend.

XII. Band: Die log. Grundlagen d. exakten Wissen-
schaften. Von P.Natorp-Marburg. 1910. Geb. /£ 6.60.
Das Buch, das gleichsam eine nach modernen Begriffen reformierte

,Kritik der reinen Vernunft“ darstellt, versucht eine in den Hauptziigen
vollstindige, geschlossene Philosophie der exakten Wissenschaften zu
L\¥

bieten, wobel ein strenger Systemzusammenhang angestrebt ist.
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KXIII. Band: Pflanzengeographische Wandlungen
der deutschen Landschaft. Von H. Hausrath-Karls-
rohe. I91L. Geb. S 5.—

Ausgehend von den natiirlichen Bedingungen der Vegetationsformen
sucht der Verfasser die Fragen iiber die frithere und kiinftige Ge-
staltung der deutschen Landschaft anfzukliren, indem er vom Ende

der Eiszeiten an dem Wechsel in der Verteilung und in dem Zustand
von Wald, Feld, Wiese und Moor nachgeht und seine Griinde feststellt.

XIV. Band: Das Weltproblem vom Standpunkte des
relativistischen Positivismus aus. Historisch-kritisch
dargestellt von J. Petzoldt-Charlottenburg. 2., vermehrte Aufl.
1911. Geb. A 3.—

Vom Standpunkte des relativistischen Positivismus sucht
der Verfasser auf neuen Wegen und zum Teil mit neuen Hilfsmitteln die
Geschichte der Philosophie als eine sinnvolle Geschichte eines vor-

Wlssenscha.fﬂlchen, urspriinglich  unvermeidlich gewesenen Irrtums des
menschlichen Denkens verstindlich za machen.

XV. Band: Wissenschaft und Wirklichkeit. Von M.
Frischeisen-Kohler-Berlin. 1912. Geb. 4 8.—

Das Buch, das aus umfassenderen Studien iiber die philosophischen
Grundlagen der Natur- und Geisteswissenschaften hervorgegangen ist,
gibt eine neue Grundlage des kritischen Realismus.

XVI.Band: Das Wissen der Gegenwart in Mathe-

matik und Naturwissenschaft. Von E. Picard-Paris.
Deutsch von F. u. L’Lindemann-Minchen. 1913. Geb. f 6.—

Der Verfasser hat versucht, in diesem Buche eine zusammenfassende
Ubersicht iiber den Stand unseres Wissens in Mathematik, Physik und
Naturwissenschaften in den ersten Jahren des zo. J’ahrhunderts zu geben.
Man findet die verschiedenen Gesichtspunkte, unter denen man heute
den Begriff der wissenschaftlichen Erklirung betrachtet, ebenso wie die
Rolle, die hierbei die Theorien bilden, eingehend erértert.

In Vorbereitung bzw. unter der Presse*:

Prinzipien der vergleichenden
Anatomie. Von H.Braus.

Die Erde als Wohnsitz des Men-
schen. Von K.Dove.

Das Gesellschafts- und Staaten-
leben im Tierreich. Von K.
Escherich.

Erdbeben und Gebirgsbau. Von
Fr. Frech.

Ethik als Kritik der Weltge-
schichte. Von A. Gdrland,

Neuere Fortschritte auf dem
Gebiete der Elektrizitdt, 3.

. Auflage. Von F.Richarz.

Reizerscheinungen d. Pflanzen.
Von L. Jost.

Die Materie im Kolloidalzustand.
Von V. Kohlschiitter.

Die Vorfahren u. die Vererbung.
Von F.LeDantec. Deutsch von
H.Kniep

Grundlagen der Pédagogik. Von
R.Lehmann,

Die wichtigsten Probleme der
Mineralogie und Fetrographie.
Von G. Linck.

Die Probleme der Bevdlkerungs-
lehre. Von R, Michels.

*Wissenschaftund Methode. Von
H. Poincaré. Deutsch von F.
und L.Lindemann.

Botan. Beweismittel f. d. Abstam-
mungslehre. Von H.Potonié.

Mensch und Mikroorganismen.
Von H. Sachs.

Methoden der geographischen
Forschung. Von O. Schliiter.

Grundfragen der Astronomie,

.der Mechanik und Physik
der Himmelskérper. Von H. v.
Seeliger.

Meteorologische Zeit- u. Streit-
fragen. Von R. Siiring.

Geschichte des Vulkanismus,
Von Joh. Walther.

Grundlagen der Psychologie.
Von Th.Ziehen.

Die Sammlung wird fortgesetzt.
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Verzeichnis der Begriffsnamen -

Verzeichnis der Begriffsnamen.

Die den Begriffsnamen beigefiigten Zahlen bezeichnen diejenigen Seiten des
Buches, auf denen der Begriff erklirt ist:

Axiom der Abgeschlossenheit des

Systems der Bewegungen 169.

Archimedisches 22, 123.

der Gruppeneigenschaft des

Systems der Bewegungen 167.

der Dreieckskongruenz I12.

der Dreieckskongruenz in enge-

rer Fassung 122.

der Nachbarschaft 124.

Parallelen- 20, 123.

sich schneidender und nicht

schneidender Geraden 147.

der unendlichen Anzahl der

Drebungen 168.

Vollstindigkeits- 22.

Axiome der Anordnung 4, 113,
120, 145.

— der Kongruenz 9, 120, 146.

— der Stetigkeit 22, 113, 123.

— der Verkniipfung 3, 112, 120,
145.

Bewegung 167.

Desarguesscher Satz (Satz 33)

Drehung 167.

Ebene 3, 165, 166.

— Zahlen- 165.

Eichmall 99.

Elemente der linearen Geometrie 2.

— — ebenen Geometrie 2.

— — riumlichen Geometrie 2.

Ende einer Halbgeraden 148.

Figur 19.

Geometrie, Nicht- Archimedische
31.

— Nicht-Desarguessche 66.

— Nicht-Euklidische 27.

— Nicht-Pascalsche 195.

— Nicht-Pythagoriische 137.

Gerade 2.

— wahre 213.

Halbdrehung 23.

64.

Inhaltsgleichheit 54, 136.
InhaltsmaB des Dreiecks 57.
— — Polygons 60.

Jordansche Kurve 165.
Jordansches Gebiet 165.

Kongruenz von Strecken 9.
— — Winkeln 11.

— — Drejecken 12.

— — Figuren 19.

Kreis 21.

— wahrer 168.

— Zablen- 173.

Nebenwinkel 13.

Parallelenaxiom 20, 123.
Pascalscher Satz (Satz 21) 36.
Polygon 8.

— Zerfallen und Zusammensetzen

53.
Punkt 2, 166.
Rechter Winkel 14.

Scheitelwinkel 14.

Seite eines Punktes auf einer Ge-
raden 7.

— einer Geraden in der Ebene 7.

~— einer Ebene g.

Spiegelbild 153.

Strecke 5.

Streckenprodukt 44.

Streckenzug 7.

Winkel 10.

Zahlenebene 165.
Zahlenkreis 173.
Zahlensystem, komplexes 34.
— Archimedisches 36.

— Nicht-Archimedisches 36.
— Desarguessches 85.
Zerlegungsgleichheit 53, 136.
Zwischen 4.



So fingt denn alle menschliche Erkenntnis
mit Anschauungen an, geht von da zu Begriffen
und endigt mit Ideen.

Kant, Kritik der reinen Vernunft,
Elementarlehre 2, T, . Abt,

Einleitung.

Die Geometrie bedarf — ebenso wie die Arithmetik —
zu ijhrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und einfacher
Grundsitze. Diese Grundsitzeheifien Axiome derGeometrie.
Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erfor-
schung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit Eu-
klid in zahlreichen vortrefflichen Abhandlungen der mathe-
matischen Literatur?) sich erortert findet. Die bezeichnete Auf-
gabe liuft auf die logische Analyse unserer riumlichen An-
schauung hinaus.

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fiir
die Geometrie ein vollstindiges und moglichst ein-
faches System von Axziomen aufzustellen und aus denselben
die wichtigsten geometrischen Sitze in der Weise abzuleiten,
daB dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen
und die Tragweite der aus den einzelnen Axiomen zu zie-
henden ‘Folgerungen moglichst klar zutage tritt.

1) Man vergleiche die zusammenfassenden und erliuternden Be-
richte von G. Veronese, ,,Grundziige der Geometrie®, deutsch von
A.Schepp, Leipzig 1894 (Anhang), und F. Klein, ,,Zur ersten Ver-
teilung des Lobatschefsky-Preises®, Math. Ann. Bd. 50.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 1



Kapitel I
Die fiinf Axiomgruppen.

§ 1.

Die Elemente der Geometrie und die finf Axiom-
gruppen.

Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von
Dingen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte
und bezeichnen sie mit 4, B, C,...; die Dinge des zweiten
Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit 2,5, ¢, ...;
die Dinge des dritten Systems nennen wir Zbenen und be-
zeichnen sie mit ¢, §, y,...; die Punkte heiflen auch die
Llemente der lincaren Geometrie, die Punkte und Geraden heifien
die Elemente der ebenen Geomelrie und die Punkte, Geraden
und Ebenen heiBen die Zlemente der réumlichen Geometrie oder
des Raumes. ‘

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen
gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen
durch Worte wie ,liegen®, ,zawischen, ,,parallel, kon-
gruent% ,stetig®; die genaue und fiir mathematische
Zwecke vollstindige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt
durch die Axiome der Geomeirie,

Die Axiome der Geometrie kénnen wir in fiinf Gruppen
teilen; jede einzelne dieser Gruppen driickt gewisse zusam-
mengehorige Grundtatsachen unserer Anschauung aus. Wir
benennen diese Gruppen von Axiomen in folgender Weise:

I. 1—8. Axiome der Verkuiipfung,
II. 1—4. Axiome der Anordnung,
III. 1—5. Axiome der Kongruenz,
IV. Axiom der Parallelen,

V. 1—2. Axiome der Stefigkeit.



§ 2. Axiome der Verkniipfung 3

§ 2.
Die Axiomgruppe I: Axiome der Verknllpfung.

Die Axiome dieser Gruppe stellen zwischen den oben
erklirten Begriffen Punkte, Geraden und Ebenen eine Ver-
kniipfung her und lauten wie folgt:

I 1. Zwei voneinander verschiedene Punkie A, B bestimmen stels
etne Gerade a.

Statt ,,bestimmen* werden wir auch andere Wendungen
gebrauchen, z. B. ¢ ,,geht durch¥ 4 ,und durch® B,a
sverbindet® 4 ,,und* oder ,,mit* B. Wenn 4 ein Punkt
ist, der mit einem anderen Punkte zusammen die Gerade a
bestimmt, so gebrauchen wir auch die Wendungen: 4 ,,liegt
auf“a, 4,ist ein Punktvon“ g, , es gibt den Punkt® 4
»auf“ g usw. Wenn 4 auf der Geraden ¢ und auBlerdem auf
einer anderen Geraden & liegt, so gebrauchen wir auch die
Wendung: ,,die Geraden“ a ,und* 6,,habendenPunkt
A4 gemein* usw.

I 2. Irgend zwei voneinander verschiedene Punkie einer Geraden
bestimmen diese Gerade.

1 3. Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens swei Punkte,
in einer Ebene gibt es stels wenigstens drei nicht auf einer Geraden
gelegene Punktel)

1 4. Drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende Punkte
A, B, C bestimmen stets eine Ebene «.

Wir gebrauchen auch die Wendungen: 4, B, C ,liegen
in“ «; 4, B, C ,8ind Punkte von* «; usw.

1) A. Rosenthal hat (Math. Ann, 69) gezeigt, daB es unter Heran-
ziehung der rdumlichen Axiome dieser Gruppe geniigt zu postulieren,
daB es in einer Ebene stets wenigstens einen Punkt gibt. Beschrinkt
man sich auf die Elemente einer Ebene, so kann man unter Heran-
ziehung der ebenen Axiome der Gruppe II, den ersten Teil von I3 be-
schrinken auf die Forderung, daB es auf einer Geraden stets wenig-
stens einen Punkt gibt.

1%



4 Kap. I. Die finf Axiomgruppen

15. Irgend drei Punkte einer Ebene, die nicht auf ein und
derselben Geraden liegen, bestimmen diese Ebene. ,

1 6. Wenn zwei Punkte A, B éiner Geraden a in einer Ebene
o liegen, so liegt jeder Punkt von a in der Ebene .

In diesem Falle sagen wir: die Gerade a ,liegt in der*
Ebene o; usw.

1 7. Wenn swei Ebenen o, f einen Punki A gemein haben, so
haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein.

18. Zs gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkle,

Die Axiome I 1—3 mogen die ebenen Axiome der Gruppe 1
heifen zum Unterschied von den Axiomen I 4—8, die ich
als die rdumlichen Axiome der Gruppe 1 bezeichne.

Von den Sitzen, die aus den Axiomen I 1—S8 folgen, er-
wahne ich nur diese beiden:

Satz 1. Zwei Geraden einer Ebene haben einen oder keinen
Punkt gemein; zwei Ebenen haben keinen Punkt oder eine
Gerade gemein; eine Ebene und eine nicht in ihr liegende
Gerade haben keinen oder einen Punkt gemein. ‘

Satz 2. Durch eine Gerade und einen nicht auf ihr lie-
genden Punkt, sowie auch durch zwei verschiedene Geraden
mit einem gemeinsamen Punkt gibt es stets eine und nur eine
Ebene.

§ 3

Die Axiomgruppe II; Axiome der Anordnung.!)

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff,,zwischen*
und ermoglichen auf Grund dieses Begriffes die Anordnung
der Punkte auf einer Geraden, in einer Ebene und im Raume.

Erkliarung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen
Beziehungen zueinander, zu deren Beschreibung uns insbe-
sondere das Wort ,,zwischent dient.

1) Diese Axiome hat zuerst M. Pasch in seinen Vorlesungen iber
neuere Geometrie, Leipzig 1882, ausfithrlich untersucht. Insbesondere
rithrt das Axiom II 4 inhaltlich von M. Pasch her.
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O 1. Wenn A, B, C Punkie einer Geraden sind, und B zwischen
Aund Cliegt, so liegt B auch swiscken C und 4.

A B c

0 2. Wenn Aund C zwer Punkte einer Geraden sind, so gibt
es stets wenigslens einen Punki B, der zwischen A und C liegt,
und wenigsten einen Punkt D, so daff C zwischen A und D liegt.

4 B ¢ 1

I 3. Unfer irgend drei Punkien einer Geraden gibt es stets einen
und nur einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

Erklarung. Wir betrachten auf einer Geraden a zwei
Punkte 4 und B; wir nennen das System der beiden Punkte
A und B eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit 4 B oder
mit BA. Die Punkte zwischen 4 und B heien Punkte der
Strecke A7 oder auch snnerkald der Strecke 4B gelegen; die
Punkte 4, B heilen Endpunkte der Strecke AB. Alle iibrigen
Punkte der Geraden « heiBen awferhalb der Strecke AB
gelegen.

11 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene
Punkte und a eine Gerade in der Ebene AB C, die keinen der Punkte
4, B, C trifft: wenn dann die
Gerade a durch einen Punkt der 4
Strecke AB geht, so geht sie ge-
wifl auck entweder durch einen
Punkt der Strecke B C oder durch
etnen Punkt der Strecke AC.

Die Axiome II 1—3 ent- 4 B
hallen nur Aussagen iiber die
Punkte auf einer Geraden und Y
mogen daher die Znearen Axiome der Gruppe 11 heiBen;
das Axiom II 4 enthilt eine Aussage iiber die Elemente der
ebenen Geometrie und heiBe daher das ebene Axiom der

Gruppe 1L
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§ 4
Folgerungen aus den Axiomen der Verkniipfung und
der Anordnung.

Aus den Axiomen I und II folgen die nachstehenden Sitze:

Satz 3. Zwischen irgend zwei Punkten einer Geraden gibt
es stets unendlichviele Punkte.

Satz 4. Sind irgend vier Punkte einer Geraden gegeben,
so lassen sich dieselben stets in der Weise mit 4, B, C, D
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen 4
und C und auch zwischen 4 und 2D und ferner der mit C
bezeichnete Punkt zwischen 4 und 0D und auch zwischen B
und D liegt.})

Satz 5 (Verallgemeinerung von Satz 4). Sind irgendeine
endliche Anzahl von Punkten einer Geraden gegeben, so lassen
sich dieselben stets in der Weise mit 4, B, C, D, £, .., K
bezeichnen, daB der mit B bezeichnete Punkt zwischen 4
einerseits und C, D, Z, ..., K andererseits, ferner C zwischen
A, B einerseits und D, £, ..., K andererseits, sodann D
zwischen 4, B, C einerseits und Z, ..., K andererseits usw.
A B ¢cD E X

liegt. AuBer dieser Bezeichnungsweise gibt es nur noch die
umgekehrte Bezeichnungsweise 4% ..., £, D, C, B, 4, die von
der namlichen Beschaffenheit ist.

1) Dieser in der ersten Auflage als Axiom bezeichnete Satz ist von
E. H. Moore, Transactions of the American Mathematical Society
1902, 2ls eine Folge der aufgestellten ebenen Axiome der Verkniipfung
und der Anordnung erkannt worden. Vgl. auch die sich hieran an-
schlieBenden Arbeiten von Veblen, Trans. Math. Soc. 1904. Schwei-
tzer, American Journ. 1909. — Es ist wiinschenswert, ein solches
System von unabhingigen Axiomen aufzustellen, da8 die auf die An-
ordnung der Punkte einer Geraden beziiglichen Axiome diese A.nordnuﬁg
vollstindig beschreiben, d. i. daB aus ihnen allein der Satz § folgt.
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Satz 6. Jede Gerade @, welche in einer Ebene o liegt,
trennt die nicht auf ihr liegenden Punkte dieser Ebene «
in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt
A des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt B des anderen
Gebietes eine Strecke 4.7, innerhalb derer ein Punkt der
Geraden « liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte 4

AI

B
und A4’ ein und desselben Gebietes eine Strecke 44’, welche
keinen Punkt von z enthilt.?)

Erklirung. Es seien 4, 4, O, B vier Punkte einer Ge-
raden g, so daB O zwischen 4 und B, aber nicht zwischen
A und A’ liegt; dann sagen wir: die Punkte 4, 4’ liegen
der Geraden a auf ein und derselben Seite vom Punkte O, und

A A o B

die Punkte 4, B liegen i der Geraden a, auf verschiedenen
Seiten vom Punkte O. Die simtlichen auf ein und derselben
Seite von O gelegenen Punkte der Geraden « heiflen auch
ein von O ausgehender Halbstrakhl; somit teilt jeder Punkt
einer Geraden diese in zwei Halbstrahlen.

Erklirung. Indem wir die Bezeichnungen des Satzes 6
benutzen, sagen wir: die Punkte 4, A’ liegen iz der Ebenc o
auf ein und derselben Seite von der Geraden a und die Punkte
A, B liegen in der Ebene o awf verschiedenen Seiten von der
Geraden «o. ‘

1) Vgl. den Beweis bei M. Pasch a. a. O. S. 25.
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Erklirung. Ein System von Strecken A8, BC, CD, .., KL
heifit ein Streckenzug, der die Punkte 4 und Z miteinander
verbindet; dieser Streckenzug wird auch kurz mit ABCD
... KL bezeichnet. Die Punkte innerhalb der Strecken 4.5,
BC, CD, ..., KL, sowie die Punkte 4, B, C, D, ..., K, L
heifien insgesamt die Punkte des Streckenzuges. Fallt insbeson-
dere der Punkt Z mit dem Punkt 4 zusammen, so wird der
Streckenzug ein Polygon genannt und als Polygon ABCD ... K
bezeichnet. Die Strecken 4B, BC, CD, ..., K4 heiflen auch
die Seiten des Polygons. Die Punkte 4, B, C, D, .. ., K heiBen
die Zcken des Polygons. Polygone mit 3, 4, ...,7 Ecken heifien
bzw. Dretecke, Vierecke, ..., n-Ecke.

Erkldrung. Wenn die Ecken eines Polygons sdmtlich von-
einander verschieden sind und keine Ecke des Polygons in
eine Seite fillt und irgend zwei Seiten eines Polygons keinen
Punkt miteinander gemein haben, so heit das Polygon eznfack.

Mit Zubhilfenahme des Satzes 6 gelangen wir jetzt ohne
erhebliche Schwierigkeit zu folgenden Sitzen:

Satz 7. Ein jedes einfache Polygon, dessen Ecken simtlich
in einer Ebene ¢« liegen, trennt die Punkte dieser Ebene o,

die nicht dem Strek-

kenzuge des Polygons

angehoren, in zweiGe-

, biete: ein Inneres und

ein AuBeres, von fol-

gender  Beschaffen-

heit: ist 4 ein Punkt

des Inneren (innerer

B Punkt) und B ein
Punkt des AuBeren

(iuBerer Punkt), so

hat jeder Streckenzug,

der A mit B verbindet, mindestens einen Punkt mit dem
Polygon gemein; sind dagegen 4, 4’ zwei Punkte des Inneren
und B, B’ zwei Punkte des AuBeren, so gibt es stets Strecken-
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ziige, die 4 mit 4" und B mit B’ verbinden und keinen
Punkt mit dem Polygon gemein haben. Es gibt Gerade in
o, die ganz im AuBeren des Polygons verlaufen, dagegen
keine solche Gerade, die ganzimInneren des Polygonsverliuft.

Satz 8. Jede Ebene ¢ trennt die ibrigen Punkte des
Raumes in zwei Gebiete von folgender Beschaffenheit: jeder
Punkt 4 des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt 2
des anderen Gebietes eine Strecke 45, innerhalb derer ein
Punkt von o« liegt; dagegen bestimmen irgend zwei Punkte
von 4 und 4" eines und desselben Gebietes stets eine Strecke
A4’, die keinen Punkt von « enthilt.

Erklirung. Indem wir die Bezeichnungen dieses Satzes 8
benutzen, sagen wir: die Punkte 4, 4" liegen im Raume a»f
ein und derselben Seite von der Ebene w, und die Punkte 4, B
liegen im Raume auf verschiedenen Seiten von der Ebene a.

Der Satz 8 bringt die wichtigsten Tatsachen betreffs der
Anordnung der Elemente im Raume zum Ausdruck; diese
Tatsachen sind daher lediglich Folgerungen aus den bisher
behandelten Axiomen und es bedurfte in der Gruppe II
keines neuen raumlichen Axioms.

§ 5
Die Axiomgruppe III: Axiome der Kongruenz.

Die Axiome dieser Gruppe definieren den Begriff der
Kongruenz und damit auch den der Bewegung.

Erklarung. Die Strecken stehen in gewissen Beziehungen
zueinander, zu deren Beschreibung uns die Worte ,,kongruent*
oder ,,gleich* dienen.

1L 1. Wenn A, B zwei Punkie auf einer Geraden a und ferner
A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ist, so
kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets
einen und nur einen Punkt B’ finden, so daff die Strecke AB
der Strecke A'B’ kongruent oder gleich ist, in Zeichen:

AB = A'F'.
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Jede Sirecke ist sich selbst kongruent, d. h. es ist stets:
AB=AB und AB=BA

Wir sagen auch kiirzer: eine jede Strecke kann auf einer
gegebenen Seite einer gegebenen Geraden von einem ge-
gebenen Punkte in eindeutig bestimmter Weise abgelragen
werden.

111 2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B’ als auch
der Strecke A" B” kongruenl ist, so ist auch A'B’ der Strecke A” B"”
kongruent, d. h. wenn

AB=A'B" wund AB= A"B",
so #st auch
A’BI = AIIB’I"

I 3. Es seien AB und B C zwei Sirecken okne gemeinsame

Punkte auf der Geraden a und ferner A’ B’ und B’ C' zwei Strecken
A B c @

A’ B’ c’ a’
auf derselben oder einer anderen Geraden a' ebenfalls ohne gemein-
same Punkie; wenn dann

. AB=A'B" ud BC=BC

ist, so ist auch stels

AC=A4'C.

Erklarung. Es sei « eine beliebige Ebene und 4, £ seien
irgend zwei verschiedene von einem Punkte O ausgehende
Halbstrahlen in o, die verschiedenen Geraden angehéren.
Das System dieser beiden Halbstrahlen %4,% nennen wir einen
Winkel und bezeichnen denselben mit<(%,%) oder mit<(,%).
Aus den Axiomen II 1—4 kann leicht geschlossen werden,
daB die Halbstrahlen % und %, zusammengenommen mit dem
Punkte O die tibrigen Punkte der Ebene « in zwei Gebiete
von folgender Beschaffenheit teilen: Ist 4 ein Punkt des einen
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und B ein Punkt des anderen Gebietes, so geht jederStrecken-
zug, der 4 mit B verbindet, entweder durch O oder hat mit
% oder % wenigstens einen Punkt gemein; sind dagegen 4,4’
Punkte desselben Gebietes, so gibt es stets einen Strecken-
zug, der 4 mit A’ verbindet und weder durch O noch durch
einen Punkt der Halbstrahlen 4%, % hindurchliuft. Eines dieser
beiden Gebiete ist vor dem anderen ausgezeichnet, indem
jede Strecke, die irgend zwei Punkte dieses ausgezeichneten
Gebietes verbindet, stets ganz in demselben liegt; dieses aus-
gezeichnete Gebiet heiBe das Junere des Winkels << (4, )
zum Unterschiede von dem anderen Gebiete, welches das
Aufere des Winkels X (%,%) genannt werden mége. Die Halb-
strahlen %, % heiBen Sckenke! des Winkels, und der Punkt O
heiBt der Scheitel des Winkels.

Erklirung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen
zueinander, zu deren Bezeichnung uns ebenfalls die Worte
whongruent* oder ,,glezch* dienen.

1L 4. Es sei ein Winkel <C (%, k) in einer Ebene o und eine
Gerade a’ in einer Ebene o, sowie eine bestimmie Seite von a’
auf o gegeben. Es bedeute k' einen Halbstrahl der Geraden a’,
der vom Punkle O’ ausgeht: dann gibt es in der Ebene o einen
und nur einen Halbstrahl k, so dafy der Winkel 3 (k, k) kon-
gruent oder gleich dem Winkel L (', k') ist und zugleick alle
inneren Punkle des Winkels << (k', k") auf der gegebenen Seite von
a’ liegen, in Zeicken:

LB R =L@#, A

Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d. k. es ist stets

XtA=XBR wmd F (b B=(kA)

Wir sagen auch kurz: ein jeder Winkel kann in einer ge-
gebenen Ebene nach einer gegebenen Seite an einen ge-
gebenen Halbstrahl auf eine eindeutig bestimmte Weise aé-
getragen werden.

Erklarung. Es sei ein Dreieck 45 C vorgelegt; wir be-
zeichnen die beiden von A4 ausgehenden durch & und C
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laufenden Halbstrahlen mit 4 und % Der Winkel (%, £) heifit
dann der von den Seiten 45 und AC eingeschlossene oder
der der Seite BC gegeniiberliegende Winkel des Dreieckes
ABC; er enthilt in seinem Inneren siamtliche innere Punkte
des Dreieckes ABC und wird mit 3 BAC oder I 4 be-
zeichnet.

UL 5. Wenn fiir swei Dreiecke ABC und A'B’C’ die Kon-
gruenzen

AB=A'B', AC=A4'C, X BAC=<B'AC
gelten, so sind auch stets die Kongruenzen _

X ABC= A'B'C' und <L ACB=< A C'B’
erfiillt.

Die Axiome III 1—3 enthalten nur Aussagen iiber die
Kongruenz von Strecken; sie moégen daher die Anearen Axiome
der Gruppe TII heifien. Das Axiom III 4, enthélt Aussagen
iber die Kongruenz von Winkeln. Das Axiom III 5 kniipft
das Band zwischen den Begriffen der Kongruenz von Strecken
und von Winkeln. Die Axiome III 4 und 5 enthalten Aus-
sagen iiber die Elemente der ebenen Geometrie und mégen
daher die ebenen Axiome der Gruppe III heifien.

§ 6.

Folgerungen aus den Axiomen der Kongruenz.

Erklarung. Es sei die Strecke 4.8 kongruent der Strecke
A’B’. Da nach AxiomIII 1 auch die Strecke 4.8 kongruent
AB ist, so ist nach Axiom III 2 auch 4B’ kongruent 427;
wir sagen: die beiden Strecken 48 und A4’R’ sind wnter-
einander kongruent.

Erklarung. Sind 4, B, C, D, ..., K, L auf ¢ und 4’, B’,
C',D' .., Ky L' auf ¢’ zwei Reihen von Punkten, so dad
die simtlichen entsprechenden Strecken 43 und 4’B’, AC
und 4°C’y, BC und B'C’,..., KL und K’'L’ bezw. einander
kongruent sind, so heifien die beiden Reihen von Punkten
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uniereinander kongruent; 4 und A’y B und B’,..., L und L'
heilen die enfsprechenden Punkte der kongruenten Punktreihen.

Aus den linearen Axiomen III 1—3 schlieBen wir leicht
folgende Sitze:

Satz g. Ist von zwei kongruenten Punktreihen 4, 5, ...,
K, L und 4, B', .., K', L' die erste so geordnet, daB B
zwischen A4 einerseits und C, D, ..., K, L andererseits, C
zwischen 4, B einerseits und 2D, ..., K, L andererseits, usw.
liegt, so sind die Punkte 4', B, ..., K, L' auf die gleiche
Weise geordnet, d.h. B’ liegt zwischen 4’ einerseits und
C, D', .., K’ L andererseits, C' zwischen 4’, B’ einerseits
und D', ..., X', L andererseits usw.

Es ergibt sich ferner:

Satz 10. Wenn ein Winkel < (%, %) sowohl dem < (%', %)
als auch dem < (%”,%4") kongruent ist, so ist auch der Winkel
X (&, &) dem Winkel X (%", £”) kongruent, d. h. wenn

X (bB)=<<(*,¥) uwd X HALH=XE" L
ist, so ist'auch stets
KWL EY =X (0% Y

Erklirung. Essei 9C( %) kongruent dem Winkel 52 (%', %').
Da nach Axiom IIT 4 der Winkel <C (%, #) kongruent < (%, £)
ist, so folgt aus Satz 10, daB < (%, #') kongruent < (% %)
ist; wir sagen: die beiden Winkel <C (4 #) und <C (&', #)
sind wuntereinander- kongruent.

Erklirung. Zwei Winkel, die den Scheitel und einen
Schenkel gemein haben und deren nicht gemeinsame Schen-
kel eine gerade Linie bilden, heiBen Nebenwinkel. Zwei Winkel
mit gemeinsamem Scheitel, deren Schenkel je eine Gerade
bilden, heiBen Sckeitelwinkel. Ein Winkel, welcher einem sei-
ner Nebenwinkel kongruent ist, heiBt ein rechfer Winkel.

1) Dieser Satz ist in der fritheren Auflage als Axiom aufgestellt
und von A. Rosenthal Math. Ann. 71 aus den iibrigen Axiomen
der Kongruenz unter Verwendung von Axiomen der Gruppen I und II
bewiesen worden. Gleichzeitig zeigt er, wie man III 1 und 4 durch
weniger fordernde Axiome ersetzen kann.
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Die Existenz rechter Winkel folgt in bekannter Weise
aus III 1, IIT 4, IIT 5. Wenn man ndmlich einen beliebigen
Winkel vom Scheitel aus an einen seiner Schenkel antrigt
und dann die duBeren Schenkel gleichmacht, so schneidet
die Verbindungsgerade der Endpunkte den gemeinsamen
Schenkel senkrecht.

Zwei Dreiecke AR C und A’R’C’ heiflen einander kon-
gruent, wenn simtliche Kongruenzen

AB=A'B’, AC=A4'C', BC=B'(C,
KA=x 4, LB=L B, L C=xC
erfiillt sind. ,
Satz 11 (Erster Kongruenzsatz fiir Dreiecke). Wenn
fiir zwei Dreiecke A2 C und 4’B’C’ die Kongruenzen
AB=A'B", AC=A4'C, L A=< 4
gelten, so sind die beiden Dreiecke einander kongruent.
Beweis. Nach Axiom III 5 sind die Kongruenzen
KB=xB" uwd LC=LC
erfiillt, und es bedarf somit nur des Nachweises, daB die

Seiten £C und B’C” einander kongruent sind. Nehmen wir
nun im Gegenteil an, es wire etwa B C nicht kongruent B’ (’,

C

B A

und bestimmen auf Z'C’ den Punkt D’, so daB BC=2B'D’
wird, so stimmen die beiden Dreiecke 48C und A’B'D’ in
zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
iiberein; nach Axiom III 5 sind mithin insbesondere die
beiden Winkel C B AC und SC B°4'D’ einander kongruent.
Es wire also 9 BAC sowohl < B’A'D’ wie 3L B'A’C’
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kongruent; dies ist nicht moglich, da nach Axiom III 4 ein
jeder Winkel an einen gegebenen Halbstrahl nach einer
gegebenen Seite in einer Ebene nur auf eine Weise ab-
getragen werden kann. Damit ist der Beweis fiir Satz 11
vollstindig erbracht.

Ebenso leicht beweisen wir die weitere Tatsache:

Satz 12 (Zweiter Kongruenzsatz fir Dreiecke).
Wenn in zwei Dreiecken je eine Seite und die beiden an-
liegenden Winkel kongruent ausfallen, so sind die Dreiecke
stets kongruent.

Wir sind nunmehr imstande, die folgenden wichtigen
Tatsachen zu beweisen:

Satz 13. Wenn swei Winkel I ABC und L A'B'C’ ein-
ander kongruent sind, so sind auch ihre Nebenmwinkel SC CBD
und L C'B'D’ einander kongruent.

C c’

Al /k_p Al /x_pl

B B’
Beweis. Wir wahlen die Punkte 4’, C’, D’ auf den durch
B’ gehenden Schenkel derart, daB

A'B'=AB, CB =CB, D'B'=DRA

wird. In den beiden Dreiecken 4 BC und 4’B’C’ sind dann
die Seiten AB und CB bezw. den Seiten 4'B’ und C'B’
kongruent und, da iiberdies die von diesen Seiten einge-
schlossenen Winkel nach Voraussetzung kongruent sein
sollen, so folgt nach Satz 11 die Kongruenz jener Dreiecke,
d. h. es gelten die Kongruenzen

AC=A'C uwd X BAC=XBAC.

Da andererseits nach Axiom IIT 3 die Strecken 420 und
A'D’ einander kongruent sind, so folgt wiederum aus Satz 11
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die Kongruenz der Dreiecke C42D und C'4’D’, d. bh. es
gelten die Kongruenzen

CD=CD und X ADC=L ADC

und hieraus folgt mittels Betrachtung der Dreiecke ZCD
und B’C’D’ nach Axiom III 5 die Kongruenz der Winkel
X CBD wd < C'B'D.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 13 ist der Satz von
der Kongruenz der Scheitelwinkel. .

Satz 14. Es sei der Winkel 3 (4 %) in der Ebene « dem
Winkel <9 (%', ') in der Ebene «’ kongruent und ferner sei /
ein Halbstrahl der Ebene «, der vom Scheitel des Winkels
<X (%, %) ausgeht und im Inneren dieses Winkels verlduft: dann
gibt es stets einen Halbstrahl /” in der Ebene «’, der vom

ZI

c

N

0 h A 0 R’ Al
Scheitel des Winkels < (%', #') ausgeht und im Inneren
dieses JC Winkels (%', &) verlduft, so daB

FBY=X @) wmd Xk)=X® )
wird.

Beweis. Wir bezeichnen die Scheitel der Winkel <t (%, £)
und X (%, #’) bez. mit O, O’ und bestimmen dann auf den
Schenkeln %, % 4’, ¥’ die Punkte 4, B, 4', B’ derart, daB

" die Kongruenzen
OA= 0’4" und OF E\O’B,
erfiillt sind. Wegen der Kongruenz der Dreiecke 042 und
O'A’'B’ wird
AB=A'R', <L OAB=< 0'A'B’, LOBA=<0'R’'4".

Die Gerade AZ schneide / in C; bestimmen wir dann auf
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der Strecke 4’8’ den Punkt €', so daR A4'C’ = AC wird,
so ist O'C” der gesuchte Halbstrahl /. In der Tat, aus
AC=A4'C" und AB = A'B’ kann mittels Axiom III 3 leicht
die Kougruenz BC = B’C' geschlossen werden; nunmehr
erweisen sich die Dreiecke O AC und 0’4’C’, sowie ferner
die Dreiecke OBC und O'B’C’ untereinander kongruent;
hieraus ergeben sich die Behauptungen des Satzes 14.
Auf dbnliche Art gelangen wir zu folgender Tatsache:
Satz 15. Es seien einerseits 4, £,/ und andererseits 2, £, /
je drei von einem Punkte ausgehende und je in einer Ebene
gelegene Halbstrahlen: wenn dann die Kongruenzen

XB)=x@E7) wd Xk)=XE )

erfiillt sind, so ist stets auch

X s B = 6 %)

Auf Grund der Sitze 13 und 14 gelingt der Nachweis des
folgenden einfachen Satzes, den Zwk/iid — meiner Meinung
nach mit Unrecht — unter die Axiome gestellt hat.

Satz 16. Alle rechten Winkel sind einander kongruent.l)

Beweis. Der Winkel < BAD sei seinem Nebenwinkel
< CAD kongruent und desgleichen sei der Winkel <CB'4’D’
seinem Nebenwinkel JZ C'4’D’ kongruent; es sind dann
<X BAD, L CAD, L B'A'D’, ¢ C’A’D’ simtlich rechte
‘Winkel. Wir nehmen im Gegensatz zu unserer Behauptung
an, es wire der rechte Winkel SC B8’ A4"D’ nicht kongruent dem
rechten Winkel SC5 4D, und tragen dann <CB'4’D’ an den
Halbstrahl A2 an, so daB der entstehende Schenkel 4.D”
entweder in das Innere desWinkels SC.B 4.0 oder des Winkels

1) Th. Vahlen bemerkt in seinem Buche ,»Abstrakte Geometrie®,
Leipzig 1905, S.242, daB bereits Legendre diesen Satz bewiesen hat.
Doch setzt Legendre voraus, daB die Winkel ein stetiges GroBensystem
bilden. Zugleich zeigt Th.Vahlen daselbst, daf umgekehrt unter Vor-
aussetzung des Satzes 16 die Eindeutigkeit der Winkelabtragung, also
ein Teil des Axioms III 4, aus dem anderen Teile des Axioms IIT 4,
nimlich der Moglichkeit der Abtragung der Winkel und den iibrigen
Kongruenzaxiomen folgt.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 2

’
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X CAD fillt; es treffe etwa die erstere Moglichkeit zu. Wegen
der Kongruenz der Winkel <C B'4’D’ und << BAD” folgt
nach Satz 13, daB auch der Winkel 9 C'A’'D’ dem Winkel
< CA4D" kongruent ist, und da die Win-

D" D D" kel ST B'A’D’ und L C'A’D’ einander

} kongruent sein sollen, so lehrt Satz 1o,
! daf auch derWinkel3Z B AD"” dem'Win-

\\ ,,' kel 32 CAD" kongruent sein muf. Da
Loyl ferner 5 B AD kongruent 9T CAD ist, so
\ ! konnen wir nach Satz 14 innerhalb .des
1 ';' Winkels 9C C4D einen von 4 ausgehen-
\ / den Halbstrahl 40" finden,
VA C so daB < BAD” kongruent

\
\
\

BI

<< CAD""und zugleichCDAD"
kongruent SC.D AD" wird. Nun war aber <C.84.D" kongruent
<X CAD", und somit miifte nach Satz 10 auch 9 C4D"
kongruent SC CAD" sein; das ist nicht moglich, weil nach
Axiom III4 ein jeder Winkel an einen gegebemen Halb-
D’ strahl nach einer gegebenen Seite in einer

Ebene nur auf eine Weise abgetragen
werden kann; hiermit ist der Beweis fiir
Satz 16 erbracht.

‘Wir koénnen jetzt die Bezeichnungen ,,sp7/~
zer Wenkel* und ,,stumpfer Winke/* in bekann-
ter Weise einfiihren.

i ;  DerSatz von der Kongruenz
A € des Basiswinkel L Aund LB

im gleichschenkligen Dreieck
AB C folgt unmittelbar durch Anwendung des Axioms III 5
auf Dreieck 48 C und Dreieck B4 C. Mit Hilfe dieses Satzes
und unter Hinzuziehung des Satzes 15 beweisen wir dann
leicht in bekannter Weise die folgende Tatsache:

Satz 17 (Dritter Kongruenzsatz fir Dreiecke). Wenn
in zwei Dreiecken die drei Seiten entsprechend kongruent

ausfallen, so sind die Dreiecke kongruent.
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Erklirung. Irgendeine endliche Anzahl von Punkten heifit
eine Figur; liegen alle Punkte der Figur in einer Ebene, so
heiBt sie eine ebene Figur.

Zwei Figuren heiflen kongruent, wenn ihre Punkte sich paar-
weise einander so zuordnen lassen, daB die auf diese Weise
einander zugeordneten Strecken und Winkel simtlich einander
kongruent sind.

Kongruente Figuren haben, wie man aus den Sitzen 10
und 13 erkennt, folgende Eigenschaften: Drei Punkte einer
Geraden liegen auch in jeder kongruenten Figur auf einer
Geraden. Die Anordnung der Punkte in entsprechenden
Ebenen in bezug auf entsprechende Gerade ist in kongruenten
Figuren die nimliche; das gleiche gilt von der Reihenfolge
entsprechender Punkte in entsprechenden Geraden.

Der aligemeinste Kongruenzsatz fiir die Ebene und fiir den
Raum driickt sich wie folgt aus:

Satz 18. Wenn (4, B, C, ...) und (4', B’, C’, ...) kongruente
ebene Figuren sind und Peinen Punkt in der Ebene der ersten
bedeutet, so 148t sich in der Ebene der zweiten Figur stets
ein Punkt 7’ finden, derart, daB (4, 8, C, ..., P) und (4, B,
C’, ..., P) wieder kongruente Figuren sind. Enthilt die Figur
(4, B, C, ...) wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte, so ist die Konstruktion von 72’ nur auf eine Weise
moglich.

Satz 19. Wenn (4, 5, C,...) und (4, B’, C, ...) kongruente
Figuren sind und 2 einen beliebigen Punkt bedeutet, so 1aft
sich stets ein Punkt 7’ finden, so daB die Figuren (4, B, C,..., P)
und (4, B, C',,..., P) kongruent sind. Enthilt die Figur
(4, B,C,...) mindestens vier nichtin einer Ebeneliegende Punk-
te, so ist die Konstruktion von 2’ nur auf eine Weise moglich.

Der Satz 1gspricht das wichtige Resultat aus, daB die simt-
lichen raumlichen Tatsachen der Kongruenz und mithin der
Bewegung im Raume — unter Hinzuziehung der Axiom-
gruppen I und II — Folgerungen aus den fiinf oben aufge-
stellten linearen und ebenen Axiomen der Kongruenz sind.

29
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§7
Die Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen.

Aus den bisherigen Axiomen folgt in bekannter Weise der
Euklidische Satz, daB der AuBenwinkel eines Dreieckes stets
groBer ist als jeder der beiden inneren Winkel.

Es sei nun o eine beliebige Ebene, a eine beliebige Gerade
in « und A ein Punkt in ¢ und auBerhalb ¢. Ziehen wir dann
in « eine Gerade ¢, die durch 4 geht und @ schneidet, und
sodann in o eine Gerade & durch 4, so daB die Gerade ¢ die
Geraden g, b unter gleichen Gegenwinkeln schneidet, so folgt
leicht aus dem erwihnten Satze vom Auflenwinkel, daB die
Geraden a, 6 keinen Punkt miteinander gemein haben, d. h.
fn einer Ebene « 14Bt sich durch einen Punkt 4 auBerhalb
einer Geraden ¢ stets eine Gerade ziehen, welche jene Geé-
rade ¢ nicht schneidet. v

Das Parallelenaxiom lautet nun:

IV (Euklidisches Axiom). Zisseiaeinebeliebige Geradeund
A ein Punkt aufierhalb a: dann gibt es in der durchaund A bestimmien
Ebene hichstens eine Gerade, die durch A liuft und a nicht schneidet.

Erklirung. Nach dem Vorhergehenden und auf Grund
des Parallelenaxioms erkennen wir, daB es in der durch e
und 4 bestimmten Ebere eine und nur eine Gerade gibt,
die durch 4 liiuft und a nicht schneidet; wir nennen dieselbe
die Parallele zu a durch A.

Das Parallelenaxiom IV ist gleichbedeutend mit der folgen-
den Forderung:

‘Wenn zwei Geraden g, § in einer Ebene eine dritte Ge-
rade ¢ derselben Ebene nicht treffen, so treffen sie auch ein-
ander nicht. ;

In der Tat, hitten @, 4 einen Punkt 4 gemein, so wiirden
durch 4 in derselben Ebene die beiden Geraden g, 5 méglich
sein, die ¢ nicht treffen; dieser Umstand widerspriche dem
Parallelenaxiom IV. Ebenso leicht folgt umgekehrt das Par- )
allelenaxiom IV aus der genannten Forderung. ’
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Das Parallelenaxiom IV ist ein ebenes Axiom.

Die Einfihrung des Parallelenaxioms vereinfacht die
Grundlagen und erleichtert den Aufbau der Geomeitrie in
erheblichem MaBe.

Nehmen wir nimlich zu den Kongruenzaxiomen das Par-
allelenaxiom hinzu, so gelangen wir leicht zu den bekannten
Tatsachen:

Satz 20. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden
geschnitten werden, so sind die Gegenwinkel und Wechsel-
winkel kongruent, und umgekehrt: die Kongruenz der Gegen- -
oder Wechselwinkel hat zur Folge, daB die Geraden parallel
sind.

Satz 21. Die Winkel eines Dreiecks machen zusammen
zwei Rechte aus.l)

Erklirung. Wenn M ein beliebiger Punkt in einer Ebene
o ist, so heift die Gesamtheit aller Punkte 4, fir welche
die Strecken M 4 einander kongruent sind, ein Kreis; M heiBt
der Mittelpunkt des Kreises.

Auf Grund dieser Erklirung folgen mit Hilfe der Axiom-
gruppen III—IV leicht die bekannten Sitze iiber den Kreis,
insbesondere die Moglichkeit der Konstruktion eines Kreises
durch irgend drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte,
sowie der Satz dber die Kongruenz aller Peripheriewinkel
iiber der namlichen Sehne und der Satz von den Winkeln im
Kreisviereck.

§ 8.
Die Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit.

V 1 (Axiom des Messens oder Archimedisches
Axiom). Es sei A, ein belichiger Punkt auf einer Geraden zwischen
den beliebig gegebenen Punkien A und B; man konstruiere dann die
Punkte Ay, Ay Ay -+« 50 daff A zwischen A und Ay, ferner A,

1) Betreffs der Frage, inwieweit dieser Satz umgekelirt das Parallelen-
axiom zu ersetzen vermag, vergleiche man die Bemerkungen am Schluf

von Kap. II § 12.
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zwischen Ay und Ay, ferner Ay zwischen Ay und A usw. liegt und
tiberdies die Strecken

AAd, A4, ‘42‘45’ A4, ..
einander gleich sind: dann gibl es in der Reihe der Punkte Ay, 4,

Ay, ... stels einen solchen Punkt A,, dafi B swischen A und 4,
Legt.

A. A 7 Az 43 -4 i@ A:n-l B A)‘v

V 2 (Axiom der Vollstindigkeit). Die Elemente (Punkte,
Geraden, Ebenen) der Geomeirie bilden ein System von Dingen,
welches bei Aufrechlerhaltung simtlicher genannlen Axiome keiner
Erweiterung mehr fihigist, d.h.:zu dem System der Punkte,
Geraden, Ebenen ist esnicht moglich, ein anderes
System von Dingen hinzuzufiigen, so daB in dem
durchiZusammensetzungentstehendenSystemsimt-
liche aufgefiihrten Axiome I——IV, V 1 erfiillt sind.

Das Archimedische Axiom V 1 ist ein Zneares Axiom.

Hinsichtlich des Axioms der Vollstindigkeit V 2 fiige ich
hier folgende Bemerkung hinzu.

Die Aufrechterhaltung simtlicher Axiome, von der in diesem
Axiom die Rede ist, hat man so zu verstehen, daf nach der-
Erweiterung simtliche frilheren Axiome in der friitheren
Weise giiltig bleiben sollen, d.h. sofern man die vorhandenen
Beziehungen der Elemente, nimlich die vorhandene Anord-
nung und Kongruenz der Strecken und Winkel nirgends stort,
also z. B. ein Punkt, der vor der Erweiterung zwischen zwei
Punkten liegt, dies auch nach der Erweiterung tut, Strecken
und Winkel, die vorher einander kongruent sind, dies auch
nach der Erweiterung bleiben.

‘Die Erfiillbarkeit des Vollstindigkeitsaxioms ist
wesentlich durch die Voranstellung des Archime-
dischen Axioms bedingt; in der Tat 148t sich zeigen, daB
zu einem System von Punkten, Geraden und Ebenen, welche
die Axiome I—IV erfiillen, stets noch auf mannigfache Weise
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solche Elemente hinzugefiigt werden kdnnen, daBin dem durch
Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome I—IV
ebenfalls simtlich giiltig sind; d.h. das Vollstindigkeitsaxiom
wiirde einen Widerspruch einschlieBen, wennman den Axiomen
I—IV nicht noch das Archimedische Axiom hinzufiigt.

Das Vollstindigkeitsaxiom ist nicht eine Folge
desArchimedischen Axioms. In derTat reicht das Archi-
medische Axiom allein nicht aus, um mit Benutzung der Axiome
I—IV unsere Geometrie als identisch mit der gewdhnlichen
analytischen ,,Cartesischen* Geometrie nachzuweisen (vgl.§g
und § 12). Dagegen gelingt es unter Hinzunahme des Voll-
stindigkeitsaxioms — obwohl dieses Axiom unmittelbar keine
Aussage iiber den Begriff der Konvergenz enthilt —, die
Existenz der einem Dedekindschen Schnitte entsprechenden
Grenze und den Bolzanoschen Satz vom Vorhandensein der
Verdichtungsstellen nachzuweisen, womit dann unsere Geo-
metriesichalsidentischmit der Cartesischen Geometrie erweist.

Durch die vorstehende Betrachtungsweise ist die Forderung
der Stetigkeit in zwei wesentlich verschiedene Bestandteile
zerlegt v:vorden, namlich in das Archimedische Axiom,
dem zugleich die Rolle zukommt, die Forderung der
Stetigkeit vorzubereiten, und in das Vollstindig-
keitsaxiom, das den SchluBstein des ganzen Axio-
mensystems bildet.))

In den nachfolgenden Untersuchungen stiitzen wir uns
wesentlich nur auf das Archimedische Axiom und setzen im
allgemeinen das Vollstindigkeitsaxiom nicht voraus.

1) Man vergleiche auch die Bemerkungen am Schlu von § 17 sowie
meinen hier als Anhang VI abgedruckten Vortrag iiber den Zahlbegriff:
Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900. — Bei der
Untersuchung des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck bin ich auf ein weiteres Stetigkeitsaxiom gefiihrt
worden, das ich Axiom der Nachbarschaft genannt habe; man sehe meine
als AnhangIT abgedruckte Abhandlung ,,Uber den Satz von der Gleich-
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck¢. Proceedings of the
London Mathematical Society, Bd. XXXV 1903. Vgl. S.92 und S.107.



Kapitel IL

Die Widerspruchslosigkeit und gegenseitige
Unabhangigkeit der Axiome.

§o.
Die Widerspruchslosigi(eit der Axiome.

Die Axiome der fiinf in Kapitel I aufgestellten Axiom-
gruppen stehen miteinander nicht in Widerspruch, d. h. es
ist nicht moglich, durch logische Schliisse aus denselben eine
Tatsache abzuleiten, welche einem der aufgestellten Axiome
widerspricht. Um dies einzusehen, wollen wir aus den reellen
Zahlen ein System von Dingen bilden, in demsamthcheAmome
der fiinf Gruppen erfiillt sind.

Man betrachte zundchst den Bereich £ aller derjenigen
algebraischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von
der Zahl 1 ausgeht und ein endliche Anzahl von Malen die
vier Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multipli-
kation, Division und -die fiinfte Operatlon I Vi+4+ e [ an-
wendet, wobei o jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die ver-
moge jener fiinf Operationen bereits entstanden ist.

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (x, y) des Bereiches
£ als einen Punkt und die Verhiltnisse von irgend drei Zahlen
(#:v:w) aus R, falls # v nicht beide Null sind, als eine Ge-
rade; ferner moge das Bestehen der Gleichung

ux + vy +w=0
ausdriicken, daB der Punkt (x, y) auf der Geraden (w:9: w)
liegt; damit sind, wie man leicht sieht, die Axiome I 1—3

und IV erfiillt. Die Zahlen des Bereiches £ sind simtlich
reell; indem wirberiicksichtigen, daB dieselben sich ihrer GréB8e
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nach anordnen lassen, konnen wir leicht solche Festsetzungen
fiir unsere Punkte und Geraden treffen, daB auch die Axiome IT
der Anordnung simtlich giiltig sind. In der Tat, sind (%, #,)s
(%9 ¥5)s (g ¥g)s - - - irgendwelche Punkte auf einer Geraden,
so moge dies ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn
die Zahlen x,, xg X, ... oder y,, g ¥, ... in dieser Reihen-
folge entweder bestindig abnehmen oder wachsen; um ferner
die Forderung des Axioms II 4 zu erfiillen, haben wir nur
notig, festzusetzen, daB alle Punkte (x,y), fir die #x{-2y4w
kleiner oder groBer als o ausfallt, auf der einen bzw. auf der
anderen Seite der Geraden (x:v:w) gelegen sein sollen. Man
iiberzeugt sich leicht, daB diese Festsetzung sich mit der
vorigen Festsetzung in Ubereinstimmung befindet, derzufolge
ja die Reibenfolge der Punkte auf einer Geraden bereits be-
stimmt ist.

Das Abtragenvon Strecken
und Winkeln erfolgt nach e
den bekannten Methoden (¥
der analytischen Geometrie.
Eine Transformation von der

Gestalt C(a,b)
x' =x+a, (x,y)
y=y+5b

vermittelt die Parallelver- Ofo,0 ) Ef1,0)

schiebung von Strecken
und Winkeln. Wird ferner der Punkt (0, 0} mit O, der Punkt
(1,0) mit £ und ein beliebiger Punkt (2, 8) mit Cbezeichnet,
so entsteht durch Drebung um den Winkel <C C O Z, wenn O
der feste Drehpunkt ist, aus dem beliebigen Punkte (x,y)
der Punkt (x, "), wobei

_ a X — b
—'[/E’—}-b’ -l/;z_*_bzy’

’
X

7

/] a
V= mTe 62x+ Ve 15 =7
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zu setzen ist. Da die Zahl

Vare-i 1+ (&)

wiederum dem Bereiche 2 angehdrt, so gelten bei unseren
Festsetzungen auch die Kongruenzaxiome III, und offenbar
ist auch das Archimedische Axiom V 1 erfiillt. Das Axiom
der Vollstindigkeit V 2 ist nicht erfiillt.

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus unseren geo-
metrischen Axiomen I—IV, V 1 miiBte demnach auch in der
Arithmetik des Bereiches & erkennbar sein.?)

‘Wihlen wir in der obigen Entwickelung statt des Bereiches
R den Bereich aller reellen Zahlen, so erhalten wir eine
Geometrie, in der simtliche Axiome I—V giiltig sind; diese
Geometrie ist die gewdhnliche Cartesische Geometrie.

Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den Axiomen
I—V miiBte demnach in der Arithmetik des Systems der
reellen Zahlen erkennbar sein.

Die entsprechende Betrachtungsweise fiir die rdumliche
Geometrie bietet keine Schwierigkeit.

‘Wie man erkennt, gibt es unendlichviele Geometrien, die
den Axiomen I—IV, V 1 geniigen, dagegen nur eine, namlich
die Cartesische Geometrie, in der auch zugleich das Voll-
standigkeitsaxiom V 2 giiltig ist.

§ 10

Die Unabhéingigk}it des Parallelenaxioms (Nicht-
Euklidische Geometrie).

Nachdem wir die Widerspruchslosigkeit der Axiome erkannt
haben, ist es von Interesse, zu untersuchen, ob sie simtlich
voneinander unabhingig sind. In der Tat zeigt sich, daB keine

1) Betreffs der Frage nach der Widerspruchslosigkeit der arith-
metischen Axiome vergleiche man meine Vortrige iiber den Zahlbegriff:
Rerichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900 (Anhang VI),
sowie,,Mathematische Probleme¢,gehaltenaufdem internationalen Mathe-
matikerkongreB 1900, Géttinger Nachr. 1900, insbesondere Problem Nr. 2.
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wesentlichen Bestandteile der genannten Axiomgruppen durch
logische Schliisse aus den jedesmal voranstehenden Axiom-
gruppen abgeleitet werden kénnen.

Was zunichst die einzelnenrAxiome der Gruppen L II und
III betrifft, so ist der Nachweis dafiir leicht zu fiihren, da
die Axiome ein und derselben Gruppe je unter sich unab-
héngig sind.

Die Axiome der GruppenI und II liegen bei unserer Dar-
stellung den iibrigen Axiomen zugrunde, so daB es sich nur
" "noch darum handelt, fiir jede der Gruppen III, IV und V die
Unabhingigkeit von den ibrigen nachzuweisen.

Das ParallelenaxiomIV ist von den iibrigen Axiomen unab-
hingig; dies zeigt man in bekannter Weise am einfachsten,
wie folgt: Man wahle die Punkte, Geraden und Ebenen der
gewdhnlichen, in § g konstruierten (Cartesischen) Geometrie,
soweit sie innerhalb einer festen Kugel verlaufen, fiir sich
allein als Elemente einer riumlichen Geometrie und vermittle
dieKongruenzen dieser Geometrie durch solchelineare Trans-
formationen der gewOhnlichen Geometrie, welche die feste
Kugel in sich tiberfithren. Bei geeigneten Festsetzungen er-
kennt man, daB in dieser ,,Nicht~ Euklidischen Geometrie samt-
liche Axiome aufler dem Euklidischen Axiom IV giiltig sind,
und da die Méglichkeit der gewdhnlichen Geometrie in § 9
nachgewiesen worden ist, so folgt nunmehr auch die Mog-
lichkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie.

§ 1.

Die Unabhingigkeit der Kongruenzaxiome.

Von den die Unabbingigkeit der Kongruenzaziome be-
treffenden Tatsachen wollen wir als besonders wichtig die-
folgende beweisen: das Axiom ITI 5 oder, was auf das ndm-
liche hinauslduft, der erste Kongruenzsatz fir Dreiecke, d.i.
Satz 11 kann durch logische Schliisse nicht aus den fibrigen
Axiomen I, IT, ITT 1—4, IV, V abgeleitet werden.
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Wir wahlen die Punkte, Geraden, Ebenen dergewohnlichen
Geometrie auch als Elemente der neuen riumlichen Geo-
metrie und definieren das Abtragen der Winkel ebenfalls wie
in der gewdhnlichen Geometrie, etwa in der Weise, wie in
§ 9 auseinandergesetzt worden ist; dagegen definieren wir
das Abtragen der Strecken auf andere Art. Die zwei Punkte
A, 4, mogen in der gewdhnlichen Geometrie die Koordinaten
¥y, 2, bzw. x,, 9,, 2, haben; dann bezeichnen wir den po-
sitiven Wert von

V(x1 — %+ _.72)2 + O "‘J’z)2 + fgp = 22)2
als die Lange der Strecke 4,4,, und nun sollen zwei be-
liebige Strecken 4,4, und 4,"4," einander kongruent heifien,
wenn sie im eben festgesetzten Sinne gleiche Langen haben.

Es leuchtet unmittelbar ein, dafl in der so hergestellten
riumlichen Geometrie die Axiome I, IT, ITI 1—2, 4, IV, V,
(sowie ibrigens auch die Sitze 10, 13, 14, 15, 16, die mit
Hilfe von III 5 abgeleitet wurden) giiltig sind.

Um zu zeigen, dah auch das Axiom ITI 3 erfiillt ist, wihlen
wir eine beliebige Gerade ¢ und aufihr drei Punkte 4,, 4,, 4,
so daff 4, zwischen 4, und 4; liegt. Die Punkte x,y, 2z der
Geraden « seien durch die Gleichungen

X == 141
y=pi+u,
3 =vf-4 v

gegeben, worin 4,1, u,pu’,»,v” gewisse Konstante und # einen .
Parameter bedeutet. Sind 4,4, (< 4), 4 (< 4,) die Parameter-
werte, die den Punkten 4,, 4,, 4, entsprechen, so finden wir
fir die Liangen der drei Strecken 4, 4, Ay A4, und 4, Ag bzw.
die Ausdriicke: ,

(t — %) l V(lv + w? + l‘2+”2l’

(o — 1) | VA +p7+ w0

t— &) | Va+ o+ e+,
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und mithin ist die Summe der Lingen der Strecken 4, 4,
und 4, 4, gleich der Lange der Strecke 4, 4,; dieser Um-
stand bedmgt die Giiltigkeit des Axioms III 3.

Das Axjom III 5 oder vielmehr der erste Kongruenzsatz
fir Dreiecke ist in unserer Geometrie nicht immer erfiillt. Be-
trachten wir nimlich z. B. in der Ebene z=o0 dié vier Punkte

O mit den Koordinaten x =0, y =0,

A ” ”» ” x=1, y=0,
B 5 » x =0, py=1,
C 9 %) ” x"-—"%‘, }’=-}~

so sind in den beiden (rechtwink- B(o,1)
ligen) Dreiecken OAC und OB C
die Winkel bei C und die an-
liegenden Seiten entsprechend »
kongruent, da die Seite OCbeiden ¥2 C%:4)
Dreiecken gemeinsam ist und die
Strecken 4 C und B C die gleiche 7
Linge 1 besitzen. Dagegen haben
die grit%en Seiton 0.4 md 07 die 000 A(1,0)
Lange 1, bzw. ]/;und sind daher nicht einander kongruent.
Es ist auch nicht schwer, in dieser Geometrie zwei Drei-
ecke zu finden, fir welche das Axiom III 5 selbst nicht er-
fallt ist.

§12.

Die Unabhingigkeit der Stetigkeitsaxiome V
(Nicht-Archimedische Geometrie).

Um die Unabhingigkeit des Archimedischen AxziomsV 1
zu beweisen, miissen wir eine Geometrie herstellen, in der
samtliche Axiome mit Ausnahme der Axiome V, diese letz-
teren aber nicht erfiillt sind.%)

1) G.Veronese hat in seinem tiefsinnigen Werke: ,,Grundziige der
Geometrie¥, deutsch von A. Schepp, Leipzig 1894, ebenfalls den Ver-
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Zu dem Zwecke konstruieren wir den Bereich Q(z) aller
derjenigen algebraischen Funktionen von # welche aus # durch
die fiinf Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion,

Multiplikation, Division und durch die Operation \ Vit+o I
hervorgehen; dabei soll » irgendeine Funktion bedeuten, die
vermdge jener fiinf Operationen bereits entstanden ist. Die
Menge der Elemente von £(f) ist — ebenso wie von & in
§ 9 — eine abzihlbare. Die fiinf Operationen sind simtlich
eindeutig und reell ausfiihrbar; der Bereich £ (/) enthilt da-
her nur eindeutige und reelle Funktionen von %

Es sei ¢ irgendeine Funktion des Bereiches £(¢); da die
Funktion ¢ eine algebraische Funktion von 7 ist, so kann sie
jedenfalls nur fiir eine endliche Anzahl von Werten 7 ver-
schwinden, und es wird daher die Funktion ¢ fiir geniigend
groBe positive Werte von ¢ entweder stets positiv oder stets
negativ ausfallen.

Wir sehen jetzt die Funktionen des Bereiches £(¢) als eine
Art komplexer Zahlen an; offenbar sind in dem so definierten
komplexen Zahlensystem die gewohnlichen Rechnungsregeln
samtlich giiltig. Ferner moége, wenn «,  irgend zwei verschie-
dene Zahlen dieses komplexen Zahlensystems sind, die Zahl
a groBer oder kleiner als 4, in Zeichen: @ > & oder a < b,
heifien, je nachdem die Differenz ¢ — g — & als Funktion von
¢ fiir geniigend groBe positive Werte von 7 stets positiv oder
stets negativ ausfillt. Bei dieser Festsetzung ist fiir die Zahlen
unseres komplexen Zahlensystems eine Anordnung ihrer GroBe
nach moglich, die derjenigen bei reellen Zahlen analog ist;
auch gelten, wie man leicht erkennt, fiir unsere komplexen
Zahlen die Sitze, wonach Ungleichungen richtig bleiben, wenn
man auf beiden Seiten die gleiche Zahl addiert oder beide
Seiten mit der gleichen Zahl > o multipliziert.

Bedeutet # eine beliebige positive ganze rationale Zahl, so
gilt fir die beiden Zahlen ~ und / des Bereiches £ (¢) gewif

such gemacht, eine Geometrie aufzubauen, die von dem Archlmedlschen
Axiom unabhingig ist.
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die Ungleichung # < # da die Differenz »— 7 als Funktion
von # betrachtet, fiir geniigend groBe.positive Werte von #
offenbar stets negativ ausfillt. Wir sprechen diese Tatsache
in folgender Weise aus: Die beiden Zahlen 1 und # des Be-
reiches Q(¢?), die beide > o sind, besitzen die Eigenschaft,
daB ein beliebiges Vielfaches der ersteren stets kleiner als
die letztere Zahl bleibt.

Wir bauen nun aus den komplexen Zahlen des Bereiches
(f) eine Geometrie genau auf dieselbe Art auf, wie dies in
§9 unter Zugrundelegung des Bereiches L von algebraischen
Zahlen geschehen ist: wir denken uns ein System von drei
Zahlen (x,y,2) des Bereiches Q(#) als einen Punkt und die
Verhiltnisse von irgend vier Zahlen (z:v:w:7) aus (),
falls #, ,w nicht simtlich Null sind, als eine Ebene; ferner
moge das Bestehen der Gleichung

ux oy t+wzgtr=o0

ausdriicken, daB der Punkt (x,,2) in der Ebene (x:z:w:7)
liegt, und die Gerade sei die Gesamtheit aller in zwei Ebenen
mit verschiedenen #:7:w gelegenen Punkte. Treffen wir so-
dann die entsprechenden Festsetzungen iiber die Anordnung
der Elemente und iiber das Abtragen von Strecken und Win-
keln, wie in § 9, so entsteht eine ,,/Vicht- Archimedische* Geo-
metrie, in welcher, wie die zuvor erorterten Eigenschaften des
komplexen Zahlensystems £ () zeigen, simtliche Axiome mit
Ausnahme derStetigkeitsaxiome erfiilltsind. In der Tat konnen
wir die Strecke 1 auf der Strecke 7 beliebig oft hintereinander
abtragen, ohne daB der Endpunkt der Strecke / iiberschritten
wird; dies widerspricht der Forderung des Archimedischen
Axioms.

DaB auch das Vollstindigkeitsaxiom V 2 von allen voran-
stehenden Axiomen I—IV, V 1 unabhingig ist, zeigt die
ersté in § g aufgestellte Geometrie, da in dieser das Archi-
medische Axiom erfiillt ist.

Auch die Nicht-Archimedischen und zugleich Nicht-Eukli-
dischen Geometrien sind von prinzipieller Bedeutung, und
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insbesondere erschien mir die Frage nach der Abhingigkeit
der Sitze iiber die Winkelsumme im Drejeck vom Archi-
medischen Axiom von hohem Interesse. Die Untersuchung,
die M.Dehn?) auf meine Anregung hin iber diesen Gegen-
stand unternommen hat, fithrte zu einer vollen Aufklirung
dieser Frage. Den Untersuchungen von M.Dehn liegen die
Axjome I—III zugrunde. Nur zum Schlusse der Dehnschen
Arbeit — damit auch die Riemannsche (elliptische) Geo-
metrie in den Bereich der Untersuchung hineinfillt — sind
die Axiome II der Anordnung allgemeiner als in der gegen-
wirtigen Abhandlung, nimlich etwa wie folgt zu fassen:

Vier Punkte 4, B, C, D einer Geraden zeli'fallen stets in
zwei Paare 4, C und 5, D, so dab 4, C and B,D getrennt
sind und umgekehrt. Fiinf Punkte auf einer Geraden kénnen
immer in der Weise mit 4, B, C, D, E bezeichnet werden,
daB 4, C durch B, D und durch B, Z, ferner daf 4, D durch
B, £ und durch C, £ usw. getrennt sind.

Die hauptsichlichsten von M.Dehn auf Grund der Axiome
I—1III, also ohne Benutzung der Stetigkeit, bewiesenen Sitze
sind folgende:

Wenn in irgend eimem Dreieck die Summe der
Winkel groBerbeziiglich gleich oderkleineralszwei
Rechte ist, so ist sie es in jedem Dreieck.z)

Aus der Annahme unendlichvieler Parallelen zu
einer Geraden durch einen Punkt folgt, wenn man
das Archimedische Axiom ausschlieBt, #ick#, daB
die WinkelsummeimDreieckkleineralszweiRechte
ist. Es gibt vielmehr sowohl eine Geometrie (die
Nicht-Legendresche Geometrie), in der man durch

1) ,,Die Legendreschen Sitze iiber die Winkelsumme im Drejeck.
Math. Ann. Bd. 53. 1900.

2) Einen Beweis fiir diesen Satz hat spiter auch F. Schur er.
bracht, Math, Ann. Bd. 55 und weiter Hjelmslev Math. Ann. 64,
in dem letzteren ist hervorzuheben die sehr kurze SchluBfolge, die
zum Beweise des mittleren Teiles dieses Satzes fiihrt.
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einen Punkt zu einer Geraden unendlich viele Par-
allelen ziehen kann und in der trotzdem die Sitze
der Riemannschen (elliptischen) Geometrie giiltig
sind. Andererseits gibt es eine Geometrie (die Semi-
Euklidische Geometrie), in welcher es unendlich-
viele Parallelen durch einen Punktzueiner Geraden
gibtund in der dennoch die Sitze der Euklidischen
Geometrie gelten.

Aus der Annahme, daB es keine Parallelen gibt,
folgtstets, daB die Winkelsumme imDreieck grofier
als zwei Rechte ist.

Ich bemerke endlich, daB, wenn man das Archime-
dische Axiom hinzunimmt, das Parallelenaxiom durch
die Forderung ersetzt werden kann, es solle die Winkel-
summe im Dreieck gleich zwei Rechten sein.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 3



Kapitel III
Die Lehre von den Proportionen.

§13.
Komplexe Zahlensysteme.)

Am Anfang dieses Kapitels wollen wir, einige kurze Aus-
einandersetzungen iiber komplexe Zahlensysteme voraus-
schicken, die uns spiter insbesondere zur Erleichterung der
Darstellung niitzlich sein werden.

Die reellen Zahlen bilden in ihrer Gesamtheit ein System
von Dingen mit folgenden Eigenschaften:

Satze der Verkniipfung (1—6):

1. Aus der Zahl ¢ und der Zahl 4 entsteht durch ,,Ad- -
dition* eine bestimmte Zahl ¢, in Zeichen:

a+b=c oder c=a-+0

2. Wenn ¢ und / gegebene Zahlen sind, so existiert stets
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine
Zahl y, so daB

a+x=056 bzw. yta=5b
wird.

3. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heifie 0 —, so daB
fiir jedes @ zugleich

a+0=a und o+a=a
ist.

4. Aus der Zahl ¢ und der Zahl / entsteht noch auf eine
andere Art durch ,,Multiplikation¥ eine bestimmte Zahl ¢,

in Zeichen:
ab=c¢ oder ¢ =ab.

1) Vgl. meinen Vortrag: ,,Uber den Zahlbegriff, Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8. 1900 (Anhang VI).
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5. Wenn ¢ und & beliebig gegebene Zahlen sind und «
nicht o ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x und
auch eine und nur eine Zahl y, so daB

ax =105 bzw. ya=154
wird.

6. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heifie 1 —, so daB
fiir jedes a zugleich

- 1=a und 1-2a=a
ist. .
Regeln der Rechnung (7—12):

"Wenn g, 4, ¢ beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende
Rechnungsgesetze:

7. at+@G+o)=(@+8+¢

8. a+ b =b+a

9. a(be) = (ad)c

10. alb+c¢) =ab+ac
11 (@+8c =ac —|-|bc
12, ab = ba.

Satze der Anordnung (13—16):

13. Wenn g, 4 irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa ) groBer (>) als die
andere; die letztere heit dann die kleinere, in Zeichen:

a>6 und b <a.

14. Wenn a > 6 und 4 > ¢, so ist auch ¢ > ¢.

15. Wenn a > b ist, so ist auch stets

at+c>b4c

16. Wenn ¢ > % und ¢ > o ist, so ist auch stets

ac > be.

Sitze von der Stetigkeit (17—18):

17. (Archimedischer Satz) Wenn >0 und >0 zwei
beliebige Zahlen sind, so ist es stets moglich, « zu sich selbst so
oftzuaddieren, dah die entstehende Summe die Eigenschafthat

at+a+---+a>b
3‘
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18. (Satz von der Vollstindigkeit) Es ist nicht mog-
lich, dem System der Zahlen ein anderes System von Dingen
hinzuzufiigen, so daB auch in dem durch Zusammensetzung
entstehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungenzwischen
den Zahlen die Sitze 1—17 simtlich erfiillt sind; oder kurz:
die Zahlen bilden ein System von Dingen, welches bei Auf-
rechterhaltung sidmtlicher Beziehungen und simtlicher auf-
gefithrten Sitze keiner Erweiterung mehr fihig ist.

EinSystem vonDingen, dasnureinen Teil der Eigenschaften
1—18 besitzt, heiBe ein komplexes Zahlensystem. Ein komplexzes
Zahlensystem heiBe ein Arcismedisches oder ein Nichi-Archi-
medisches, je nachdem dasselbe der Forderung 17 gentigt oder
nicht. .
Von den aufgestellten Eigenschaften 1—18 sind einige..
Folgen deriibrigen. Es entsteht die Aufgabe, die logische Ab-
hingigkeit dieser Eigenschaften zu untersuchen?). Wir werden
im Kapitel VI§ 32 und § 33 zwei bestimmte Fragen der an-
gedeuteten Art wegen ihrer geometrischen Bedeutung beant-
worten und wollen hier nur darauf hinweisen, daf jedenfalls
die Forderung 17 keine logische Folge der voranstehenden
Eigenschaften ist, da ja beispielsweise dasin § 12 betrachtete
komplexe Zahlensystem £ (#) simtliche Eigenschaften 1—16
besitzt, aber nicht die Forderung 17 erfiillt.

Im iibrigen gelten betreffs der Sitze von der Stetigkeit
(17—18) die entsprechenden Bemerkungen, wie sie in § 8
iiber die geometrischen Axiome der Stetigkeit gemacht worden
sind.

§ 14.
Beweis des Pascalschen Satzes.

In diesem und dem folgendem Kapitel legen wir unserer
Untersuchung die ebenen Axiome simtlicher Gruppen mit
Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d.h. die Axiomel 1—3 und
II—IV zugrunde. In dem gegenwirtigen Kapitel III gedenken

1) Vgl. meinen bereits zitierten Vortrag iiber den Zahlbegriff.
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wir Euklids Lehre von den Proportionen mittels der genannten
Axiome, d. h. in der Ebene und unadbhingig vom Archi-
medischen Axiom zu begrinden.

Zu dem Zwecke beweisen wir zunﬁchst:eine Tatsache, die
ein besonderer Fall des bekannten Pascalschen Satzes aus
der Lehre von den
Kegelschnitten ist
und die ich kiinftig
kurz als den Pas-
calschen Satz be-
zeichnen will. Die-
ser Satz lautet:

Satz22.1) (Pas- A
calscher Satz).

jf,r se’;'eln A(,: ‘B, .Cbg'w.. C 3 A

5 Jje dred
Punkte auf mwei sich schneidenden Geraden, die vom Schnittpunkte
der Geraden verschieden sind; ist dann CB' parallel BC' und
CA’" parallel AC', so ist auch B A" parallel AB".

Um den Beweis fiir diesen Satz zu erbringen, fithren wir
zunichst folgende Bezeichnungsweise ein: In einem recht-
winkligen Dreieck ist offenbar die Ka-
thete a durch die Hypothenuse ¢ und den
von ¢ und ¢ eingeschlossenen Basiswinkel
« eindeutig bestimmt; wir setzen kurz

a = uc,
so daB das Symbol «c stets eine bestimmte Strecke bedeutet,
sobald ¢ eine beliebig gegebene Strecke und « ein beliebig
gegebener spitzer Winkel ist.

1) F. Schur hat einen interessanten Beweis des Pascalschen Satzes
anf Grund der ebenen und riumlichen Axiome I—III in den Math.
Ann, Bd. 51 verdffentlicht. J. Hjelmslev ist es dann, indem er sich
auf die Resultate von G. Hessenberg (Math. Ann, Bd. 61) stiitat,
gelungen, den Pascalschen Satz allein auf Grund der ebenen Axiome
I—TIII zu beweisen (,,Neue Begriindung der ebenen Geometriet‘;' Math,
Ann. Bd. 64).. Vgl. Anhang III. )
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Nunmehr mége ¢ eine beliebige Strecke und e, § mogen
zwei beliebige spitze Winkel bedeuten; wir behaupten, daB
allemal dieStreckenkongruenz

afc=fac ‘
besteht und somit die Symbole
#, B stets miteinander ver-
tauschbar sind.
Um diese Behauptung zu
beweisen, nehmen wir die
Strecke ¢ = AZ und tragen

an diese Strecke in 4 zu bei-
den Seiten die Winkel o bzw. §
an. Dann fillen wir von 2 aus auf die anderen Schenkel
dieser Winkel die Lote £#C und B.D, verbinden C mit D
und fillen schlieflich von 4 aus das Lot 4% auf CD,

Da die Winkel 32 4CB und < 4D B Rechte sind, so
liegen die vier Punkte 4, B, C, D auf einem Kreise, und dem-
nach sind die beiden Winkel SCACD und g2 45 D, als Peri-
pheriewinkel auf derselben Sehne 4.0, einander kongruent.
Nun ist einerseits 9 ACD zusammen mit dem < CAZ und
andererseits T4 D zusammen mit ST B 4D je ein Rechter,
und folglich sind auch die Winkel 9C CAE und I B4D
einander kongruent, d. h. es ist

KL CAE=
und daher
KX DAE=a.
Wir gewinnen nun unmittelbar die Streckenkongruenzen
Be= AD, ac= AC,
ofc=wa(dD) = AE, Bac=p(AC)=AE

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhin behaupteten Kon-
gruenz.

‘Wir kehren nun zur Figur des Pascalschen Satzes zuriick
und bezeichnen den Schnittpunkt der beiden Geraden mit O
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und die Strecken 04, 0B, 0C, 04’, OB, 0C’, CB’, BC’,
AC', C4’, BA', AB’ bzw.mit a, b, ¢, a’, ¥, ¢’, I, 1%, m, m¥, n,
n*. Sodann fillen wir von O Lote auf /, =¥, »; das Lot auf /
schliefe mit den beiden Geraden 04, 04’ die spitzen Winkel
1,1 ein und die
Lote auf 7*bzw. =
mogen mit den Ge-
raden O4und 04’
die spitzen Winkel
psp bzw. ', v bil-
den. Driicken wir
nun diese drei Lote
in der vorhin an-
gegebenen Weise

mit Hilfe der Hy-
pothenusen und
Basiswinkel in den betreffenden rechtwinkligen Dreiecken
auf doppelte Weise aus, so erhalten wirfolgende dreiStrecken-
kongruenzen:

(1) 1w =1,
(2) pa = p’c,
() va' =

Da nach Voraussetzung / parallel /* und = parallel ¥ sein
soll, so stimmen die von O auf /% bzw. m zu fillenden Lote
mit den Loten auf / bzw. m* iiberein, und wir erhalten somit

(4) 1/ =1%,

(5) pe' = p'e.

‘Wenn wir aufdie Kongruenz (3) links und rechts dasSymbol
1’p anwenden und bedenken, daB nach dem vorhin Bewie-
senen die in Rede stehenden Symbole miteinander vertausch-
bar sind, so finden wir

vipa = v'pi’b.
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In dieser Kongruenz beriicksichtigen wir links die Kongruenz
(2) und rechts (4); dann wird

vip'c=vpde’
oder

ﬂuy,’l,’t = W,A[LC'.
Hierin beriicksichtigen wir links die Kongruenz (1) und rechts
(5); dann wird

vp'dd' =vipa
oder .

Ap'vl = Ap'via
Wegen der Bedeutung unserer Symbole schlieBen wir aus der
letzten Kongruenz sofort

pwvd = p'v'a

und hieraus
(6) vb'=v'a.

Fassen wir nun das von O auf » gefillte Lot ins Auge und
fallen auf dasselbe Lote von 4 und B’ aus, so zeigt die Kon-
gruenz (6), daB die FuBpunkte der letzteren beiden Lote zu-
sammenfallen, d.h. die Gerade #*= 4B’ steht zu dem Lote
auf » senkrecht und ist mithin zu » parallel. Damit ist der
Beweis fiir den Pascalschen Satz erbracht.

‘Wir benutzen im Folgenden zur Begriindung der Geometrie
lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalchen Satzes,
in dem die Streckenkongruenz

0C= 04
und folglich auch

O04A= 0C’
gilt. In diesem speziellen Fall gelingt der Beweis besonders
einfach, nimlich folgendermafen (Figur S. 41):

Wir tragen auf 0.4’ von O aus die Strecke 0.8 bis D’ ab,
so daB die Verbindungsgerade B.D’ parallel zu C4" und AC’
wird. Wegen der Kongruenz der Dreiecke OC’B und 04D’
wird

a4 X 0CB=< 04D
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Da CB’ und B’ nach Voraussetzung einander parallel sind,
so ist
(2 X OCB=< 0B'C;
aus (1}) und (24) folgern wir
X 04D'=< 0B'C;
dann aber ist nach der Lehre vom Kreise ACD’B’ ein Kreis-
viereck und mithin gilt nach einem bekannten Satze von den
Winkeln im Kreisviereck die Kongruenz
(37 XL 0D'C= < OA4B'.
Andererseits ist wegen der Kongruenz der Dreiecke
OD'C und OB A’ auch
(41 X O0D'C=<C 0B4’;
aus (31) und (41) folgern wir
X OAB =< 0B4),
und diese Kongruenz lehrt, daB 4.8’
und B A’ einander parallell sind, wie
es der Pascalsche Satz verlangt.
\ Wenn irgendeine Ge-
rade, ein Punkt auBerhalb
derselben und irgendein
Winkel gegeben ist, so
22 kann man offen-
B A bar durch Ab-
tragen dieses
Winkels und Ziehen einer Parallelen eine Gerade finden,
die durch den gegebenen Punkt geht und die gegebene Ge-
rade unter dem gegebenen Winkel schneidet. Im Hinblick
auf diesen Umstand diirfen wir endlich zum Beweise des all-
gemeineren Pascalschen Satzes auch das folgende einfache
SchluBverfahren anwenden, das ich einer Mitteilung von an-
derer Seite verdanke (Figur S. 41).
Man ziehe durch B eine Gerade, die 04’ im Punkte D’
unter dem Winkel OC4’ trifft, so daB die Kongruenz

(%) X 0CA=¥ 0D'B

C
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gilt; dann ist nach einem bekannten Satze aus der Lehre vom
Kreise CBD’'4’ ein Kreisviereck und mithin gilt nach dem
Satze von der Kongruenz der Peripheriewinkel auf der nim-
lichen Sehne die Kongruenz

(2%) X O0BA =< 0D'C.
Da C4’ und AC' nach Voraussetzung einander parallel sind,
so ist
(3%) <X 0C4'=<304C;
", aus (1%) und (3%) folgern wir die
X A -Kongruenz
\ X O0D'B=04C";

e
~~

A dann aber ist auch
\\ BAD'C ein Kreisvier-
! eck, und mithin giltnach
A ‘ dem Satze von

den Winkeln
, im Kreisvier-
0 C"""'h A eck die Kon-

gruenz

(4%) " X 04D =< 0C'B.
Da ferner nach Voraussetzung CB’ parallel 2’ ist, so haben
wir auch
(5% X 0B'C=< 0C'5;
aus (4% und (5% folgern wir die Kongruenz

X 04AD'= X 0B'C;
diese endlich lehrt, daB C4.D’B’ ein Kreisviereck ist, und
mithin gilt auch die Kongruenz

(6%) X 048'= < 0D'C.
Aus (2%) und (6%) folgt
X OBA'=<C 0AF,
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und diese Kongruenz lehrt, dah B4’ und 4.8’ einander par-
allel sind, wie es der Pascalsche Satz verlangt.
Fallt D’ mit einem der Punkte 4’, B’, C’ zusammen, so

wird eine Abinderung dieses Schlufiverfahrens notwendig, die
leicht ersichtlich ist.!)

§ 15.
Die Streckenrechnung auf Grund des Pascalschen Satzes.

Der im vorigen Paragraph bewiesene Pascalsche Satz setzt
uns in denStand, in die Geometrie eine Rechnung mitStrecken
einzufithren, in der die Rechnungsregeln fiir reelle Zahlen
simtlich unverdndert giltig sind.

Statt des Wortes ,kongruent® und des Zeichens =bedienen
wir uns in der Streckenrechnung des Wortes ,,gleich und des
Zeichens =. . -

‘Wenn 4, B, Cdrei Punkte °© i -

einer Geraden sind und B . o= g+l —p
zwischen 4 und C liegt, so

bezeichnen wir ¢ = AC als die Summe der beiden Strecken
a= AB und b = BC und setzen
c=a+ b
Die Strecken z und 4 heifien kleiner als ¢, in Zeichen:
ale, b<ec,
und ¢ heifit grofler als ¢ und &, in Zeichen:

c>a, ¢>0.

Aus den linearen Kongruenzaxiomen III 1—3 entnehmen
wir leicht, da fiir die eben definierte Addition der Strecken
das assoziative Gesetz

a4+ @P+o)=(@+8+e¢

1) Interesse verdient auch die Verwendung, die der Satz vom ge-
meinsamen Schnittpunkt der Hohen eines Dreieckes zur Begriindung
des Pascalschen Satzes bzw. der Proportionenlehre findet; man ver-
gleiche hieriiber F. Schur, Math. Ann. Bd. 57 und J. Mollerup,
,,Studier over den plane geometris aksiomer*, Kopenhagen 1903.
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sowie das kommutative Gesetz
at+b=0+4a
giltig ist.

Um das Produkt einer Strecke e in eine Strecke é geo-
metrisch zu definieren, bedienen wir uns folgender Konstruk-
tion: Wir wihlen zunachst einebeliebige
ab Strecke, die fiir die ganze Betrachtung

die nimliche bleibt, und bezeichnen
dieselbe mit 1. Nunmehr tragen wir auf

a ' dem einen Schenkel eines

\ rechten Winkels vom Schei-
tel O aus die Strecke1 und
0 7 b ferner ebenfalls vom Scheitel

O die Strecke & ab; sodann tragen wir auf dem anderen

Schenkel die Strecke ¢ ab. Wir verbinden die Endpunkte der

Strecken 1 und a durch eine Gerade und ziehen zu dieser

Geraden durch den Endpunkt der Strecke & eine Parallele;

dieselbe moge auf dem anderen Schenkel eine Strecke ¢

abschneiden: dann nennen wir diese Strecke ¢ das Produkt
der Strecke « in die Strecke & und bezeichnen sie mit

‘¢ =ab.

Wir wollen vor allem beweisen, daB fiir die eben definierte

& | Multiplikation der Strecken das kommutative Gesetz

\™. ab = ba

ab \\ giiltig ist. Zu dem Zwecke konstruieren wir
\ zuerst auf die oben festgesetzte Weise die
@ . \\‘ Strecke ab. Ferner tragen wir auf dem ersten
\ N Schenkel des rechten Winkels
X die Strecke ¢ und auf dem an-
0 a/ 7 B deren Schenkel die Strecke &

ab, verbinden den Endpunkt

@b =ba der Strecke 1 mit dem End-
punkt von & auf dem anderen Schenkel durch eine Gerade
und ziehen zu dieser Geraden durch den Endpunkt von ¢



§ 15, Streckenrechnung 45

auf dem ersten Schenkel eine Parallele: dieselbe schneidet
auf dem anderen Schenkel die Strecke bz ab; in der Tat
fillt diese Strecke b4, wie die Figur zeigt, wegen der Pa-
rallelitit der punktierten Hilfslinien nach dem Pascalschen
Satze (Satz22) mit der vorhin konstruierten Strecke aé zu-
sammen. Auch umgekehrt folgt, wie man sofort sieht, aus der
Giltigkeit des kommutativen Gesetzes in unserer Strecken-
rechnung der spezielle Fall (S. 40) des Pascalschen Satzes.

Um fiir unsere Multiplikation derStrecken das assoziative
Gesetz

a(bc) = (ab)c
zu beweisen, tragen wir auf dem einen Schenkel des rechten
Winkels vom Scheitel O aus die Strecken 1 und 6 und auf
dem anderen Schenkel ebenfalls von O aus
die Strecken ¢ und ¢ ab. Sodann konstruieren
wir die Strecken d=ab und ¢=c5 und tragen
diese Strecken 4 und ¢ auf dem ersteren Schen-
kel von O aus ab. Konstruieren wir sodann ae
und ¢d, so ist wiederum auf Grund des Pascal-
schen Satzes aus nebenstehender

S Figur ersichtlich, daf die End-
punkte dieser Strecken zusam-
menfallen, d. h. es ist
ae=cdodera(cd)=c(ad),
und hieraus folgt mit Zu-
hilfenahme des kommu-
tativen Gesetzes auch
) 3§ a(bc) = (ab)c.t)
/ 7 d ] e Wie man
sieht, haben wir im Vorstehenden beim Nachweise sowohl
des kommutativen wie des assoziativen Gesetzes der Multi-

e-ch

1) Man vergleiche hierzu auch die Methoden zur Begriindung der
Proportionenlehre, die neuerdings von A.Kneser, Archiv fir Math.
und Phys., R. III, Bd. 2, und J. Mollerup, Math, Ann., Bd. 56, sowie
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plikation lediglich denjenigen speziellen Fall des Pascalschen
Satzes benutst, dessen Beweis auf S. 40 bis 41 (§ 14) in be-
sonders einfacher Weise durch einmalige Anwendung des
Kreisvierecksatzes gelang.

Durch Zusammenfassung dieser Ent-
wickelungen gelangen wir zu folgender
Begrindung der Multiplikationsgesetze
der Streckenrechnung, die mir von.allen
bisher bekannten Begriindungsarten die
einfachste zu sein scheint:

Auf dem einen Schen-
kel eines rechten Winkels
frage man vom Scheitel O
aus die Strecken a =40

und é=OZF und aufierdem
B auf dem anderen Schen-.
kel die Einheitsstrecke
1 = OC ab. Der durch 4, B, C gelegte Kreis schneide den
letzteren Schenkel noch im Punkte 2. Der Punkt 2 wird leicht
ohne Benutzung des Zirkels nur auf Grund der Kongruenz-
axiome gewonnen, indem man vom Mittelpunkt des Kreises
das Lot auf OC fillt und an diesem den Punkt C spiegelt.
Wegen der Gleichheit der Winkel <C OC4 und < 0B D ist
nach der Definition des Produktes zweier Strecken (S. 44)

0D = ab,

und wegen der Gleichheit der Winkel 3£ 0.0.4 und 3£ 0B C
ist nach der nimlichen Definition

0D = ba.

@a-—tl\ b

»Studier over den plane geometris aksiomer*, Kopenhagen 1903, ange-
geben worden sind und bei denen die Proportionengleichung voran-
gestellt wird. F. Schur, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. Bd. 57 be-
merkt, daf8 bereits Kupffer (Sitzungsber. der Naturforschergesellschaft
zu Dorpat 1893) das kommutative Gesetz der Multiplikation richtig be-
wiesen hat. Jedoch ist Kupffers weitere Begriindung der Proportionen-
lehre als unzureichend anzusehen.
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Das hieraus folgende kommutative Gesetz der Multiplikation
ab=bla
beweist nunmehr nach einer Bemerkung auf S.45 den spe-
ziellen Fall (S. 40) des Pascalschen Satzes, und aus diesem
wiederum folgt nach S. 45 das assoziative Gesetz der Mul-
tiplikation
a(bec) = (abd)e.
Endlich gilt in unserer Streckenrechnung auch das dis-
tributive Gesetz
a(b+ ¢c) = ab + ac.
Um dasselbe zu beweisen, konstruieren wir die Strecken b,
ac und a(b + ¢) und ziehen dann durch den Endpunkt der
Strecke ¢ (s. nebenstehende Figur) eine Parallele zu
dem anderen Schenkel des rechten Winkels. Die
Kongruenz der beiden rechtwinkligen, in der
Figur schraffierten Dreiecke und die An-
% dann dengewiinschten
Nachweis.
b 1 c b+c  Sind 4 und ¢ zwei

wendung des Satzes von der
beliebige Strecken, so gibt es stets eine Strecke @, so daB

Gleichheit der Gegenseiten
im Parallelogramm liefert

¢=ab wird; diese Strecke 2 wird mit —;— bezeichnet und der

Quotient von ¢ durch 5 genannt.

§ 16.
Die Proportionen und die Ahnlichkeitssitze.

Mit Hilfe der eben dargelegten Streckenrechnung 148t sich
Euklids Lehre von den Proportionen einwandsfrei und ohne
Archimedisches Axiom in folgender Weise begriinden:

Erklarung. Sind @, §, @, 3’ irgend vier Strecken, so soll
die Proportion

a:b=a’:b’
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nichts anderes bedeuten als die Streckengleichung
ab’=ba'.

Erklarung. Zwei Dreiecke heiflen dhn/ich, wenn entspre-
chende Winkel in ihnen kongruent sind.

Satz 23. Wenn g, 4, und a’, 3" entsprechende Seiten in
zwei dhnlichen Dreiecken sind, so gilt die Proportion

atb=a":b.

Beweis. Wir betrachten zunichst den besonderen
Fall, wo die von e, b und @', 6" eingeschlossenen Win-
kel in beiden Dreiecken Rechte sind,
und denken uns die beiden Dreiecke in
ein und denselben rechten Winkel ein-
getragen. Wir tragen sodann
vom Scheitel aus auf einem’
0 1 a o Schenkel die Strecke 1 ab.

und ziehen durch den End-
punkt dxeser Strecke 1 die Parallele zu den beiden Hy-
pothenusen; dieselbe schneide auf dem anderen Schenkel die
Strecke ¢ ab; dann ist nach unserer Definition des Strecken-
produktes
b=ca, b =cea’;
mithin haben wir
ab' = ba’,
d. h.

a:b=2a:08"

N

Nunmehr kehren wir

! zu dem allgemeinen
C : Cp Falle zuriick. Wir kon-
struieren in ]edem der beiden dhnlichen Dreiecke den Schnitt-
punkt Sbezw. .S’ der drei Winkelhalbierenden, dessen Existenz
aus dem Satze vom gleichschenkligen Dreieck leicht abzu-
leiten ist, und fillen von diesen die drei Lote » bezw.»" auf
die Dreiecksseiten; die auf diesen entstehenden Abschnitte
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bezeichnen wir mit
asy @zy by bay Cas €3
bezw.
a’h a:w b::y b,a! "z,u C;-
Der vorhin bewiesene spezielle Fall unseres Satzes liefert
dann die Proportion

ayir=a;:r borr=10.:7

a.tr=a.:? borr=208,:7";
aus diesen schlieBen wir mittels des distributiven Gesetzes
air=a'iry, bir=581:7r"
und folglich mit Ricksicht auf das kommutative Gesetz der
Multiplikation
a:b=a"1d".

Aus dem eben bewiesenen Satze 23 entnehmen wir leicht
den Fundamentalsatz in der Lehre von den Proportionen, der
wie folgt lautet:

Satz 24. Schneiden zwei Parallele auf den Schenkeln eines be-
lichigen Winkels die Strecken a,b bzw.a’,b’ ab, so gilt die Pro-
poriion

arb=a':b.

Unmgekehrt, wenn vier Strecken a, b, a’, 8’ diese Proportion er-
Siillen und a, a’ und b, 5" je auf einem Schenkel eines beliebigen
Winkels abgetragen werden, so sind die Verbindungsgeraden der End-
punkte von a, b bzw. von a', b’ einander parallel.

§17.
Die Gleichungen der Geraden und Ebenen.

Zu dem bisherigen System von Strecken fiigen wir noch ein
zweites ebensolches System von Strecken hinzu; die Strecken
des neuen Systems denken wir uns durch ein Merkzeichen
kenntlich gemacht und nennen sie dann ,,negative Strecken
zum Unterschiede von den bisher betrachteten ,posifivent
Strecken. Fiihren wir noch die Strecke o ein, so gelten bei ge-

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 4
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horigen Festsetzungen in dieser erweiterten Streckenrechnung
samtliche Rechnungsregeln fiir reelle Zahlen, die in § 13 zu-
sammengestellt worden sind. Wir heben folgende spezielle
Tatsachen hervor:

Esiststets ¢ 1 =1:a=a.

‘Wenn @b = 0, so ist entweder ¢ = 0 oder 6 = o.

Wenn 2 > & und ¢ > 0, so folgt stets ac > be.

Wir nehmen nun in einer Ebene o durch einen Punkt O
zwei zueinander senkrechte Gerade als festes rechtwinkliges
Achsenkreuz an und tragen dann die beliebigen Strecken
Zx,y von O aus auf den beiden Geraden ab, und zwar nach
der einen oder nach der anderen Seite hin, je nachdem die
abzutragende Strecke x bzw. y positiv oder negativ ist; sodann
errichten wir die Lote in den Endpunkten der Strecken x,y
und bestimmen den Schnittpunkt ? dieser Lote: die Strecken

x,y heiflen die Koordinaten des

Y Punktes 7; jeder Punkt der

A U Ebene ¢ ist durch seine Koor-

dinaten x, y, die positive oder
negative Strecken
'/ oder o sein kon-

4 nen,eindeutigbe-

b 7[C ‘ stimmt.
/ X . Es sei lxrggntfl—
a x (4 eine Gerade in

der Ebene «, die durch O und
durch einen Punkt C'mit den Koor-
dinaten @, 6 gehe. Sind dann x, ¥
die Koordinaten irgendeines Punktes von /, so finden wir
leicht aus Satz 23
arb=x:y
oder
bx —ay=o0.
als die Gleichung der Geraden / Ist/’ eine zu / parallele
Gerade, die auf der x-Achse die Strecke ¢ abschneidet, so
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gelangen wir zu der Gleichung der Geraden /, indem wir in
der Gleichung der Geraden / die Strecke & durch die Strecke
& — ¢ ersetzen; die gewiinschte Gleichung lautet also

bx —ay — bc = o0.

Aus diesen Entwicklungen schlieBen wir leicht auf eine
Weise, die von dem Archimedischen Axiom unabhingig ist,
daB jede Gerade in einer Ebene durch eine lineare Gleichung
in den Koordinaten x, y dargestellt wird und umgekehrt jede
solche lineare Gleichung eine Gerade darstellt, wobei die
Koeffizienten derselben in der betreffenden Geometrie vor-
kommende Strecken sind.

Die entsprechenden Resultate beweist man ebenso leicht
in der raumlichen Geometrie.

Der weitere Aufbau der Geometie kann von nun an nach
den Methoden geschehen, die man in der analytischen Geo-
metrie gemeinhin anwendet.

Wir haben bisher in diesem Kapitel III das Archimedische
Axiom nirgends benutzt; setzen wir jetzt die Giiltigkeit des-
selben vorans, so konnen wir den Punkten einer beliebigen
Geraden im Raume reelle Zahlen zuordnen, und zwar auf
folgende Art:

Wir wahlen auf der Geraden zwei beliebige Punkte aus
und ordnen diesen die Zahlen o und 1 zu; sodann halbieren
wir die durch sie bestimmte Strecke o 1 und bezeichnen den
entstehenden Mittelpunkt mit 4, ferner den Mittelpunkt der
Strecke 04 mit  usw.; nach »maliger Ausfiihrung dieses Ver-

fahrens gelangen wir zu einem Punkte, dem die Zahl _1'_‘ zu-
2

zuordnen ist. Nun tragen wir die Strecke o —I;t an denPunkt o
2

sowohl nach der Seite des Punktes 1 als auch nach der an-
deren Seite hin etwa 7z mal hintereinander ab und erteilen den

so entstehenden Punkten die Zahlenwerte ﬂﬂ bzw. — ﬁn - Aus
2 2

dem Archimedischen Axiom kann leicht geschlossen werden,
4.
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daB auf Grund dieser Zuordnung sich jedem beliebigen Punkte
der Geraden in eindeutig bestimmter Weise eine reelle Zahl
zuordnen liBt und zwar so, daB dieser Zuordnung folgende
Eigenschaft zukommt: wenn 4, 5, C irgend drei Punkte der
Geraden und bzw. e, §, y die zugehorigen reellen Zahlen sind
und 7 zwischen 4 und C liegt, so erfiillen diese Zahlen stets
entweder die Ungleichung o < <y oder a > > 7.

Aus den Entwickelungen im Kap.II § g leuchtet ein, da8
dort fiir jede Zahl, die dem algebraischen Zahlkdrper L an-
gehort, notwendig ein Punkt der Geraden existieren muf, dem
sie zugeordnet ist. Ob auch jeder anderen reellen Zahl ein
Punkt entspricht, hingt davon ab, ob in der vorgelegten Geo-
metrie das Vollstindigkeitsaxiom V 2 gilt oder nicht gilt.

Dagegen ist es, auch wenn man nur die Giiltigkeit des Archi-
medischen Axioms annimmt, stets moglich, das System von
Punkten, Geraden und Ebenen so durch,irrationale* Ele-
‘mente zu erweitern, daB auf jeder Geraden der entstehenden
Geometrie jedem System von drei reellen Zahlen ohne Aus-
nahme ein Punkt zugeordnet ist. Durch gehorige Festsetzung
kann zugleich erreicht werden, daB in der erweiterten Geo-
metrie sdmtliche Axiome I—V giiltig sind. Diese (durch
Hinzuftigung der irrationalen Elemente) erweiterte Geometrie
ist keine andere als die gewdhnliche analytische Cartesische
Geometrie des Raumes, in welcher auch das Vollstindigkeits-
axiom V 2 gilt.})

1) Vgl. die Bemerkungen am Schluf von § 8.



Kapitel IV.

Die Lehre von den Flacheninhalten in der
Ebene.

§18.
Dije Zerlegungsgleichheit und Inhaltsgleichheit von
Polygonen.

Wir legen den Untersuchungen des gegenwirtigen Ka-
pitels IV dieselben Axiome wie im Kapitel III zugrunde,
nimlich die linearen und ebenen Axiome simtlicher Gruppen
mit Ausnahme der Stetigkeitsaxiome, d.h. die Axiome I 1
bis 3 und II—IV.

Die im Kapitel III erorterte Lehre von den Proportionen
und die daselbst eingefiihrte Streckenrechnung setzt uns in
den Stand, die Euklidische Lehre von den Flicheninhalten
mittels der genannten Axiome, d. h. iz der Ebene und un-
abhingig von den Stetigkeitsaxiomen zu begrinden.

Da nach den Entwickélungen im Kapitel III die Lehre
von den Proportionen wesentlich auf dem Pascalschen Satze
(Satz 22) beruht, so gilt dies auch fiir die Lehre von den
Flicheninhalten; diese Begriindung der Lehre von den
Flacheninhalten erscheint mir als eine der merkwiirdigsten
Anwendungen des Pascalschen Satzes in der Elementar-
geometrie.

Erklirung. Verbindet man zwei Punkte eines Polygons 2
durch irgendeinen Streckenzug, der ganz im Innern des Poly-
gons verliuft, so entstehen zwei neue Polygone 2, und 7,
deren innere Punkte alle im Innern von 2 liegen; wir sagen:
P zerfallt in P, und 7, oder P, und 7, setzen P zu-
sammen. )

Erklirung. Zwei Polygone heiBen zerlegungsgleick, wenn
sie in eine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt werden
konnen, die paarweise einander kongruent sind.
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Erklarung. Zwei Polygone heifen inhalisgleick oder von
gleickem Inhalte, wenn es moglich ist, zu denselben zerlegungs-
gleiche Polygone hinzuzufiigen, so daf die beiden zusammen-
gesetzten Polygone einander zerlegungsgleich sind.

Ausdenletzteren Erklirungen folgtsofort: durchZusammen-
fiigung zerlegungsgleicher Polygone entstehen wieder zer-
legungsgleiche Polygone, und wenn man zerlegungsgleiche

Polygone von zerlegungs-
gleichen Polygonen weg-
nimmt, so sind die iibrigbleibenden Po-
lygone inhaltsgleich.

Ferner gelten folgende Sitze:

Satz 25. Sind zwei Polygone 7, und
F, mit einem dritten Polygon Py zer-
legungsgleich, so sind sie auch unter-
einander zerlegungsgleich. Sind zwei
Polygone mit einem dritten inhaltsgleich, so sind sie unter-
einander inhaltsgleich.

Beweis. Nach Voraussetzung li8t sich sowohl fﬁrPI‘ als auch
fir ; eine Zerlegung in Dreiecke angeben, so daB einer jeden
dieser beiden Zerlegungen je eine Zerlegung des Polygons 7,
in kongruente Dreiecke entspricht. Indem wir diese Zer-
legungen von 7 gleichzeitig in Betracht ziehen, wird im all-
gemeinen jedes Dreieck der einen Zerlegung durch Strecken,
welche der anderen Zerlegung angehéren, in Polygone zer-
legt. Wir fiigen nun noch so viele Strecken hinzu, daf jedes
dieser Polygone selbst wieder in Dreiecke zerfillt, und bringen
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dann die zwei entsprechenden Zerlegungen in Dreiecke in 2
und in 7, an; dann zerfallen offenbar diese beiden Polygone
P, und 7, in gleich viele paarweise einander kongruente Drei-
ecke und sind somit nach der Erklirung einander zerlegungs-
.gleich.
Der Beweis der zweiten Aussage des Satzes 25 ergibt sich
nunmehr ohne Schwierigkeit.
‘Wir erkliren in der iiblichen Weise die Begriffe: Rechteck,
Grundlinie und Hohe eines Parallelogrammes, Grundiinie und
Hohe eines Dreiecks.

§ 10.
Parallelogramme und Dreiecke mit gleicher Grund-
linie und Hohe.

~ Die bekannte, in den untenstehenden Figuren illustrierte
Schlufiweise Zuklids liefert den Satz:

Satz 26, Zwei Parallelogramme mit gleicher Grundlinie
und Héhe sind einander inhaltsgleich. C

Ferner gilt die bekannte Tatsache:

Satz 27. Ein jedes Dreieck 48 Cist stets
einem gewissen Parallelogramm

mit gleicher Grundlinie und hal- D F
ber Hohe zerlegungsgleich.
Beweis. Halbiert man 4C in
D und BC in X und verlingert
B

dann D um sich selbst bis 7, A

go sind die Dreiecke D ZC und B E einander kongruent,
und folglich sind Dreieck 45 C und Parallelogramm 48 #1)
einander zerlegungsgleich.
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Aus Satz 26 und 27 folgt mit Hinzuziehung von Satz 2§
unmittelbar:

Satz 28. Zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Hohe
sind einander inhaltsgleich.

Bekanntlich zeigt man leicht, daf zwei Dreiecke mitgleicher
Grundlinie und Hohe auch stets zerlegungsgleich sind. Wir
bemerken jedoch, daB dieser Nachweis ohne Benutzung des Archi-
medischen Axioms nicht miglich dst; in der Tat lassen sich in
unserer Nicht-Archimedischen Geometrie (vgl. Kap.II § 12)
ohne Schwierigkeit zwei solche Dreiecke angeben, die gleiche
Grundlinie und Hoéhe besitzen und folglich dem Satze 28
entsprechend inhaltsgleich, aber die dennoch nicht zer-
legungsgleich sind. Als Beispiel mdgen zwei Dreiecke A 5C
und 48D mit der gemeinsamen Grundlinie 48=1 und der
gleichen Hohe 1 dienen, wenn die Spitze C des ersteren Drei-
ecks senkrecht iiber 4 und im zweiten Dreieke der FuBpunkt 7'
der von der Spitze D gefillten Hohe so gelegen ist, daf
AF = ¢ wird.

Wir erwidhnen noch den leicht zu beweisenden Satz:

Satz 29. Zu einem beliebigen Dreieck und mithin auch
zu einem beliebigen Polygon kann stets ein rechtwinkliges
Dreieck konstruiert werden, das eine Kathete 1 besitzt und
das mit dem Dreieck bzw. Polygon inhaltsgleich ist.

Auch die iibrigen Sitze aus der elementaren Geometrie
iber die Inhaltsgleichheit von Polygonen, insbesondere der
Pythagoriische Lehrsatz sind leichte Folgerungen der eben
aufgestellten Sitze. Wir begegnen aber dennoch bei der wei-
teren Durchfihrung der Theorie der Flicheninhalte einer
wesentlichen Schwierigkeit. Insbesondere lassen es unsere bis-
herigen Betrachtungen dahingestellt, ob nicht etwa alle Poly-
gone stets einander inhaltsgleich sind. In diesem Falle wiren
-die simtlichen, vorhin aufgestellten Sitze nichtssagend und
ohne Bedeutung. Hiermit hingt die Frage zusammen, ob zwei
inhaltsgleiche Rechtecke mit einer gemeinschaftlichen Seite
auch potwendig in der anderen Seite jibereinstimmen, d.h,
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ob ein Rechteck durch eine Seite und den Flicheninhalt ein-
deutig bestimmt ist?

Wie die nihere Uberlegung zeigt, bedarf man zur Beant-
wortung der aufgeworfenen Fragen der Umkehrung des
Satzes 28, die folgendermaBen lautet:

Satz 30. Wenn swei inkalisgleiche Dreiecke gleiche Grundlinie
kaben, so haben sie auch gleiche Hike.

Dieser fundamentale Satz 30 findet sich im ersten Buch
der Elemente des Ewklid als 3gster Satz; beim Beweise des-
selben beruft sich jedoch Zuk/id auf den allgemeinen Grofien-
satz: ,Kei 70 8lov tod pégove peifdv forlv® — ein Verfahren,
welches auf die Einfithrung eines neuen geometrischen Axioms
iiber Flicheninhalte hinauslauft.

Es gelingt nun, ohne ein solchesneues Axiom den
Satz 30 und damit die Lehre von den Flachenin-
halten aufdemhiervonunsin Aussichtgenommenen
Wege, d. h. lediglich mit Hilfe der ebenen Axiome
und ohne Benutzung des Archimedischen Axioms
zu begrinden. Um dies einzusehen, haben wir den Begriff
des InhaltsmaBes notig.

§ 20.
Das InhaltsmaB von Dreiecken und Polygonen.

Erklarung: Wenn wir in einem Dreieck 4.8 C mit den
Seiten a, b, ¢ die beiden Hdhen %,= AD, k3= B E konstru-
ieren, so folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke BCEund ACD nach g
Satz 23 die Proportion

aky=20:h,,
d. h. g
aﬁa = b]lb;
mithin ist in jedem Dreieck das =
Produkt aus einer Grundlinie und B
der zu ihr gehdrigen Hohe davon unabhéngig, welche Seite des
Dreiecks man als Grundljnie wiahlt. Das halbe Produkt aus
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Grundlinie und Hohe eines Dreiecks A ist also eine fiir das
Dreieck charakteristische Strecke; sie heiBe das Jnkalismafs
des Dreiecks' A und werde mit /(4) bezeichnet.

Erklirung. Eine Strecke, welche eine Ecke eines Drei-
ecks mit einem Punkte der gegeniiberliegenden Seite ver-
bindet, heibt eine Transversale des Dreiecks ; dieselbe zerlegtdas
Dreieck in zweiDreiecke mitgemeinsamer Hohe, deren Grund-
linien in dieselbe Gerade fallen; eine solche Zerlegung heifie
eine fransversale Zerlegung des Dreiecks.

Satz 31. Wenn ein Dreieck 4 durch beliebige Gerade
irgendwie in eine gewisse endliche Anzahl von Dreiecken A,

zerlegt wird, so ist stets das Inhaltsmaf
des Dreiecks A4 gleich der Summe der
InhaltsmaBe der sédmtlichen Drei-
ecke 4.

Beweis. Aus dem distributiven
Gesetz in unserer Streckenrech-
nung folgt unmittelbar, daB das
InhaltsmaB eines beliebigen Dreiecks gleich der Summe der
Inhaltsmafile zweier solcher Dreiecke ist, die durch irgend-
welche transversale Zerlegung aus jenem Dreieck hervorgehen.
Die wiederholte Anwendung dieser Tatsache
zeigt, daB das InhaltsmaB eines beliebigen
Dreiecks auch gleich der Summe der Inhalts-
mafBe der sdmtlichen Dreiecke ist, die aus
dem vorgelegten Dreiecke entstehen, wenn
man nacheinander beliebig viele transversale

Zerlegungen ausfiihrt.

Um nun den entsprechenden Nach-
weis fiir die beliebige Zerlegung des
Dreiecks 4inDreiecke 4zzuerbringen,
ziehen wir von der einen Ecke 4 des
Dreiecks 4 durch jeden Teilpunkt der Zerlegung, d. h. durch
jeden Eckpunkt der Dreiecke 4 eine Transversale; durch
diese Transversalen zerfallt das Dreieck 4 in gewisse Drejecke
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Ay Jedes dieser Dreiecke 4; zerfillt durch die Teilstrecken
der gegebenen Zerlegung in gewisse Dreiecke und Vierecke.
Wenn wir in denVierecken noch je eine Diagonale kon-
struieren, so zerfillt jedes Dreieck 4; in gewisse Dreiecke dy,.
‘Wir wollen nun zeigen, daB die Zerlegung in Dreiecke Ay,
sowohl fiir die Dreiecke 4,als auch fiir die Dreiecke A nichts
anderes als eine Kette von transversalen Zerlegungen bedeutet.

In der Tat, zundchst ist klar, daB jede Zerlegung eines
Dreiecks in Teildreiecke stets durch eine Reihe von trans-
versalen Zerlegungen bewirkt werden kann, wenn bei der Zer-
legung im Inneren des Dreiecks keine Teilpunkte liegen und
iiberdies wenigstens eine Seite des Dreiecks von Teilpunkten
frei bleibt.

Nun ist fiir die Dreiecke 4; unsere Behauptung aus dem
Umstande ersichtlich, daB fir jedes derselben das Innere
sowie eine Seite, nimlich die dem Punkte 4 gegeniiberlie-
gende Seite von weiteren Teilpunkten frei ist.

Aber auch fiir jedes 4, ist die Zerlegung in 4;, auf trans-
versale Zerlegungen zuriickfihrbar. Betrachten wir namlich
ein Dreieck Az, so wird es unter den von 4 ausgehenden
Transversalenim Dreieck 4 eine bestimmte Transversale geben,
in welche entweder eine Seite von A; hineinfillt oder welche
selbst das Dreieck 4; in zwei Dreiecke zerlegt. Im ersten Falle
bleibt die betreffende Seite des Dreiecks .4; tiberhaupt frei
von weiteren Teilpunkten bei der Zerlegung in Dreiecke Ay;;
im letzteren Falle ist die im Inneren des Dreiecks A ver-
laufende Strecke jener Transversalen in den beiden entstehen-
den Dreiecken eine Seite, die bei der Teilung in Dreiecke 4y,
von weiteren Teilpunkten gewiB frei bleibt.

Nach der, am Anfang dieses Beweises angestellten Betrach-
tung, ist das InhaltsmaB /(4) desDreiecks 4 gleich der Summe
aller InhaltsmaBe /(4,) der Dreiecke Ay, und diese Summe
ist gleich der Summe aller InhaltsmaBe J(d¢s). Andererseits
ist auch die Summe iber die InhaltsmaBe /(4;) aller Drei-
ecke 4 gleich der Summe aller Inhaltsmage /(4,,), und hier-
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aus folgt endlich, daB das InhaltsmaB /(4) auch gleich der
Summe aller InhaltsmaBe /() ist. Damit ist der Beweis des
Satzes vollstindig erbracht.

Erklirung. Definieren wir das InhaltsmaB /(2) eines Poly-
gons als die Summe der InhaltsmaBe aller Dreiecke, in die
dasselbe bei einer bestimmten Zerlegung zerfillt, so erkennen
wir auf Grund des Satzes 31 durch eine dhnliche Schlufiweise,
wie wir sie in § 18 beim Beweise des Satzes 25 angewandt
haben, daf das Inhaltsma8 eines Polygons von der Art der
Zerlegung in Dreiecke unabhéngig ist und mithin allein durch
das Polygon sich eindeutig bestimmt. Aus dieser Erkldrung
entnehmen wir vermittelst des Satzes 31 die Tatsache, daf
zerlegungsgleiche Polygone gleiches InhaltsmaB
haben. '

Sind ferner 2 und Q inhaltsgleiche Polygone, so muf} es
nach der Erklirung zwei zerlegungsgleiche Polygone 7’ und
Q' geben, so daB das aus Pund P’ zusammengesetzte Polygon
(2 + P) mit dem aus Q und Q' zusammengesetzten Poly-
gon (Q + Q') zerlegungsgleich ausfillt. Aus den beiden Glei-

chungen

J(P)=J(@)
schlieBen wir leicht

7Py =J(Q),

d. h. inhaltsgleiche Polygone haben gleiches In-
haltsmaB.

§ 21.
Die Inhaltsgleichheit und das InhaltsmaB.

In § 20 haben wir gefunden, daf inhaltsgleiche Polygone
stets gleiches InhaltsmaB haben. Aus dieser Tatsache ent-
nehmen wir unmittelbar den Beweis desSatzes 30. Bezeichnen
wir ndmlich die gleiche Grundlinie der beiden Dreiecke mit g,
die zugehdrigen Hohen mit % und 4’, so schlieBen wir aus der
angenommenen Inhaltsgleichheit der beiden Dreiecke, daf
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dieselben auch gleiches InhaltsmaBhaben miissen, d.h.es folgt:

ek =4e¥
und mithin nach Division durch } ¢
h=F

dies ist die Aussage des Satzes 30.

Auch 138t sich nunmehr die am SchluB von § 20 gemachte
Aussage umkehren. In der Tat, seien 2 und Q zwei Polygone
mit gleichem InhaltsmaB, so konstruieren wir gemaf Satz 29
zwei rechtwinklige Dreiecke 4 und E, von denen jedes eine
Kathete 1 besitzt und so, dali das Dreieck 4 mit dem Poly-
gon P und das Dreieck E mit dem Polygon Q inhaltsgleich
ist. Aus dem am Schlu8 von § 20 bewiesenen Satze folgt dann,
daB 4 mit 2 und ebenso E mit ¢ gleiche InhaltsmafBe haben.
Wegen des gleichen InhaltsmaBes von 2 und Q folgt hieraus,
daB auch 4 und E gleiches Inhaltsma8 haben. Da nun diese
beiden rechtwinkligen Dreiecke in der Kathete 1 iberein-
stimmen, so stimmen notwendig auch ihre anderen Katheten
iiberein, d.h. die beiden Dreiecke 4 und E sind miteinander
kongruent und mithin sind nach Satz 25 die beiden Polygone
P und Q einander inhaltsgleich.

Die beiden in diesem und dem vorigen Paragraphen gefun-
denen Tatsachen fassen wir in den folgenden Satz zusammen:

Satz 32. Zwei inhalisgleiche Polygone haben stets das gleicke
Inhalismaf, und zwei Polygone mit gleichem Inhallsmaf sind stets
einander inhaltsgleich.

Insbesondere miissen zwel inhaltsgleiche Rechtecke mit
einer gemeinsamen Seite auch in den anderen Seiten iiber-
einstimmen. Auch folgt der Satz:

Satz 33. Zerlegt man ein Rechteck durch Gerade in mehrere
Dreiecke und 148t auch nur eines dieser Dreiecke fort, so kann
man mit den iibrigen Dreiecken das Rechteck nicht mehr aus-
filllenl).

1) Hinsichtlich der merkwiirdigen Rolle, die dieser Satz 33 behufs

Erginzung der sogenannten »Kongruenzsitze im engeren Sinne* spielt,
vergleiche man den Schluf von Anhang IL -
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!

Dieser Satz ist von de Zolt!) und O. Stolz?) als Axiom
hingestellt und von F.Schur?) und W.Killing? mit Hilfe
des Archimedischen Axioms bewiesen worden. Im Vorstehen-
den istgezeigt, daB derselbevolligunabhingigvondem
Archimedischen Axiom gilt.

Zum Beweis der Sétze 30, 31, 32 haben wir wesentlich die
in Kapitel TIT § 15 eingefiihrte Streckenrechnung benutzt, und
da diese im wesentlichen auf dem Pascalschen Satze (Satz 22)
oder vielmehr auf dem speziellen Falle (S. 40) desselben be-
ruht, so erweist sich fiir die Lehre von den Flicheninhalten
der Pascalsche Satz als der wichtigste Baustein.

Wir ‘erkennen leicht, daB auch umgekehrt aus den Sitzen
28 und 30 der Pascalsche Satz wiedergewonnen werden kann.
In der Tat, aus der Parallelitit
derGeraden C B’ und C’ B folgt
nach Satz 28 die Inhaltsgleich-
heit der Dreiecke 08B’ und
OCC(’; ebenso folgt aus der Par-
allelitit der Geraden C4’ und
AC’ die Inhaltsgleich-
heit der Dreiecke

044 und
. _ 0CC. Da
54 B A" hiernach auch

die Dreiecke 044’ und OB B’ einander inhaltsgleich sind,
so ergibt Satz 30, dah auch B4’ zu 45’ parallel sein mu8.

Von zwei nicht inhaltsgleichen Polygonen 72 und Q nennen
wir P inhallskleiner bzw. inhalisgrifler als Q, je nachdem das In-

1) Principii della eguaglianza di poligoni preceduti da alcuni critici
sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, Briola1881. Vgl.auch
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici. Milano,
Briola 1883,

2) Monatshefte fiir Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894.

3) Sitzungsberichte der Dorpater Naturf. Ges. 1892.

4) Grundlagen der Geometrie, Bd. 2, Abschnitt 5, § 5, 1898,
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haltsma8 /(2) kleiner oder grafer als /(Q) ausfillt. Es istnach
dem Vorstehenden klar, daB die Begriffe inhaltsgleich, inhalts-
kleiner und inhaltsgroBer sichgegenseitigausschlieBen. Ferner
erkennen wir leicht, daB ein Polygon, welches ganz im Innern
eines anderen Polygons liegt, stets inhaltskleiner als dieses
sein muB.

Hiermit haben wir die wesentlichen Sitze der Lehre von
den Flicheninhalten in der Ebene begriindet.

Bereits Gau8 hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker
auf die entsprechende Frage fiir den Raum gelenkt. Ich habe
die Vermutung derUnmdoglichkeit einer analogen Begriindung
der Lehre von den Inhalten im Raume ausgesprochen und
die bestimmte Aufgabe?) gestellt, zwei Tetraeder mit gleicher
Grundfliche und von gleicher Hohe anzugeben, die sich auf
keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, und die
sich auch durch Hinzufiigung kongruenter Tetraeder nicht zu
solchen Polyedem erginzen lassen, fiir die ihrerseits eine Zer-
legung in kongruente Tetraeder moglich ist.

M. Dehn?) ist dieser Nachweis in der Tat gelungen; er
bat damit in strenger Weise die Unmoglichkeit dargetan, die
Lehre von den rdumlichen Inhalten so zu begriinden, wie dies
im Vorstehenden fiir die ebenen Inhalte geschehen ist.

Hiernach wiren zur Behandlung der analogen Fragen fiir
den Raum andere Hilfsmittel, etwa das Cavalierische Prinzip
heranzuziehen 9).
minen Vortrag ,,Mathematische Probleme' Nr. 3.

2) ,,Uber raumgleiche Polyeder*, Géttinger Nachr. 1900, sowie,,Uber
den Rauminhalt*, Math. Ann.Bd. §5. 1902. vgl.ferner Kagan, Math. Ann,
Bd. 57. :

3) Nur der erste Teil des Satzes 32, sowie Satz 30 uixd Satz 33 gelten
analog fir den Raum; vgl. etwa Schatunowsky, ,,Uber den Raum-
inhalt der Polyeder, Math. Ann. Bd. 57. M. Dehn hat in der Abhand-
lung: ,,Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke, Math. Ann. Bd. 60 ge-
zeigt, dafl man die Lehre vom Flicheninhalt in der Ebene auch ohne
das Parallelenaxiom allein mit Hilfe der Kongruenzsitze begriindenkann.
Siehe ferner Finzel, ,,Die Lehre vom Flicheninhalt in der allgemeinen

Geometrie*, Math. Ann. Bd. 72,



Kapitel V.
Der Desarguessche Satz.

§ 22.

Der Desarguessche Satz und der Beweis desselben in
der Ebene mit Hilfe der Kongruenzaxiome.

Von den im Kapitel I aufgestellten Axiomen sind diejenigen
der Gruppen II—V samtlich teils lineare, teils ebene Axiome;
die Axiome 4—38 der Gruppe I sind die einzigen riumlichen
Axiome. Um die Bedeutung dieser riumlichen Axiome klar
zu erkennen, denken wir uns irgendeine ebene Geometrie
vorgelegt und untersuchen allgemein die Bedingungen dafiir,
daB diese ebene Geometrie sich als Teil einer raumlichen
Geometrie auffassen 1i8t, in welcher die Axiome der Grup-
pen I—II simtlich erfiillt sind.

Auf Grund der Axiome der Gruppen I—II, IV ist es be-
kanntlich leicht méglich, den sogenannten Desarguesschen
Satz zu beweisen; derselbe ist ein ebener Schnittpunktsatz.
Wir nehmen insbesondere die Gerade, auf der die Schnitt-
punkte entsprechender Seiten der beiden Dreiecke liegen
sollen, zur ,,Unendlichfernen%, wie man sagt, und bezeichnen
den so entstehenden Satz nebst seiner Umkehrung schlecht-
hin als Desarguesschen Satz; dieser Satz lautet wie folgt:

Satz 34. (Desarguesscher Satz) Wenn zwei Dreiecke
in einer Ebene so gelegen sind, daB je zwei entsprechende
Seiten einander parallel sind, so laufen die Verbindungslinien
der entsprechenden Ecken durch ein und denselben Punkt
oder sind einander parallel, und umgekehrt: ’

Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, daf
die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken durch einen
Punkt laufen oder einander parallel sind, und wenn ferner
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zwei Paare entsprechender Seiten in den Dreiecken parallel
sind, so sind auch die dritten Seiten der beiden Dreiecke ein-
ander parallel. _

Wie bereitserwahnt, istderSatz 34
eineFolge der Axiome L II, IV; dieser
Tatsache gemiB ist die Giiltigkeit
des Desarguesschen Satzes in der
Ebene jedenfalls einenot-
wendige Bedingung da-
fiir, daB die Geometrie die-
ser Ebene sich als Teil
einer riumlichen Geo-

metrie auffassen 1aBt,
in welcher die Axiome der GruppenLIL IV simtlich erfiilltsind.

Wirnehmennun, wiein den KapitelnIIT undIV, eine ebene
Geometrie an, in welcher die Axiome I 1—3 und II—IV
gelten, und denken uns in derselben nach § 15 eine Strecken-
rechnung eingefiihrt: dann 148t sich, wie in § 17 dargelegt
worden ist, jedem Punkte der Ebene ein Paar von Strecken
(%, ) und jeder Geraden ein Verhiltnis von drei Strecken
(#:v:2), wobei z,v nicht beide Null sind, zuordnen derart,
daB die lineare Gleichung

' wx +ovy+w=0
die Bedingung fiir die vereinigte Lage von Punkt und Ge-
rade darstellt. Das System aller Strecken in unserer Geometrie
bildet nach § 17 einen Zahlenbereich, fiir welchen die in §13
aufgezihlten Eigenschaften 1—16 bestehen, und wir konnen
daher mittels dieses Zahlenbereiches, dhnlich wie es in § 9
oder § 12 mittels des Zahlensystems Q bzw. & (¢) geschehen
ist, eine riumliche Geometrie konstruieren; wir setzen zu dem
Zwecke fest, daB ein System von drei Strecken (x,y, z) einen
Punkt, die Verhiltnisse von vier Strecken (z:7:w:7) eine
Ebene darstellen mogen, wihrend die Geraden als Schnitte
zweier Ebenen definiertsind; dabei driickt dielineare Gleichung
ux+ovyt+wzstr=o0
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 5
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aus, daf der Punkt (x,y,s) auf der Ebene (u:v:w:7) liegt.
Was endlich die Anordnung der Punkte auf einer Geraden
oder der Punkte einer Ebene in bezug auf eine Gerade in
ihr oder endlich die Anordnung der Punkte in bezug auf eine
Ebene im Raume anbetrifft, 'so wird diese in analoger Weise
durch Ungleichungen zwischen Strecken bestimmt, wie dies
in § g fiir die Ebene geschehen ist.

Da wir durch das Finsetzen des Wertes z=0 die urspriing-
liche ebene Geometrie Wiedergewimien, so erkennen wir, daf}
unsere ebene Geometrie als Teil einer riumlichen Geometrie
betrachtet werden kann. Nun ist hierfiir die Giiltigkeit des De-
sarguesschen Satzes nach den obigen Ausfithrungen eine not-
wendige Bedingung, und daher folgt, dafiin derangenommenen
ebenen Geometrie auch der Desarguessche Satz gelten mu8.

‘Wir bemerken, daf die eben gefundene Tatsache sich auch
direkt aus dem Satze 24 in der Lehre von den Proportionen
ohne Mihe ableiten laBt.

§ 23.
Die Nichtbeweisbarkeit des Desarguesschen Satzes in
der Ebene ohne Hilfe der Kongruenzaxiome..

Wir untersuchen nun die Frage, ob in der ebenen Geo-
metrie auch ohne Hilfe der Kongruenzaxiome der Desargues-
sche Satz bewiesen werden kann, und gelangen dabei zu fol-
gendem Resultate: '

Satz 35. £s gibt eine ebene Geometrie, in welcher die Axiomel
1—3, I, IIT 1—4, IV, V, d. 2. similiche lincaren und ebenen
Axiome mit Ausnakme des Kongruenzaxioms 111 5 erfiillt sind, wik-
rend der Desarguessche Satz (Satz 34) nicht gilt. Der Desargues-
sche Satz kann mithin aus den genannten Axiomen allein nicht ge-
_ Jolgert werden; es bedarf zum Beweise desselben notwendig ent-
weder der rdumlichen Axiome oder des Axioms 111 )6 tiber die Kon-
gruenz der Dredecke. '

Beweis. Wir wihlen in der gewohnlichen ebenen Geometrie,
deren Moglichkeit bereits im Kapitel II § 9 erkannt worden
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ist, irgend zweizueinandersenkrechte Geradeals Koordinaten-
achsen X, 7 und denken uns um den Nullpunkt O dieses
Koordinatensystems als Mittelpunkt eine Ellipse z.B. mit den
Halbachsen 1 und } konstruiert; endlich bezeichnen wir mit
£ den Punkt, welcher in der Entfernung § von O auf der
positiven X-Achse liegt.

‘Wir fassen nun die Gesamtheit aller Kreise ins Auge, welche
die Ellipse in vier reellen — getrennten oder beliebig zu-
sammenfallenden — Punkien schneiden, und suchen unter
allen auf diesen Kreisen gelegenen Punkten denjenigen Punkt
zu bestimmen, der auf der positiven X-Achse am weitesten
vom Nullpunkt entfernt ist. Zu dem Zwecke gehen wir von
einem beliebigen Kreise aus, der die Ellipse in vier Punkten
schneidet und die positive X-Achse im Punkte Ctreffen moge.
Diesen Kreis denken wir uns dann um den Punkt C derart
gedreht, daB zwei von den vier Schnittpunkten oder mehr in
einen einzigen Punkt 4 zusammenfallen, wahrend die iibrigen
reell bleiben. Der so entstehende Beriihrungskreis werde als-
dann vergroflert derart, daB stets der Punkt 4 Beriihrungs-
punkt mit der Ellipse bleibt; hierdurch gelangen wir notwendig
zu einem Kreise, der die Ellipse entweder noch in einem an-
deren Punkte B beriihrt oder in 4 mit der Ellipse eine vier-
punktige Beriihrung aufweist und der iiberdies die positive
X-Achse in einem entfernteren Punkte als C trifft. Der ge-
suchte entfernteste Punkt wird sich demnach unter denjenigen
Punkten befinden, die von den doppeltberithrenden, auBer-
halb der Ellipse verlaufenden Kreisen auf der positiven X-
Achse ausgeschnitten werden. Die doppeltberiihrenden, aufier-
halb der Ellipse verlaufenden Kreise liegen nun, wie manleicht
sieht, simtlich zur ¥-Achse symmetrisch. Es seien g, 4 die
Koordinaten irgendeines Punktes der Ellipse: dann lehrt eine
leichte Rechnung, daB der in diesem Punkte beriihrende zur
F-Achse symmetrische Kreis auf der positiven X-Achse die
Strecke

x=|V1+ 38
5 %
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abschneidet. Der groBtmogliche Wert dieses Ausdrucks tritt
fiir =4 ein und wird somit gleich ‘]/_‘ Da der vorhin
mit # bezeichnete Punkt auf der X -Achse die Abszisse

>3 | V—| aufweist, so folgt, daB unter den die Ellipse
v1erma1 treffenden Kreisen sich gewif keiner be-
findet, der ‘durch den Punkt # liuft.

Nunmehr stellen wir uns eine neue ebene Geometrie in
folgender Weise her: Als Punkte der neuen Geometrie nehmen
wir die Punkte der X ?-Ebene; als Gerade derneuen Geometrie

nehmen wir diejenigen Geraden der
X V-Ebene unveriandert, welche die
/ feste Ellipse beriithren -oder gar nicht
treffen; ist dagegen g eine Gerade der
3 X V-Ebene, die die Ellipse in zwei

Punkten P und Q trifft, so kon-
struieren wir durch 2, Q und
den festen Punkt #einen Kreis;
dieser Kreis hat, wie aus dem
oben Bewiesenen hervorgeht, keinen weiteren Punkt mit der
Ellipse gemein. Wir denken uns nun an Stelle des zwischen
Pund Q innerhalb der Ellipse gelegenen Stiickesder Geraden g
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denjenigen Bogen des eben konstruierten Kreises gesetzt, der
zwischen 2 und Q innerhalb der Ellipse verlauft. Den Linien-
zug, welcher aus den beiden von P und Q ausgehenden un-
endlichen Stiicken der Geraden gund dem eben konstruierten
Kreisbogen 2 Q besteht, nehmen wir als Gerade der neu her-
zustellenden Geometrie. Denken wir uns fiir alle Geraden der
X P-Ebene die entsprechenden Linienziige konstruiert, so ent-
steht ein System von Linienziigen, welche, als Gerade einer
Geometrie aufgefaBt, offenbar den Axiomen I 1-—2 und III
geniigen. Bei Festsetzung der natiirlichen Anordnung fiir die
Punkte und Geraden in unserer neuen Geometrie erkennen wir
unmittelbar, daB auch die Axiome II giltig sind.

Ferner nennen wir zwei Strecken 45 und 4’8’ in unserer
neuen Geometrie kongruent, wenn der zwischen 4 und B ver-
laufende Linienzug
die gléiche natir-
liche Langehat, wie
der zwischen A’
und AB’verlaufende
Linienzug.

Endlich bediirfen
wir einer Festset-
zung betreffs der
Kongruenz der
Winkel. Sobald
keiner von den
Scheiteln der zu

vergleichenden
Winkel auf der El-
lipse liegt, nennen
wir zwei Winkel einander kongruent, wenn sie im gewdhn-
lichen Sinne einander gleich sind. Im anderen Falle treffen
wir folgende Festsetzung: Es mogen die Punkte 4, 7, C in
dieser Reihenfolge und die Punkte 4’, 2, C’ in dieser Reihen-
folge je auf einer Geraden unserer neuen Geometrie liegen;
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D sei ein Punkt auBerhalb der Geraden 4B8C und D’ ein
Punkt auBerhalb der Geraden 4’B’C’: dann mdgen fiir die
Winkel zwischen diesen Geraden in unserer neuen Geo-
metrie die Kongruenzen ;

X ABD =< A’B'D’ und < CBD =< CBD"
gelten, sobald fiir die natiirlichen Winkel zwischen den ent-
sprechenden leenzucren in der gewohnhchen Geometrie die
Proportion

X ABD: Y. CBD' =< AB'D": C'B'D
erfiillt ist. Bei diesen Festsetzungen sind auch die Axiome
I 1—4 und V giiltig.

Um einzusehen, daB
in unserer neu herge-
stellten Geometrie der
‘Desarguessche Satz

07

nicht gilt, betrachten
wir folgende drei ge-
wohnliche gerade Li-
nien in der XF-Ebene: die X-Achse, die I’ Achse und die
Gerade, welche die beiden Ellipsenpunkte x = §, y = 2 und
% ==—$, y=—2 miteinander verbindet. Da dies‘e drei ge-
wohnlichen geraden Linien durch den Nullpunkt O laufen,
so konnen wir leicht zwei solche Dreiecke angeben, deren

— -
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Eckenbzw. aufjenendreiGeradenliegen, deren entsprechende
Seiten paarweise einander parallel laufen und die simtlich
auflerhalb derEllipse gelegen sind. Da die Linienziige, welche
aus den genannten drei geraden Linien entspringen, sich, wie
die Figur auf S. 70 zeigt und wie man leicht durch Rechnung
bestatigt, nicht in einem Punkte treffen, so folgt, daB der De-
sarguessche Satz in der neuen ebenen Geometrie fiir die bei-
den vorhin konstruierten Dreiecke gewiB nicht gilt.

Die von uns hergestellte ebene Geometrie dient zugleich
als Beispiel einer ebenen Geometrie, in welcher die Axiome
T1—3, I, Il 1—4, IV, V giiltig sind, und die sich dochnicht
als Teil einer riumlichen Geometrie auffassen laBt.

§ 24.
Einftihrung einer Streckenrechnung ohne Hilfe der Kon-
gruenzaxiome auf Grund des Desarguesschen Satzes.!)

Um dieBedeutung des Desarguesschen Satzes (Satz 34) voll-
stindig zu erkennen, legen wir eine ebene Geometriezugrunde,
in welcher die Axiome I 1—3, II, IV?®), d. h. die simtlichen
linearen und ebenen Axiome auBer den Kongruenz-und Stetig-
keitsaxiomen giiltig sind, und fiihren in diese Geometrie un-
abhingig von den Kongruenzaxiomen auf folgende
Weise eine neue Streckenrechnung ein:

1) Eine an die Ideenbildungen der Geometrie der Lage sich an-
schlieBende-Ableitung der Streckenrechnung gibt G. Hessenberg in seiner
Arbeit ,,Uber einen geometrischen Kalkiil“ Acta math. Bd. 29 (1904).
Manche Teile der Ableitung ergeben sich leichter, wenn man zundchst
die Vektorenaddition in der Ebene auf Grund des Desarguesschen Satzes
entwickelt. Vgl.H6lder, ,,Streckenrechnung und projektive Geometrie®,
Leipz. Ber. 1911.

2) Das Parallelenaxiom (IV) ist fiir die Ableitung der neuen Strecken-
rechnung entbehrlich. Es soll in folgender Fassung zugrunde gelegt
werden: Es sei in der betrachteten Ebene « eine beliebige Gerade
und 4 ein Punkt ausserhalb «, dann gibt es in der Ebene eine und
nur eine Gerade, die durch A4 lduft und ¢ nicht schneidet.
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‘Wir nehmen in der Ebene zwei feste Geraden an, die
sich in dem Punkte O schneiden mogen, und rechnen im
Folgenden nur mit solchen Strecken, deren Anfangspunkt O
ist und deren Endpunkte auf einer dieser beiden festen Ge-
raden beliebig liegen. Auch den Punkt O allein bezeichnen
wir als Strecke o, in Zeichen:

00 =0 oder o= 00.

Es seien £ und £’ je ein bestimmter Punkt auf den festen
Geraden durch O; dann bezeichnen wir die beiden Strecken
'‘OF und OZ als die Strecken 1, in Zeichen:

OF=OF =1 oder 1= 0F= 0OF".

Die Gerade ££" nennen wir kurz die Einheitsgerade. Sind
ferner 4 und A’ Punkte auf den Geraden OZ bzw. O£” und
lzuft die Verbindungsgerade 4.4’ parallel zu £'£’, s0 nennen
wir die Strecken 04 und 04’ einander gleich, in Zeichen:

04 = 0A’" oder 04 = OA.

Um zunichst die Summe der Strecken ¢ = 0 4 und b= OB
zu definieren, konstruiere man 44" parallel zur Einheits-
geraden £ Z’ und ziehe sodann durch 4’
eine Parallele zu O Zund durch 7 eine Pa-
rallele zu O Z’. Diese beiden Paral-

1E lelen mogen sich in 4" schneiden.
'E Endlichzieheman durch
n A" zur Einheitsgeraden

/\ \ A EE" eine Parallele;

dieselbe treffe die festen
0o 4 L B C. Geraden 0F wd 0F'

in C und C’: dann heiBe
c= 0 C= 0C die Summe der Strecke a = OA4 mit der

Strecke & = OB, in Zeichen:

c=a-4+b oder a+b=c
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Um das Produkt einer Strecke @ — OA in eine Strecke
b= OB zu definieren, bedienen wir uns genau der in §15
angegebenen Konstruktion, nur daB an Stelle der Schenkel
des rechten Winkels hier die beiden festen
Geraden OF und OF’ treten. Die Kon-
struktion ist demnach folgende: Man be-
stimme auf OZ’ den
Punkt 4’, so daB 44’
parallel der Einheits-
geraden E£Z' wird,

verbinde £
A E B mit 4" und
a 7 D ziehedurch
B eine Pa-

rallele zu £ 4’; trifft diese Parallele die feste Gerade OZ’
im Punkte C’, so heiBt c— O C’ dasProdukt derStrecke a= 04
in die Strecke 4 = 025, in Zeichen:

c=ab oder ab=c.

§ 25
Das kommutative und assoziative Gesetz der Addition
in der neuen Streckenrechnung.

‘Wir untersuchen jetzt, welche von den in § 1 3 aufgestellten
Rechnungsgeseizen fiir unsere neue Streckenrechnung giiltig
sind, wenn wir eine ebene Geometrie zugrunde legen, in der
die Axiome I 1—3, II—IV erfiillt sind und dberdies der
Desarguessche Satz gilt.

Vor allem wollen wir beweisen, da8 fiir die in § 24 definierte
Addition der Strecken das kommutative Gesetz

e+b=0+a
a= 04= 04,
b= 0B = 05,

wobei unserer Festsetzung entsprechend 44’ und BB’ der

gilt. Es sei
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Einheitsgeraden parallel sind. Nun konstruieren wir die Punkte
A" und B”, indem wir 4’ A” sowie B’B” parallel 04 und
ferner 48" und B A" parallel 04’ ziehen; wie man sofort
sieht, sagt dann unsere Behauptung aus, daB die Verbindungs-
linie 4” B" parallel mit 44" liuft. Die Richtigkeit dieser Be-
hauptung erkennen wir auf Grund des Desar-

c’ guesschen Satzes (Satz 34) wie folgt: Wir be-
zeichnen den Schnittpunkt von 47’ und 4'4”

mit #" und den Schnittpunkt

7
b”? B://,’/'D von BA" und B’ B” mit D;
@4 /f = A dann sind in den Dreiecken
e "X AA'F und BB’'D die ent-
= sprechenden Seiteneinander
0 A B Y parallel. Mittels des Desar-
@ B guesschen Satzes schliefien
afd==bta wir hieraus, daB die. drei

Punkte O, #, D in einer Geraden liegen. Infolge  dieses Um-

standes liegen die beiden Dreiecke 044" und DB"” A" der-

art, daB die Verbindungslinién entsprechender Ecken durch

a+b+c den nimlichen Punkt #lau-

fen, und da iberdies zwei

bro ' PaareentsprechenderSeiten,
9,

a+b " nimlich 0 Aund D B" sowie

A AL didge

v nach der zweiten

AussagedesDesar-

guesschen Satzes

0 a ¢ a+b pre (Satz 34) auch die
a+@P+o=@@+8+-¢ ' dritten Seiten 44’

und B” A" einander parallel.
Zum Beweise des assoziativen Gesetzes der Addition
at+(b+e)=(@+8 +¢
dient dienebenstehende Figur. MitBeriicksichtigung deseben
bewiesenen kommutativen Gesetzes der Addition spricht sich
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die obige Behauptung, wie man sieht, darin aus, daB die Ge-
rade 4” B” parallel der Einheitsgeraden verlaufen muB. Die
Richtigkeit dieser Behauptung ist offenbar, da der schraffierte
Teil dieser Figur mit der vorhergehenden Figur genau iiber-

einstimmt.
§ 26.

Das assoziative Gesetz der Multiplikation und die beiden
distributiven Gesetze in der neuen Streckenrechnung.

Bei unseren Annahmen gilt auch fiir die Multiplikation der
Strecken das assoziative Gesetz:

a(be) = (ad)c.
Es seien auf der ersteren der beiden festen Geraden durch
O die Strecken
1=04, b=0C, c= 04"
und auf der anderen Geraden die Strecken
a=0G und b= 0F
gegeben. Um gema8B der Vorschrift in § 24 der Reihe nach die

Strecken bce= OB’ und b&c= OC,,
ab= 0D
(ab)c = 0D’

zu konstruieren, ziehen wir 4’ B’ parallel 4.5, B’ C’ parallel
B C, CD parallel 4G sowie 4" D’ parallel AD; wie wir sofort
erkennen, lauft dann unsere Behauptung darauf hinaus, da8
auch CD parallel C’D’ sein muB. Bezeichnen wir nun den
Schnittpunkt der Geraden 4.0 und B C'mit #und denSchnitt-
punkt der Geraden 4’0" und B’ C’ mit #7, so sind in den
Dreiecken A8 F und 4’ B’ die entsprechenden Seiten ein-
ander parallel; nach dem Desarguesschen Satze liegen daher
die drei Punkte O, F, " auf einer Geraden. Wegen dieses
Umstandes konnen wir diezweite Aussage desDesarguesschen
Satzes auf die beiden Dreiecke CD Fund C'D’ ' anwenden
und erkennen hieraus, daf in der Tat CD parallel C'D’ ist.
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Wir beweisen endlich in unserer Streckenrechnung auf

Grund des Desarguesschen Satzes die beiden distributiven
Gesetze:

abe, D’ " alb+ ) = ab+ ac
und

(@ + 8)c=ac + be.

0 A C A &
7 b e be
a(be) = (ab)c

Zum Beweise des ersteren Gesetzes dient die Figur$S, 77 1)
In derselb
erselben ist b= 04, = 0C,

ab= 0B, ab= 04", ac= 0C” usf,
und es lauft ‘
B” D, parallel C” D, parallel zur festen Geraden 04,
B,'Di ” C"‘Dz ” ” » ” OA,,;

fernek st A’ A" parallel C'C”

und
A’ B” parallel B'4"” parallel #' D, parallel #”D,.
Die Behauptung lauft darauf hinaus, daf dann auch

F'F" parallel 4"4” und C’'C”
sein muR.

. 1) Die Figuren S. 76, 77 und 79 hat Herr Dr.von Schaper ent-
‘worfen und auch die zugehdrigen Beweise ausgefiihrt.



§ 26. Multiplikation in der neuen Streckenrechnung 77

Wir konstruieren folgende Hilfslinien:
F ] parallel der festen Geraden 04,
F ] ”» ” » h 04"

die Schnittpunkte der Geraden C” D, und C'D,, C” D, und
F'J, C'D,; und F” ] heien G, H,, Hy; endlich erhalten wir
noch die weiterenin der untenstehenden
Figur punktierten Hilfslinien durch

£

Verbindung bereits konstruierter Punkte.

In den beiden Dreiecken 4" B” C” und #” D, G laufen die
Verbindungsgeraden entsprechender Ecken einanderparallel;
nach der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt

daher, d
by, ek A'C” parallel 7 G

sein muB. In den beiden Dreiecken 4’ C”F" und F” G H,
laufen ebenfalls die Verbindungsgeraden entsprechender
Ecken einander parallel; wegen der vorhin gefundenen Tat-
sache folgt nach der zweiten Aussage des Desarguesschen
Satzes, daB
A’ F" parallel 7" H,

sein muB. Da somit in den beiden wagerecht schraffierten
Dreiecken O A’F"und JH, F’ die entsprechenden Seiten par-
allel sind, so lehrt der Desarguessche Satz, daB die drei Ver-
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bindungsgeraden’
0], AH,, F'F
sich in einem und demselben Punkte, etwa in 7, treffen.
Auf dieselbe Weise ﬁnden ‘wir, daB auch
AR parallel #7H,
sein, muB, und da somit in den beiden schrig schraffierten
Dreiecken O A”F" und JH,F” die entsprechenden Seiten
parallel laufen, so treffen sich dem Desarguesschen Satze zu-
folge die drei Verbindungsgeraden
0], 4"H, FF’
ebenfalls in einem Punkte — dem Punkte 2
Nunmehr laufen fiir die Dreiecke 0 4’4" und /H, H, die
Verbindungsgeraden entsprechender Ecken durch den ném-
lichen Punkt 7, und mithin folgt, daB

H, H, parallel 4’4"
sein muB; mithin ist auch ‘
H, H, parallel C'C".

Endlich betrachten wir die Figur 7" H,C'C" H, F' F". Da
in derselben

F" Hy parallel C"F” parallel C"H,

H’rz c’ " Frer ” H;F’,

Cl C” - .H‘lHé
ausfillt, so erkennen wir hierin die erste Figur S.74 (8’ B" 44’
A" BB')wieder, diewirin § 2 5 zum Beweise fiir das kommutative

Gesetz der Addition benutzt haben. Die entsprechenden
Schliisse wie dort zeigen dann, daB

F'F" parallel 4 H,
sein muf, und da mithin auch
F' I parallel 4’4"

ausfallt, so ist der Beweis unserer Behauptung vollstindig
erbracht.
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Zum Beweise der zweiten Formel des distributiven Ge-

setzes dient die untenstehende voéllig verschiedene Figur.
In derselben ist

1=0D, a= 04, a= 0B, b= 0G, c¢= 0D’
ac= QA4', ac= OB, bc= 0G usf,

und es lauft
G H parallel G’ H’ parallel zur festen Geraden 04,
AH ,, A'H W W % OB
und ferner

AR parallel 4"B’,

BD , B'D,

ne¢ , D@,

HJ w A

DieBehauptung liuft dar-

aufhinaus, daBdannauch
D] parallel D"

% sein muf.
’
a+b, Jf , \

af’BG ‘\
:

o A D A’ D’
7 ac c

(@4 8)c=ac+bc

Wir bezeichnen die Punkte, in denen B0 und G D die
Gerade AH treffen, bzw. mit C und # und ferner die Punkte,
in denen B'D’ und G’ D’ die Gerade 4’ H’ treffen, bzw. mit
¢’ und 7’; endlich ziehen wir noch die in der obenstehen-
den Figur punktierte Hilfslinien #/ und 7"/
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In den Dreiecken 4BC und 4’ B’C’ laufen die entspre-
chenden Seiten parallel; mithin liegen nach dem Desargues-
schen Satze die drei Punkte O,C,C’ auf einer Geraden. Ebenso
folgt dann aus der Betrachtung der Dreiecke CDZF und
C'D'F’, daB O, F, F’ auf einer Geraden liegen, und die Be-
trachtung der Dreiecke #'G A und 7' G'H’ lehrt, da O, H, H’
Punkte einer Geraden sind. Nun laufen in den Dreiecken
FHJ und F'H'J' die Verbindungsgeraden entsprechender
Ecken durch den nimlichen Punkt O, und mithin sind zu-
folge der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes die Ge-
raden #/ und 7'/’ einander parallel. Endlich zeigt dann die
Betrachtung der Dreiecke DZ#/ und D'F’J, daf die Ge-
taden 0/ und D’/ einander parallel sind, und damit ist der
Beweis unserer Behauptung vollstindig erbracht.

§ 27.
Die Gleichung der Geraden auf Grund der neuen
Streckenrechnung.

Wir haben in § 24 bis § 26 mittels der in § 24 ange-
fiibrten Axiome und unter Voraussetzung der Giiltigkeit des
Desarguesschen Satzes in der Ebene eine Streckenrechnung
eingefiihrt, in welcher das kommutative Gesetz der Addition,
die assoziativen Gesetze der Addition und Multiplikation,
sowie die beiden distributiven Gesetze giiltig sind. Wir wollen
in diesem Paragraphen zeigen, in welcher Weise auf Grund
dieser Streckenrechnung eine analytische Darstellung der
Punkte und Geraden in der Ebene méglich ist.

Erklarung. Wir bezeichnen in der Ebene die beiden an-
genommenen festen Geraden durch den Punkt O als die X-
und F-Achse und denken uns irgendeinen Punkt 2 der Ebene
durch die Strecken x, y bestimmt, die man auf der X- bzw.
F-Achse erhilt, wenn man durch 2 zu diesen Achsen Par-
allelen zieht. Diese Strecken ., y heiBen Kvordinaten des
Punktes 2. Auf Grund der neuen Streckenrechnung und mit
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Hilfe des Desarguesschen Satzes gelangen wir zu der fol-
genden Tatsache:
Satz 36. Die Koordinaten x, y der Punkie auf ciner belicbigen
Geraden erfiillen siets eine Streckengleichung von der Gestalt:
ex 4 by 4+ c = o;
in dieser Gleichung stehen die Strecken a, b notwendig linksseitig
von den Koordinalen x,y; die Strecken a, b sind niemals beide Null,
und ¢ ist eine beliebige Strecke.
Umgekehrt: jede Streckengleichung der beschriebenen Art stellf
stets eine Gerade in der sugrunde geleglen ebenen Geomelrie dar.
Beweis. Wir nehmen zunichst an, die Gerade / gehe durch
O und sei von den Achsen verschieden. Ferner sei C ein be-
stimmter von O verschiedener Punkt auf / und 2 ein be-
liebiger Punkt auf /; C habe die Koordinaten 04, OB und P
habe die Koordinaten x, y; wir bezeichnen die Verbindungs-
gerade der Endpunkte von x,
mit g. Endlich ziehen wir durch
den Endpunkt der Strecke 1 auf
der X-Achse eine Parallele % zu

>X
0 7 A x

AB; diese Parallele schneide auf der P-Achse die Strecke e
ab. Aus der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes folgt
leicht, daB die Gerade g stets parallel zu A B lauft. Da somit
auch g stets zu 7 parallel ist, so folgt fiir die Koordinaten x,
des beliebigen Punktes 2 auf / die Streckengleichung
ex =Y.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 6
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Nunmehr sei /” eine beliebige nicht zu den Achsen pa-
rallele Gerade in unserer Ebene; dieselbe schneide auf der
X-Achse die Strecke ¢ = 00’ ab. Wir ziechen ferner die Ge-
rade / durch O parallel zu 7. Es sei 7 ein beliebiger Punkt
auf /’; die Parallele durch 2 zur X-Achse treffe die Gerade /
in 2 und schneide auf der P-Achse die Strecke y = OB ab;
ferner mogen die Parallelen durch 2 und 7 zur F-Achse
auf der X-Achse die Strecken x = 04 und x’'= 04’ ab-
schneiden.

Wir wollen nun beweisen, daB die Streckengleichung

x=x4c
besteht. Zu diesem Zwecke ziehen wir O'C parallel zur Ein-
heitsgeraden, ferner C.D ‘parallel zur X-Achse und 4D par-

allel zur F-Achse; dann liuft unsere Behauptung darauf hin-
aus, daB ‘
A'D parallel 0O'C

sein mufi. Wir konstruieren noch 2’ als Schnittpunkt der Ge-
raden CD und 4’7 und ziehen O’C’" parallel zur P-Achse.

Da in den Dreiecken O CPund O'C'P’ die Verbindungs-
geraden entsprechender Ecken parallel laufen, so folgt mittels
der zweiten Aussage des Desarguesschen Satzes, daf

CP parallel C'F”
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sein muB; auf gleiche Weise lehrt die Betrachtung der Drei-
ecke ACP und 4'C’P, daB

AC parallel 4°C’

ist. Da somit in den Dreiecken 4 CD und C’4’0’ die ent-
sprechenden Seiten einander parallel laufen, so treffen sich
die Geraden 4C’, C4’, DO’ in einem Punkte, und die Be-
trachtung der beiden Dreiecke C'4’D’ und 4 C O’ zeigt dann,
daB A’D und CO’ einander parallel sind.

Aus den beiden bisher gefundenen Streckengleichungen

ex =ypund ' =x 4 ¢
folgt sofort die weitere Gleichung

ex’ =y -+ ec.
Bezeichnen wirschlieBlichmit» die Strecke, die zurStrecke 1
addiert die Strecke o liefert, so folgt, wie man leicht beweist,
aus der letzten Gleichung

ex' + ny + nec = o,
und diese Gleichung ist von der Gestalt, wie der Satz 36 be-
hauptet.

Die zweite Aussage des Satzes 36 erkennen wir nun ohne
Miihe als richtig; denn eine jede vorgelegte Streckengleichung

ax + by 4+ c=o0,
wo b = o ist, 14Bt sich offenbar durch linksseitige Multipli-
kation mit einer geeigneten Strecke in die vorhin gefundene

talt
Ges ex + ny + nec =0
bringen.
Es sei noch ausdriicklich bemerkt, daf bei unseren An-

nahmen eine Streckengleichung von der Gestalt
xa +yb+4 c=o0,
in der die Strecken g, b rechtsseitig von den Koordinaten
%, y stehen, im allgemeinen nicht eine Gerade darstellt.
Wir werden in § 30 eine wichtige Anwendung von dem

Satze 36 machen.
6‘
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§ 28.
Der Inbegriff der Strecken aufgefaBt als komplexes
Zahlensystem.

Wir sehen unmittelbar ein, daB fiir unsere neue in § 24 be-
grindete Streckenrechnung die Sitze 1—6 in § 13 erfiillt
sind. ‘

Ferner haben wir in § 25 und § 26 mit Hilfe des Desar-
guesschen Satzes erkannt, da8 fiir diese Streckenrechnung die
Rechnungsgesetze 7—11 in § 13 giiltig sind; es bestehen so-
mit simtliche Sitze der Verkniipfung, abgesehen vom kom-
mutativen Gesetze der Multiplikation..

Um endlich eine Anordnung der Strecken zu ermoglichen,
treffen wir folgende Festsetzung: Es seien 4, B irgend zwei
verschiedene Punkte der Geraden O.Z; dann bringen wir ge-
maf Axiom II 4 die vier Punkte O, £, 4, B in eine Reihen-
folge. Ist dies auf eine der folgenden sechs Arten

ABOE, AOBE, AOEB, OABE, OAERB, OEAB

moglich, so nennen wir die Strecke a = 0.4 kleiner als die
Strecke 4 = OB, in Zeichen:

a < b.
Findet dagegen eine der sechs Reibenfolgen
BAOE,BOAE,BOEA, OBAE, OBEA, OEBA

statt, so nennen wir die Strecke @ = 0 4 grifer als die Strecke
b= OF, in Zeichen:
a > b.

‘Diese Festsetzung bleibt auch in Kraft, wenn 4 oder 2 mit
O oder £ zusammenfallen, nur daB ‘dann die zusammen-
fallenden Punkte als einziger Punkt anzusehen sind und
somit lediglich die Anordnung dreier Punkte in Frage
kommt.

Wir erkennen leicht, daB nunmehr in unserer Strecken-
rechnung auf Grund der Axiome II die Rechnungsgesetze
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13—16 in § 13 erfiillt sind; somit bildet die Gesamtheit aller
verschiedenen Strecken ein komplexes Zahlensystem, fiir wel-
ches dieGesetze 1—11,13—16 in §13, d.h. diesimtlichen
Vorschriften auBer dem kommutativen Gesetze der
Multiplikation und den Sitzenvon der Stetigkeit ge-
wiB giltig sind; wir bezeichnen ein solches Zahlensystem
im Folgenden kurz als ein Desarguessches Zahlensystem.

§ 29.
Aufbau einer riumlichen Geometrie mit Hilfe eines
Desarguesschen Zahlensystems,

Es sei nun irgendein Desarguessches Zahlensystem 2 vor-
gelegt; dasselbe ermoglicht uns den Aufbau einer
raumlichen Geometrie, in der die Axiome I, II, IV
samtlich erfillt sind.

Um dies einzusehen, denken wir uns das System von irgend
drei Zahlen (x, 5, 2) des Desarguesschen Zahlensystems 2 als
einen Punkt und das System von irgend vier Zahlen (z - 2.:w.7)
in D, von denen die ersten drei Zahlen nicht zugleich o sind,
als eine Ebene; doch sollen die Systeme (v .2 - = .7) und
(eu :av . aw : ar), wo a irgendeine von o verschiedene Zahl
in D bedeutet, die nimliche Ebene darstellen. Das Bestehen
der Gleichung

ux + oy f+wz+r7r=0

moge ausdriicken, daB der Punkt (x, y, 2) auf der Ebene
(#:v:w:7) liegt. Die Gerade endlich definieren wir mit Hilfe
eines Systems zweier Ebenen (»': 2":w’:#') und (" :2":w":7"),
wenn es nicht méglich ist, zwei von o verschiedene Zahlen
a’,a” in D zu finden, so daB gleichzeitig

e'u' =a"d, a'v'=4a"v", aw =a"w"
wird. Ein Punkt (x,, 5) heifit auf dieser Geraden

[w:2":w':7), (':0": w”: r")]
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gelegen, wenn er den beiden Ebenen (x:7':w ’:#) und
(”:9":w": 7") gemeinsam ist. Zwei Gerade, welche diesel~
ben Punktg enthalten, gelten als nicht verschieden.

Indem wir die Rechnungsgesetze 1—11 in § 13 anwenden,
die nach Voraussetzung fiir die Zahlen in D gelten sollen,
gelangen wir ohne Schwierigkeit zu dem Resultate, daB in
der soeben aufgestellten raumlichen Geometrie die Axiome
I und IV samtlich erfiillt sind.

Damit auch den Axiomen II der Anordnung Geniige ge-
schehe, treffen wir folgende Festsetzungen. Es seien

(s 910 21)y (Bas s 29y (25 350 7)
irgend drei Punkte einer Geraden
@ v w )y @ 0" w”:7")];
dann heifie der Punkt (x,. y,, 3,) zwischen den beiden anderen

gelegen, wenn wenigstens eine der sechs Paare von Unglei-
chungen

(I) x1<x2<x3! x1>xg>x3,
(2) W< <y > J’é > Y
(3) 7 < %< % 3> 3> 2

erfiillt ist. Besteht nun etwa eine der beiden Doppelunglei-
chungen (1), so schlieBen wir leicht, daB entweder y, =y, =y,
oder notwendig eine der beiden Doppelungleichungen (2) und
ebenso daB entweder sz, = 2, = z; oder eine der Doppel-
ungleichungen (3) gelten muf. In der Tat, aus den Glei-
chungen

u xz'+7} J’i‘l'w zz'.+r =0,

wax;+v"yi+ w4 "= o,

(f=1,2,3)

leiten wir durch linksseitige Multiplikation derselben mit ge-
eigneten Zahlen aus 2, die==o0 sind, und durch nachherige
Addition der entstehenden Gleichungen ein Gleichungssystem
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von der Gestalt
@ Wait o e = 0

(f=1, 2, 3)
ab. Hierin ist der Koeffizient 2" sicher nicht o, da sonst die
Gleichheit der drei Zahlen Xy, Xy, ¥y folgen wiirde. Aus

schliefen wir

und mithin wegen (4)

rer mnr S rnr ? L . 1”7 ”r
2"y +r Sv Yyt r Sv Yy 7

und daher " e Lo

N SU Vs = 7 Vg
und da 2" nicht o ist, so haben wir

4t %}’2 %J’a;
in jeder dieserDoppelungleichungen sollstets entweder durch-
weg das obere oder durchweg das mittlere oder durchweg
das untere Zeichen gelten.

Die angestellten Uberlegungen lassen erkennen, daB in
unserer Geometrie die linearen Axiome II 1—3 der Anord-
nung zutreffen. Es bleibt noch zu zeigen tibrig, daB in unserer
Geometrie auch das ebene Axiom II 4 giiltig ist.

Zu dem Zwecke sei eine Ebene (z:v:w:7) und in ihr
eine Gerade [(w:v:w:7), (@':2":w’:7)] gegeben. Wir
setzen fest, daB alle in der Ebene (z:2:w:7) gelegenen
Punkte (x,y, 2), fiir die der Ausdruck z'x + 2y + w'z 4+ 7’
kleiner oder grofier als o ausfillt, auf der einen bzw. auf der
anderen Seite von jener Geraden gelegen sein sollen, und
haben dann zu beweisen, daB diese Festsetzung sich mit der
Vorigen in Ubereinstimmung befindet, was leicht geschehen
kann,

Damit haben wir erkannt, daB die simtlichen Axiome I,
II, IV in derjenigen raumlichen Geometrie erfiillt sind, die in
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der oben geschildertenWeise aus dem Desarguesschen Zahlen-
" system D entspringt. Bedenken wir, daf der Desarguessche':
Satz eine Folge der Axiome I, II, IV ist, so sehen wir, daf
die eben gefundene Tatsache die genaue Umkehrung des-
jenigen Ergebnisses darstellt, zu dem wir in § 28 gelangt sind.

§ 30.
Die Bedeutung des Desarguesschen Satzes.

‘Wenn in einer ebenen Geometrie die Axiome I 1—3,II,IV
erfiillt sind und iiberdies der Desarguessche Satz gilt, so ist
es nach § 24 bis § 28 in dieser Geometrie stets moglich, eine
Streckenrechnung einzufithren, fiir welche die Regeln 1—11,
13—16 in § 13 anwendbar sind. Wir betrachten nun weiter
den Inbegriff dieser Strecken als ein komplexes Zahlensystem
und bauen aus denselben nach den Entwickelungen in § 29
eine raumliche Geometrie auf, in der simtliche Axiome LILIV
giiltig sind.

Fassen wir in dieser rdumlichen Geometrie lediglich die
Punkte (x, », 0) und diejenigen Geraden ins Auge, auf denen
nur solche Punkte liegen, so entsteht eine ebene Geometrie,
und wenn wir den in § 27 abgeleiteten Satz 36 beriicksich-
tigen, so leuchtet ein, daB diese ebene Geometrie genau mit
der zu Anfang vorgelegten ebenen Geometrie iibereinstimmen
muB, d.h.die beiden Geometrienbesitzen dieselben, in gleicher
‘Weise verkniipften und angeordneten Elemente. Damit gewin-
nen wir folgenden :Satz, der als das Endziel der gesamten
Entwickelungen dieses Kapitels anzusehen ist:

Es seien in einer ebenen Geometrie die Axiome I, 1—3, 11, IV
erfiillt: dann ist die Giiltighei! des Desarguesschen Satzes die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi diese ebene Geomelrie
sich auffassen lift als ein Teil einer réumlichen Geomelrie, in welcher
die samtlichen Axiome 1, XL, IV erfiillt sind,

DerDesarguessche Satz kennzeichnet sichso gewissermaBen
fiir die ebene Geometrie als das Resultat der Elimination der
raumlichen Axiome.
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Die gefundenen Resultate setzen uns auch in den Stand,
zu erkennen, daf jede raumliche Geometrie, in der die Axiome
LILIV simtlich erfiillt sind, sich stets als ein Teil einer,,Geo-
metrie von beliebig vielen Dimensionen* auffassen 148t; dabei
ist unter einer Geometrie von beliebig vielen Dimensionen
eine Gesamtheit von Punkten, Geraden, Ebenen und noch
weiteren Elementen zu verstehen, fiir welche die entsprechend
erweiterten Axiome der Verkniipfung, die der Anordnung so-
wie das Parallelenaxiom erfiillt sind.



Kapitel VL
Der Pascalsche Satz.

§ 31
ZweiSitzeliber dieBeweisbarkeitdesPascalschenSatzes.

Der Desarguessche Satz (Satz 34) 14t sich, wie bereits be-
merkt wurde, aus den Axiomen I, IT, IV, d.h. unter wesent-
licher Benutzung der riumlichen Axiome, aber ohne Hinzu-
ziehung der Kongruenzaxiome, beweisen; in § 23 habe ich
gezeigt, daf der Beweis desselben ohne dierdumlichen Axiome
der Gruppel und ohne die KongruenzaxiomeIIl nicht moglich
ist, selbst wenn die Benutzung der Stetigkeitsaxiome
gestattet wird.

In § 14 ist der Pascalsche Satz (Satz 22) und damit nach
§ 22 auch der Desarguessche Satz aus den Axiomen I 1—3,
II—1IV, also mit AusschluB der riumlichen Axiome und unter
wesentlicher Benutzung der Kongruenzaxiome abgeleitet wor-
den. Es entsteht die Frage, ob auch der Pascalsche Satz
ohne Hinzuziehung der Kongruenzaxiome bewiesen
werden kann. Unsere Untersuchung wird zeigen, daB in
dieser Hinsicht der Pascalsche Satz sich vollig anders als der
Desarguessche Satz verhilt, indem bei dem Beweise des Pas-
calschen Satzes die Zulassung oder AusschlieBung des
Archimedischen Axioms von entscheidendem Einflusse
fir seine Giiltigkeit ist. Die wesentlichen Ergebnisse unserer
Untersuchung fassen wir in den folgenden zwei Sitzen zu-
sammen:

Satz 37. Der Pascalsche Salz (Satz 22) ist beweisbar auf Grund
der Axiome 1,11, IV, V, d. h. unter Ausschlieffung der Kongruenz-
axiome mit Zuhilfenahme des Archimedischen Axioms.

Satz 38. Der Pascalsche Satz (Satz 22) ist nicht beweisbar
auf Grund der Axiome 1, I, IV, d. k. unter Ausschlieffung der
Kongruenzaxiome sowie des Archimedischen Axioms.
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In der Fassung dieser beiden Sitze kénnen nach dem all-
gemeinen Satze 36 die riumlichen Axiome I4—8auch durch
die Forderung der ebenen Geometrie ersetzt werden, daB der
Desarguessche Satz (Satz 34) gelten soll.

§ 32.
Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Archi-
medischen Zahlensystem.

Die Beweise der Sitze 37 und 38 beruhen wesentlich auf
gewissen gegenseitigen Beziehungen, welche fiir die Rech-
nungsregeln und Grundtatsachen der Arithmetik bestehen und
derenKenntnis auch ansichvonInteresse erscheint. Wirstellen
die folgenden zwei Sitze auf:

Satz 39. Fir ein Archimedisches Zahlensystem ist das kommu
lative Geselz der Mulliplikation eine notwendige Folge der tibrigen
Rechnungsgeselze; d. h. wenn ein Zahlensystem die in § 13 aufge-
gdhlten Figenschaflen 1—11, 13—17 bestlzt, so jfolgt notwendsg,
das dasselbe auch der Formel 12 geniigl.

Beweis. Zunichst bemerken wir: wenn @ eine beliebige
Zahl des Zahlensystems und

n=1+4+14---+41I
eine positive ganze rationale Zahl ist, so gilt fiir  und » stets
das kommutative Gesetz der Multiplikation; es ist namlich

an=a(i1+14+---+1)=a-14+a-1+4+---+a-1"
= q -|- a + b w + a
und ebenso
na=([+1+---+ 1)a==I ca+1-a4---+1-a
=a+a+:--+a
Es seien nun im Gegensatz zu unserer Behauptung a,4 solche
zwei Zahlen des Zahlensystems, fiir welche das kommutative

Gesetz der Multiplikation nicht giiltig ist. Wir diirfen dann,
wie leicht ersichtlich, die Annahmen

a>0,0>0 ab—ba>o0
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‘machen. Wegen der Forderung 5 in § 13 gibt es eine Zahl

L (@a+8+4+1)c=0ab—1ta
ist. Endlich wiahlen wir eine Zahl 4, die zugleich den Un-

gleichungen %0, dot, d€s
_geniigt, und bezeichnen mit 7z und » zwei solche ganze ratio-
nale Zahlen > o, fiir die
md<a<(m+ 1)d
nd <6< (n+ 1)d
wird. Das Vorhandensein solcher Zahlen =, » ist eine un-
mittelbare -Folgerung des Archimedischen Satzes (Satz'17 in
§ 13). Mit Riicksicht auf die Bemerkung zu Anfang dieses
Beweises erhalten wir aus den letzteren Unglexchungen durch
Multiplikation »
ab < mnd® 4 (m + n + 1),
ba> mnd?
also durch Subtraktion
ab—ta L (m+n+ 1)d8
md<a, nd<b, d<1
m—4+n+4 1)d<<a-+8b4 1,
ab—ba<(a+ b+ 1)d
oder wegen d < ¢
ab—ba<(a+8&+ 1)c.
Diese Ungleichung widerspricht der Bestimmung der Zahl ¢,
und damit ist der Beweis fiir den Satz 39 erbracht.

bzw.

Nun ist
und folglich
d. h.

§ 33.
Das kommutative Gesetz der Multiplikation im Nicht-
Archimedischen Zahlensystem.

Satz 40. Fiir ein Nichi~Archimedisches Zahlensystem st das
kommutative Gesels der Mulliplikation nicht eine notwendige Folge
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der tibrigen Rechnungsgeselze; d. h. es gibt ein Zahlensystem, das
die in § 13 aufgesihlten Figenschaften 1—11, 13—106 besitzt —
ein Desarguessches Zahlensysiem nack § 28—, in welchem nicht
das kommutative Gesels (12) der Multiplikation besteht.

Beweis. Es sei ¢ ein Parameter und 7" irgendein Ausdruck
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der
Gestalt

T=rgm+ rrtiq pint 2 fopgt3 oo

darin mogen 7, (4 0), 7, 73, - - - beliebige _ra.tionale Zahlen

bedeuten und # sei eine beliebige ganze rationale Zahl = o.

Ferner sei s ein anderer Parameter und Sirgendein Ausdruck
mit einer endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der
Gestalt

S =Ty + T + 2T, + - - -

darin mégen 7'y (+ 0), 7, T, ... beliebige Ausdriicke von
der Gestalt 7" bezeichnen, und m sei wiederum eine beliebige

>

ganze rationale Zahl ?o. Die Gesamtheit aller Ausdriicke

von der Gestalt .S sehen wir als ein komplexes Zahlensystem
R (5, #) an, in dem wir folgende Rechnungsregeln festsetzen:
Man rechne mit s und /4 wie mit Parametern nach den Re-
geln 7—11 in § 13, wihrend man an Stelle der Regel 12
stets die Formel
(1) ty = 2i5f
anwende.

Sind nun S, §” irgend zwei Ausdriicke von der Gestalt S:

§ e -"mlTo"l' sm’+1Tl' + _s.m'+2T3’ 4y,

S/r= J'm”]:)” + \Vm"+1T1” + .Y”l"+2T2”+ o a,
so kann man offenbar durch Zusammenfiigung einen
neuen Ausdruck "4 S” bilden, der wiederum von der
Gestalt .S und zugleich eindeutig bestimmt ist; dieser Aus-

druck 8" 48" heifit die Summe der durch.S”, §” dargestellten
Zahlen.
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Durch gliedweise Multiplikation der beiden Ausdriicke
S’, §” gelangen wir zunichst zu einem Ausdruck von der
Gestalt
S & = T T o (o L P L < e L T

_I_(‘rm Z’osm”—l-2T2”+sm'+1T1 swz"+1T1”+sm’+2T2 sm"];)”)
SETT
Dieser Ausdruck wird bei Benutzung der Formel (1) offenbar
ein eindeutig bestimmter Ausdruck von der Gestalt S; der
letztere heife das Produkt der durch S’ dargestellten Zahl
in die durch S” dargestellte Zahl.

Bei der so festgesetzten Rechnungsweise leuchtet die Giil-
tigkeit der Rechnungsregeln 1—5 in § 13 unmittelbar ein.
Auch die Giiltigkeit der Vorschrift 6 in § 13 ist nicht schwer
einzusehen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es seien etwa

S =Ty + 1T 4 2T+
und
SIN ny smlll To/// + Smm+1T1”, + Sm’"+2T2/” + " _‘ 7
gegebene Ausdriicke von der Gestalt .S, und bedenken, daB
unseren Festsetzungen entsprechend der erste Koeffizient 7’
aus 7} von o verschieden sein muf. Indem wir nun die nim-
lichen Potenzen von s auf beiden Seiten einer Gleichung

(2) SIS/I o Sl//
vergleichen, finden wir in eindeutig bestimmter Weise zu-

nichst eine ganze Zahl 7" als Exponenten und sodann der
Reihe nach gewisse Ausdriicke

L' B T aws
derart, daB der Ausdruck
S =g T s LT R T
bei Benutzung der Formel (1) der Gleichung (2) geniigt; hier-
mit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

Um endlich die Anordnung der Zahlen unseres Zahlen-
systems Q(s, /) zu erméglichen, treffen wir folgende Fest-
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setzungen: Eine Zahl des Systems heifle <oder >0, je nach-
dem in dem Ausdrucke S, der sie darstellt, der erste Koeffi-
zient 7, von 7, < oder > o ausfillt. Sind irgend zwei Zahlen
2 und b des komplexen Zahlensystems vorgelegt, so heifie
a<b bzw. 2>, je nachdem ¢ — & <o oder > o0 wird. Es
leuchtet unmittelbar ein, daB bei diesen Festsetzungen die
Regeln 13—16 in § 13 giiltig sind, d.h.(s,?) ist ein Desar-
guessches Zahlensystem (vgl. § 28).

Die Vorschrift 12 in § 13 ist; wie Gleichung (1) zeigt, fiir
unser komplexes Zahlensystem (s, /) nicht erfillt, und da-
mit ist die Richtigkeit des Satzes 40 vollstindig erkannt.

In Ubereinstimmung mit Satz 39 gilt der Archimedische
Satz (Satz 17 in § 13) fir das soeben aufgestellte Zahlen-
system £.(s, #) nicht.

Es werde noch hervorgehoben, daf das Zahlensystem £ (s,2)
— ebenso wie die in § g und § 12 benutzten Zahlensysteme
£ und L (¢) — nur eine abzihlbare Menge von Zahlen enthilt.

§ 34
Beweis der beiden Sitze tiber den Pascalschen Satz.
(Nicht-Pascalsche Geometrie.)

Wenn in einer ridumlichen Geometrie die simtlichen
Axiome L IT, IV erfiillt sind, so gilt auch der Desarguessche
Satz (Satz 34), und mithin ist nach Kapitel V § 24 bis § 26
in dieser Geometrie die Einfiibrung einer Streckenrechnung
mbglich, fir welche die Vorschriften 1—11, 13—16 in § 13
giiltig sind. Setzen wir nun das Archimedische Axiom V in
unserer Geometrie voraus, so gilt offenbar fiir die Strecken-
rechnung der Archimedische Satz (Satz 17 in § 1 3) und mithin
nach Satz 39 auch das kommutative Gesetz der Multiplikation.
Da aber die hier in Rede stehende, in § 24 (Fig.S.73) ein-
gefiihrte Definition des Streckenproduktes mit der in § 15
(Fig.S.44) angewandten Definition ibereinstimmt, so bedeutet
gem3B der in § 15 ausgefiihrten Konstruktion das kommu-
tative Gesetz der Multiplikation zweier Strecken auch hier
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nichts anderes als den Pascalschen Satz. Damit ist die Richtig-
keit des Satzes 37 erkannt.

Um den Satz 38 zu beweisen, fassen wir das in § 33 auf-
gestellte Desarguessche Zahlensystem £ (s, 7) ins Auge und kon-
struieren mit Hilfe desselben auf die in § 29 beschriebene Art
eine riumliche Geometrie, in der diesdmtlichen Axiome L, II,IV
erfiillt sind. Trotzdem gilt der Pascalsche Satz in dieser Geo-
metrie nicht, da das kommutative Gesetz der Multiplikation
in dem Desarguesschen Zahlensystem £ (s, /) nicht besteht.
Die so aufgebaute ,,Nicki-Pascalsche® Geometrie ist, in Uber-
einstimmung mit dem vorhin bewiesenen Satz 37, notwendig
zugleich auch eine ,,Nicht-Archimedische' Geometrie.

Es ist offenbar, daf der Pascalsche Satz sich bei unseren
Annahmen auch dann nicht beweisen 1i8t, wenn man die
raumliche Geometrie als einen Teil einer Geometrie von
beliebig vielen Dimensionen auffaBt, in welcher neben den
Punkten, Geraden und Ebenen noch weitere Elemente vor-
handen sind und fiir diese ein entsprechendes System von
Axiomen der Verkniipfung und Anordnung, sowie das Pa-
rallelenaxiom zugrunde gelegt ist.

§ 35
Beweis eines beliebigen Schnittpunktsatzes mittels des
Desarguesschen und des Pascalschen Satzes.

Ein jeder ebener Schnittpunktsatz hat notwendig diese
Form: Man wiahle zunédchst ein System von Punkten und Ge-
raden willkirlich, bzw. mit der Bedingung, da8 fiir gewisse
von diesen Punkten und Geraden die vereinigte Lage vor-
geschrieben ist; wenn man dann in vorgeschriebener Weise
Verbindungsgerade und Schnittpunkte konstruiert, so gelangt
man schlieflich zu einem bestimmten System von Geraden,
von denen der Satz aussagt, daB sie durch den nimlichen
Punkt hindurchlaufen.

Es sei nun eine ebene Geometrie vorgelegt, in der simtliche
Axiome I 1—3, II—V giiltig sind; nach Kap.IIT § 17 kénnen
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Wwir dann vermittels eines rechtwinkligen Achsenkreuzes jedem
Punkte ein Zahlenpaar (x,s) und jeder Geraden ein Ver-
hiltnis von drei Zahlen (#:v:2) entsprechen lassen; hierbei
sind x, y und %, », w jedenfalls reelle Zahlen, von denen %,
nicht beide verschwinden, und die Bedingung fiir die ver-
einigte Lage von Punkt und Geraden

ux 4ty +w=0
bedeutet eine Gleichung im gew6hnlichen Sinne.

Andererseits diirfen wir, falls x,y, %, v,winsbesondere Zahlen
des in § g konstruierten algebraischen Bereiches £ sind und
%, v nicht beide verschwinden, annehmen, daB umgekehrt das
Zahlenpaar (x, y) und das Zahlentripel (%, v, =) einen Punkt
bzw. eine Gerade in der vorgelegten Geometrie liefert.

Fihren wir fiir alle Punkte und Geraden, die in einem be-
liebigen ebenen Schnittpunktsatze auftreten, die betreffenden
Zahlenpaare und Zahlentripel ein, so wird dieser Schnittpunkt-
satz aussagen, daB ein bestimmter, von gewissen Parametern
Py +-+r P, rational abhangiger Ausdruck 4 (24-.., #,) mit
reellen Koeffizienten stets verschwindet, sobald wir fiir jene
Parameter insbesondere irgendwelche Zahlen des in § 9 be-
trachteten Bereiches £ einsetzen. Wir schlieBen hieraus, daf
der Ausdruck 4(p,, ..., #,) auch identisch auf Grund der
Rechnungsgesetze 7-—12 in § 13 verschwinden muf.

Da in der vorgelegten Geometrie nach § 22 der Desar-
guessche Satz gilt, so kénnen wir gewiB auch die in § 24 ein-
gefiihrte Streckenrechnung benutzen, und wegen der Giil-
tigkeit des Pascalschen Satzes trifft fiir diese Streckenrech-
nung auch das kommutative Gesetz der Multiplikation zu, so
daB in dieser Streckenrechnung simtliche Rechnungsgesetze
7—12 in § 13 giltig sind.

Tndem wir die Achsen des bisher benutzten Achsenkreuzes
auch als Achsen dieser neuen Streckenrechnung gewihlt und
die Einheitspunkte £ und E’ geeignet festgesetst denken, er-
kennen wir die Ubereinstimmung der neuen Streckenrech-
nung mit der friiheren Koordinatenrechnung.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 7/
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Um in der neuen Streckenrechnung das identische Ver-
schwinden des Ausdruckes 4 (p,, ..., p,) nachzuweisen, ge-
niigt die Anwendung des Desarguesschen und Pascalschen
Satzes, und damit erkennen wir, daB jeder in der vorge-
legten Geometrie geltende Schnittpunktsatz durch
Konstruktion geeigneter Hilfspunkte und Hilfsge-
raden sich stets als eine Kombination des Desar-
guesschen und Pascalschen Satzes herausstellen
muB. Zum Nachweise der Richtigkeit des Schnittpunktsatzes
brauchen wir also nicht auf die Kongruenzsatze zurtickzu-
greifen.t)

1) G. Hessenberg (,,Begriindung der elﬁpﬁéchen Geometrie®, Math,
Ann, Bd. 61) hat erkannt, daB man den Desarguesschen Satz aus dem
Pascalschen auch ohne Benutzung der Kongruenz- und Stetigkeitsaxiome
herleiten  kann. Mit Hilfe dieses Resultates folgt dann aus dem im
Text Bewiesenen, wie G. Hessenberg (a. =. O. S. 162) angibt, der
bemerkenswerte Satz, daB jeder Schnittpunktsatz sich allein mit Hilfe

des Pascalschen Satzes ohne Heranziehung der Kongruenz- und Stetig-
keltsa.:uome beweisen 1iBt.



Kapitel VII.

Die geometrischen Konstruktionen auf Grund
der Axiome I—IV.

§ 36.
Die geometrischen Konstruktionen mittels Lineals und
Eichmalfes.

Es sei eine raumliche Geometrie vorgelegt, in der die simt-
lichen Axiome I—IV gelten; wir fassen der Einfachheit wegen
in diesem Kapitel nur eine ebene Geometrie ins Auge, die
in dieser riumlichen Geometrie enthalten ist, und untersuchen
dann die Frage, welche elementaren Konstruktionsaufgaben
(geeignete praktische Hilfsmittel vorausgesetzt) in einersolchen
Geometrie notwendig ausfithrbar sind.

Auf Grund der AxiomeI ist die Ausfithrung der folgenden
Aufgabe stets moglich:

Aufgabe 1. Zwei Punkte durch eine Gerade zu verbinden
und den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden, falls die Ge-
raden nicht parallel sind.

Auf Grund der Axiome der Gruppe II werden keine neuen
Aufgaben losbar.

Auf Grund der Kongruenzaxiome III ist das Abtragen von
Strecken und Winkeln moglich, d.h. es lassen sich in der vor-
gelegten Geometrie folgende Aufgaben losen:

Aufgabe 2. Eine gegebene Strecke auf einer gegebenen
Geraden von- einem Punkt aus abzutragen. '

Aufgabe 3. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene
Gerade anzutragen oder eine Gerade zu konstruieren, die eine
gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel schneidet.

Das Axiom IV ermoglicht die Ausfiihrung der folgenden
Aufgabe:

7 *
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Aufgabe 4. Durch einen gegebenen Punkt zu einer Ge-
raden eine Parallele zu ziehen.

Wir sehen somit, daB unter Zugrundelegung der Axiome
I—IV alle und nur diejenigen Konstruktionsaufgaben 1sbar
sind, die sich auf die ebengenannten Aufgaben I—4 zuriick-
fihren lassen.

Wir fiigen den fundamentalen Aufgaben 1—4 noch die
folgende hinzu:

Aufgabe 5. Zu einer gegebenen Geraden eine Senkrechte
zu ziehen.

Wir erkennen unmittelbar, daB diese Aufgabe 35 auf ver-
schiedene Arten durch die Aufgaben 1—4 geldst werdenkann.

Zur Ausfiihrung der Aufgabe 1 bediirfen wir des Lineals.
Um die Aufgaben 2—5 auszufiihren, geniigt es, wie im Fol-
genden gezeigt wird, neben dem Lineal das Eichmaf an-
zuwenden, ein Instrument, welches das Abtragen einer ein-
zigenl) bestimmten Strecke, etwa der Einheitsstrecke er-
moglicht. Wir gelangen damit zu folgendem Resultat:

Satz 41. Dicjenigen geometrischen Konstruktionsaufgaben, die
unter Zugrundelegung der Axiome I—IV lisbar sind, lassen sich
notwendig mittels Lineals und Fichmafles ausfihren.

Beweis. Um die Aufgabe 4 auszufijhren, D
verbinden wir den gegebenen Punkt 2 mit
irgendeinem Punkte 4 der gegebenen Ge-
raden a und tragen von 4 aus auf a zwei-
mal hintereinander mittels des EichmaRes
die Einheitsstrecke ab, etwa bis Z und C.
Es sei nun D irgendein
Punkt auf 4 7, ferner £ der a i
Treffpunktvon CPund B.D e
und endlich # der Treffpunkt von 4Z und CD: dann ist
nach Steiner P# die gesuchte Parallele zu a.

1) DaB hier die Forderung des Abtragens fiir eine einzige Strecke
geniigt, ist von J. Kiirschdk bemerkt worden; vgl. dessen Note ,,Das
Streckenabtragen® Math. Ann. Bd. 55. 1902.
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Die Aufgabe 5 lésen wir auf folgende Weise: Es sei 4 ein
beliebiger Punkt der gegebenen Geraden; dann tragen wir
von 4 aus auf dieser Geraden nach beiden Seiten hin mittels
des Eichmafes die Einheitsstrecken 4.2 F
und 4 C ab und bestimmen dann auf zwei
beliebigen anderen durch 4 gehenden Ge-
raden die Punkte £ und 2, so daB auch
die Strecken A0 und AZ
gleich der Einheitsstrecke D
werden. Die Geraden Z Dund

CE mbgen sich in 7, die Ge- E
raden BE und CD in H

schneiden: dann ist #'H die

gesuchte Senkrechte.

In der Tat: die Winkel B A c

<L BDCuwdXBEC
sind als Winkel im Halbkreise iiber B C Rechte, und daher
steht nach dem Satze vom Hoéhenschnittpunkt eines Dreiecks,
den wir auf das Dreieck B CF# anwenden, auch #H auf
B C senkrecht.

Wir kénnen nunmehr leicht auch die Aufgabe 3 allein
mittels Lineals und EichmaBes 16sen; wir schlagen etwa fol-
gendes Verfahren ein, welches nur
das Ziehen von Parallelen und das
Fillen von Loten erfordert: Es sei B
der abzutragende Winkel und 4 der
Scheitel dieses Winkels. Wir ziehen
die Gerade /(4 C) durch 4 parallel zu
der gegebenen Geraden, an
welche der gegebene Winkel

p angetragen werden soll Y
Von einem beliebigen Punk-

te B eines Schenkels von g fillen wir Lote auf den anderen
Schenkel des Winkels § und auf /. Die FuBpunkte dieser
Lote seien 2 und C. Das Fillen von Loten geschieht vermoge
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der Aufgaben 2 und 5. Sodann fillen wir von 4 eine Senkrechte
auf CD, ihr FuBpunkt sei Z Nach dem in § 14 S. 38 ausge-

fiihrten Beweise ist ST CA4 Z=p; die Aufgabe 3 ist somit gelost.

Vo Um endlich die Aufgabe 2

auszufiihren, benutzen wir die

D einfache, von]. Kiirschék an-

! gegebene Konstruktion:es

l —C sei 48 die abzutragende
Strecke und 2 der gegebene
Punkt auf der gegebenen Ge-

4 B raden /. Man ziehe durch 7
die Parallele zu 4.8 und trage auf derselben mittels des Eich-
maBes von P aus die Einheitsstrecke ab etwa bis C; ferner
trage man auf / von P aus die Einheitsstrecke bis D ab.
Die zu AP durch B gezogene Parallele treffe 2C in Q und
die durch Q zu CD gezogene Pa.rallele treffe /in £ dann ist
PE=AB.

Damit ist gezeigt, daB die Aufgaben 1—5 sdmtlich durch
Lineal und Eichmaf losbar sind, und folglich der Satz 41
vollstindig bewiesen.

§ 37-
Analytische Darstellung der Koordinaten
konstruierbarer Punkte.

AuBer den in § 36 behandelten elementargeometrischen
Aufgaben gibt es noch eine grofie Reihe weiterer Aufgaben,
zu deren Losung man lediglich das Ziehen von Geraden und
das Abtragen von Strecken noétig hat. Um den Bereich aller
auf diese Weise losbaren Aufgaben iiberblicken zu konnen,
legen wir bei der weiteren Betrachtung ein rechtwinkliges
Koordinatensystem zugrunde und denken uns die Koordi-
naten der Punkte in der iiblichen Weise als reelle Zahlen
oder Funktionen von gewissen willkiirlichen Parametern. Um
die Frage nach der Gesamtheit aller konstruierbaren Punkte
zu beantworten, stellen wir folgende Uberlegung an:

Es sei ein System von bestimmten Punkten gegeben; wir
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setzen aus den Koordinaten dieser Punkte einen Bereich R
zusammen; derselbe enthilt gewisse reelle Zahlen und ge-
wisse willkiirliche Parameter . Nunmehr denken wir uns die
Gesamtheit aller derjenigen Punkte, die durch Ziehen von
Geraden und Abtragen von Strecken aus dem vorgelegten
System von Punkten konstruierbar sind. Der Bereich, der von
den Koordinaten dieser Punkte gebildet wird, heife Q(R);
derselbe enthilt gewisse reelle Zahlen und Funktionen der
willkiirlichen Parameter p.

Unsere Betrachtungen in § 17 zeigen, daf das Ziehen von
Geraden und Parallelen analytisch auf die Anwendung der
Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division von Strecken
hinauslduft; ferner lehrt die bekannte, in § g aufgestellte Formel
fir die Drehung, daB das Abtragen von Strecken auf einer
beliebigen Geraden keine andere analytische Operation er-
fordert, als die Quadratwurzel zu ziehen aus einer Summe
von zwel Quadraten, deren Basen man bereits konstruiert hat.
Umgekehrt kann man zufolge des Pythagoriischen Lehrsatzes
vermoge eines rechtwinkligen Dreiecks die Quadratwurzel
aus der Summe zweier Streckenquadrate durch Abtragen von
Strecken stets konstruieren.

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daB der Bereich
R (R) alle diejenigen und nur solche reelle Zahlen und Funk-
tionen der Parameter p enthilt, die aus den Zahlen und Para-
metern in X vermoge einerendlichen Anzahlvon Anwendungen
von fiinf Rechnungsoperationen hervorgehen; namlich der vier
elementaren Rechnungsoperationen und einer fiinften Ope-
ration, als die man das Ziehen der Quadratwurzel aus einer
Summe zweier Quadrate betrachtet. Wir sprechen dieses Re-
sultat wie folgt aus:

Satz 42. Eine geometrische Konstruktionsaufgabe ist dann
und nur dann durch Ziehen von Geraden und Abtragen von
Strecken, d. h. mittels Lineals und EichmaBes lésbar, wenn
bei der analytischen Behandlung der Aufgabe die Koordi-
naten der gesuchten Punkte solche Funktionen der Koordi-
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naten der gegebenen Punkte sind, deren Herstellung nur ratio-
nale Operationen und die Operation des Ziehens der Quadrat-
wurzel aus der Summe zweier Quadrate und diese fiinf Ope-
rationen in endlicher Anzah! erfordert.

Wir konnen aus diesem Satze sofort erkennen, daB nicht
jede mittels Zirkels 16sbare Aufgabe auch allein mittels Lineals
und EichmaBes gelost werden kann. Zu dem Zwecke legen
wir diejenige Geometrie zugrunde, die in § 9 mit Hilfe des
algebraischen Zahlenbereiches £ aufgebaut worden ist; in
dieser Geometrie gibt es lediglich nur solche Strecken, die
mittels Lineals und EichmaRBes konstruierbar sind, nimlich die
durch Zahlen des Bereiches £ bestimmten Strecken.

Ist nun @ irgendeine Zahl in R, so erkennen wir aus der
Definition des Bereiches £ leicht, daB auch jede zu & kon-
jugierte algebraische Zahl in Q liegen muf}, und da die Zahlen
des Bereiches Q offenbar samtlich reell sind, so folgt hieraus,
daf der Bereich £ nur solche reelle algebraische Zahlen ent-
halten kann, deren Konjugierte ebenfalls reell sind.

‘Wir stellen jetzt die Aufgabe, ein rechtwinkliges Dreieck

mit der Hypotenuse 1 und einer Kathete: |]/Ei — 1 zu kon-

struieren. Nun kommt die algebraische Zahl V2 ’Vz_l — 2,
die den Zahlenwert der anderen Kathete ausdriickt, im
Zahlenbereich & nicht vor, da die zu ihr konjugierte Zahl

V— b t ]/5| — 2 imagindr ausfillt. Die gestellte Aufgabeist
mithin in der zugrunde gelegten Geometrie nicht 16sbar und
kann daher iiberhaupt nicht mittels Lineals und EichmaBes
16sbar sein, obwohl die Konstruktion mittels des Zirkels sofort
ausfithrbar ist.

§ 38.
Die Darstellung algebraischer Zahlen und ganzer
rationaler Funktionen als Summe von Quadraten.

Die Frage nach der Ausfiihrbarkeit geometrischer Kon-
struktionen mittels Lineals und EichmaBes erfordert zu ihrer
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weiteren Behandlung einige Sitze zahlentheoretischen und
algebraischen Charakters, die, wie mir scheint, auch an sich
von Interesse sind.

Nach Fermat ist bekanntlich jede ganze rationale positive
Zahl als Summe von vier Quadratzahlen darstellbar. Dieser
Fermatsche Satz gestattet eine merkwiirdige Verallgemeine-
rung von folgender Art:

Erklarung. Es sei £ ein beliebiger Zahlkorper; der Grad
dieses Korpers % heiBe 7, und die m — 1 zu % konjugierten
Zahlkorper mogen mit %', 27, ..., 2»—1) bezeichnet werden.
Trifft es sich, daB unter den » Kérpern %, %/, ..., k™—1 einer
oder mehrere aus lauter reellen Zahlen gebildet sind, so nennen
wir diese Korper selbst reell; es seien diese Korper etwa
kE,.., =1 Eine Zahl ¢ des Korpers % heife in diesem
Falle fofal positiv in k, falls die s zu « konjugierten bzw. in
kE,.., k1 gelegenen Zahlen simtlich positiv sind. Kommen
dagegen in jedem der m Kérper &, %, ..., =1 auch ima-
ginire Zahlen vor, so heifie eine jede Zahl « in % stets fofal/
positiv.

Satz 43. Jede fotal positive Zakhl in k lifit sich als Summe von vier
Quadyaten darstellen, deren Basen ganze oder gebrochene Zaklen
des Kirpers k sind.

Der Beweis dieses Satzes bietet erhebliche Schwierigkeiten
dar; er beruht wesentlich auf der Theorie der relativquadra-
tischen Zahlkérper, die ich in mehreren Arbeiten?) entwickelt
habe. Es sei hier nur auf denjenigen Satz dieser Theorie hin-
gewiesen, der die Bedingungen fiir die Losbarkeit einer ter-
niren Diophantischen Gleichung von der Gestalt

wt? + g +y8=o0
angibt, worin die Koeffizienten «, f, y gegebene Zahlen in £
und £, n, ¢ gesuchte Zahlen in % bedeuten. Der Beweis des

1) ,,Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkorper®, Jahres-
bericht d. Deutschen Math.-Vereinigung Bd. 6, 1899 und Math. Ann,
Bd. 51; ferner: ,,Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper®,
Nachr.d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1898 und Acta mathematica Bd. 26.
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Satzes 43 wird durch wiederholte Anwendung des eben ge-
nannten Satzes erbracht.

Aus dem Satze 43 folgt eine Reihe von Sitzen iiber die Dar-
stellung solcher rationaler Funktionen einer Verinderlichen
mit rationalen Koeffizienten, die niemalsnegative Wertehaben.

FErwihnt sei noch folgender Satz, der uns im nichsten Para-
graphen von Nutzen sein wird.

Satz 44. Es bedeute f(x) eine solche ganze rationale Funk-
tion von x mit rationalen Zahlenkoeffizienten, die niemals
negative Werte annimmt, wenn man fiir x beliebige reelle
Werte einsetzt: dann 148t sich f(x) stets als Summe von Qua-
draten darstellen, so daB die simtlichen Basen dieser Qua-
drate ganze rationale Funktionen von x mit rationalen Koeffi-
zienten sind.?)

Es diirfte sehr schwierig sein, die entsprechenden Tat-
sachen fiir ganze rationale Funktionen von zwei oder mehr
Veranderlichen aufzustellen und zu beweisen, doch sei hier
darauf hingewiesen, daf die Darstellbarkeit einer beliebigen
definiten ganzen rationalen Funktion zweier Verinderlichen
als Quotient von Quadratsummen ganzer Funktionen auf einem
vollig anderen Wege von mir bewiesen worden ist — unter

1) Der Beweis fiir die Darstellbarkeit von f(x) als Quotient zweier
Quadratsummen ist von mir auf Grund des Satzes 43 in der ersten
Auflage ausgefithrt worden. Inzwischen ist es E. Landau gelungen,
den Beweis fiir die Darstellbarkeit von f(x) direkt als Quadratsumme,
wie oben behauptet, zu erbringen, und zwar lediglich mit Benutzung
sehr einfacher und elementarer Hilfsmittel. Math. Ann. Bd. 57 (1903).
Vgl. endlich die Arbeiten von Fleck, ,, Zur Darstellung definiter binirer
Formen als Summen von Quadraten ganzer rationalzahliger Formen¥,
Arch. d. Math. u. Phys. R. III Bd. 10 (1906) und E.Landau, ,,Uber
die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate, Arch. d. Math. u.Phys.
R. III Bd. 7 (1904) und ,Uber die Darstellung definiter Funktionen
durch Quadrate‘, Math, Ann, Bd. 62 (1906), in denen die Frage nach
der kleinsten Anzahl der Quadrate, die zur Darstellung von f(x) als
Summe notwendig ist, behandelt wird; insbesondere in der letzteren
Arbeit zeigt E. Landau, daB zu jemer Darstellung jedenfalls acht
Quadrate geniigen, welches auch der Grad von jf(x) sein mége,
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der Voraussetzung, da8 fiir die darstellenden Funktionen nicht
blobB rationale, sondern beliebige reelle Koeffizienten zulissig
sind.1)
§ 39
Kriterium fiir die Ausfuhrbarkeit geometrischer Kon-
struktionen mittels Lineals und EichmaBes.

Es sei eine geometrische Konstruktionsaufgabe vorgelegt,
die mittels des Zirkels ausfithrbar ist; wir wollen daan ein
Kriterium aufzustellen versuchen, welches unmittelbar aus der
analytischen Natur der Aufgabe und ihrer Losungen beur-
teilen 14Bt, ob die Konstruktion auch allein mittels Lineals
und EichmaBes ausfiihrbar ist. Wir werden bei dieser Unter-
suchung auf den folgenden Satz gefiihrt:

Satz 45. Es sei eine geometrische Konstruktionsaufgabe vor-
gelegt won der Art, daff man bei analytischer Bekandlung derselben
die Koordinaten der gesuchien Punkte aus den Koordinaten der ge-
gebenen Punkle lediglich durch rationale Operationen und durch
Ziehen von Quadratwurszeln finden kann; es sei n die kleinste Anzahl
der Quadratwurzeln, die hierbei zur Berechnung der Koordinaten
der Punkie ausreichen ; soll dann die vorgelegte Konstruktionsaufgabe
sichauck allein durch Ziehen von Geraden und Abtragen von Strecken
ausfihren lassen, so ist dafiir notwendig und kinreichend, daf} die
geometrische Aufgabe genau 2" reelle Lisungen besitet, und swar fiir
alle Lagen der gegebenen Punkie, d. k. fiir alle WerlederindenKoor-
dinaten der gegebenen Punkte aufiretenden willkirlichen Parameter.

Beweis, Wir beweisen diesen Satz 45 ausschlieBlich fiir den
Fall, daB die Koordinaten der gegebenen Punkte rationale
Funktionen eines Parameters p mit rationalen Koeffizienten
sind.

Die Notwendigkeit des aufgestellten Kriteriums leuchtet
aus § 37 ein. Um zu zeigen, daB dasselbe auch hinreicht,
setzen wir dieses Kriterium als erfiillt voraus und betrachten
zunichst eine solche von jenen #» Quadratwurzeln, die bei der

1) ,;Uber ternire definite Formen®, Acta Mathematica Bd. 17.
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Berechnung der Koordinaten der gesuchten Punkte zuerst
zu suchen ist. Der Ausdruck unter dieser Quadratwurzel ist
eine rationale Funktion /() des Parameters p mit rationalen
Koeffizienten; diese rationale Funktion darf fiir beliebige reelle
Parameterwerte pniemals negaticherte annnehmen, dasonst,
entgegen der Voraussetzung, die vorgelegte Aufgabe fiir ge-
wisse Werte p imaginire Losungen haben miifite. Aus Satz 44
schlieBen wir daher, daB f;() als Quotient von Summen von
Quadraten ganzer rationaler Funktionen darstellbar ist.
Nunmehr zeigen die Formeln

Va + 6+ ¢ = P(Vﬁﬁ)2+§
Va2+ B o d2=]/('|/a2+ B )2+ &,

daB allgemein das Ziehen der Quadratwurzel aus einer Summe
von beliebig vielen Quadraten sich stets zuriickfiihren 148t auf
wiederholtes Ziehen der Quadratwurzel aus der Summe zweier
Quadrate. '

Nehmen wir diese Bemerkung mit dem vorigen Ergebnisse

zusammen, so erkennen wir, daff der Ausdruck ]//71@ gewifl
mittels Lineals und Eichmafies konstrujert werden kann.
. 'Wir betrachten ferner eine solche von denz Quadratwurzeln,
die bei derBerechnung derKoordinaten der gesuchten Punkte
an zweiter Stelle zu ziehen ist. Der Ausdruck unter dieser
Quadratwurzel ist eine rationale Funktion /, (7 ]/_/71) des Para-
meters p und der zuerst betrachteten Quadratwurzel; auch
diese Funktion £, ist bei beliebigen reellen Parameterwerten p
und fir jedes Vorzeichen von ]/_/71 niemals negativer Werte
fahig, da sonst entgegen der Voraussetzung die vorgelegte
Aufgabe unter jhren 2”7 Losungen fiir gewisse Werte p auch
imaginire Losungen haben miifite. Aus diesem Umstandefolgt,
daB f, einer quadratischen Gleichung von der Gestalt

5= o)+ w(2) =0

gentigen muB, worin ¢, () und ,(p) notwendig solche ratio-
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nale Funktionen von 2 mit rationalen Koeffizienten sind, die
fir reelle Werte von 2 niemals negative Werte besitzen. Aus
der letzteren quadratischen Gleichung entnehmen wir
Sa— L2+ (2)
O

Nun missen wiederum nach Satz 44 die Funktionen ¢, (2)
und ¢,(#) Quotienten von Summen von Quadraten rationaler
Funktionen sein, und andererseits ist nach dem Vorigen der
Ausdruck /; mittels Lineals und EichmaBes konstruierbar; der
gefundene Ausdruck fiir /£, zeigt somit, daB f; ein Quotient
von Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen ist.
Also 1aBt sich auch der Ausdruck V/_; mittels Lineals und
Eichmafes konstruieren.

Ebenso wie der Ausdruck f;, erweist sich auch jede andere
rationale Funktion %(p, ]/fl) von p und ]/j_’l— als Quotient zweier
Summen von Quadraten konstruierbarer Funktionen, sobald
diese rationale Funktion ¢, die Eigenschaft besitzt, niemals
negative Werte anzunehmen bei reellem Parameter p und fiir
beiderlei Vorzeichen von V.

Diese Bemerkung gestattet uns, das ebenbegonneneSchluB-
verfahren in folgender Weise fortzusetzen:

Es sei _;"3(;5, va st) ein solcher Ausdruck, der von den
drei Argumenten p, ]/f;, 'fo in rationaler Weise abhingt und
aus dem bei der analytischen Berechnung der Koordinaten
der gesuchten Punkte an dritter Stelle die Quadratwurzel
zu ziehen ist. Wie vorhin schliefen wir, daB /; bei beliebigen
reellen Werten p und fiir beiderlei Vorzeichen von ]/_Zund sz
niemalsnegative Werteannehmen darf; dieser Umstand wieder-
um zeigt, daB f; einer quadratischen Gleichung vonder Gestalt

72— 030 VA + ws(2, VA) = 0
geniigen mub, worin g, und 1, solche rationale Funktionen
von p und ][f; bedeuten, die fiir reelle Werte p und beiderlei
Vorzeichen von ]/_/71 negativer Werte nicht fahig sind. Da mit-
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hin g, und 4, nach der vorigen Bemerkung Quotienten zweier
Summen von Quadraten konstruierbarer Ausdriicke sind, so
folgt das gleiche auch fiir den Ausdruck

P L NCY /A
: ‘Pz(?’}/fi)

und mithin ist auch ]/_f—‘;, mittels Lineals und Eichmafes kon-
strujerbar.

Die Fortsetzung dieser SchluBweise fiihrt zum Beweise des
Satzes 45 in dem betrachteten Falle eines Parameters .

Die allgemeine Richtigkeit des Satzes 45 hingt davon ab,
ob der Satz 44 in entsprechender Weise sich auf den Fall
mehrerer Verinderlicher verallgemeinern 1aft.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Satzes 45 mdgen die
regularen mittels Zirkels konstruierbaren Polygone dienen; in
diesem Falle kommt ein willkiirlicher Parameter  nicht vor,
sondern die zu konstruierenden Ausdriicke stellen siamtlich
algebraische Zahlen dar. Man sieht leicht, daf das Kriterium
des Satzes 45 erfiillt ist, und somit ergibt sich, daB man jene
reguliren Polygone auch allein mittels Ziehens von Geraden
und Abtragens von Strecken konstruieren kann — ein Resultat,
welches sich auch aus der Theorie der Kreisteilung direkt
entnehmen laft.

‘Was weitere aus der Elementargeometrie bekannte Kon-
struktionsaufgaben anbefrifft, so sei hier nur erwihnt, daf
das Malfattische Problem, nicht aber die Appollonische Be-
rithrungsaufgabe allein mittels Lineals und EichmaBes gelost
werden kann.?)

SchluBwort.

Die vorstehende Abhandlung ist eine kritische Untersuchung
der Prinzipien der Geometrie; in dieser Untersuchung leitete

I) Betreffs weiterer geometrischer Konstruktionen mittels Lineals
und EichmaBes vgl. M.Feldblum, ,,Uber elementargeometrische Kon-
struktionen®, Inauguraldissertation, Gottingen 1899.
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uns der Grundsatz, eine jede sich darbietende Frage in der
Weise zu erdrtern, daB wir zugleich priiften, ob ihre Beant-
wortung auf einem vorgeschriebenen Wege mitgewissen einge-
schrinkten Hilfsmitteln moglich ist. Dieser Grundsatz scheint
mir eine allgemeine und naturgemiBe Vorschrift zu enthalten;
in der Tat wird, wenn wir bei unseren mathematischen Be-
trachtungen einem Probleme begegnen oder einen Satz ver-
muten, unser Erkenntnistrieb erst dann befriedigt, wenn uns
entweder die vollige Losung jenes Problems und der strenge
Beweis dieses Satzes gelingt, oder wenn der Grund fiir die
Unmoglichkeit des Gelingens und damit zugleich die Not-
wendigkeit des MiBlingens von uns klar erkannt worden ist.

So spielt denn in der neueren Mathematik die Frage nach
derUnmoglichkeit gewisser Losungen oder Aufgaben eine-
hervorragende Rolle, und das Bestreben, eine Frage solcher
Art zu beantworten, war oftmals der Anlafy zur Entdeckung
neuer und fruchtbarer Forschungsgebiete. Wir erinnern nur
an Abels Beweis fiir die Unmoglichkeit der Auflysung der
Gleichungen fiinften Grades durch Wurzelziehen, ferner an die
Erkenntnis der Unbeweisbarkeit des Parallelenaxioms und an
Hermites und Lindemanns Sitze von der Unmdglichkeit,
die Zablen ¢ und % auf algebraischem Wege zu konstruieren.

Der Grundsatz, demzufolge man iiberall die Prinzipien der
Moglichkeit der Beweise erortern soll, hingt auch aufs engste
mit der Forderung der ,Reinheit“ der Beweismethoden zu-
sammen, die von mehreren Mathematikern mit Nachdruck
erhoben worden ist. Diese Forderung ist im Grunde nichts
anderes als eine subjektive Fassung des hier befolgten Grund-
satzes. In der Tat sucht die vorstehende geometrische Unter-
suchung allgemein dariiber Aufschluf geben, welche Axiome,
Voraussetzungen oder Hilfsmittel zum Beweise einer ele-
mentargeometrischen Wahrheit nétig sind, und es bleibt:
dann dem jedesmaligen Ermessen anheimgestellt, welche Be-
weismethode von dem gerade eingenommenen Standpunkte
aus zu bevorzugen ist.



Anhang 1.

Uber die gerade Linie als kiirzeste Ver-
bindung zweier Punkte.)
[Abgedruckt aus Math, Ann. Bd. 46.]
(Aus einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe.)

Nehmen wir die Punkte, die Geraden und die Ebenen als
Elemente, so konnen zur Begriindung der Geometrie die fol-
genden Axiome dienen:

1. Die Axiome, welche die Verkniipfung dieser
Elemente untereinander betreffen; kurz zusammen-
gefaBt, lauten dieselben wie folgt: ‘

Irgend zwei Punkte A und B bestimmen stels eine Gerade a.
— Irgend drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkie 4, B, C
bestimmen eine Ebene o. — Wenn zwei Punkte A, B einer Ges
raden a in einer Ebene o liegen, so liegt die Gerade a vollstindig
in der Ebene o — Wenn swei Ebenen o, f§ einen Punkl A ge-
mein haben, so haben sie wenigstens noch einen wetleren Punkt B
gemein, — Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkte,
in jeder Lbene wenigslens drei nicht auf ciner Geraden gelegene
Punkie, und im Raume gibt es wenigstens vier nicht in einer Ebene
gelegene Punkte, — .

2. Die Axiome, durch welche der Begriff der
Strecke und der Begriff der Reihenfolge von Punk-
ten einer Geraden eingefihrt wird. Diese Axiome sind
von M. Pasch? zuerst aufgestellt und systematisch unter-
sucht worden; dieselben sind im wesentlichen folgende:

1) Betreffs allgemeinerer Formulierung dieses Problems. vergleiche
meinen auf dem internationalen Mathematiker-KongreB in Paris 1900
gehaltenen Vortrag: Mathematische Probleme. Goéttinger Nachr. 1900
Nr. 4, sowie G. Hamel, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1901, und
dessen Abhandlung: ,,Uber die Geometrien, in denen die Geraden die
Kiirzesten sind*, Math. Ann. Bd. 57, 1903.

2) Vgl ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie®. Teubner 1882.
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Zwischen swei Punkien A, B einer Geraden gibt es stels wenig=
Stens einen dritien Punkt C der Geraden. — Uniler drei Punklen
emner Geraden gibt es siels einen und nur einen, welcher gwischen
den beiden anderen liegt. — Wenn A, B auf der Geraden a liegen,
50 gibt es stets einen Punkt C der nimlichen Geraden a, so daf
B zwischen A und C liegt. — Irgend vier Punkte A , Ay, 4, 4,
einer Geraden a kinnen stels in der Weise angeordnet werden, daf
allgemein A, swischen A, und A, liegt, sobald der Index h kleiner
und k grifier als ¢ ist. — Jede Gerade a, welche in einer Ebene o
liegt, irennt die Punkie dieser Ebene o in swei Gebiele von jfol-
gender Beschaffenheit: ein jeder Punki A des einen Gebieles be-
stimmt mit jedem Punkt A’ des anderen Gebietes zusammen eine
Strecke AA’, tnnerkalb welcher ein Punkt der Geraden a liegt;
dagegen bestimmen irgend zwei Punkle A und B des nimlicken
Gebietes eine Strecke A B, welche keinen Punkt der Geraden a enthilt.

3. Das Axiom der Stetigkeit, welchem ich folgende
Fassung gebe:

Wenn Ay, Ay, Ay, . . . cine unendliche Reihe von Punkien einer
Geraden a sind und B ein weiterer Punkt auf a ist, von der Art,
daf3 allgemein A; zwischen A, und B liegt, sobald der Index h kleiner
als £ 5t, so gibt es einen Punkt C, welcher folgende Eigenschaft
besitat: simtliche Punkie der unendlichen Reihe Ay, Az, 4, . - -
Liegen swischen A, und C, und jeder andere Punkt C', fiir welchen
dies ebenfalls sutrifft, liegt zwischen C und B. :

Auf diese Axiome 138t sich in vollkommener Sirenge die
Theorie der harmonischen Punkte griinden, und wenn wir uns
derselben in dhnlicher Weise bedienen, wie dies F.Linde-
mann?) tut, so gelangen wir zu folgendem Satze:.

Jedem Punkte kann man drei endliche reelle Zahlen x, v, z
und jeder Ebene eine lineare Relation zwischen diesen drei
Zahlen x, y, z zuordnen, derart, dafi alle Punkte, fiir welche
die drei Zahlen x,y, z die lineare Relation erfiillen, in der
betreffenden Ebene liegen und dab umgekehrt allen in dieser

1) Vgl ,,Vorlesungen iiber Geometrie* Bd. IT, Teil 1; S. 433f.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 8
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Ebene gelegenen Punkten Zahlen x, y, 7 entsprechen, welche
der linearen Relation geniigen. Werden ferner x, , 2 als die
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes im gewohnlichen
Euklidischen.Raume gedeutet, so entsprechen den Punkten
des urspriinglichen Raumes Punkte im Innern eines gewissen
nirgendskonkaven Korpers des Euklidischen Raumes, und um-
gekehrt entsprechen allen Punkten im Innern dieses nirgends
konkaven Kérpers Punkte unseres urspriinglichen Raumes:
unser urspriinglicher Raum isi mithin auf das Innere eines nir-
gends konkaven Kirpers des Raumes abgebildet.

Hierbei ist unter einem nirgends konkaven Kérper ein
Korper von der Beschaffenheit verstanden, da8, wenn man
zwei im Innern des Kérpers gelegene Punkte miteinander
durch eine Gerade verbindet, der, zwischen diesen beiden
Punkten gelegene Teil der Geraden ganz in das Innere des
Korpers fillt. Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam zu
machen, dall diesen hier auftretenden, nirgends konkaven
Koérpern auch in den zahlentheoretischen Untersuchungen .
von H.Minkowski’) eine wichtige Rolle zukommt, und daB
H.Minkowski fiir dieselben eine einfache analytische Defi-
nition gefunden hat.

Wenn umgekehrt im Euklidischen Raume ein beliebiger
nirgends konkaver Korper gegeben ist, so definiert derselbe
eine bestimmte Geometrie, in welcher die genannten Axiome
samtlich giltig sind: jedem Punkt im Innern des nirgends
konkaven Korpers entspricht ein Punkt in jener Geometrie;
jeder durch das Innere des Korpers gehenden Geraden und
Ebene des Euklidischen Raumes entspricht eine Gerade
beziiglich Ebene der allgemeinen Geometrie; den auf der
Grenze oder auBerhalb des nirgends konkaven Korpers ge-
legenen Punkten und den ganz auferhalb des Korpers ver-
laufenden Geraden und Ebenen des Euklidischen Raumes
entsprechen keine Elemente der allgemeinen Geometrie.

1) Vgl ,,Geometrie der Zahlen®. Teubmner 1896.
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Der obige Satz iiber die Abbildung der Punkte in der all-
gemeinen Geometrie auf das Jnnere des nirgends konkaven
Koérpers im Euklidischen Raume driickt somit eine Eigen-
schaft der Elemente der allgemeinen Geometrie aus, welche
inhaltlich mit den anfangs aufgestellten Axiomen vollkommen
gleichbedeutend ist.

Wir definieren nun den Begriff der Linge einer Strecke
AR in unserer allgemeinen Geometrie und bezeichnen zu
dem Zwecke diejenigen beiden Punkte des Euklidischen
Raumes, welche den Punkten 4 und B des urspriinglichen
Raumes entsprechen, ebenfalls mit 4 und B; wir verlingern
dann die Gerade 42 im Euklidischen Raume iiber 4 und
B hinaus, bis dieselbe die Begrenzung des nirgends kon-
kaven Korpers in den Punkten X beziiglich 7 trifft, und
bezeichnen allgemein die Euklidische Entfernung zwischen
irgend zwei Punkten 2 und Q des Euklidischen Raumes

kurz mit 2Q; dann heife der reelle Wert

AP { Y4 XB)|

vB x4)
die Linge der Strecke AZF in unserer allgemeinen Geo-
metrie. Wegen

ist die Linge stets eine positive Grofe.
Es lassen sich leicht die Eigenschaften des Begriffes der
Linge aufzihlen, welche mit Notwendigkeit auf einen Aus-

druck der angegebenen Art fiir AB fiihren; doch unterlasse
ich dies, damit ich durch diesen Brief nicht allzu sehr Thre
Aufmerksamkeit ermiide.

Die aufgestellte Formel fiir AB lehrt zugleich, in welcher
Weise diese Grobe von der Gestalt des nirgends konkaven
Kérpers abhingt. Halten wir ndmlich die Punkte 4 und B

im Inneren des Korpers fest und dndem nur die Begrenzung
8»
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‘des Koérpers derart, daB der Grenzpunkt X sich nach 4 hin-
bewegt und ¥ sich dem Punkte B nihert, so ist klar, da jeder
‘der beiden Quotienten

¥4 XB

YB' X4

und folglich auch der Wert von AB sich vergrofiert.

Es sei jetzt im Inneren des nirgends konkaven Korpers ein
Dreieck 4 BC gegeben. Die Ebene « desselben schneidet aus
dem Kérper ein nirgends kon- W
kaves Ovalaus. Wirdenken uns
ferner jede derdreiSeiten 4 B,
‘AC, BC des Dreieckes iiber

beide Endpunkte hinaus verlingert, bis sie die Begrenzung
des Ovals beziiglich in den Punkten X und ¥; U und ¥, T
und Z schneiden; dann konstruieren wir die geraden Ver-
bindungslinien &Z und 7’V und verlingern dieselben bis zu
ihrem Durchschnitt W; ihre Schnittpunkte mit der Geraden
X P bezeichnen wir mit X beziiglich ¥”. Wir legen nunmehr
statt des urspriinglichen nirgends konkaven Ovals in der
Ebene ¢ das Dreieck &/ W7 zugrunde und erkennen leicht,
da8 in der durch dieses Dreieck bestimmten ebenen Geo-
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metrie die Lingen AC und BC die gleichen sind wie in der
urspringlichen Geometrie, wihrend die Linge der Seite 4.8
durch die vorgenommene Anderung vergroBert worden ist. Wir
bezeichnen die neue Linge der Seite 45 zum Unterschiede

. — Q Q .
von der urspriingliehen Linge 4 B mit AB; dann ist A8 > AR,
Es gilt nun fiir die Lingen der Seiten des Dreieckes ABC
die einfache Beziehung
‘ Y Y
AB = AC + BC.
Zum Beweise verbinden wir W mit C und verlingern diese
Gerade bis zum Durchschnitt D mit 48. Nach dem be-
kannten Satze vom Doppelverhiltnis ist dann wegen der
perspektlven Lage der beiden Punktreihen X, 4, D, ¥’ und
4 CV
¥4 XD _VA UC

YD X 4 ve U4’

und wegen der perspektiven Lage der beiden Punktreihen
¥, B, D, X und 7, B, C, Z ist
XB YD _ZB TC
XD VB 2C 7B
Die Multiplikation beider Gleichungen ergibt
Y4 XB _ V4 UC ZB 7TC

VB X4 VC U4 ZC TB

und diese neue Gleichung beweist meine Behauptung.

Aus obiger Untersuchung erkennen Sie, daf lediglich auf
Grund der zu Anfang meines Briefes aufgezdhlten Axiome
und der aus den einfachsten Eigenschaften des Lingen-
begriffes sich mit Notwendigkeit ergebenden Definition der
Linge der allgemeine Satz gilt:

In jedem Dreieck ist die Summe sweier Seiten grifier oder gleich
der dritten Seite.

Zugleich ist klar, daB der Fall der Gleichheit dann und
nur dann vorkommt, wenn die Ebene & aus der Begrenzung
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des nirgends konkaven Kérpers zwei gerade Linienstiicke
UZ und 7'V ausschneidet. Die letztere Bedingung 188t sich
auch ohne Zuhilfenahme des nirgends konkaven Karpers aus-
driicken. Sind namlich irgend zwei in einer Ebene « gelegene
und in irgendeinem Punkte C sich schneidende Geraden «
und & der urspriinglichen Geometrie gegeben, so werden im
allgemeinen in jedem der vier in ¢ um C'herum entstehenden
ebenen Winkelriume solche gerade Linien vorhanden sein,
welche keine der beiden Geraden ¢ und 4 schneiden; sind
jedoch insbesondere in zwei sich gegeniiberliegenden ebenen
Winkelriumen keine solchen geraden Linien vorhanden, so
ist die fragliche Bedingung erfiillt, und es gib¢ dann stets Drei-
ecke, fiir welche die Summe sweier Seiten gleich der dritten ist. In
dem betrachteten Falle ist also zwischen gewissen Punkten
A und B ein aus zwei geradlinigen Stiicken zusammenge-
setzter Weg moglich, dessen Gesamtlinge gleich der direkten
Entfernung der beiden Punkte 4 und 2 ist; es 146t sich ohne
Schwierigkeit zeigen, daB alle Wege zwischen den beiden Punkiten
A und B von dersélben Eigenschaft sich aus den konstruierten Wegen
susammensetzen lassen und dafS die dibrigen Verbindungswege von
grifierer Gesamilinge sind, Die nahere Untersuchung dieser
Frage nach den kiirzesten Wegen ist leicht ausfiihrbar und
bietet ein besonderes Interesse in dem Falle, daB fiir die Be-
grenzung des nirgends konkaven Koérpers ein Tetraeder zu-
grunde gelegt wird.

Zum Schluf erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, da8 ich
bei der vorstehenden Entwickelung stets den nirgends kon-
kaven Korper als ganz im Endlichen gelegen angenommen
habe. Wenn jedoch in der durch die urspriinglichen Axiome
definierten Geometrie eine Gerade und ein Punkt vorhanden
ist von der Eigenschaft, daf durch diesen Punkt zu der Ge-
raden nur eine einzige Parallele méglich ist, so ist jene An-
nahme nicht gerechtfertigt. Es wird leicht erkannt, welche
Abanderungen meine Betrachtung dann zu erfahren hat,

Kleinteich bei Ostseebad Rauschen den 14.Aug. 1894.



Anhang IL.

Uber den Satz von der Gleichheit der Basis-
winkel im gleichschenkligen Dreieck.

[Mit Zusitzen abgedruckt aus den Proceedings of the London Mathe-
matical Society, Vol. XXXV.]

Unter der axiomatischen Erforschung einer mathematischen
‘Wahrheit verstehe ich eine Untersuchung, welche nicht da-
hin ziehlt, im Zusammenhange mit jener Wahrheitneueoderall-
gemeinere Sitzezuentdecken, sondern die vielmehr die Stellung
jenes Satzes innerhalb des Systems der bekannten Wahrheiten
und ihren logischen Zusammenhang in der Weise klarzulegen
sucht, daf sich sicherangebenlafit, welche Voraussetzungen zur
Begriindung jener Wahrheit notwendig und hinreichend sind.

So habe ich beispielsweise in meiner Festschrift ,,Grund-
lagen der Geometrie* Kap. V und VI (vgl. S. 64—98) die
ebenen Schnittpunktsitze, nimlich den speziellen Pascalschen
Satz fiir das Geradenpaar und den Desarguesschen Satz von
den perspektivliegenden Dreiecken einer axiomatischen Unter-
suchung unterworfen, und in gleicher Weise haben auf meine
Anregung hin M. Dehn?l) den Satz von der Winkelsumme
im Dreieck und G. Hamel?) den Satz von der Geraden als
der kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten behandelt.

Die vorliegende Note betriffit die Stellung des Satzes von
der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
in der ebenen Euklidischen Geometrie. Zur Erleichterung des
Verstindnisses stelle ich — im wesentlichen wie in meinen
»Grundlagen der Geometrie* — die Axiome der ebenen
Euklidischen Geometrie zusammen wie folgt:

1) Mathematische Annalen, Bd. LIII, 1900.
2) Inauguraldissertation, Gottingen 1901, und dessen Abhand-
lung: ,,Uber die Geometrieen, in denen die Geraden die Kiirzesten

sind“, Math. Ann. Bd. 57, 1903.
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1. Axiome der Verkniipfung.
I 1. Zwe:i voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stels
etne Gerade.
. Y 2. Irgend zwei woncinander verschiedene Punkte einer Ge-
raden bestimmen diese Gerade.
1 3. Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkte. Es
ibt wenzgstens drei Punkte, welche nicht in einer Geraden legen.

II. Axiome der Anordnung.

II 1. Wenn A, B, C Punkie einer Geraden sind und B zwischen
A und C liegt, so liegt auch B zwischen C und A.

IL 2. Wenn A und B zwei Punkle einer Geraden sind, so. &bt
es wenzgstms einen Punkt C, der swischen A und B liegt, una’
wenigstens einen. Punkt D, so dafi B gwischen A und D liegt.

11 3. Uner irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stels einen
und nur einen Punkt, der zwischen den beiden anderen liegt.

Definition. — Die zwischen zwei Punkten 4 und B gelege-
nen Punkte heiBen auch die Punkte der Strecke AB.

I1 4. Es seien A, B, Cdreinichi in gerader Linie gelegene Punkte
und a eine Gerade, die keinen der Punkle A, B, C trifft; wenn dann
diese Gerade durch einen Punkt der Strecke AB geht, so geht '.vz'g
gewifl auck durch einen Punkt der Strecke BC oder der Strecke AC.,

III. Axiome der Kongruenz.

I 1. Wenn A4, B zwei Punkte der Geraden a sind und A’
ein Punkt einer Geraden a' ist, so kann man auf einer gegebenen
Hilfte der Geraden a’ von A" aus stets einen und nur einen Punkt
B’ finden, so dafi die Sirecke AB der Strecke 4'B’ kangrumt
oder gleich sty tn Zeichen

AB = A'B’.
Jede Strecke ist sich selbst kougruent, d. h. es ist stels:
AB=AB und AB=BA

I 2. Wenn die Strecke AB sowohi der Strecke A’ B’ als auck

der Sirecke A" B" kongruent ist, so ist auch A’ B’ der Strecke A”B L
kongrumz‘
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VI 3. Es seien AB und BC zwei Strecken okne gemeinsame
Punkie auf a, und ferner A'B’ und B’ C' swei Strecken ohne ge-
metnsame Punkie auf einer Geraden a'; wenn dann

AB=A'B" und BC=B'C’
15y S0 st auch stets:
AC=4'C'.

Definition. — Ein von einem Punkte ausgehendes Paar von
Halbstrahlen /%, # nennen wir einen Winkel und bezeichnen
ihn entweder mit <2 (%, %) oder X (%, 4).

I 4. Es sei ein Winkel C (B k), etne Gerade a’ und eine be-
stimmie Seite von a’ gegeben. Es bedeute h' einen Halbstrahl der
Geraden a’, der vom Punkte O ausgeht: dann gibt es einen und
nur einen Halbstrahl k', so daf

X )= (1, 8)
st und zugleick alle inneren Punkte des Winkels (b, k') auf der

gegebenen Seite von a’ Legen. Jeder Winkel ist sich selbst kon-
gruent, d. k.

Kb =< (b k) and (B =< (& 4)

X 5. Wenn ein Winkel < (%, k) sowokl dem Winkel 32 (B', k')
als auck dem Winkel < (B, k") kongruent ist, so ist auch der
Winkel C (7', k") dem Winkel S (B”, k") kongruent.

I 6%. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ die Kon-
gruenzen

AB=AF, AC=A4'C" und X BAC=B'AC
gelten, so gilt auch stels

X ABC=L AB'C’ und L ACB= A CB.

Es ist nun fiir die nachfolgende Untersuchung wesentlich,
dem letzten Kongruenzaxiom, nimlich dem Axiom ITL6 % iiber
die Dreieckskongruenz eine engere Fassung zu erteilen, indem
wir die Aussage desselben nur fiir Drejecke mit gleichem Um-

‘Jaufssinn als giiltig hinstellen. Um diesen einschrinkenden Zu-
satz scharf zu formulieren, nehmen wir irgendeine durch zwei
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Punkte 4, B bestimmte Gerade in der Ebene beliebig an, und
bezeichnen eine der beiden Halbebenen, in die diese Gerade
die Ebene teilt, als rechts von der Geraden 42 in der Rich-
tung von A nach B, und dieselbe Halbebene zugleich auch
als links von B4 in der Richtung von B nach 4; die andere
Halbebene bezeichnen wir als links von der Geraden 4 8 und
zugleich als rechts von der Geraden 5 4 gelegen. Ist nun C
irgendein Punkt auf der rechten Halbebene von 4.3, so be-
zeichnen wir ‘diejenige Halbebene von AC, auf welcher der
Punkt 2 liegt, als die linke Halbebene von AC. Auf diese
Weise konnen wir durch analoge Festsetzungen schlieBlich in
eindeutig bestimmter Weise fiir jede Gerade angeben, welche
Halbebene rechts oder links von dieser Geraden in gegebener
Richtung gelegen ist. Zugleich wird von den Schenkeln irgend-
eines Winkels in eindeutig bestimmter Weise stets der eine
als der rechte Schenkel und der andere als der linke Schenkel
zu bezeichnen sein, nimlich so, daB der rechte Schenkel auf
der rechten Halbebene von derjenigen Geraden liegt, die
durch den anderen Schenkel nach Lage und Richtung be-
stimmt ist, wihrend der linke Schenkel links von derjenigen
Geraden liegt, die durch den ersteren Schenkel nach Lage
und Richtung bestimmt ist.

Stellen wir nun die Aussage des Axioms III 6% nur dann
als giiltig hin, wenn in den beiden Dreiecken die Seiten 4.2
und 4’8’ bez. AC und 4'C’ zugleich die rechten bez. die
linken Schenkel der Winkel B.4C und B’A’C’ sind, so er-
halten wir jenes Axiom in der folgenden engeren Fassung:

I 6. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A'B'C’ die Kon-
Zruenzen

AB=A'B', AC=A'C' und L BAC=X B'AC
gelten, so gilt auch stets
X ABC=X AB'C und X ACB=X A'C'H
vorausgesetzt, daf} AB und A'B’ die rechten Schenkel, AC und
A'C’ die linken Schenkel der Winkel BAC bes. B'A’C' sind.
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Das letzte Axiom in seiner urspriinglichen weiteren Fas-
sung III 6% hat sofort den Satz von der Gleichheit der Basis-
winkel im gleichschenkligen Dreieck zur Folge. Auch ist leicht
zu erkennen, daB umgekehrt mit Hilfe dieses Satzes vom gleich-
schenkligen Dreieck, aus jenem Kongruenzaxiom in der enge-
ren Fassung ITI6 und den vorangehenden Axiomen das Axiom
T 6* in der weiteren Fassung notwendig folgt.

Das engere Axiom III 6 zusammen mit den fritheren Axio-
men L II, IIT 1—5 gestattet den Nachweis des Satzes von der
Gleichheit der Scheitelwinkel und der Moglichkeit der Hal-
bierung einer jeden Strecke, sowie den Beweis des Euklidi-
schen Satzes, daB der AuBenwinkel eines Dreiecks stets groSer
ist als jeder der beiden inneren Winkel.

IV. Axiom der Parallelen (Euklidisches Axiom).

IV Durch einen Punkt A auferhalb der Geraden a lift sich
nur eine Gerade ziehen, welche a nicht schneidet.

Der Satz von der Gleichheit der Wechselwinkel und mithin
auch der Satz, daB die Winkelsumme im Dreieck zwei Rechte
betrigt, folgen aus dem Parallelenaxiom mit Hilfe der voran-
gehenden Axiome, auch wenn wir das letzte Kongruenzaxiom
nur in der engeren Fassung III 6 zugrunde legen.

V. Axiome der Stetigkeit.
V 1. Axiome des Messens (Archimedisches Axiom).
Es sei A, ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den
belickig gegebenen Punklen A und B; man konstruiere dann die
Punkte Ay, Agy Ays « < +y 50 dafp A, zwischen 4 und 4y, ferner
Ay zwischen A, und Ay, ferner Ay zwischen Ay und A, usw. lLiegt
und diberdies die Strecken
AA, A Ay, 4,45, 4,4, . ..
einander gleich sind: dann gibt es in der Reihe der Punkle 4y, 4,
A, ... stels einen solchen Punkt A, daf} B zwischen A und 4,
liegt.
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V 2. Axiom der Nachbarschaft.

Ist irgendeine Strecke AB worgelegt, so gibt es stets ein Drei
eck, in dessen Innerem heine zu AB kongruente Strecke sich fin-
den 13t

Dieses Axiom der Nachbarschaft ist eine notwendige Folge
aus dem Satze von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck, wie man aus dem Umstande erkennt,
daB wegen dieses Satzes vom gleichschenkligen Dreieck die
Summe zweier Seiten in jedem Dreieck grofier als die dritte
Seite ausfillt.

Ich stelle nun folgende Behauptung auf:

Mit Benutzung der simtlichen Axiome I—V ist es moglzc/z den
Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck zu beweisen, auch wenn wir das Axiom von der Dreieckskon~
gruenz nur in der engeren Fassung 111 6 zugrunde legen.

Um dies einzusehén, wihlen wir zwei sich schneidende Ge-
rade als Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems und
ordnen den Punkten dieser Geraden auf Grund der linearen
Kongruenzaxiome IIT 1—3 und des Archimedischen Axmms
V1 reelle Zahlen zu; die simtlichen Punkte der Ebene smd
dann durch Zahlenpaare darstellbar.

Das engere Kongruenzaxiom IIT 6 zusammen mit V 1 ge-
stattet leicht die Begriindung der Proportionenlehre, und aus
dieser folgt, daf die Geraden durch lineare Glelchungen dar-
stellbar sind.

Fassen wir nun den Punkt mit den Koordinaten x=1 und
y = ins Auge, wo's eine beliebige GroBe ist, und betrachten
diejenige Kongruenz der Ebene mit sich im engeren Sinne,
bei welcherderKoordinatenanfang sich selbst und die x-Achse
der Verbindungsgeraden des Koordinatenanfanges mit jenem
Punkte 1, s entspricht, so erkennen wir leicht, daB diese Dre-
hung durch ein Formelsystem von der Gestalt

x«,="‘3x+ﬂs}’,
yl=. ?;sx_l_ a‘&y
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-vermittelt wird, worin e, B, 7, 0, Zahlen bedeuten, die durch
s eindeutig bestimmt sind. Indem wir nun einer jeden Ge-
raden durch den Koordinatenanfang ihren Treffpunkt (1, £)
mit der Geraden x = 1 zuordnen, erhalten wir zu jeder sol-
chen Drehung der Ebene um den Koordinatenanfang eine
Transformation der Punkte der Geraden x = 1 von der Ge-
stalt
# Vs T 95% + J5 t
o+ B,

Die Koeffizienten «,, §,, y,, 0, bezeichnen Funktionen von s,
die sicher fiir alle rationalen Werte von s definiert sind; man
sieht dann leicht ein, daB diese Funktionen sich nach dem
Prinzip der Stetigkeit so erginzen lassen miissen, dafl man
aus ihnen stetige und fiir alle reellen Werte von s, sowie fiir
s= oo eindeutig definierte Funktionen erhilt. Wenn das ge-
schehen ist, so liefert die Formel

= ¥s -+ Os¢

a.!‘ + p‘! ¢

eine Gruppe von linearen Transformationen, die gewi fol-
gende Eigenschaften besitzt:

1. Es gibt auBer der Identitit keine Tra.nsformatxon der
Gruppe, welche einen Wert der Variabeln # festhilt.

2. Es gibt stets eine Transformation der Gruppe, welche
einen gegebenen Wert von /in irgendeinen anderen bestimm-
ten Wert dieser Variabeln iiberfihrt.

In meiner Abhandlungiiber die Grundlagen der Geometrie?)
(§ 18) habe ich bewiesen, daB eine Gruppe mit diesen Eigen-
schaften notwendig holoedrisch-isomorph ist mit der Gruppe
der gewdhnlichen Drehungen eines Kreises in sich und folg-
lich auch mit derjenigen Transformationsgruppe, die durch

die Formel
r STH1
r T —7+ S

I) Math, Ann. 1903. Anhang IV S. 209—213.
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dargestellt wird, wo 7, 7" die Variabeln und S den Para-
meter bedeutet. Hieraus konnen wir nun entnehmen, da8 die
obige Gleichung zwischen 7" und 7" so gelost werden kann,
daB wir

_ G DT _Cc+ DT

T 44 BT’ T A4 BT

setzen, wobei 4, B, C, D Konstante bedeuten. Fithren wir
dann mittels der Formeln

x=AX 4+ BY,
y=CX+ DV -
statt der Koordinaten x,y die Koordinaten X, ¥ ein, so ent-

spricht einer bestimmten Drehung um den Koordinatenanfang
die Formel

¢ 4

_If'_' X + S¥
X Sx—-Y
und hieraus entnehmen wir die Drehungsformeln
X' =C/(SX— F),
V=C/(X+ SF),
wobei C, eine von .S abhingige Grofie bezeichnet.
Unter Zuhilfenahme des Axioms derNachbarschaftV 2 folgt,

daB die Determinante dieser eine Drehung vermittelnden
Transformationsformeln notwendig = 1 sein muf}; mithin ist

Comp

Uy s
und die Gruppe der Drehungen stellt sich daher in den Ko-
ordinaten X, ¥ wie folgl dar:

PR N S S,
Vit s Vi+s®
]/1+S”X+VI+S’Y

Aus diesen Formeln entnehmen wir die Giiltigkeit aller Tat-
sachen der gewodhnlichen Euklidischen Geometrie und ins-
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besondere den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck.

Wir haben im Vorstehenden kurz den Beweis dafiir ange-
deutet, daB das Axiom von der Dreieckskongruenz im wei-
teren Sinne ITI6¥ eine Folge dieses Axioms im engeren Sinne
III 6 ist, wenn man die Stetigkeitsaxiome V 1 und V 2 zu
Hilfe nimmt.

Nunmehr ensteht die Frage, 0b auck okne die Axiome der
Stetigheit V 1 und NV 2 die weitere Fassung des Axioms von der
Dreieckskongruens sich als eine notwendige Folge der engeren
Fassung desselben ergibt. Die nachfolgende Untersuchung wird zei-
gen, daf dies nicht der Fall ist, selbst dann nicht, wenn man nock
die Proportionenlehre als giltig voraussetst. Die Geomeltrie, welche
tck sudiesem Zwecke im Folgenden konstruiere, beantwortet nicht nur
die eben aufgeworfene Frage, sondern verbretlet itherhaupt, wie ich
glaube, tiber den logischen Zusammenhang des Salzes vom gleich-
schenkligen Dreieck mit den anderen in Betracht kommenden ele-
mentaren Sitzen der ebenen Geomelrie neues Licht.

Es sei # ein Parameter und « irgerdein Ausdruck mit einer
endlichen oder unendlichen Gliederzahl von der Gestalt

o = ayi" 4 alf’"*'i-]- a:,t"+2+ e
darin mogen 4, (== o), a,, a,, - , - beliebige reelle Zahlen be-
.deuten und 7 sei eine beliebige ganze rationale Zahl (—% 0).

Die Gesamtheit aller Ausdriicke von dieser Gestalt « sehen
wir als ein komplexes Zahlensystem 7" an, indem wir folgende
Festsetzungen treffen: Man addiere, subtrahiere, multipliziere,
dividiere irgendwelche Zahlen des Systems 7, als wiren sie
gewdhnliche Potenzreihen, die nach steigenden Potenzen der
Variabeln 7 fortschreiten. Die entstehenden Summen, Differen-
zen, Produkte und Quotienten sind dann wiederum Ausdriicke
von der Gestalt ¢ und mithin Zahlen des komplexen Zah-
lensystems 7. Eine Zahl o in 7 heiie < oder > 0, je nach-
dem in dem betreffenden Ausdrucke « der erste Koeffizent
ay< oder > o ausfillt. Sind irgend zwei Zahlen o, § des kom-
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plexen Systems 7° vorgelegt, so heifie o < § bez. « > B, je
nachdem « — § < 0 oder >>o0 ausfillt. Es leuchtet ein, daB
bei diesen Festsetzungen alle formalen Regeln und Gesetze,
wie bei den gewohnlichen reellen Zahlen, giiltig sind; da-
gegen gilt fiir unser System 7" das Archimedische Axiom nicht,
da ja, wie grof auch die positive reelle Zahl 4 gewihlt sei,
stets A< 1 bleibt; unser komplexes Zahlensystem 7" ist ein
Nicht-Archimedisches System.

Sind ¢, § irgend zwei Zahlen des Systems 7, und bedeutet
7 die imaginire Einheit /— 1, so heifle

y=ea+f

eine imagindre Zahl sum komplexen System T.

Ist ferner 7 ein Ausdruck von der Gestalt

v=ayf 4 g g,

WO @, (= 0), a;, a,, - - . reelle Zahlen bedeuten und der Ex-
‘ponent ~ der niedrigsten Potenz von / positiv ausfillt, so heiBie
1 eine unendlich kleine Zahl des komplexen Systems T.

Offenbar l4Bt sich stets die unendliche Reihe

oA (r+z‘)2r=+<r+3!z'>%“+...

+,2!

nach steigenden Potenzen von # ordnen, und stellt dann eine
imagindre Zahl zum komplexen System 7" dar; wir bezeich-
nen diese imaginire Zahl mit ¢ +%7, Ist dann noch & irgend-
eine gewohnliche reelle Zahl, so setzen wir

A9, DT . gS+ (L7,

Nunmehr konstruieren wir mit Hilfe des komplexen Zah-
lensystems 7 eine ebene Geometrie wie folgt:

Wir denken uns ein Paar von Zahlen (x, y) des Systems 7"
als einen Punkt und die Verhiltnisse von irgend drei Zahlen
(#:v:w) aus 7, falls %, » nicht beide o sind, als eine Ge-
rade; ferner mége das Bestehen der Gleichung

ux oy +w=o0
ausdriicken, daB der Punkt (x, y) auf der Geraden (x:z: w) liegt.
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Beriicksichtigen wir die obige Festsetzung, derzufolge die
Zahlen in 7"sich ihrer GroBe nach anordnen lassen, so konnen
wir leicht solche Festsetzungen fiir unsere Punkte und Ge-
raden treffen, daB auch die Axiome II der Anordnung simt-
lich erfiillt sind. In der Tat, stellen (#;,5,), (¥, ¥g); (%51 Yg)s - - .
irgendwelche Punkte auf einer Geraden dar, so moge dies
ihre Reihenfolge auf der Geraden sein, wenn die Zahlen x;,
Xgy Xgs - -- 0der 9,,9,,¥, ... in dieser Reihenfolge entweder
bestindig abnehmen bez. wachsen; um ferner die Forderung
des letzten Axioms der Anordnung II 4 zu erfiillen, haben
wir nur notig festzusetzen, daB alle Punkte (x, y), fir die
ux -+ vy + w kleiner oder groBer als o ausfallt, auf der
einen bez. auf der anderen Seite der Geraden (x:2:w) ge-
legen sein sollen.

‘Wenn zwei Punkte 4, B beide zugleich entweder auf der
a-Achse oder auf der y-Achse liegen, so nennen wir die ab-
solute Differenz der Abszissen bez. der Ordinaten dieser bei-
den Punkte ihre Entfernung oder auch die Linge der durch
sie bestimmten Strecke. Nunmehr definieren wir das Abtragen
von Strecken und Winkeln durch die Parallelverschiebungen
und Drehungen der Ebene in sich wie folgt: Die Parallel-
verschiebung wird durch eine Transformation von der Ge-

stalt '=x+a,
y=y+8p
& iy =z iyt et

vermittelt, worin &, § Zahlen in 7, nimlich die Projektionen
der Parallelverschiebung in Richtung der Achsen sind. Die
Drehung der Ebene um den Koordinatenanfangspunkt (0,0)
werde durch die Formel
x F iy’ = 907 (x + 7y)
vermittelt, worin @ irgendeine reelle Zahl bedeutet und 7
irgendeine unendlich kleine Zahl im komplexen System 7'be-
deutet; 9 -+ 7 heiBe der Drehungswinkel dieser Drehung.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 9

oder
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© Zunichst ist klar, daB bei allen Verschiebungen und Dreh-
ungen der Ebene jede Gerade wiederum in eine Gerade iiber-
geht, und zugleich die Anordnung der Punkte auf einer Ge-
raden, sowie ihre Lage zu der Geraden ebenfalls unverin-
dert bleibt.

Es seien nun (x, ) und (x', »’) irgend zwei vom Koordi-
natenanfangspunkt verschiedene Punkte. Die Punkte der Ver-
bindungsgeraden von (x’, ") mit dem Koordinatenanfangs-
punkt werden durch die Koordinaten px’, p»” dargestellt, wo-
rin yp irgendeine Zahl des komplexen Systems 7’ bedeutet.
Wir wollen nun zeigen, daB es stets eine Drehung um den
Koordmatenanfangspunkt gibt, durch welche der Punkt (x,y)
in einen Punkt jener Verbmdungsgeraden iibergeht. Zu dem
Zwecke untersuchen wir die Gleichung

fIH Ny + i) = u(x' + i)
Durch Division mit der konjugiert imaginiren Gleichung folgt
STty _ 2ty

x—-zy x—zy

A+ — £+ Z"i],

oder

worin
. zx—z.x'—{—iy'
§+”7 x4y x'—iy’
E+qP=
folgt, daB &, 5 solche Zahlen in 7" sind, bei deren Darstellung
durch # die niedrigsten Exponenten der Potenzen von />0

sind, und mindestens einer derselben = o0 ausfillt. Wir kénnen
mithin setzen

gesetzt ist. Wegen

E=a+ &,
n=>0+ 7
worin g, 5 gewohnliche reelle Zahlen mit der Quadratsumme 1
und £’, " unendlich kleine Zahlen in 7" bedeuten.
Die reelle Zahl 9 ist durch die Gleichung

N ]



Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck 131

bis auf ganze Vielfache von m, und ferner 7 als unendlich
kleine Zahl in 7" durch die Gleichung
) £+ in’
edit 1 + ai ;;
vollig eindeutig bestimmt. Nach Einsetzung von ¢ und 7 in
die urspriingliche Gleichung folgt p eindeutig als eine Zahl
in 7. Wir sehen daraus, daB es stets eine Drehung von der
gewinschten Beschaffenheit gibt, und daB diese Drehung bis
auf Drehungen um den Winkel x eindeutig bestimmt ist.

Nunmehr nennen wir irgendwelche Strecken und Winkel
einander kongruent oder gleich, sobald es gelingt, dieselben
durch Verschiebungen und Drehungen der Ebene miteinander
zurDeckung zubringen. Unsere obige Entwickelungzeigtdann,
dab die simtlichen Axiome Il erfiilltsind, wobei dasletzte Kon-
gruenzaxiom im engeren Sinne II16 zu verstehen ist. Auch gilt,
wie man sieht, das Parallelenaxiom IV, und aus der Formel fiir
die Drehung kann ferner leicht ersehen werden, daf auch das
Axiom V 2 der Nachbarschaft in unserer Geometrie giiltig ist.

Wir fassen dies wie folgt zusammen:

In unserer Geometrie gelten die simtlichen oben
aufgestellten Axiome dergewdhnlichenebenenGeo-
metrie mit Ausnahme des Archimedischen Axioms
Vi,sojedoch,daBdasAxiomiiberdie Dreieckskon-
gruenz dabei in der engeren Fassung III 6 zu ver-
stehen ist.

‘Wir leiten noch einige weitere Sitze ab, die in unserer
Geometrie giiltig sind:

InunsererGeometriegibteseinenrechtenWinkel,
und jeder beliebige Winkel ist halbierbar.

In der Tat, g ist gewiB ein rechter Winkel, weil derselbe

bei einer Drehung um g in seinen Nebenwinkel iibergeht.
Ebenso leuchtet ein, daB, wenn &7 einen beliebigen Winkel
bedeutet, ~ 4 % die Halfte desselben ist.

9 »
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Wir filhren nun den Begriff der Spiegelung an einer Ge-
raden @ wie folgt ein: Fillen wir von irgendeinem Punkte 4
auf irgendeine Gerade ¢ das Lot und verlingern dieses um
sich selbst iiber den FuBpunkt B hinaus bis A’, so heiBe 4’
der Spiegelpunkt von 4. Wir wihlen zunichst zur Geraden
A a die x-Achse und fiir 4 einen
] Punkt im positiven Quadranten
mit den Koordinaten ¢, §. Der
Winkel 4 O Bzwischen demHalb-
0 T : strahl 04 'und der positiven

T x-Achse sei & 4 17, und zwar
moge der Punkt x =y auf der
x-Achse bei der Drehung um den
Winkel & 4-7 in den Punkt 4iiber-

A gehen, so daB

FOHUITy — o 4 4B
wird. Der Spiegelpunkt 4" des Punktes 4 in bezug auf die
x-Achse hat die Koordinate o, — f. Fiihren wir mithin die

Drehung um den Winkel & 4 z aus, so entsteht aus dem
Punkte 4’ ein Punkt, der durch die imaginire Zahl

FoH ey i) o g = E

dargestellt wird, d. h. der entsprechende Punkt liegt auf der
x-Achse; folglich ist der Winkel 4”0 B ebenfalls gleich &=
und stimmt mithin mitdem Winkel 4 O Biiberein. Wirsprechen
dies Resultat wie folgt aus:

Wenn in zwei symmetrisch liegenden rechtwink-
ligen Dreiecken die beiden Katheten iibereinstim-
men, so sind auch die entsprechenden Winkel an
der Hypotenuse einander gleich.

Wir folgern hieraus zugleich den allgemeineren Satz:

Im Spiegelbilde einer Figur stimmen die Winkel
stetsmitdenentsprechenden Winkeln derurspriing-
lichen Figur iiberein.
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Es sei ¢ irgendeine Gerade durch den Anfangspunkt O,
und & + 7 sei der Winkel zwischen ¢ und der x-Achse:
dann erhilt man zu dem beliebigen Punkt (%, ») den Spie-
gelpunkt in bezug auf die Gerade ¢, indem man die Ebene
zunichst um den Winkel — 9 — ¢ dreht, sodann an der x-
Achse spiegelt und schlieflich die Ebene um den Winkel
¥+ ¢ drebt. Die Ausfihrung dieser Operationen liefert der
Reihe nach aus der imagindren Zahl x + 7y die Zahlen

I gy), AI-(-DE(y gy,
FITATNTAI =D — 1y) — RIO+D (x — 7y);

mithin wird die Spiegelung an der Geraden ¢ durch die
Formel

x' iy = A+ (x —jy)
fiir den Spiegelpunkt vermittelt.

Nun mégen e,, g, ebenfalls zwei Gerade durch den An-
fangspunkt O und & + 7, bez. &+ 7, die Winkel bedeu-
ten, die diese Gerade mit der x-Achse einschlieBen. Fiihren
wir der Reihe nach die Spiegelungen an der Geraden g, ¢,, 4,
aus, so wird die entsprechende Transformation des Punktes
(x, ¥) durch die Formel

x'+ z'y'= 5”(3"‘91"‘924'"11""2)(.:\: - U’)

vermittelt, und hieraus entnehmen wir das folgende Resultat:

Wenn man an irgend drei durch einen Punkt
gehenden Geraden nacheinander die Spiegelung
ausfiihrt, so ist die dann entstehende Transfor-
mation der Ebene wiederum eine Spiegelung.

Aus diesem Satze beweisen wir leicht die weiteren Sitze:

Die Mittelsenkrechten auf den drei Seiten eines
Dreieckes treffen sich in einem Punkt.

Wenn in einem Vierecke 4B CD ohne einsprin-
gende Ecken die Winkel 4CZ und 4DF5 iiberein-
stimmen, so sind auch die Winkel #4C und BDC
einander gleich.
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Die genannten Sitze geniigen, um die Proportionenlehre
ohne Hilfe des Satzes vom gleichschenkligen Dreieck zu
begriinden; man hat nur notig, den in meiner Festschrift
»Grundlagen der Geometrie® (§§ 14—16) dargelegten Be-
weis in geeigneter Weise abzuindern, was leicht geschehen
kann. Wir erkennen hieraus, daB es zur Begriindung der
Proportionenlehre in der ebenen Euklidischen Geometrie
nicht des vollstindigen Axioms von der Dreieckskongruenz
im weiteren Sinne III 6% bedarf, sondern daf dazu die-
jenigen Bestandteile dieses Axioms hinreichen, die in den
eben genannten Sitzen enthalten sind.

Der Fundamentalsatz der Proportionenlehre lautet:

Schneiden zweiParallele aufdenSchenkelneines
beliebigen Winkels die Strecken a, 6 bez. a’, 8" ab, so
gilt die Proportion '

atb=a":b.

Umgekehrt, wenn vier Strecken a, &, &', 6’ diese
Proportion erfiilllen, und @, ¢” und &, 4" je auf einem
Scheitel eines beliebigen Winkels abgetragen wer-
den, so sind die Verbindungsgeraden der End-
punkte von g, & bez.von ¢, 5" einander parallel

Dieser Satz konnte auch direkt aus dem Umstande ab-
-geleitet werden, daf in unserer Geometrie die Geraden durch
lineare Gleichungen definiert sind, und zugleich erkennen
wir hieraus diese Tatsachen:

In unserer Geometrie gelten die Schnittpunkt-
satze von Pascal und Desargues, und daher iiber-
haupt alle Sidtze der projektiven Geometrie.

‘Wir kommen nun zu der wesentlichsten Frage, ob in un-
serer Geometrie der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel
des gleichschenkligen Dreieckes gilt.

Zum Zwecke dieser Untersuchung sei ¢ eine Gerade durch
den Koordinatenanfang O, die mit der x-Achse den Winkel
¥ -+ v einschlieBt; ferner sei 4 ein Punkt auf z so, daB die
Strecke 04 = 1 ausfillt, und A4’ sei der Spiegelpunkt von
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4 in bezug auf die x-Achse. Um die Koordinaten (x, ) des
Punktes 4 zu berechnen, bedenken wir, daB die Drehung
um den Winkel — & — 7 den Punkt 4 in den Punkt mit
den Koordinaten 1, o iiberfihren muB; wir haben mithin

e—:‘&-(1+:')¢(x + z.y) —T
und folglich
x + z}, _— e£9+(1+l)¢’
d. h.
x = 0B = ¢*cos (& + 1),
y=AB = A'B = ¢*sin (¢ + 7).

Um die Lange der Strecke OA4" zu berechnen, bedenken
wir, daB 4’ die Koordinaten x, — » besitzt; die Drehung
um den Winkel & + 7 liefert mithin

FIHANT (g iy = ATHAHOT I+ U7 L7,

d. h. die Strecke 04’ fillt gleich ¢*? aus, und sie unter-
scheidet sich mithin von der Strecke 1 um eine unendlich
kleine von o verschiedene komplexe Zahl.

‘Wir ersehen hieraus, daf im allgemeinen inzweisym-
metrisch liegenden rechtwinkligen Dreiecken mit
ibereinstimmenden Kathetendie Hy- 4
potenusen voneinander verschieden
ausfallen, und mithin bei der Spiege- i
lunganeinerGeradendieStrek-
ken im Spiegelbilde denjeni- “dir B

geninderurspringlichenFigur
nicht notwendig gleich sind.

In unserer Geometrie gilt nicht der Satz vom
gleichschenkligen Dreteck und also auch nicht
das Axiom von der Kongruenz der Dreiecke im A
weiteren Sinne.

Wir erortern noch in unserer Geometrie die Euklidische
Lehre vom Flicheninhalt der Polygone und den Satz von der
Geraden als der kiirzesten Verbindung von zwei Punkten.
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Was die erste Frage betrifft, so mbgen zwei Polygone zer~
legungsgletch heifien, wenn sie in eine endliche Anzahl von
Dreiecken zerlegt werden konnen, die paarweise einander -
kongruent sind, und zwei Polygone mdgen inkaltsgleich heifien,
wenn es moglich ist, zu denselben zwei zerlegungsgleiche
Polygone zuzﬁfﬁge‘n, so daB die beiden zusammengesetzten
Polygone einander zerlegungsgleich sind.

Aus diesen Definitionen wird leicht die Inhaltsgleich- -
heit zweier Dreiecke mit gleicher Grundlinie und
gleicher Hohe bewiesen.

Auch gilt in unserer Geometrie der Pythagori-
ische Lehrsatz, demzufolge die beiden Quadrate
iiber den Katheten irgendeines rechtwinkligen
Dreieckes 'zusaimmen inhaltsgleich dem Quadrate
iber der Hypotenuse sind. Denn wir erkennen, daB in
dem Euklidischen Beweise des Pythagoriischen Lehrsatzes
durchweg nur die Kongruenz von gleichliegenden Dreiecken,
und mithin nur das Axiom iiber die Dreieckskongruenz im
engeren Sinne benutzt wird,

‘Wenden wir den Pythagoriischen Lebrsatz auf die beiden
vorhin konstruierten symmetrisch liegenden rechtwinkligen
Dreiecke 0428 und O4’B (Fig.S. 135) an, so folgt, dab
die Quadrate iiber den beiden Hypotenusen OA4 = 1 und
0 A’ = 2% einander inhaltsgleich sind, d.h. es gibt in un-
serer Geometrie Quadrate, derenSeiten sich um un-
endlich kleine von o verschiedene Zahlen unter-
scheiden und die dennoch einander inhaltsgleich
sind.

Infolgedieses Umstandeshatinunserer Geometrie
derfundamentaleSatz Euklids, wonachzweiinhalts-
gleiche Dreiecke mit gleicher Grundlinie stets von
gleicher Hohe sind, ebenfalls keine Giiltigkeit.

Unsere Geometrie fiihrt uns mithin zu folgender Erkenntnis:

Ls ist unmisglich, auf das Axiwom der Dredeckskongruenz im
engeren Sinne die Euklidische Lehre vom Flicheminhalt zu begriin-
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476.", selbst wenn man die Giiltighett der Proportionenlehre hinzu-
mmmt.

In meiner Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie habe ich
den Satz Euklids von der Gleichheit der Hohen in inhalts-
gleichen Dreiecken auf gleicher Grundlinie dadurch bewie-
sen, daB ich den Begriff des FlichenmaBes einfiihrte. Dieses
FlachenmaB habe ich als das halbe Produkt aus Grundlinie
und Hohe definiert. Der Nachweis, daB diese GroBe davon
unabhdngig ist, welche Seite des Dreiecks man als Grundlinie
wahlt, erfordert in der Tat die Benutzung symmetrisch ge-
legener dhnlicher Dreiecke, und mithin das Axiom iber die
Dreieckskongruenz im weiteren Sinne.

Da in unserer Geometrie die bekannte Beziehung zwischen
der Hypotenuse und den Katheten eines rechtwinkligen Drei-
ecks, welche in der gewohnlichen Geometrie aus dem Pytha-
goriischen Lehrsatz geschlossen wird, nicht gilt, so mochte ich
unsere Geometrie eine NVicht-Pythagoriische Geometrie nennen.

Eine weitere Folgerung, die Euklid aus dem Satze von
der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
zieht, ist der Satz, daB in jedem Drejeck die Summe zweier
Seiten groBer als die dritte ausfillt. Um die Giiltigkeit dieses
Satzes in unserer Geometrie zu priifen, nehmen wir in dem
rechtwinkligen Dreieck 0A4'B (Fig. S. 135) & = 0, so daB
die Hypotenuse 04’ mit der Kathete OB den unendlich
kleinen von o verschiedenen Winkel v einschlieBt. Wir er-
halten dann die Summe der beiden Katheten durch die kom-

plexe Zahl
¢*(cos v + sin 1)

=(1 +1;+1;+---)(1——?-{—---—(—1—%3-{----)
=142t 4224

ausgedriickt, und diese Zahl ist offenbar um eine unendlich
kleine von o verschiedene Zahl kleiner als die Hypotenuse

0A = e2%=1 +21+g12..|_....
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Der Satz, wonach die Summe zweier Seiten in
jedem Dreieck groBer als die dritte ist, gilt also
nicht in unserer Geometrie.

Wir erkennen hieraus die wesentliche Abhdngigkeit dieses Satzes
von dem Axiom diber die Dreieckskongruens im weiteren Sinne.

‘Wir fassen die hauptsachlichsten aus unserer Nicht-Pytha-
gordischen Geometrie entspringenden Resultate zusammen
wie folgt:

Verstehen wir das Axtom diber die Dreieckskongruens im engeren
Sinne und nehmen wir von den Stetigheitsaxiomen nur das Axiom
der Nachbarschaft als giiltig an, dann ist der Satz von der Gleich-
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck nicht beweishar,
selbst dann nicht, wenn wir die Lehre von den Proportionen als
giiltig voraussetzen, Ebensowenig folgt die Euklidische Lehre von
den Flicheninkalten; auch der Satz wonack die Summe zweier Setten
im Dreteck grifier als die dritte ausfilit, ist keine notwendige Folge
der gemachten Annahmen.

‘Wir wollen noch eine andere Nicht-Pythagoriische Geo-
metrie konstruieren, die sich von der eben behandelten Geo-
metrie dadurch unterscheidet, daf in ihr das Archimedische
Axiom (V 1), dagegen nicht das Axiom von der Nachbar-
schaft (V 2) giltig ist.

Man betrachte den Bereich © aller derjenigen algebra-
ischen Zahlen, welche hervorgehen, indem man von der
Zahl 1 ausgeht und eine endliche Anzahl von Malen die vier
Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und die fiinfte Operation }/'1 + w® anwendet, wobei
o jedesmal eine Zahl bedeuten kann, die vermoge jener finf
Operationen bereits entstanden ist.

‘Wir denken uns ein Paar von Zahlen x, y ausQ als einen
Punkt und die Verhiltnisse von irgend drei Zahlen (x: 7 :w)
aus R, falls #, » nicht beide o sind, als eine Gerade; ferer
moge das Bestehen der Gleichung

ux 4 vy +w=o0
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ausdriicken, da8 der Punkt (%, ») auf der Geraden (z:v:w)
liegt.

Die Anordnung der Punkte und Geraden, sowie die Fest-
setzung dber die Parallelverschiebung treffen wir genau wie
vorhin, dagegen weichen wir von der fritheren Festsetzung
hinsichtlich derDrehung um einen Punktin folgender Weiseab:

Wir fassen die Punkte der Geraden x = I ins Auge; da
dieselben ein abzihlbares System bilden, so konnen wir sie
in diese Reihe bringen: 7,, &, 7, .... Es sei dann allgemein
9, der Winkel, unter welchem die Verbindungslinie des Punk-
tes #;, mit dem Koordinatenanfang die x-Achse schneidet.
Wir wihlen nun aus der Reihe &, dg5 O3, . . . eine solche
Reihe :3'&1, 8,:2, ’91;,’ ... aus, dabB fiir keinen Wert von 7 eine

Gleichung von der Gestalt
&, =7n + nd ++ Ta—1P,_
bestebt, wo 7, ;, 73, .., 7, _, Tationale Zahlen sind, wihrend

andererseits fiir jedes % sich ein Wert von » bestimmen 1aBt,
so daB

1

B=rm 4 rd, +nd 78

besteht, wobei 7, 7, 7, . . ., 7, Tationale Zahlen sind.

Die Drehung unserer Ebene um den Winkel 9, werde
dann durch die Formel
vermittelt. &' iy = P (x4 1)

Es stellt sich heraus, daB in dieser Geometrie simtliche
Axiome I bis IV erfiillt sind, wenn das Axiom iiber die
Dreieckskongruenz im engeren Sinne III 6 verstanden wird.
AuBerdem gilt das Archimedische Axiom V 1, dagegen nicht
das Axiom der Nachbarschaft V 2. Auch die oben genannten
Sitze und die aus diesen zu ziehenden Forderungen, ins-
besondere die Proportionslehre ist giiltig. Dagegen gilt nicht
der Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenk-
ligen Dreieck, und folglich auch ‘nicht die Euklidische Lehre
vom Flicheninhalt. Der Satz, daf die Summe zweier Seiten
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grofer als die dritte ist, gilt in unserer Geometrie ebenfalls
nicht, da ja aus diesem Satze das Axiom der Nachbarschaft
V 2 notwendig folgen wiirde.

Zur Giiltigheit des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel
im gleichschenkligen Dreleck sind mithin beide Stetigheiisaxiome
V 1, V 2 erforderlick: in der Tat haben wir in dem fritheren
Beweise am Anfange dieser Untersuchung (S. 124—127)
jedes dieser beiden Axiome benutzt.

Wir haben oben (vgl.S. 123) erwahnt, daff aus dem Drei-
eckskongruenzaxiom in der engeren Fassung III 6 und
den vorangehenden Axiomen notwendig das Kongruenz-
axiom III 6% und mithin allgemein die Kongruenz der Fi-
guren in der weiteren Fassung folgt, sobald wir den Satz
von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck als giltig annehmen. Es erscheint mir bemerkenswert,
da8 diese Ergénzung des Kongruenzaxioms in der engeren
Fassung III 6 noch auf eine ganz andere Weise geschehen
kann, nimlich mittels einer sehr anschaulichen Forderung,
deren Inhalt wesentlich mit dem in den Grundlagen von mir
bewiesenen Satz 33 (S.61) iibereinstimmt und die anderer-
seits, wie wir in dieser Note (vgl. S. 136) gezeigt haben, nicht
eine Folgerung der Kongruenzsitze im engeren Sinne ist.

Es seien die Begriffe ,zerlegungsgleich“ und ,inhalts-
gleich® wie in § 18 der,,Grundlagen der Geometrie* definiert
— 8o jedoch, dafl dabei der Kongruenzbegriff im engeren
Sinne zu verstehen ist. Dementsprechend werden im Folgen-
den stets nur das Kongruenzaxiom in der engeren Fassung
III 6 und die vorangehenden Axiome I, II, III 1—35, sowie
das Parallelaxiom IV angewandt.

Die fragliche Forderung, die dann als Erginzung dienen
soll, lautet:

Axiom der Einlagerung. Ein Polygon ist niemals mit einem
Polygone zerlegungsgleick, dessen Begrenzung innere Punkle, je-
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dock Reine Guferen Punkte des ersteren Polygons enthill d. h. das
dem ersteren eingelagert ist,

Zunéchst folgt aus diesem Axiom leicht der Satz:

Ein Polygon ist niemals mit einem Polygone inhalts-
gleich, das dem ersteren Polygone eingelagert ist.

In der Tat, wiare ein Polygon 2 dem innerhalb Pgelegenen
Polygon Q inhaltsgleich, so miiBten zwei einander zerlegungs-
gleiche Polygone 2’ und Q’ existieren, so daB das Polygon
P+ P’ mit dem Polygon Q + Q’ zerlegungsgleich wire.
Da dann auch P4 P’ mit P4 Q' zerlegungsgleich wire,
so miBten auch die Polygone P4 Q' und Q -+ Q' zer-
legungsgleich sein, was dem aufgestellten Axiom der Ein-
lagerung widerspricht.

Nunmehr beweisen wir der Reihe nach die folgenden
Satze:

Wenn in einem Dreieck 4BC die beiden Winkel
bei Aund B einander gleich sind, so sind auch stets
die diesen Winkeln gegeniiberliegenden Seiten ein-
ander gleich.

Zum Beweise bestimmen wir auf 48 die Punkte £ und
D, so daB AD = BCund B E= AC wird. Nach dem ersten
Kongruenzsatze in der engeren Fassung folgt die Kongruenz
der Dreiecke D ACund CB £; diese c
beiden Dreiecke sind mithin auch
inhaltsgleich. Wir schlieBen hieraus,
daB auch ihre Grundlinien 4.0 und
BFE miteinander iberein-
stimmen. Wire dies ndmlich
nicht der Fall und nehmen 4
wir etwa 4D’ = BE, so wiir-
de nach dem bekannten Eu-
klidischen Verfahren (vgl. S. 55) folgen, daB die beiden Drei-
ecke AD’ C und B LEC einander inhaltsgleich sind. Dann aber
miiBten auch die Dreiecke 40 C und 4D’ C einander inhalts-
gleichsein, was demvorhinausunserem Axiom der Einlagerung
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gewonnenen Satze widerspricht. Die Gleichheit der Strecken
AD und BE fiihrt unmittelbar zu der von uns aufgestellten
c Behauptung.
WennineinemDreieck 48C
die beiden Seiten ACund BC
einander gleich sind, so sind
auch stets die diesen
Seiten gegentiberlie-
pray & genden Winkel ein-
A4 BB ,nder gleich.
Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, daf der Winkel
X CARB groBer als I CB A sei. Sodann bestimmen wir auf
der Geraden 4B die Punkte 4’ und B’ derart, daB

KX CA'B=<CBRAund L CB'A= < CAB
wird. Nach dem vorhin bewiesenen Satze ist mithin
CA'= CB und CB' = C4,
und hieraus folgt mit Benutzung der Voraussetzung:
(1% CA = CPB’.
‘Wenden wir den Satz vom AuBenwinkel auf die Dreiecke
ACA’ und BCB’ an, so erhalten wir die Gleichungen
L ACA =L CAB — X CA'B

und

X BCB =< CB’'A— < CBA;
mithin ist
(2% X ACA'= I BCB'.

Die Formeln (1*) und (2%) in Verbindung mit der Voraus-
setzung lehren, dafh die Dreiecke 4C4’ und BCA’ im
engeren Sinne miteinander kongruent sind; dann aber wire
auch insbesondere '

<L A4'C= < BB'C.
Diese Folgerung ist ein Widersinn, da die beiden Winkel
bzw. innerer Winkel und nicht anliegender AuBenwinkel im
Dreieck A’B’C sind.
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Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen, und wir erkennen
zugleich, daB die Dreieckskongruenzsitze im weiteren Sinne
eine notwendige Folgerung aus dem Kongruenzaxiom in der
engeren Form ITI6 sind, wenn man noch das obige anschau-
liche Axiom der Einlagerung betreffend den Begriff der Zer-
legungsgleichheit zu Hilfe nimmt.

Mit Hilfe der beiden Stetigkeitsaxiome V 1 und V 2 ist es
noch nicht moglich, die ebene Geometrie als identisch mit
der gewohnlichen analytischen ,,Cartesischen“ Geometrie
nachzuweisen, in derje dem Zahlenpaar ein Punkt der Ebene
entspricht. Zu diesem Nachweise ist aber weder das Axiom
vom Dedekindschen Schnitte noch das Axiom von der Exi-
stenz der Grenzpunkte notwendig; vielmehr geniigt es, das
Axiom V 2 durch das Axiom allgemeineren Charakters zu
ersetzen, welches ich bereits in den ,,Grundlagen der Geo-

metrie“!) aufgestellt und Axiom der Vollstindigkeit genannt
habe.

1) §8 S.22; man vergleiche auch meinen Vortrag iiber den Zahl-
begriff; Berichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900. (An-
hang VL)
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Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefsky-
schen Geometrie.
[Abgedruckt aus Math. Ann, Bd. 57.]

In meiner Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie« Kap.I
(S. 2—23)?) habe ich ein System von Axiomen fiir die Eukli-
dische Geometrie aufgestellt und dann gezeigt, daf lediglich
auf Grund der die Ebene betreffenden Bestandteile dieser
Axiome der Aufbau der ebenen Euklidischen Geometrie mog-
ii(_:h ist, selbst wenn man die Anwendung der Stetigkeits-
axiome vermeidet. In der folgenden Untersuchung ersetze ich
das Parallelenaxiom durch eine der Bolyai-Lobatschefsky-
schen Geometrie entsprechende Forderung und zeige dann
ebenfalls, daf ausschliefilichk auf Grund der ebenen Axiome okne
Anwendung von Sletigheitsaxiomen die Begriindung der Bolyai-
Lobatschefskyschen Geometrie in der Ebene miglick ist.%)

1) Vergleiche auch meine Abhandlung ,Uber den Satz von der
Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck®. Procee-
dings of the London Mathematical Society, Bd. 35. 1903 (Anhang II).

2) Inzwischen ist das entsprechende Problem auch unabhingig
von dem die Bolyai-Lobatschefskysche Geometrie kennzeichnenden
Axiom IV S. 147 untersucht worden. Zunichst hat M. Dehn in der
Abhandlung ,,Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke Math, Ann.
Bd. 60 fiir die ebene elliptische Geometrie ohne Anwendung von
Stetigkeitsaxiomen die Lehre von demn Flicheninhalten begriindet;
sodann gelang es G.Hessenberg, in der Abhandlung ,,Begriindung
der elliptischen Geometrie Math. Ann. Bd. 61 unter denselben Vor-
aussetzungen auch den Nachweis der Schnittpunktsitze fiir die ebene
elliptische Geometrie zu erbringen, und endlich hat J. Hjelmslev
in der Abhandlung ,Neue Begriindung der ebenen Geometrie® Math.
Ann, Bd. 64 gezeigt, daBi die ebene Geometrie sich ohne Stetigkeits-
axiome und sogar ohne irgendeine Annahme iiber die sich schneiden-
den oder nicht schneidenden Geraden aufbauen lift.
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Diese neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen
Geometrie steht, wie mir scheint, auch hinsichtlich ihrer Ein-
fachheit den bisher bekannten Begriindungsarten, nimlich
derjenigen von Bolyai und Lobatschefs ky, die beide sich
der Grenzkugel bedienten, und derjenigen von F.Klein mit-
tels der projektiven Methode nicht nach. Die genannten Be-
grindungen benutzen wesentlich den Raum sowohl wie die
Stetigkeit.

Zur Erleichterung des Verstindnisses stelle ich nach meiner
Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie® die Axiome der
ebenen Geometrie zusammen, wie folgt:

1. Axiome der Verkniipfung.

1 1. Zwe: voneinander verschiedene Punkie A und B bestimmen
stels eine Gerade.

I 2. Irgend zwei voneinander verschiedine Punkie einer Geraden
bestimmen diese Gerade.

1 3. Auf jeder Geraden gibt es wenigstens swei Punkte. Es gibt
wenigstens drer Punkle, welche nicht in einer Geraden liegen.

II. Axiome der Anordnung.

1. Wenn A, B, C Punkie einer Geraden sind und B zwischen
A und C liegt, so liegt auch B zwischen C und A.

1L 2. Wenn A und B zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt
es wenigsiens einen Punkt C, der swischen A und B liegt, und
wenigstens einen Punkt D, so dafy B zwischen A und D liegt.

II 3. Unter irgend drei Punkien einer Geraden gibt es stels einen
und nur einen Punkt, der zwischen den beiden anderen liegt.

Erklirung. Die zwischen zwei Punkten 4 und Z ge-
legenen Punkte heifen auch die Punkte der Stecke AB
oder B A.

11 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linic gelegene Punkte
und a eine Gerade, die keinen der Punkte A, B, C trifft; wenn dann
diese Gerade durch einen Punkt der Strecke AB gekht, so geht sie
gewif auch durch einen Punkt der Strecke B C oder der Strecke AC.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 10
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III. Axiome der Kongruenz.

Erklirung. Jede Gerade zerfillt von irgendeinem ihrer
Punkte aus in zwei Halbgerade (Halbstrahlen) oder Hdlften.

I 1. Wenn A, B zwei Punkte der Geraden a sind und A’ ein
Punkt einer Geraden a’ ist, so kann man auf einer gegebenen Hilfte
der Geraden o’ von A’ aus stets einen und nur einen Punkt B’ finden,
50 dafp die Strecke AB der Strecke A’ B’ kongruent oder gleich ist,
in Zeichen:

AB=4'R.
Jede Sirecke ist sich selbst kongruent; in Zeicken:
AB = AB wund BA= AB.

101 2. Wenn die Strecke AB sowokl der Strecke A'B’ als auch
der Strecke A”B" kongruent ist, so ist auch A'B’ der Strecke
A"B" kongruent. '

I 3. £s seien AB und BC zwet Strecken okne gemeinsame
Punkte auf a und ferner A’B" und B'C’ zwei Strecken okne ge-
meinsame Punkte auf einer Geraden a'; wenn dann AB=A'B’
und BC= B'C', so ist auch AC= A'C". »

Erklarung. Ein von einem Punkte 4 ausgehendes Paar
von Halbgeraden %2 und. %, die nicht zusammen eine Gerade
ausmachen, nennen wir einen Winke/ und bezeichnen ihn

entweder mit
<X (k&) oder < (kA).

Die Punkte der Ebene, welche beziiglich % auf derselben
Seite wie % und zugleich beziiglich % auf derselben Seite wie
% liegen, bilden den Winkelraum von <z (kk).

M1 4. Es sei ein Winkel (hk), eine Gerade a und eine bestimmie
Seite von a’ gegeben. Es bedeute k' eine Halbgerade der Geraden
a’, die vom Punkte O ausgeht: dann gibt es eine und nur eine Halb-
gerade k', so dafy der Winkel (k) dem Winkel (h'E’) kongruent
oder gleich ist, in Zeichen:

K (hh) = < (')
und daf} sugleich alle Punkte des Winkelraums von < (B'¥') auf
der gegebenen Seite von a” legen.
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Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, in Zeichen:
X (hh) = X (hk) und < (RR) = < (kE).

I 5. Wenn ein Winkel (kk) sowohl dem Winkel (h'k’) als auch
dem Winkel (h'' k") kongruent ist, so ist auch der Winkel (h'}') dem
Winkel (k" k") kongruent.

I 6. Wenn fiir swei Dretecke AB Cund A’ B’ C' die Kongruenzen

AB=A'B', AC=A4'C" und X BAC=<B'AC
gellen, so gilt auch stets

X ABC= A'B'C’ und <L ACB=<A'C'B".

Aus den Axiomen I—III folgen leicht die Sitze iiber die
Kongruenz der Dreiecke und iber das gleichschenklige
Dreieck, und zugleich erkennt man die Moglichkeit, ein Lot
zu errichten oder zu fillen, sowie eine gegebene Strecke oder
einen gegebenen Winkel zu halbieren. Insbesondere folgt auch
wie bei Euklid der Satz, daB in jedem Dreieck die Summe
zweier Seiten groBer als die dritte ist.

IV. Axiom von den sich schneidenden und nicht
schneidenden Geraden.

‘Wir sprechen nun das Axjom, welches in der Bolyai-Lobat-
schefskyschen Geometrie dem Parallelenaxiom der Eukli-
dischen Geometrie entspricht, wie folgt, aus:

IV. Ist b eine beliebige Gerade und Aein nicht auf ithr gelegener
Punkt, so gibt es stets durch A zwei Halb~
gerade ay, a,, die nicht ein und dieselbe A
Gerade ausmachen und die Ge- ‘\“ .
rade b nicht schneiden, wihrend 5 \ B =

. 3 = 2
jede in dem durch ay,aq gebil- i —
deten Winkelraum gelegene, von A ausgehende b %
Halbgerade die Gerade b schneidet. 3

Erklarung. Die Gerade & zerfalle von 1rgende1nem ibrer
Punkte B aus in die beiden Halbgeraden &, , b,, und es mogen
a;, b, auf der einen und a,, b, auf der anderen Seite der

‘ 10%
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Geraden 4B liegen: dann soll die Halbgerade a, zu der Halb-
geraden 4, und ebenso die Halbgerade a, zu der Halbgeraden
b, parallel genannt werden; desgleichen sagen wir, es seien
die beiden Halbgeraden a;, 2, zu der Geraden b paralle/ und
auch von jeder der beiden Geraden, von denen ¢, bez.a, Halb-
gerade sind, sagen wir, dal sie zu & parallel sind.

Es folgt sofort die Richtigkeit folgender Tatsachen:

Wenn eine Gerade oder Halbgerade zu einer anderen Ge-
raden oder Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese
zu jener parallel. .

Wenn zwei Halbgerade einer dritten Halbgeraden parallel
sind, so sind sie untereinander parallel.

Erklirung. Jede Halbgerade bestimmt ein £#de; von allen
Halbgeraden, die zueinander parallel sind, sagen wir, daB sie
dasselbe Ende bestimmen. Eine vom Punkte 4 ausgehende
Halbgerade mit dem Ende o werdeallgemein mit (4e) bezeich-
net. Eine Gerade besitzt stets zwei Enden. Allgemein werde
eine Gerade, deren Enden « und § sind, mit (¢, §) bezeichnet.

Wenn 4, B und 4’, B’ zwei Punktepaare und ¢ und ¢ zwei
Enden von der Art sind, daB die Strecken 45 und 4’8’ ein-
ander gleich sind und tberdies der von 4.8 und der Halb-
geraden (4,«) gebildete Winkel gleich dem von 4’8" und der
Halbgeraden (4’,«) gebildeten Winkel wird, so ist, wie man
leicht erkennt, stets auch der von B4 und (5,«) gebildete
‘Winkel gleich dem von B°4" und (B’¢’) gebildeten Winkel;
diebeiden Figuren 4 8 cund 4" 2« heiBen einander kongruent.

Endlich definieren wir noch in bekannter Weise den Be-
griff des Spiegelbildes:

Erklirung. Wenn wir von einem Punkte aus auf eine Ge-
rade das Lot fillen und dieses iiber seinen FuBpunkt hinaus
um sich selbst verlingern, so heile der entstehende Endpunkt
das Spiegelbild des urspriinglichen Punkies an jener Geraden.

Die Spiegelbilder fiir die Punkte einer Geraden liegen
wiederum auf einer Geraden; diese heifie das Sprege/bild der
urspriinglichen Geraden.
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§ 1.
Hilfssiitze.

‘Wir beweisen zunichst der Rejhe nach folgende Hilfsséitze:

Satz 1. Wenn zweiGerade eine dritte Gerade untergleichen
Gegenwinkeln schneiden, so sind sie gewiB nicht zueinander
parallel.

Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, daB die beiden Ge-
raden nach einer Richtung hin zueinander parallel wiren.
Fidhren wir dann um die Mitte der auf der dritten Geraden
ausgeschnittenen Strecke eine Halbdrehung aus, d. h. kon-
struieren wir iiber der anderen Seite jener Strecke das be-
treffende kongruente Dreieck, so wiirde folgen, dafi die beiden

ersteren Geraden auch nach der anderen Richtung hin zu-
einander parallel sind, und dies wiederspriche dem AxiomIV.

Satz 2. Wenn irgend zwei Gerade a, b vorgelegt sind, die
sich weder schneiden noch zueinander parallel sind, so gibt
es stets eine Gerade, welche auf beiden zugleich senkrecht
steht.

Beweis. Von irgend zwei Punkten 4 und 2 der Geraden
2 fillen wir die Lote 48 und PB’ auf die Gerade . Es sei
das Lot PB’ groBer als das Lot AB; dann tragen wir 48
von B’ aus auf B’2 ab bis 4’, so daB der Punkt 4’ zwischen
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Pund B’ liegt. Nunmehr konstruieren wir die Gerade ¢” durch
A’, welche B’A4’ in A’ unter demselben Winkel und in dem-
selben Sinne wie die Gerade ¢ das Lot B4 in A4 schneidet.
‘Wir wollen beweisen, daB diese Gerade 2’ notwendig die Ge-
rade a treffen muf. ]

Zu dem Zwecke bezeichnen wir diejenige Halbgerade, in
welche ¢ von P aus zerfillt und auf welcher der Punkt 4 liegt,
mit ¢, und ziehen dann von 7 aus eine Halbgerade /4 parallel
zu a,. Ferner sei 2’ diejenige Halbgerade, welche von &’ unter
demselben Winkel gegen 4 und nach derselben Richtung wie
% von B ausgeht. Da nach Satz 1 die Halbgerade %’ nicht
zu % und daher auch nicht zu ¢, parallel ist und auch % gewif
nicht schneidet, so schneidet sie, wie man im Hinblick auf
Axiom IV leicht erkennt, notwendig a,; es sei 7" der Schnitt-
punkt der Halbgeraden %’ und ¢,. Da ¢’ wegen unserer Kon-
struktionen parallel zu %’ ist, so muB nach Axiom II 4 die Ge-
rade ¢’ das Dreieck PRB’7 durch.die Seite P7 verlassen,
womit der gewiinschte Nachweis erbracht ist. Wir wollen den
Schnittpunkt der Geraden @ und o’ mit Q bezeichnen.

Von Q fillen wir das Lot QR auf 4; sodann tragen wir
B’'R von B aus auf b bis zum Punkte R’ ab, so daB auf 4
die Richtung & nach R’ dieselbe, wie die von B’ nach R
ist. Ebenso tragen wir die Strecke 4’Q von 4 aus auf ¢ in
derselben Richtung bis Q" ab. Suchen wir dann die Miften
M und IV der Strecken Q Q' bez. RR’, so liefert deren Ver-
bindungsgerade MV das gesuchte gemeinsame Lot auf ¢
und .

In der Tat, aus der Kongruenz der Vierecke 4'B'QR
und 4B Q'R’ folgt die Gleichheit der Strecken QA& und
Q'R’, sowie die Tatsache, daB Q’R’ auf & senkrecht steht.
Hieraus wiederum erschlieBen wir die Kongruenz der Vier-
ecke QRMN und Q'R'MN, und damit ist die aufgestellte
Behauptung und zugleich der Satz 2 vollstindig bewiesen.

Satz. 3. Wenn irgend zwei zueinander nicht parallele
Halbgeraden vorgelegt sind, so gibt es stets eine Gerade,
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welche zu diesen beiden Halbgeraden parallel ist, d. h. es
gibt stets eine Gerade, die zwei vorgeschriebene Enden «

und g besitzat.
Beweis. Wir ziehen durch irgendeinen Punkt O zu den
vorgelegten Halbgeraden Parallele und tragen auf diesen von
O aus gleiche Strecken ab, etwa bis 4 und B, so da8
OA= 0B
wird und die von O aus durch 4 gehende Halbgerade das
Ende ¢ und die von O aus durch B gehende Halbgerade das
Ende f§ besitzt. Sodann verbinden wir den Punkt 4 mit dem

Die erstere Halbie-
rungslinie werde mit
a, die letztere mit &

Ende fund

halbieren den \ — :
Xllzlzzlizv:jcvtgin A \\ "‘. ,. bezeichnet. Aus der
% / .
ausgehenden Halb- N4 / ?;Zingj; uizrogla
geraden; desgleichen A\ [ st die Gleichheit
verbinden wir den L Ao BT
Punkt Z mitdemEnde & 5o €L -
undhalbieren den Winkel %/ K (0A4P)=(0Ba),
Vi X(edp=X(Bp),
| und aus letzterer

zwischen den beidenvon 2
ausgehenden Halbgeraden.
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Gleichung entnehmen wir auch 'die Gleichheit der Winkel,
die durch die Halbierungen entstanden sind, namlich

X (wde) = X (@4p) = X («BY) = X (< BP)

Es kommt zunichst darauf an, zu zeigen, daB die beiden
Halbierungslinien ¢ und 4 sich weder schneiden noch zu-
einander parallel sind.

Wir nehmen an, ¢ und & schnitten sich im Punkte A4 Da
OAPRB nach Konstruktion ein gleichschenkliges Dreieck ist,
so folgt

X BAO =< ABO
und hieraus nach den vorigen Gleichungen

X BAM = L ABM;
mithin ist

AM = BM.

Verbinden wir nun M mit dem Ende « durch eine Halb-
gerade, so folgt aus der letsteren Streckengleichung und
wegen der Gleichheit der Winkel < (« AM) und (o5 M) die
Kongruenz der Figuren « AM und « B, und diese Kongru-
enz hitte die Gleichheit der Winkel <C(«//4) und I (« M B)
zur Folge. Da diese Folgerung offenbar nicht zutrifft, so ist
die Annahme zu verwerfen, daB die Halbierungsgeraden a
und 4 sich schneiden.

Wir nehmen ferner an, die Geraden ¢ und & seien zu-
einander parallel; das durch sie bestimmte Ende moge dann
mit g bezeichnet werden. Die von B aus nach « gehende
Halbgerade moge die von 4 nach f gehende Halbgerade
im Punkte C und die Gerade ¢ im Punkte D treffen, dann
beweisen wir die Gleichheit der Strecken D4 und DB. In
der Tat, im gegenteiligen Falle tragen wir D4 von D aus
auf DB etwa bis B’ ab und verbinden B’ mit g durch eine
Halbgerade. Aus der Kongruenz der Figuren D 4¢ und D B'p
wiirde dann die Gleichheit der Winkel <C (0 4¢) und << (D .B'y)
folgen, und mithin wiren auch die Winkel < (D.8'y) und
< (DBpu) einander gleich, was nach Satz 1 nicht mdglich ist.
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Die Gleichheit der Strecken DA und DB hat nun die
Gleichheit der Winkel < (D A45) und JC (DB 4) zur Folge
und, da nach dem Fritheren auch die Winkel <2 (C4.38) und
< (CB4) einander gleich sind, so wirde auch die Gleich-
heit der Winkel 9C (D 4.8) und < (CA4.B) folgen. Diese Fol-
gerung trifit aber offenbar nicht zu, und mithin ist auch die
Annabme zu verwerfen, daB die Geraden @ und & einander
parallel sind.

Da nach diesen Entwickelungen die Geraden g, & sich
weder schneiden noch zueinander parallel sind, so gibt es
nach Satz 2 eine Gerade ¢, die auf beiden Geraden a, &
senkrecht steht etwa in den Punkten Z bez. #. Ich behaupte,
dab diese Gerade ¢ die gesuchte Gerade ist, die die beiden
vorgelegten Enden «, § miteinander verbindet.

Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil
an, es habe ¢ nicht das Ende . Dann verbinden wir jeden
der beiden FuBpunkte Z und # mit dem Ende « durch Halb-
gerade. Da £4= FB sein muB, wie leicht erkannt wird, so
folgt dieKongruenzderFiguren o £4
und o #'B und aus dieser die Gleich- « 0 b
heit der Winkel <C (4£e) und
X (BFq), und folglich sind auch O
diejenigen Winkel einander gleich,
die die von Z und £ ausgehenden Halbge-
raden mit der Geraden ¢ bilden. Diese Fol-
gerung widerspricht dem Satze 1, und damit
ist der Beweis fiir unsere Behauptung voll-
stindig erbracht.

Satz 4. Es seien g, 6 zwei zueinander pa-
rallele Gerade und O ein Punkt innerhalb des zwischen a
und & gelegenen Gebietes der Ebene; ferner sei O , dasSpiegel-
bild des Punktes O an ¢ und O, das Spiegelbild des Punk-
tes O an b und M/ die Mitte der Strecke O, 0,: dann steht
diejenige Halbgerade von M/ aus, die zugleich zu « und &
parallel ist, senkrecht in M auf O, 0,

S

7 72

4

/
1
[l
1
i
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Beweis. Denn im entgegengesetzten Falle errichte man
nach der nimlichen Seite hin in A auf 0,0, die Senkrechte.
Die Gerade 0,0, schneide a,5 bez.in den Punkten 7, Q. Da
PO < PQ.+ QO, mithin PO, < PO, ist und desgleichen
Q 0,< Q 0, so fallt M notwendig in dasInnere des zwischen
a und & gelegenen Gebietes der Ebene. Jene Senkrechte in
M miiBte daher eine der Geraden e oder & treffen; trife sie
etwa a im Punkte 4, so wirde 40,= 40 und 40, =40,
folgen und mithin wire auch 40 = 40,, d.h. 4 miiite auch
ein Punkt von & sein, was der Voraussetzung des Satzes wider-
sprache.l)

Satz 5. Wenn g, 4, ¢ drei Gerade sind, die das nidmliche
Ende w besitzen und die Spiegelungen an diesen Geraden
bez. mit S, S;, S, bezeichnet werden, so gibt es stets eine
Gerade 4 mit demselben Ende w, so daB die aufeinander-
folgende Anwendung der Spiegelungen an den Geradena, b, ¢
der Spiegelung an der Geraden d gleichkommt, was wir durch
die Formel

SchSa = Sd
ausdriicken.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, es fiele die Gerade
6 ins Innere des zwischen ¢ und ¢ gelegenen Gebiets der
Ebene. Dann sei O ein Punkt auf 4, und die Spiegelbilder
von O an e und ¢ seien bezeichnet mit O, und O, Bezeich-
nen wir nun mit ¢ diejenige Gerade, die die Mitte der Strecke
0,0, mit dem Ende o verbindet, so sind wegen Satz 4 die
Punkte O, und O, Spiegelbilder an d, und folglich ist die
Operation S, §,.S5,.S, eine solché, die den Punkt O, sowie die-
jenige Gerade ungeindert 146t, die O, mit dem Ende o ver-
bindet. Da jene Operation iiberdies aus vier Spiegelungen
zusammengesetzt ist, so lehren die Kongruenzsitze, dafl jene
Operation die Identitit ist; hieraus folgt die Behauptung.

1) Diese Folgerung stimmt im wesentlichen mit einer SchluBweise
von Lobatschefsky iiberein; vgl. ,,Neue Anfangsgriinde der Geometrie
mit einer vollstindigen Theorie der Parallellinien® (1835) § 111.



Bolyai-Lobatschefskysche Geometrie 155

Wir erkennen zweitens leicht die Richtigkeit des Satzes 5
in dem Falle, daB die Geraden ¢ und e miteinander iiber-
einstimmen. Ist ndmlich 4’ diejenige Gerade, die aus 5 durch
Spiegelung an der Geraden ¢ hervorgeht, und bezeichnen

wir mit S,; die Spiegelung an #’, so erkennen wir sofort die
Richtigkeit der Formel

8,55, =~ &.

Nunmehr nehmen wir drittens an, es fiele die Gerade ¢
ins Innere des zwischen ¢ und & gelegenen Gebietes derEbene.
Dann gibt es nach dem ersten Teile dieses Beweises gewiB
eine Gerade d', so daB die Formel

8 8.8, = Sy

gilt. Bezeichnen wir mit 4 das Spiegelbild von &’ an q, so ist
nach dem zweiten Teile dieses Beweises:

S,8,8, =S8,S,S,5,S, = S,S;S, = S,.
Damit ist Satz 5 vollstindig bewiesen.

§ 2.

Die Addition der Enden.

Wir nehmen eine bestimmte Gerade an und bezeichnen
deren Enden mit o und oco. Auf dieser Geraden (o, oo)
wahlen wir einen Punkt O und errichten dann in O ein Lot;
die Enden dieses Lotes mogen mit + 1 und — 1 bezeichnet
werden.

‘Wir definieren jetzt die Summe zweier Enden folgender-
mafen:

Erklarung. Es seien o, § irgend zwei Enden; ferner sei
0, das Spiegelbild des Punktes O an der Geraden (&, 00)
und O, sei das Spiegelbild des Punktes O an der Geraden
(A 00); die Mitte der Strecke 0,0, verbinden wir mit dem
Ende oo: das andere Ende der so konstruierten Geraden
heife die Summe der beiden Enden o und § und werde mit
o -+ p bezeichnet.
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Wenn wir eine Halbgerade mit dem Ende ¢ an der Ge-
raden (0, 00) spiegeln, so werde das Ende der so entstehen-
den Halbgeraden mit — o bezeichnet.

‘Wir erkennen leicht die Richtigkeit der Gleichungen

e+ o0 = g,
14 (—1)=o0,
¢+ (—o)=o0,
] =f4+ e

Die letzte Gleickung spricht das kommutative Geselz fiir die Addi-
Yon von Enden aus.

o Um das assoziative
-ow Gesetz fiir die Addition
i von Enden zu beweisen,
bezeichnen wir mit S, S,

ot
\ Sﬂ bez. die Spiegelungen an
e - (] -z den Geraden (0, 00), (&, 00),

(B, 00); mach Satz 5 in § 1
gibt es dann gewif eine Gerade

9 (6, 00), so daB fiir die Spiegelung S
an dieser Geraden die Formel
S, = S S, S,
co gilt. Da bei der Operatxon S 5,8,

der Punkt O, in den Punkt 0 uber-
geht, so ist notwendlg 0‘9 das Splegelblld von O, an der Ge-
raden (6, 00), und folglich wird ¢ =« + 8, d. h es gilt die

Formel
orme Sars = S5

Bezeichnet y ebenfalls ein Ende, so lehrt die wiederholte
Anwendung der eben gefundenen Formel:

Syripry ™ SpaySaSe = 8,54845,5,

Sespry =15, SS‘Z_I_{?—SYSS S,

und folglich ist S,, () = S(a+,9) o
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und mithin auch
c+@+y)=@C+p+7r
Die vorhin abgeleitete Formel
sy g = S‘,SoSa
lehrt zugleich, daB die angegebene Konstruktion der Summe
zweier Enden von der getroffenen Wahl des Punktes O auf
der Geraden (0,00 ) unabhingig ist. Be- o
zeichnet mithin O’ irgendeinenvon O
verschiedenen Punkt der Geraden (o, 00)
und sind O, 0{§ die
Spiegelbilder des Punk- +Z
tes O’ bez. an den Ge- & A
raden (o, 00), (8, 00), so
ist die Mittelsenkrechte B
auf O; Op wiederum c
die Gerade (¢4 f, 00). %P
Wir fiilhren hier noch eine Tatsache
an, deren Kenntnis fiir unsere Entwicke-
lungen in § 4 nétig ist.
‘Wenn wir die Gerade (&, c0) an der
Geraden (B, co) spiegeln, so entsteht die Gerade (2 — &,00).
In der Tat, ist 2 irgendein Punkt derjenigen Geraden,
die aus (, 00) durch Spiegelung an (f, 0o) vorgeht, so bleibt
derselbe offenbar ungedndert, wenn wir auf ihn der Reihe
nach die Spiegelungen
Sﬁ, Sy oS

—?

o>

Sor Sp
anwenden. Wegen der obigen Formel ist aber
SgSoS_ oSS = Sap—a
d.h. jener zusammengesetzte Proze kommt einer Spiegelung

an der Geraden (2 — &, 00) gleich; der Punkt 2 liegt mit-
hin notwendig auf der letsteren Geraden.
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§ 3.

Die Multiplikation der Enden.

Wir definieren jetzt das Produkt zweier Enden folgender-
mafen:

Erklirung. Wenn ein Ende auf derselben Seite der Ge-
raden (0, co) wie das Ende + 1 liegt, so heile das Ende
positiv, und wenn ein Ende auf derselben Sejte der Geraden
(0, o0) wie das Ende — 1 liegt, so heifile das Ende negasm.

Es seien nun ¢, § irgend zwei von 0 und oo verschiedene
Enden. Die beiden Geraden (¢, — &) und (8, — ) stehen
senkrecht auf der Geraden (o, 00); sie mogen diese Gerade
bez.in 4 und B schneiden. Ferner tragen wir die Strecke
04 von B aus auf der Geraden (0, 00) bis C in der Weise
ab, daB auf der Geraden (o, oo) die Richtung von O nach
4 die namliche wie die Richtung von B nach C ist: dann
konstruieren wir in C auf der Geraden (0, 00) die Senkrechte
und bezeichnen das positive oder das negative Ende dieser
Senkrechten als das Produkt off der beiden Enden e, B, je nach-
dem diese Enden entweder beide positiv bez. beide negativ
oder eines positiv und das andere negativ ist.

Wir setzen endlich die Formel

€-0=0-0¢=0
fest.

Auf Grund der AxiomeIIl, 1—3 iiber die Kongruenz von
Strecken erkennen wir unmittelbar die Giiltigkeit der Formeln

«f = e,
a(By) = (@P)ys

d. h. es gilt sowohl das kommutative wie auch das assoziative Ge-
setz fir die Multiplikation von FEnden.
Auch finden wir leicht, daB die Formeln
Ire=ug¢a, (—lao=—a
gelten, und daB, wenn die Enden o, § einer Geraden die
Gleichung
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eff =—1
erfillen, diese durch den Punkt O gehen mus.
Die Moglichkeit der Division erhellt unmittelbar; auch gibt
es zu jedem positiven Ende = stets ein positives (und ebenso
ein negatives) Ende, dessen Quadrat jenem Ende =

gleich wird und welches dahermit ]/;bezeichnet wer- T
den moge.

Um das distribu-
tive Gesetz fiir die
Rechnung mit En-
den zu beweisen,
konstruieren  wir
zunichst aus den
Enden § und y auf
die in § 2 angege-

159

bene Weise dasEn-

de 3-}y. Suchen wir sodann auf die
eben angegebene Weise die Enden \
af, ay, (B + ), so erkennen wir, daf diese
Konstruktion auf einer Verschiebung der
Ebene lings der Geraden (0, o0) um die
Strecke OA hinausliuft, und wenn wir
demnach die Summe der Enden 8 und
oy durch eine Konstruktion von 4 aus an-

8{

statt von O aus ermitteln — was nach einer der Bemer-
kungen in § 2 gestattet ist —, so ergibt sich in der Tat fiir
diese Summe das Ende «(B 4 y), d. b. es gilt die Formel:

af + ay = a(f + 7).
§ 4.
Die Gleichung des Punktes.

Nachdem wir in § 2—§ 3 erkannt haben, da# fiir die Rech-
nung mit Enden die nimlichen Regeln gelten wie fiir die
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Rechnung mit gewohnlichen Zahlen, bietet der Autbau der
Geometrie keine weiteren Schwierigkeiten; er geschehe etwa
in folgender Weise:

‘Wenn §, 5 die Enden irgendeiner Geraden sind, so mogen
die Enden

o e
ol I

U =

7V = L

die Koordinaten jener Geraden heiBen. Es gilt die fundamen-
tale Tatsache:

Wenn o, B, y drei Enden von solcher Beschaffenheit sind, daff
das Ende qay— B? positiv ausfillt, so laufen die similichen Ge-
raden, deren Koordinaten u, v der Gleichung

av -+ fo4y=o0
geniigen, durch einen Punkt.
Beweis. Konstruieren wir gemiB § 2—§ 3 d1e Enden

A . S W 4'3__

Vaay—B* Vaay— p*
. so nimmt mit Riicksicht auf die Bedeutung der Koordinaten
#,v und da jedenfalls ¢ =50 ist, die vorgelegte lineare Glei-
chung die Gestalt an

BEA-N)(wy+3)=—1.

Wir wollen nunmehr die Transformation eines willkiirlich
verinderlichen Endes o untersuchen, welche durch die Formel
o =1%o+ 1
vermittelt wird. Zu dem Zwecke betrachten wir zunichst

die Transformationen
o' =xn und o =o4a

‘Was die erstere Transformation betrifft, so kommt offen-
bar die Multiplikation des willkiirlichen Endes @ mit einer
Konstanten x nach § 3 einer Verschiebung der Ebene lings
der Geraden (0,00) um eine gewisse von x abhingige Strecke
gleich.
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Aber auch der letzteren Transformation, d.h.der Zufiigung
des Endes 1 zu dem willkiirlich verinderlichen Ende @, ent-
spricht eine gewisse nur von 1 abhingige Bewegung der Ebene
in sich, namlich eine solche, die sich als eine Drehung der
I".bene um das Ende oo auffassen 14Bt.

Um dies einzusehen, bedenken wir, daB nach den Dar-
legungen am SchluB von § 2 die Gerade (w, 00) durch Spie-
gelung an der Geraden (0, oo) in die Gerade (— w, 00)
und diese wiederum durch Spiegelung an der Geraden

(%, oo) in die Gerade (w + 1, 0©) iibergelit, d.h. die Hin-

zufiigung des Endes 1 zu dem willkiirlich veranderlichen Ende
® kommt den nacheinander ausgefiihrten Spiegelungen an

den Geraden (0, oo) und (%, oo) gleich.
Aus dem eben Bewiesenen folgt, daB, wenn &, die Enden
einer Geraden sind, durch die Formeln
gl =%+ 1,
7 =%+ 1
sich die Fnden einer solchen Geraden bestimmen, die durch
eine gewisse allein von #, 1 abhingige Bewegung der Ebene
aus der Geraden mit den Enden §,  hervorgeht. Da aber
die obige Gleichung
(E + Ay + 1) =—1
fir die Enden &', ” die Relation
glﬂl e I
zur Folge hat und nach einer Bemerkung in § 3 diese Relation
die Bedingung dafiir ist, daB die betreffenden Geraden durch
den Punkt O laufen, so ersehen wir, da auch alle der ur-
spriinglichen Gleichung
#E+ Dy +4)=—1
geniigenden Geraden (£, ) durch einen Punkt laufen, und
damit ist der Beweis fiir den aufgestellten Satz vollkommen

erbracht.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4 Aufl. 11
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Nachdem wir erkannt haben, daf die Gleichung des
Punktes in Linienkoordinaten eine lineare ist, folgern wir
leicht den speziellen Pascalschen Satz fiir das Geradenpaar
und den Desarguesschen Satz iiber perspektiv liegende Drei-
ecke, sowie die iibrigen Sitze der projektiven Geometrie.
- Auch sind dann die bekannten Formeln der Bolyai-Lobat-
schefskyschen Geomeirie ohne Schwierigkeit ableitbar, und
damit ist der Aufbau dieser Geometrie mit alleiniger Hilfe
der Axiome I—IV vollendet.



Anhang IV.

Uber die Grundlagen der Geometrie.?)
[Aus Math. Ann. Bd. 56, 1902.]

Die Untersuchungen von Riemann und Helmholtz iiber
die Grundlagen der Geometrie veranlaBten Lie, das Problem
der axiomatischen Behandlung der Geometrie unter Voran-
stellung des Gruppenbegriffes in Angriff zu nehmen, und
fihrten diesen scharfsinnigen Mathematiker zu einem System
von Axiomen, von denen er mittels seiner Theorie der Trans-
formationsgruppen nachwies, daf sie zum Aufbau der Geo-
metrie hinreichend sind.?)

Nun hat Lie bei der Begriindung seiner Theorie der Trans-
formationsgruppen stets die Annahme gemacht, daB die die
Gruppe definierenden Funktionen differenziert werden kon-
nen, und daher bleibt in den Lieschen Entwickelungen un-
erortert, ob die Annahme der Differenzierbarkeit bei der
Frage nach den Axiomen der Geometrie tatsidchlich unver-
meidlich ist, oder ob die Differenzierbarkeit der betreffenden
Funktionen nicht vielmehr als eine Folge des Gruppenbe-
griffes und der ibrigen geometrischen Axiome erscheint. Auch
ist Lie zufolge seines Verfahrens genotigt, ausdriicklich das
Axiom aufzustellen, daf die Gruppe der Bewegungen von
infinitesimalen Transformationen erzeugt sei. Diese Forde-
rungen, sowie wesentliche Bestandteile der iibrigen von Lie
zugrunde gelegten Axiome beziiglich der Natur der die Punkte
in gleicher Entfernung definierenden Gleichung lassen sich

1) Zur Kennzeichnung der nachfolgenden Begriindungsweise der
Geometrie im Vergleich mit dem in meiner Festschrift ,,Grundlagen
der Geometrie befolgten Verfahren sehe man die am Schluf dieser
Abhandlung gemachte Bemerkung (S. 216).

2) Lie-Engel, Theorie der ’I‘ransfprmationsgmppen Bd. 3 Ab-
teilung 5.

11#%
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rein geometrisch nur auf recht gezwungene und komplizierte
Weise zum Ausdruck bringen und scheinen iiberdies nur
durch die von Lie benutzte analytische Methode, nicht durch
das Problem selbst bedingt.

Ich habe daher im Folgenden fiir die ebene Geometrie ein
System von Axiomen aufzustellen gesucht, welches, ebenfalls
auf dem Begriff der Gruppe beruhend, nur einfache und geo-
metrisch iibersichtliche Forderungen enthilt und insbeson-
dere die Differenzierbarkeit der die Bewegung vermittelnden
Funktionen keineswegs voraussetzt. Die Axiome des von mir
aufgestellten Systems sind als spezielle Bestandteile in den
Lieschen Axiomen enthalten oder, wie ich glaube, aus ihnen
sofort ableitbar.

Meine Beweisfithrung ist vollig von der Methode Lies ver-
schieden: ich operiere vornehmlich mit den von G.Cantor
ausgebildeten Begriffen der Theorie der Punktmengen und
_benutze den Satz von C.Jordan, wonach jede ebene stetig
geschlossene Kurve ohne Doppelpunkte die Ebene in ein
inneres und ein duBeres Gebiet teilt.

GewiB sind auch in dem von mir aufgestellten System noch
einzelne Bestandteile entbehrlich; doch habe ich von einer
weiteren Untersuchung dieses Umstandes abgesehen aus
Riicksicht auf die einfache Fassung der Axiome und vor allem,
weil ich eine verhidltnismiBig zu komplizierte und geometrisch
nicht ibersichtliche Beweisfilhrung vermeiden wollte.

Ich behandle im Folgenden die Axiome nur fiir die Ebene,
obwohl ich meine, daf ein analoges Axiomensystem fiir den
Raum aufgestellt werden kann, das den Aufbau der rium-
lichen Geometrie in analoger Weise ermoglicht.))

Wir schicken einige Erklirungen voraus.

1) Durch die nachfolgende Untersuchung wird zugleich, wie ich
glaube, eine allgemeine die Gruppentheorie betreffende Frage, die
ich in meinem Vortrag ,,Mathematische Probleme®, Gottinger Nach-
richten 1900, S. 17 aufgeworfen habe, fiir den speziellen Fall der
Gruppe der Bewegungen in der Ebene beantwortet.
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Erklarungen. Wir verstehen unter der Zaklencbene die
gewohnliche Ebene mit einem rechtwinkligen Koordinaten-
system x, .

Eine doppelpunktlose und einschlieflich ihrer Endpunkte
stetige Kurve in dieser Zahlenebene heifie eine jordansche
Kurpe. Ist eine Jordansche Kurve geschlossen, so heifie das
Innere des von derselben begrenzten Gebietes der Zahlen-
ebene ein Jordansches Gebret.

Der leichteren Darstellung und FaBlichkeit wegen will ich
in der vorliegenden Untersuchung die Definition der Ebene
enger fassen, als es meine Beweisfithrung erfordert?), ich will
nimlich annehmen, daB es moglich ist, die sémtlichen Punkte
unserer Geometrie zugleich auf die im Endlichen gelegenen
Punkte der Zahlenebene oder auf ein bestimmtes Teilsystem

1) Betreffs der weiteren Fassung des Begriffes der Ebene vergleiche
man meine Note iiber die Grundlagen der Geometrie in den Gottinger
Nachrichten 1902. Ich habe daselbst die folgende allgemeinere Defi-
nition der Ebene aufgestellt:

Die Ebene ist ein System von Dingen, welche Punkte heiffen. Feder
Punkt A bestimmt gewisse Teilsysteme von Punkien, zu denen er selbst
gehirt und welche Umgebungen des Punktes A heifien.

Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar eindeutig
auf die Punkte eines gewissen Jordanschen Gebietes in der Zahlenebene
abbilden. Das Fordansche Gebiet wird ein Bild jenmer Umgebung
genannt.

Sedes in einem Bilde enthaltene Jordansche Gebiet, innerkalb dessen
der Punkt A liegt, ist wiederum ein Bild einer Umgebung von A.
Liegen werschiedene Bilder einer Umgebung wor, so ist die dadurck
vermitielte umkehrbar eindeutige Transformation der betreffenden
Fordanschen Gebicte aufeinander eine stetige.

Ist B irgendein Punkt in einer Umgebung wvon A, so ist diese
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B.

Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes A gibt es stets eine
solche Umgebung des Punktes A, die beiden Umgebungen gemein-
sam ist.

Wenn A und B irgend swei Punkte unserer Ebene sind, so gibt
es stets eine Umgebung von A, die zugleick den Punkt B enthdlt.

Diese Forderungen enthalten, wie mir scheint, fir den Fall zweier
Dimensionen die scharfe Definition des Begriffes, den Riemann und
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derselben umkehrbar eindeutig abzubilden, so daf dann jeder
Punkt unserer Geometrie durch ein bestimmtes Zahlenpaar
x,y charakterisiert ist. Wir formulieren diese Fassung des
Begriffes der Ebene wie folgt:

Definition der Ebene. Die Ebene ist ein System von Dingen, die
Punkte heiflen, und die sick umkehrbar eindeutig auf die im Endlichen
gelegeneh Punkte der Zahlenebene oder auf ein gewisses Teilsystem
derselben abbilden lassen; diese Punkfe der Zahlenebene (d. h. die
Bildpunkte) werden auch zugleich sur Bezeichnung der Punkte un-
serer Ebene selbst verwandy.

Zu jedem Punkle A unserer Ebene gibt es in der Zahlenebene
Jordansche Gebiete, in denen der Bildpunkt von A liegt und deren
sdmtliche Punkte ebenfalls Punkte unserer Ebene darstellen. Diese
Jordanschen Gebiete heifien Umgebungen des Punktes A.

Jedes in einer Umgebung von A enthaltene Jordansche Gebiel,
innerhalb dessen der Punkt A (Bildpunkt von A) legt, ist wiederum
eine Umgebung von A. :

Ist B irgendein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B.

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt
es stels eine Umgebung von A, die sugleick den Punkt B enthilt.

Wir werden die Bewegung als eine umkehrbar eindeutige
Transformation unserer Ebene in sich definieren. Offenbar
lagsen sich von vornherein zwei Arten von umkehrbar ein-

Helmholtz als ,,mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit** und Lie als
»Zahlenmannigfaltigkeit‘ bezeichneten und ihren gesamten Untersuchun-
gen zugrunde legten. Auch bieten sie die Grundlage fiir eine strenge
axiomatische Behandlung der Analysis situs:

Indem wir die obige engere Definition der Ebene annehmen, wird
offenbar die elliptische Geometrie von vornherein ausgeschlossen, da
sich deren Punkte nicht in einer mit unseren Axiomen vertriiglichen
‘Weise auf die im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene ab-
bilden lassen. Es ist jedoch nicht schwer, die Abinderungen zu er-
kennen, die in unserer Beweisfilhrung nétig sind, wenn man die weitere
Fassung des Begriffes der Ebene zugrunde legt.
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deutigen stetigen Transformationen der Zahlenebene in sich
unterscheiden. Nehmen wir namlich irgendeine geschlossene
Jordansche Kurve in der Zahlenebene an und denken uns
dieselbe in einem bestimmten Sinne durchlaufen, so geht die-
selbe bei einer solchen Transformation wiederum in eine ge-
schlossene Jordansche Kurve iiber, die in einem gewissen
Sinne umlaufen wird. Wir wollen nun in der gegenwirtigen
Untersuchung annehmen, daf dieser Umlaufssinn derselbe ist,
wie fiir die urspriingliche Jordansche Kurve, wenn wir eine
Transformation der Zahlenebene in sich anwenden, welche
eine Bewegung definiert. Diese Annahme?) bedingt folgende
Fassung des Begriffes der Bewegung:

Definition der Bewegung. Eine Bewegung ist eine umkehrbar
eindeutige stetige Transformation der Bildpunkte der Zahlenebene
in sich von der Art, dafy dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen
Jordanschen Kurve stels derselbe bleibt. Die Umkehrung der zu
einer Bewegung gehirenden Transformationistwiedereine Bewegung.

Eine Bewegung, bet welcher ein Punkt M ungedndert bleibt, heifit
eine Drehung um den Punkt M.

Nach Festlegung des Begriffes ,,Ebene“ und ,Bewegung*
stellen wir folgende drei Axiome auf:

Axiom 1. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgefiihrt,
so st die dann entstehende Transformation unserer Ebene in sich
wiederum eine Bewegung.

Wir sagen kurz:

Axiom 1. Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

1) Bei Lie ist diese Annahme in der Forderung erhalten, daf die
Gruppe der Bewegung durch infinitesimale Transformationen erzeugt
sei. Die entgegengesetzte Annahme (d.h. die Annahme der Mdglich-
keit von Umlegungen) wiirde wesentlich die Beweisfilhrung erleichtern,
insofern als dann die ,,wahre Gerade® unmittelbar als der Ort der-
jenigen Punkte definiert werden kann, welche bei einer den Umlaufs-
sinn #ndernden Transformation, die zwei Punkte ungedndert 148t, fest
bleiben.
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Axiom 1L, Wenn A und M beliebige voneinander verschiedene
Punkte der Ebene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung
wm M stes in unendlichviele verschiedene Lagen bringen.

Nennen wir die Gesamtheit derjenigen Punkte, die durch die
simtlichen Drehungen um Af aus einem von // verschiedenen
Punkte entstehen, einen wakren Kreis in unserer ebenen Geo-
metrie, so kénnen wir die Aussage des AxiomsIIauchsofassen:

Axiom II. Yeder wahre Kreis besteht aus unend-
lichvielen Punkien.

Dem letzten noch erforderlichen Axiom schicken wir eine
Erklarung voraus.

Erklirung. Es sei A8 ein bestimmtes Punktepaar in un-
serer Geometrie; mit den ndmlichen Buchstaben mégen auch
die Bilder dieses Punktepaares in der Zahlenebene bezeichnet
werden. Wir grenzen um die Punkte 4 und 2 in der Zahlen-
ebene je eine Umgebung « bez.  ab. Wenn ein Punkt 4%
in die Umgebung « und zugleich ein Punkt A% in die Um-
gebung g fillt, so sagen wir: das Punktepaar 4%B* liegt in
der Umgebung o § von 4.8. Die Aussage, dafl diese Umgebung
o3 beliebig klein sei, soll bedeuten, dafl « eine beliebig kleine
Umgebung von 4 und zugleich § eine beliebig kleine Um-
gebung von 7 ist.

Es sei ABC ein bestimmtes Punktetripel in unserer Geo-~
metrie; mit den ndmlichen Buchstaben mogen auch die Bilder
dieses Punktetripels in der Zahlenebene bezeichnet werden.
Wir grenzen um die Punkte 4, B, C in der Zahlenebene je
eine Umgebung «, bez. §, bez. y ab. Wenn ein Punkt 4% in
die Umgebung « und zugleich ein Punkt 2% in die Umge-
bung B und ein Punkt C¥ in die Umgebung y fallt, so sagen
wir: das Punktetripel A*B%C¥ liegt in der Umgebung «fy
von ABC. Die Aussage, daB diese Umgebung «fy beliebig
klein sei, soll bedeuten, daB « eine beliebig kleine Umgebung
von 4 und zugleich g eine beliebig kleine Umgebung von B
und y eine beliebig kleine Umgebung von C ist.
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Beim Gebrauch der Worte ,,Punktepaar* und ,,Punkte-
tripel” wird nicht angenommen, daf die Punkte des Punkte-
paares oder des Punktetripels voneinander verschieden sind.

Axiom OI. Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punkte-
Iripel in beliebiger Nihe des Punktetripels ABC in beliebige Nihe
des Punkletyipels A'B'C’ ibergefiihrt werden kinnen, so gibt es
stels auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkletripel
ABC genav in das Punkictripel A’B’C" dibergeht.l)

Die Aussage dieses Axioms wollen wir kurz so ausdriicken:

Axiom II. Die Bewegungen bilden ein abge—
schlossenes System.

Wenn wir in Axiom ITI gewisse Punkte der Punktetripel
zusammenfallen lassen, so ergeben sich leicht einige spezielle
Fille des Axioms ITI, die wir noch besonders hervorheben,
wie folgt:

‘Wenn es Drehungen um einen Punkt A/ gibt, durch welche
Punktepaare in beliebiger Nihe des Punktepaares 45 in
beliebige Nihe des Punktepaares 4’8’ iibergefiihrt werden
konnen, so gibt es stets auch eine solche Drehung um M,
durch welche das Punktepaar 48 genau in das Punktepaar
A'B’ ibergeht.

‘Wenn es Bewegungen gibt, durch welche Punktepaare in
beliebiger Nahe des Punktepaares 4.8 in beliebige Nahe des
Punktepaares 4’8’ iibergefiihrt werden konnen, so gibt es
stets auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkte-
paar 4B genau in das Punktepaar 4’B’ iibergeht.

Wenn es Drehungen um den Punkt A/ gibt, durch welche
Punkte in beliebiger Nihe des Punktes 4 in beliebige Nihe
von A’ iibergefiihrt werden kénnen, so gibt es stets auch
eine solche Drehung um A, durch welche 4 genau in 4’
ibergeht.

1) Es geniigt, Axiom IIT fiir geniigend kleine Umgebungen als er-
fiillt anzunehmen, wie es #hnlich auch bei Lie geschieht; meine Be-
weisfilhrung 148t sich so abindern, daB nur diese engere Annahme darin
benutzt wird.
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Diesen letaten Spezialfall des Axioms III werde ich bei der
nachfolgenden Beweisfiihrung oftmals in der Weise anwenden,
daB fir 4 der Punkt M/ eintritt.!)

Ich beweise nun folgende Behauptung:

Eine ebene Geometrie, in welcher die Axiome I—II1
erfiilltsind, istentweder die Euklidische oder die Bolyai-
Lobatschefskysche ebene Geometrie.

Wollen wir allein die Euklidische Geometrie erhalten, so
haben wir nur notig, bei Axiom I den Zusatz zu machen, da8
die Gruppe der Bewegungen eine invariante Untergruppe be-
sitzen soll. Dieser Zusatz vertritt die Stelle des Parallelen-
axioms. _ )

Den Gedankengang meiner Beweisfiihrung mochte ich kurz
wie folgt skizzieren:

In der Umgebung irgendeines Punktes // wird durch ein
besonderes Verfahren ein gewisses Punktgebilde 4% und auf
diesem ein gewisser Punkt X konstruiert (§ 1—§ 2) und dann
der wahre Kreis x durch X um // der Untersuchung unter-
worfen (§ 3). Es ergibt sich, daf der wahre Kreis % eine ab-
geschlossene und in sich dichte, d.h. eine perfekte Punkt-
menge ist.

Das nichste Ziel unserer Entwickelungen besteht darin,
zu zeigen, daB der wahre Kreis « eine geschlossene Jordan-
sche Kurve ist.) Dies gelingt, indem wir zunichst die Moglich-

1) Eine Folgerung, die ich im miindlichen Vortrage in der Fest-
sitzung zur Jubelfeier der Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1901 als be-
sonderes Axiom aufgefiihrt habe, ist diese: ,,Irgend zwei Punkte kénnen
durch Bewegung niemals in beliebige Nihe zueinander geraten.“ Es
wire zu untersuchen, inwieweit bez. mit welchen Forderungen zu-
sammen diese Forderung das oben aufgestellte Axiom III zu ersetzen
imstande ist.

2) Vgl hierzu die ein #hnliches Ziel verfolgende interessante Note
von A. Schénflies: ,,Uber einen grundlegenden Satz der Analysis Situs*,
Gottinger Nachrichten 1902, sowie weitere Ausfiihrungen und Literatur-
angaben: Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Erg.-Bd. IT
(1908) S. 158 u. S. 178.
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keit einer Anordnung der Punkte des wahren Kreises % er-
kennen (§4—§ 5), hieraus eine umkehrbar eindeutige Abbildung
der Punkte von % auf die Punkte eines gewohnlichen Kreises
schlieBen (§6—§ 7) und endlich beweisen, da8 diese Abbildung
notwendig eine stetige sein muB (§ 8). Nunmehr ergibt sich
auch, daB das urspriinglich konstruierte Punktgebilde 2% mit
dem wahren Kreise » identisch ist (§ g). Weiter gilt der Satz,
daB jeder wahre Kreis innerhalb % ebenfalls eine geschlossene
Jordansche Kurve ist (§ 10—§ 12).

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Gruppe der
Transformationen, die bei den Drehungen der Ebene um /7
der wahre Kreis » in sich erfahrt (§13). Diese Gruppe besitzt
folgende Eigenschaften: 1) Jede Drehung um A/ die einen
Punkt von x festlaBt, 148t alle Punkle desselben fest (§ 14).
2) Es gibt stets eine Drehung um /4, die irgendeinen ge-
gebenen Punkt von % in irgendeinen anderen Punkt von % Gber-
filhrt (§ 15). 3) Die Gruppe der Drehungen um J/ ist eine
stetige (§ 16). Diese drei Eigenschaften bestimmen vollstindig
denBauderGruppe der Transformationen, dieallen Drehungen
des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir stellen nimlich
den folgenden Satz auf: Die Gruppe aller Transformationen
des wahren Kreises x in sich, die Drehungen um /J/ sind, ist
holoedrisch isomorph mit der Gruppe der gewdhnlichen Dre-
hungen des gewohnlichen Kreises in sich (§ 17—4§ 18).

Nunmehr untersuchen wir die Gruppe der Transformationen
aller Punkte unserer Ebene bei Drehungen um M. Es gilt
der Satz, daB es auBer der Identitit keine Drehung der Ebene
um M gibt welche jeden Punkt eines wahren Kreises y festlaft
(§ 19). Wir erkennen jetzt, dab jeder wahre Kreis eine ge-
schlossene Jordansche Kurve ist, und gewinnen Formeln fiir
die Transformationen jener Gruppe aller Drehungen um A/
(§ 20—§ 21). Endlich folgen leicht die Sitze: Wenn irgend
zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so
bleiben alle Punkte fest, d. h. die Bewegung ist die Iden-
titit. Jeder Punkt der Ebene 148t sich durch eine geeignete
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Bewegung in jeden anderen Punkt der Ebene iiberfilhren
(§22).

Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin, den Begriff
der wahren Geraden in unserer Geometrie zu definieren und
die fiir den Aufbau der Geometrie notwendigen Eigenschaften
dieses Begriffes zu entwickeln. Zunichst werden die Begriffe
Halbdrehung und Mitte einer Strecke definiert (§ 23). Eine
Strecke hat hochstens eine Mitte (§ 24), und wenn man von
einer Strecke ihre Mitte kennt, so folgt, daB auch jede kleinere
Strecke eine Mitte besitzt (§ 25—§ 26).

Um die Lage der Streckenmitten zu beurteilen, haben wir
einige Sitze liber sich beriihrende wahre Kreise notig, und
zwar kommt es vor allem daraufan, zweizueinanderkongruente
Kreise zu konstruieren, die sich einander von auBen in einem
und nur in einem Punkte berithren (§ 27). Wir leiten ferner
einen allgemeinen Satz iber Kreise, die sich von innen be-
rithren, ab (§ 28) und sodann einen Satz iiber den besonderen
Fall, daB der von innen beriihrende Kreis durch den Mittel-
punkt des beriihrten Kreises geht (§ 29).

Nunmehr wird eine bestimmte geniigend kleine Strecke als
Einheitsstrecke zugrunde gelegt und aus dieser durch fort-
gesetzte Halbierung und Halbdrehung ein System von Punkten
von der Art konstruiert, daB jedem Punkte dieses Systems eine
bestimmte Zahl ¢ zugeordnet erscheint, die rational ist und
nur eine Potenz von 2 als Nennerhat (§ 30). Nach Aufstellung
eines Gesetzes iiber diese Zuordnung (§ 31) werden die Punkte
des gewonnenen Punktsystems untereinander angeordnet,
wobei die friitheren Sitze tber sich beriihrende Kreise zur
Geltung kommen (§ 32). Jetzt gelingt der Nachweis, daB die
denZahlen 4,1,1 ... entsprechenden Punkte gegen den Punkt o
konvergieren (§ 33)- Dieser Satz wird schrittweise verallge-
meinert, bis wir schlieflich erkennen, daf eine jede Punkt-
reihe unseres Systems konvergiert, sobald die entsprechende
Zahlenreihe konvergiert (§ 34—§ 35)-

Nach diesen Vorbereitungen gelingt die Definition der
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wahren Geraden als eines Systems von Punkten, die aus zwei
zugrunde gelegten Punkten entstehen, wenn man fortgesetzt
die Mitten nimmt, Halbdrehungen ausfiihrt und die Hiufungs-
stellen aller erhaltenen Punkte hinzufiigt (§ 36). Sodann kénnen
wir beweisen, daB die wahre Gerade eine stetige Kurve ist
(§ 37), keinen Doppelpunkt besitzt (§ 38) und mit irgendeiner
anderen wahren Geraden hochstens einen Punkt gemein hat
(§ 39)- Es ergibt sich ferner, daB die wahre Gerade jeden um
einen ihrer Punkte gelegten Kreis schneidet, und hieraus folgt,
daB man irgend zwei beliebige Punkte der Ebene stets durch
eine wahre Gerade verbinden kann (§40). Auch erkennen wir
in unserer Geometrie die Kongruenzsitze als giiltig, wobei sich
jedoch zwei Dreiecke nur dann als kongruent erweisen, wenn
fir sie auch der Umlaufsinn der gleiche ist (§ 41).

Hinsichtlich der Lage des Systems aller wahren Geraden
gegeneinander sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem
das Parallelenaxiom giiltig ist oder durch jeden Punkt zu einer
gegebenen Geraden zweiGerade existieren, die dieschneiden-
den Geraden von den nicht schneidenden Geraden abgrenzen.
Im ersteren Falle gelangen wir zur Euklidischen, im letzteren
zu Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie (§ 42).

§1.

Es sei M/ irgendein Punkt in unserer Geometrie und zugleich
der Bildpunkt in der Zahlenebene x, y. Unser nichstes Ziel
ist dann, um M gewisse Punktgebilde zu konstruieren, die sich
schlieBlich als die wahren Kreise um /7 herausstellen werden.

‘Wir schlagen in derZahlenebene um /7 einen,,Zahlenkreis¢,
d.h.einen Kreis & imSinne der gewdhnlichen MaBbestimmung,
so klein, daB simtliche Punkte innerhalb und aufdiesem Kreise
® ebenfalls Bildpunkte sind und es auch Punkte auBierhalb
@ gibt. Dann gibt es gewiB einen zu & konzentrischen Kreis ¥
innerhalb & von der Art, daB simtliche Bildpunkte innerhalb
dieses Kreises [ bei beliebigen Drehungen um /A7 innerhalb

des Kreises § bleiben.
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Um dies zu beweisen, betrachten wir in der Zahlenebene
eine unendliche Reihe von konzentrischen Zahlenkreisen f;,
£,£,... mit abnehmendenund gegen o konvergierenden Radien
und nehmen dann im Gegensatz zur Behauptung in jedem
dieser Kreise einen Bildpunkt von der Art an, daf derselbe
bei einer gewissen Drehung um #an eine auBerbalb des Kreises
R gelegene Stelle kommt oder auf die Peripherie des Kreises
R riickt: es sei 4, ein solcher im Kreise ¥, gelegener Bildpunkt,
der bei der Drehung A, in eine auBerhalb des Kreises & oder
auf demselben gelegene Stelle iibergeht. Wir denken uns dann
von M nach jedem Punkte 4; den Radius 7; des betreffenden
Zahlenkreises I, gezogen und fassen die Kurve p; ins Auge,
in welche der Radius 7;, bei der Drehung A, iibergeht. Da
diese Kurve y, vom Punkte J/nach einer gewissen Stelle aufler-
halb oder auf dem Kreise { liuft, so muB sie notwendig die
Peripherie des Kreises & treffen; es sei B, einer dieser Treff-
punkte und 2 eine Verdichtungsstelle der Treffpunkte 2,,
By, By, .... Nun sei allgemein C, derjenige Punkt auf dem
Radius 7;, der bei der Drehung A, in 5, iibergeht. Da die
Punkte C,, G, C;, ... gegen M konvergieren, so gibt es nach
Axjom IIT eine Drehung um 7, bei welcher der auf der Peri-
pherie des Kreises & gelegene Punkt # in den Punkt A/ iiber-
geht. Dies widerspricht dem vorhin definierten Begriff der Be-

wegung.
§ 2.

‘Wie bereits in § 1 festgesetzt, sei f ein Zahlenkreis inner-
halb &, der die Bedingungen des dort bewiesenen Satzes er-
fiillt, so daB samtliche Bildpunkte innerhalb  bei den Drehun-
gen um M innerhalb § bleiben; ferner sei £ ein Zahlenkreis
innerhalb ¥, dessen simtliche Punkte bei den Drehungen um
M innerhalb f bleiben. Dann bezeichnen wir kurz diejenigen
Punkte der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um M
aus Punkten innerhalb oder auf % entstehen, als ambedeckt.
Aus Axiom IIT folgt sofort, daB die‘bedekten Punkte eine
abgeschlossene Punktmenge bilden. Ferner sei 4 ein be-
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stimmter Punkt auBerhalb &, welcher Bildpunkt fiir einen
Punkt unserer Geometrie ist. Wenn sich nun ein unbedeckter
Punkt 4’ durch eine Jordansche Kurve, die aus lauter un-
bedeckiten Punkten besteht, mit 4 verbinden liBt, so heifle
A’ auferhalb kk gelegen. Insbesondere sind alle Punkte aufier-
halb des Zahlenkreises f gewif auBerhalb %% gelegene Punkte.
Jeder bedeckte Punkt, zu dem in beliebig kleiner Umgebung
sich Punkte auBerhalb 2% befinden, heifie ein Punkt auf %%.
Die Punkte auf 4% bilden eine abgeschlossene Punktmenge.
Diejenigen Punkte /, die weder Punkte auBerhalb 2% noch
Punkte auf k% sind, sollen Punkte zznerkalb kk heifien. Ins-
besondere sind also alle bedeckten Punkte, zu welchen nicht
in beliebiger Nahe unbedeckte Punkte liegen, wie z. B. der
Punkt M und die Punkte innerhalb %, sicher innerhalb k% ge-

legen.
§ 3

Indem wir bedenken, daB, wie f bestimmt war, 4 bei den
Drehungen um M niemals in das Innere von f hineingelangt,
erkennen wir, daB bei einer jeden Drehung um M/ die Punkte
auBerhalb %% wieder in Punkte auBerhalb %%, ferner die Punkte
auf 2% wieder in Punkte auf 2% und die Punkte innerhalb %%
wiederum in Punkte innerhalb %% iibergehen.

Jeder Punkt auf %% ist nach unserer Festsetzung ein be-
deckter Punkt, und da wir wissen, daf die Punkte innerhalb
£ auch innerhalb %% liegen, so schliefen wir hieraus folgende
Tatsache:

Zu jedem Punkte X auf %% gibt es gewiB eine Drehung
A um M, durch welche ein auf der Peripherie von £ gelegener
Punkt X" nach X gelangt. Der Radius /K’ des Zahlenkreises
% liefert nach der Drebung A um / eine Jordansche Kurve,
welche /M mit dem Punkte X auf k% verbindet und die sonst
ganz innerhalb %% verlduft.

Zugleich sehen wir, daf mindestens ein Punkt der Peri-
pherie des Zahlenkreises £, namlich gewif der Punkt K’ , auf
kk liegt.
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Wir verbinden den aufierhalb % gelegenen Punkt 4 durch
irgendeine Jordansche Kurve mit 7 und bezeichnen jetat mit
K denjenigen Punkt dieser Jordanschen Kurve der auf k%
liegt und von der Art ist, daB alle auf der Jordanschen Kurve
zwischen X und 4 gelegenen Punkte auBerhalb %% liegen.

14

Sodann fassen wir das System aller aus A durch Drehungen
um M hervorgehenden Punkte, d.h.den wahren Kreis x um
M durch K ins Auge. Die Punkte dieses wahren Kreises sind
samtlich Punkte auf k4.

Nach Axiom II enthdlt » unendlichviele Punkte. Ist K*
eine Verdichtungsstelle von Punkten des wahren Kreises #, so
gehort diese wegen Axiom III ebenfalls zum wahren Kreise %.
Bezeichnet K, irgendeinen Punkt des wahren Kreises %, so
folgt, wenn wir diejenige Drehung um // ausfiihren, welche
K% in X, iberfiihrt, daB auch X eine Verdichtungsstelle von
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Punkten des wahren Kreises % ist. Wir erhalten somit den
Satz:

Der wakre Krels u ist eine abgeschlossene und in sich dichte
d. h. eine perfekte Punkimenge.

§ 4

Das wichtigste Ziel der nichstfolgenden Entwickelungenbe-
steht darin, zu zeigen, daR der wahre Kreis % eine geschlossene
Jordansche Kurve ist. Es wird sich ferner herausstellen, daB
der wahre Kreis % mit den Punkten auf k% iibereinstimmt.

Zunichst beweisen wir, daf #rgend awei Punkte K, K, des
wakren Kreises w sich stefs unlereinander sowohl durch eine Jor-
dansche Kurve verbinden lassen, die abgesehen von den Endpunklen
gang innerhalb kk verlduft, als durch eine solche Jordansche Kurve,
die abgesehen von den Endpunkien ganz auferkalb kk verliuft.

In der Tat, ziehen wir entsprechend den obigen Aus-
fihrungen die Jordanschen Kurven MK und MK, welche
innerhalb %% den Mittelpunkt /" mit K] beziiglich &, ver-
binden, und bestimmen auf der Kurve /K, von M ausgehend
den letzten auf /K, gelegenen Punkt 2, so bildet das Stiick
PK, der ersteren Jordanschen Kurve zusammen mit dem
Stiick PK, der letsteren Jordanschen Kurve eine Verbindungs-
kurve von der zuerst verlangten Art.

Andererseits fassen wir die Drehungen um M ins Auge, bei
denen Kin K, beziiglich in X, ibergeht; die Punkte 4, bez. 4,,
die dabei aus 4 entstehen, sind nach § 3 Punkte auierhalb
k% und lassen sich daher auBerhalb 2Z mit 4 verbinden. Aus
diesen Verbindungskurven und denjenigen Jordanschen Kur-
ven, die bei jenen Drehungen aus der in § 3 konstruierten
Jordanschen Kurve 4K entstehen, konnen wir leicht eine
Jordansche Kurve zwischen X und K, zusammensetzen, die
ganz auBerhalb k£ verlduft.

§ 5.
Der eben gefundene Satz setzt uns in den Stand, die
Punkte des wahren Kreises x in bestimmter Weise anzuordnen.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl, 12
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Es seien K, K,, K;, K, irgend vier verschiedene Punkte
des wahren Kreises %. Wir verbinden die Punkte &, X, einer-
seits durch eine Jordansche Kurve, die ganz (d. h.zwischen
K&, und K,) innerhalb %% verlauft, und andererseits durch eine
solche, die ganz auBerhalb k% verliuft. Da diese beiden Ver-
bindungskurven einschlieflich ihrer Endpunkte X, &, stetig
sind, so bilden sie zusammen eine geschlossene Jordansche
Kurve. Eine in dieser Weise aus X, X, hergestellte Kurve
wollen wir stets mit Jm bezeichnen. Die ganze Zahlen-
ebene zerfillt dann, abgesehen von ]{1—]{2 selbst, nach dem
bekannten Jordanschen Satze in zwei Gebiete, namlich das
Innere und das AuBere dieser Kurve 1?;]—(—2 Betreffs der Lage
der Punkte K;, K, sind nun zwei Fille moglich: erstens, die
Punkte K, K, werden durch die Kurve ]TK'2 nicht getrennt,
d.h.sie liegen beide innerhalb oder beide auBerhalb derselben;
zweitens, die Punkte X;, K, werden durch die Kurve Iﬁ
getrennt, d.h.es liegt & mnerhalb und X, auBerhalb der Kurve
K K, oder umgekehrt.

Verbmden wir die Punkte &, &, irgendwie anders durch
einen innerhalb 4% und einen auﬁerhalb kkverlaufenden Weg,
so erkennen wir leicht, daB hinsichtlich der Lage der Punkte
Ky, K, zu der neu entstehenden geschlossenen Jordanschen

Kurve Im gewiB derselbe Fall eintritt wie vorhin. In der
Tat, liegt beispielsweise der erste Fall vor, und befinden sich
K, K, beide im Innern von IQ—KZ, so verbinde man X; und
K, durch einen innerhalb k% verlaufenden Weg W. Sollte
derselbe aus dem Inneren der geschlossenen Kurve X X,
heraustreten, so miifite er im weiteren Verlauf doch schlie8-
lich wieder in dieses Innere zuriickfithren; es ist' daher ge-
wil mdglich, den auBierhalb 1?1?2 verlaufenden Teil dieses
‘Weges W durch einen nahe an dem betreffenden Stiicke von
K, K, verlaufenden Weg zu ersetzen, welcher ganz innerhalb

kk und zugleich innerhalb & &, verliuft, so daB dadurch ein




Uber die Grundlagen der Geometrie 179

Verbindungsweg W¥ zwischen X, und X entsteht, welcher
ebenfalls ganz innerhalb %% undinnerhalb X X, verlauft. Setzen
wir aus dem innerhalb % liegenden Teil der Kurve X, X,

und dem auBerhalb %% liegenden Teil der Kurve X, &, eine

neue geschlossene Jordansche Kurve X, X, zusammen, so ist
W# offenbar ein Weg, welcher K, und X innerhalb dieser

neuen Kurve verbindet, ohne die Kurve K K, zu durchsetzen,

d. h. X und X, werden durch K X, gewiB nicht getrennt.
Hieraus folgt nach entsprechender Konstruktion auBerhalb

kk, daB X, und X, auch durch die Kurve Z;?z nicht getrennt
werden. Wir diirfen daher im ersten Falle schlechthin sagen:
das Punktepaar X, K, wird durch das Punktepaar X, X,
nicht getrennt. Dann aber folgt auch im zweiten Falle, daB
wir schlechthin sagen diirfen: das Punktepaar K&, X, wird
durch das Punktepaar X, K, getrennt.

Wir fihren nun irgendeine Drehung um J/ aus, durch
welche die Punkte X, X;, &;, K, in K, K, K/, K, iiber-
gehen. Bedenken wir, daB die Drehung nach der Definition
eine stetige und eindeutig umkehrbare Transformation der
Zahlenebene ist und die Punkte innerhalb %% in Punkte inner-
halb %%, die Punkte auferhalb %% in Punkte auBerhalb %%
iberfiihrt, so folgt, daB-die Punktepaare X/, K, und &Y, K
voneinander getrennt oder nicht getrennt liegen, je nachdem
die Punktepaare X, X; und Aj, K, sich einander trennen
oder nicht, d.h. die gegenseitige Lage der Punklepaare K, K,
und K, K, bleibt bei einer beliebigen Drehung um M unverindert,

‘Wir leiten in dhnlicher Weise auch die Sitze ab, die den
iibrigen bekannten Tatsachen hinsichtlich der gegenseitigen
Lage der Punktepaare auf der Peripherie eines gewOhnlichen
Zahlenkreises entsprechen, namlich die- Sitze:

Wenn K., Ky durch K, K, getrennt werden, so werden auch
K, K, durch K, K, getrenni. Wenn K, K, durch K,, K, und

Iz®
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K;, K, durch Ky, K getrennt werden, so wird auch K, K, durch
K, K5 getrmnt

Dadurch sind wir zu dem folgenden Ergebnis gelangt:

Die Punkie des wakren Kreises % sind gyklisch, d. h. mit Riick=
sicht auf die gegenseitige Trennung von Punkicpoaren wie die
Punkte eines -gewb'lmlz'cﬁm Zahlenkreises angeordnet. Diese An-
ordnung ist gegeniiber den Drehungen um den Mittelpunkt M des
wahren Kreises w invariant.

§ 6.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des wahren Kreises %
sprechen wir wie folgt aus:

Zu irgendeinem Punklepaar des wahren Kreises w gibt es stefs
ein Punktepaar dieses Kreises x, welcher jenes Punktcpaar trennt.

Wir bezeichnen mit X einen fest gewihlten Punkt des
wahren Kreises » und wollen dann von irgend drei anderen
Punkten X, K, K, des wahren Kreises % sagen, es liege
K, zwischen K| und K; bez. nicht zwischen X und X, je
nachdem das Punktepaar &, &5 durch das Punktepaar X, K
getrennt oder nicht getrennt wird.

‘Wir nehmen im Gegensatz zu der obigen Behauptung an,
es seien K und X' zwei Punkte des wahren Kreises %, die
durch kein Punktepaar' getrennt werden; dann folgt nach
unserer Festsetzung gewif auch, da8 zwischen denselben kein
Punkt von % liegt. Ferner dirfen wir annehmen, es gibe
einen Punkt K| von der Art, daf das Punktepaar X, K’
durch das Punktepaar X; K getrennt wird; anderenfalls nim-
lich denken wir uns in der folgenden Entwickelung die Rollen
der Punkte X und X miteinander vertauscht. Sodann wihlen
wir eine unendliche Reihe & von Punkten des wahren Kreises #,
die gegen den Punkt & konvergieren, und verbinden X] mit
K’ sowohl durch eine innerhalb k% verlaufende Kurve, wie
durch eine auBerhalb %% verlaufende Kurve. Durch Zusammen-
setzung dieser beiden Kurven erhalten wir eine geschlossene
_[ordansche Kurve ]{1—](’ , welche K von K trennt und daher
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notwendig auch von unendlichvielen Punkten der gegen X
konvergenten Punkireihe R trennen mufl. Es sei K, einer
dieser Punkte der Reihe R. Da X, zwischen X] und K’ liegt
und nicht zwischen K und KX’ liegen darf, so liegt X, not-
wendig zwischen X, und XK. Nunmehr verbinden wir analog

K, mit X’ durch eine geschlossene Jordansche Kurve K';—KT'
und gelangen ebenso zu einem Punkte X der Reihe &, der
zwischen X; und X liegt usf. Auf diese Weise erhalten wir
eine unendliche Reihe von Punkien K, Ky, K,, ..., von denen
jeder Punkt zwischen dem vorangehenden und K gelegen ist, und
die gegen den Punkt K konvergieren.

Wir fithren jetzt eine Drehung um A/ aus, bei welcher K
in einen der Punkte X, &, &, ..., etwa in X ibergeht. Der
Punkt X’ gehe bei dieser Drehung in den Punkt X iiber.
Da unserer Annahme zufolge X und X’ durch kein Punkte-
paar getrennt werden, so ist das gleiche mit dem Punktepaar
K, K; der Fall. Infolgedessen muB X entweder mit K,_,
oder mit X, ; zusammenfallen oder zwischen X, , und X 1
liegen; in jedem Falle liegt also & zwischen X , und X;_ ,,
so daB auch die unendliche Reihe von Punkten X, &, K5,
K/, Ky, Ky, ... gewib von der Beschaffenheit ist, daB jeder
Punkt dieser Reihe zwischen dem vorangehenden Punkte und
dem Punkte X gelegen ist.

‘Wir wollen nun zeigen, daB auch die Punkte &', &, K[, ...
gegen den Punkt X konvergieren miissen. In der Tat, wiirden
die Punkte &;', K/, K,,... einen von X verschiedenen Punkt
Q zur Verdichtungsstelle haben, so wihle man aus ihnen einen
Punkt & aus. Da X ,, K] g» K, 135 -+~ samtlich zwischen
K und K liegen, so gibt es eine geschlossene Jordansche

Kaurve .7’(71?, die den Punkt X von den Punkten X7 ,, K 8
K/ FRTTREE und daher auch von Q trennt, d. h. Q liegt not-
wendig zwischen & und &. Wegen der Anordnung der Punkte
K, zu den Punkten K] folgt hieraus, da ¢ auch zwischen

den simtlichen Punkten £, K&, Ky,... einerseits und X ande-
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rerseits liegt. Die geschlossene Jordansche Kurve az; miifite
mithin simtliche Punkte X, X, &, ... von X trennen; dann
konnten aber die Punkte X, K, &, ... nicht gegen K kon-
vergieren, wie es sein sollte.

Nunmehr betrachten wir die gegen X konvergierenden
Punkte &, &;, Ky, ... und die Punkte X, &, Ky;,--- die
nach dem eben Bewiesenen ebenfalls gegen X konvergieren.
Da mittels einer Drehung um A7 der Punkt X in X und zu-
gleich A" in K iibergeht, so miiite es nach Axiom III auch
eine Drehung geben, welche A und zugleich X” in die gemein-
same Konvergenzstelle X iiberfiihrt. Dies ist aber ein Wider-
spruch gegen die Definition der Drehung. Somit ist durch
Widerlegung unserer Annahme der zu Anfang dieses §6 auf-
gestellte Satz vollstindig bewiesen.

§7.

Mit Riicksicht auf die Festsetzungén zu Beginn des § 6
fassen wir den wahren Kreis » unter AusschluB des Punktes
K als eine geordnete Punkitmenge im Sinne Caniors auf: dann
besitzt diese Punktmenge den Ordnungsiypus des Linearkontinuums.

Zum Beweise hierfiir bestimmen wir zunichst eine abzihl-
bare Menge .S von Punkten des wahren Kreises %, deren Ver-
dichtungsstellen den wahren Kreis % selbst ausmachen. Eine
solche Menge S besitzt nach Canfor?) den Ordnungstypus des
Systems aller rationalen Zahlen in ihrer natiirlichen Rang-
ordnung, d.h. es ist moglich, den Punkten des Systems .S der-
art die rationalen Zahlen zuzuordnen, daB, wenn 4, B, C ir-
gend drei Punkte in § sind, von denen B zwischen 4 und
C liegt, von den drei zugeordneten rationalen Zahlen a,b, ¢
allemal die Zahl 4 ihrem Werte nach zwischen « und ¢ liegt.

Es sei nun X irgendein Punkt des wahren Kreises %, wel-
cher nicht dem System .S angehort; sind dann 4, B Punkte

1) ,,Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre®, Math. An-
nalen Bd. 46, § 9; hinsichtlich der weiteren SchluBweise des Textes
vergleiche man insbesondere § rt.
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von S, so nennen wir 4, B auf verschiedenen Seiten oder auf
derselben Seite von X gelegen, je nachdem X zwischen .4 und
B oder nicht zwischen 4 und B liegt. Ubertragen wir diese
Festsetzung von den Punkten des Systems .S auf die denselben
zugeordneten rationalen Zahlen, so erhalten wirunter Vermitte-
lung des Punktes X einen bestimmten Schnitt im Sinne Dede-
kinds durch dasSystem derrationalen Zahlen: wir ordnen dem
Punkte X die durch diesen Schnittdefinierteirrationale Zahlzu.

Es kann nicht zwei verschiedene Punkte X und X’ auf
% geben, denen die gleiche irrationale Zahl zugeordnet er-
scheint. In der Tat, konstruieren wir eine geschlossene Jor-

dansche Kurve XK' und sei A irgendein zwischen X und X’

und folglich innerhalb XX gelegener Punkt von %, so muf
es, da A eine Verdichtungsstelle von Punkten des Systems S

ist, gewil auch einen Punkt 4 in S geben, der innerhalb KX’
und daher auch zwischen X und X" liegt. Die zu A4 gehorige
rationale Zahl ¢ bedingt daher jedenfalls eine Verschiedenheit
der Schnitte, die unter Vermittelung der Punkte & und X’
entstanden sind.

‘Wir wollen endlich zeigen, dab es auch umgekehrt zu jeder
irrationalen Zahl o einen Punkt X auf % gibt, dem diese zu-
geordnet erscheint. Zu dem Zwecke sei ¢,, a5, a5, ... €ine
Reihe zunehmender und 4,,4,, 4,, ... eine Reihe abnehmen-
der Zahlen, deren jede gegen o konvergiert. Man konstruiere
die diesen Zahlen zugehorigen Punkte 4,, 4,, 45, . . . bez.
B,, By, B;,...und bezeichne mit X irgendeine Verdichtungs-
stelle dieser Punkte 4,, 4, 43, ..., By, By, B3, .... Der Punkt
K gehort dann notwendig der Zahl « zu. Denn, wenn wir
allgemein eine geschlossene Jordansche Kurve 4,5, kon-
struieren, so liegen die Punkte A.+1’ AH_,, A; gy eem 'Bi+1’
Biiar Bipgree- und folglich auch der Verdichtungspunkt
innerhalb :471_1?1., d. b. zwischen den Punkten 4,, Z,. Der unter
Vermittelung von X entstehende Schnitt ist mithin kein an-
derer als derjenige, der die Zahl « bestimmt.
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Betrachten wir nun die Punkte auf der Peripherie eines .
gewohnlichen Zahlenkreises mit dem Radius 1 und ordnen
einem dieser Punkte das Zeichen 4 oo und den Punkt X
zu, den iibrigen Punkten dagegen in stetiger Folge die samt-
lichen reellen Zahlen und diesen wiederum die entsprechen-
den Punkte des wahren Kreises %, so gelangen wir zu fol-
gendem Resultat: Die Punkte des wahren Kreises % lassen sich
unter Erkaltung ihrer Anordnung umkehrbar eindeutig auf die Punkte
der Peripherie cines gewihnlichen Zahlenkreises mit dem Radius 1
abbilden. )

§ 8.

Um das in § 4 bezeichnete Ziel zu erreichen, bleibt nur noch
die Stetigkeit der gewonnenen Abbildung, d.h. die Liicken-
losigkeit des wahren Kreises x zu zeigen iibrig. Zu dem Zwecke
denken wir uns die Punkte des wahren Kreises % durch die
Koordinaten x, y der Zahlenebene und andererseits die
Punkte des Zahlenkreises mit dem Radius 1 durch den Bogen
# von einem festen Anfangspunkte an bestimmt: dann haben
wir zu beweisen, daB x, y stetige Funktionen von # sind.

Es seien nun ¢, 4,4,... irgendeine Reihe gegen #¥ kon-
vergierender, entweder simtlich wachsender oder samtlichab-
nehmender Werte und £, K, &j, ... seien bez. die diesen Para-
meterwerten zugeordneten Punkte des wahren Kreises », wih-
rend der Wert /¥ einem Punkte X auf x entsprechen moge.
Es sei ferner @ eine Verdichtungsstelle der Punkte X, &,
K, .... Konstruieren wir allgemein eine geschlossene Jordan-
sche Kurve m, so liegen notwendig die Punkte X 1
K, 9 K g ... und folglich auch deren Verdichtungsstelle
Q innerhalb K, K%, d.h. es liegt auch der Punkt Q zwischen
K, und K*%; demnach muB sich auch der zu Q gehérige Wert
des Parameters / allgemein zwischen # und #¥ befinden. Der
letztere Widerspruch 16st sich nur, wenn Q und X¥ zusammen-
fallt; mithin konvergieren die Punkte &7, X;, K&, ... gegen
den Punkt X*¥. Damit ist die Stetigkeit der Funktion x,y vom
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Parameter 7 vollig bewiesen, und es folgt eine Tatsache, die
wir in § 4 als das erste wichtige Ziel unserer Entwickelung
hingestellt haben, nimlich der folgende Satz:

Der wakre Kreis % ist in der Zahlenchene eine geschlossene
Jordansche Kurve.

§9

‘Wir wissen, daB die Punkte des wahren Kreises % simtlich
zu den Punkten auf k2% gehoren; es wird sich auch zeigen,
daB letztere Punkte sdmtlich auf % liegen, so daB der weiter-
gehende Satz gilt:

Der wahre Kreis » ist identisch mit den Punkien auf kk; die
innerhalb % Hegenden Punkte sind sugleich die Punkle innerkalb kk,
und die auflerhalb w liegenden Punkie sind zugleich die Punkle
aufierhald kk.

Um diesen Satz zu erkennen, zeigen wir zundchst, daf der
Punkt M, der ,,Mittelpunkt“ des wahren Kreises %, mit jedem
Punkte / innerhalb % durch eine stetige Kurve verbunden wer-
den kann, ohne daB dabei der wahre Kreis % tiberschritten
wird.

In der Tat, ziehen wir durch / irgendeine gewohnliche Ge-
rade in der Zahlenebene, eine sogenannte ,,Zahlengerade®,
so seien K| und X, die ersten Punkte dieser Zahlengeraden,
die auf % liegen, nach den beiden Richtungen hin von / aus
gerechnet. Da X, und X, auch Punkte auf %% sind, so kénnen
sie mit / durch je eine Jordansche Kurve M/ X, bez. M K, ver-
bunden werden, die ganz innerhalb %% verlaufen und daher
gewiB nicht den wahren Kreis % iiberschreiten. Trifft eine
dieser Jordanschen Kurven das Geradenstiick &, X; etwa im
Punkte B, so bildet das Kurvenstick /B mit dem Geraden-
stiick /B zusammen den gesuchten Verbindungsweg. Im ent-
gegengesetzten Falle bilden M/ X und MK, zusammen mit
dem Geradenstiick X, X, eine geschlossene Jordansche Kurve
y- Da diese Kurve y ganz innerhalb des Zahlenkreises { (§ 1)
liegt, so 148t sich der auBerhalb des Zahlenkreises & gelegene
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Punkt 4:gewiB nicht mit einem Punkte innerhalb y verbinden,
ohne daB dabei ein Punkt der Kurve y iiberschritten wird. Die
Kurve y besteht nun aus Punkten innerhalb k%, aus Punkten
auf 2% und aus Punkten innerhalb %. Da die letzteren Punkte
von 4 aus nur durch Uberschreitung eines Punktes auf %, der
ebenfalls ein Punkt auf %% ist, erreicht werden konnen, so liegt
das ganze innerhalb y gelegene Gebiet notwendig auch inner-
halb %k. Verbinden wir also // mit / durch einen stetigen,
innerhalb y verlaufenden Weg, so iiberschreitet dieser Weg
den wahren Kreis % sicher nicht und ist mithin von der ge-
wiinschten Art.

Wir schlieflen daraus zunichst, daB A/ innerhalb x liegt,
d. h. der Mittelpunkt M des wakren Kreises w liegt innerhalb des-
selben. N ; ‘ i
Da ferner jeder Punkt auf 2% mit A/ durch eine Jordan-
sche Kurve verbunden werden kann, die, von den Endpunkten
abgesehen, ganz innerhalb %% verliuft und also % gewiB nicht
trifft, so liegt jeder Punkt auf 2% notwendig auf % oder inner-
balb #. Gabe es einen Punkt 7 auf %%, der innerhalb x liegt, so
konnte der auBerhalb & gelegene Punkt 4 nicht mit Punkten
in beliebiger Nahe von 2 verbunden werden, ohne daf da-
bei ein Punkt von # iberschritten wird; da aber jeder Punkt
von yx zu den bedeckten gehért, so kénnte 2 nicht ein Punkt
auf %% sein; dies ist ein Widerspruch. Alle Punkte auf k4
liegen also zugleich auf %, womit obige Behauptung vollig
erwiesen ist.

§ 10.

Das Punktgebilde %% ist in § 2 durch eine gewisse Kon-
struktion aus dem Zahlenkreise % hervorgegangen. Da der
Zahlenkreis k, wie in § 3 gezeigt worden ist, mindestens einen
Punkt auf £% enthilt und im iibrigen ganz auf oder innerhalb
kk liegt und-die Punkte auf 2% nach § g nichts anderes als der
wahre Kreis  sind, so haben wir in der obigen Konstruktion
zugleich ein Mittel, um aus dem Zahlenkreise % einen wahren
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Kreis % zu konstruieren, welcher eine ‘geschlossene Jordan-
sche Kurve ist und den Zahlenkreis # umschlieBt, diesen von
aufien bertihrend; hier und im Folgenden sagen wir von zwei
Jordanschen Kurven, wenn die eine die andere im Inneren
enthalt und mit ihr wenigstens einen Punkt gemein hat, daB
die erste die zweite von auBen, diese aber jene von innen
berihrt.

Durch eine geringe Abanderung des fritheren Verfahrens,
nimlich durch eine Vertauschung der Rollen, die den Punk-
ten innerhalb und auBlerhalb % zugeteilt worden sind, konnen
wir aus dem Zahlenkreise # noch einen anderen wahren
Kreis konstruieren; wir bezeichnen jetst diejenigen Punkte
der Zahlenebene, die bei irgendeiner Drehung um /7 aus
Punkten auBerhalb oder auf % entstehen, als dedecks; alle an-
deren Punkte dagegen als wnbedeck/. Wenn nun ein unbe-
deckter Punkt sich durch eine Jordansche Kurve, die aus
lauter unbedeckten Punkten besteht, mit 4/ verbinden laBt,
so heiBe dieser Punkt innerhalb kkk. Die Grenzpunkte dieser
Punkte innerhalb %2%% heien Punkte auf k4%, und alle iibrigen
Punkte heiBen auferhalb kkk. Wir zeigen dann dhnlich wie
in § 3 bis § 9, daff die Punkie auf kkk einen wakren Kreis um
M bilden, der eine geschlossene Jordansche Kurve ist, den Mittel-
punkt M umschliefit und innerhalb des Zahlenkreises k verliuft,
diesen von innen beriihrend.

§r1.

An Stelle des Zahlenkreises £ kann man nun eine beliebige
geschlossene, innerhalb % verlaufende Jordansche Kurve z
wihlen, die den Punkt /7 im Innern enthilt: durch Anwendung
der nimlichen Konstruktion erhalten wir dann zu dieser Kurve
sowohl einen bestimmien sie umschliefienden wakren Kreis um M,
der eine geschlossene Jordansche Kurve ist und z von aufien berihrt,
als auch einen bestimmien innerhalb z verlaufenden wahren Kreis
um M, der eine geschlossene Jordansche Kurve ist und 3 von innen
beriihrt.
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Wir bemerken noch, daB jeder solche aus einer Jordan-
schen Kurve z konstruierte wahre Kreis auch aus einem Zah-
lenkreise erzeugt werden kann: man braucht nur denjenigen
Zahlenkreis zu wihlen, der innerhalb des vorgelegten wahren
Kreises ihn von innen beriihrend verliuft bez. ihn von aufien
beriithrend umschlieBt; denn zwei wahre Kreise, die geschlos-
sene Jordansche Kurven sind und denselben Zahlenkreis sei
es beide umschlieBend, sei es beide ganz innerhalb verlau-
fend beriihren, miifiten gewil einen Punkt gemein haben und
waren folglich iiberhaupt miteinander identisch.

§ 12

Nunmehr kénnen' wir ohne erhebliche Schwierigkeit die
wichtige Tatsache beweisen, daf jeder durch irgendeinen Punkt
P innerhalb w gehende wakre Kreis um M ebenso wie die in § 11
konstruierten wakren Kreise eine geschlossene Jordansche Kurve ist,
die M im Innern enthdll. ’

Zum Beweise fassen wir éinerseits alle wahren Kreise um
M ins Auge, die geschlossene Jordansche Kurven sind und P
ausschlieBen: sie mogen wahre Kreise ersfer Art heifien; und
andererseits alle diejenigen, die geschlossene Jordansche
Kurven sind und 2 einschlieflen: sie mogen wahre Kreise
zweiter Art heiflen.

‘Wir denken uns zunichst aus jedem Zahlenkreise mit dem
Mittelpunkt 27 den wmschlieflenden wahren Kreis erzeugt und
fassen dann diejenigen Zahlenkreise ins Auge, aus denen
wahre Kreise entspringen, die erster Art sind. Sodann suchen
wir fir diese Zahlenkreise den Grenzkreis g, d.h. den klein-
sten Zahlenkreis, der sie simtlich enthilt. Alle Zahlenkreise,
die kleiner als g sind, liefern dann wahre Kreise erster Art.
Der aus dem Zahlenkreise g entspringende wahre Kreis y
miite, wenn er nicht durch P geht, diesen Punkt ebenfalls
ausschliefen. Denn lige P innerhalb y, so ziehe man eine
ganz innerhalb y verlaufende, die Punkte // und 2 umschlie-
Bende geschlossene Jordansche Kurve und erzeuge aus dieser
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den wahren Kreis, der sie umschlieBt. Dieser wahre Kreis lieBe
sich, da er ja gewiB in das Innere des Zahlenkreises g hinein-
tritt, durch einen Zahlenkreis erzeugen, der kleiner als g ist;
er umschlieBt ferner den Punkt 7, was nicht méglich ist. Da
wie erwihnt, alle wahren Kreise um /7, die geschlossene Jor-
dansche Kurven sind, auch aus Zahlenkreisen um // entsprin-
gen, so ist offenbar der aus ¢ entspringende wahre Kreis ein
solcher Kreis erster Art, welcher alle anderen wahren Kreise
erster Art umschliefit.

Indem wir andererseits aus jedem Zahlenkreise mit dem
Mittelpunkt // denjenigen wahren Kreis erzeugt denken, der
jenen Zahlenkreis ausschlieBt, beweisen wir auf dhnlichem
Wege die Existenz eines wahren Kreises zweiter Art, welcher
von allen anderen wahren Kreisen zweiter Art umschlossen
wird.

Wiirden nun die gefundenen wahren Grenzkreise beide
nicht durch P gehen, so konnte man eine Jordansche Kurve
in dem zwischen ihnen gelegenen ringformigen Gebiete
ziehen, welche sicher durch unser Verfahren einen wahren
Kreis liefern wiirde, der eine geschlossene Jordansche Kurve,
aber weder von der ersten noch von der zweiten Art wire;
dies ist ein Widerspruch, und damit haben wir die zu An-
fang von § 12 aufgestellte Behauptung bewiesen.

§13.

Nachdem wir im Vorstehenden die wichtigsten Eigenschaf-
ten der wahren Kreise um / gefundenhaben, die durch Punkte
innerhalb % laufen, wenden wir uns nun zur Unfersuchung der
Gruppe aller Bewegungen, die bei den Drehungen der Ebene um
M der wakre Kreis % in sich erfihrt.

Es seien den Entwickelungen in § 8 gemi8, die Punkte des
wahren Kreises x auf die Punkte # der Peripherie eines Zahlen-
kreises mit dem Radius 1 unter Erhaltung ihrer Anordnung
abgebildet: dann entspricht einer jeden Drehung A unserer
Ebene um M/ eine bestimmte umkehrbar eindeutige stetige
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Transformation der Punkte ¢ des Einheitskreises in sich, da
ja nach § 5 bei einer Drehung die Anordnung der Punkte auf
dem wahren Kreise und daher mit Riicksicht auf § 7 auch
die Anordnung der Parameterwerte f ungeandert bleibt. Diese
Transformation 148t sich durch eine Formel von der Gestalt

’ =A@
darstellen, wo A(¢) eine stetige Funktion ist, die mit wach-
sendem ¢ entweder stets wichst oder stets abnimmt und die
bei Vermehrung des Arguments 7 um 2 sich. ebenfalls um
den Betrag 2w dndert.

Diejenigen Funktionen A (#), die bei Wachsendem Argument
¢abnehmen, entsprechen Transformationen, die den Umlaufs-
sinn auf dem wahren Kreise indern, und da zufolge unserer
Fassung des Begriffes der Bewegung bei einer Bewegung der
Umlaufssinn stets derselbe bleiben soll, so ergibt sich, daB die
Funktion A (#) bei wachsendem Argument #stets wachsen mu8.

: § 14.

Wir fragen zunéchst, ob es in dieser Gruppe aller Drehungen
um M/ eine Drehung geben kann, bei welcher ein Punkt 4 des
wahren Kreises  ungeindert bleibt. Es sei# —a der Parameter-
wert fiir einen solchen Punkt 4 und dieser bleibe bei der
eigentlichen Drehung A fest, die durch die Formel

v =A@

dargestellt wird. Ferner sei B irgendein Punkt des wahren
Kreises mit dem Parameterwert # = &, der bei der Drehung
A seine Lage verindere; wir machen etwa die Annahme b<a,
worin keine Einschrinkung liegt.

Sowohl A (#) als auch die umgekehrte Funktion A~1(/) sind
von der Art, daf sie bei zunehmendem Argument zunehmen.
Wegen A(a) = a schlieBen wir hieraus der Reihe nach, da
samtliche GroBen, die durch die symbolischen Potenzen

A@), AAE) = A2 ), AY@), ..., A-1(E), A=2(F), A-2() ..
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dargestellt werden, unterhalbaliegen. Nunbilden, falls A (3) >4
ausfallt, die GréBen

AG), A2(), ARQ), ...

eine Reihe bestindig zunehmender Werte; im Falle A (5)<C%
gilt das gleiche von der GroBenreihe

A1), A-2(), A3, ...

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir, daB im ersteren Falle
die direkten Wiederholungen derDrehung A auf angewandt,
im letzteren die symbolischen Potenzen von A (§) mitnegativen
Exponenten sich einem Grenzwert g nihern miissen, der
zwischen ¢ und & liegt oder mit ¢ ibereinstimmt. Entspricht
der Grenzzahl g etwa der Punkt G auf dem wahren Kreise #,
so bilden die Potenzen von A mit positiven bez. negativen
Exponenten Bewegungen, so daB durch sie der Punkt Zschlief3-
lich in beliebige Ndhe von G iibergeht und zugleich durch
sie Punkte in beliebig kleiner Umgebung von G in beliebig
kleiner Umgebung von G bleiben. Nach Axiom III miifite es
demnach eine Bewegung geben, welche B in G iberfiihrt und
zugleich G ungedndert 148t; dies widerspraiche dem Begriffe
der Bewegung. L' ist demnack die Drebung A, welche den Punkt A
festlift, notwendig eine solcke, die alle Punkte des Kreises » festlifit,
d. k. fiir diesen Kreis die Identitit.

§1s5.
Aus der Definition des wahren Kreises leuchtet unmittelbar
die folgende Tatsache ein:
Es gibt stets eine Drehung um M, welche den beliebig gegebenen
Punkt O des wahren Kreises u in einen anderen beliebig gegebenen
Punkt S desselben iiberfiihrt.

§ 16.

‘Wir leiten jetzt eine weitere Eigenschaft fiir die Gruppe der
Bewegungen eines wahren Kreises in sich ab.
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Esseien 0, S, 7, Z viersolche Punkte aufdem wahren Kreisey, .
daB diejenige Drehung um M, vermdge welcher OinSiibergeht,
den Punkt 7" nach Z bewegt, so daB die Lage von Z eindeutig
durch die Punkte O, S, 7' mitbestimmt ist. Halten wir O fest
und bewegen $ und 7" auf dem wahren Kreise, so erj/blgt bei
stetiger Anderung von S und T’ auch die Anderung von Z stetis,

Um dies zu beweisen, wihlen wir eine unendliche Reihe
von Punkten S;, Sy, S, ..., die gegen den Punkt.§ konvei— ‘
gieren, und eine unendhche Rexhe von Punkten 7}, 7, 73,
die gegen den Punkt 7° konvergieren. Die Drehungen umM
vermoge deren O in S 8, S, ... iibergeht, bezeichnen wir
bez. mit A, A,, A,,... und die durch diese Drehungen bez.
aus 7,,7,, Ty, ... entspringenden Punkte seien Zy 5 Zg Zogsivs;
dann haben wir zu zeigen, daB die Punkte Z,y Zigy Zgs... gegen
Z konvergieren. Es sei Z* eine Verdichtungsstelle der Punkte
Zy, Zy, Zg, - ... Nach Axiom III gibt es dann eine Drehung -
um /4, vermoge deren O in .S und zugleich 7" in Z* iibergeht.
Hierdurch erweist sich aber Z* als eindeutig bestimmt und
mit Z identisch.

§ 17.

In § 14 bis § 16 haben wir erkannt, daB die Gruppe aller
Drehungen des wahren Kreises % in sich die folgenden Eigen-
schaften besitat:

1. Es gibt auBer der Identitit keine Drehung um A, welche
einen Punkt des wahren Kreises % festlift.

2. Wenn O, § irgend zwei beliébige Punkte des wahren
Kreises % sind, so gibt es gewiB eine Drehung um A, welche
O in § iiberfiihrt,

3. Bei einer Drehung um A4 die O nach .S bewegt, gehe
zugleich 7" in Z iber; der somit durch O, S, 7 eindeutig be-
stimmte Punkt Z erfihrt auf « eine stetige Anderung, wenn
S und 7 auf % stetig ihre Lage andern.

Diese drei Eigenschaften bestimmen vollstindig den Bau
der Gruppe der Transformationen A (), die den Bewegungen
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des wahren Kreises in sich entsprechen. Wir stellen nimlich
den folgenden Satz auf:

Die Gruppe aller Bewegungen des wahren Kreises w in sich,
die Drekungen um M sind, ist holoedrisch-isomorph mit der Gruppe
der gewihnlichen Drehungen des Zahleneinheitskreises um Min sich.

§ 18.

Wenn wir uns diejenige Drebung um /4 die den Punkt
O des wahren Kreises ¥ mit dem Parameterwert O in den
Punkt .S mit dem Parameterwert s iiberfiihrt, durch die Trans-
formationsformel

= A(49)
dargestellt denken, wobei wir den Funktionswert A (, 0) = ¢
nehmen, so erkennen wir auf Grund der gefundenen Eigen-
schaften der Drehungsgruppe, daB die Funktion A(4s) ein-
deutig und stetig fiir alle Werte der beiden Verinderlichen
4, 5 ist. Auch folgt, da s bis auf Vielfache von 2= eindeutig
durch zwei zusammengehorige Werte # und #’ bestimmt ist,
daB die Funktion A(Z s) bei konstantem 7 mit wachsendem s
nur entweder bestindig wichst oder abnimmt, und da sie fiir
#=0 in s ibergeht, so tritt notwendig der erstere Fall ein.
Nun ist
A, )> Ao, 2), Ao, H)=1¢ (t>o0)
und wegen
AGms)=2u0+ A(0,5) =2n++5
folgt
A2m, 2m) = 47
Mithin hat die Funktion A(4 7) >/ der einen Verander-
lichen ¢ die Eigenschaft, bestindig von o bis 47 zu wachsen,
wihrend das Argument # von o bis 2w wichst. Aus diesem
Umstande schlieBen wir sofort folgende Tatsache:

Wenn irgendeine positive Zahl #" < 2= vorgelegt ist, so

gibt es stets eine und nur eine positive Zahl 4 so daB

A t) =1

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 13
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wird; es ist # << #. Der Parameterwert # liefert einen Punkt
des wahren Kreises von der Art, daf bei einer gewissen Dre-
hung um M/ der Punkt / = o sich nach # und zugleich der
Punkt # nach #” bewegt.
Wir bezeichnen nun denjenigen Wert 7, fiir welchen
A, ) = 2x

wird, mit @ (}), denjenigen, fiir welchen

Al Y) =o(})

wird, mit ¢ (%) , denjenigen, fiir welchen

AGH=9(35)

wird, mit ¢ (—:—3) , « . .; ferner setzen wir allgemein

a 1 a I
B(r(2) o) =r ().
wo 2a eine gerade ganze Zahl bedeutet und # eine ganze
Zahl > 1 ist, und ferner setzen wir

p(0)=0, @(1)=2m
Damit ist die Funktion g fiir alle rationalen Argumente, deren
Nenner eine Potenz von 2 ist, widerspruchslos definiert.
Ist nun ¢ ein beliebiges positives Argument < 1, so ent-
wickeln wir ¢ in einen Dualbruch von der Form

Zl 22 3,
Beot-de ol T b ToELP

WO 2y, %y, %3, » - - lauter Ziffern o, 1 bedeuten. Da die Zah-
len der Reihe

2, Z. 2, Z 2 2,

?(3) oG+ sGHE+)
gewiB niemals abnehmen und simtlich < g (1) bleiben, so
nadhern sie sich einem Grenzwert; diesen bezeichnen wir mit
@ (). Die Funktion (o) ist eine Funktion, die mit wachsen-

dem Argument stets wichst; wir wollen beweisen, daB sie
auch stetig ist. In der Tat, wire sie an einer Stelle
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5 By, 7 a7 Wt!
2+2’+25+ ——ufenzn—nfw 27 !

a
(—,_7, ok + Rkt o )
nicht stetig, so miifiten die beiden Grenzwerte
a 1
Lo(z) wa Zg(=F)
voneinander verschieden ausfallen und mithin die unendliche
Reihe von Punkten, die den Parametern

a. a, a,
1=9(2): 1=0() 1=2()

entsprechen, gegen einen anderen Punkt konvergieren als die
unendliche Reihe von Punkten, die den Parametern

1 a, + 1 ag 4 1
= g5, =g (), r=s(2E).
entsprechen. Nun fijhrt dieselbe Drehung, vermoge deren der
Punkt /=g (%) in den Punkt /= ( n T ) iibergeht, auch

zugleich den Punkt /= ¢ (%‘) in den Punkt /= ¢ (;,TI_T)
iber, und da die Zahlen q;(%), (p(%), ® (%), -+ - bestandig
abnehmen und die diesen Parameterwerten entsprechenden
Punkte daher gegen eine Stelle 4 konvergieren miissen, so
konvergieren mit Riicksicht auf Axiom III einer oft angewand-
ten SchluBweise zufolge auch die vorhin genannten unend-
lichen Reihen von Punkten beide gegen denselben Punkt.

Die Funktion ¢ () gestattet, da sie stets wachst und stetig
ist, auch eine eindeutige und stetige Umkehrung.

Die Drehung um /A7, durch welche der Punkt # =0 in

den Punkt /= ¢ (%) ibergeht, fihrt zugleich den Punkt
t=¢ (gl‘) in /= (Z—Z: + ﬁ') iiber, unter 4, irgendeine ganze

Zahl verstanden. Da fiir » = oo die Werte (p( ) gegen ¢ (o)
r*
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( Ve
und zugleich die Zahlen q’(zTTL + %) gegen q;(;";: + a) kon-
vergieren, so gibt es nach Axiom III eine Drehung, welqhe
den Punkt /= o npach /= ¢(¢) und zugleich den Punkt
t=gp (b—-’"> nach f = ¢ (é’ﬂ + o‘) bewegt, d. h. es ist

2m am

(7 b,
A(qa'(z—,",‘.), tp(ﬁ)) =g (2—:,", 4 6),
und da ¢ eine stetige Funktion ist, so folgt hieraus allgemein
fiir beliebige Parameterwerte 7, ¢ ‘

Alp®@, 9(@) = 9@ + o).
Damit ist bewiesen, daB, wenn wir in der Transformations-
formel
=A@ )
mittels einer gewissen umkehrbar eindeutigen Funktion ¢ an
Stelle von # ¢, s neue Parameter 1, 1, ¢ gemiB

=g, ¥=9) s=9@)
einfiihren, sich die Drehung in den neuen Parametern durch
die Formel
' =140
ausdriickt. Dieser Satz lehrt die Richtigkeit der in § 17 auf-
gestellten Behauptung.

Wir setzen noch an Stelle des Parameters ¢ den Para«
meter o = 2m6, und nennen diesen Parameter o den Winkel
oder die Bogenlinge zwischen den Punkten O(¢ == 0) und §
(d. h. ) auf dem wahren Kreis %; die Drehung, bei welcher
der Punkt O(c = o) in den Punkt § (d h. ¢) tibergeht, heifie
eine Drehung A[w)] des wakren Kretses % in sich um den Winkel o,

§ ro.

Durch diesen Beweis des Satzes in § 17 haben wir die
Untersuchung der Drehungen des wahren Kreises % in sich
beendet. Wegen § 11 und § 12 erkennen wir, daB die in
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§13 bis § 18 fir den wahren Kreis % angewandten Schluf-
weisen und bewiesenen Tatsachen auch fiir alle wahren Kreise
um M giltig sind, die innerhalb x liegen.

Wir wenden uns nun zu der Gruppe der Transformationen
aller Punkte bei den Drehungen der Ebene um den festen
Punkt A/ und beweisen der Reihe nach folgende Sitze:

Es sei von einem wahren Kreise w um M bekannt, daf er eine
geschlossene Jordansche Kurve ist, in deren Innerem M legt: dann
&bt es aufler der ldentitit keine Drehung der Ebene um M, welche
jeden Punki des wahren Kreises u festlift.

Zum Beweise bezeichnen wir eine Drehung um J, die
jeden Punkt auf p festliBt, mit M und nehmen dann ersfens
im Gegensatz zur Behauptung an, es gibe auf p einen Punkt 4,
in dessen beliebiger Nahe Punkte liegen, die ihre Lage bei
einer Drehung M verindern. Um A schlagen wir, was nach
§ 12 gewiB moglich ist, einen wahren Kreis ¢, der durch einen
gegeniiber M veranderlichen Punkt gehe und hinreichend klein
ist, so daB zufolge der obigen Bemerkung der Satz in §14 fiir
ibn zutrifft. Es sei B ein Schnittpunkt dieses Kreises mit g,
dann charakterisiert sich die Bewegung M zugleich als eine
Drehung des Kreises « in sich, bei der B festbleibt. Bei einer
solchen Drehung bleiben aber nach § 14 alle Punkte auf o«
fest, was nicht der Fall ist; unsere erstere Annahme erweist
sich demnach als unzulissig.

Wir konstruieren nunmehr ein System von geschlossenen
Jordanschen Kurven um A zu denen u gehort und von denen
die andere entweder ganz ein- oder ganz umschlieBt, so dafi
durch jeden Punkt der Zahlebene eine und nur eine Kurve des
Systems hindurchgeht. Dann nehmen wir zwerfens im Gegen-
satz zur obigen Behauptung an, es sei A eine Kurve dieses
Systems innerhalb p bez. auBerhalb , so daB alle Punkte in
dem ringformigen Gebiete zwischen p und 2 bei jeder Drehung
M festbleiben, wihrend in beliebiger Nihe der Kurve 4 solche
Punkte vorhanden sind, die nicht bei jeder Drebung M fest-

bleiben.
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Es sei A4 ein Punkt auf , in dessen beliebiger Nahe bei M
bewegliche Punkte liegen; dann schlagen wir um 4 einen
wahren Kreis, der durch einen dieser beweglichen Punkte
lauft und hinreichend klein ist, so daB der Satz in § 14 fiir ihn
zutrifft. Da dieser Kreis bei geniigender Kleinheit jedenfalls
durch einen Teil des ringférmigen, bei den Bewegungen M
festbleibenden Gebietes hindurchliuft, so charakterisiert sich
die Bewegung M zugleich als eine Drehung des Kreises « in
sich, bei welcher unendlich viele Punkte von « festbleiben. Bei
M miiBten daher nach §14 alle Punkte von « festbleiben, was
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daB bei den Drehungen M
alle Punkte der Ebene festbleiben.

§ 20.

Wir stellen nun folgende wichtige Behauptung auf:
Jeder wakre Kreds ist eine geschlossene Jordansche Kurve: das
System aller wahren Kreise um irgendeinen Punkt M erfiillt licken-
los unsere Ebene, so daff jeder wahre Kreds um M jeden anderen
solchen Kreis ein- oder umschliefft. Die similichen Drehungen A[w)]
unserer Ebene um M werden durck Transformationsformein von
or Gestalt x'=flx,y; 0), 9 =g o)
ausgedriickt; darin bedeuten x,y bez. x',y" die Koordinaten in
der Zahlebene und f, g eindeutige stetige Funkiionen in den drei
Verinderlichen x,y, w. Ferner haben fiir jeden Punkt x,y die
Funktionen f, g hinsichtlich des Arguments o die Zahl 27 sur
kleinsten simultanen Periode, d.h.man erhilt jeden Punkt des wakren
Kreises durch den Punkt (x,y) je einmal und nur eimmal, wenn
man o die Werte von 0 bis 2w durchlaufen lift. Endlich gilt
Siir die Zusammensetsung zweier Drehungen um. die Winkel o, 0’

die Formel Aw]A0] = Ao + o
§ 21

Zum Beweise der aufgestellten Behauptungen fassen wir
wiederum zunichst den in § 3 bis § 18 untersuchten wahren
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Kreis » um 27 ins Auge, der eine geschlossene Jordansche
Kurve ist, und betrachten die Drehungen dieses wahren Krei-
ses x in sich. Nach § 18 filhren wir den Winkel w ein, so
daB durch die Angabe eines Wertes von o zwischen o und 27
eine Bewegung des wahren Kreises # in sich eindeutig be-
stimmt ist. Nun entspricht aber einer jeden Drehung des
wahren Kreises x in sich nur eine bestimmte Drehung der
Ebene um 4/ da ja nach § 19 bei Festhaltung aller Punkte
auf % dberhaupt alle Punkte der Ebene festbleiben. Daraus
folgt, daB in den in § 20 aufgestellten Formeln fiir die Dre-
hung der Ebene um A/ die Funktionen f, g fiir alle x, 5, o
etndeutige Funktionen sind, die hinsichtlich o die Periode 2x
besitzen.

Wir beweisen nun, daf f, g stefige Funktionen in x,y o
sind. Zu dem Zwecke sei O irgendein Punkt auf %, ferner
©y) 00y, g, - - - €ine unendliche Reihe von Werten, die gegen
einen bestimmten Wert w konvergieren, und 77, 75, 7%, . . .
eine unendliche Reihe von Punkten unserer Ebene, die gegen
irgendeinen Punkt 7" konvergieren. Diejenigen Punkte, die
aus O bez.bei Anwendung der Drehungen um den Winkel
©,, @y, g, - - - hervorgehen, bezeichnen wir mit S, S,, &, . . .
und die Punkte, die aus 73, 7}, 7}, ... bez.bei den Drehungen
@, ; 0y, 03, . . . entstehen, mogen Z,, Z,, Z,, ... heiBen. Endlich
mogen die Punkte, die aus O bez. 77 durch eine Drehung
um den Winkel o hervorgehen, bez. mit S, Z bezeichnet wer-
den. Es kommt darauf an, zu zeigen, daf die Punkte Z,
Zyy Zg, + - - gegen Z konvergieren. ’

Da die Punkte 77, 7%, 7, . . . gegen 7 konvergieren, so
konnen wir ein Jordansches Gebiet G bestimmen, in dessen
Inneren die simtlichen Punkte M, T, 7, Ty, T}, - . . liegen.
Auf dieses Jordansche Gebiet wenden wir dann diejenige
Drehung um M an, welche O nach § bewegt. Das so aus G
entstehende Jordansche Gebiet heifie Z; dasselbe enthilt
gewiB die Punkte A/ und Z. Endlich konstruieren wir eine
geschlossene Jordansche Kurve o, die das Gebiet Z ganz
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im Inneren enthilt, d.h. umschlieBt, ohne daB ein Punkt auf
H liegt.

Wir wollen nun beweisen, daf von den Punkten Z, Z,,
Z,, ... gewiB nur eine endliche Anzahl auBerhalb der Kurve ¢
liegen. In der Tat, wiirden unendlich viele von ihnen, etwa
die Punkte Zﬁ’ Zig’ Zi;,’ ... auBerhalb « liegen, so denke
man sich allgemein /M mit 77; durch eine Jordansche, inner-
halb G verlaufende Kurve y, verbunden und dann mit y, die
Drehung um den Winkel w;;, ausgefiihrt. Die so entstehende
Kurve verbindet 7 mit Z;, und schneidet folglich die Kurve «
gewiB in einem Punkte, etwa 7,; es sei 4, der Punkt auf y,,
der bei der Drehung um den Winkel o, in B, iibergeht. Da
die Punkte 4,, 4;, 4;,... simtlich innerhalb G und die
Punkte B,, B,, By, ... simtlich auf « bleiben, so gibt es ge-
wiB eine unendliche Reihe von Indizes by bgs Bgy - . . YOI
der Art, daB A’ﬁ’ Ahz, A,", ... gegen einen Punkt 4 innerhalb

G oder auf der Grenze von G und zugleich B,‘l,th,Bh;, vee

gegen einen Punkt 2 auf « konvergieren. Nun wissen wir,
daB die Punkte S, S, S;, ... gegen § konvergieren; mit
Ricksicht auf Axiom III mifite es demnach eine Drehung.
um M geben, die O nach S und zugleich 4 nach B bewegt;
dies ist aber nicht mdéglich. Denn bei dieser Drehung miiite
A in einen Punkt innerhalb /7 oder auf der Grenze von A
ibergehen; dagegen ist B ein Punkt auf der Kurve o, die
das Gebiet A ganz im Inneren enthilt.

Damit haben wir erkannt, daf das Punktsystem Z,, Z;,
Z,,... ganz innerhalb eines gewissen Jordanschen Gebietes
liegen musB. : .

Es sei nun Z# eine Verdichtungsstelle der Punkte Z,, Z,
Zgy .. Da die Punkte S, S,, S;, ... gegen .S konvergieren,
so gibt es nach Axiom III eine Drehung um /4, bei welcher
O in S und zugleich 7' in Z# iibergeht. Da aber bei derjenigen
Drehung um 4, welche O in S iiberfiihrt, 7" in Z iibergehen
sollte, so folgt wegen der vorhin bewiesenen Eindeutigkeit der
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Funktionen f ¢ notwendig Z* = Z, d.h. die Punkte Z,, Z,,
Zg, .. verdichten sich nur an einer Stelle, nimlich an der
Stelle Z. Damit ist die Stetigkeit der Funktionen f,¢ in xy,@
bewiesen.

Wir setzen jetzt in /¢ fiir x,y die Koordinaten irgendeines
Punktes 7 unserer Ebene ein, der innerhalb oder auerhalb
des Kreises % liegt. Die dann entstehenden Funktionen f{(w),
g(w) in der Verinderlichen ¢ allein diirfen nicht beliebig
kleine simultane Perioden haben. Denn da sie stetige Funk-
tionen von o sind, so wiren sie in diesem Falle Konstante;
dann aber wiirde der Punkt 2 bei allen Drehungen der Ebene
um M festbleiben, was Axiom II widerspriche. Die kleinste
simultane Periode jener beiden Funktionen f(w), g(w) muf

27 = . o
demnach von der Form —.- sein, wo 7 eine ganze positive Zahl

bedeutet. Hieraus folgt, daB der durch P gehende wahre
Kreis erhalten wird, wenn man in den Formeln

x =/flw),y = g(@)
den Wert @ von o bis 3’; laufen 13Bt. Diese Kurve ist ge-

schlossen und ohne Doppelpunkte; sie stellt daher den durch
P gehenden wahren Kreis um 4/ dar. Wenden wir nunmehr

auf die Ebene eine Drehung um den Winkel 277‘ an, so bleiben

dabei alle Punkte dieses durch 2 gelegten wahren Kreises
fest, und daher miiBten nach §19 alle Punkte der Ebene fest-
bleiben; die Punkte auf dem wahren Kreise » bleiben aber
bei jener Drehung nur fest, wenn # = I ist, und damit haben
wir die Aussagen des in § 20 aufgestellten Satzes in allen

Teilen bewiesen.
§ 22.

Wir erkennen jetzt leicht auch die Richtigkeit der folgen-
den Tatsachen:

Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene jfest-
Bleiben, so bleiben alle Punkle fest, d.h.die Bewegung ist die Identitis.
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Jeder Punkt der Ebene lifit sich durch eine Bewegung (3. k.
zwei Drehungen) gewif} in jeden anderen Punkt der Ebene iiber-
Siikren.

Die erstere Tatsache folgt sofort mit Riicksicht auf den Satz
in § 20; die letztere, wenn wir um jeden der Punkte den wah-
ren Kreis durch den anderen legen, wobei diese Kreise sich
notwendig treffen miissen.

§ 23.

Unser wichtigsies weiteres Ziel besteht darin, den Begriff der
wakren Geraden in unserer Geomelrie einzufiikren und die fiir den
Aufban der Geometrie notwendigen Ezgensclzqﬂen dieses Begriffes:
zu entwickeln.

Zu dem Zwecke setzen wir zunichst folgende Benennungen
fest: Wenn 4, B und 4’, B zwei Paare von Bildpunkten von
der Art sind, daB sich vermoge einer Bewegung 4 in 4" und
zugleich B in B’ iiberfiihren 148t, so sagen wir, die (wakre)
Strecke AB sei kongruent (in Zeichen =) der (wakren) Strecke
A’B’. Ferner nennen wir zwer wahre Kreise kongruent, wenn
es eine Bewegung gibt, welche ihre Mittelpunkte und zugleich
sie selbst ineinander iiberfiihrt. , '

Unter einer Halbdrehung H um einen Punkt A/ verstehen
wir eine Drehung um den Winkel m, d.h. eine Drehung, die
noch einmal ausgefithrt die Identitit ergibt. Wenn 4, B, C
drei Punkte sind, so daB 4 bei einer Halbdrehung um 7 in
C und demnach auch zugleich C bei dieser Halbdrehung in
A iibergeht, so heiBe B die Mitte der Strecke AC.

Wenn C ein Punkt innerhalb bez. auBerhalb des um 4
durch B geschlagenen wahren Kreises ist, so nennen wir die
Strecke AC kleiner bez. grifier als die Strecke AB8. Um in ana-
loger Weise die Begriffe ,kleiner* und ,,grofer* fiir beliebige
Strecken bez. fiir beliebige Kreise zu definieren, fiilhre man
Bewegungen aus, vermoge welcher die Anfangspunkte der

Strecken bez. die Mittelpunkte der Kreise in den ndmlichen
Punkt fallen.
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§ 24.

Eine wahre Strecke 4C hat hochstens sine Mitte; gibe es
namlich fir 4C zwei Mitten und bezeichnen wir die Halb-
drehungen um diese Mitten mit H, und H,, so wirde die
zusammengesetzte Substitution A, H,~! eine Bewegung dar-
stellen, welche jeden der Punkte 4 und C festlieBe, und somit

entnehmen wir nach §22, indem wir symbolisch die Identitit
mit 1 bezeichnen,

HH ‘=1, dh H=-H,;

mithin stimmen auch die Mitten selbst iiberein. Insbesondere
folgern wir hieraus die weitere Tatsache:

Wenn zwei Strecken einander kongruent sind, so sind auch
ihre Halften einander kongruent.

§ 25.

Fiir die weiteren Entwickelungen brauchen wir folgenden
Hilfssatz:

Es mogen die Punkte 4, 4;, 4;,... gegen den Punkt 4
und die Punkte A, M,, M, ... gegen den Punkt A/ kon-
vergieren; wenn dann allgemein bei Ausfilhrung der Halb-
drehung um A/, der Punkt 4; in Z; iibergeht, so konvergieren
die Punkte B, B,, By, ... ebenfalls, und zwar gegen den-
jenigen Punkt B, der durch die Halbdrehung um A7 aus 4
entsteht.

Zunichst 148t sich gewiB ein Jordansches Gebiet finden,
innerhalb dessen das Punktsystem B, B,, By, ... gelegen
ist. Davon iiberzeugen wir uns durch das namliche Schluf-
verfahren, welches in § 21 auf das Punktsystem Zyy Zyy Zgy o
angewandt worden ist.

Wir bezeichnen nun mit B# eine Verdichtungsstelle der
Punkte B,, By, Bg;s--- Auf Grund des Axioms III muB es dann
eine Bewegung geben, welche die Punkte 4, M, B¥ bez. in
die Punkte B*, M, A tberfihrt; d. h. % geht aus 4 durch
die Halbdrehung um 7 hervor. Da aber auch B aus 4 durch



204 Anhang IV

die Halbdrehung um M/ hervorgeht, so folgt B* = B, und
damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

§ 26.

Es set M die Mitte einer gewissen Strecke AB; dann wollen
wir zeigen, dafd jede Strecke AC, die kleiner als AB ist, ebe;gﬁzlls
eine Mitte IV besitat.

Zu dem Zwecke ziehen wir irgendeine stetige Kurve y von
A bis M und suchen zu jedem Punkte /" dieser Kurve y den
Punkt B’, so daB M die Mitte von 45’ wird; dann ist der
Ort der Punkte B’, wie wir aus dem in §25 bewiesenen Hilfs-
satze schliefien, eine stetige Kurve »”. Diese Kurve »’ miindet
gewiB in 4, wenn der Punkt /" auf der Kurve y nach 4 hin
lduft. Denn im anderen Falle nehmen wir an, es sei M, M,
M, ... eine unendliche Reihe von Punkten auf y, die gegen
Akonvergieren, und 5, , B,, By;,..., die entsprechenden Punkte
auf der Kurve y'. Wiirden nun 2,, B,, B,,... eine von 4 ver-
schiedene Verdichtungsstelle 4% besitzen, so entnehmen wir
daraus, daB es eine Bewegung gibt, welche gewisse Punkte
in beliebiger Nahe von 4 in beliebiger Nahe von A% 148t und
zugleich den Punkt 4 in beliebige nghe von A% bringt. Dann
miiite also auf Grund des Axioms III bei einer gewissen Be-
wegung 4 festbleiben und zugleich in 4% ibergehen, was un-
moglich ist.

Da nun unserer Annahme zufolge AC kleiner als 427 ist,
so muB der um 4 durch C geschlagene wahre Kreis die 4
mit B verbindende stetige Kurve y’ in irgendeinem Punkte
B’ treffen. Der diesem Punkte entsprechende Punkt /" aufy
ist die Mitte der wahren Strecke 4AA8’, und da AC = AB’
ist, so findet man durch geeignete Drehung um 4 aus M’
auch die gesuchte Mitte V von 4C.

Da die Strecke AC durch ihre Halbdrehung um ihre Mitte
&V in die Strecke CA4 ubergeht so folgt aus unserem eben
bewiesenen Satze:

Die Strecke AC ist stets der Strecke C'4 kongruent — vor-
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ausgesetzt, daB die Strecke AC kleiner als die bestimmte,
am Anfange dieses § 26 zugrunde gelegte Strecke AZB ist.

Zugleich erkennen wir, daB, wenn die Punkte Ci» Gy Gy 1o
gegen den Punkt 4 konvergieren, stets auch die Mitten &V,
N, NV, ... der Strecken bez. AC,, AC,, AC;, ... gegen 4 kon-
vergieren.

§ 27.

Fiir unsere weiteren Entwickelungen haben wir einige Sitze
iber sich beriihrende wahre Kreise notig, und zwar kommt
es vor allem darauf an, zwer zueinander kongruente Kreise zu

konstruieren, die sich einander von aufien in einem und nur in einem
Punkte beriihren. ) .

7Zu dem Zwecke wihlen wir einen Kreis %" so klein, dafi
innerhalb desselben keine Strecke liegt, die der bestimmten
in § 26 zugrunde gelegten Strecke 4B kongruent wird; der
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Satz in § 20 zeigt, daB dies gewiB moglich ist, da sich sonst
die Punkte 4 und B gleichzeitig beliebig nahe an // bewegen
lieBen. Sodann sei % ein innerhalb %" liegender Kreis um den-
selben Mittelpunkt wie »’. Wir nehmen nun auf dem Kreise
% irgend zwei Punkte an und schlagen um diese zueinander
kongruente Kreise o und § so klein, daB irgend zwei Punkte
auf %, die innerhalb « liegen, niemals von irgend zwei Punkten
auf , die innerhalb § liegen, im Sinne der Anordnung der
Punkte auf % getrennt liegen konnen. Auflerdem seien die
Kreise o, § so klein gewihlt, daf} sie ganz innerhalb des Kreises
#’ liegen. Dann nehme man einen Punkt P’ an, der inner-
halb « und auBerhalb % liegt, und einen Punkt R’ an, der
innerhalb § und innerhalb % liegt, und schlage dann um 2’
und R’ zueinander kongruente Kreise n” und " so klein, daB
n" ganz innerhalb ¢ und aufierhalb % und ferner ¢’ ganz inner-
halb 8 und innerhalb % fallt. Nun fiihre man eine Drehung
um den Mittelpunkt von ¢ aus, so daB der Kreis " in einen
Kreis " iibergeht, der den Kreis % von aufien beriihrt: die
Berithrungspunkte bilden ein Punktsystem, welches mit.S be-
zeichnet werden moge. Sodann fiihre man eme Drehung um
den Mittelpunkt von § aus, so daB der Kreis ¢’ in einen Kreis
o iibergeht, der den Kreis # von innen berithrt. Die Beriihrungs-
punkte bilden ein Punktsystem, welches mit 7° bezeichnet
werden moge.

Da wegen der Wahl der Kreise o, § keine zwei Punkte
des Systems .§ durch ein Punktepaar des Systems 7" auf %
getrennt werden, so ist es gewifl moglich, durch eine Dre-
hung der Ebene um den Mittelpunkt des Kreises % einen der
duBersten Punkte von § auf  mit einem der duBersten Punkte
von 7" auf » derartig zur Deckung zu bringen, daB die iibrigen
Punkte von § in Punkte tibergehen, die von den Punkien des
Systems 7" durchweg verschieden sind. Bei dieser Drehung
gelangt der Kreis n” mit dem Kreise ¢ in Berithrung in der
Weise, daB der Punkt C, in dem das Zusammenfallen statt-
findet, der einzige Beriihrungspunkt wird. Wir bezeichnen den
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Kreis z” in seiner neuen Lage mit = und die Mittelpunkte
von & und ¢ bez. mit 2 und R.

Wir wollen nun beweisen, daB der Berithrungspunkt Cnot-
wendig die Mitte zwischen den beiden Mittelpunkten 2, R ist.
In der Tat, wegen unserer Wahl von #’ ist die Strecke PR
notwendig kleiner als die bestimmte Strecke 4.3 und besitzt
daher nach § 26 gewiB eine Mitte; dieselbe heiBe C#. Dann
geht jeder der beiden Kreise , ¢ durch eine Halbdrehung um
C% in den anderen iiber, und daher wird aus jedem Punkte
des einen Kreises ein Punkt des andern. Da der Punkt C
beiden Kreisen =, o gemeinsam ist, so muB er bei einer solchen
Halbdrehung ebenfalls in einen den Kreisen =, ¢ gemeinsamen
Punkt ibergehen, er mufl folglich bei dieser Halbdrehung
ungedndert bleiben und stimmt mithin notwendig mit dem
Punkte C* iiberein, um welchen die Halbdrehung ausgefiihrt
wurde.

Aus dem eben bewiesenen Satze erkemnen wir zugleich
folgende Tatsache:

Aus dem Rreise v entsteht durch Halbdrehung um den Punkt C
auf w der Kreis g, der m in C von aufen beriibri; es gibt aufier @
ketnen anderen Kreis, der mit dem Kreise mw kongruent ist und ihn
im Punkte C und nur in diesem einen Punkle von aufien beriihrt.

§ 28.

Ferner gilt der Satz:

Wenn irgendein Kreis v von dem Kreis w umschlossen und beriihrt
wird, so findet diese Berithrung nur in éinem Punkte statt.

Zum Beweise nehmen wir an, es seien Q, Q' zwei vonein-
ander verschiedene Beriihrungspunkte der Kreise : und .
Dann fihren wir eine Halbdrehung um Q@ aus; durch diese
geht 7 in einen Kreis = iiber, der sy nur im Punkte Q’ beriihrt,
und ; geht in einen Kreis ;" iiber, der innerhalb =" und daher
gewif ganz auflerhalb = verlauft, beide Kreise z, »" nur in
Q’ beriihrend. Fihren wir jetzt diejenige Drehung um den
Mittelpunkt des Kreises x aus, durch welche @ in Q' iiber-
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geht, so entsteht aus ¢ ein Kreis (", welcher ganz innerhalb
m und daher gewiB auch auBerhalb ;’ liegt, diesen nur in:Q’
beriihrend. Damit haben wir zwei Kreise ¢, :”, die beide 'den
kongruenten Kreis ¢/ in Q' und nur in diesem Punkte von
auBen beriihren, und dieser Umstand widerspricht dem Satze
in § 27.

Die in § 27 und § 28 gefundenen Tatsachen bleiben giiltig,
wenn wir statt m, ¢ kleinere Kreise nehmen.

§ 20.

Es sei 7 der Mittelpunkt des in § 27 konstruierten Kreises w
und Q ein Punkt auf m, ferner sei O ein beliebiger Punkt.
Dann koénnen wir unter Heranziehung der Bemerkung am
Schluf von § 26 und wie in
§ 27 auf Grund des Satzes in
§ 20 gewiBl einen Punkt Z in
solcher Nahe von O angeben
daB innerhalb des Kreises ¢,
der um die Mitte M/ derStrecke
OF durch O und Z gelegt
wird, keine zu P(Q kongruente Strecke
existiert und das gleiche auch fiir jeden
Punkt £’ und denentsprechendenKreiss’
gilt, wenn £” noch niher als £ an dem
Punkte O gelegen ist.

Alsdann gilt der Satz:

Der um die Mitte M (bez. M') von OF (bez. OE') durch O
gelegle Kreis 1 (bez. 1)) wird von dem Kreise um O durch E (bez.
E') ganz umschlossen und nur in E (bez. E') beriikrt.

Zum Beweise konstruieren wir zunichst denjenigen Kreis o
um O, der den Kreis ; umschliefit und zugleich beriihrt. Dieser
Kreis o ist notwendig kleiner als der Kreis w; denn im an-
deren Falle wiirde der um O gelegte, zu = kongruente Kreis
insInnere des Kreises ; eintreten und dann miiBte innerhalb ¢
eine zu PQ kongruente Strecke existieren, was nicht der Fall
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sein sollte. Nach dem in § 28 bewiesenen Satze kann dieser
Kreis @ mit ; nur einen Berihrungspunkt haben; derselbe sei
E,. Wire nun £, verschieden von Z, so fiihre man um M
diejenige Drehung aus, durch wel-
che £ nach O gelangt; bei dieser
Drehung gelangt dann O in einen
Punkt £, des Kreises ;, der von £
verschieden sein miifte. Da die
Strecke O Z; der Strecke Z;0 und |
also auch OZ; kongruent wird, so
miifite £, ebenfalls ein Punkt des
Kreises o sein, dies widerspriche
dem Umstande, daB £, der einzige den Kreisen » und ; ge-
meinsame Punkt sein sollte; d.h. der Kreis o liuft durch Z,
und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

w

§ 30.

Bei den folgenden Entwickelungen legen wir die zu Be-
ginn des § 29 konstruierte Strecke O £ zugrunde und erteilen
den Punkten O, £ die Zahlenwerte o bez. 1; sodann kon-
struieren wir die Mitte von O Z und erteilen dieser Mitte den
Zahlenwert 4, ferner erteilen wir den Mitten der Strecken
(0,4) bez. (4, 1) die Werte } bez. § und dann den Mitten
der Strecke (0, ) bez. (1, 1), 3, 4), (% 1) die Werte } bez.
4,%,%; und so fort. Ferner fihren wir mit der ganzen Strecke
(0, 1) um den Punkt o eine Halbdrehung aus und erteilen
allgemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl o ge-
horigen Punkte hervorgeht, den Zahlenwert —a; sodann fithren
" wir um den Punkt 1 eine Halbdrehung aus und erteilen all-
gemein demjenigen Punkte, der aus dem zur Zahl 2 gehdrigen
Punkte hervorgeht, den Zahlenwert 2 —a, und so fort denken
wir uns abwechselnd Halbdrehungen um O und um £ aus-
gefiihrt und die neu entstehenden Punkte entsprechend be-
nannt, bis schlieBlich jede Zahl ¢ einem bestimmten Punkte

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl, 14

~
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zugeordnet erscheint, wenn ¢ eine rationale Zahl bedeutet,
deren Nenner eine Potenz von 2 ist.

§ 31.

Wir erkennen durch’ diese Zuordnung leicht folgendes
Gesetz:

Durch eine Halbdrehung um den zur Zahl « gehorigen
Punkt, geht jeder Punkt «x in den Punkt 2¢ — x iiber. Wenn
wir mithin erst eine Halbdrehung um den Punkt O =0 und
dann eine solche um den Punkt e ausfithren, so wird jeder
Punkt x in den Punkt x + 2a verwandelt.

§ 32.

Um die Punkte, denen Zahlen zugehoren, untereinander
anzuordnen und die von ihnen begrenzten Strecken mitein-
ander zu vergleichen, benutzen wir den in § 29 aufgestellten
Satz iiber sich beriihrende Kreise in folgender Weise:

Der Kreis um den
Punkt o durch den
Punkt 4 umschliefit
ganz den Kreis um }
durch 1, und da die-
ser die Kreise um 4
durch 2 =% und um
4 durch $ =} um-
schliefit, dieletzteren
wiederum die Kreise
um L durch %=1
um 3 durch &
um % durch &
um ;% durch & =
usf., so erkennen, wir, daB die Strecke (o, }) grofier als alle
Strecken (0, @) ist, wenn @ eine positive rationale Zahl be-
deutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert
unterhalb 1 liegt. ' |

| on e e 00

o
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Ferner umschlieBt der Kreis um o durch } den Kreis um
1 durch 3 = 1. Der zweite umschlossene Kreis umschlieft
seinerseits die Kreise um - durch % und um % durch £, diese
umschheﬁen wiederum d1e klemeren Krelse um 312, :2 bez.
33, ” usf.; daraus erkennen wir, dafl die Strecke (o, }) grofier
ist als alle Strecken (0,4), wenn ¢ eine positive rationale Zahl
bedeutet, deren Nenner eine Potenz von 2 ist und deren
Wert unterhalb § liegt.

‘Weiter betrachten wir den Kreis um o durch 1 ; derselbe
umschlieBt den Kreis um % durch & =1, und dxeser wiede-

rum umschlieft die klemeren K.relse um ; durch % usf.; dar-
aus erkennen wir, daB die Strecke (0,3) groBer als alle Strecken
(0, a) ist, wenn « eine positive rationale Zahl bedeutet, deren
Nenner eine Potenz von 2 ist und deren Wert unterhalb %
liegt. Durch Fortsetzung dieses SchluBverfahrens finden wir
das allgemeine Resultat:

Ist a eine posttive rationale Zakl, deren Nenner eine Potenz von 2

ist und deren Wert unterhalb Lm liegt, so ist die Strecke (0, a)
2

stets kletner als die Sirecke (O, Lm) .
2

§ 33

Nunmehr sind wir imstande, der Reijhe nach folgende Hilfs-
satze zu beweisen:

Die Punkte, die den Zahlen %, %, 4y 36+« - - entsprechen, kon-
vergieren gegen den Punkt O.

Denn im entgegengesetzten Falle miifiten, da die Strecken
(0, 1), (o, 4), (o, 1) (0, %), ... bestindig kleiner werden, die
Punkte 1 5 4, 8,16, . ihre Verdichtungsstellen auf einem be-

stimmten wahren Kreise % um den Punkt o haben. Es sei
b S S {
etwa 2‘”1 N E’ ;n: g
einen Punkt X auf % konvergieren: dann mogen die Punkte
1 1 b
St Srat1’ ontl’ o

. eine Reihe von Punkten, die gegen

14% .
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im Punkte X* eine Verdichtungsstelle haben. Aus dem Satze
im § 25 geht hervor, daB dann X* die Mitte der Strecke O X
sein miiBte; dies widerspricht unter Hinzuziehung der am
Schlusse von § 27 gefundenen Tatsache, dem Umstande, daf
K* ebenfalls auf dem Kreise » liegt.

§ 34
Es migen a,, ag, ag, ... positive rationale Zahlen bedeuten, deren
WNenner Potengen von 2 sind. Wenn dann die unendliche Zahlenreihe
a,, agk, gy « . gegen O konvergiert, so konvergiert auck die diesen
Zahlen enisprechende Punktreihe gegen den Punkt 0.
Zum Beweise wihlen wir die ganzen Exponenten 7, ,7,,7,,...
derart, daf

I I I
a —_— — a —— e
1<2n1’ aﬂ<21l9,’ 8<27la,

wird, und die Reihe L, i, L , ... ebenfalls gegen o kon-
2™ g™ o™
vergiert. Da zufolge des Satzes in § 32 allgemein der Punkt ¢,

innerhalb des Kreises um o durch —In; liegt und nach dem in
§ 33 bewiesenen Hilfssatze die Kreiseumo durcth, —172 4 Lﬂ,
2™ 2 2=
gegen o konvergieren, so folgt sofort auch die zu beweisende
Behauptung.
§ 35-

Endlich gilt der folgende Satz:

Ls seien ay, ay, ag, ... cine unendliche Reike von rationalen
Zahlen, deren Nenner Polenzen von 2 sind und die gegen irgend-
etne reelle Zahl a konvergieren.: dann konver gieren die entsprechenden
Punkte a,, ay, ay, ... ebenfalls gegen einen bestimmien Punkt.

Zum Beweise nehmen wir das Gegenteil an: es seien etwa
V’ und V" zwei voneinanderverschiedene Verdichtungsstellen
der Punkte ¢, a,, 4, ...; und’ zwar mdgen die Punkte ayry agny
gy ... gegen V' und a;n, ayr, agr, ... gegen V7 konvergieren.
Nach den Bemerkungen in § 31 gibt es fir jeden Punkt a,
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eine aus zwei Halbdrehungen zusammengesetzte Bewegung,
die allgemein den Punkt ¢, in den Punkt ¢y— g, und zugleich
den Punkt ¢, in den Punkt ay — g, iiberfiihrt, und da sowohl
die Zahlenwerte a;—a, als auch die Zahlenwerte a;—a, mit
wachsenden Indizes beliebig nahe an 0 kommen, so erkennen
wir mit Ricksicht auf den Satz in § 34, daB es Bewegungen
gibt, die einen Punkt in beliebiger Nihe von ¥’ und zugleich
einen Punkt in beliebiger Nidhe von 7 in beliebige Nahe des
Punktes o bringen. Dies ist im Hinblick auf Axiom III einer
oft angewandten SchluBweise zufolge nicht moglich.

§ 36.

Erteilen wir nun dem Punkte, gegen den die Punkte 2, a,,
ag, ... konvergieren, den Zahlenwert ¢, so ist damit iberhaupt
jedem reellen Zahlenwerte ein bestimmter Punktunserer Ebene
zugeordnet; wir nennen das System aller dieser Punkte eine
wahre Gerade, so daB also unter dieser wakren Geraden dasjenige
System von Punkien verstanden wird, die aus den Punkten O, E eni-
stehen, wenn man _forigeseist die Mitten nimmt, Halbdrehungen aus-

Jiikrt und die Hiufungsstellen aller erhaltenen Punkle hinzufiigt.
Sémiliche durch Bewegung aus dieser wakren Geraden entstehenden
Punkisysteme heifien wiederum wahre Gerade. Die wahre Gerade
zerfillt von jedem threr Punkle aus in zwei Halbgerade.

§ 37.
Mit Benutzung des Hilfssatzes in § 25 erkennen wir leicht,
daB bei der Halbdrehung um einen beliebigen Punkt ¢ unserer
wahren Geraden allgemein der Punkt x in den Punkt 2¢—x
iibergeht; bei der Ausfithrung zweier Halbdrehungen um die
Punkte 0 und a geht also allgemein x in x -+ 2¢ tber.
Aus dem Satze in § 35 folgern wir leicht, daB auch dann,
wenn a, , @, 4, ... beliebige gegen a konvergente Zahlen sind,
die entsprechenden Punkte a,, a,, ag, ... stets gegen den ent-
sprechenden Punkt ¢ konvergieren; d.h. die wakre Gerade ist
eine stetige Kurve.

[
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§ 38.

Versuchen wir die Annahme, daB es zwei Zahlenwerte &
und 4 gibe, die auf der wahren Geraden den namlichen Punkt

P der Ebene darstellen. Der Punkt = jb ist die Mitte der

Strecke (g, 8); derselbe miiBte daher mit dem Punkte P iiber-
einstimmen. Das gleiche miiBte dann von den Mitten der

Strecken (a, i -zl_ b) und (Lj—_—b, ) d. h. den Punkten %_I_—&

gelten. Indem wir fortgesetzt die Mitten nehmen,

A,a+B

27

und

a+t+ 30
4

erkennen wir, daB simtliche Punkte , wo 4., B,

positive ganze Zahlen mit der Summe 2" bedeuten, mit Piden-
tisch sein miiften, und hieraus folgt nach § 37, daB iiberhaupt
allen zwischen ¢ und & gelegenen reellen Zahlen der nimliche
Punkt P der Geraden entsprechen miifite. Dieser Widerspruch
zeigt, daB die wakre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Ebenso
erkennen wir, daB diz wakre Gerade nicht in sich selbst zuriick~
laufen kann.
‘ § 39

Zwel Gerade haben hichstens einen Punkt gemein.

In der Tat, hitten sie die zwei Punkte 4 und B gemein
und entsprichen diesen Punkten auf der einen Geraden die

Zahlenwerte ,6 und auf deranderen Geraden die Zahlenwerte
a

r 14 e . . b 4 & “
a’,b’, so miifiten nach § 24 auch die Mitten und Lide oM
2 2

miteinander iibereinstimmen. Indem wir fortgesetzt wie in § 38
die Mitten nehmen, schlieBen wir in Zhnlicher Weise, daf simt-
liche zwischen ¢ und & bez. ¢’ und 4’ gelegenen Punkte auf
beiden Geraden und mithin diese Geraden selbst miteinander
identisch sind.

§ 40.
Unsere wahre Gerade schneidet  jeden, um einen ihrer Punkie, efwa
um den Punkt o gelegten Kreis.
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In der Tat, bei der entgegengesetzten Annahme sind nur
zwel Fille moglich: entweder es gibt einen bestimmten Kreis %
um den Punkt o, der von der wahren Geraden g noch getroffen
wird, wihrend die den Kreis x umschlieBenden Kreise um o
von g nicht mehr getroffen werden; oder es gibt einen be-
stimmten Kreis %, der von g nicht getroffen wird, wihrend alle
innerhalb % verlaufenden Kreise um den Punkt o von g ge-
troffen werden.

Da die Gerade g ihrer Konstruktion gemi8 iiber jeden ihrer
Punkte hinaus stets fortgesetzt werden kann und, wie in § 38
gezeigt worden ist, keinen Doppelpunkt besitzen darf, so miifite
es im ersteren Falle gewiB einen innerhalb % verlaufenden
Kreis um den Punkt o geben, den sie auf derselben Seite von
o an zwel Stellen 4, B trife, wobei B auf der Fortsetzung von g
hinter 4 und geniligend nahe an 4 innerhalb % zu nehmen ist.
Fihrt man nun eine Drehung um denPunktoaus, durch welche
A in B iibergeht, so wirde dabei unsere Gerade g in eine
andere tibergehen, welche g auBer in o noch in A schnitte;
dies ist dem in § 39 bewiesenen Satze zufolge unmdglich.

Im zweiten Falle bezeichne X einen Punkt des Kreises #,
in dessen beliebige Nihe die wahre Gerade g gelangt. Man
schlage dann um X einen wahren Kreis z¥, der kleiner als »
ist und g etwa im Punkte A/ treffe. Sodann schlage man um
M einen Kreis 7, der groBer als % und kleiner als % ist. Dieser
Kreis 7 enthilt, da er groBer als ¥ ist, den Punkt K'imInneren,
und da er kleiner als x ist, so ergibt unsere Annahme in
Verbindung mit dem vorhin Bewiesenen, daB die durch 7
gehende Gerade g stetig innerhalb & verlduft, nach der einen
oder anderen Richtung hin verlingert je durch einen Punkt
auf 7 aus dem Kreise = heraustritt und dann nicht mehrin den
Kreis # zuriicklauft. Da die Gerade g andererseits dem inner-
halb = gelegenen Punkte X beliebig nahe kommen soll, so ent-
hilt sie notwendig den Punkt K selbst; hierin liegt ein Wider-
spruch mit unserer gegenwirtigen Annahme,

Da das System aller Kreise um einen Punkt die ganze
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Ebene liickenlos bedeckt, so folgt zugleich aus dem Vorigen,
dab srgend zwei Punkte in unserer ebenen Geomelrie stels durch
eine wahre Gerade verbunden werden konnen.

§ 41.

Wir haben nun zu zeigen, daB die Kongruenzaxiome in un-
serer ebenen Geometrie giiltig sind.

Zu dem Zwecke wihlen wir einen bestimmten wahren Kreis
# aus und fiihren fiir die Punkte desselben nach § 18 die Para-
meterdarstellung durch den Winkel o ein: dann wird, wenn
o die Werte 0 bis 2 erhilt, der wahre Kreis in einem be-
stimmten Sinne durchlaufen. Aus dieser Einfithrung folgt fiir
jeden anderen mit x kongruenten Kreis ebenfalls ein be-
stimmter Umlaufssinn, némlich derjenige, der sich ergibt,
wenn wir den Mittelpunkt des Kreises x nach § 22 durch zwei
hintereinander angewandte Drehungen mit dem Mittelpunkt
des vorgelegten Kreises zur Deckung bringen. Da es im Hin-
blick auf den zu Anfang dieser Abhandlung definierten Begriff
der Bewegung nicht méglich ist, den urspriinglichen Kreis #
mit sich selbst im umgekehrten Umlaufssinn zur Deckung zu
bringen, so existiert in der Tat fiir jeden Kreis ein bestimmter
Umlaufssinn.

Jetzt nehmen wir zwei von einem Punkte M/ ausgehende
Halbgeraden, die nicht beide zusammen eine wahre Gerade
ausmachen, schlagen um J/ einen zu x kongruenten Kreis
und fixieren dasjenige von den Halbgeraden ausgeschnittene
Stiick dieses Kreises, welches einem unterhalb der Zahl =
liegenden Parameterintervall entspricht. Der festgesetzte Um-
laufssinn fiibrt dann innerhalb des fixierten Kreisbogenstiickes
von einer der beiden Halbgeraden zu der anderen Halb-
geraden; wir bezeichnen die erstere Halbgerade als den rech-
ten, die letztere Halbgerade als den linken Schenkel des Win-
kels zwischen beiden Halbgeraden, wihrend das Parameter-
intervall (< m) selbst das MaB fiir diesen Winkel abgibt. Aus
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unserem Begriff der Bewegung folgt dann der erste Kon-
gruenzsatz fiir zwei Dreiecke in folgender Gestalt:

Wenn fiir swei Dreiecke ABC und A'B'C’ die Kongruensen
AB=A'B', AC=AC, X BAC=XBAC
gellen, wenn ferner AB bez. A'B’ die rechlen, AC bez. A'C’ die
linken Schenkel der Winkel B AC bes. B' A’ C' sind, so gelten stels

auck die Kongruensen
X ABC=<L AB'C" und ¥ ACB=x A'C'B’,
BC= B'C".

§ 42.

Nachdem in §§ 30—40 die wahre Gerade definiert und
ihre Eigenschaften abgeleitet worden sind, haben wir zwei
Falle zu unterscheiden:

Erstens nehmen wir an, daB es durch einen Punkt nur ezze
Gerade gibt, die eine gegebene Gerade nicht schneidet (Pa-
rallelenaxiom). Fiir unsere Ebene gelten dann die simtlichen
ebenen Axiome, die ich in meiner Festschrift iiber die Grund-
lagen der Geometrie (Kap. I) aufgestellt habe, nur da8 das
Kongruenzaxiom IV 6 dort in der vorhin in §41 aufgestellten
engeren Fassung zu nehmen ist. Auch beidieserengeren Fas-
sung des letzten Kongruenzaxiomes folgt mit Notwendigkeit die
Euklidische ebene Geometrie (vgl. Anhang IIS. 120 bis S. 12 3).

Zweitens nehmen wir an, daf} es durch jeden Punkt 4 zwei
Halbgerade gibt, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade
ausmachen und die eine gegebene Gerade gnicht schneiden,
wihrend jede in dem durch sie gebildeten Winkelraum ge-
legene, von 4 ausgehende Halbgerade die Gerade g schneidet;
dabei liege 4 auflerhalb g.

Mit Hilfe der Stetigkeit folgt dann leicht, daB auch um-
gekehrt zu irgend zwei von einem Punkte 4 ausgehenden
Halbgeraden, die nicht zusammen ein und dieselbe Gerade
ausmachen, stets eine bestimmte Gerade g gehort, die jene
beiden Halbgeraden nicht schneidet, dagegen von jeder
anderen Halbgeraden getroffen wird, die von A4 ausgeht und
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in dem Winkelraum zwischen den beiden gegebenen Halb-
geraden verliuft. Unter diesen Umstinden folgt dann die
Bolyai-Lobatschefskysche ebene. Geometrie, auch wenn wir
das Kongruenzaxiom IV 6 in der vorhin aufgestellten engeren
Fassung zugrunde legen, wie sich dies mit Hilfe meiner
»Enden“-Rechnung?l) zeigen 14Bt.

Zum Schlusse méchte ich auf den charakteristischen Unter-
schied hinweisen, der zwischen der vorstehenden Begriindung
der Geometrie und derjenigen besteht, die ich in meiner Fest-
schrift ,,Grundlagen der Geometrie“ zu geben versucht habe.
In der Festschrift ist eine solche Anordnung der Axiome be-
folgt worden, wobei die Stetigkeit hinter allen iibrigen Axiomen
an letzter Stelle gefordert wird, so daB dann naturgemif die
Frage in den Vordergrund tritt, inwieweit die bekannten Sitze
und Schlufiweisen der elementaren Geomeirie von der Forde-
rung der Stetigkeit unabhingig sind. In der vorstehenden
Untersuchung dagegen wird die Stetigkeit vor allen ibrigen
Axiomen an erster Stelle durch die Definition der Ebene und
der Bewegung gefordert, so daf hier vielmehr die wichtigste

. Aufgabe darin bestand, das geringste MaB von Forderungen
zu ermitteln, um aus demselben unter weitester Benutzung der
Stetigkeit die elementaren Gebilde der Geometrie (Kreis und
Gerade) und ihre zum Aufbau der Geometrie notwendigen
Eigenschaften gewinnen zu konnen. In derTat hat die vorsteh-
ende Untersuchung gezeigt, daB hierzu die in den obigen Axio-
men I—III ausgesprochenen Forderungen hinreichend sind.

Gottingen, den 10. Ma;i 19o2.

1) Vgl. meine Abhandlung: , Neue Begriindung der Bolyai-Lobat-
schefskyschen Geometrie, AnhangIII. Das dort eingeschlagene Beweis-
verfahren ist fiir den gegenwirtigen Zweck in geeigneter Weise abzu-
dndern, so daB die Stetigkeit herangezogen, dagegen die Anwendung
des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-
eck vermieden wird. Um die Sitze iiber die Addition der Enden
(S. 155—159) zu gewinnen, betrachten wir die Addition als Grenzfall
einer Drehung der Ebene, wenn der Drehpunkt auf einer Geraden ins
Unendliche riickt.
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Uber Flachen von konstanter Gaufischer
Kriimmung.
[Aus den Transactions of the Americain Math. Society Vol. 2, 1901.]
Uber Flichen von negaliver konstanter Krimmung.

Nach Beltrami') verwirklicht eine Fliche von negativer
konstanter Krimmung ein Stiick einer Lobatschefkyschen
(Nicht-Euklidischen) Ebene, wenn man als Geraden der Lo-
batschefskyschen Ebene die geoditischen Linien der Fliche
von konstanter Krimmung betrachtet und als Lingen und
Winkel in der Lobatschefskyschen Ebene die wirklichen Lin-
gen und Winkel auf derFliche nimmt. Unter den bisher unter-
suchten Flichen negativer konstanter Kriimmung finden wir
keine, die sich stetig und mit stetiger Anderung ihrer Tan-
gentialebene in' der Umgebung jeder Stelle iberallhin aus-
dehnt; vielmehr besitzen die bekannten Flichen negativer
konstanter Krimmung singulire Linien, iiber die hinaus eine
stetige Fortsetzung mit stetiger Anderung der Tangential-
ebene nicht moglich ist. Aus diesem Grunde gelingt es mittels
keiner der bisher bekannten Flichen negativer konstanter
Krimmung, die ganze Lobatschefskysche Ebene zu verwirk-
lichen, und es erscheint uns die Frage von prinzipiellen Inter-
esse, 0b die ganze Lobatschefsky sche Ebene tiberhaupt nicht durch
eine analytische®) Flicke negativer konstanter Kriimmung auf die
Beltramische Weise zur Darstellung gebracht werden kann.

1) Giornale di Matematiche, Bd. 6, 1868.

2) Der leichteren Ausdrucksweise wegen setze ich hier fiir die zu
betrachtende Fliche analytischen Charakter voraus, obwohl die Be-
weisfihrung und das erlangte Resultat (vgl. S. 232) giiltig bleiben,
wenn in Gleichung (1) B (x, ») eine geniigend oft differenzierbare nicht-
analytische Funktion von x, y bedeutet, Dafl es tatsichlich reguliire
und nicht analytische Flichen von konstanter negativer Kriimmung
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Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von der An-
naghme einer.analytischen Fliche der negativen konstanten
Kriimmung — 1 aus, die im Endlichen iiberall sich regular ver-
halt und keine singuliren Stellen aufweist; wir werden dann
zeigen, daf diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. Eine
solche Fliche, wie wir sie annehmen wollen, ist durch fol-
gende Aussage vollstindig charakterisiert:

Jede im Endlichen gelegene Verdichtungsstelle
von Punkten der Fliche ist ebenfalls ein Punkt der
Flache. ‘

Bedeutet O irgendeinen Punkt der Fldche, so ist
es stets moglich, die rechtwinkligen Koordinaten-
achsen x,, 2z so zu legen, daB O der Anfangspunkt
desKoordinatensystems wirdund die Gleichungder
Fliche in der Umgebung dieses Punktes O wie folgt
lautet:

(1) , z=ax’+ b9+ P(x, ),
wo die Konstanten a, 4 die Relation
4ab=—1

befriedigen und die Potenzreihe P(x,») nur Glieder
dritteroderhohererDimensionin x,y enthalt. Offen-
bar ist dann die z-Achse die Normale der Fliache,
und die x-und y-Achse geben die Richtung an, die
durch die Hauptkrimmungen der Fliche bestimmt
sind.
Die Gleichung
ax?+ by*=o0

bestimmt die beiden Haupttangenten der Flache durch den
Punkt O in der xy-Ebene; dieselben sind daher stets von-
einander getrennt und geben die Richtungen an, in denen
die beiden Asymptotenkurven der Fliche durch den belie-

gibt, hat auf Eneine Anregung hin G. Liitkemeyer in seiner Inaugural-
dissertation: Uber den analytischen Charakter der Integrale von par-
tiellen Differentialgleichungen, Gottingen 1902, bewiesen.
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bigen Punkt O verlaufen. Jede dieser Asymptotenkurven ge-
hort einer einfachen Schar von Asymptotenkurven an, die die
ganze Umgebung des Punktes O auf der Fliche regulir und
liickenlos tiberdecken. Verstehen wir daher unter #, » genii-
gend kleine Werte, so konnen wir gewip folgende Konstruktion
ausfilhren. Wir tragen auf einer der beiden durch O gehenden
Asymptotenkurven den Parameterwert » von O als Linge ab,
ziehen durch den erhaltenen Endpunkt die andere mogliche
Asymptotenkurve und tragen auf dieser den Parameterwert
2 als Linge ab: der nun erhaltene Endpunkt ist ein Punkt
der Fliche, der durch die Parameterwerte #, v eindeutig be-
stimmt ist. Fassen wir demgema8 die rechtwinkligen Koordi-
naten x, y, 8 der Fliche als Funktionen von #, » auf, indem
wir setzen:
(1) x=x(,0), y=yu7), z=23z07),
so sind diese jedenfalls fiir geniigend kleine Werte von #, v
regulire analytische Funktionen von %, z.

Die bekannte Theorie der Flichen von der konstanten
Krimmung — 1 liefert uns ferner die folgenden Tatsachen:

Bedeutet ¢ den Winkel zwischen den beiden Asymptoten-
kurven durch den Punkt #, z, so erhalten die drei Funda-
mentalgroBen der Fliche die Werte:

o= G+ G G-
r=ER L i =

e=(5)+ G2+ @)=

und mithin wird das Quadrat der Ableitung der Bogenlinge
einer beliebigen Kurve auf der Fliche nach einem Para-
meter # von der Form:

das du du dv 2
(2) (dt) (dt) +2cosp gt (dt)
Der Winkel ¢ geniigt als Funktion von % » der partiellen
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Differentialgleichung
2

(3) ( ﬁ% = sing.

Die Formeln (2) und (3) beweisen den bekannten Satz:?)

In jedem Vierecke, das von vier Asymptotenkur-
ven unserer Fliche gebildet wird, sind die gegen-
iberliegenden Bogen einander gleich.

Die Formel (3) gestattet die Berechnung des Flichen-
inhaltes eines von Asymptotenkurven gebildeten Viereckes
mittels seiner Winkel; Darboux? ist auf diesem Wege zu
dem folgenden Satze gelangt:

Der Flicheninhalt eines aus Asymptotenkurven
gebildeten Viereckes auf unserer Fliche ist gleich
der Summe der Winkel des Viereckes vermindert
um 27.

Die Formeln (1) liefern eine Parameterdarstellung unserer
Fliche, bei welcher die Koordinatenlinien

u = const, 2 = const.

die Asymptotenkurven sind. Nach den obigen Ausfiihrungen
erweisen sich die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z gewil
fiir geniigend kleine Werte von »,7 als umkehrbar eindeutige
Funktionen der Variabeln #,, d.h. die Formeln (1) vermitteln
jedenfalls die umkehrbar eindeutige Abbildung einesStiickes
der zv-Ebene in der Umgebung des Punktes # =0, v =0
auf ein Stiick unserer Flache in der Umngebung des Punktes
O. Unsere Aufgabe besteht darin, die gesamte Abbildung
der uv-Ebene auf unsere Fliche zu untersuchen, welche durch
die analytische Fortsetzung der Formeln (1) erhalten wird.

Fassen wir irgendeine Asymptotenkurve unserer Flache ins
Auge, so erkennen wir sofort,  daB dieselbe im Endlichen

1) Dini, Annali di Matematica, Bd. 4, 1870, S. 175. Darboux,
Legons sur'la théorie générale des surfaces, Bd. 3, Nr. 773. Bianchi,
Lezioni di geometria differenziale, § 67.

2) a. 4, O., Bd. 3, Nr. 773.
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keinen singuliren Punkt haben und daher auch nirgends auf-
héren darf; denn bei Annahme einer solchen singuliren Stelle
konnten wir in dieselbe den Punkt O verlegen, und dies gibe
einen Widerspruch mit unseren friiheren Ausfiihrungen, wo-
nach durch O stets zwei regulire Asymptotenkurven hindurch-
laufen und eine geniigend kleine Umgebung des Punktes O
auf unserer Fliche durch regulir verlaufende Asymptoten-
kurven lickenlos erfillt wird.

Aus diesem Umstande entnehmen wir die analytische Tat-
sache, daB die Funktionen x,y, z fiir alle reellen % v ein-
deutig und unbegrenzt fortsetzbar sind. Um dies sicher zu
erkennen, fragen wir vom
Punkte O aus auf der Asymp-
totenkurve 7 = 0 die Linge »
nach der einen oder anderen
Richtung, je nachdem # po-
sitiv oder negativ ist, ab, zieh- v
en durch den erhaltenen End-
punkt die andere Asymptoten-
kurve, tragen dann auf dieser
die Linge » nach der einen
oder anderen Richtung hin, je nachdem v positiv oder ne-
gativ ausfallt, ab und erteilen endlich dem so erhaltenen End-
punkte, der die rechtwinkligen Koordinaten x,y,z haben moge,
die Parameterwerte », ». Auf diese Weise ist jedem Punkte
der uv-Ebene jedenfalls ein bestimmter Punkt unserer Fliche
zugeordnet, und die Funktionen x, y, 2, die diese Zuordnung
vermitteln, sind eindeutige fiir alle reellen Variabeln #,» de-
finierte und regulire analytische Funktionen.

Auch zeigt sich sofort, daf umgekehrt jedem Punkte unserer
Fliche mindestens ein Wertepaar #, v entspricht. Um dies
einzusehen, bezeichnen wir diejenigen Punkte, deren Koordi-
naten durch Funktionswerte

x(u,2), y(v), 3(0)
dargestellt werden, mit P, dagegen die Punkte der Fliche,

'

WU
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die durch unsere Abbildung nicht betroffen werden, mit Q.
Wiirden nun im Endlichen ein oder mehrere Punkte Q vor-
handen sein, so miifite es gewiB mindestens einen Punkt 4
auf derFliche geben, in dessen beliebiger Nihe sowohl Punkte
P als auch Punkte Q gelegen sind.

Nach den frilheren Ausfiilhrungen existieren nun fiir die
Umgebung des Punktes 4 zwei Scharen von Asymptotenkurven,
deren jede diese Umgebung einfach und lickenlos iiber-
deckt. Unter diesen Asymptotenkurven muB notwendig min-
-destens eine solche vorhanden sein, die sowohl einen Punkt 72
als auch einen Punkt Q enthilt. In der Tat, fassen wir eine
der beiden durch A4 hindurchgehenden Asymptotenkurven ins
Auge und nehmen wir an, dieselbe bestinde aus lauter Punk-~
ten P (bez. Q), so wiirden die Asymptotenkurven derjenigen
Schar, zu welcher jene erstere Asymptotenkurve nicht gehort,
mindestens je einen Punkt 2 (bez. Q), nimlich den Schnitt-
punkt mit der ersteren Asymptotenkurve enthalten. Die simt-
lichen Kurven dieser Schar kénnen aber gewiB nicht aus lauter
Punkten P (bez. Q) bestehen, da sonst die ganze Umgebung
von A nur Punkte 2 (bez. Q) enthielte.

Es sei nun / die Linge eines Stiickes einer Asymptoten-
kurve, deren Anfangspunkt ein Punkt 7 und deren Endpunkt
ein Punkt Q sein moge. Fassen wir die beiden durch den
Anfangspunkt 2 laufenden Asymptotenkurven der Flache ins
Auge, s0 ist jenes Stiick von der Linge / notwendig die Fort-
setzung einer dieser beiden Asymptotenkurven, und wenn
daher %, » die Koordinaten des Anfangspunktes 2 sind, so
wird der Endpunkt jenes Kurvenstickes entweder durch die
Parameterwerte » 4/, v oder #, v - / dargestellt — entgegen
unserer Annahme, derzufolge der Endpunkt Q nicht durch
die Formeln (1) darstellbar sein sollte.

Damit ist bewiesen worden, daB durch die Formeln (1) die
ganze Fliche zur Darstellung gebracht wird, wenn %, » alle
reellen Zahlenwerte durchlaufen.

Endlich ist es fiir unsere Untersuchung notwendig, ein-
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zusehen, daB die Formeln (1) jeden Punkt der Fliche nur
durch ezz Wertepaar #,» darstellen, d.h. daB die gefundene
Abbildung unserer Fliche auf die zz-Ebene nicht blof fiir
geniigend kleine Gebiete, sondern im ganzen genommen eine
umkehrbar-eindeutige sein muf.

‘Wir beweisen zu dem Zwecke der Reihenach folgende Sitze:

1. Es gibt auf unserer Fliche keine geschlossene, d.h. in sich
suriickkehrende Asymplotenkurve.

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es sei eine solche
Asymptotenkurve auf unserer Fliche vorhanden. Wir konstru-
ieren durch jeden Punkt derselben die andere Asymptoten-
kurve und tragen auf diesen Kurven stets ein Stiick s nach
derselben Seite ab. Die er-
haltenen Endpunkte wer-
den dann entweder eine
in sich zuricklaufende
Asymptotenkurve bilden,
oder die Endpunkte des
Stiickes s beschreiben erst
nach zweimaligem Durch-
laufen der Grundkurve eine in sich zuriickkehrende Asymp-
totenkurve — ein Fall, der eintreten kOnnte, wenn unsere
Fliche eine sogenannte Doppelfliche wire. Fassen wir nun
eine derjenigen Asymptotenkurven von der Lange s ins Auge,
die uns vorhin zur Konstruktion der neuen geschlossenen
Asymptotenkurve dienten, so bildet dieselbe doppeltgerechnet
zusammen mit den beiden geschlossenen Asymptotenkurven
ein Asymptotenviereck, dessen Winkelsumme offenbar genau
gleich 2m ist. Diese Tatsache aber steht im Widerspruch zu
dem vorhin angefithrten Satze, wonach der Inhalteines Asymp-
totenkurvenvierecks stets gleich dem Uberschuf der Summe
seiner Winkel iiber 27 ist und dieser Uberschuf daher not-
wendig positiv sein muf.

2. Irgend zwei durch einen Punkt gehende Asymptotenkurven
schneiden sich in keinem anderen Punkie unserer Fliche.

Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 15
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Wir denken uns eine Asymptotenkurve @ nach beiden Rich-
tungen hin ins Unendliche verldngert und dann durch einen
Punkt £, derselben nach einer Seite die andere Asymptoten-
kurve b gezogen. Nehmen wir dann im Gegensatz zu unserer
Behauptung an, dafl diese Asymptotenkurve & die urspriing-
liche @ zum erstenmal im Punkt Z; schnitte, so sind die fol-
genden zwei Fille denkbar:

Erstens: die Asymptotenkurve & konnte so verlaufen, daB
sie in 2, von derselben Seite der Asymptotenkurve e her
eintritt, als sie dieselbe verlassen hat;

zweitens: die Asymptotenkurve 5 konnte derart verlaufen,
daB sie von der anderen Seite der urspriinglichen Asymptoten-
kurve ¢ herkommt und mithin nach Verlassen des Schnitt-
punktes 7, nach der nimlichen Seite der Asymptotenkurve @
gerichtet ist, wie anfinglich, als sie vom Punkte 7, ausging.

Wir wollen zeigen, daf beide Falle unméglich sind. Was
den ersten Fall betrifft, so bezeichnen wir die Linge der
Strecke £y P, auf ¢ mit / und
die Mitte dieser Strecke mit
Q. Sodann denken wir uns 0
durch jeden Punkt
der Asymptoten-
kurve ¢ die andere

£,

Ssa -

Asymptotenkurve gezogen und nach der Seite, nach welcher
hin die fragliche Strecke 7, 7, auf 4 liegt, die Linge %7 ab-
getragen. Aus den Punkten /) und 2, der Kurve a erhalten
wir auf diese Weise den nidmlichen Punkt Q als Endpunkt.
Die samtlichen erhaltenen Endpunkte bilden mithin eine
Asymptotenkurve, welche durch den Punkt Q geht und zu
demselben Punkte Q mit der nimlichen Tangente zuriick-
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kehrt. Dies ist unmbglich, da es nach 1. auf unserer Fliche
keine geschlossene Asymptotenkurve gibt.

Damit ist gezeigt, daB der erste Fall nicht stattfinden kann.
Aber auch der zweite Fall ist unmoglich. Verliefe nimlich
die Asymptotenkurve in der Weise, daBsienach Uberschreitung
des Schnittpunktes 7, die nimliche Richtung aufweist wie
frither in #;, so kdnnten wir die Fortsetzung dieses Stiickes
£, P, der Asymptotenkurve 4 iiber 2, hinaus offenbar dadurch
erhalten, daB wir von 7, ausgehend durch jeden Punkt des
Stiickes £, von b die andere Asymtotenkurve konstruieren
und auf allen diesen Asymptotenkurven nach der betreffenden
Seite hin das gleiche Stiick Z, 7# der Asymptotenkurve a ab-
tragen. Die erhaltenen Endpunkte bilden die Fortsetzung der

Asymptotenkurve b von 7, bis zu einem Punkte 7, auf a. Aus
diesem Stiicke P, 7, der Asymptotenkurve 4 konnen wir in
gleicher Weise ein neues Stiick der Asymptotenkurve 4 kon-
struieren, welches iber 7, hinausgeht und bis zu einem Punkt
P, auf q reicht usf. Auch ist klar, wie wir die Asymptoten-
kurve & nach der anderen Richtung hin iber Z, hinaus durch
die entsprechende Konstruktion fortsetzen konnen und so der
Reihe nach zu den Kurvenstiicken PP 1, PP 4 ... g
langen. Die Asymptotenkurve 4 schneidet also die Asymptoten-
kurve ¢ in den unendlichvielen gleichweit voneinander ent-
fernten Punkten:

v P gy Pogy Poyy Foy Py By Fyysons
15*
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Die Winkel, die die Asymptotenkurve 4 mit ¢ in bestimmtem
Sinne in jenen Schnittpunkten bildet, bezeichnen wir bez.mit
s gy @_gy G_ys Bgy Gyy gy gy eee -

‘Wir betrachten nun das Asymptotenkurvenviereck 7 7 7,
P, P,, welches von den Stﬁcken P,P, auf a, P, Fy auf b, K P,
auf @, P, P, auf b gebildet wird. Die vier Winkel dieses Vier-
ecks sind

a4, T—ay, a3 T— G,
und da nach dem angefiihrten Satze iiber das Asymptoten-
kurvenviereck der Inhalt desselben gleich dem Uberschu8 der
Summe seiner Winkel iiber 2 ist und dieser UberschuB daher
positiv sein muf, so folgt

ay+n—a, +a+nm—a > 2m,

d. h.

(4) Gy —— @y > &y — a5-

Ebenso folgt allgemein

(5) @G — Gy > Gy — Gy (=0, 21, £2,..)

‘Wegen der obigen Ungleichung (4) kénnen jedenfalls gy — g,
und @, — a, nicht zugleich o sein; wir diirffen die Annahme

ay—a; == 0
treffen. . Aus (5) folgen die Ungleichungen:
(6) a_,—a_, 1 >ag—a (p=1,2,3,..)
und ay— a; >a,— a4
oder
(7 TG —a, >a—a (B==1 ;.2 By sushs

Bilden wir die Ungleichungen (6) und (7) fiir p=1, 2, 3,..,,
so folgt durch Addition derselben leicht

a_, > ay+n (@, — ay)

31> @+ 1 (3 — ay).
Fallt nun a; — ¢, > o aus, so ist fiir geniigend groBe Werte
von 7 jedenfalls die erstere dieser beiden Gleichungen un-
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moglich, da die Winkel a, samtlich kleiner als s sind; fallt
dagegen @, — 2,>> 0 aus, so folgt aus demselben Grunde fiir
geniigend grofBe Werte von 7 die Unméglichkeit der letzteren
Gleichung.

Die Asymptotenkurve 4 darf daher auf keine der beiden
angenommenen Arten verlaufen, und mithin ist der Beweis fiir
2. vollstindig erbracht.

3. Line Asymprotenkurve unserer Fliche durchsetzt sich selbst an
keiner Stelle, d. h. sie besitst keinen Doppelpunkt.

Zum Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es existiere eine
Asymptotenkurve mit einem Doppelpunkt; dann verlegen wir
den Anfangspunkt der krummlinigen Koordinaten #,» in diesen
Doppelpunkt und wahlen die beiden Zweige der Kurvenschleife
zu Koordinatenlinien, nach der Schleife hin den positiven Sinn
gerechnet.

Wir ziehen jetzt vom Punkte (— 5, 0) beginnend auf der
u-Koordinatenlinie durch jeden Punkt derselben die andere
Asymptotenkurve und tragen auf dieser nach der positiven
Seite hin eine Strecke s ab; wihlen wir diese Strecke s gentigend
klein, so werden die simt-
lichen erhaltenen Endpunkte
nach einem oben angefiihr-
ten Satze tiber das Asym-
ptotenkurven-  _ 8,8
viereck wie-
derum eine -S,0

Asymptoten-
kurve bilden.
Dijese Asym-
ptotenkurve geht vom Punkte (—s,s) aus, Jduft durch denPunkt
(s, 5) und endigt im Punkte (s, 0) bez. (— s, 0), durchsetat sich
daher selbst in (s, 5) bez. (— s, 5). Wir sehen also, daB die
soeben konstruierte Asymptotenkurve die urspriingliche Asym-
ptotenkurve in zwei verschiedenen Punkten (o, s) und (s, 0)
bez. (0, s) und (— s, 0) schneidet; dies ist nach 2. unmoglich.

(%)

—
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4. Wenn wir durch jeden Punkt einer Asymptotenkurve a die andere
Asymplotenkurve zichen und auf dieser nach der nimlichen Seite hin
eine bestimmie Strecke s abtragen, so bilden die erhaltenen Endpunkte
eine newe Asymplotenkurve b, die die urspriingliche A.y/mptotenkume a.
an keiner Stelle schneidet.

Denn wire P'ein Schnittpunkt des Asymptotenkurve & mit
der urspriingli¢hen g, und tragen wir, derim Satze angegebenen
Konstruktion zufolge von 2 aus auf der Asymptotenkurve 5
die Strecke s nach der betreffenden Seite von ¢ hin ab, so
bekommen wir einen durch den entstehenden Endpunkt Q
hindurchgehenden Asymptotenkurvenzweig, der ebenfalls zur
Asymptotenkurve 4 gehéren miiBite und andererseits den an-
fangs betrachteten Zug der Kurve 4 in.Q schneidet; mithin
wire Q einDoppelpunkt der Asymptotenkurve §; das Auftreten
eines Doppelpunktes ist aber nach 3. unmoglich.

Aus den Sitzen 1.
bis 4. konnen wir
sofort diese Schluf-
folgerungen ziehen:

Diesamitlichen Asym-
plotenkurven  unserer
Flicke zerfallen in
zwer Scharen. Irgend
gwet derselben Schar angeﬁorende Asymptotenkurven schneiden. sich
nicht; dagegen schneiden sich je swei Asymplotenkurven, die ver-
schiedenen Scharen ange/wren, stels in einem und nur einem Punkte
der Fliche. ,

Die Koordinatenlinien # = 0, =0 sind zwei Asymptoten-
kurven, die verschiedenen Scharen angehéren. Wegen der
Bedeutung der Koordinaten #7 als Lingen gewisser Koordi-
natenabschnitte entnehmen wir aus den eben ausgesprochenen
Tatsachen zugleich, daB zu bestimmt gegébenen Werten von
u, v stets nur ein Punkt unserer Fliche gehért, d. h. die 2u
untersuchende Abbildung (1) unserer Flicke auf die uy~Ebene ist
notwendig eine umkehrbar eindeutige. Insbesondere folgt hieraus,
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daf3 unsere Fliche einen einfachen Zusammenhang besitst und keine
Doppelfiiche ist.

Nachdem wir zu dieser wichtigen Einsicht gelangt sind,
berechnen wir den gesamten Inhalt unserer Fliche auf zwei
Wegen; wir werden dadurch zu einem Widerspruch gelangen.

Der erstere Weg ist der folgende: Wir betrachten auf
unserer Fliche dasjenige aus Asymptotenkurven gebildete
Viereck, dessen Ecken durch die Koordinaten

UV, —UV;, —uU —V; U —T

bestimmt sind. Da jeder Winkel dieses Vierecks < = sein
muB, so ist die Summe der Winkel des Vierecks jedenfalls
< 4w und der Inhalt des Vierecks, d.h. der UberschuB der
Summe seiner Winkel iiber 2, ist mithin notwendig << 2.
Lassen wir nun die Werte von #, » unbegrenzt wachsen, so
kommt jeder bestimmte Punkt der Fliche sicher einmal im
Inneren eines Viereckes zu liegen und bleibt dann im Inneren
aller weiteren Vierecke, so daB das unbegrenzt wachsende
Viereck schlieBlich die ganze Oberfliche umfaBt, Wir ent-
nehmen daraus, daB der Gesamtinhalt unserer Fliche < 27
sein muB.

Andererseits betrachten wir die geoditischen Linien auf
unserer Fliche. Wegen der negativen Kriimmung unserer
Flache ist jede geodatische Linie zwischen irgend zweien
ihrer Punkte gewif kiirzeste Linie, d.h.von kleinerer Linge
als jede andere Linie, die auf der Fliche zwischen den nim-
lichen zwei Punkten verliuft und sich durch stetige Anderung
in die geodatische Linie iiberfiihren 148t. Wir fassen nun irgend
zwei vom Punkt O ausgehende geoditische Linien auf unserer
Flache ins Auge und nehmen an, dieselben schnitten sich
noch in einem anderen Punkt P der Fliche. Da nach dem
oben Bewiesenen unsere Fliche einen einfachen Zusammen-
hang besitzt, so 1Bt sich jede dieser beiden geoditischen
Linien OP in die andere durch stetige Verinderung iber-
fiithren; es miiBte also nach dem eben Ausgefiihrten jede der-
selben kiirzer sein als die andere, was nicht moglich ist. Unsere
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Annahme der Existenz eines Schnittpunktes 2 ist also zu ver-
werfen. Durch die nimlichen Schliisse erkennen wir auch, daf
eine geoditische Linie unserer Fliche weder sich durchsetzen
noch in sich selbst zuriicklaufen darf.

Denken wir uns nun auf allen von O ausgehenden geo-
ditischen Linien die .gleiche Linge r abgetragen, so bilden
die erhaltenen Endpunkte eine geschlossene doppelpunkts-
lose Kurve auf unserer Fliche. Das von dieser Kurve um-
spannte Gebiet besitzt nach den bekannten Formeln der
Lobatschefskyschen Geometrie den Flicheninhalt

ro .. r\?
wles73).
Da dieser Ausdruck fiir unendlich wachsende Werte von r
selbst iiber alle Grenzen wichst, so entnehmen wir hieraus,
daB auch der Gesamtinhalt unserer Fliche unendlich gro8
sein miifte. Diese Folgerung steht im Widerspruch mit der
vorhin bewiesenen Tatsache, wonach jener Inhalt stets <2
ausfallen sollte. Wir sind daher gezwungen, unsere Grund-
annahme zu verwerfen, d.h. wir erkennen, daf es eine singu-
larititentrete und tiberall regulir analytische Fliche von konstanter
negativer Kriimmung nicht gibtY) Insbesondere ist daher auch die
zu Anfang aufgeworfene Frage zu verneinen, ob auf die Bel-
tramische Weise die ganze Lobatschefsky sche Ebene durch eine
reguliy analytische®) Flicke im Raume sich verwirklichen lGft.

Uber Flichen von positiver konstanter Kriimmung.®)

Wir gingen zu Anfang dieser Untersuchung aus von der
Frage nach einer Fliche negativer konstanter Kriimmung,

1) Inzwischen hat E. Holmgren in seiner Note: ,,Sur les surfaces
A courbure constante négative (Comptes rendus; Paris 1902) einen sehr
einfachen und ebenfalls auf Formel (3) beruhenden mehr analytischen
Beweis fiir diesen Satz erbracht.

2) Vgl. die Anmerkung auf S. 219,

3) Die Frage der Verwirklichung der Nicht-Euklidischen elliptischen
ebenen Geometrie durch die Punkte einer iiberall stetig gekriimmten
Fliche ist auf meine Anregung von W, Boy untersucht worden: ,,Uber
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die iberall im Endlichen reguldr analytisch verlauft, und ge-
langten zu dem Resultate, daB es eine solche Fliche nicht
gibt. Wir wollen nunmehr mittels der entsprechenden Methode
die gleiche Frage fiir positive konstante Kriimmung behandeln.
Offenbar ist die Kugel eine geschlossene singularititenfreie
Flache positiver konstanten Kriimmung, und nach dem von
H.Liebmann') auf meine Anregung hin gefiihrten Beweise
gibt es auch keine andere geschlossene Fliche von derselben
Eigenschaft. Diese Tatsache nun wollen wir aus einem Satze
berleiten, der von einem beliebigen singularititenfreien Stiicke
einer Fliche positiver konstanter Kriimmung?®) gilt und fol-
gendermaBen lautet:

Auf einer Fliche der positiven konstanten Krimmung + 1 sei
ein singularilitenfreies einfack oder mekrfach susammenhdngendes
Gebiet im FEndlichen abgegrenst; denken wir uns dann in jedem
Punkte dieses Gebieles sowte in den Randpunkien desselben die beiden
Haupthrimmungsradien der Fliche konstruiert, so wird das Maxi~
mum der grifieren und jolglich auch das Minimum der kleineren
der beiden Haupthriimmungsradien gewifs in keinem Punkle ange-
nommen, der tm Inneren des Gebieles liegt — es sei denn unsere
Flicke ein Stick der Kugel mit dem Radius 1.

Zum Beweise bedenken wir zunichst, daB wegen unserer
Voraussetzung das Produkt der beiden Hauptkriimmungs-

die Curvatura integra und die Topologie geschlossener Flichen*. Inau-
guraldissertation, Géttingen 1901 und Math. Ann.Bd.57 1903. W. Boy
hat in dieser Arbeit eine topologisch sehr interessante, ganz im End-
lichen gelegene einseitige geschlossene Fliche angegeben, die abge-
sehen von einer geschlossenen Doppelkurve mit dreifachem Punkt, in
welcher sich die Mintel der Fliche durchdringen, keine Singularitit
aufweist und den Zusammenhang der Nicht-Euklidischen elliptischen
Ebene besitzt.

1) Géttinger Nachrichten 1899, S. 44. Vgl ferner die interessanten
Arbeiten desselben Verfassers in Math. Ann, Bd. 53 und Bd. 54.

2) Den analytischen Charakter der Fliclren konstanter positiver
Kriimmung nachzuweisen ist G. Liitkemeyer in der S. 220 genannten
Inauguraldissertation und E.Holmgren in den Math. Ann. Bd. 57 ge-
lungen.
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radien iberall =1 und daher der groflere der beiden Haupt-
kriimmungsradien stets >1 sein muB. Aus diesem Grunde ist
das Maximum der groBeren Hauptkriimmungsradien offenbar
nur dann =1, wenn beide Hauptkriimmungsradien in jedem
Punkte unseres Flichenstiickes = 1 sind. In diesem beson-
deren Falle ist ]eder Punkt des Flichenstiickes ein Nabel-
punkt, und man schlieBt dann leicht in der bekannten Weise,
daB das Flachenstiick ein Stiick der Kugel mit dem Radius 1
sein muf. '

Nunmehr sei das Maximum der gréBeren der beiden Haupt-
kriimmungsradien unserer Fliche > 1; dann nehmen wir im
Gegensatz zu der Behauptung an, es gibe im Inneren des
Flachenstiickes einen Punkt O, in welchem jenes Maximum
stattfinde. Da dieser Punkt O gewiB kein Nabelpunkt sein kann
und iiberdies ein reguldrer Punkt unserer Fliche ist, so wird
die Umgebung dieses Punktes lickenlos und einfach von jeder
der beiden Scharen von Kriimmungslinien der Fliche bedeckt.
Benutzen wir diese Kriimmungslinien als Koordinatenlinien
und den Punkt O selbst als Anfangspunkt des krummlinigen
Koordinatensystems, so gelten nach der bekannten Theorie
der Flichen positiver konstanter Kriimmung die folgenden
Tatsachen:?)

Es bedeute 7, den groBeren der beiden Hauptkriimmungs-
radien fiir den Punkt (#,2) in der Umgebung des Anfangs-
punktes O = (0, 0); es ist in dieser Umgebung 7, > 1. Man
setze '

- ne 1,
¢=1%log 7y —1’
dann geniigt die positive reelle GroBe g als Funktion von #v
der partiellen Diﬂ'erentialgleichung
as P 2@ _ 629
auz + PP *;— )

1) Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, Bd. 3,
Nr. 776. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, § 264.
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Da bei abnehmendem 7, die Funktion ¢ notwendig wichst,
Sf:‘ mufl ¢ als Funktion von u, v an der Stelle # = 0, =0
einen Minimalwert aufweisen, und demnach hat die Entwicke-
lung von ¢ nach Potenzen der Variabeln %, v notwendig die
Gestalt '

g=a+ au?4 2Buv + pv? 4 -,
WO a, &, 8, y Konstante bedeuten und dabei die quadratische
Form
«u® + 2Buy + yo?
fir reelle #, » niemals negative Werte annehmen darf. Aus
letzterem Umstande folgen fiir die Konstanten & und y not-
wendig die Ungleichungen:

(9 e>0 und y>o.

Andererseits wollen wir die Entwickelung fiir ¢ in die Diffe-
rentialgleichung (8) einsetzen; fiir =0, » =0 erhalten wir

dann

e 2a t?a

2p - ——y—
Da die Konstante ¢ den Wert von ¢ im Punkte O = (o, 0)
darstellt und mithin positiv ausfillt, so ist hier der Ausdruck
rechter Hand jedenfalls < o; die letatere Gleichung fiihrt des-
halb zu der Ungleichung
o+ y <o,

welche mit den Ungleichungen (9) in Widerspruchsteht. Damit
ist unsere urspriingliche Annahme, wonach die Stelle des
Maximums im Inneren des Flichenstiickes liege, als unzu-
treffend und mithin der oben aufgestellte Satz als richtig er-

kannt.

Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Tatsache:
Wenn wir aus der Kugeloberfliche ein beliebiges Stiick aus-
geschnitten denken und dann dieses Stiick beliebig verbiegen,
so findet sich das Maximum aller gréfieren vorkommenden
Hauptkrimmungsradien stets auf dem Rande des Fliachen-
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stiickes. Eine geschlossene Fliche besitst keinen Rand und
daraus folgt, wie bereits oben bemerkt, sofort der Satz, dag
eine geschlossene singularititenfreie Flicke mit der positiven kon-
stanten Kriimmung 1 stets die Kugel mit dem Radius 1 sein muf,
Dieses Resultat driickt zugleich aus, daB man die Kugel als
Ganzes nicht verbiegen kann, ohne daBaufder Flicheirgendwo
eine Singularitit auftritt.

Gottingen, 1g00.



Anhang VL
Uber den Zahlbegriff.

[Abgedruckt aus dem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung Bd. 8 1900.]

Wenn wir in der Literatur die zahlreichen Arbeiten iber
die Prinzipien derArithmetik und iber die Axiome der Geo-
metrie iiberschauen und miteinander vergleichen, so nehmen
wir neben zahlreichen Analogien und Verwandtschaften dieser
beiden Gegenstinde doch hinsichtlich der Methode der
Untersuchung eine Verschiedenheit wahr.

Vergegenwirtigen wir uns zunichst die Art und Weise der
Einfihrung des Zahlbegriffes. Ausgehend von dem Begriff der
Zabl 1, denkt man sich gewdhnlich durch den ProzeB des
Zihlens zunidchst die weiteren ganzen rationalen positiven
Zahlen 2, 3, 4, ... entstanden und ihre Rechnungsgesetze ent-
wickelt; sodann gelangt man durch die Forderung der all-
geméinen Ausfithrung derSubtraktion zur negativen Zahl; man
definiert ferner die gebrochene Zahl, etwa als ein Zahlen-
paar — dann besitzt jede lineare Funktion eine Nullstelle —,
und schlieBlich die reelle Zahl als einen Schnitt oder eine
Fundamentalreihe — dadurch erreicht man, daB jede ganze
rationale indefinite, und iberhauptjedestetige indefinite Funk-
tion eine Nullstelle besitzt. Wir konnen diese Methode der
Einfithrung des Zahlbegriffs die genetische Methode nennen, weil
der allgemeinste Begriff der reellen Zahl durch sukzessive Er-
weiterung des einfachen Zahlbegriffes erzeugt wird.

‘Wesentlich anders verfihrt man beim Aufbau der Geo-
metrie. Hier pflegt man mit der Annahme der Existenz der
samtlichen Elemente zu beginnen, d.h. man setzt von vorn-
herein drei Systeme von Dingen, nimlich die Punkte, die Ge-
raden und die Ebenen voraus, und bringt dann diese Elemente
— wesentlich nach dem Vorbildevon Euklid — durchgewisse
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Axiome, namlich die Axiome der Verkniipfung, der Anord-
nung, der Kongruenz und der Stetigkeit, miteinander in
Beziehung. Es entsteht dann die notwendige Aufgabe, die
Widerspruchslosigkeit und Vollstindigkeit dieser
Axjome zu zeigen, d. h. es muBl bewiesen werden, daB die
Anwendung der aufgestellten Axiome nie zu Widerspriichen
fiilhren kann, und ferner, daB das System der Axiome zum
Nachweis aller geometrischen Sitze ausreicht. Wir wollen das
hier eingeschlagene Untersuchungsverfahren die axiomatische
Metkode nennen. ‘

Wir werfen die Frage auf, ob wirklich die genetische Me-
thode gerade fiir das Studium des Zahlbegriffes, und die axic-
matische Methode fiir die Grundlagen der Geometrie die
allein angemessene ist? auch scheint es von Interesse, beide
Methoden gegeniiberzustellen und zu untersuchen, welche
Methode die vorteilhaftere ist, wenn es sich um die logische
Untersuchung der Grundlagen der Mechanik oder anderer
physikalischer Disziplinen handelt.

Meine Meinung ist diese: Trotz des hohen pidagogi-
schenundheuristischen WertesdergenetischenMe-
thodeverdientdochzurendgiiltigenDarstellungund
volligen logischen Sicherung desInhaltes unserer
Erkenntnis die axiomatische Methode den Vorzug.

In der Theorie des Zahlbegriffes gestaltet sich die axio-
matische Methode wie folgt:

Wir denken ein System von Dingen; wir nennen diese
Dinge Zahlen und bezeichnen sie mit g, &, ¢,.... Wir denken
diese Zahlen in gewissen gegenseitigen Beziehungen, deren
genaue und vollstindige Beschreibung durch die folgenden
Axiome geschieht:

L. Axiome der Verkniipfung.

I1. Aus der Zahl ¢ und der Zahl & entsteht durch ,, Ad-
dition“ eine bestimmte Zahl ¢, in Zeichen:

a+4b=c oder c=a b
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I2. Wenn < und 4 gegebene Zahlen sind, so existiert stets
eine und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine Zahly,
g0 daB a+x=10 bez. yta=>
wird.

I 3. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heife 0 —, so daB
fiir jedes e zugleich

e2+0=a und o4 a=a
ist.

I 4. Aus der Zahl ¢ und der Zahl 4 entsteht noch auf eine
andere Art, durch ,,Multiplikation*, eine bestimmte Zahl ¢,

in Zeichen: ab=c¢ oder c¢=ab

I5. Wenn ¢ und & beliebig gegebene Zahlen sind und «
nicht o ist, so existiert stets eine und nur eine Zahl x, und
auch eine und nur eine Zahl y, so daB

ax=5b bez ya=2b
wird. .

16. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heifie 1 —, so da8

fiir jedes e zugleich

ga-1=a und I-a=a
ist.

0. Axiome der Rechnung.

‘Wenn «,b,¢ beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende
Formeln:

II 1. a+@+c)=@+2% +¢
II 2. atb = b+ a,

II 3. a(bc) = (ad)c,

II 4. a6 +¢) =ab+ ac,

I s. (e +8c =ac+be,

1II 6. ab = ba.

1. Axiome der Anordnung.
III 1. Wenn g, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so
ist stets eine bestimmte von ihnen (etwa a) groBer (>) als die
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andere; die letztere heiBt dann die kleinere, in Zeichen:
a>b und b<a.

III 2. Wenn @ > & und & > ¢, so ist auch a > ¢.
IIT 3. Wenn ¢ > b ist, so ist auch stets

at+c>b+c und c+a>c+ 0
1T 4. Wenn a > 6 und ¢ > o ist, so ist auch stets
ac>bc und ca> ch.

IV. Axiome der Stetigkert.

IV1. (Archimedisches A'xiom.) ‘Wenne>ound $>0
zwei beliebige Zahlen sind, so ist es stets moglich, a zu sich
selbst so oft zu addieren, daB die entstehende Summe die
Eigenschaft hat

at+a+t---+a>0b

IV2.(Axiom der Vollstindigkeit) Es ist nicht moglich,
dem Systeme der Zahlen ein anderes System von Dingen hin-
zuzufiigen, so daB auch in dem durch Zusammensetzung ent-
stehenden Systeme die Axiome I, IT, ITL, IV 1 sidmtlich erfillt
sind; oder kurz: die Zahlen bilden ein System von Dingen,
welches bei Aufrechterhaltung sidmtlicher Axiome keiner Er-
weiterung mehr fihig ist.

In Axiom IV 1 haben wir den Begriff der endlichen Anzahl
vorausgesetzt.

Einige der Axiome I 1—6, II 1—6, III 1—4, IV 1—2 sind
Folgen der iibrigen, und es entsteht so die Aufgabe, die lo-
gische Abhingigkeit der genannten Axiome zu erdrtern. Fir
die Untersuchung der Prinzipien der Arithmetik liefert diese
Aufgabe manchen neuen und fruchtbaren Gesichtspunkt. Wir
erkennen beispielsweise folgende Tatsachen:

Die Existenz der Zahl o (Axiom I 3) ist eine Folge der
Axiome I 1, 2 und II 1; sie beruht also wesentlich auf dem
assoziativen Gesetz der Addition.

Die Existenz der Zahl 1 (Axiom I 6) ist eine Folge der
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Axiome I 4, 5 und II 3; sie beruht also wesentlich auf dem
assoziativen Gesetz der Multiplikation.

Das kommutative Gesetz der Addition (Axiom II 2) ist eine
Folge der Axiome I, II 1, 4, 5; dasselbe erscheint also im
wesentlichen als eine Folge des assoziativen Gesetzes der Ad-
dition und der beiden distributiven Gesetze.

Beweis. Es ist

(a-{-—b)(l+I)=(a+b)1+(a+b)1=a+6+a+b,
=a(1+ 1) 481 +1)=ata+b+8
at+btatb=at+a-t+b+ 5,
und daher nach I 2

folglich

bt+a=a+4 s

Das kommutative Gesetz der Multiplikation (Axiom II 6)
ist eine Folge der Axiome I, IT 1—s3, III, IV 1, dagegen nicht
schon eine Folge der Axiome I, IT 1—s5, III; jenes Gesetz
kann hiernach aus den iibrigen Axiomen dann und nur dann
gefolgert werden, wenn man das Archimedische Axiom (Axiom
IV 1) hinzuzieht. Diese Tatsache hat fiir die Grundlagen der
Geometrie eine besondere Bedeutung.!)

Die Axiome IV 1 und IV 2 sind voneinander unahingig;
sie enthalten keine Aussage iiber den Begriff der Konvergenz
oder iber die Existenz der Grenze, und dennoch folgt, wie
man zeigen kann, aus ihnen der Bolzanosche Satz von der
Existenz der Verdichtungsstelle. Wirerkennen mithin die Uber-
einstimmung unseres Zahlensystems mit dem gewo6hnlichen
Systeme der reellen Zahlen.

Um die Widerspruchslosigkeit der aufgestellten Axiome zu
beweisen, bedarf es nur einer geeigneten Modifikation be-
kannter SchluBmethoden. In diesem Nachweise erblicke ich
zugleich den Beweis fiir die Existenz des Inbegriffs der reellen
Zahlen oder — in der Ausdrucksweise G.Cantors — den

1) Vgl Kap. VL.
Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 4. Aufl. 16
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Beweis dafiir, daB das System der reellen Zahlen eine kon-
sistente (fertige) Menge ist.

Die Bedenken, welche gegen die Existenz des Inbegriffs
aller reellen Zahlen und unendlicher Mengen iiberhaupt gel-
tend gemacht worden sind, verlieren bei der oben gekenn-
zeichneten Auffassung jede Berechtigung: unter der Menge
der reellen Zahlen haben wir uns hiernach nicht etwa die
Gesamtheit aller moglichen Gesetze zu denken, nach denen
die Elemente einer Fundamentalreibe fortschreiten konnen,
sondern vielmehr — wie eben dargelegt ist — ein System
von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch das obige
endlicheundabgeschlossene Systemvon AxiomenI—IV
gegeben sind, und iiber welche neue Aussagen nur Giiltigkeit
haben, falls man sie mittels einer endlichen Anzahl von lo-
gischen Schliissen aus jenen Axiomen ableiten kann.

Wiirden wir in dhnlicher Weise den Beweis fiir die Existenz
eines Inbegriffs aller Machtigkeiten (oder aller Cantorschen
Alephs) erbringen wollen, so wiirde dieser Versuch miBlingen;
in der Tat der Inbegriff aller Méchtigkeiten existiert nicht,
oder — in der Ausdrucksweise G.Cantors — das System
aller Michtigkeiten .ist eine nichtkonsistente (nichtfertige)
Menge.})

Gottingen, den 12. Ok?ober 1899.

1) Vgl die inzwischen erschienenen scharfsinnigen Untersuchungen
von E. Zermelo: ,Beweise fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung
Math. Ann. Bd. 59 (1904) und Bd. 65 (1907) sowie seine Untersuchun-
gen ,,Uber die Grundlagen der Mengenlehret Math, Ann, Bd. 65 (1907).
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Uber die Grundlagen der Logik und der
Arithmetik.
[Aus den Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-
Kongresses in Heidelberg 1904.]

‘Wahrend wir heute bei den Untersuchungeniiber die Grund-
lagen der Geometrie iiber die einzuschlagenden Wege und
die zu erstrebenden Ziele im wesentlichen untereinander einig
sind, ist es mit der Frage nach den Grundlagen der Arithmetik
anders bestellt: hier stehen sich gegenwartig noch die ver-
schiedensten Meinungen derForscher schroff einander gegen-
iiber. -

Die Schwierigkeiten bei der Begrindung der Arithmetik
sind zum Teil in der Tat anders geartete als diejenigen, die
bei der Begriindung der Geometrie zu iiberwinden waren. Bei
der Prifung der Grundlagen der Geometrie konnten gewisse
Schwierigkeiten, die rein arithmetischer Natur sind, beiseite
gelassen werden; bei der Begriindung der Arithmetik aber
erscheint die Berufung auf eine andere Grunddisziplin un-
erlaubt. Ich werde die wesentlichen Schwierigkeiten bei der
Begrindung ‘der Arithmetik am deutlichsten hervortreten
lassen, indem ich die Anschauungen einzelner Forscher einer
kurzen kritischen Erorterung unterwerfe.

L.Kronecker hat bekanntlich in dem Begriff der ganzen
Zahl das eigentliche Fundament der Arithmetik erblickt; er
bildete sich die Auffassung, daf die ganze Zahl, und zwar
als Allgemeinbegriff (Parameterwert) direkt und unmittelbar
da sei; dadurch wurde er verhindert zu erkennen, daB der
Begriff der ganzen Zahl einer Begriindung bediirftig und fahig
ist. Insofern méchte ich ihn als Dogmatiker bezeichnen: er
nimmt die ganze Zahl mit ihren wesentlichen Eigenschaften
als Dogma hin und blickt nicht weiter riickwirts.

16*



244 g Anhang VII

H.Helmholz vertritt den Standpunkt des Empirisien; der
Standpunkt der reinen Erfahrung aber scheint mir durch den
Hinweis widerlegt, daB aus der Erfahrung, d. h. durch das
Experiment, niemals die Méglichkeit oder die Existenz einer
beliebig groBen Zahl entnommen werden kann. Denn die Zahl
der Dinge, die Gegenstand unserer Erfahrung sind, liegt, wenn
sie auch groB ist, doch unterhalb einer endlichen Grenze.

E.B.Christoffel und alle diejenigen Gegner Kroneckers,
die, von dem richtigen Gefiihl geleitet, daB ohne den Begriff
der Irrationalzahl die ganze Analysis zur Unfruchtbarkeit ver-
urteilt bliebe, durch Auffindung ,positiver® Eigenschaften
dieses Begriffes oder durch ahnliche Mittel die Existenz der
Irrationalzahl zu retten suchen, méchte ich als Opporiunisien

- bezeichnen. Eine sachliche Widerlegung des Kroneckerschen
Standpunktes aber wurde durch dieselben meiner Meinung
nach nicht erreicht.

Unter den Gelehrten, welche tiefer in dasWesen der ganzen
Zahl eingedrungen sind, nenne ich die folgenden:

G.Frege stellt sich die Aufgabe, die Gesetze der Arith-
metik durch die Mittel der Logik, diese in hergebrachtem
Sinne aufgefaBt, zubegriinden. Erhatdas Verdienst, die wesent-
lichen Eigenschaften des Begriffes der ganzen Zahl sowie die
Bedeutung des Schlusses der vollstindigen Induktion richtig '
erkannt zu haben. Indem er aber seinem Plane treu unter
anderem auch dies als Grundsatz hinnimmt, daB ein Begriff
(eine Menge) definiert und unmittelbar verwendbar sei, wenn
nur fiir jeden Gegenstand bestimmt ist, ob er unter den Begriff
falle oder nicht, und auch den Begriff ,jeder* dabei keiner
Einschrinkung unterwirft, setzt er sich gerade denjenigen
mengentheoretischen Paradoxien aus, die beispielsweisein dem
Begriffe derMengealler Mengenliegenund die, wie mirscheint,
zeigen, dab die Auffassungen und Untersuchungsmittel der
Logik, im hergebrachten Sinne aufgefafit, nicht den strengen
Anforderungen, die die Mengenlehre stellt, gewachsen sind.
DieVermeidung solcher Widerspriicheunddie Kli-



Logik und Arithmetik 245

rung jener Paradoxien ist vielmehr bei den Unter-
suchungen iiber den Zahlbegriff von vornherein als
ein Hauptziel ins Auge zu fassen.

R.Dedekind hat die mathematischen Schwierigkeiten bei
der Begriindung des Zahlbegriffes klar erkannt und in dufierst
scharfsinniger Weise zuerst einen Aufbau der Theorie der
ganzen Zahlen geliefert. Ich mochte aber seine Methode in-
sofern als eine /ranszendentale bezeichnen, als er den Nach-
weis fiir die Existenz des Unendlichen auf einem Wege fiihrt,
dessen Grundidee wohl in dhnlicher Weise von philosophischer
Seite benutzt wird — ein Weg freilich, den ich wegen des
unvermeidlichen Widerspruches des dabei zur Verwendung
kommenden Begriffes der Gesamtheit aller Dinge als gang-
bar und sicher nicht anerkennen kann.

G.Cantorhat den genannten Widerspruch empfunden und
diesem Empfinden dadurch Ausdruck verliehen, daB er ,,kon-
sistente® und ,,nichtkonsistente* Mengen unterscheidet. In-
dem er aber, meiner Meinung nach, fiir diese Unterscheidung
kein scharfes Kriterium aufstellt, mu8 ich seine Auffassung
iiber diesen Punkt als eine solche bezeichnen, die dem sud-
jektiven Ermessen noch Spielraum 146t und daher keine ob-
jektive Sicherheit gewahrt.

Ich bin der Meinung, daB alle die beriihrten Schwierigkeiten
sich iiberwinden lassen und daB man zu einer strengen und
vollig befriedigenden Begriindung des Zahlbegiffes gelangen
kann, und zwar durch eineMethode, die ichdie axzomatische
nennen und deren Grundidee ich in der folgenden Mitteilung
kennzeichnen mochte; eine strenge und konsequente Durch-
filhrung und Entwicklung der Methode behalte ich mir vor.

Man bezeichnet wohl die Arithmetik als einen Teilder Logik
und setzt meist bei der Begriindung der Arithmetik die her-
gebrachten logischen Grundbegriffe voraus. Allein bei auf-
merksamer Betrachtung werden wir gewahr, daf bei der her-
gebrachten Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arith-
metische Grundbegriffe, z.B.der Begriff der Menge, zum Teil
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auch der Begriff der Zahl insbesondere als Anzahl bereits zur
Verwendung kommen. Wir geraten so in eine Zwickmiihle und
zur Vermeidung von Paradoxien ist daher eine teilweise gleich-
zeitige Entwicklung der Gesetze der Logik und der Arith-
metjk erforderlich.

Wie ich mir diesen gemeinsamen Aufbau denke, kann ich
in der Kiirze eines Vortrages nur andeuten. Ich bitte daher
zu entschuldigen, wenn es mir nur gelingt, Thnen eine unge-
fahre Vorstellung davon zu geben, in welcher Richtung meine
Untersuchungen sich bewegen. Auch werde ich mich derleich-
teren Verstindlichkeit wegen mehr der gewohnten Sprache
»in Worten® und der darin mittelbar zum Ausdruck kommen-
den Gesetze der Logik bedienen, als bei einem exakten Auf-
bau wiichenswert wire. .

Ein Gegenstand unseres DenkensheificeinGedankending
oder kurz ein Ding und werde durch ein Zeichen benannt.

Wir legen unserer Betrachtung zunichst ein Gedanken-
ding 1 (eins) zugrunde. Die Zusammenfassungen dieses Dinges
mit sich zu jé zwei, drei oder mehr Malen, wie:

it Tir TIfX

bezeichnen wir als Kombinationen dés Dinges 1 mit sich;
ebenso heiBen irgendwelche Kombinationen dieser Kombi-
nationen, wie:

(1) (1), (xx) (x1)(11), (Cxm) (zD)) (x1), (Cxrx) () (1)

wieder Kombinationen jenes Dinges 1 mit sich. Die Kom-
binationen werden ebenfalls schlechtweg als Dinge und dem
gegeniiber dann das zugrunde gelegte Gedankending 1 als
einfaches Ding bezeichnet.

Wir fiigen nun ein zweites einfaches Gedankending hinzu
und benennen dasselbe mit dem Zeichen = (gleich). Alsdann
bilden wir die Kombinationen dieserzwei Gedankendinge, wie:

T= = () (= 1) (== =) (1) () (=) (= =)
=1, (11)= (1) (1)
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Wir sagen, die Kombination e der einfachen Dinge 1, =
differiere mit der Kombination $jener Dinge, wenn sie, was
die Art und Reihenfolge der Kombination oder die Wahl und
das Eingehen der Dinge 1,= selbst anbetrifft, irgendwie von-
einander abweichen, d. h. wenn ¢ und 4 nicht miteinander
identisch sind.

Jetat denken wir uns die Kombinationen jener zwei ein-
fachen Dinge in zwei Klassen, die Klasse der Seienden
und die der Nichtseienden verteilt: jedes Ding, das der
Klasse der Seienden angehért, differiert mit jedem Dinge, da
der Klasse der Nichtseienden angehort. Jede Kombination
der zwei einfachen Dinge 1, = gehort einer dieser beiden
Klassen an.

Wenn o eine Kombination der zwei zugrunde liegenden
Dinge 1,= ist, so bezeichnen wir mit z auch die Aussage,
daB a der Klasse der Seienden angehort, und mit ¢ die Aus-
sage, daB ¢ der Klasse der Nichtseienden angehort. Wir be-
zeichnen a als eine richtige Aussage, wenn ¢ der Klasse
der Seienden angehort; dagegen heifle z eine richtige Aus-
sage, wenn ¢ der Klasse der Nichtseienden angehort. Die
Aussagen a und z bilden einen Widerspruch.

Der Inbegriff zweier Aussagen 4, 5, in Zeichen

4| B,
in Worten: ,,aus 4 folgt B“ oder ,,wenn A4 richtig ist, ist auch
B richtig“ heifit ebenfalls eine Aussage, und zwar heifit 4 dann
die Voraussetzung, B die Behauptung. Voraussetzung
und Behauptung kénnen selbst wiederum aus mehreren Aus-
sagen A, A; bez. B, B,, B, usw., bestehen, in Zeichen:
_A1 u. A2 ‘ BJ. o. _32 o. Bs,
in Worten: ,aus 4, und 4, folgt B, oder B, oder B;“ usw.

Wegen des Zeichens o. (oder) wire, da die Negation be-
reits eingefiihrt ist, das Zeichen | zu vermeiden moglich; ich
benutze es in diesem Vortrage lediglich, um mich an die ge-
wohnte Wortsprache moglichst anzuschlieBen.
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Wir wollen unter 4,, 4, ...bez. diejenigen Aussagen ver-
stehen die — kurz ausgedriickt — aus einer Aussage 4 (x) -
hervorgehen, in dem wir an Stelle der ,, Willkiirlichen* x
die Gedankendinge 1,= und die Kombinationen derselben
nehmen; dann schreiben wir die Aussagen

Ao Ayo Ay, ... bez A u 4y 4, ...
auch wie folgt '
A (=), in Worten ,wenigstens fiir x¢
bez. A4 (x(")), in Worten ,fiir jedes einzelne x*;

hierin erblicken wir lediglich eine abkiirzende Schreibweise.
‘Wir bilden nun aus den zugrunde gelegten zweiDingen 1,—
die folgenden Aussagen:

I. X =X

2. {x=yow@)}| w0

Dabei bedeutet x (im Sinne von x®) jedes der zwei zu-
grunde gelegten Gedankendinge und jede Kombination der-
selben; in 2 isty (im Sinne von y®) ebenfalls jedes jener Dinge
und jede Kombination, ferner w(x) eine ,,willkiirliche Kom-
bination, die die ,,Willkiirliche“ x (im Sinne von x®) enthilt;
die Aussage 2. lautet in Worten: Aus x =y und w(x) folgt
w(y).

Die Aussagen 1.,2.bilden die Definition desBegriffes
= (gleich) und werden insofern auch Axiome genannt.

‘Wenn man an Stelle der willkiirlichen &,y in den Axiomen
1., 2. die einfachen Dinge 1, = oder besondere Kombina-
tionen derselben setzt, so entstehen besondere Aussagen, wel-
che Folgerungen jener Axiome heifen mogen. Wir betrach-
ten eine Reihe gewisser Folgerungen von der Art, da8 die
Voraussetzungen der letzten Folgerung der Reihe mit den Be-
hauptungen der voranstehenden Folgerungen identisch sind.
Nehmen wir dann die Voraussetzungen der voranstehenden
Folgerungen als Voraussetzung und die Behauptung der letz-
ten Folgerung als Behauptung, so entsteht eine neue Aus-
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sage, die wiederum als Folgerung aus den Axiomen be-
zeichnet werden moge. Durch Fortsetzung dieses Schlufiver-
fahrens konnen wir weitere Folgerungen erhalten.

Wir wihlen nun aus diesen Folgerungen diejenigen aus,
die die einfache Form der Aussage a (Behauptung ohne Vor-
aussetzung) haben, und fassen die so entstehenden Dinge
in derKlasse der Seienden zusammen, wihrend die von diesen
differierenden Dinge zu der Klasse der Nichtseienden ge-
héren mogen. Wir erkennen, daB aus 1., 2. immer nur Folgen
von der Form ¢ — ¢ entstehen, wo « eine Kombination der
Dinge 1, = ist. Die Axiome 1., 2. sind auch ihrerseits gegen-
tiber der getroffenen Verteilung der Dinge in die zwei Klassen
erfiillt, d. h. richtige Aussagen, und wegen dieser Eigenschaft
der Axiome 1., 2. bezeichnen wir den durch dieselbe definier-
ten Begriff = (gleich) als'einen widerspruchsfreien Begriff.

Ich mochte darauf aufmerksam machen, daB die Axiome
1., 2. eine Aussage von der Form g, d.h. eine Aussage, wo-
nach eine Kombination in der Klasse der Nichtseienden vor-
kommen soll, iberhaupt nicht enthalten. Wir wiirden also auch
den Axiomen gentigen konnen, indem wir die Kombinationen
der zwei einfachen Dinge simtlich in die Klasse der Seien-
den aufnehmen und die Klasse der Nichtseienden leer lieBen.
Die vorhin gewihlte Verteilung in die zwei Klassen zeigt je-
doch besser, wie man in den spiteren schwierigen Fillen zu
verfahren hat.

Wir fithren jetzt den Bau der logischen Grundlagen des
mathematischen Denkens weiter, indem wir zu den zwei Ge-
dankendingen 1, = die drei weiteren Gedankendinge u (un-
endliche Menge, Unendlich), | (Folgendes), { (begleitende
Operation) hinzufiigen und fiir dieselben die folgenden Axi-
ome festsetzen:

3 fux) =uf'x)
4. flx) =f) [nr=uy
5. fux)=ur
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Dabei bedeutet die Willkiirliche x (im Sinne von x®) jedes
der fiinf jetzt zugrunde liegenden Gedankendinge und jede
Kombination derselben. Das Gedankending u werde kurz
unendliche Menge und die Kombination u.x (z.B.u1, u(11),

1f) ein Element dieser unendlichen Menge u genannt. Das -

Axiom 3. driickt dann aus, daf auf jedes Element ux ein
bestimmtes Gedankending f(ux) folgt, welches einem Element
der Menge u, nimlich dem Element u(f'x) gleich ist, d. h.
ebenfalls der Menge 1t angehort. Das Axiom 4. spricht die
Tatsache aus, daB, wenn auf zwei Elemente der Menge 1t
das gleiche Element folgt, jene Elemente ebenfalls einander
gleich sind. Nach Axjom 5. gibt es in u kein Element, dem
das Element u1r folgt; dieses Element ur heifle daher das
erste Element in u.

‘Wir haben nun die Axiome 1.—35. der entsprechenden
Untersuchung zu unterwerfen, wie vorhin die Axiome I.,2.;
dabei ist zu beachten, daB jene Axiome 1., 2. zugleich eine
Erweiterung ihrer Giiltigkeit erfahren, insofern nunmehr die
‘Willkiirlichen x, » beliebige Kombinationen der fiinf zugrunde
liegenden einfachen Dinge bedeuten.

Wir fragen wiederum, ob gewisse Folgerungen aus den
Axiomen 1.—5. einen Widerspruch bilden oder ob im Gegen-
teil die zugrunde gelegten fiinfGedankendinge 1, =, 1, {, { und
deren Kombinationen sich in die Klasse der Seienden und
die Klasse der Nichtseienden verteilen lassen derart, daB die
Axiome 1.—5. dieser Klasseneinteilung gegeniiber sich er-
filllen, d. h. jede Folgerung aus jenen Axiomen zu einer
richtigen Aussage gegeniiber jener Klasseneinteilung wird.
Zur Beantwortung dieser Frage beriicksichtigen wir, daB das
Axiom 5. das einzige ist, welches zu Aussagen von der Form g,
d. h. daB eine Kombination ¢ der fiinf zugrunde liegenden
Gedankendinge zur Klasse der Nichtseienden gehéren soll,
Anplaf gibt. Aussagen, die mit 5. einen Widerspruch bilden,
miissen daher jedenfalls von der Form

6. fux®) =ur
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sein; eine solche Folgerung aber kann aus den Axiomen 1.—4.
auf keine Weise entstehen.

Um dies einzusehen, bezeichnen wir die Gleichung, d. h.
das Gedankending =24 als eine homogene Gleichung,
wenn sowohl a wie 4 Kombinationen von je zwei einfachen
Dingen sind, ebenso wenn ¢ und & beide irgendwelche Kom-
binationen von je drei oder beide irgendwelche Kombina-
tionen von je vier oder mehr einfachen Dingen sind; bei-
spielsweise heifien

() =(fuw, (F=@0f) (fr1)=@=)

(fo) (1) = (1111), (W) = (tuu1),
(GHharn) = ((1)@E1)(11)), (furrr =) = (uurriun)
homogene Gleichungen. Aus den Axiomen I. und 2. allein
folgen, wie wir vorhin gesehen haben, lauter homogene Glei-
chungen, nimlich die Gleichungen von der Form ¢=¢. Eben-
so liefert Axiom 3., wenn wir darin fiir x irgendein Gedanken-
ding nehmen, nur homogene Gleichungen. Desgleichen weist
Axiom 4. in der Behauptung gewiB stets eine homogene Glei-
chung auf, sobald die Voraussetzung eine homogene Glei-
chung ist, und somit kénnen iberhaupt nur homogene Glei-
chungen als Folgerungen aus den Axiomen 1.—4. auftreten.
Nun ist aber die Gleichung 6., die doch bewiesen werden
sollte, gewif keine homogene Gleichung, da man darin an
Stelle von x®) eine Kombination zu nehmen hat und dadurch
die linke Seite eine Kombination von drei oder mehr ein-
fachen Dingen wird, wihrend die rechte Seite eine Kombi-

nation von den zwei einfachen Dingen 1 und 1 bleibt.

Hiermit ist, wie ich glaube, der Grundgedanke, um die
Richtigkeit meiner Behauptung zu erkennen, dargelegt; zur
vollstindigen Durchfithrung des Beweises bedarf es des Be-
griffes der endlichen Ordnungszahl und gewisser Sitze iiber
den Begriff der Gleichzahligkeit, die man in der Tat an dieser
Stelle schon ohne Miihe aufstellen und ableiten kann; man
hat eben zur vollstindigen Durchfihrung des dargelegten
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Grundgedankens noch diejenigen Gesichtspunkte zu beriick-
sichtigen, auf die ich am Schlusse meines Vortrages (vgl. V.)
noch kurz hinweisen will.

Die gewiinschte Klasseneinteilung ergibt sich also, wenn
man alle Dinge g, wo g eine Folgerung aus den Axiomen 1.—4.
ist, zur Klasse der Seienden zihlt und alle diejenigen Dinge
in 'die Klasse der Nichiseienden aufnimmt, die mit diesen
differieren, insbesondere die Dinge f(iux)=ur1. Wegen der
so gefundenen Eigenschaft der aufgestellten Axiome erkennen
wir, daB dieselben iiberhaupt nie zu einem Widerspruch fiih-
ren, und bezeichnen daher die durch dieselben definierten
Gedankendinge u, f, {* als widerspruchsfreie Begriffe
oder Operationen oder als widerspruchsfreiexistierend.
‘Was insbesondere den Begriff des Unendlichen yt anbetrifft,
so erscheint durch die oben angedeutete Darlegung die Be-
hauptung der Existenz des Unendlichen u gerechtfertigt;
denn sie erhalt jetzt eine bestimmte Bedeutung und einen
spiter stets anzuwendenden Inhalt.

Die eben skizzierte Betrachtung bildet den ersten Fall, in
dem es gelingt, den direkten Nachweis fiir die Widerspruchs-
losigkeit von Axiomen zu fithren, wihrend die sonst — ins-
besondere in der Geometrie — fiir solche Nachweise iibliche
Methode der geeigneten Spezialisierung oder Bildung von Bei-
spielen hier notwendig versagt.

DaB dieser direkte Nachweis hier gelingt, ist, wie man sieht,
wesentlich dem Umstande zu verdanken, daB eine Aussage
von der Form ¢, d.h. eine Aussage, wonach eine gewisse
Kombination der Klasse der Nichtseienden angehdren soll,
nur an einer Stelle als Behauptung, nimlich in Axiom s5.
auftritt.

Indem wir die bekannten Axiome fiir die vollstindige In-
duktion in die von mir gewiahlte Sprache tbertragen, gelangen
wir in &dbnlicher Weise zu der Widerspruchsfreiheit der so ver-
mehrten Axiome, d.h. zum Beweise der widerspruchsfreien
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Existenz des sogenannten kleinsten Unendlich?)
(d. b. des Ordnungstypus 1, 2, 3,...).

Es bietet keine Schwierigkeit, den Begriff der endlichen
Ordnungszahl nach den oben aufgestellten Prinzipien zu be-
grinden; es geschehe dies auf Grund des Axioms, daf jede
Menge, die das erste Element der Ordnungszahl und, falls ihr
irgend eines angehdrt, auch das diesem folgende enthilt, ge-
wiB stets das letzte Element enthalten muB. Der Beweis der
‘Widerspruchslosigkeit der Axiome erfolgt hier sehr leicht
durch Heranziehung eines Beispieles, etwa der Zahl zwei. Es
kommt dann darauf an zu zeigen, daB eine Anordnung der
Elemente der endlichen Ordnungszahl moglich ist, so da8 jede
Teilmenge derselben ein erstes und ein letztes Element besitzt
— eine Tatsache, die wir dadurch beweisen, da wir ein Ge-
dankending < durch das Axiom

EF<reuy<a|x<sz

definieren und dann die Widerspruchsfreiheit der aufgestell-
ten Axiome unter Hinzufiigung dieses neuen Axiomes erken-
nen, sobald x,y, z willkiirliche Elemente der endlichen Ord-
nungszahl bedeuten. Mit Benutzung der Tatsache der Existenz
des kleinsten Unendlich folgt dann auch der Satz, daB zu
jeder endlichen Ordnungszahl eine noch gréBere Ordnungs-
zahl gefunden werden kann.

Die Prinzipien, die fir den Aufbau und die weitere Aus-
fihrung der Gesetze des mathematischen Denkens in der be-
absichtigten Weise maBgebend sein miissen, sind kurz fol-
gende:

1. Auf einem bestimmten Standpunkt in der Entwickelung
der Theorie angelangt darfich eine weitere Aussage als richtig
bezeichnen, sobald erkannt worden ist, daB sie als Axiom zu
denbisher alsrichtigbefundenen Aussagen hinzugefiigt, keinen

1) Vgl. meinen auf dem Internationalen Mathematiker-Kongre$ zu
Paris 1900 gehaltenen Vortrag: ,,Mathematische Probleme, 2. Die Wi-
derspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome.
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Widerspruch ergibt, d.h. zu Folgerungen fiihrt, die gegeniiber
einer gewissen Verteilung derDinge in die Klasse derSeienden
und die der Nichtseienden simtlich richtige Aussagen sind.
1L In den Axiomen vertreten die Willkiirlichen — als Ersatz
fiir den Begriff ,,jedes“ oder ,,alle® in der iiblichen Logik —
nur diejenigen Gedankendinge und deren Kombinationen
untereinander, die auf jenem Standpunkt zugrunde gelegt sind
oder neu definiert werden sollen. Bei der Herleitung von
Folgerungen aus den Axiomen dirfen daher die Willkiir-
lichen, die in den Axiomen aufireten, nur durch solche Ge-
dankendinge und deren Kombinationen ersetzt werden. Auch
ist in gehoriger Weise zu berticksichtigen, daB. durch die Zu-
fligung und Zugrundelegung eines neuen Gedankendinges die
bisherigen Axiome eine Erweiterung ihrer Giiltigkeit erfahren
bez. einer sinngemifBen Abdnderung zu unterwerfen sind.

III. Die Menge ist allgemein als ein Gedankending 7 de-
finiert, und die Kombinationen 7x heifien die Elemente der
Menge 7, so daB also — im Gegensatz zu der iiblichen Auf-
fassung — der Begriff des Elementes einer Menge erst als
spiteres Erzeugnis des Mengenbegriffes selbst erscheint.

Genau so wie der Begriff ,Menge* sind auch ,,Zuord-
nung¥, ,Transformation% ,Beziehung®, ,Funktion«
Gedankendinge, fiir die, genau wie vorhin mit dem Begriff
»Unendlich® geschehen ist, die passenden Axiome in Ansatz
zu bringen sind und die dann im Falle der Moglichkeit der
Verteilung der betreffenden Kombinationen in die Klasse der
Seienden und die der Nichtseienden als widerspruchslos exi-
stierend erkannt werden kdnnen.

InI.kommt das schépferische Prinzip zum Ausdruck, das
uns im freiesten Gebrauch zu immer neuen Begriffsbildungen
berechtigt mit der einzigen Beschrinkung der Vermeidung
eines Widerspruches. Die zu Anfang dieses Vortrages er-
wihnten Paradoxien werden durch IL. und IIT. unméglich; ins-
besondere gilt dies von dem Paradoxon der Menge aller sich
nicht selbst als Element enthaltenden Mengen.
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Um die weitgehende inhaltliche Ubereinstimmung des in
III. definierten Mengenbegriffes mit dem iiblichen Mengen-
begriffe erkennen zu lassen, beweise ich folgenden Satz:

Es seien auf einem bestimmten Standpunkte in der Ent-
-wickelung 1,..., @,..., [ die zugrunde liegenden Gedanken-
dinge und «(§) eine Kombination derselben, die die Will-
kirliche £ enthilt; ferner sei e () eine richtige Aussage (d. h.
a(e) in der Klasse der Seienden): alsdann existiert gewiB ein
Gedankending = von der Art, daf a(mx) fiir die Willkiirliche
x lauter richtige Aussagen darstellt (d.h. ¢(mx) immer in der
Klasse der Seienden sich befindet) und auch umgekehrt jedes
Ding &, fiir welches  (£) eine richtige Aussage darstellt, einer
Kombination mx© gleich wird, so dab die Aussage

£ = mx© ’
richtig ist, d.h. die Dinge §, fiir die 2 (§) eine richtige Aussage
wird, bilden die Elemente einer Menge m im Sinne obiger
Definition. )

Zum Beweise stellen wir das folgende Axiom auf: es ist 7

ein Gedankending, fiir welches die Aussagen

7. al)|[mE=¢

8. a(f)|mt=u«
richtig sind, d. h. wenn £ ein Ding ist, derart, daB () zur
Klasse der Seienden gehort, so soll m§ = £, sonst m& = «
gelten, fiigen dieses Axiom zu den Axiomen hinzu, die fiir die
Dinge 1,..., ,..., [ gelten, und nehmen dann an, daB da-
durch ein Widerspruch zustande komme, d. h. daf fir die
Dinge 1,..., @, ..., [, m etwa die Aussagen

p(m) wd  p(m)
zugleich Folgerungen seien, wo p(m) eine gewisse Kombi-
nation der Dinge 1,..., §, 7 ist. Dabei bedeutet 8. in Worten
die Festsetzung m&=«, wenn () zur Klasse der Nichtseien-
den gehort. Uberall, wo in p(m) das Ding 7 in der Kombi-
nation m§ auftritt, ersetze man den Axiomen 7. und 8. ent-
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sprechend und mit Riicksicht auf 2. die Kombination mg
durch £ bez. o; aus p(m) entstehe auf diese Weise ¢(m) (wo
nun ¢(m) das Ding = nicht mehr in einer Kombination mx
enthilt), dann miiite ¢ () eine Folgerung aus dem urspriing-
lich zugrundeliegenden Axiome fiir 1,... a,-..., £ sein und
mithin auch richtig bleiben, wenn wir fﬁr m irgend eines dieser
Dinge, etwa das Ding 1, nehmen. Da die ndmliche I"Iberlegung

auch fiir die Aussage p(m) gilt, so wire also auch auf dem
urspriinglichen Standpunkte bei Zugrundelegung der Dinge
I,... &, .. [ der Widerspruch
g(r) und g¢(1)

vorhanden, was nicht sein kann — vorausgesetzt, daB die
Dinge 1, ..., ¥ widerspruchsfrei existieren. Wir miissen also
unsere Annahme, daf ein Widerspruch zustande komme, ver-
werfen, d.h.m existiert widerspruchsfrei, was zu beweisen war.

IV. Wenn man ein bestimmt vorgelegtes System von Axi-
omen nach den obigen Prinzipien untersuchen will, so hat man
die Kombinationen der zugrunde liegenden Dinge in die zwei
Klassen, die der Seienden und die der Nichtseienden, zu ver-
teilen, wobei den Axiomen die Rolle von Vorschriften zufillt,
denen die Verteilung geniigen muB. Die Hauptschwierigkeit
wird darin bestehen, die Moglichkeit der Verteilung aller
Dinge in die zwei Klassen, die der Seienden und die der
Nichtseienden, zu erkennen. Die Frage nach der Méglichkeit
dieser Verteilung ist wesentlich gleichbedeutend mitderFrage,
ob die Folgerungen, die man aus den Axiomen durch Spe-
zialisierung und Verbindung in dem friiher erliuterten Sinne
gewinnen kann, zu einem Widerspruch fiihren oder nicht,
wenn man noch die bekannten logischen SchluB-

weisen wie
(a]8) = (@]d)}]s

{(ao. b) u. (ao. c)},{a 0. (b u.[)}

hinzunimmt. Die Widerspruchslosigkeit der Axiome kann
dann entweder so erkannt werden, daB man zeigt, wie ein
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;:;al:tg?: :;Vidersprl'lch sich schon auf einem fritheren Stand-
indem masrdfntwlckelung der Theorien zeigen miifite, oder
dén Axta © Amlahm‘e macht, es gibe einen Beweis, der
il Wt men auf einen bestimmten Widerspruch fiihrt,
und a’scann dartut, daB ein solcher Beweis nicht méglich
5%, sramlich In sich einen Widerspruch enthielte. So lief ja
auch der vorhin skizzierte Beweis fiir die widerspruchsfreie

?g:;ei%mgn;zdl&h?n darauf hinaus, zu erkennen, da8
: vea eichung 6. aus den Axiomen I.—4.
nicht moglich ist.

V. ‘.?Ven'n im Bisherigen von mehreren Gedankendingen,
Kombinationen, Kombinationen mehrfacher Art oder meh-
reren Willkirlichen die Rede war, so sollte dabei stets eine
begrenzte Anzahl solcher Dinge gemeint sein. Nach Auf-
stellung der Definition der endlichen Zahl sind wir imstande,
jene Ausdrucksweise in ihrer allgemeinen Bedeutung zu
fassen. Auch die Bedeutung der ,beliebigen« Folgerung und
des ,Differierens® einer Aussage mit allen Aussagen von ge-
wisser Art ist nunmehr auf Grund der Definition der end-
lichen Zahl — der Idee der vollstindigen Induktion ent-
sprechend — durch ein rekurrentes Verfahren einer exakten
Beschreibung fahig. So ist dann auch die vollstindige Durch-
fihrung des vorhin angedeuteten Beweises zu denken, daB
die Aussage f(ux) = ur von jeder Aussage differiert, die
durch eine endliche Anzahl von Schritten als Folgerung aus
den Axiomen 1.—4. entsteht; man hat eben den Beweis selbst
als ein mathematisches Gebilde, namlich eine endliche Menge
za betrachten, deren Elemente durch Aussagen verbunden
sind, die zum Ausdruck bringen, dafy derBeweis aus der 1.—4.
auf 6, fiihrt, und man hat dann zu zeigen, daB ein solcher
Beweis einen Widerspruch enthilt und also nicht in unserem
definierten Sinne widerspruchsfrei existiert.

Ahnlich wie die Existenz des kleinsten Unendlich bewiesen
werden kann, folgt die Existenz des Inbegriffs der reellen
Zahlen; in der Tat sind die Axiome, wie ich sie fiir die reellen

Hilbert: Grundlagen der Geometrie, 4. Aufl. 17
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Zahlen aufgestellt habe?), genau durch solche Formeln aus-
driickbar, wie die bisher aufgestellten Axiome. Was insbe-
sondere dasjenige Axiom betrifft, das ich das Vollstindig-
keitsaxiom genannt habe, so bringt dasselbe zum Ausdruck,
daB der Inbegriff der reellen Zahlen im Sinne der umkehrbar
eindeutigen elementweisen Beziehbarkeit jede andere Menge
enthilt, deren Elemente ebenfalls die vorangehenden Axiome
erfiillen; in dieser Auffassung wird auch das Vollstindigkeits-
axiom eine durch Formeln von obiger Bauart ausdriickbare
Forderung, und die Axiome fiir den Inbegriff der reellen Zah-
len unterscheiden sich qualitativ in keiner Hinsicht etwa von
den zur Definition der ganzen Zahlen notwendigen Axiomen.
In der Erkenntnis dieser Tatsache liegt, wie ich meine, die
sachliche Widerlegung der von L. Kronecker veriretenen
und zu Anfang meines Vortrages als dogmatisch bezeichneten
Auffassung der Grundlagen der Arithmetik.

In gleicher Weise zeigt sich, daB den Grundbegriffen der
Cantorschen Mengenlehre, insbesondere den Cantorschen
Alefs die widerspruchsfreie Existenz zukommt.

Heidelberg, August 1904.

Zum Schlusse spreche ich meinem Freunde Hermann
Minkowski, sowie den Herren Professor Max Dehn und
Alfred Haar fiir ihre Unterstiitzung beim Lesen der Kor-
rektur und die empfangenen mannigfachen und wertvollen
Ratschlige meinen herzlichsten Dank aus.

1) Vgl S. 34—36.
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Grundziige einer allgemeinen Theorie
der lmearen Integralgleichungen
Von D. Hilbert.
gr. 8. 1912. Geh. M. 11.—, in Leinwand geb. M. 12,—

Im vorliegenden Buche werden sechs Mitteilungen ,,Grundziige
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen® im
wesentlichen so, wie sie wihrend der Jahre 1904—1910 in den
Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen
veroffentlicht sind, zum Wiederabdruck gebracht. Vorausgeschickt
ist eine sachlich geordnete Inhaltsangabe, dieselbe soll zugleich als
ein Leitfaden fiir die gesamte Theorie der Integralgleichungen und
ihre Anwendungen dienen, wie sich diese gegenwirtig systematisch
aufbauen und am iibersichtlichsten darstellen 148t.

Sechs Vortrage iiber ausgewihlte Gegenstande
aus der reinen Mathematik und mathematischen

PhySlk Von Henri Poincaré. Mit 6 Figuren. gr. 8. 1910.

Geh. M. 1.80, in Leinwand geb. M. 2.40.

Inhalt: 1. Uber die Fredholmschen Gleichungen. 2. Anwendung der Theorie der
Integralgleichungen auf die Flutbewegung des Meeres. 3. Anwendung der Integral-
gleichungen auf Hertzsche Wellen. 4. Uber die Reduktion der Abelschen Integrale
und die Theorie der Fuchsschen Funktionen. 5. Uber transfinite Zahlen. 6. La
mécanique nouvelle.

,»Da Poincaré mit seinem umfassenden und tiefen Wissen die Gabe vereinigt,
schwierige Dinge ohne Beeintrichtigung der Strenge in allgemein verstindlicher
Weise darzustellen, diirfen die Vortrige auf eine starke Verbreitung rechnen; der
Mathematiker sowohl wie der Physiker werden wertvolle Anregungen aus dieser
Schrift schopfen, fiir die im besten Sinne das Wort gilt: ,Wer vieles bringt, wird
manchem etwas bringen‘.* (Naturwissenschaftliche Wochenschrift.)

Uber das Wesen der Mathematik. Von Dr. A. Vo8,
Professor der Mathematik in Miinchen. gr. 8. 1908. Geh. M. 5.60-

,Getragen von reichstem Wissen und durchdringender Kritik auf der einen, —
einer edlen, zugleich maBvollen, abgeklirten Begeisterung fiir die mathematische
Wissenschaft auf der anderen Seite, gewdhrt die Schrift zugleich den h&chsten
GenuB, wie vielseitige Belehrung, und verdient insbesondere auch die Aufmerksam-
keit der Kreise, die nicht eigentlich dem Fachpublikum zuzurechnen sind, so vor
allem natiirlich die der Philosophen von Fach.® (Frankfurter Zeitung.)

,Den groBten GenuB wird die Schrift den Mathematikern selbst bereiten, ins-
besondere durch den neben der eigentlichen Rede einhergehenden, ihr an Umfang
fast gleichen kritischen Apparat, in welchem der Autor zu vielen strittigen Fx:a.gen,
vornehmlich zu solchen, die dem Grenzgebiete der Mathematik un.d P}':ulosoplue an-
gehoren, Stellung nimmt. Dadurch erhebt sich die kleine Publikation iiber den
Rahmen einer bloBen Gelegenheitsschrift und erlangt bleibenden Wert.”

(E. Czuber in der Neuen Freien Presse.)
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Grundlagen der Geometrie. Von Dr. Friedrich Schur,
Professor an der Universitit Strafburg. Mit 63 Figuren. gr. 8.
1909. Geh. M. 6.—, in Leinwand geb. M, 7.—

Vorbereitet durch Pasch, Veronese und Peano, hat seit Hilberts Grundlagen
der Geometrie das Interesse fiir Untersuchungen iiber die Axiome der Geometrie
so mannigfache Verbffentlichungen hieriiber hervorgerufen, da8 deren systematische
Darstellung wohl gerechtfertigt sein mag. Von den Beziehungen dieses neuen
Buches zu den vorhandenen sei hier nur so viel hervorgehoben, daB erstens mehr
als bisher eine axiomatische Begriindung auch der nichteuklidischen Geometrie ge-
geben, und zweitens besondere Aufmerksamkeit der Tragweite der neu einzufiih-
renden Axiome und Postulate gewidmet wird.

50+ Der durch seine erfolgreiche Mitarbeit an der Aufklirung der Grundlagen
der Geometrie bekannte Verfasser bietet uns in einer trotz aller Knappheit durch-
sichtigen und leicht faBlichen Darstellung einen klaren Uberblick iiber den gegen-
wirtigen Stand der anf den logischen Aufbau der Geometrie gerichteten Forschungen,
.. Das Studium des vornehm ausgestatteten und mit guten Figuren versehenen Buches,
fiir dessen Wert ja auch schon der Name des Autors biirgt, kann jedem Mathematiker
warm empfohlen werden.“ (Naturwissenschaftliche Wochenschrift.)

Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Von Geh. Hofrat
Dr. M. Pasch, Professor an der Universitit GieBen. 2., mit Zu-
sitzen versehene Ausgabe. Mit 72 Figuren. gr. 8. 1912. Geh.
M. 6.—, geb, M. 7.— '

Im Anhang zu den ,,Grundlagen der Analysis® 1909, hat der Verfasser Zu-
sitze und Anderungen angedeutet, die in den ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie®
anzubringen wiren. Diese Punkte hat der Verfasser weiter ausgearbeitet und die
so entstandenen Zusitze und ein ausfithrliches Sachverzeichnis den ,,Vorlesungen®
angehingt. Seit dem Erscheinen des Buches sind drei Jahrzehnte verflossen. In
.dieser Zeit haben die Geometer eine groBe Arbeit geleistet beziiglich der Forma-
lierung der Axiome und Definitionen, der Einteilung der Axiome in Gruppen, der
Untersuchungen iiber Abhingigkeit der Begriffe und S#tze von bestimmten Be-
griffen und Sitzen, sowie beziiglich der Vereinfachung von Beweisen. Der Leser,
der die Fortschritte der Entwicklung kennen zu lernen und iiber die Literatur Aus-
kunft zu erhalten wiinscht, wird auf das ausgezeichnete Werk von Friedrich
Schur: Grundlagen der Geometrie, 1909, verwiesen. :

Grundlagen der Analysis. Von Geh. Hofrat Dr.
M. Pasch, Professor an der Universitat Giefen. Ausgearbeitet
unter Mitwirkung von C. Thaer. gr.-8. 1909. Geh. M. 3.60, in
Leinwand geb. M. 4.—

Die Richtung, in der sich seine ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie® und die
,Einleitung in die Differential- und Integralrechnung® bewegten, hat der Verfasser
in diesem Buche um so lieber von neuem aufgenommen, als die planmiBige Durch-
forschung des Aufbaus der Analysis sich zu einem aunsehnlichen Bestandteil der
mathematischen Arbeit entwickelt hat. Die Zahl der Versuche, die Analysis aaf
sichere Grundlagen zu stellen, ist nicht gering. In der Uberzeugung, daB dennoch
weitere Versuche berechtigt sind, bringt der Verfasser die hiermit angekiindigte
Darstellung zur Versffentlichung, um so zur Losung der schwierigen Aufgabe bei-
zutragen, besonders dadurch, daB sie die Punkte, aunf die es ankommt, mdglichst
ohne Ausnahme zutage treten lABt.



‘wn B.G.Teubner in Leipzig und Berlin

steli?ematlSChe Bibliothek. Gemeinverstindliche Dar-
gen aus der Elementar-Mathematik fir Schule und Leben.

Hexausgegeben von Dr. W. Li fos
. W. L
Kartoniert je M. — 8o, letzmann und Dr. A. Witting.

Die Namen der Verfasser bi i i
" T burgen nicht nur dafiir, daB alle Angab d
der neuesten Forschungen entsprechen, sondern auch durch jhre bggui%il:ﬂg: %‘zlsﬁt;]:ei?:
dafiir, daB sie ein genaunes Urteil haben, wieviel an positiven Kenntnissen und an

mathematischem Denken sie bei ihren Lesern voraussetzen diirfen.« (Himmelu.Erde.)
Zunichst sind erschienen:

1. E.Léffler, Ziffern und Ziffernsysteme der Kulturvilker in alter und neuer Zeit.

2. H. Wieleitner, der Begriff der Zahl in seiner logischen und historisch:n Ee;:-
wicklung. Mit 10 Figuren.

3- W. Lietzmann, der pythagoreische Lehrsatz mit einem Ausblick auf das
Fermatsche Problem. Mit 44 Figuren.

4. 0. MeiBner, Wahrscheinlichkeitsrechnung nebst Anwendungen. Mit 6 Figuren.

5. H.E.Timerding, die Fallgesetze. Mit 20 Figuren.

6. M. Zacharias, Einfibrung m die projektive Geometrie. Mit 18 Figuren,

7. H. Wieleitner, die sieben Rechnungsarten mit allgemeinen Zahlen.

8. P. Meth, Theorie der Planetenbewegung. Mit 17 Figuren und 1 Tafel.

9. A. Witting, Einfilhrung in die Infinitesimalrechnung. Mit 40 Figuren, Bei-
spielen and Aufgaben.

10. W.Lietzmana und V. Trier, wo steckt der Fehler? Mit 24 Figuren.

11. P. Zihlke, Konstruktionen in begrenzter Ebene. Mit Figuren.

Mathematische Unterhaltungen und Spiele. von
Dr. W. Ahrens. 2., vermehrte und verbesserte Auflage. In
2 Binden. I. Band. Mit 200 Figuren. 8. 1910. In Leinwand
geb. M. 7.50. II. Band in Vorbereitung.

.. Der Verfasser wollte sowohl den Fachmann, den der theoretische Kern
des Spieles interessiert, als den mathematisch gebildeten Laien befriedigen, dem
es sich um ein anregendes Gedankenspiel handelt; und er hat den richtigen Weg
gefunden, beides zu erreichen. Dem wissenschaftlichen Interesse wird er gerecht,
indem er durch die sorgfiltig zusammengetragene Literatur und durch Einschal-
tungen mathematischen Inhalts die Beziehungen zur Wissenschaft herstellt; dem
Nichtmathematiker kommt er durch die trefflichen Erlduterungen entgegen, die er
der Losung der verschiedenen Spiele zuteil werden 148t, und die er, wo nur irgend
notig, durch Schemata, Figuren und dergleichen unterstiitzt.”

(Professor Czuber in der Zeitschrift fiir das Realschulwesen.)

Scherz und Ernst in der Mathematik. Gefiiigelte und
ungefliigelte Worte. Von Dr. W. Ahrens. gr. 8 1904. In

Leinwand geb. M. 8.—
,Das vortreffliche Buch hat keineswegs bloB Interesse fiir Mathematiker, sondern

wird jeden fesseln, der gern Heroen der exakten Wissenschaften durch einzelne
jhrer AunBerungen, welche einen Einblick in ihr Forsghen und jhren Charakter ge-
wihren, kennen lernt, und wird jeden ergétzen, der Sinn fiir Humor hat, Deutsche,
franzosische, italienische, englische, griechische und lateinische Ausspriiche wechseln
miteinander. . . . Nur eins kann man an dieser Sammlung tadeln, die Anordnung
oder vielmehr die Unordnung der Ausspriiche. Doch das wird vollkommen gut
emacht durch einen musterhaften Index der Personen und Sachen, wo man si¢ch

gussuchen kann, wen und fiber was man horen will. L '
(Gustav Uhlig in der Zeitschrift Das humanistische Gymnasium.)



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Die Kultur der Gegenwart
ihre Entwicklung und ihre Ziele
Herausgegeben von Prof. Paul Hinneberg

III. Teil, I Abt.:

Die mathematischen Wissenschaften
Unter Leitung von F. Klein.
Erste Lieferung:

Die Mathematik im Altertum und im Mittelalter

Von Professor Dr. H. G. Zeuthen in Kopenhagen.
Lex.-8. 1912. Geheftet M. 3.—

‘Der Verfasser fithrt uns zunichst von der Bildung des Zahl-
begriffes und der Zahlzeichen bei primitiven Vélkern zu den Zahl- -
systemen, dem Rechnen und den astronomischen Anwendungen der
Mathematik bei den Babyloniern und Indern. Hierauf schildert er
ausfijhrlicher die Entstehung der geometrischen Wissenschaften und
die Bliitezeit der griechischen Mathematik und ihrer Anwendungen
auf Statik, Optik, Geodisie und Astronomie. Wir gewinnen Ein-
blick in das Geistesleben und die Forschungsresultate der GroBen
dieser Zeit, eines Archimedes, Euklid, Apollonius. Einer kurzen
Darlegung der Ursachen des Verfalles der griechischen Mathematik
folgt die Einfilhrung in die jiingere indische und chinesische Mathe-
matik. Den Abschluff bildet die Wiirdigung der mathematischen
Arbeit der Araber und der westeuropiischen Mathematik des Mittel-
alters. Uberall ist auf die logische Verkniipfung der mitgeteilten
historischen Tatsachen und die Aufdeckung ihrer Zusammenhinge
mit dem gesamten Kulturleben der betreffenden Epochen besondere
Sorgfalt verwendet. Die Herbeiziehung konkreter Beispiele ermog-
lichte iiberall eine anschauliche jedem gebildeten Laien ohne weiteres
verstindliche Ausdrucksform.

In obiger Abteilung, die nur einen Band umfaBt, erscheinen
noch folgende Lieferungen:

Die Bezichungen d. Mathematik zur | 18. Jahrhundert. Von P.Stickel,
allgemeinen Kultur. Von A. Vo8, | Heidelberg. — Die Mathematik der
Miinchen. — Mathematik u. Philo- | Neuzeit. (Bearb. noch unbestimmt.)
sophie. Von A.V o8, Miinchen. — | — Mathematischer Unterricht. Von
Die Mathematik im 16., 17. und | H. E.Timerding, Braunschweig.















