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Αβστραχτ

Wε χονσιδερ υνιτ ροοτ τεστινγ αλλοωινγ φορ α βρεακ ιν τρενδ ωηεν παρτιαλ ινφορmατιον ισ αϖαιλαβλε

ρεγαρδινγ τηε λοχατιον οφ τηε βρεακ δατε. Τηισ τακεσ τηε φορm οφ κνοωλεδγε οφ α ρελατιϖελψ ναρροω

ωινδοω οφ δατα ωιτηιν ωηιχη τηε βρεακ τακεσ πλαχε, σηουλδ ιτ οχχυρ ατ αλλ. Φορ συχη χιρχυmστανχεσ,

ωε συγγεστ εmπλοψινγ α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ, ωηιχη χοmβινεσ α υνιτ ροοτ τεστ τηατ αλλοωσ

φορ α τρενδ βρεακ σοmεωηερε ωιτηιν τηε ωινδοω, ωιτη α υνιτ ροοτ τεστ τηατ mακεσ νο αλλοωανχε

φορ α τρενδ βρεακ. Ασψmπτοτιχ ανδ �νιτε σαmπλε εϖιδενχε σηοωσ τηατ ουρ συγγεστεδ στρατεγψ ωορκσ

ωελλ, προϖιδεδ τηατ, ωηεν α βρεακ δοεσ οχχυρ, τηε παρτιαλ ινφορmατιον ισ χορρεχτ. Αν εmπιριχαλ

αππλιχατιον το ΥΚ ιντερεστ ρατε δατα χονταινινγ τηε 1973 οιλ σηοχκ∋ ισ αλσο χονσιδερεδ.

ϑΕΛ Χλασσι�χατιον: Χ22.

Κεψωορδσ: Υνιτ ροοτ τεστ; Βρεακσ ιν τρενδ; Μινιmυm Dιχκεψ−Φυλλερ τεστ; Λοχαλ ΓΛΣ δετρενδινγ;

Υνιον οφ ρεϕεχτιονσ.

1 Ιντροδυχτιον

Wηεν τεστινγ φορ α υνιτ ροοτ ιν εχονοmιχ ανδ �νανχιαλ τιmε σεριεσ, ιτ ισ νοω α mαττερ οφ ρεγυλαρ πραχτιχε

το αλλοω φορ α ποσσιβλε βρεακ ιν λινεαρ τρενδ ιν τηε υνδερλψινγ δετερmινιστιχ σπεχι�χατιον. Ιν δοινγ σο, ιτ

ισ αλmοστ αλωαψσ τηε χασε τηατ τηε τιmινγ οφ τηε ποτεντιαλ βρεακ ισ τρεατεδ ασ αν υνκνοων θυαντιτψ, ανδ

α ϖαριετψ οφ mετηοδσ ηαϖε βεεν προποσεδ το δεαλ ωιτη τηισ υνχερταιντψ. Ποπυλαρ αππροαχηεσ τψπιχαλλψ

ειτηερ διρεχτλψ εστιmατε α βρεακ δατε ενδογενουσλψ φροm τηε δατα, τηεν συβσεθυεντλψ αππλψ α υνιτ ροοτ

τεστ χονδιτιοναλ ον α βρεακ ατ τηισ εστιmατεδ ποιντ, ορ σιmπλψ τακε αν ιν�mυm φυνχτιοναλ οφ υνιτ ροοτ

�Wε τηανκ τηε εδιτορ, Ανινδψα Βανερϕεε, ανδ τωο ανονψmουσ ρεφερεεσ φορ τηειρ ηελπφυλ ανδ χονστρυχτιϖε χοmmεντσ ον

αν εαρλιερ ϖερσιον οφ τηισ παπερ. Φινανχιαλ συππορτ προϖιδεδ βψ τηε Εχονοmιχ ανδ Σοχιαλ Ρεσεαρχη Χουνχιλ οφ τηε Υνιτεδ

Κινγδοm υνδερ ρεσεαρχη γραντ ΡΕΣ−000−22−3882 ισ γρατεφυλλψ αχκνοωλεδγεδ βψ τηε αυτηορσ.
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στατιστιχσ αππλιεδ ατ εαχη χανδιδατε βρεακ ποιντ. Εξαmπλεσ οφ τηε χονδιτιοναλ αππροαχη ινχλυδε τηε

ΟΛΣ−βασεδ τεστσ πρεσεντεδ ιν Βανερϕεε ετ αλ. (1992), Περρον ανδ ςογελσανγ (1992), Περρον (1997).

Εξαmπλεσ οφ τηε ιν�mυm αππροαχη ινχλυδε τηε ΟΛΣ−βασεδ τεστσ οφ Ζιϖοτ ανδ Ανδρεωσ (1992), Ηαρϖεψ

ετ αλ. (2012χ) ανδ Ηαρϖεψ ανδ Λεψβουρνε (2012); οφ τηεσε τηρεε τεστσ ονλψ τηε λαττερ δοεσ νοτ συ�ερ

φροm οϖερ−σιζινγ ωηεν α βρεακ ισ πρεσεντ υνδερ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ηψποτηεσισ. Ηοωεϖερ, νονε οφ τηεσε

ΟΛΣ−βασεδ τεστσ εξπλοιτσ τηε ποωερ γαινσ α�ορδεδ βψ ΓΛΣ δετρενδινγ. Περρον ανδ Ροδρ��γυεζ (2003)

[ΠΡ] συγγεστ ΓΛΣ−βασεδ ϖαριαντσ οφ βοτη χονδιτιοναλ ανδ ιν�mυm τεστσ, ρεχοmmενδινγ τηε λαττερ ον

τηε γρουνδσ οφ συπεριορ ποωερ. Ηαρϖεψ ετ αλ. (2011) [ΗΛΤ] φυρτηερ δεmονστρατε τηατ ΠΡ∋σ ιν�mυm

ΓΛΣ−βασεδ τεστ ισ, ιmπορταντλψ, νοτ οϖερ−σιζεδ ωηεν α βρεακ ισ πρεσεντ υνδερ τηε υνιτ ροοτ νυλλ.

Α ποτεντιαλλψ υναττραχτιϖε φεατυρε οφ αλλ τεστσ δισχυσσεδ αβοϖε ισ τηατ σινχε τηεψ αλωαψσ αλλοω φορ α

βρεακ, ιν α σιτυατιον ωηερε νο βρεακ οχχυρσ ποωερ ισ φορφειτεδ ρελατιϖε το τηε χορρεσπονδινγ τεστ τηατ

εξχλυδεσ τηε τρενδ βρεακ χοmπονεντ ιν τηε δετερmινιστιχ σπεχι�χατιον. Ιν ρεσπονσε το τηισ, Κιm ανδ

Περρον (2009), Χαρριον−ι−Σιλϖεστρε ετ αλ. (2009) ανδ Ηαρρισ ετ αλ. (2009) ηαϖε προποσεδ αλτερνατιϖε

προχεδυρεσ βασεδ ον α πριορ βρεακ δετεχτιον στεπ βεφορε τηε ιmπλεmεντατιον οφ ειτηερ α ωιτη−τρενδ

βρεακ ορ ωιτηουτ−τρενδ βρεακ υνιτ ροοτ τεστ (τηε λαστ τωο οφ τηεσε αρε ΓΛΣ−βασεδ τεστσ, ωηιλε τηε �ρστ

οφ τηε τηρεε ισ ΟΛΣ−βασεδ, ανδ σο ισ λεσσ ποωερφυλ, οτηερ τηινγσ βεινγ εθυαλ).

Α mαϕορ χονχερν ωιτη τηε προχεδυρεσ τηατ ρελψ ον βρεακ δετεχτιον ισ τηατ υνλεσσ τηε τρενδ βρεακ

mαγνιτυδε ισ φαιρλψ λαργε, τηε βρεακ δετεχτιον στεπσ χαν εασιλψ φαιλ το δετεχτ ιτ, ρεσυλτινγ ιν τηε ινχορρεχτ

αππλιχατιον οφ ωιτηουτ−τρενδ βρεακ υνιτ ροοτ τεστσ. Ασ α χονσεθυενχε, ε�ορτσ το ρεχοϖερ σοmε εξτρα

υνιτ ροοτ τεστ ποωερ ιν τηε νο−βρεακ χασε χαν ηαϖε τηε υνπλεασαντ σιδε ε�εχτ οφ συρρενδερινγ ποωερ

ωηεν α βρεακ ισ πρεσεντ βυτ νοτ δετεχτεδ, ασ δοχυmεντεδ ιν Ηαρϖεψ ετ αλ. (2012β) ιν α δουβλψ−

λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ αναλψσισ (ι.ε. α λοχαλ το υνιτ ροοτ αλτερνατιϖε χοmβινεδ ωιτη α λοχαλ το ζερο

ασσυmπτιον ρεγαρδινγ τηε βρεακ mαγνιτυδε). Ινδεεδ, ΗΛΤ σηοω τηατ τηε εξτεντ οφ συχη ασψmπτοτιχ

ποωερ λοσσεσ αρε συ�χιεντλψ σεϖερε τηατ τηε στραιγητφορωαρδ ιν�mυm υνιτ ροοτ τεστ οφ ΠΡ αργυαβλψ

προϖιδεσ τηε mορε ροβυστ ινφερενχε οϖεραλλ, ανδ χερταινλψ σο ωηεν εξτενδεδ το α mυλτιπλε τρενδ βρεακ

ενϖιρονmεντ ωηερε βρεακ δετεχτιον φαιλυρεσ χαν ποσε εϖεν mορε οφ αν ισσυε.

Wηατ αλλ οφ τηε αφορεmεντιονεδ υνιτ ροοτ τεστ προχεδυρεσ ηαϖε ιν χοmmον ισ τηατ τηεψ τρεατ τηε

λοχατιον οφ τηε βρεακ ασ υνρεστριχτεδ, οτηερ τηαν mακινγ ϖαριουσ αρβιτραρψ ασσυmπτιονσ το εξχλυδε α

χοmmον προπορτιον οφ βρεακ δατεσ ατ τηε βεγιννινγ ανδ ενδ οφ τηε σαmπλε περιοδ (σο−χαλλεδ τριm−

mινγ). Ηοωεϖερ, ιτ ισ οφτεν τηε χασε τηατ α πραχτιτιονερ ωιλλ ηαϖε σοmε δεγρεε οφ χον�δενχε ασ το τηε

αππροξιmατε λοχατιον οφ α πυτατιϖε βρεακ, δεσπιτε νοτ κνοωινγ ιτ πρεχισελψ. Ανδρεωσ (1993), ιν τηε

χοντεξτ οφ τεστινγ φορ γενεραλ στρυχτυραλ ινσταβιλιτψ, ιντροδυχεσ τηισ ποσσιβιλιτψ mοτιϖατεδ βψ τωο σετσ

οφ εξαmπλεσ: (ι) ωηερε α πολιτιχαλ ορ ινστιτυτιοναλ εϖεντ ηασ οχχυρρεδ δυρινγ α δε�νεδ τιmε−φραmε (ε.γ.

α ωαρ) βυτ ιτ ισ υνκνοων εξαχτλψ ωηεν ανψ χηανγε−ποιντ τακεσ ε�εχτ; (ιι) ωηερε αν εϖεντ οχχυρσ ατ

α κνοων δατε βυτ ιτσ ε�εχτ ισ ειτηερ αντιχιπατεδ ορ οχχυρσ αφτερ α δελαψ. Ιν εαχη χασε, αν αναλψστ ηασ

ινφορmατιον ον τηε αππροξιmατε τιmινγ οφ ανψ βρεακ, βυτ ρεmαινσ υνσυρε οϖερ ιτσ εξαχτ δατε ανδ ιτσ

mαγνιτυδε, ορ ινδεεδ ιτσ πρεσενχε ατ αλλ.

Ιν τηισ παπερ, ωε χονσιδερ τηε χασε ωηερε τρυε παρτιαλ ινφορmατιον οφ τηισ φορm ισ αϖαιλαβλε. Ιν τηισ

χοντεξτ ιτ mακεσ σενσε το φολλοω τηε σπιριτ οφ τηε Ανδρεωσ (1993) αππροαχη ανδ ρεστριχτ τηε σεαρχη
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ρεγιον φορ τηε τρενδ βρεακ το αν αππροπριατελψ ναρροω ωινδοω οφ ποσσιβλε βρεακ δατεσ. Αλλ οφ τηε

αβοϖε υνιτ ροοτ τεστ προχεδυρεσ χουλδ βε αδαπτεδ το α ρεστριχτεδ σεαρχη σετ οφ τηισ φορm; ηοωεϖερ, ιν

τηισ παπερ ωε αναλψσε τηε ιν�mυm υνιτ ροοτ τεστ ρεχοmmενδεδ βψ ΠΡ ανδ ΗΛΤ, ον τηε γρουνδσ οφ

ιτσ αππεαλινγ ποωερ προπερτιεσ αmονγστ τηοσε προχεδυρεσ τηατ δο νοτ ρελψ ον βρεακ δετεχτιον, ανδ ιτσ

ρελατιϖε ροβυστνεσσ χοmπαρεδ το τηοσε τηατ δο.

Τακινγ τηε ιν�mυm οφ ΓΛΣ−δετρενδεδ υνιτ ροοτ στατιστιχσ οϖερ α ρεστριχτεδ ρατηερ τηαν υνρεστριχτεδ

ρεγιον οφ τρενδ βρεακ δατεσ ωουλδ βε εξπεχτεδ, πριmα φαχιε, το ψιελδ ιmπροϖεmεντσ ιν τεστ ποωερ βψ

ρεδυχινγ υνχερταιντψ αβουτ τηε βρεακ λοχατιον, σηουλδ ονε βε πρεσεντ. Ηοωεϖερ, τηισ προχεδυρε ον ιτσ

οων ινχλυδεσ νο mεχηανισm φορ χαπτυρινγ τηε αδδιτιοναλ ποωερ τηατ α ωιτηουτ−τρενδ βρεακ υνιτ ροοτ

τεστ χαν ο�ερ ωηεν νο βρεακ οχχυρσ. Wε αττεmπτ το οϖερχοmε τηισ ιmπεδιmεντ βψ συγγεστινγ α υνιον

οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ ωηερεβψ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ισ ρεϕεχτεδ ιφ ειτηερ τηε ρεστριχτεδ−ρανγε ωιτη−τρενδ

βρεακ ιν�mυm υνιτ ροοτ τεστ ορ τηε ωιτηουτ−τρενδ βρεακ υνιτ ροοτ τεστ ρεϕεχτσ. Τηισ αππροαχη βυιλδσ ον

τηε ιδεασ ιν Ηαρϖεψ ετ αλ. (2009, 2012α) ανδ Ηανχκ (2012), ωηο συγγεστεδ αχχουντινγ φορ υνχερταιντψ

ρεγαρδινγ τηε πρεσενχε οφ α �ξεδ λινεαρ τρενδ ιν τηε δατα βψ τακινγ α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ οφ ωιτη−

ανδ ωιτηουτ−τρενδ υνιτ ροοτ τεστσ ασ αν αλτερνατιϖε το πρε−τεστινγ φορ α λινεαρ τρενδ πριορ το υνιτ ροοτ

τεστινγ. Ιν τηε χυρρεντ χοντεξτ, τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ οϖερ ωιτη−τρενδ βρεακ ιν�mυm υνιτ ροοτ τεστσ

ανδ ωιτηουτ−τρενδ βρεακ υνιτ ροοτ τεστσ οβϖιατεσ τηε νεεδ φορ πριορ τρενδ βρεακ δετεχτιον (ωηιχη, ασ

νοτεδ αβοϖε, χαν σεριουσλψ χοmπροmισε υνιτ ροοτ τεστ ποωερ). Wε �νδ τηατ τηε χοmβινατιον οφ τηε

ρεστριχτεδ−ρανγε αππροαχη, τογετηερ ωιτη αππλιχατιον οφ α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ, προϖιδεσ α υνιτ

ροοτ τεστ ωιτη ϖερψ αττραχτιϖε προπερτιεσ ιν τερmσ οφ σιζε ανδ ποωερ.

Τηε πλαν οφ τηε παπερ ισ ασ φολλοωσ. Ιν σεχτιον 2 ωε πρεσεντ τηε τρενδ βρεακ mοδελ ανδ δεσχριβε

ουρ υνιον οφ ρεϕεχτιονσ τεστινγ στρατεγψ ιν δεταιλ. Σεχτιον 3 δεταιλσ τηε λαργε σαmπλε διστριβυτιονσ

οφ τηε υνιον στρατεγψ υνδερ λοχαλ−το−ζερο τρενδ βρεακσ ανδ φορ α λοχαλ−το−υνιτψ αυτορεγρεσσιϖε ροοτ;

ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ αρε γιϖεν φορ ουρ προχεδυρε φορ α σελεχτιον οφ ωινδοω ωιδτησ ανδ βρεακ

λοχατιονσ. Wε τηεν εξαmινε τηε ασψmπτοτιχ σιζε ανδ ποωερ οφ ουρ προχεδυρε αχροσσ δι�ερεντ λοχαλ

τρενδ βρεακ mαγνιτυδεσ, ινχλυδινγ σιτυατιονσ ωηερε τηε βρεακ εξιστσ ουτσιδε οφ τηε ρεστριχτεδ ρεγιον.

Τηε �νιτε σαmπλε βεηαϖιουρ οφ ουρ στρατεγψ ισ χονσιδερεδ ιν σεχτιον 4 ανδ αν εmπιριχαλ ιλλυστρατιον

υσινγ ΥΚ βονδ mαρκετ δατα ισ γιϖεν ιν σεχτιον 5. Σοmε χονχλυσιονσ αρε ο�ερεδ ιν σεχτιον 6.

Ιν τηε φολλοωινγ β�χ∋ δενοτεσ τηε ιντεγερ παρτ οφ ιτσ αργυmεντ, )∋ δενοτεσ ωεακ χονϖεργενχε,

ξ := ψ∋ (ξ =: ψ∋) ινδιχατεσ τηατ ξ ισ δε�νεδ βψ ψ (ψ ισ δε�νεδ βψ ξ), Ιψξ := 1(ψ > ξ), ανδ 1(�)∋ δενοτεσ

τηε ινδιχατορ φυνχτιον.

2 Τηε Μοδελ ανδ Τεστ Στατιστιχ

Wε χονσιδερ α τιmε σεριεσ φψτγ το βε γενερατεδ αχχορδινγ το τηε φολλοωινγ DΓΠ,

ψτ = �+ �τ+ 
ΤDΤτ(�0) + υτ; τ = 1; :::; Τ (1)

υτ = �Τυτ�1 + ∀τ; τ = 2; :::; Τ (2)
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ωηερε DΤτ(�) := 1(τ > β�Τ χ)(τ � β�Τ χ). Ιν τηισ mοδελ �0 ισ τηε (υνκνοων) πυτατιϖε τρενδ βρεακ

φραχτιον, ωιτη 
Τ τηε ασσοχιατεδ βρεακ mαγνιτυδε παραmετερ; α τρενδ βρεακ τηερεφορε οχχυρσ ιν φψτγ ατ

τιmε β�0Τ χ ωηεν 
Τ 6= 0. Τηε βρεακ φραχτιον ισ ασσυmεδ το βε συχη τηατ �0 2 � ωηερε � ισ α χλοσεδ

συβσετ οφ (0; 1). Ιτ ωουλδ αλσο βε ποσσιβλε το χονσιδερ α σεχονδ mοδελ ωηιχη αλλοωσ φορ α σιmυλτανεουσ

βρεακ ιν τηε λεϖελ οφ τηε προχεσσ ατ τιmε β�0Τ χ ιν τηε mοδελ ιν (1)−(2). Ηοωεϖερ, ασ αργυεδ βψ Περρον

ανδ Ροδρ��γυεζ (2003, ππ.2,4), ωε νεεδ νοτ αναλψζε τηισ χασε σεπαρατελψ βεχαυσε α χηανγε ιν ιντερχεπτ

ισ αν εξαmπλε οφ α σλοωλψ εϖολϖινγ δετερmινιστιχ χοmπονεντ (σεε Χονδιτιον Β οφ Ελλιοττ ετ αλ., 1996,

π.816) ανδ, χονσεθυεντλψ, δοεσ νοτ αλτερ ανψ οφ τηε λαργε σαmπλε ρεσυλτσ πρεσεντεδ ιν τηισ παπερ.1

Ιν (2), φυτγ ισ αν υνοβσερϖεδ mεαν ζερο στοχηαστιχ προχεσσ, ινιτιαλιζεδ συχη τηατ υ1 = οπ(Τ
1=2).

Τηε διστυρβανχε τερm, ∀τ, ισ τακεν το σατισφψ τηε φολλοωινγ χονϖεντιοναλ σταβλε ανδ ινϖερτιβλε λινεαρ

προχεσσ−τψπε ασσυmπτιον:

Ασσυmπτιον 1 Λετ ∀τ = Χ(Λ)�τ; Χ(Λ) :=
Π

1

ι=0ΧιΛ
ι; Χ0 := 1, ωιτη Χ(ζ) 6= 0 φορ αλλ ϕζϕ � 1 ανδ

Π

1

ι=0 ιϕΧιϕ <1, ανδ ωηερε �τ ισ αν ινδεπενδεντ ανδ ιδεντιχαλλψ διστριβυτεδ (ΙΙD) σεθυενχε ωιτη mεαν

ζερο, ϖαριανχε �2 ανδ �νιτε φουρτη mοmεντ. Wε αλσο δε�νε τηε σηορτ−ρυν ανδ λονγ−ρυν ϖαριανχεσ οφ

∀τ ασ �
2
∀ := Ε(∀2τ ) ανδ !

2
∀ := λιmΤ!1 Τ�1Ε(

ΠΤ
τ=1 ∀τ)

2 = �2Χ(1)2, ρεσπεχτιϖελψ.

Ουρ ιντερεστ ιν τηισ παπερ χεντρεσ ον τεστινγ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ηψποτηεσισ Η0 : �Τ = 1, αγαινστ τηε

λοχαλ αλτερνατιϖε, Ηχ : �Τ = 1�χ=Τ , χ > 0. Ιν ορδερ το αππροπριατελψ mοδελ τηε χασε ωηερε υνχερταιντψ

εξιστσ ασ το τηε πρεσενχε οφ α βρεακ, ωε ασσυmε τηατ τηε τρενδ βρεακ mαγνιτυδε ισ λοχαλ−το−ζερο, ι.ε.


Τ = �!∀Τ
�1=2 ωηερε � ισ α �νιτε χονσταντ, τηερεβψ αδοπτινγ τηε αππροπριατε Πιτmαν δριφτ φορ α τρενδ

βρεακ ιν α λοχαλ−το−υνιτ ροοτ προχεσσ.2 Γιϖεν α δεγρεε οφ πριορ ινφορmατιον χονχερνινγ τηε λοχατιον οφ

τηε πυτατιϖε βρεακ, ωε ασσυmε τηατ �0 2 �(�m; �), ωηερε �(�m; �) := [�m� �=2; �m+ �=2]; ηερε, � > 0

δε�νεσ τηε ωιδτη οφ τηε ωινδοω χονταινινγ αλλ περmισσιβλε βρεακ φραχτιονσ ανδ �m δενοτεσ τηε ωινδοω

mιδ−ποιντ. Φορ χασεσ ωηερε �m� �=2 < 0 ορ �m+ �=2 > 1, ωε υσε τηε τρυνχατεδ ωινδοωσ [�; �m+ �=2],

ορ [�m � �=2; 1� �], ρεσπεχτιϖελψ, φορ σοmε σmαλλ � > 0.

Φορ αν αρβιτραρψ βρεακ φραχτιον � , λετ DΦΓΛΣ (�) δενοτε τηε ΠΡ υνιτ ροοτ τεστ, τηατ ισ, τηε στανδαρδ

τ−ρατιο ασσοχιατεδ ωιτη ⊥� ιν τηε �ττεδ ΑDΦ−τψπε ρεγρεσσιον

�∼υτ = ⊥�∼υτ�1 +
κ
Ξ

ϕ=1

⊥ ϕ�∼υτ�ϕ + ⊥ετ;κ; τ = κ + 2; :::; Τ (3)

ωιτη ∼υτ := ψτ�∼��∼�τ�∼
DΤτ(�), ωηερε [∼�; ∼�; ∼
]
0 ισ οβταινεδ φροm α λοχαλ ΓΛΣ ρεγρεσσιον οφ ψ�� := [ψ1; ψ2�

��ψ1; :::; ψΤ � ��ψΤ�1]
0 ον Ζ��;� := [ζ1; ζ2 � ��ζ1; :::; ζΤ � ��ζΤ�1]

0, ζτ := [1; τ;DΤτ(�)]
0 ωιτη �� := 1 � �χ=Τ:

Φολλοωινγ ΗΛΤ, ωε σετ �χ = 17:6.3 Τηε ωιτηουτ−βρεακ ϖερσιον οφ τηισ τεστ, ωηιχη ωε δενοτε βψ DΦΓΛΣ ,

1Ιτ σηουλδ, ηοωεϖερ, βε νοτεδ τηατ α χηανγε ιν λεϖελ χαν ηαϖε α σιγνι�χαντ ιmπαχτ ιν �νιτε σαmπλεσ; σεε Ροδρ��γυεζ

(2007). Φορ τηατ ρεασον α σιmυλτανεουσ λεϖελ σηιφτ δυmmψ, DΥτ(�) := 1(τ > β�Τ χ), mιγητ αλσο βε αδδεδ το τηε δετερmιν−

ιστιχ ϖεχτορ ζτ ιν τηε ωιτη−βρεακ χασε ιν ωηατ φολλοωσ ωιτηουτ αλτερινγ τηε στατεδ λαργε σαmπλε προπερτιεσ οφ τηε ρεσυλτινγ

τεστσ.
2Σχαλινγ τηε τρενδ βρεακ βψ !∀ ισ mερελψ α χονϖενιενχε δεϖιχε αλλοωινγ ιτ το βε φαχτορεδ ουτ οφ τηε λιmιτ διστριβυτιονσ

τηατ αρισε λατερ.
3Wε συππρεσσ τηε δεπενδενχε οφ θυαντιτιεσ συχη ασ ∼υτ ον � φορ νοτατιοναλ εχονοmψ.

4



ισ χοmπυτεδ ιν εξαχτλψ τηε σαmε ωαψ ασ DΦΓΛΣ (�), βυτ ωιτη ζτ := [1; τ]
0 ανδ υσινγ �χ = 13:5 ασ ιν Ελλιοττ

ετ αλ. (1996). Ιτ ισ ασσυmεδ τηατ τηε λαγ τρυνχατιον παραmετερ, κ, ισ χηοσεν αχχορδινγ το αν αππροπριατε

mοδελ σελεχτιον προχεδυρε, συχη ασ τηε mοδι�εδ Ακαικε ινφορmατιον χριτεριον (ΜΑΙΧ) προχεδυρε οφ Νγ

ανδ Περρον (2001) ανδ Περρον ανδ Θυ (2007), σταρτινγ φροm α mαξιmυm λαγ τρυνχατιον, κmαξ, ωηιχη

σατισ�εσ τηε υσυαλ χονδιτιον τηατ 1=κmαξ + κ
3
mαξ=Τ ! 0 ασ Τ !1.

Φορ γιϖεν χηοιχεσ οφ τηε βρεακ ωινδοω παραmετερσ �m ανδ �, τηε ιν�mυm ΓΛΣ δετρενδεδ Dιχκεψ−

Φυλλερ στατιστιχ τηατ ωε χονσιδερ ισ

ΜDΦ (�m; �) := ινφ
�2�(�m;�)

DΦΓΛΣ (�)

Χλεαρλψ, τηε τεστ ρεχοmmενδεδ βψ ΗΛΤ βασεδ ον αν υνρεστριχτεδ σεαρχη σετ φορ � , βυτ υσινγ 15%

τριmmινγ (δενοτεδ βψΜDΦ 1 ιν τηειρ παπερ) ισ α σπεχιαλ χασε οφ τηε αβοϖε, εθυιϖαλεντ τοΜDΦ (0:5; 0:7).

Ουρ υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ ισ τηεν γιϖεν βψ τηε φολλοωινγ δεχισιον ρυλε:

Υ(�m; �) := Ρεϕεχτ Η0 ιφ
�

DΦΓΛΣ < �χϖDΦ ορ ΜDΦ (�m; �) < �χϖΜDΦ
	

ωηερε χϖDΦ δενοτεσ τηε ασψmπτοτιχ νυλλ χριτιχαλ ϖαλυε ασσοχιατεδ ωιτη DΦ
ΓΛΣ , ανδ χϖΜDΦ δενοτεσ

τηε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυε φορ ΜDΦ (�m; �) οβταινεδ υνδερ τηε νυλλ ωιτη νο βρεακ ιν τρενδ (
 = 0).

Τηε παραmετερ � (> 1) ισ α σχαλινγ χονσταντ αππλιεδ το βοτη χϖDΦ ανδ χϖΜDΦ , χηοσεν σο τηατ τηε

ασψmπτοτιχ σιζε οφ Υ(�m; �) ισ χορρεχτλψ χοντρολλεδ ωηεν 
 = 0; τηε ϖαλυε οφ � ωιλλ οφ χουρσε δεπενδ

ον τηε σιγνι�χανχε λεϖελ ατ ωηιχη DΦΓΛΣ ανδ ΜDΦ (�m; �) αρε χονδυχτεδ, ασ ωελλ ασ τηε ωινδοω

παραmετερσ �m ανδ �. Οβσερϖε τηατ Υ(�m; �) χαν αλτερνατιϖελψ βε εξπρεσσεδ ασ

Υ(�m; �) := Ρεϕεχτ Η0 ιφ

�

DΦΓΛΣΥ (�m; �) := mιν

�

DΦΓΛΣ ;
χϖDΦ
χϖΜDΦ

ΜDΦ (�m; �)

�

< �χϖDΦ

�

(4)

α φορm τηατ προϖεσ υσεφυλ φορ δετερmινινγ �, ασ ουτλινεδ ιν τηε νεξτ σεχτιον.

3 Ασψmπτοτιχ Βεηαϖιουρ

Ιν τηισ σεχτιον, ωε βεγιν βψ στατινγ τηε λαργε σαmπλε προπερτιεσ οφ DΦΓΛΣ ανδ ΜDΦ (�m; �), τηε προοφ

οφ ωηιχη φολλοωσ διρεχτλψ φροm Ηαρϖεψ ετ αλ. (2012β) ανδ ΗΛΤ, φορ παρτσ (ι) ανδ (ιι) ρεσπεχτιϖελψ.

Τηεορεm 1 Λετ ψτ βε γενερατεδ αχχορδινγ το (1) ανδ (2) υνδερ Ασσυmπτιον 1. Λετ Ηχ : �Τ = 1�χ=Τ ,

χ � 0 ηολδ, ανδ λετ 
Τ = �!∀Τ
�1=2. Τηεν, φορ ανψ �0,

(ι)

DΦΓΛΣ )
Κχ;�χ(1; �0; �)

2 � 1

2
θ

Ρ 1
0 Κχ;�χ(ρ; �0; �)2δρ

=: DDΦχ;�χ (�0; �)

ωηερε

Κχ;�χ(ρ; �0; �) :=Wχ(ρ) + �(ρ � �0)Ι
ρ
�0 � φβχ;�χ + �φχ;�χ(�0)γρ=α�χ
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ωιτη

βχ;�χ := (1 + �χ)Wχ(1) + �χ
2
Ρ 1
0 σWχ(σ)δρ

φχ;�χ(�0) := (1� �0) φα�χ � �χ
2�0(1 + �0)=6γ

α�χ := 1 + �χ+ �χ2=3

ανδ Wχ(ρ) :=
Ρ ρ
0 ε
�(ρ�σ)χδW (σ), W (ρ) α στανδαρδ Wιενερ προχεσσ.

(ιι)

ΜDΦ(�m; �)) ινφ
�2�(�m;�)

Λχ;�χ(1; �0; � ; �)
2 � 1

2
θ

Ρ 1
0 Λχ;�χ(ρ; �0; �0; �)

2δρ
=: DΜDΦχ;�χ (�m; �; �0; �) (5)

ωηερε

Λχ;�χ(ρ; �0; � ; �) := Wχ(ρ) + �(ρ � �0)Ι
ρ
�0

�

∀

ρ

(ρ � �)Ιρ�

#0 ∀

α�χ m�χ(�)

m�χ(�) δ�χ(�)

#�1 ∀

βχ;�χ + �φχ;�χ(�0)

βχ;�χ(�) + �φχ;�χ(�0; �)

#

ωιτη

m�χ(�) := α�χ � �(1 + �χ+ �χ=2� �χ�
2=6)

δ�χ(�) := α�χ � �(1 + 2�χ� �χ� + �χ� �χ� + �χ�
2=3)

βχ;�χ(�) := (1 + �χ� �χ�)Wχ(1)�Wχ(�) + �χ
Ρ 1
� (σ� �)Wχ(σ)δσ

φχ;�χ(�0; �) := (1� �0)φα�χ � �χ� � �χ�(1� �0)=2� �χ�0(1 + �0)=6γ

�(� � �0)φ1� �χ(� � �0)
2=6γΙ��0

Γιϖεν τηε ρεσυλτσ οφ Τηεορεm 1, ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το εσταβλιση τηε ασψmπτοτιχ βεηαϖιουρ οφ τηε

υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στατιστιχ DΦΓΛΣΥ ιν (4). Υνδερ τηε χονδιτιονσ οφ Τηεορεm 1, αππλιχατιον οφ τηε

χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm γιϖεσ

DΦΓΛΣΥ (�m; �)) mιν

�

DDΦχ;�χ (�0; �);
χϖDΦ
χϖΜDΦ

DΜDΦχ;�χ (�m; �; �0; �)

�

(6)

Ρεmαρκ 1 Νοτιχε τηατ ωηεν � = 0, τηε λιmιτ διστριβυτιονσ DDΦχ;�χ (�0; �) ανδ D
ΜDΦ
χ;�χ (�m; �; �0; �), ανδ

τηερεφορε τηε λιmιτ οφ DΦΓΛΣΥ (�m; �), δο νοτ δεπενδ ον �0, σινχε νο βρεακ οχχυρσ.

Wε νεξτ οβταιν ασψmπτοτιχ νυλλ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ ΜDΦ (�m; �) (τηε χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ DΦ
ΓΛΣ αρε

ωελλ κνοων, ε.γ. �2:85 ατ τηε νοmιναλ 0:05 σιγνι�χανχε λεϖελ) φορ α ρανγε οφ ωινδοω λοχατιονσ �m ανδ

τηε ωινδοω ωιδτη σεττινγσ � = φ0:05; 0:10; 0:15; 0:20γ.4 Τηεσε αρε οβταινεδ φορ τηε χασε οφ νο βρεακ

ιν τρενδ (αν ινϖεστιγατιον ιντο τηε σιζε προπερτιεσ οφ τηε τεστσ φορ νον−ζερο βρεακσ ισ χονσιδερεδ ιν τηε

νεξτ συβ−σεχτιον), ανδ σο ωε σιmυλατε (5) ωιτη χ = 0 ανδ � = 0. Ταβλε 1 ρεπορτσ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ

τηε νοmιναλ 0:10, 0:05 ανδ 0:01 σιγνι�χανχε λεϖελσ; ηερε ανδ τηρουγηουτ τηε παπερ, ωε υσεδ 50,000

4Ηερε ωε σετ � = 0:001.
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Μοντε Χαρλο ρεπλιχατιονσ, ανδ αππροξιmατεδ τηε Wιενερ προχεσσεσ ιν τηε λιmιτινγ φυνχτιοναλσ υσινγ

ΝΙΙD(0; 1) ρανδοm ϖαριατεσ, ωιτη τηε ιντεγραλσ αππροξιmατεδ βψ νορmαλιζεδ συmσ οφ 1,000 στεπσ.

Γιϖεν χηοιχεσ οφ �m ανδ �, τογετηερ ωιτη τηε χορρεσπονδινγ χριτιχαλ ϖαλυεσ χϖDΦ ανδ χϖΜDΦ ,

τηε αππροπριατε χονσταντ � το βε υσεδ ιν (4) χαν βε δετερmινεδ, σο ασ το ενσυρε Υ(�m; �) ηασ τηε

χορρεχτ ασψmπτοτιχ σιζε ωηεν νο βρεακ οχχυρσ. Τηεσε ϖαλυεσ χαν βε οβταινεδ βψ σιmυλατινγ τηε λιmιτ

διστριβυτιον οφ DΦΓΛΣΥ ιν (6), χαλχυλατινγ τηε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυε φορ τηισ εmπιριχαλ διστριβυτιον

ατ τηε δεσιρεδ σιγνι�χανχε λεϖελ, σαψ χϖΥ , ανδ τηεν χοmπυτινγ � := χϖΥ=χϖDΦ . Wε οβταινεδ χονσταντσ

ιν τηισ ωαψ ατ τηε 0:10, 0:05 ανδ 0:01 νοmιναλ σιγνι�χανχε λεϖελσ, ανδ τηε ρεσυλτσ αρε πρεσεντεδ ιν

Ταβλε 2, φορ τηε σαmε χοmβινατιονσ οφ �m ανδ � ασ χονσιδερεδ ιν Ταβλε 1.

Ασψmπτοτιχ Σιζε

Wε νοω χονσιδερ τηε ασψmπτοτιχ σιζεσ οφ ΜDΦ (�m; �) ανδ Υ(�m; �) υνδερ α λοχαλ βρεακ ιν τρενδ, φορ

τηε φουρ ωινδοω ωιδτησ � = φ0:05; 0:10; 0:15; 0:20γ, ανδ σεττινγ �m = �0, σο ωε ασσυmε τηε τρυε βρεακ

φραχτιον χοινχιδεσ ωιτη τηε mιδ−ποιντ οφ τηε ωινδοω. Ιν Φιγυρε 1 ωε σηοω τηε σιζεσ, ασ φυνχτιονσ οφ τηε

λοχαλ τρενδ βρεακ mαγνιτυδε � = φ0; 0:2; :::; 15γ, φορ βρεακ φραχτιονσ �0 = φ0:3; 0:5; 0:7γ ατ τηε νοmιναλ

0.05 λεϖελ; φορ πυρποσεσ οφ χοmπαρισον, ωε αλσο σηοω τηε ασψmπτοτιχ σιζεσ οφ DΦΓΛΣ ανδ τηε ΜDΦ 1

προχεδυρε οφ ΗΛΤ (ι.ε. ΜDΦ (0:5; 0:7)).

Τηε γενεραλ παττερν οφ ρεσυλτσ ισ ασ φολλοωσ. Φιρστλψ, DΦΓΛΣ δισπλαψσ τηε πρεδιχταβλε φεατυρε οφ

ιτσ σιζε ραπιδλψ δεχαψινγ φροm 0:05 τοωαρδσ ζερο ασ � ινχρεασεσ, σινχε α λοχαλ τρενδ βρεακ οφ γροωινγ

mαγνιτυδε ισ βεινγ οmιττεδ φροm ιτσ υνδερλψινγ δετερmινιστιχ σπεχι�χατιον. ΤηεΜDΦ (�m; �) στατιστιχσ

ηαϖε σιζεσ ωηιχη δεmονστρατε θυιτε δι�ερεντ βεηαϖιουρ; τηειρ σιζεσ ινχρεασε φροm 0:05 ασ � ινχρεασεσ,

βεφορε λεϖελλινγ ο� τηεν δεχρεασινγ σλιγητλψ. Τηε mαξιmυm σιζε ισ ρεαχηεδ mορε ραπιδλψ ιν � τηε

λαργερ ισ �; βυτ τηε mαξιmυm ατταινεδ ισ ηιγηερ τηε σmαλλερ ισ �.5 Τηε χορρεσπονδινγ Υ(�m; �) τεστινγ

στρατεγιεσ δεmονστρατε σιζεσ τηατ αρε φαιρλψ χλοσε το 0:05 αχροσσ αλλ � − τηεψ αρε αλλ σλιγητλψ υνδερσιζεδ

φορ � > 0, τηουγη ωιτη λεσσ υνδερσιζινγ τηε σmαλλερ ισ �. Wηατ ισ ηαππενινγ ηερε ισ τηατ, ασ � ισ

ινχρεασινγ, ανψ οϖερ−σιζινγ ινηερεντ ιν ΜDΦ (�m; �) ισ βεινγ χουντεραχτεδ βψ τηε διmινισηινγ σιζε οφ

DΦΓΛΣ .6 Τηε σιζεσ οφ τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ αρε πρεττψ mυχη ιν λινε ωιτη τηοσε οφ τηε ΗΛΤ τεστ

ΜDΦ 1 ωηεν �0 = 0:3 ανδ �0 = 0:5, βυτ αρε λεσσ υνδερσιζεδ ωηεν �0 = 0:7.

Βψ ωαψ οφ α mορε χοmπρεηενσιϖε χηεχκ ον τηε ασψmπτοτιχ σιζε προπερτιεσ οφ τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ,

ωε σιmυλατεδ τηε λιmιτ διστριβυτιον οφ DΦΓΛΣΥ ιν (6) υσινγ τηε � ϖαλυεσ οφ Ταβλε 2, τηατ, ισ τηοσε

χαλχυλατεδ φορ � = 0, αχροσσ α γριδ οφ ϖαλυεσ � = φ0; 1; 2; :::; 15γ ανδ �0 = φ0:025; 0:050; :::; 0:975γ φορ

εϖερψ χασε χονσιδερεδ ιν Ταβλε 2 (ι.ε. εαχη �m, � ανδ σιγνι�χανχε λεϖελ χοmβινατιον). Τηισ αλλοωσ υσ το

εξαmινε σιζε ιν χασεσ ωηερε (ι) �m = �0, (ιι) �0 2 �(�m; �), �m 6= �0 συχη τηατ τηε παρτιαλ ινφορmατιον

ον βρεακ λοχατιον ρεmαινσ τρυε βυτ τηε βρεακ νο λονγερ οχχυρσ ατ τηε mιδ−ποιντ οφ τηε ωινδοω, ανδ

(ιιι) �0 =2 �(�m; �) σο τηατ τηε παρτιαλ ινφορmατιον ισ εντιρελψ ωρονγ. Τηε περτινεντ �νδινγ οφ τηισ

αναλψσισ ισ τηατ, φορ ανψ γιϖεν σιγνι�χανχε λεϖελ, τηε mαξιmυm ασψmπτοτιχ σιζε οβταινεδ αχροσσ αλλ

5Φορ � = 0:05, τηε mαξιmυm σιζε ισ νοτ οβταινεδ υντιλ � = 30 ατ ωηιχη ποιντ τηε σιζε ισ 0:086.
6Νοτε τηατ αλτηουγη τηε σιζε οφ Υ φορ � = 0:05 ισ στιλλ ρισινγ σλιγητλψ ωηεν � = 15, ιτσ σιζε ρεαχηεσ α χειλινγ οφ 0:049

ωηεν � = 30.
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�m, � χοmβινατιονσ χονσιδερεδ ωασ αλωαψσ ωιτηιν 0:0009 οφ τηε νοmιναλ λεϖελ, τηερεβψ χον�ρmινγ τηε

συιταβιλιτψ οφ τηε � ϖαλυεσ οφ Ταβλε 2 το δελιϖερ ωηατ ισ, το αλλ ιντεντσ ανδ πυρποσεσ, α σιζε−χοντρολλεδ

προχεδυρε.7

Ασψmπτοτιχ Ποωερ

Φιγυρε 2 πλοτσ τηε ασψmπτοτιχ λοχαλ ποωερ φυνχτιονσ οφ νοmιναλ 0.05 λεϖελ τεστσ αχροσσ � = φ0; 0:2; :::; 15γ,

ωιτη �m = �0 = φ0:3; 0:5; 0:7γ, φορ τηε τωο αλτερνατιϖεσ χ = 20 ανδ χ = 25. Wε δο νοτ ρεπορτ πλοτσ

φορ τηε ΜDΦ (�m; �) στατιστιχσ αλονε (οτηερ τηαν ΜDΦ 1), σινχε τηεσε αρε οϖερσιζεδ. Τηε ρεσυλτσ mαψ

βε συmmαριζεδ ασ φολλοωσ. Τηε ποωερ οφ DΦΓΛΣ σταρτσ ατ α ηιγη λεϖελ, βυτ τηεν δεχαψσ τοωαρδσ ζερο

ασ � ινχρεασεσ, δυε το τηε ινχρεασινγ mαγνιτυδε οφ τηε υναττενδεδ βρεακ. Ασ ρεγαρδσ τηε Υ(�m; �)

τεστινγ στρατεγιεσ, φορ αλλ φουρ � σεττινγσ χονσιδερεδ ωε οβσερϖε τηατ τηεψ αρε αλλ αβλε το ηαρνεσσ mοστ

οφ τηε ηιγη ποωερ αϖαιλαβλε φροm DΦΓΛΣ φορ ζερο ορ σmαλλ ϖαλυεσ οφ �, ασ ωελλ ασ ποωερ αρισινγ φροm

ΜDΦ (�m; �). Τηεν, ασ � φυρτηερ ινχρεασεσ, τηειρ ποωερ δροπσ δοων το α λοωερ λεϖελ σινχε τηε ποωερ

χοντριβυτιον οφ DΦΓΛΣ ισ δεχλινινγ τοωαρδσ ζερο ανδ αλλ τηειρ ποωερ ισ οβταινεδ φροm τηε ΜDΦ (�m; �)

στατιστιχσ αλονε. Ουτσιδε οφ σmαλλ ϖαλυεσ οφ �, τηατ ισ, ιν τηε ρεγιον ωηερε ΜDΦ (�m; �) ανδ νοτ DΦ
ΓΛΣ

δοmινατεσ τηε ποωερ προ�λε, ιτ βεχοmεσ θυιτε χλεαρ τηατ τηε σmαλλερ ισ �, τηε ηιγηερ ισ τηε ποωερ ωηιχη

ισ αχηιεϖεδ.

Τηε νον−υνιον τεστ ΜDΦ 1 χαννοτ αχχεσσ ανψ οφ τηε ηιγη ποωερ ασσοχιατεδ ωιτη DΦ
ΓΛΣ φορ ζερο ορ

ϖερψ σmαλλ ϖαλυεσ οφ �. Φορ τηε λαργερ ϖαλυεσ οφ �, ωηεν �0 = 0:3 ανδ �0 = 0:5, τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ

αρε mορε ποωερφυλ τηαν ΜDΦ 1 απαρτ φροm ωηεν � = 0:20, ωηερε τηε ποωερ ισ mαργιναλλψ λοωερ. Wηεν

�0 = 0:7, αλλ τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ ηαϖε συβσταντιαλλψ ηιγηερ ποωερ τηαν ΜDΦ 1, φορ λαργε (ασ ωελλ ασ

σmαλλ) �.

Wε τηερεφορε σεε τηατ τηε mορε αχχυρατε τηε τρυε παρτιαλ ινφορmατιον αϖαιλαβλε ρεγαρδινγ τηε λοχατιον

οφ τηε τρενδ βρεακ (ι.ε. τηε σmαλλερ ισ �), τηε ηιγηερ τηε ποωερ τηατ χαν βε αχηιεϖεδ ωιτη Υ(�m; �).

Ασ ωε mιγητ εξπεχτ, τηε λεϖελ οφ ινφορmατιον αχχυραχψ ηασ λιττλε ε�εχτ ον ποωερ ωηεν τηε λοχαλ βρεακ

δοεσ νοτ οχχυρ, ορ ισ σmαλλ, βυτ αλλοωσ φορ ϖερψ δεχεντ ποωερ γαινσ οτηερωισε.

Ασψmπτοτιχ Βεηαϖιουρ ωηεν �m 6= � 0

Φιναλλψ, ωε ϕοιντλψ ινϖεστιγατε τηε σιζε ανδ ποωερ προπερτιεσ οφ Υ(�m; �) ωηεν �m 6= �0. Ηερε ωε σετ

�0 = 0:57 ανδ �m = 0:50 συχη τηατ � = 0:15 ανδ � = 0:20 χορρεσπονδ το χασε (ιι) δισχυσσεδ ιν τηε

�ρστ συβ−σεχτιον αβοϖε, ωιτη τηε βρεακ βεινγ ∀λεαστ χεντραλ∀ φορ � = 0:15; ανδ συχη τηατ � = 0:05 ανδ

� = 0:10 χορρεσπονδ το χασε (ιιι), ωιτη τηε παρτιαλ ινφορmατιον βεινγ ∀mοστ ιν ερρορ∀ φορ � = 0:05.

Ασψmπτοτιχ σιζεσ φορ Υ(�m; �) αρε γιϖεν ιν Φιγυρε 3(α). Τηε σιζεσ φορ Υ(�m; �) ωιτη � = φ0:15; 0:20γ

αχροσσ � αρε αλωαψσ ϖερψ χλοσε το τηειρ χουντερπαρτσ φορ �m = �0 = 0:5 ιν Φιγυρε 1, ινδιχατινγ τηατ τηε

ισσυε οφ ωηετηερ ορ νοτ τηε βρεακ οχχυρσ τοωαρδσ τηε ωινδοω mιδποιντ ηασ λιττλε ε�εχτ ον σιζε. Φορ

� = φ0:05; 0:10γ, τηε σιζεσ αππροαχη ζερο ιν �, ανδ τηισ οχχυρσ παρτιχυλαρλψ θυιχκλψ φορ � = 0:05, ωηερε

τηε παρτιαλ ινφορmατιον ισ τηε mορε ινχορρεχτ. Ιν Φιγυρε 3(β) ωε πρεσεντ τηε χορρεσπονδινγ ποωερσ φορ

7Τηε φυλλ ρεσυλτσ οφ τηεσε σιmυλατιον εξπεριmεντσ αρε αϖαιλαβλε φροm τηε αυτηορσ ον ρεθυεστ.
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χ = 20. Ονχε mορε ωε σεε τηατ τηε ποωερ προ�λεσ φορ Υ(�m; �) ωιτη � = φ0:15; 0:20γ λιε ϖερψ χλοσε το

τηειρ χουντερπαρτσ φορ �m = �0 = 0:5 ιν Φιγυρε 2, ωηιλε τηε ποωερσ φορ � = φ0:05; 0:10γ αρε δεχρεασινγ

ιν �, ρεαχηινγ ζερο φορ � = 0:05.

Φροm τηισ αναλψσισ ωε mακε τωο οβσερϖατιονσ. Φιρστ, τηατ τηε ασψmπτοτιχ σιζε ανδ ποωερ αρε λιττλε

α�εχτεδ βψ τηε πλαχεmεντ οφ α βρεακ ωιτηιν α γιϖεν ωινδοω, ωηιχη ενδοωσ τηε Υ(�m; �) στρατεγψ ωιτη

α δεγρεε οφ ροβυστνεσσ. Σεχονδλψ, ανδ νοτ συρπρισινγλψ, τηατ σιζε ανδ ποωερ αρε βοτη δριϖεν τοωαρδσ

ζερο βψ φαλσε παρτιαλ ινφορmατιον (mορε θυιχκλψ ωηεν τηε mορε ιν ερρορ ισ τηατ ινφορmατιον). Wηιλε

τηισ mαψ βε χονσιδερεδ α νεγατιϖε, ωε χαν ατ λεαστ ρεστ ασσυρεδ τηατ ουρ στρατεγψ ισ ϖερψ υνλικελψ το

ψιελδ σπυριουσ ρεϕεχτιονσ οφ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ωηεν ονε ισ πρεσεντ βυτ τηε τρενδ βρεακ εξιστσ ουτσιδε

οφ τηε χηοσεν ωινδοω.

4 Φινιτε Σαmπλε Ρεσυλτσ

Ιν τηισ σεχτιον ωε πρεσεντ �νιτε σαmπλε σιmυλατιον ρεσυλτσ φορ τηε εmπιριχαλ σιζε ανδ ποωερ οφ τηε

Υ(�m; �) τεστσ. Wε σετ Τ = 200 ανδ σιmυλατε τηε DΓΠ γιϖεν βψ (1) ανδ (2) ωιτη � = � = 0 (ωιτηουτ

λοσσ οφ γενεραλιτψ), ∀τ � ΙΙDΝ(0; 1) ανδ υ1 = ∀1. Wε υσε τηε σαmε λοχαλ τρενδ βρεακ mαγνιτυδεσ

ασ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον, ανδ τηε σαmε χηοιχεσ φορ �0. Ασ ιν τηε �ρστ τωο συβ−σεχτιονσ οφ σεχτιον 3

ωε σετ �m = �0 ανδ χονσιδερ τηε φουρ ωινδοω ωιδτησ � = φ0:05; 0:10; 0:15; 0:20γ. Τηε Dιχκεψ−Φυλλερ

ρεγρεσσιονσ αρε ιmπλεmεντεδ ωιτη κ σετ το ζερο ιν (3), τηερεβψ αβστραχτινγ φροm ισσυεσ οφ λαγ σελεχτιον.

Φιγυρεσ 4 ανδ 5 ρεπορτ, ρεσπεχτιϖελψ, τηε σιζε (χ = 0) ανδ λοχαλ ποωερ (χ = 20; 25) οφ τηε Υ(�m; �)

τεστινγ στρατεγιεσ, ωιτη τηε τεστσ χονδυχτεδ υσινγ νοmιναλ 0.05 λεϖελ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ ανδ τηε

χορρεσπονδινγ υνιον οφ ρεϕεχτιονσ σχαλινγ χονσταντσ.

Wε �νδ τηατ τηε ρελιαβλε ασψmπτοτιχ σιζε περφορmανχε οφ τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ ισ λαργελψ ρεπλιχατεδ

ιν τηε �νιτε σαmπλε σιτυατιον. Τηε ρελατιϖε σιζε προ�λεσ αχροσσ � φορ τηε φουρ σεττινγσ οφ � φολλοω τηε

σαmε παττερν ασ ωασ οβσερϖεδ φορ τηε λιmιτ χασε ιν Φιγυρε 1. Τηε σιζεσ φορ Τ = 200 αρε α λιττλε αβοϖε

τηε νοmιναλ λεϖελ φορ σοmε ϖαλυεσ οφ �, βυτ συχη οϖερσιζινγ ισ ϖερψ mοδερατε, νεϖερ βεινγ ιν εξχεσσ οφ

0:066.

Τυρνινγ νοω το τηε �νιτε σαmπλε ποωερ ρεσυλτσ οφ Φιγυρε 5, ωε αγαιν οβσερϖε τηε σαmε ρελατιϖε

ποωερ ρανκινγσ αmονγ τηε φουρ υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγιεσ ασ ιν τηε λιmιτ, ι.ε. ϖερψ σιmιλαρ ποωερ

φορ αλλ ϖαλυεσ οφ � ωηεν τηε λοχαλ βρεακ mαγνιτυδε ισ ζερο ορ ϖερψ σmαλλ, βυτ τηεν φορ λαργερ �, ποωερ

ινχρεασεσ ασ τηε ωινδοω ωιδτη ναρροωσ. Τηε λεϖελ οφ �νιτε σαmπλε ποωερ φορ εαχη στρατεγψ ισ α λιττλε

ηιγηερ τηαν τηε χορρεσπονδινγ λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ λεϖελ, ασ εξπεχτεδ γιϖεν τηε mοδερατε δεγρεε

οφ �νιτε σαmπλε οϖερσιζε οβσερϖεδ ιν Φιγυρε 4. Οϖεραλλ τηεν ωε �νδ τηατ τηε αττραχτιϖε ασψmπτοτιχ

προπερτιεσ οφ τηε Υ(�m; �) τεστινγ στρατεγιεσ χαρρψ οϖερ το τηε �νιτε σαmπλε χοντεξτ, ρεινφορχινγ τηε

χασε φορ υσε οφ τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ αππροαχη ιν πραχτιχαλ αππλιχατιονσ.
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5 Αν Εmπιριχαλ Ιλλυστρατιον

Βψ ωαψ οφ αν ιλλυστρατιον οφ τηε ηοω τηε Υ(�m; �) στρατεγιεσ mιγητ ωορκ ιν πραχτιχε, ωε αππλιεδ τηεm το

ΥΚ ιντερεστ ρατε δατα. Τηε ιντερεστ ρατε σεριεσ ωε χονσιδερ ισ τηε νατυραλ λογ οφ τηε mοντηλψ γροσσ 
ατ

ψιελδ ον ΥΚ γοϖερνmεντ 2.5% Χονσολσ φορ τηε περιοδ ϑανυαρψ 1954 το Νοϖεmβερ 1994.8 Τηε σεριεσ,

χοmπρισινγ 491 οβσερϖατιονσ, ισ σηοων ιν Φιγυρε 6. Οβσερϖατιον 238, λοχατεδ νεαρ τηε mιδδλε οφ τηε

σεριεσ (ανδ αλσο ινδιχατεδ ιν Φιγυρε 6), ρεπρεσεντσ Οχτοβερ 1973, τηε mοντη ιν ωηιχη τηε Μιδδλε Εαστ

Οιλ Χρισισ βεγαν. Φεω ωουλδ αργυε τηατ τηε περιοδ αρουνδ τηε Οιλ Χρισισ σηουλδ νοτ βε χονσιδερεδ α

σεριουσ χανδιδατε φορ τηε λοχατιον οφ α ποτεντιαλ τρενδ βρεακ ιν τηε λονγ−τερm βεηαϖιουρ οφ εχονοmιχ

ανδ �νανχιαλ mαρκετσ. Αργυαβλψ, ιτ ωασ τηε mοστ σεισmιχ εχονοmιχ εϖεντ οφ τηε τωεντιετη χεντυρψ,

ασιδε φροm τηε Γρεατ Dεπρεσσιον.

Ιν ωηατ φολλοωσ αλλ ΑDΦ στατιστιχσ αρε ιmπλεmεντεδ ωιτη τηε ΜΑΙΧ λαγ σελεχτιον προχεδυρε οφ Νγ

ανδ Περρον (2001) ανδ Περρον ανδ Θυ (2007), υσινγ κmαξ = β12(Τ=100)
1=4χ = 17. Αλλ τεστ προχεδυρεσ

αρε χαρριεδ ουτ ατ τηε νοmιναλ 0.05 λεϖελ, υσινγ ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ ανδ σχαλινγ χονσταντσ.

Ασ α βενχηmαρκ, ωε τοοκ τηε ϖιεω τηατ α τρενδ βρεακ διδ οχχυρ ιν Οχτοβερ 1973. Τηατ ισ,

ωε ασσυmεδ χοmπλετε κνοωλεδγε οφ τηε βρεακ λοχατιον. Τηε αππροπριατε υνιτ ροοτ στατιστιχ ισ τηεν

DΦΓΛΣ (�) ωιτη � = 238=491 = 0:485. Wε φουνδ τηατ τηισ στατιστιχ δοεσ νοτ ψιελδ α ρεϕεχτιον οφ τηε

υνιτ ροοτ νυλλ. Μοϖινγ το τηε οτηερ εξτρεmε, ωε εσχηεωεδ αλλ ρελεϖαντ ινφορmατιον ον βρεακ λοχατιον

αρουνδ τηε οχχυρρενχε οφ τηε Οιλ Χρισισ ανδ χαλχυλατεδ τηε ΜDΦ 1 τεστ οφ ΗΛΤ, ι.ε. ΜDΦ (0:5; 0:7).

Τηισ τεστ διδ νοτ ρεϕεχτ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ειτηερ.9

Το εξαmινε ωηετηερ τακινγ α παρτιαλ ινφορmατιον ποσιτιον mιγητ υνχοϖερ εϖιδενχε οφ στατιοναριτψ

αρουνδ α βροκεν τρενδ, ωε τηεν χαλχυλατεδ Υ(�m; �) φορ � = φ0:05; 0:10; 0:15; 0:20γ. Ιντυιτιον λεδ υσ το

σετ �m = 0:485 συχη τηατ εαχη βρεακ ωινδοω mιδποιντ ισ �ξεδ ατ Οχτοβερ 1973, τηερεβψ ινχορπορατινγ

τηε ε�εχτσ οφ υνχερταιντψ χαυσεδ βψ βοτη αντιχιπατιον (βεφορε) ανδ δελαψεδ ρεαχτιονσ (αφτερ) τηισ δατε.

Ηοωεϖερ, ωε αλσο χαλχυλατεδ Υ(�m; �) σεττινγ �m � �=2 = 0:485, σο τηατ Οχτοβερ 1973 ισ νοω αλωαψσ

τηε εαρλιεστ δατε ιν τηε ωινδοω (τηε mιδποιντ νοω ϖαριεσ) το αλλοω φορ ε�εχτσ οφ δελαψεδ ρεαχτιονσ αλονε

(ιν κεεπινγ ωιτη τηε τηε Οιλ Χρισισ βεινγ τερmεδ α ∴σηοχκ∀ ιν τηε ϖερναχυλαρ).

Τηε ρεσυλτσ αρε σηοων ιν Ταβλε 3, ωηερε ΝΡ ανδ Ρ δενοτε νον−ρεϕεχτιον ανδ ρεϕεχτιον, ρεσπεχτιϖελψ,

οφ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ατ τηε 0.05 λεϖελ. Ιν αναλψζινγ τηεσε ρεσυλτσ, ιτ σηουλδ βε βορνε ιν mινδ τηατ τηε

DΦΓΛΣ χοmπονεντ οφ εαχη Υ(�m; �), ι.ε. τηε ωιτηουτ βρεακ υνιτ ροοτ τεστ, ισ νεϖερ ρεσπονσιβλε φορ

τριγγερινγ α ρεϕεχτιον; ιτσ ϖαλυε ισ �0.90, χοmπαρεδ ωιτη α χριτιχαλ ϖαλυε οφ �2.85, εϖεν βεφορε ανψ �

σχαλινγ ισ αππλιεδ. Τηερεφορε, τηε παττερν οφ ρεϕεχτιονσ ιν Ταβλε 3 ισ σολελψ ωιτηιν τηε πυρϖιεω οφ τηε

χορρεσπονδινγ ωιτη−βρεακ ΜDΦ (�m; �) χοmπονεντ οφ Υ(�m; �).

Ιφ ωε σετ �m = 0:485 τηεν ονλψ τηε � = 0:15 ωινδοω ψιελδσ α ρεϕεχτιον. Ιτ σεεmσ ρεασοναβλε το

αργυε, ινφορmαλλψ ατ λεαστ, τηατ τηισ αρισεσ βεχαυσε τηε � = φ0:05; 0:10γ ωινδοωσ αρε εξχλυδινγ α τρυε

βρεακ ποιντ ωηιχη ισ χονταινεδ ιν τηε � = 0:15 ωινδοω. Οφ χουρσε, τηισ βρεακ ποιντ ισ αλσο ινχλυδεδ

8Τηισ σαmε δατα σετ ωασ εξαmινεδ βψ Λεψβουρνε ετ αλ. (1998) ιν τηε χοντεξτ οφ υνιτ ροοτ τεστσ αλλοωινγ φορ σmοοτη

τρανσιτιον τρενδ δετερmινιστιχσ.
9Νον−ρεϕεχτιον ωασ αλσο φουνδ υσινγ α Ζιϖοτ−Ανδρεωσ−τψπε ΟΛΣ δετρενδεδ ϖαριαντ οφ ΜDΦ (0:5; 0:7).
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ιν τηε � = 0:20 ωινδοω, βυτ τηε πριχε ηερε ισ α mορε λεφτ−σηιφτεδ χριτιχαλ ϖαλυε, ωηιχη οϖερτυρνσ τηε

ρεϕεχτιον. Ονχε ωε σετ �m � �=2 = 0:485 ωε νο λονγερ χονσιδερ πρε−Οχτοβερ 1973 δατεσ ασ χανδιδατε

βρεακ ποιντσ φορ ανψ ωινδοω. Τηε � = 0:15 ωινδοω στιλλ προδυχεσ α ρεϕεχτιον βυτ ισ νοω ϕοινεδ βψ

ρεϕεχτιονσ φορ τηε � = φ0:05; 0:10γ ωινδοωσ, ωηιχη λεαδσ υσ το πρεσυmε τηατ βοτη οφ τηεσε νοω ινχλυδε

τηε τρενδ βρεακ ποιντ. Ιντερεστινγλψ, τηε � = 0:20 ωινδοω αλσο νοω ψιελδσ α ρεϕεχτιον. Εσσεντιαλλψ,

τηισ ισ βεχαυσε τηε ριγητωαρδ σηιφτ οφ τηε ωινδοω mιδποιντ (ρελατιϖε το �m = 0:485) mεανσ τηε χριτιχαλ

ϖαλυε ισ λεσσ λεφτ−σηιφτεδ.10

Ουρ �νδινγσ λεαδ υσ το χονχλυδε τηατ τηισ ιντερεστ ρατε σεριεσ ισ στατιοναρψ, αρουνδ α τρενδ βρεακ,

τηουγη ιτ ωουλδ σεεm τηατ τηε βρεακ ποιντ αππεαρσ mυχη λεσσ λικελψ το ηαϖε οχχυρρεδ βεφορε τηε ονσετ

οφ τηε Οιλ Χρισισ τηαν ατ σοmε σταγε σηορτλψ τηερεαφτερ. Ιτ τηερεφορε σεεmσ δουβτφυλ τηατ τηε Οιλ Χρισισ

ωασ αντιχιπατεδ βψ τηε βονδ mαρκετ το ανψ αππρεχιαβλε εξτεντ. Ιν φαχτ, ουρ ρεσυλτσ ωιτη ωινδοω ωιδτη

� = 0:05 συγγεστ τηατ τηε τρενδ βρεακ οχχυρρεδ βετωεεν οβσερϖατιονσ 251 ανδ 262; τηατ ισ, βετωεεν

Νοϖεmβερ 1974 ανδ Οχτοβερ 1975.11 ςισυαλ ινσπεχτιον οφ Φιγυρε 6 ωουλδ νοτ αππεαρ το χοντραδιχτ

τηισ συγγεστιον.

6 Χονχλυσιονσ

Ιν τηισ παπερ ωε ηαϖε προποσεδ α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ−βασεδ αππροαχη το τεστινγ φορ α υνιτ ροοτ ωηεν

παρτιαλ ινφορmατιον ισ αϖαιλαβλε ρεγαρδινγ τηε λοχατιον, βυτ νοτ νεχεσσαριλψ τηε πρεσενχε, οφ α βρεακ ιν

λινεαρ τρενδ. Τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ αππροαχη, χοmπρισεδ ασ ιτ ισ οφ βοτη α ωιτη−βρεακ ανδ ωιτηουτ−

βρεακ υνιτ ροοτ τεστ, αλλοωσ τηε χαπτυρε οφ mοστ οφ τηε ηιγη ποωερ αϖαιλαβλε ωηεν νο βρεακ ισ αχτυαλλψ

πρεσεντ, ωηιλε αλσο ενσυρινγ α ρελιαβλε λεϖελ οφ ποωερ σηουλδ α βρεακ οχχυρ. Ουρ ρεχοmmενδεδ αππροαχη

ρελιεσ ον τηε υσερ σπεχιφψινγ α ωινδοω ωιτηιν ωηιχη τηε πυτατιϖε τρενδ βρεακ mυστ λιε, ανδ τηε ναρροωερ

τηισ ωινδοω ωιδτη ισ, τηε γρεατερ ισ τηε λεϖελ οφ ποωερ αχηιεϖαβλε φορ νον−ζερο βρεακ mαγνιτυδεσ. Ουρ

ρεσυλτσ δεmονστρατε τηατ τηισ νεω αππροαχη χαν ουτπερφορm εξιστινγ αππροαχηεσ ανδ δελιϖερσ α ρελιαβλε

προχεδυρε φορ τεστινγ φορ α υνιτ ροοτ ωηεν συχη παρτιαλ ινφορmατιον ισ αϖαιλαβλε. Οφ χουρσε, τηε δεχισιον

ρεγαρδινγ τηε ωινδοω ωιδτη ανδ λοχατιον λιεσ ωιτη τηε πραχτιτιονερ, ανδ σηουλδ ρε
εχτ τηειρ δεγρεε οφ

βελιεφ ρεγαρδινγ τηε αππροξιmατε δατε οφ ανψ τρενδ βρεακ τηατ mιγητ οχχυρ. Wηιλε τηε οβϖιουσ χαϖεατ

εξιστσ τηατ α mισ−σπεχι�εδ ωινδοω χηοιχε χουλδ ρεσυλτ ιν λοω ποωερ, ωε τηινκ τηατ τηισ νεω προχεδυρε

ηασ αττραχτιϖε προπερτιεσ, ανδ σηουλδ προϖε δεσιραβλε το υσερσ. Ουρ προχεδυρε χαν βε σεεν ασ βριδγινγ

τηε γαπ βετωεεν αν οφτεν υνρεαλιστιχ ασσυmπτιον τηατ τηε πυτατιϖε τρενδ βρεακ δατε ισ κνοων ωιτη

χοmπλετε χερταιντψ, ανδ τηε ηιγηλψ χονσερϖατιϖε ασσυmπτιον οφ νο κνοωλεδγε ωηατσοεϖερ ρεγαρδινγ

τηε βρεακ λοχατιον; βοτη εξτρεmεσ βεινγ ρατηερ υναππεαλινγ φορ mανψ εϖεντσ λικελψ το γενερατε τρενδ

βρεακσ ιν εχονοmιχ ορ �νανχιαλ δατα.

10Τηισ ωινδοω mιδποιντ ισ αχτυαλλψ νοω �m = 0:585 ινστεαδ οφ 0:485. Ταβλε 1 σηοωσ τηατ τηε χριτιχαλ ϖαλυε οφ

ΜDΦ (�m; �) χηανγεσ το �3:59 φροm �3:62. Ιν αδδιτιον, φροm Ταβλε 2, τηε � σχαλινγ ρεδυχεσ το 1:062 φροm 1:066.
11Τηισ ιντερϖαλ ισ χαλχυλατεδ βψ νοτινγ τηατ ωιτη � = 0:05, ΜDΦ (�m; �) ινϖολϖεσ ποτεντιαλ βρεακ ποιντσ βετωεεν

οβσερϖατιονσ 225 ανδ 250 ωηεν �m = 0:485, ανδ οβσερϖατιονσ 238 το 262 ωηεν �m � �=2 = 0:485.
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TABLE 1
Asymptotic ξ level critical values for MDF(τm, δ) tests

ξ = 0.10 ξ = 0.05 ξ = 0.01

τm δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20 δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20 δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20

0.025 −2.96 −3.01 −3.06 −3.10 −3.26 −3.31 −3.36 −3.40 −3.81 −3.88 −3.93 −3.97

0.050 −3.01 −3.06 −3.10 −3.14 −3.31 −3.36 −3.40 −3.43 −3.88 −3.93 −3.97 −4.00

0.100 −3.09 −3.13 −3.17 −3.20 −3.38 −3.43 −3.47 −3.50 −3.95 −3.99 −4.03 −4.07

0.200 −3.18 −3.23 −3.27 −3.31 −3.46 −3.51 −3.55 −3.59 −4.02 −4.07 −4.12 −4.15

0.300 −3.22 −3.27 −3.31 −3.35 −3.50 −3.55 −3.59 −3.63 −4.05 −4.10 −4.15 −4.18

0.400 −3.21 −3.26 −3.31 −3.35 −3.49 −3.55 −3.59 −3.63 −4.05 −4.11 −4.16 −4.19

0.500 −3.20 −3.26 −3.30 −3.34 −3.49 −3.54 −3.58 −3.62 −4.02 −4.09 −4.14 −4.17

0.600 −3.17 −3.22 −3.26 −3.30 −3.45 −3.50 −3.55 −3.59 −3.99 −4.05 −4.09 −4.13

0.700 −3.10 −3.15 −3.19 −3.23 −3.40 −3.45 −3.49 −3.53 −3.93 −3.99 −4.03 −4.07

0.800 −3.02 −3.06 −3.10 −3.14 −3.30 −3.35 −3.40 −3.44 −3.85 −3.90 −3.94 −3.98

0.900 −2.89 −2.93 −2.97 −3.01 −3.17 −3.22 −3.27 −3.31 −3.74 −3.79 −3.83 −3.86

0.950 −2.80 −2.85 −2.89 −2.93 −3.09 −3.14 −3.18 −3.23 −3.66 −3.70 −3.75 −3.80

0.975 −2.74 −2.80 −2.85 −2.89 −3.03 −3.09 −3.14 −3.18 −3.60 −3.66 −3.70 −3.75

TABLE 2
Asymptotic λ scaling constants for U(τm, δ) tests

ξ = 0.10 ξ = 0.05 ξ = 0.01

τm δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20 δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20 δ = 0.05 δ = 0.10 δ = 0.15 δ = 0.20

0.025 1.055 1.060 1.063 1.066 1.050 1.052 1.056 1.058 1.037 1.038 1.040 1.041

0.050 1.060 1.063 1.066 1.069 1.052 1.056 1.058 1.059 1.038 1.040 1.041 1.043

0.100 1.066 1.069 1.070 1.071 1.057 1.058 1.060 1.062 1.041 1.044 1.044 1.045

0.200 1.070 1.072 1.074 1.075 1.062 1.063 1.064 1.064 1.045 1.045 1.047 1.048

0.300 1.070 1.074 1.075 1.076 1.062 1.063 1.064 1.065 1.046 1.047 1.046 1.045

0.400 1.072 1.074 1.075 1.076 1.062 1.064 1.065 1.065 1.044 1.044 1.043 1.044

0.500 1.071 1.073 1.074 1.076 1.062 1.065 1.065 1.066 1.045 1.044 1.044 1.045

0.600 1.070 1.072 1.073 1.074 1.060 1.061 1.062 1.062 1.045 1.044 1.046 1.046

0.700 1.068 1.070 1.073 1.073 1.058 1.059 1.060 1.061 1.042 1.044 1.046 1.046

0.800 1.060 1.063 1.066 1.068 1.052 1.056 1.057 1.057 1.037 1.041 1.042 1.043

0.900 1.048 1.052 1.054 1.056 1.042 1.044 1.047 1.050 1.030 1.032 1.034 1.037

0.950 1.037 1.043 1.047 1.051 1.034 1.038 1.041 1.044 1.024 1.026 1.028 1.032

0.975 1.030 1.037 1.042 1.047 1.026 1.034 1.037 1.041 1.021 1.025 1.026 1.028

T
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TABLE 3
Application of U(τm, δ) at the nominal 0.05-level to yield on UK 2.5% Consols

δ τm = 0.485 τm − δ/2 = 0.485

0.05 NR R

0.10 NR R

0.15 R R

0.20 NR R

T.2



(a) τ0 = 0.3

(b) τ0 = 0.5

(c) τ0 = 0.7

Figure 1. Asymptotic size: DFGLS : · · ·H· · · , MDF 1: � ;
U(τ 0, 0.05): , U(τ 0, 0.10): – – , U(τ 0, 0.15): - - -, U(τ 0, 0.20): – · – ;

MDF (τ 0, 0.05): N , MDF (τ 0, 0.10): –N– , MDF (τ 0, 0.15): - -N -, MDF (τ 0, 0.20): – ·N–
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(a) c = 20, τ0 = 0.3 (b) c = 25, τ0 = 0.3

(c) c = 20, τ0 = 0.5 (d) c = 25, τ0 = 0.5

(e) c = 20, τ0 = 0.7 (f) c = 25, τ0 = 0.7

Figure 2. Asymptotic local power: DFGLS : · · ·H· · · , MDF 1: � ;
U(τ 0, 0.05): , U(τ 0, 0.10): – – , U(τ 0, 0.15): - - -, U(τ 0, 0.20): – · –
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(a) c = 0 (b) c = 20

Figure 3. Asymptotic size and local power, τ 0 = 0.57:
U(0.5, 0.05): , U(0.5, 0.10): – – , U(0.5, 0.15): - - -, U(0.5, 0.20): – · –

F.3



(a) τ0 = 0.3

(b) τ0 = 0.5

(c) τ0 = 0.7

Figure 4. Finite sample size, T = 200, ρT = 1, γT = κT−1/2:
U(τ 0, 0.05): , U(τ 0, 0.10): – – , U(τ 0, 0.15): - - -, U(τ 0, 0.20): – · –
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(a) c = 20, τ0 = 0.3 (b) c = 25, τ0 = 0.3

(c) c = 20, τ0 = 0.5 (d) c = 25, τ0 = 0.5

(e) c = 20, τ0 = 0.7 (f) c = 25, τ0 = 0.7

Figure 5. Finite sample power, T = 200, ρT = 1− c/T , γT = κT−1/2:
U(τ 0, 0.05): , U(τ 0, 0.10): – – , U(τ 0, 0.15): - - -, U(τ 0, 0.20): – · –

F.5



Figure 6. Yield on UK 2.5% Consols: January 1954–November 1994
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