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0.1. Resumen

La idea principal de este trabajo es describir la construccién de los espacios fibrados
principales. Se verd como ejemplo ilustrativo el fibrado de referencias lineales de una va-
riedad dada bajo la acciéon del grupo lineal general GL(n,R).

Del mismo modo también se introduce el concepto de funciones de transiciéon de un fibrado,
asi como la reconstruccion del fibrado a partir de estas. Se definen también los homomor-

fismos entre espacios fibrados asi como las ideas de fibrado trivial y fibrado reducido.

0.2. Abstract

The purpose of this work is to introduce the construction of principal fiber bundles. As
an illustrative example, the frame bundle over a smooth manifold is reviewed, emphasizing
the action of the general linear group GL(n,R). The concept of transition functions is
introduced showing how the bundle can be reconstructed from the transition functions.
Bundle homomorphisms are introduced as well as the notions of trivial bundle and reduc-

tion bundle.
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Introduccion

Los espacios fibrados desempefnian un papel de gran importancia en Geometria Dife-
rencial. La nocién de espacio fibrado surge en 1935 de la mano de Hassler Whitney, quien
formaliza su definicion en [8]. Variedades ampliamente conocidas, como por ejemplo la ban-
da de Mobius, pueden ser descritas en el lenguaje de fibrados (esta descripcion puede verse
en [4, pag. 261-262]). Por otra parte nociones como la de grupo de estructura y reduccion
del mismo tienen una interpretaciéon clara en términos de fibrados, lo que permite forma-
lizar la existencia de estructuras adicionales sobre variedades. Tanto por sus aplicaciones
a cuestiones topologicas como fisicas la teoria de espacios fibrados es un campo central en
matemaéticas, dando lugar a una extensa actividad investigadora en torno a los mismos.

El objetivo de este trabajo es introducir dicha teoria, lo que requiere tanto un co-
nocimiento previo de la teoria basica de variedades diferenciables y grupos de Lie como
de los rudimentos de la teoria de acciones de grupos. Tras introducir la nocién de espa-
cio fibrado principal localmente trivial, hacemos especial énfasis en la construcciéon del
fibrado de referencias. Estudiamos las funciones de transicién asociadas a un fibrado y la
reconstruccion del mismo a partir de estas. Cabe mencionar sin embargo, que el orden
v la estructura seguida en este trabajo no es el Ginico viable para introducir los espacios
fibrados, pues podriamos haber definido previamente las funciones de transiciéon, y a partir
de ellas introducir el concepto de espacio fibrado. Asimismo, la nocién de homomorfismo
de espacios fibrados se estudia brevemente, introduciendo la nocién de reduccion del grupo
de estructura.

De una manera mas precisa, la presente memoria se estructura como se indica a conti-
nuacion. En el Capitulo 1 se presentan algunos resultados y nociones previas, especialmente
centradas en la teorfa de acciones de grupos. Los espacios fibrados localmente triviales se
introducen en el Capitulo 2, donde se detalla la construccion del fibrado de referencias
lineales como ejemplo ilustrativo de toda la teoria presentada. En el Capitulo 3 establece-
mos la nocién de funciones de transicion asociadas a un fibrado y vemos que este se puede
recuperar a partir de dichas funciones para un recubrimiento dado. Una vez introducido un

objeto matematico (los espacios fibrados localmente triviales), en el Capitulo 4 abordamos
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X INTRODUCCION

la nocién de equivalencia correspondiente. Tras definir el concepto de homomorfismo de
espacios fibrados y de fibrado trivial, introducimos brevemente el concepto de reduccién de

grupo de estructura mostrando su significado en términos de las funciones de transicion.



Capitulo 1

Definiciones Previas

En este capitulo introduciremos algunos conceptos que serviran como base fundamental
para la definicién y construccion de los espacios fibrados. Algunos de estos conceptos,
como la definicién de variedad diferenciable o las inmersiones y sumersiones ya han sido
estudiados en el grado, en la asignatura Variedades Diferenciables, pero de todas formas
serd conveniente recordarlos. Otros conceptos, como el de grupo de Lie y sus propiedades
fundamentales, apenas han sido estudiados en el grado y, dada la relevancia que tienen en
este tema, como ya iremos viendo, necesitan ser estudiados lo suficiente como para poder

comprender los conceptos que mas adelante se expondran.

1.1. Variedades Diferenciables

Definicion 1.1. Sea M un espacio topologico. Decimos que M es un espacio localmente
euclidiano de dimension m € N si todo punto p € M tiene un entorno abierto homeomorfo
a un subconjunto abierto de R™.

Llamamos variedad topoldgica de dimension m a un espacio Hausdorff y localmente eucli-

diano de dimensién m.

Definicion 1.2. Sea M una variedad topologica de dimensién m, U un abierto en M, U
un abierto en R™ y ¢ : U — U un homeomorfismo. Diremos que (U, ¢) es una carta sobre

la variedad topolégica M y U un abierto cordenado.

Definiciéon 1.3. Se dice que dos cartas (U, ¢) v (V,1) sobre la variedad topologica M
son cartas compatibles si, o bien U NV = (), o bien los cambios de cartas Yo p~t y pop!

son aplicaciones de clase C* entre abiertos de R™.

Definicion 1.4. Un atlas A sobre una variedad topologica M es una familia de cartas

A = {(Uy, ¢0) taca sobre M que cumple las siguientes condiciones:

1



2 CAPITULO 1. DEFINICIONES PREVIAS
= M= UaEA Ua
» Sia,f € A, las cartas (Uy, o) ¥ (Us, pp) son compatibles.

Nota 1.5. Podemos considerar una relaciéon de equivalencia entre atlas sobre una misma
variedad topologica. Asi, dos atlas A y B sobre una variedad topologica M son equivalentes
(A ~ B) si y solo si para todo par de cartas locales (U, ) € Ay (V,9) € B, estas son

compatibles.

Definicién 1.6. Definimos una estructura diferenciable sobre una variedad topologica M

como una clase de equivalencia
[Aloo = {B / B atlas sobre M, A ~ B}

Ahora veremos una definicién equivalente a la Definicion [1.6]de estructura diferenciable.
Esta definicion estd tomada de [6], donde también se prueba que ambas definiciones son

equivalentes.

Definicion 1.7. Una estructura diferenciable de clase C* sobre una variedad topologica
M de dimension m es una coleccion % de funciones reales definidas en un subconjunto

abierto de M tales que:
1. SiU CVy fe€.ZF esta definida en V, entonces la restriccion de f ald, fly € Z.

2. 851U = | Uy, v f esta definida en U de forma que fly, € F para todo a € A,
acA
entonces f € .F.

3. Para todo punto p € M existe un entorno abierto ¥ C M y un homeomorfismo
vV — p(V) C R™ con (V) abierto, de forma que una funcién f : 4 — R
definida en un subconjunto U C V pertenece a .Z, si y solosi fo~!:pU) — R

es una funcion real de m variables de clase C*.

Definicion 1.8. Se define finalmente una wvariedad diferenciable de dimensiéon m como
un par (M, [A]s), donde M es una variedad topologica de dimension m y [A]s es una

estructura diferenciable sobre M.

Nota 1.9. Usualmente nos referiremos a una variedad diferenciable como la "variedad

diferenciable M", para abreviar el par (M, [A]).
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1.2. Sumersiones, inmersiones y subvariedades regulares

Para definir las sumersiones e inmersiones necesitamos previamente definir la aplicacion

tangente entre dos variedades diferenciables.

Definicién 1.10. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n res-
pectivamente. Sea F' : M — N una aplicacion diferenciable C*°, p € M, ¢ = F(p). La
aplicacion

Fop 1 T,(M) — Tg(N)

definida por
Fop()(f) =v(foF) veTy(M)

donde f es una funcion real C*°(N) definida en un entorno abierto de F'(p), se denomina

la aplicacion tangente a F' en F(p).

Definicién 1.11. Sean M y N dos variedaes diferenciables de dimensiones m y n respec-
tivamente, F': M — N una aplicacion diferenciable C*, p € M, ¢ = F(p). El rango de
Fenpes

rang,,(F') = rang{ Fy : T,(M) — Ty(N)} = dimFyp (T, (M)

Definicién 1.12. Sea ' : M — N una aplicacion diferenciable C*° entre variedades
diferenciables M y A de dimensiones m y n respectivamente, y sea p € M. Decimos que
F' es una inmersion en p si Fy, es inyectiva, es decir, rang,(F) = m. Decimos que F' es
una sumersion en p si Fy, es sobreyectiva, es decir, rang,(F') = n. Diremos que F' es una
imersion si lo es en cada punto de M, y diremos que F' es una sumersion si lo es en cada

punto de M.
Definimos ahora el concepto de subvariedad regular, que se utilizara mas adelante.

Definicién 1.13. Dadas M y &£ dos variedades diferenciables tales que & C M, se dice que
& es una subvariedad regular de M si £ es un subespacio topolégico de M y la inclusiéon

1: & — M es una inmersion.

Ejemplo 1.14. Algunos ejemplos vistos en el grado de subvariedades regulares son los

siguientes.

= Toda subvariedad abierta de una variedad diferenciable M es una subvariedad regular

de M.
= Toda superficie regular en R? es una subvariedad regular.

= R™ es una subvariedad regular de R™+1,
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= S™ es una subvariedad regular de R™*1.

Teorema 1.15. Sean L y M wvariedades diferenciables, £ una subvariedad reqular de M
y F: L — M una aplicacion tal que F(L) C £. Sea Fy : L — € dada por Fy(z) = F(z)
para cada x € L. Entonces Fy es diferenciable C* si y sélo si F es diferenciable CF, (1 <
k < 00).

Nota 1.16. Este teorema recibe el nombre de lema de factorizacion, y su demostraciéon

puede encontrarse en [2).

Corolario 1.17. Sea M una variedad diferenciable y E un subespacio topoldgico de M.
Entonces existe al menos una estructura diferenciable de EE con la que E es una subvariedad

reqular de M.

Definicién 1.18. Sean M y N variedades diferenciables y F' : M — A una aplicacion

diferenciable C*°. Se dice que:
= p € M es un punto reqular de F si F' es una sumersiéon en p.
m p € M es un punto critico de F' si F' no es una sumersiéon en p.
» ¢ € N es un valor critico de F si existe un punto critico p de F tal que F(p) = q.

» ¢ € N es un valor regular de F si cada punto p € M tal que F(p) = ¢ es un punto
regular de F.

Teorema 1.19. Sean M y N wariedades diferenciables de dimensiones m y n respective-
mente, m >n y F : M — N wuna aplicacion diferenciable C*. Si ¢ € F(M) es un valor
reqular de F y M, = F~1(q), entonces:

1. Mg es una subvariedad regular de M de dimension m — n.
2. Para cada p € My, el subespacio de T,(M) tangente a My es Ker(Fyp).

Nota 1.20. El Teorema [I.I9)recibe el nombre de Teorema del valor regular. Su demostra-

cion puede encontrarse en [4].

1.3. Grupos de Lie

Los grupos de Lie son una clase particular de variedades diferenciables. Un grupo de
Lie es una variedad diferenciable que también posee estructura de grupo, y cuyas opera-
ciones son regulares en el sentido de la estructura diferenciable de la variedad. Veamos una

definicién formal de los conceptos esenciales que utilizaremos mas adelante.



1.3. GRUPOS DE LIE )

Definicion 1.21. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada de una estruc-

tura de grupo de forma que la aplicaciéon

GxG@ — G

(o,7) — o-71

1

es de clase C*°, donde ” -7 denota la operacion del grupo y 77 es el inverso del elemento

T.

Nota 1.22. Es sencillo ver que la condicién anterior equivale a que las aplicaciones

GxG — G G — G

(o,7) > o-7T o — o}

sean diferenciables de clase C*°.
Ejemplo 1.23. Veamos ahora algunos ejemplos de grupos de Lie.
= R™ es un grupo de Lie con la suma de vectores.

= Kl conjunto de los nimeros complejos no nulos C* forma un grupo de Lie con la

multiplicacion.

» La variedad GL(n,R) de todas las matrices cuadradas no singulares n X n es un
grupo de Lie con la multiplicacién de matrices. Recibe el nombre de grupo lineal
general y lo veremos mas detalladamente en el Capitulo 3, al introducir el fibrado de

referencias lineales.

= Kl producto G x H de dos grupos de Lie G y H es un grupo de Lie con la operacion

(GxH)x(GxH) — GxH
((g1,h), (g2, h2)) = (g1,h1)(g2, h2) = (91 - g2, h1 * h2)

)

donde 7 -” y 7 x” denotan las operaciones de los grupos Gy H respectivamente.

» Sea R* =R\ {0} y denotemos por K a la variedad producto K = R* x R. En este

caso, K es un grupo de Lie con la operacién definida por

KxK — K
((s,t),(s1,t1)) = (s,t)(s1,t1) = (ss1,st1 + 1)

con s,s1 # 0.

Este grupo de Lie recibe el nombre de grupo de movimientos afines de R.
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1.4. Grupo de transformaciones de Lie

Definicién 1.24. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Se dice que G

opera diferenciablemente a la derecha sobre M si existe una aplicaciéon diferenciable

¢: MxG — M
(r,9) +— o9)=p-g

tal que:

(1) Para todo p € M y cada g1,g92 € G se verifica que p - (g192) = (p - g1)g2, es decir,
d(p, 9192) = #(¢(p, 91), 92)

(2) Para todo g € G, la aplicacion ¢4 es un difeomorfismo, siendo la aplicacion ¢g:

pg: M — M
p = ¢4(p) =9(p,9)=p-yg

Esta aplicacion es, en esencia, la obtenida tras fijar un elemento g € G y aplicar ¢.

Analogamente, se define la operacién por la izquierda.

Como consecuencia directa, obtenemos que ¢, : M — M es la identidad en M, ya que

be(p) = d(p,e) = d(p,e-e) = P(d(p, e),e) = P(Pe(p), €) = Pe(de(p))

y puesto que ¢, es biyectiva, se tiene que ¢.(p) = p, y por tanto, ¢ = id.

Nota 1.25. : Podria pensarse que ¢4 siempre es un difeormorfismo, y por tanto la con-
dicién 2 de la Definicién careceria de sentido, pero esto no es cierto pues, aunque ¢
si es C™, ya que ¢g = ¢ o (idp, cteg), y por tanto es composicion de aplicaciones C*°, no
admite inversa gbg_l, pues qﬁ;l(gbg(p)) = gi)g_l(p -g)=p-(g-g7') =p-e, y esta operacion
no tiene por qué estar definida puesto que e es el neutro de G, y no sabemos como actua

al operar sobre p € M.

Definicion 1.26. Un grupo de Lie que opera diferenciablemente sobre una variedad dife-

renciable se llama un grupo de transformaciones de Lie.

Ejemplo 1.27. Veamos algunos ejemplos bésicos sobre los grupos de transformaciones de
Lie.
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(1) Todo grupo de Lie opera sobre si mismo por la izquierda y por la derecha por las

traslaciones a la izquierda y a la derecha, respectivamente:

¢: GxG — G
(9.91) — ¢(9.91) =Lg(9) =919
o bien
¢: GxGE — G
(9,91) — ¢(9.91) = Rg,(9) =91
trivialmente se verifica que g - (g1 - g2) = (¢ - g1) - g2 por la propiedad asociativa de la
operacion en (G, por ser un grupo. Ademas, para todo g1, gs € G, tanto la aplicaciéon
¢g, = Lg, como la aplicacién ¢4, = Ry, son difeomorfismos, ya que sus inversas son,

correspondientemente, ¢;11 = Lgl—l y (15_;; = Rg;.

(2) Todo grupo de Lie opera sobre si mismo por los automorfismos interiores:

p: GxG — G
(9.91) +— ¢(g.91) = jg(9) =91-9- 97"

Se verifica que ¢(g, g1 - 92) = ¢(d(g, 91), g2) PUES Jg gy = Jg1 © Jgo- Ademas, se tiene que
Jg es un difeomorfismo por ser composicién de difeomorfismos, pues j4, = Ly, © Rg;1.

(3) GL(n,R) opera a la derecha e izquierda sobre R™.
En lo que sigue, supondremos que G opera a la derecha sobre M.

Definicion 1.28. Se dice que G opera efectivamente sobre M, si el neutro e € G es el
unico elemento que induce la identidad en M es decir:
Si existe un g € G tal que p- g = p para todo p € M, entonces g = e.

Se dice que G opera libremente (o sin puntos fijos) sobre M si el unico elemento de G
que deja un punto fijo es e € G, es decir:
Dado g € G, si para un p € M se tiene que ¢(p,g) = p- g = p, entonces g = e.

Se dice que G opera transitivamente sobre M si dados p,q € M, existe un g € G tal

quep-g=gqg.
Lema 1.29. Para todo p € M, la aplicacion

¢p: G — M
g +— &lg)=p-g

es una aplicacion diferenciable y ademds se tiene que ¢p = ¢g 0 ¢p 0 Ry
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Demostracion. Se tiene que ¢, es una aplicacion diferenciable porque se puede expresar

como combinacion de funciones diferenciables, pues ¢, = ¢ o i,, donde i, = (cte,, idg).

G % Mxa 4 M
g — (g + p-g
Por otro lado:
R _
¢ N g M D1y M

g — g9t — p(a-gh) — oplg)

Veamos que (¢g 0 ¢p © Ry—1)(g1) = dp(91):

(pgodpoRy-1)(g1) = dgp-(g1-97")=[p-(g1-97] g

L.g)

= lp-9)-97'-9g=0@-aq) (g~
= (p-g1)-e=p-(g1-¢) =p-91=Pp(1)
O

De este lema se deduce que si PP es una propiedad local, para que ¢, posea esta propiedad
es necesario y suficiente que la verifique en un punto de G. Asi, para que ¢, sea inmersion,

es necesario y suficiente que (¢,)« sea inyectiva en e € G, ya que:

(¢p)*(91) = ((159 o ppo Rg—l)*(gl)

Y tanto ¢4 como R,-1 son difeomorfismos.

Tanto las definiciones expuestas en esta secciébn como la gran mayoria de los ejemplos
han sido obtenidos de [2] y [7]. En estas publicaciones se profundiza de una forma mu-
cho més amplia sobre los conceptos aqui expuestos. En este capitulo nos hemos limitado
a estudiar las ideas y resultados que son necesarios para permitir la introduccién de los

fibrados principales localmente triviales.



Capitulo 2

Espacio fibrado principal localmente

trivial

En este capitulo se introduce el concepto de espacio fibrado principal localmente trivial
a partir de la actuacién de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable M. Estu-
diaremos la relaciéon de equivalencia existente entre los elementos de una misma fibra, asi
como los resultados mas importantes que relacionan los conceptos definidos en el capitulo
anterior con las nuevas definiciones que veremos a continuacion.
Mas adelante, en la Seccién veremos el fibrado de referencias lineales como un ejemplo

ilustrativo o caso particular de fibrado principal localmente trivial.

2.1. Espacio fibrado principal localmente trivial

Definiciéon 2.1. Sea G un grupo de Lie que acttia sobre una variedad diferenciable M
mediante ¢ : M x G — M. Llamamos drbita de un punto p € M al subconjunto de M
dado por

¢p(G) =pG ={pg : g€ G}
De ahora en adelante, cada vez que hagamos referencia al conjunto pG, estaremos haciendo

referencia a la 6rbita del punto p € M.

Definiciéon 2.2. Un espacio fibrado principal localmente trivial es una variedad diferencia-
ble P sobre la que opera diferenciablemente a la derecha un grupo de Lie G, verificAndose

las siguientes condiciones:

(1) Existe una aplicacion diferenciable de P sobre una variedad diferenciable M

T:P—M
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tal que 7~ !(7(p)) = pG para todo p € P.
(2) Para todo py € M, existe un entorno U de py en M y un difeomorfismo
d:UXxG— 7 U
tal que, para todo p € U, g1,g2 € G se verifica:
i) ®(p,g1-92) = h(p,91) - g2
ii) mo ®(p,g1) =p
Proposicion 2.3. La aplicacion w es sobreyectiva y en particular, una sumersion.

Demostracion. Dado p' € M, por la segunda condicién de la Definicion existe un U’

abierto conteniendo a p’ y un difeomorfismo
U x G — 7 U

que verifica 7) y ii).

Como 7o ®'(p/, g) = p’ para todo g € G, entonces todos los puntos ®(p/, g) con g € G se
aplican por 7 en p/, por lo que 7 es sobreyectiva en M.

Veamos ahora que 7 es una sumersion:

Podemos expresar m como 7 = p,, o ®~!, donde p,, : U x G — U se corresponde con la
proyeccion en el primer factor, que es una sumersion y @1 el difeomorfismo dado por la

definicién de espacio fibrado localmente trivial.

UxG & )
U

Por lo tanto, 7 es una sumersién por ser composicién del difeomorfismo &~ ! y la

sumersion py, . O

Definicién 2.4. Un abierto Y C M verificando la segunda condicion de la Definicion 2:2]se
dice un abierto de trivialidad. Se representara el espacio fibrado principal por P(¢, G, m, M),
o mas brevemente P(G, M) y se dird que G es el grupo estructural, M la base y m la

PTOYECCiOn canonica.
= Para todo p € M, 7~ !(p) lo llamaremos la fibra sobre p € M.

» Para todo p € P, 7~ (n(p)) lo llamaremos la fibra pasando por p € P.
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Nota 2.5. Si P es una variedad diferenciable sobre la cual opera diferenciablemente a la
derecha un grupo de Lie G

PxG — P

(p,a) +— pa
se puede definir la relaciéon de equivalencia que identifica todos los puntos de la misma

orbita (y por tanto de la misma fibra):
R ={(p,q) € P x P / pg = q para algin g € G}

Definiciéon 2.6. Sea P/c el espacio cociente de P por esta relacion de equivalencia. Defi-

nimos fibra como cada clase de equivalencia del cociente.

El siguiente teorema recoge una serie de propiedades que relacionan los contenidos

definidos hasta ahora.
Teorema 2.7. Se verifican las siguientes propiedades:
(1) Cada fibra pasando por p (que es una clase de equivalencia de R) es difeomorfa a G.

(2) G opera libremente y transitivamente en cada fibra. Ademds, para todo p € P la
aplicacion
¢pp: G — P
g — ¢pl9) =0(P.g)=p-yg

es una inmersion inyectiva, donde ¢ : P x G — P es la accion de G sobre P.
(8) La proyeccion w : P — M induce un difeomorfismo 7 : P/ — M
Demostracion. Probaremos independientemente las cuatro propiedades.

(1) Puesto que 7 : P — M es una sumersion, todo p € M es un valor regular y asi por
el Teorema se obtiene que, dado un p € M, 7~ !(p) es una subvariedad regular

cerrada de P de dimension dim (7~ (p)) = dim(P)—dim(M). Veamos que la aplicacion

d,: G — 7 lp)
g — Pp(s) =2(pg)
es un difeomorfismo.
Veamos en primer lugar que ®, es diferenciable teniendo en cuenta el siguiente diagra-
ma conmutativo:

G -2 ()

(Ct@pm T&)
{p} xG
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Se tiene que ®,, es diferenciable por ser composicién de aplicaciones diferenciables. La
aplicacion (ctep,id) es trivialmente diferenciable. Si probamos que ® es diferenciable,
tendremos probada la diferenciabilidad de ®,,.

Veamos que ® es diferenciable.

UxG—2 77U
T
{pt x G
Se tiene que ®’ es diferenciable por ser composicion de diferenciables. Ahora bien,

®'({p} x G) = 77 1(p), que es una subvariedad regular de 71 (i) y por tanto &' = ®

es diferenciable.

Veamos ahora que ®, admite inversa diferenciable.

-1
P i) o G
Ji Tpm
1 o1
T (U) — UXG

Dado ®(p,g) € 7 1(p), se tiene que (®,) 1 (®(p,g)) = g, y de esta forma (®,)~*

es diferenciable por ser composiciéon de aplicaciones diferenciables. Se tiene que 7 es
diferenciable por ser 7~!(p) una subvariedad regular de 7! (U) y ®~! es diferenciable

por definicion (la Definicion garantiza que ® es difeomorfismo).

Probaremos que G opera libremente, transitivamente en cada fibra y que ¢p es una

inmersion inyectiva.

(a) Veamos en primer lugar que G opera libremente (o sin puntos fijos).
Dado un pg € P tal que pg - g1 = pg, comprobemos que g; = e.
Sea U abierto de trivialidad conteniendo a 7(pg) = po y consideremos el difeomor-
fismo
UG — 7 U

Entonces, pg = ®(po, go) para algun go € G.
Puesto que ®(pg, gog1) = ®(po, g90)91 = P(po, go), por ser @ inyectiva se sigue que
9091 = 9o, de donde se obtiene que g; = e (pues gg, g1 € G).

(b) Veamos ahora que G opera transitivamente en cada fibra.

Para ello, sean p,q € 7~ !(p) y probemos que existe un g € G tal que pg = q. En
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efecto:

Podemos expresar p y q c6mo

p = ®(7(p),g1) y a = ®(n(q), g2) Puesto que
p,q € 7 !(p), entonces 7(p) = 7(q) = p
Tomemos g = gflgg. Asi:

p-g=2(n(p),g1) gy g2 = ®(m(p), g1(97 '92)) = ®(m(q), 92) = q

(c) Por ultimo, vamos a comprobar que la aplicacion ¢p es una inmersion inyectiva.

¢pp: G — P
s +— Pps
» Para ver que ¢p es inyectiva, suponemos g1, g2 € G tales que ¢p(g1) = ¢p(92).
Por definicién de ¢, obtenemos que pg1 = pgo, y basta con operar en ambos
lados de la igualdad por g;l para obtener que p(glggl) = p. Ahora bien,
como ya hemos visto que G opera libremente, se tiene que g1g, L — ¢, y por
tanto g1 = go.
» Veamos ahora que ¢p es una inmersion.
Si m(p) = po, entonces existe un U que contiene a py y un difeomorismo
®:UxxG— 7 U) yasi p= h(po, go) para algtn gg € G.
Consideremos entonces:

1dX Lg,

G M uxa uxa % ol Lop
g +— (po,9) +——  (Po,909) +— @(po,g909) = P(po,g0)s=p-"

De donde se obtiene que ¢p = (ip, 0 (id x Lgy) o ® 04) es una inmersion.
(3) Consideremos la aplicacion 7 dada por

7 Pla — M

pG — 7(p)=p

y veamos que es un difeomorfismo.

En primer lugar, es sencillo ver que 7 esté bien definida. Dado un p’ € [p], se tiene que
p -G =p-G yexisten g; y go tales que p'gy = pga y por tanto p’ = p(ga2g; '), con lo
que 7(p’) = m(p). Hemos probado por tanto que 7 es independiente del representante
de cada clase que tomemos. Veamos que 7 es inyectiva.

Dados p y p’ tales que 7(pG) = 7(p'G), se tiene que 7(p) = 7w(p’) y por tanto,
p,p’ € 71 (n(p)) = pG, con lo que pG = p'G.
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Es inmediato que 7 es sobreyectiva, pues dado p € M, se tiene que 7r_1(p) # 0, ya que

77 1(p) es difeomorfo a G, por lo que existe un p € P tal que 7(pG) = p.

Tomando pG € P/c tal que 7(p) = p y dandole a P/a la estructura diferenciable que
hace a 7 difeomorfismo (construccion de variedades por imagen reciproca), se tiene que,
con esta estructura diferenciable, P/ es una variedad cociente de P. Sea 7t : P — P/a

la proyeccién de P sobre el cociente y consideremos el siguiente diagrama:

1N

M +—— PJa

Donde tanto m como 7 son submersiones y 7 es un difeomorfismo.

2.2. El fibrado de referencias lineales

Definicién 2.8. Sea M una variedad difereniable n-dimensional.
Una referencia lineal v = (p, {v1,v2,...,v,}), con p € M es una base ordenada del espacio
tangente T),(M).

Se considera P como el espacio de referencias lineales v en todos los puntos de M y se

define la siguiente aplicacion (siendo v = (p, {v1, ve, ..., v, }) una referencia en p € M):

T: P — M
vV — p

Vamos a ver que P(GL(n,R), M) es un fibrado principal localmente trivial.

Definamos, en primer lugar, una estructura de variedad diferendiable sobre P.

Definicién 2.9. Sea {Uy, Ya}taca un atlas de M y sean (z),z2,...,27) las funciones

coordenadas en U,. Si v € 77 1(U,), y m(v) = p, entonces

3
S
E

" 0
V= (p7 {UlaUQa "'avn}) = (p7 {Z U]fw(p), ooy v
k=1

siendo (vf)i7k:172,mm una matriz n X n no singular.
Se tienen entonces, las siguientes funciones biyectivas:
— 2
Ta 7 (Uy) — Uy xR

v =(p,,{v1,v2,....,0,}) +— Ta(v) = (p, v%, ey U ey Vg s ey U
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Estas biyecciones 7, permiten definir la topologia y estructura diferenciable en P de la
manera siguiente. Damos a P la topologia que hace los 7, (o € A) homeomorfismos, i.e.,

la topologia de P que esté determinada por los abiertos:
imégenes reciprocas por 7, de abiertos en U, X R”Q, a€A
g

los cuales constituyen una subbase de la topologia de P.

Veamos ahora la estructura diferenciable de P. Las cartas de P son {7 1 (Us), bataca,

representadas en el siguiente diagrama:

a1 (Uy) 0 X R™

Ot
\ lgpa xid

0a(Uy) X R"

donde tanto 7, como @, X id son homeomorfismos, y asi ¢, es un homeomorfismo. Obte-
nemos por tanto que dim(P) = n + n?.
Evidentemente, los cambios de cartas son diferenciables. Con esta estructura diferenciable,

los 7, son difeomorfismos. En efecto, si consideramos el diagrama:

7 (Uy) —2 Uy x R

¢al l‘ﬂa xid

Rn-‘,—nz Ta Rn+n2

Entonces, 7, es un difeomorfismo si y sélo si 7, es un difeomorfismo, pero 7o = idp, 12,

por lo que 7, es un difeomorfismo.
Observacion 2.10. Se verifican las siguientes propiedades:
= 7 es diferenciable. Basta considerar el diagrama

2
T 1 Uy) *N/{ x R™

\ f’%

De esta forma, 7 = py, o 7, es diferenciable por ser composicion de aplicaciones

diferenciables.
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» GL(n,R) opera diferenciablemente a la derecha sobre P, por la operacion:

P x GL(n,R) — P
((pv{lqa'“7vn})7(a§)) — (pa{(vla“'avn)(a§>})

donde (vy,...,vn)(a}5) = (3oL afvi, ..., Y iy ayvi) € P, pues (a}) es no singular y

por tanto (v, ...,vn)(a§-) eP.
» 7Y (7(v)) =p GL(n,R), Vv EP.
= Dado pg € M, sea U, entorno de py en M. La aplicacion

b, : 71Uy — Uy x GL(n,R)
v=(p o1, tn}) o @a(v) = ((v), (1))

es un difeomorfismo, ya que se puede expresar como composicion de difeomorfismos:

7 Uy) 225 Uy x GL(n, R)

\\\\\\\\$ Wkdxid
Ta

Uy X R™

Trivialmente, ®,! verifica las propiedades del axioma 2 de la Definicion (ver

pégina [9)), pues dados g1, g2 € GL(n,R):
0, (p, 9192) = . (D, 91) 92

El espacio P(GL(n,R), M) asi construido recibe el nombre de fibrado principal de las

referencias de M.



Capitulo 3

Funciones de Transicion

En este capitulo, estudiaremos el concepto de funciones de transicién de un espacio
fibrado principal localmente trivial. Para ello, en primer lugar veremos la estructura indu-
cida de un fibrado principal, que se introduce de forma intuitiva a partir de una subarie-
dad abierta A contenida en la variedad M. Daremos también una caracterizaciéon de los
espacios fibrados principales bajo ciertas condiciones (Proposicion e introduciremos
finalmente las funciones de transicion del fibrado, donde una vez definidas correctamente,
veremos que podemos dar otra caracterizacién de un espacio fibrado principal localmente

trivial a partir de dichas funciones.

3.1. Estructura inducida de un espacio fibrado principal

Sea P(G, M) un fibrado principal y ¢/ un abierto en M que constituye una subvariedad
abierta que denotaremos por U = N. Entonces 7~ '(N) es un abierto de P y por tanto

una subvariedad abierta de P. Si llamamos ¢ a la accién del grupo:
¢p: PxG — P

(p.g) — ¢(p.g)=p-g
entonces la restriccion de ¢ a 77 1(N) x G y de 7 a 71 (N) define sobre 771(N) una
estructura de espacio fibrado principal de grupo G y base N. Se dice que 7~ 1(N) esta
dotado de la estructura de espacio fibrado principal inducida.

7 IN)x G — 77 YN)

(P, 9) — Py
Veamos que p - g € m H(N):
En efecto, si p € 7~ }(N), existe un p € N tal que 7(p) = p, ie, p € 7 '(p), por lo que
n(p-g)=n(p)=pyasi,p-gecni(p)ca (N).

17



18 CAPITULO 3. FUNCIONES DE TRANSICION

Proposicion 3.1. Sea P una variedad diferenciable sobre la cual opera diferenciablemente
un grupo de Lie G. Sea M otra variedad diferenciable y m : P — M wuna aplicacion

diferenciable sobreyectiva. Entonces P(¢, G,m, M) es un fibrado principal si y sdlo si:
(1) G opera sin puntos fijos y transitivamente en cada fibra.

(2) Para todo pg € M, existe unlU entorno abierto de pg € M, una aplicacion diferenciable
T:U — P tal que o T = idy, y una aplicacion diferenciable p : 7= (U) — G tal
que: p(pg) = p(P)g y p(7(p)) = e para todop € M, pen ' (U), g €G.

Demostracion. Probemos en primer lugar la necesidad. Para ello, utilizaremos la segunda

condicién de la definicién de espacio fibrado principal localmente trivial.

(1) Esta condiciéon ya hemos visto que se verifica en las propiedades de un espacio fibrado
principal (Teorema [2.7)).

(2) Dado pg € M, sea U un abierto de trivialidad conteniendo a py y sea ® : U x G —
7 1(U) el difeomorfismo correspondiente. Pues bien, se define la aplicacién 7 como
sigue:

T: U — P
p — 7(p) =2(p.e)
Trivialmente, 7 es diferenciable, pues es composicion de funciones diferenciables (7 =
D o (idy, ctee)). Ademés, dado un p € U, obtenemos que 7(7(p)) = w(P(p,e)) = p.
Por otro lado, definimos p : 7= 3() — G. p es una aplicaciéon diferencialbe por ser

composiciéon de aplicaciones diferenciables.

u)y ——a
A %

UxGa

™

Entonces, puesto que existe un go tal que p = ®(p, o), siendo p = 7(p), se tiene que

®(p, gog) = ®(p,90)9 = Py y asi @1 (p) = (p,90) y 2 (Pg) = (P, g90). Por lo tanto:

p(Pg) = (Pry © 1) (Pg) = Pry (271 (PY)) = Pry (P, 990) = 9~ 0
p(P)g = (Pry o @ 1) (D) - 9 = Pro(®HP)) - 9 = Pra(Pr90) -9 =9 - 90

Y asi, se tiene que p(pg) = p(p) - g. Ademas:

p(7(p)) = p(®(p,€)) = pry 0 " H(D(p, €)) = pry(p,e) =€
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Veamos ahora la suficiencia. Veamos en primer lugar que se verifica la condiciéon (2) de
espacio fibrado principal (Definicion [2.2)).
Dado pg € M, tomamos como abierto de trivialidad 4 conteniendo a pg el dado por la

condicion (2) del enunciado y definimos:
d: UxG — 7Y U)
(p,g) — ®(ps)=7() 9

Observemos que esté bien definida pues 7(p) - g € 71 (U).

En efecto, 7(p)-g € 7~ 1(p) pues 7(7(p)-g) = 7(7(p)) = p ya que G opera diferenciablemente
sobre m1(p).

Asi definida, ® verifica:

= ®(p,g192) = T(p)g1 - g2 = (T(p) - 91) - 92 = 2(p, 1) g2
= mo®(p,g1) =7(7(p) - g1) =7(r(p)) =p
Nos queda ver que ® es un difeomorfismo, es decir, que es biyectiva y diferenciable.

= Veamos en primer lugar que ¢ es biyectiva:

Para probarlo, vamos a definir una inversa 6:
9: 7= 'U) — UxG
p +— 0(p)=(7(p)r(p))
Entonces:
e 0(®(p,g)) = 0(7(p) - 9) = (w(7(p) - 9), p(7(p) - 9)) = (7(7(p)), p((7(D)) - 9) =
(p,e-9) = (p.9)
e ©(0(p)) = @(r(p), p(P)) = 2(p, p(P)) = 7(p) - p(P)

Veamos que 7(p) - p(p) = p. Para ello, supongamos que 7(p) - p(p) = p’ con p’ # p.
Entonces:

p(p') = p(1(p) - p(p)) = p(7(p)) - p(P) = € p(p) = p(P)

Y por lo tanto se obtiene que p(p) = p(p’). Ademas, p,p’ € 7 1(p), pues p € 71 (p)
y m(p') = n(7(p)-p(p’)) = w(7(p)) = p. Puesto que G actia transitivamente en cada
fibra, existe un g € G tal que p’ = p - g, por lo que p(p’) = p(pg) = p(p) - g, por lo

que g = ey asi p = p/, como querfamos comprobar.
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= Veamos que P es diferenciable:

UxG Pxa &% P

(p,9) +— (7(p)g) — 7(p)-g

TXid
—_—

En efecto, ® = ¢ o (7 x id) es diferenciable por ser composicion de aplicaciones
diferenciables.

0 también es diferenciable, pues 6 = (m, p) y tanto ™ como p son diferenciables.

Asi, obtenemos que ® es un difeomorfismo.
Es inmediato que la condiciéon (1) de la Definicion se verifica, pues 7~ 1(7(p)) C pG,
ya que G actta transitivamente en la fibra.

Asi, queda probado que P(¢, G, 7, M) es un fibrado principal. O]

3.2. Funciones de transicion

Teniendo en cuenta la Proposicion si P(G, M) es un espacio fibrado principal,

existe un recubrimiento {U,} de M tal que para cada U, se tienen los difeomorfismos:

O =@ 7 U) — U xG
p —  (7(P); pa(P))

siendo los p,, tales que po(pg) = pa(P) - 9.
Definimos ahora las aplicaciones:

W,Ba: UaﬂL{ﬂ — G

p=m(p) — Yau(r(p)) = psP) {ra(p)}"

Estas aplicaciones estan bien definidas, i.e., dependen de 7(p) y no de p, ya que si tomamos
un q tal que 7(p) = 7(q), entonces Yg(m(p)) = Yga(m(q)). En efecto, la igualdad 7 (p) =
7(q) = p implica que tanto p como q pertenecen a 7 1(p). Por tanto, existe un g € G tal

que p - g = q. En consecuencia, se obtiene que:

You(m(@) = pa(a) {pa(a)} " = ps(pyg) -

Definicion 3.2. Esta familia de aplicaciones {Wg,} se llaman las funciones de transicion

del fibrado P correspondientes al recubrimiento abierto {U,} de M.

Proposicion 3.3. Las funciones de transicion verifican las siguientes propiedades:
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(1) ¥sa(p) = ¥y5(p) - ¥aa(p) Vp € Ua NUzNU,
(2) Waa(p) =€ vp € Uy
(3) Yap(p)  Ypa(p) =€ Vp € Ua NUz

Demostracion. La prueba de las tres propiedades es practicamente inmediata, como vemos

a continuacion.
(1) ¥35(p) - ¥sa(p) = py(P) - {ps(P)} " - p3(P) - {pa(P)} " = ¥5a(P)
(2) Waa(p) = pa(p) - (pal®)) " = ¢

(3) Was(p) - Ypa(p) = pa(P) - {ps(P)} - ps(P) - {pa(p)} ' =¢

O

Nota 3.4. Las condiciones de la Proposicion [3.3| reciben el nombre de condiciones de

cociclo.

El teorema que probaremos a continuacién nos garantiza que podemos caracterizar un

espacio fibrado principal localmente trivial a partir de sus funciones de transicion.

Teorema 3.5. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Si existe un recu-

brimiento abierto {Un}aca de M y un conjunto de aplicaciones:
Vg :UsNUy — G, a, €A

verificando las condiciones de cociclo, entonces existe un espacio fibrado principal local-
mente trivial P(G, M) cuyas funciones de transicion para el recubrimiento {Uy}aca son

precisamente los Wgq.

Demostracion. En primer lugar, consideremos para cada o € A la variedad producto &, =
Uy % G. Puesto que &, N Eg # 0, definimos £F = {a} x &, de forma que £, N EL = 0 para
todo «a, 8 € A.

Definimos ahora £ como la unién disjunta de los £, ie, & = J e E4

Puesto que £ es uniéon disjunta de variedades diferenciables, £ es de forma natural una

variedad diferenciable. Definimos en £ la siguiente relacion de equivalencia:

(a,p1,91) ~ (Byp2,92) © p1=p2, 92 =Y¥3a.(p1) 01

Notese que, si @ = 3, dos elementos (a,p1,91) y (@, p2, g2) seran equivalentes si y solo si

p1L=Dp2 Yy g1 = g2, pues Yoo (z) = e como vimos en la Proposicion
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Denotamos ahora P = €/~ el espacio cociente de £ por esta relacion de equivalencia y

definimos una accién a la derecha de G sobre P dada por:

¢: PxG — P
([, p, g1],92) V[, D, 9192]

Veamos que esta aplicacion esta bien definida, pues no depende del representante:

Sean (8,p,91) vy (a0, p, g2) dos representantes de la misma clase de equivalencia. Se tiene, por
construccion, que g = ¥go(p) - g2. Ahora hagamos actuar G sobre ambos representantes
y veamos que las imégenes pertenecen a la misma clase.

Tenemos que ¢([(a,p, 91)],9) = [(a,p,919)] ¥ ¢([(B,p, 92)], 9) = [(B. P, g29)]. Ahora bien,

ya que g1 = Wga(p) - go, se tiene que g19 = ¥ga(p)-g29, y por lo tanto (5, p, g19) y (o, p, g29)
son equivalentes, como queriamos comprobar.

Una vez hemos visto que la aplicacion esta bien definida, definimos la proyeccién 7 sobre

la variedad M:
T P —_— M

[(a,p,g)] — p
Vamos a ver que el espacio P, en la forma en la que ha sido construido, verifica las condi-
ciones de la Definicién y por tanto es un espacio fibrado principal localmente trivial.
En primier lugar, probemos que G opera transitivamente en cada fibra, ie, si dados p,q € P
tales que 7(p) = m(q) (es decir, que p y q estan en la misma fibra), entonces existe un
geGtalqueq=p-g.
Por un lado, si partimos de que q = p - g, es trivial que m(p) = ( ), ya que si p =
[(r, p, go)], entonces q = [(@, p, g0)] - g = [(, p, gog)] v ast w(p) = p = 7(q).
Sean ahora p = [(«, p, g1)] vy a = [(B, ¢, g2)] tales que 7(p) = 7r(q) y veamos que existe un
geGtalqueq=p-g.
Ya que 7(p) = m(q), obtenemos en primer lugar que p = q.
Tomemos ahora g = g; '+ [Wsa(p)] ™" - g2 € G, es decir, g = g; ' - Wap(p) - g2.
Entonces:

p-g=[(0,p,91)] (97" Yas(p) - 92) = [(,p, Wap(p) - g2)]

Y puesto que, por construccion de la relacién de equivalencia, se tiene que (o, p, (Was(p) -
g2) ~ (B, p, g2), podemos concluir que q = p- ¢ y por lo tanto G opera transitivamente en
cada fibra.

Veamos ahora la estructura diferenciable de P. La aplicacion definida por:

Pa: Ea=Usx G — ﬂ-—l(ua)
»,9) — (D, 9)]
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es una aplicacion biyectiva y entonces podemos darle a 7! (4,) una estructura de variedad
diferenciable de modo que p, sea un difeomorfismo.
Puesto que P = 77} (M) = 7 HUyeaUa) = Upea ™ H(Ua), podemos tomar como atlas

de P el conjunto

{ U (Atlas de 71 (Ua))}

acA
Ahora bien, para definir una estructura diferenciable en P, tenemos que demostrar que las
aplicaciones pg o pgt : 771Uy NU) — 71 (U NUg) son diferenciables.
Puesto que los p, son difeomorfismos, para probar la diferenciabilidad de los pg o pt

bastaré probar que
pglopa t(Ua NUR) x G — (U NUB) x G

son diferenciables.

Se tiene el siguiente diagrama:

[(a, p, 9)] = [(B,p, Ysalp —— (0, ¥54(p) - 9)

pcj /
Pg ©Pa

de donde se obtiene que p[gl ©pa =1d X Ly, (p), y por tanto pgl o p, es diferenciable por
ser una composicion de aplicaciones diferenciables.
Ademas, la proyeccion del fibrado w : P — X es diferenciable por ser composicion de

diferenciables, ya que m = p; ' o p,,.

7 YUy —T— Uy,
Pr

pEX) T '

U, x G

Probemos ahora que la atuacion de G sobre P es diferenciable. Considerando el diagrama:

N Uy x G —2 771(U,)

pat xidGl Tpa

U, x G x @y @

Es sencillo ver que ® es diferenciable por ser composicién de aplicaciones diferenciables.

7

Denotando ” como la operacion en el grupo G, podemos expresar ® como ® = (p, X
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idg) o (idy, X7 -7") 0 pa.

([(a; p, 91)]; 92) — [(c; p, 9192)]

palxidcl T a

idyy X (")
((p,91), 92) e (p,9192)

Para comprobar que se verifica la condicion (2) de la definicion de espacio fibrado principal

tomamos @, = p, : Uy X G — 7 1(U,). Se verifica:
= o (p,g1-92) = [(a,p, 9192)] = [(@, P, 91)]92 = Paa(p, 91) - 92

= 7(Pa(p,9) = 7([(a,p,9)]) =p

Veamos finalmente que las funciones de transicion g, de P(G, M) son los W3, dados. En

efecto:
o1 7 (Uy) — Uy, x G

p=[(apg)] — (p,g9)=(7(P) ralP))

y asi, por la definiciéon de funcién de transicion, se tiene:

Psa(p) = ¢@pa(m(P)) = @palr([(c, p, 9)]))
= ps(P) - Pa(p) ™" = ps([(@,,9)]) - pal[(a;p, 9)]) !
s([(B,p, ¥5a(P) - 9)]) - Pal[(B, P, ¥5a(p) - 9)])
= ps([(B,0,¥5a(D)]) - 9 (Pa([(B; 1, ¥5a(P))]) - )"
= ps([(B.2,¥5a(P)]) 997" - (Pal[(Bs P, ¥palp))]) !
= ps([(B:p,¥5a(P)]) - (Pa([(B, 0. ¥sal®)]) " 997"
(»

)

Y asi, hemos visto que las funciones de transicion de P(G, M) son los Wg, dados. O

= Wﬁa



Capitulo 4

Homomorfismos de espacios fibrados

principales

Este ultimo capitulo lo dividimos en dos secciones diferentes. En la primera, definire-
mos el concepto de homomorfismo de espacios fibrados principales y expondremos la idea
del fibrado reducido y grupo de estructura reducible. En la segunda parte del capitulo, tra-
taremos el fibrado trivial y daremos una caracterizacién de los espacios fibrados triviales
(Teorema . Tras probar este resultado, probaremos finalmente una condicién necesaria
y suficiente del hecho de que un grupo estructural G sea reducible a un subgrupo de Lie
HCG.

4.1. Fibrados reducidos y secciones locales
Definicion 4.1. Un homomorfismo de espacios fibrados principales:
h:P(G,M)— P(G M)

esta dado por:

= Una aplicacion diferenciable hp : P — P’

» Un homomorfismo de grupos de Lie hg : G — G’
tales que: hp(pg) = hp(p) - ha(g) para todo p € P,g € G.
Nota 4.2. Como consecuencia inmediata de la definicion, se tiene que:
(1) Cada fibra de P se aplica en una fibra de P’.

25
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(2) hp induce una aplicacion hprg : M — M’ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

p L, pr

se define h(p) = 7' (hp(p)), con 7(p) = p.

Definiciéon 4.3. Sea h un homomorfismo de espacios fibrados principales h : P(G, M) —
P'(G', M’"). Supongamos que hpq es una inmersion inyectiva y hg es un monomorfismo.

(Es inmediato que si hy es una inmersion inyectiva, también lo es hp). Identificando:

P = hp(P)
G = hg(Q)
M = hp(M)

se define P(G, M) como un subfibrado de P'(G’, M'). Ademas, si M = M' y hyg = idpn,
entonces la aplicacion h : P(G, M) — P'(G’, M) recibe el nombre de reduccion del grupo
de estructura G’ de P'(G', M) a G, y el subfibrado P(G, M) se denomina fibrado reducido.

Definicion 4.4. Dado P'(G’, M) y un subgrupo de Lie G de G’, decimos que el grupo de

estructura G’ es reducible si existe un subfibrado reducido P(G, M).

Definicion 4.5. Sea P(G, M) un espacio fibrado principal localmente trivial y sea 7 :

P — M la proyeccién del fibrado sobre M.

» Una seccion continua (respectivamente, diferenciable) de P(G, M) es una aplicacion

continua (respectivamente, diferenciable) o : M — P tal que 7o o = idp.

= Una seccion local sobre el abierto Y C M es una aplicaciéon o : U — P, tal que

Too = idy.
= Una seccion global es una aplicacion o : M — P que verifica que m o 0 = id .

Proposicion 4.6. Sea P(G, M) un espacio fibrado principal localmente trivial. Se verifican

las siguientes afirmaciones:
= La imagen de una seccion diferenciable o0 : M — P es una subvariedad de P.
» P(G, M) admite secciones locales sobre cada abierto de trivialidad U C M.

Demostracion. La prueba de este resultado puede verse en [4] O
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4.2. Fibrado Trivial

Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie.

Consideramos la variedad producto M x G y la actuaciéon de G sobre M x G dada por:

MxG)xG — MxG
(P, g1): 921  +— (P, 9192)

Entonces P(G, M) = M x G(G, M) es un espacio fibrado principal tomando © = p;,
la proyeccion sobre el primer factor. En este caso M es un abierto de trivialidad ya que
p;ll (M) = M x G,y por tanto, por la Proposicién este fibrado admite secciones locales

sobre M, i.e., admite seciones globales.

Definiciéon 4.7. Un espacio fibrado principal P(G, M) se dice trivial si es isomorfo al

fibrado trivial M x G(G, M). Se entiende por esta isomorfia que:
= hp: M X G — P es un difeomorfismo.
» hg: G — G es un isomorfismo de grupos (en particular, hg = idg)
Ay = idpg

Nota 4.8. Algunos autores denominan a este isomorfismo M-isomorfismo.

Teorema 4.9. Para un espacio fibrado principal localmente trivial P(G, M), las cuatro

condiciones siguientes son equivalentes:
(1) P es trivial

(2) P admite una seccion global diferenciable.

(3) Existe una aplicacion diferenciable v : P — G tal que y(pg) = g+

peEP,ged.

~v(p) para todo

(4) Existe una apliciacion diferenciable p : P — G tal que p(pg) = p(p) - g para todo
peP,ged.

Demostracion. Probemos la equivalencia de estas cuatro condiciones.

» La implicacién (1) = (2) es inmediata pues en este caso, M es un abierto de

trivialidad como ya hemos visto.
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» Veamos ahora que (2) = (1):

Supongamos que P admite una seccién global o : M — P, por lo que wo o = id .

Veamos que P es isomorfo a M x G. Para ello, definimos:

hi MxG — P
(r,g) = hp,g)=0cp) g

Probemos que h es un difeomorfismo.

Es sencillo ver que h verifica la Definicién y por tanto es un homomorfismo
de espacios fibrados principales, ya que h[(p,g1)g2] = h(p,9192) = o(p) - g192 =
(o(p) - 91)92 = h(p, 1) - idc(g2). Comprobemos la inyectividad de h.

Supongamos h(p1,91) = h(p2,g2). Por definicion de h se tiene que 7(p1) - g1 =
7(p2) - g2. Ademés, como 7(p1) - g1 € 7 1(p1) vy 7(p2) - g2 € ™ (p2), obtenemos que
p1 = pa2. Puesto que p; = pa, se tiene que 7(p1) - g1 = 7(p1) - g2, de donde se sigue
que 7(p1) - g1 -92_1 = 7(p1). Puesto que G opera libremente en cada fibra, se tiene
que g1 ~g;1 = e y por tanto g1 = ¢go.

Una vez probada la inyectividad de h, veamos que es una aplicacién sobreyectiva.
Sea p € P. Se tiene que 7(o(n(p))) = 7(p), con lo cual o(n(p)) € = (x(p)).
Puesto que G opera transitivamente, existe un g € G (que depende de p) tal que
o(m(p)) = p - gp. Tomamos entonces (W(p),g;l) € M x G y apliquemos h:
h(m(p),95") =7(7(P)) - 95 =P 9gp - gp " = P, y por tanto hemos probado que h es
sobreyectiva.

No s6lo eso, sino que con esta construcciéon hemos obtenido la inversa de h, dada por:

ht=60:. P — MxG
p — 0(p)=(n(p),g")
Nos queda probar que tanto h como su inversa # son aplicaciones diferenciables.
Por un lado, se tiene que h = (¢ X idg) o ¢, por lo que h es diferenciable por ser
composiciéon de aplicaciones diferenciables.

oXidg
( )

Mx G Mxa & op
(r,g) +—  ((0)9) — 79

Veamos ahora que b~ = # es diferenciable. Lo es por ser composicién de aplicaciones
diferenciables. Sea .J : G — G la aplicacion tal que J(g) = g~'. Consideremos el

siguiente diagrama:
P MxG

“m TideJ

Mx G
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Este diagrama es conmutativo y esta bien definido pues 6(p) = ((idp x J) o (7 X
cteg,))(p) = (idpm x J)(7(P), gp) = (Tr(p),grjl)7 y por tanto 6 es diferenciable por
ser composicién de aplicaciones diferenciables. Por tanto, A es un difeomorfismo.

Ademas, se verifica que haq = idas. En efecto,

MxG —lyp
M h—M> M
ha(p) = w(h(p,g)) = n(o(p) - 9) = m(o(p)) =p

» Probemos ahora la implicacion (2) = (3).

Si denotamos por R el grafo de la relacion de equivalencia en P inducida por G:

R ={(91,92) donde 3g € G / g19 = g2}
podemos definir la aplicaciéon dada por:

w: R — G
(91,92) +— wl(g1,92) =9/ g2=aq19
Sea ahora o : M — P una seccién global de P. Definimos la aplicacion:
v P — G
p — 7(p) =u(p,o(7(p)))
Por definicion de =, se verifica que p - v(p) = o(7(p)).
Veamos que 7 es diferenciable.

Podemos expresar v como la composiciéon de (idp, T o m) con la aplicacién u definida

anteriormente.

idp,ToT
(idp,Tom)

P RxR = G

p  —  (p7(n(p) — u(p,7(7(p))
Se tiene por tanto que v es diferenciable si lo es u, pues la aplicacion (idp, T o 7) es
trivialmente diferenciable.

Veamos que u es diferenciable:

u: R — G
(91,92) +— u(g1,92) =9

Puesto que p(pg) = p(p) - g = p(q), y por tanto, g = p(p)~" - p(q). Por tanto,
considerando el diagrama:

R 2  axqg X g
(pq) — (p(p),p(q)) +—  p)~"-plg) =s
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Y asi u es diferenciable por ser composicion de aplicaciones diferenciables, pues p es
diferenciable por construccion, y J : G — G es la aplicacion dada por J(g) = g~ 1,

que es trivialmente diferenciable. En consecuencia, 7 es diferenciable.

Ademés, verifica que p-(g-v(pg)) = (p-9) - v(pg) = o(7(pyg)) = o(n(p)) = P-7(P).
Es decir, se tiene que (pg) - v(pg) = p - 7(p) y por tanto (pg) - ¥(pg) - v(P) " = p.
Podemos expresar esta igualdad como p - (g - v(pg) - 7(p)~!) = p y puesto que G
opera sin puntos fijos, se obtiene que g-v(pg) -v(p)~' = e, y por lo tanto se verifica

que v(pg) = g~ 'y(p), como queriamos comprobar.
» Veamos la implicacion inversa (3) == (2). Para ello, definimos la seccion:

c: M — P
p = ap)=p-yp), per(p)
La seccién o estd bien definida, pues dado q € 771(p), se tiene que q = pg para un
~1

g € G. Entonces o(p) = aq-7(a) =pg-v(py) =pgg 7(P) =P 7(P)
o es una seccion global, pues m o o(p) = w(p - v(p)) = 7(p) = p, y por lo tanto
moo = idpg. Ademés, o es diferenciable por construccion, por lo que ya tenemos

probada la implicacién.

» Para probar la implicacion (3) = (4), basta con definir p = J o+, siendo J el
difeomorfismo definido anteriormente que lleva un elemento de G en su inverso.
De esta forma, p es diferenciable por serlo J y . Ademés, es sencillo ver que se

verifica la igualdad p(pg) = p(p) - g

p(pg) = J(v(pg)) = J(g~"v(P)) =~(P) " g

» Por dltimo, la implicacion (4) = (3) es trivial, pues basta definir v = (J o p). De
esta forma se tiene que:

v(pg) = J(p(pg)) = J(p(P)-9) =9 " - p(p)~"

-1

g ) =g J(pm)=9"" p(p)""

Y por lo tanto se verifica la condicién 4 como queriamos comprobar.

O

Teorema 4.10. Sea P(G, M) un espacio fibrado principal localmente trivial y sea H C G

un subgrupo de Lie de G. Son equivalentes:



4.2. FIBRADO TRIVIAL 31

(1) El grupo estructural G es reducible al subgrupo de Lie H de G.

(2) Existe un recubrimiento abierto {Uataca de M y funciones de transicion Yo5 que

toman sus valores en H.
Demostracion. Probamos la equivalencia de ambas condiciones.

» En primer lugar, veamos que (1) = (2).
Por hipotesis, existe un fibrado reducido P'(¢/, H, ', M) de P(G, M). Sea {Un}aca
un recubrimiento abierto de M por abiertos de trivialidad en P’. Entonces, para cada
a € A se tiene el difeomorfismo visto en la Seccién [3.21
o YU, — U, xH
P — P,(p)=(7'(p),ra(p))
y unas funciones de transicion:
\l’/ﬁ o UsgNU, — H
p o Y5, (p) = ps(P)lph(p)] " con 7 (p) =p

Para este mismo recubrimiento se definen difeomofismos ®,, : 771 (U, ) — Uy x G

Dado p € 71 (U,), entonces p = p’g para algin p’ € 7'~ (U,), g € G.

Nota 4.11. Al hablar de fibrados reducidos, tenemos hps : P’ — P una inmersion
inyectiva, i.e., P’ es subvariedad inversa de P, e identificamos P’ = hp/(P’) con lo

cual 7~ 1(U,) = 71 (U,), de aqui lo hecho anteriormente.

Entonces, se define ®,(p) = (7(p), pa(p)), donde
po: T U, — G
P > pa(P)=pa(P'g) = Pa(P) g
Se tiene que p, es independiente de la eleccion del representante. En efecto, sea

p=p 9. Sip=q-go, se tiene que p-g = q- gy, y asi obtenemos queq:p’-g-gal,
y asi

pa(P) = pala-g0) = po(a) - 90 = po(P' - 9-95") - 90 = P(®') - g
Los @, asi definidos son difeomorfismos y ademés po(pg) = pa(p)g. Por tanto las

correspondientes funciones de transicion estan dadas por:

Yo (p) = ps(P) - [pa(p)] ™ en m(p) = p

con lo cual, finalmente, obtenemos:

Ysa(p) = p5(P") - g [pa(P)g] ™" = p5(P") - [PL(p)] € H
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» Probamos ahora la implicacion (2) = (1).

Supongamos que existe un recubrimiento {Uy }aea de M con funciones de transicion

W3, que toman sus valores en un subgrupo de Lie H de G. Las funciones
Yao : Ua NUg — G

son diferenciables y tales que Wgo(Us NUz) C H, por tanto, el rango de las Wg, es

H y podemos escribirlas como:
Wga UL N Ug — H

Se tiene que las funciones Wg,, son diferenciables. Asf, a partir de los Wg, : UgNU, —
H podemos construir un espacio fibrado principal localmente trivial que tiene los ¥,
como funciones de transicion.

Solo falta probar que P’'(H, M) es un subfibrado reducido de P(G, M), para lo cual
basta tener en cuenta que ¢ : H — G es una inmersién inyectiva y un monomorfismo

de grupos de Lie. Ademaés

difeom. id X1 difeom.
—_—

YUy S Uy x H S U, x G T U,)

por lo que F,, = ®_1 o (idy, x i) o ®, es una inmersién inyectiva (pues id x i es una
inmersion inyectiva).

Puesto que F,, = Fg en 7' Uy N Ug), la funcion combinada F de los {Fa}aca es
una inmersiéon inyectiva.

F:P —P
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