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THVISTELMA

Murtolukujen heikko hallinta vaikuttaa negatiivisesti oppilaan matematiikan suoriu-
tumiseen ja siten murtolukujen osaaminen heijastuu aina toisen asteen koulutusvalin-
toihin saakka. Tutkimuksen tavoitteena oli kehitelld alakoulun murtolukujen opetuk-
seen lyhytkestoinen opetusmenetelmi, jolla olisi positiivinen vaikutus etenkin tai-
totasoltaan heikompien oppilaiden oppimistuloksiin myds pidemmalld aikavililla.
Tutkimuksessa tarkasteltiin kolmasluokkalaisten oppilaiden (N = 188) oppimistu-
losten kehittymistd kolmessa identtisessd mittauksessa. Interventio toteutettiin en-
simmdisen ja toisen mittauksen vilissd. Interventiossa kiytettiin toiminnallisia ope-
tusmenetelmid seki painotettiin erityisesti murtoluvun suuruuden ymmartdmistd. Kont-
rolliryhméin opetus noudatti oppikirjan etemisjirjestystd. Tutkimuksessa tarkasteltiin
sitd, miten runsas visualisointi nikyi oppilaiden suorituksissa.

Tutkimuksessa havaittiin, ettd koeryhma hallitsi kontrolliryhmééd paremmin seki yk-
sittdisid murtolukujen suuruuteen liittyvid tehtdvid ettd myos murtolukujen vilisid
laskutehtdvid. Pddosin ryhmait eivét kuitenkaan eronneet toisistaan, joten interventio
ei ndyttédisi vaikuttaneen koeryhmiin ainakaan negatiivisesti.

Oppilaat jaettiin alkumittauksessa méaaritellyn osaamistason mukaan kahteen taitota-
soryhmiin: 1dhtotasotestissid heikosti suoriutuneet ja ldhtotasotestissé tyydyttavasti
tai hyvin suoriutuneet. Tutkimuksessa havaittiin eroja ldhtttasotestissd heikosti suo-
riutuneiden oppilaiden osaamisen vililld sen mukaan, kuuluivatko he koe- vai kont-
rolliryhméin: Heti intervention jilkeen suoritetussa mittauksessa koeryhméin heikos-
ti suoriutuneet oppilaat hallitsivat laskutehtivit paremmin kuin kontrolliryhmén vas-
taavan tason oppilaat ja yhtd hyvin kuin kontrolliryhmén ldhtotasotestissd paremmin
suoriutuneet oppilaat. Toiminnalliset menetelmit ja visualisointi nédyttdisivit inter-
vention tavoitteen mukaisesti tukevan ldhtotasoltaan heikompia oppilaita.
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ABSTRACT

Poor understanding of fractions has a negative effect on performance in mathema-
tics and due that the fraction competence has an effect on pupils studies after basic
education. The goal of the study was to create a teaching method that is short and
easy to implement in primary school education and that has positive effect on es-
pecially low performing pupils learning even in longer term.

Participants of the study were third graders (N = 188). We studied the pupils perfor-
mance and development between three identical tests. The intervention took place
between the first and the second measurement. The intervention focused on fraction
magnitude concept and the intervention utilized concrete manipulatives and diffe-
rent visual aids. The Control group studied according the topic order presented in the
mathbook. We studied pupils answers to see if the rich visualisation that was used in
the intervention would manifest itself somehow in pupils performance.

The Test group performed better than the Control group not only in some of the frac-
tion magnitude tasks but also in fraction procedure tasks. Especially the Test group
performed better than the Control group and the Test group managed to inhibit the
typical mistake to utilize properties of Natural numbers when comparing fraction
magnitudes. Other wise we could not find differences between the two groups, so the
intervention did not have negative effect on the Test group.

The participants were divided into two skill group according to the pupils perfor-
mance in the first measurement: those who were performing low and those who were
performing medium or well. After the intervention the low performing pupils in the
Test group performed as well as the medium and well performing pupils in the Cont-
rol group and hence better than the low performing pupils in the Control group. The
manipulatives and rich visualization that was used in the intervention seems to have
had a positive effect on low performing pupils.

KEYWORDS: fraction, functionality, manipulatives, drawing, primary school
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Viitoskirjatyon tekeminen kokopéiviisen opetustyon ohessa on vaatinut aikaa ja voi-
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piin tutkimuksiin tutustumisen sekd oman tutkimusaiheen ja nidkdkulman valinnan.
Haluan kiittda Turun opettajankoulutuslaitosta tdstd mahdollisuudesta.
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kohti. Vililld keskuteluissamme sain oikeasti puolustaa nikemyksiéni ja siten oma
ajatukseni kirkastui. Toiselta ohjaajaltani apulaisprofessori Jake McMullenilta sain
tukea mittarin suunnitteluun ja ensimmdisten analyysien tekemiseen. Kiitokset myos
esitarkastajille professori Timo Tossavaiselle ja dosentti Ann-Sofi Roj-Lindbergille,
joiden asiantuntevien kommenttien avulla sain muokattua tyoténi yhtendisemmaksi.
Se punainen lanka alkoi viimein 16ytya.

Kiitokset matematiikan oppimisen tutkimusryhmaélle, jonka nimi ja kokoonpanokin
on vuosien varrella elinyt moneen kertaan. Olen saanut olla osa tutkija- ja jatko-
opiskelijayhteisod vaikka tdysipdividinen opetusty6 onkin suurimmaksi osaksi estényt
osallistumiseni tapaamisiin. Ndissd tapaamisissa olen saanut kertoa tutkimuksestani
ja pallotella ajatuksiani.

Liampimait kiitokset kuuluvat ldhikollegoilleni Teija Holst, Marianna Hoikkala, Satu
Kankare, Hanna Maijala, Minna Maijala, Eila Matikainen, Eveliina Nikali ja Hanna-
Riitta Stahl, jotka ovat olleet korvaamattomana turvaverkkona aina, kun on tuntunut
ettei homma etene. Suurkiitokset Jorma Immoselle, joka lievitti tuskaani kieliopin
koukeroiden kanssa ja Ollipekka Kankaalle, joka ammattitaidolla loihti viitoskirjani
kansikuvan. Juuri sellaisen kuin olin ajatellutkin!

Kiitokset upeille opiskelijoille Minna Rannikko, Sari Alho, Tiina Kilpi ja Rebekka
Miki. Ilman teidédn jalkautumistanne kentille koko tutkimus olisi jddnyt tekematta.
Kiitokset myos teille yhdelletoista luokanopettajalle, jotka osallistuitte tutkimukseen
opetusryhminne kanssa. Jitin tdssd nimenne mainitsematta, jotta oppilaanne eivit
olisi tunnistettavissa. Ja tietysti kiitokset teille 188 tdn&én jo kahdeksasluokkalaisel-
le oppilaalle, jotka annoitte vastauksenne tutkimukseni kdyttoon.

Kiitokset siskolleni Annelle, joka vélilld muistutti, ettd prosessi on oppimista varten.
Voin sanoa oppineeni paljon ja huomanneeni toisaalta, kuinka vihin tieddn. Valilla

6



se on ollut virkistivaa ja toisinaan ahdistavaa.

Haluan kiittdd saamastani tuesta myds kotijoukkoja, puolisoani Einoa ja poikiani Ee-
melid, Ernoa ja Urhoa. Aika monta kesédlomaa ja joululomaa on kulunut tutkimuksiin
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Tuominen on koulutukseltaan matematiikan opettaja. Ope-
tustyon lisdksi hidn on tietokirjailija ja oppimispelien ke-
hittelijd. Tuominen osallistuu myo6s aktiivisesti koulutuk-
sen kehittimiseen valtakunnallisten verkostojen kautta.
Tuominen on tydskennellyt laajasti eri koulutusasteilla:
ylakoulussa, lukiossa, ammmattikorkeakoulussa ja yliopis-
tossa. Pisimmén tyouransa Tuominen on tehnyt Turun yli-
opiston opettajankoulutuslaitoksella opettaen tulevia ma-
temaattisten aineiden opettajia, luokanopettajia ja erityiso-
pettajia.
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1 Johdanto

1.1  Tutkimuksen tavoitteet

Viitoskirja liittyy murtolukujen oppimisen tutkimiseen, jolla on jo vuosikymmenten
mittaiset perinteet niin kansallisesti kuin kansainvilisestikin. Maailmalla on vuosi-
kymmenten aikana toteutettu ja raportoitu erilaisia murtolukujen oppimiseen liitty-
vid interventioita eri-ikdisten oppilaiden kanssa hyddyntden muun muassa kokeelli-
sia opetussuunnitelmia, opetusvilineitd, visualisointeja ja tietoteknisid apuneuvoja.
Interventioiden kestot ovat vaihdelleet viikoista useisiin kuukausiin. Tutkimuksis-
sa on saatu loistavia ja mullistaviakin tuloksia. Miksi siis edelleen vuosikymmenii
my6hemmin painimme kouluissa saman ongelman kanssa? Miksi murtoluvut koe-
taan edelleen hankalana aiheena opettaa oppilaille? Kansainvilisissa julkaisuissa esi-
tellyissé interventioissa on ollut kolme yhteisti piirrettd: ensinnikin ne vaativat pal-
jon opettajan omaa tyoté ja sitoutumista uuden menetelmén haltuun ottoon. Toiseksi
interventioiden ajankdytto ei ole vilttamitti linjassa esimerkiksi oppikirjoissa mur-
tolukujen opetukseen varatun ajan kanssa. Kolmanneksi hyvéksi havaitut menetelmét
eivit siirry koulujen arkeen, koska tutkimuksista raportoidaan tiedeyhteisolle arvos-
tettujen julkaisujen kautta, joilla on usein kalliit lisenssimaksut. Uusin tutkimustieto
on siis usein tavallisen opettajan ulottumattomissa.

Matematiikan opettajana ja opettajankouluttajana halusin 10ytéa sellaisen opetus-
menetelmén, joka tuottaisi pitkidkestoisempaa oppimista kuin tdlld hetkelld opetuk-
sessa yleisimmin hyddynnetyt opetusmenetelmit tuottavat. TAssé tydssa kiinnostuk-
sen kohteena on se, minkilainen vaikutus on sellaisella interventiolla, joka 1) vahvis-
taa murtoluvun suuruuden hahmottamista ja murtoluku kisitteen ymmaértamisti, 2)
ajoitetaan oppilaiden oppimishistorian kannalta sopivaan hetkeen ennen kuin mah-
dolliset virhekisitykset ovat ehtineet muodostua, jossa 3) hyodynnetddan oppimis-
teorioiden ja aiempien tutkimusten esiin nostamia, hyviksi havaittuja menetelmii ja
malleja, ja joka 4) toteutetaan aidossa luokkaympéristossd. Tavoitteenani on toteut-
taa hoyhenen kevyt ja samalla neulan tarkka interventio. Hoyhenen kevyelli tarkoitan
sitd, ettd itse intervention kesto on hyvin lyhyt ja kidytettdvit opetusvilineet [0ytyvit
valmiiksi useista kouluista tai ne ovat itse toteutettavissa. Neulan tarkalla tarkoitan
sitd, ettd interventio kohdennetaan 3.-luokkalaisiin ja keskitytdin opetuksessa mur-
tolukujen suuruuden ymmaértimiseen samalla tietoisesti vilttdaen tyypillisimpien vir-
hekésitysten muodostumista.

Tutkimuksella on my0s yhteiskunnallisia tavoitteita. Hyvit matemaattiset tie-
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dot ja taidot avaavat laajempia koulutus- ja tyoeliménikymid ja mahdollisuuksia
navigoida yha teknologistuvammassa maailmassa. Tukemalla varhaisessa vaihees-
sa syrjdytymisvaarassa olevia oppilaita matematiikan opinnoissa, saadaan aikaisek-
si sddstojd yksilon ja yhteiskunnan tasolla. (Geary, Berch & Koepke, 2019.) Mo-
ni toisen asteen opiskelija keskeyttdd opintonsa, ja usein juuri matematiikan vuok-
si (Korhonen, Hakkarainen, Holopainen, Linnanmaki, Savolainen & Taipale, 2018;
Hakkarainen, 2016, vi). Keskeytyksen seurauksena on pahimmassa tapauksessa kou-
lutuksesta putoaminen ja syrjiytyminen. Vaikka ammatillisessa koulutuksessa ker-
rattaisiinkin yldkoulun matematiikan sisélt6jd, niin apu ei vilttimittd kohdennu oi-
keaan kohtaan, jos puutteet opiskelijan osaamisessa ovatkin alakoulun matematii-
kan sisilldissd. Murtolukujen hallitsemattomuus nikyy hankaluutena ymmértaé desi-
maalilukuja, prosentteja ja algebraa. Jos 10ydetédin sellainen opetusmenetelmi, jolla
saadaan oppilaat paremmin oppimaan murtolukuja ja niiden vilisid laskutoimituk-
sia, voidaan saada yhteiskunnallisesti merkittivid sddstdjd aikaiseksi vihentyneini
opintojen keskeytyksina.

1.2 Vaitdstutkimuksen esittely

Tutkimus kisittelee murtolukujen oppimista, joten on luontevaa, etti teoriaosan alku
keskittyy oppimiseen. Tyossi esitellddn oppimisteorioita, joihin tekijdn oppimiskasitys
pohjaa, mikéd ndkyy my0s intervention suunnittelussa. Seuraavaksi tyossa esitelldén
matemaattisen tiedon eri piirteitd aikaisempien tutkimusten pohjalta. Neljannessa lu-
vussa kisitelldin matemaattista osaamista yleisesti ja esitellddn matemaattisen ymmaér-
ryksen kehittymisen malli. Viidennessi luvussa miéritelliin matemaattiset kisitteet
rationaaliluku ja murtoluku ja esitelliin murtolukukisitteen keskeisimmdt piirteet
ja murtolukujen erilaisia representaatioita. Kuudennessa luvussa tutustutaan murto-
lukujen oppimisen vaiheisiin ja haasteisiin. Seitseminnessd luvussa kerrotaan inter-
vention suunnittelusta yleisesti ja esitellddn tarkemmin kolme interventiotutkimusta.
Lopuksi pohditaan interventiota oppimisen nikokulmasta, muun muassa sitd, miten
oppilaiden ikd vaikuttaa murtolukujen oppimiseen ja esitelldén toteutettavan inter-
vention oleelliset piirteet. Aiemmista tutkimuksista on ammennettu ajatuksia inter-
vention ja interventiossa kdytetyn mittarin suunnitteluun.

Tutkimusosassa esitelldéin aluksi tutkimuskysymykset, luvussa yhdekséin kuva-
taan tutkimuksen toteutusta ja aineiston analysointia ja viimein luvussa kymme-
nen esitelldaan tutkimustulokset. Paidkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden ha-
vainnollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan murtolukujen
osaamiseen? vastataan tarkentavien kysymysten kautta. Lopuksi arvioidaan tutki-
musmenetelmin valintaa, tutkimuksen yhteiskunnallista merkitysti ja esitetdédn mah-
dollisia jatkotutkimuskohteita.
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2 Oppiminen

2.1  Oppimisteoriat

Empiristisen ajattelutavan mukaan tietimisen ja ajattelun perustana on havainto.
Vasta havainnon pohjalta voi syntyé ideoita, joita ei voi tuottaa pelkén jarkeilyn avul-
la. Opetusta voidaan ohjata mahdollistamalla sopivien havaintojen tekeminen ja siten
ideoiden tuottaminen oppilaan mieleen. Behavioristisessa oppimisessa vahvistetaan
palkkioin toivottua suoritusta. Virheet ohitetaan nopeasti tai ne jatetdédn huomioimat-
ta ja ei-toivotusta kdyttdytymisestd saatetaan rangaista. Monimutkaisempien taitojen
oppimisessa opitaan vahvistamalla ensin osataitoja, jotka sitten liitetdiin myohemmin
yhtendiseksi kéyttdytymisketjuksi. Behaviorismissa matematiikka nihdéén absoluut-
tisena tietorakenteena: Sisdltd on jaettu hallittavaksi tehtdvijono-ksi ja opittaviksi
faktoiksi. Kiinnostuksen kohde on siind, mitd oppilaat osaavat tehdd, eikd niinkddn
siind, mitd oppilaat ovat ymmdirtineet ja mikd merkitys opitulla on. (Kupari, 1999,
41.) Esimerkiksi oppilas ehdollistetaan toimimaan koko oppitunti tietylld tavalla,
vaikkapa laskemaan annettujen samannimisten murtolukujen osoittajat yhteen. Téllin
oppilas voi laskea mekaanisesti tehtivit oikein laskutehtdviin sen enempdi syven-
tymattd, mikd heikentdd pitkédkestoista oppimista. Oppilaalle ei synny kriteereitd ar-
vioida omaa osaamistaan ja ymmairtdmistddn, vaan suorituksen oikeellisuuden kri-
teerind on vastauskirjan, digitaalisen oppimisympériston tai opettajan antama viliton
palaute.

Teknologian kehitys ja dlylaitteiden mukaan tulo sovelluksineen on mahdollista-
nut matematiikan harjoittelun jatkamisen luokkahuoneen ulkopuolelle ja varsinaisen
kouluajan jilkeen. Erdiltd osin matematiikan oppiminen nojaa edelleen behavioristi-
seen oppimiskésitykseen. Monet mobiilipeleisti "drillaavat’ yleensé hyvin pientd ma-
tematiikan osa-aluetta, esimerkiksi kertotaulua. Pelaajaa palkitaan virtuaalisin pal-
kinnoin esimerkiksi pistein ja pokaalein. Peleissd on usein myos aikapaine. Ensisi-
jainen tavoite on automatisoida yksittdisid peruslaskutaitoja ja siten kehittdd pelaa-
jan matemaattista osaamista. Tutkimukset eivit kuitenkaan tue viitettd, ettd rutiini-
tehtdvien suorittaminen kehittédisi merkittidvasti esimerkiksi loogista ajattelua (Kupa-
ri, 1999, 30).

Kognitiivisessa oppimisessa korostuvat tietorakenteet. Brunerin mukaan kisitteet
muodostuvat kolmen vaiheen kautta: toiminnan, kuvien ja kielen avulla. Yksittdiset
liikesarjat, esimerkiksi vuorotellen jalan nosto ja lasku, jirjestetiin mielesséd suurem-

17



Anu Tuominen

miksi kokonaisuuksiksi, mikd mahdollistaa kisilld olevan ongelman ratkaisun, esi-
merkiksi portaiden nousun. (Bruner, 1964). Millerin mukaan ihmiset pystyvit hah-
mottamaan kerrallaan noin seitsemén yksityiskohtaa. Oppija voi yhdistelld kokemuk-
siensa kautta saamiaan havaintoja laajemmaksi kokonaisuudeksi mieltimisyksikoksi
tai mielteeksi. Télloin tuo edelld esitetty lukumaéri seitsemén voikin tarkoittaa jo laa-
jempia mieltimisyksikoitd kuin yksittdisid yksityiskohtia. Asiantuntijan mieltdmisyk-
sikk voi olla hyvinkin laaja symbolien jéirjestelmé tai rakennelma, aloittelijan vain
yksittdisid symboleita. (Miller, 1956) Uuden asian opettaminen siten, etti siind voi-
daan havainnoida mahdollisimman paljon tuttua, auttaa assossiaatiopsykologian mu-
kaan uuden oppimista, koska uusi mielle voidaan assossioida aikaisempien mieltei-
den joukkoon. Tyomuisti kuormittuu, jos oppijalla ei ole sisdistd tietorakennetta, jolla
hén voisi kiteyttdd havaittavia asioita.

Jerome Bruner (1997) vertaili Piaget 'n ja Vygotskyn nidkemyksié tiedon rakentu-
misesta. Piaget oli kiinnostunut siitd miten lapset selittdvit ilmiditd ja perustelevat
omia selityksidén. Piaget 'n mukaan tietoa ei 10ydetd, vaan tieto rakentuu mielen
loogisten operaatioiden kautta. Loogisten operaatioiden avulla tulkitaan ja luodaan
kisityksid ymparoivastd maailmasta ja pyritdédn yleistyksien tekoon. Lapsen kognitii-
vista kehitystd vievét eteenpdin 1) fyysinen ympiristo ja siitd hankittava kokemus, 2)
synnynndiset ja perinnélliset tekijit, 3) sosiaalisen ympdariston vaikutus ja Piaget 'n
mukaan vield 4) tasapainottuminen. Tasapainottumisessa kehityksen ldhtokohtana
on ristiriita tai epitasapainotila. Kehittyneemmidille tasolle nousemisella saavutetaan
vain hetkellinen tasapainotila, silld kehittyneempi taso mahdollistaa uusien havainto-
jen tekemisen ja uusien ristiriitojen huomaamisen. Vygotsky oli puolestaan kiinnos-
tunut mekanismeista, joilla kulttuurisesti sovitut merkintédtavat ja normit omaksutaan
ja sisdistetddn niin hyvin, ettid ne siirtyvét yksilon omiksi kdytdnteiksi. Kun tiedon
sisdistdminen on tapahtunut, abstraktimpi rakenne ulottaa vaikutuksensa myos aiem-
piin tietoihin. Ihminen poikkeaa muista lajeista siind, ettd se opettaa jilkeldisiddn
systemaattisesti ja yrittdd lisdksi 10ytdd mahdollisimman tehokkaan tavan tdmén to-
teuttamiseksi.

Konstruktivistisessa oppimisndkemyksessd oppija ei ole vain passiivinen tiedon
vastaanottaja, vaan hin itse aktiivisesti konstruoi tietoa. Tietdminen nihdiin sopeu-
tumisprosessina, jonka kautta oppijan kokemusperdinen kuva maailmasta jdsentyy
(National Research Council, 2004, 24). Kilpatrick (1987) korostaa tiedon karttumis-
ta kokemusten kautta. Tami kokemuksen hyddyntiminen opetuksessa nikyy myos
uudessa Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa: Vuosiluokkien 3—6 mate-
matiikan opetuksessa tarjotaan kokemuksia, joita oppilaat hyodyntdvit matemaat-
tisten kdsitteiden ja rakenteiden muodostamisessa. (Opetushallitus, 2014, 234 ).

Oppijan aikaisemmalla tiedolla ja ennakkokisitykselld on oleellinen osa uuden
oppimisessa. Tdman aikaisemman tiedon esille saaminen ja huomioiminen opetuk-
sessa ovat olennainen osa opettajan tyotd. Kun oppilaiden naiivit teoriat ja ennak-
kokisitykset huomioidaan opetuksessa, muuttaa timé perinteistd matematiikan ope-
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tusta voimakkaasti: Opetus ei olekaan enédd valmiiden méaéritelmien ja operaatioiden
esittimistd yha laajenevaksi késitejirjestelmiksi, vaan oppilaiden omiin késityksiin,
tulkintoihin ja merkityksiin vaikuttamista. (Leino, 2004, 21.) Kuparin (1999, 25-29)
mukaan matematiikkaa ei ndhdd enédd absoluuttisena ja valmiina, vaan muuttuva-
na ja kehittyvini eli dynaamisena. Matematiikalle luonteenomaista on siis tekemi-
nen, luovat toiminnot ja tuottavat prosessit. Sosiokonstruktivistisen nikokulman mu-
kaan matematiikan opetuksen tulee tarjota oppilaille merkityksellisid toimintamuo-
toja, jotka saavat alkunsa ongelmatilanteista, edellyttivét paittelyd ja luovaa ajatte-
lua, tiedon kerdémisti ja soveltamista, ideoiden keksimisté ja niiden testaamista poh-
dinnan ja argumentoinnin avulla. Sosiokontruktivismin piirteitd on nihtdvissd myos
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa: Opetus luo pohjan matemaattisten
kdsitteiden ja rakenteiden ymmdrtimiselle sekd kehittid oppilaiden kykyd kdsitelld
tietoa ja ratkaista ongelmia... Monipuolisten ongelmien ratkaisu yksin ja ryhmdssd
sekd erilaisten ratkaisutapojen vertailu ovat opetuksessa keskeistd. (Opetushallitus,
2014, 234.)

Alle olen kiteyttinyt mielestini keskeisimmit asiat kustakin edelld esitetystd op-
pimisteoriasta. Kolmanteen sarakkeeseen olen merkinnyt muistiin ne asiat, jotka ky-
seisestd teoriasta koetin ottaa huomioon suunnitellessani interventiota (Taulukko 1).

Taulukko 1. Oppimisteoriat, teorian kiteytys ja interventiossa huomioitavat asiat

Oppimisteoria

Oppimisteorian kiteytys

Interventiossa huomioitavaa

Empiristinen

Behavioristinen

Kognitiivinen

Konstruktivistinen

Havainto on pohjana ideoille.

Korostaa oikeaa
ymmarrys jdi taka-alalle.

toimintatapaa,

Tietorakenteisiin vaikuttavat fyysinen
ympdéristo, havainnot, kokemus, sosiaa-
linen vuorovaikutus ja tasapainottumi-
nen.

Oppilas muokkaa aktiivisesti tietora-
kenteitaan hyddyntiden kokemuksiaan,
tietdmystéddn ja vertaistukea.

Luodaan oppimistilanteita he-
delmaillisten havaintojen tekemiselle.
Vahvistetaan visuaalisia mielikuvia.

Viltetddan virhekésityksille altistavia
malleja. Painotetaan ymmarrystéd prose-
duurien sijaan.

Hyo6dynnetddn opetusvilineitd, toimi-
taan pareittain tai pienryhmissd. Luo-
daan tilanteita matematiikkapuheelle.

Huomioidaan oppilaiden aikaisempi
tieto ja kisitykset, luodaan tilanteita
vertaisoppimiselle. Annetaan oppilaille
tilaa oivaltaa.

2.2 Tyomuisti

Oppimiseen vaikuttaa henkilon tyomuistin kapasiteetti. Tyomuistin ajatellaan koos-
tuvan Baddeleyn (2012) mukaan ainakin neljistd komponentista, jotka Baddeley ni-
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medd keskusyksikoksi, fonologiseksi silmukaksi, visuaalis-spatiaaliseksi luonnosleh-
tioksi ja episodiseksi puskuriksi (Kuva 1). Keskusyksikko ohjailee fonologista sil-

EPISODINEN PUSKURI

FONOLOGINEN VISUAALIS-SPATIAALINEN
SILMUKKA LUONNOSLEHTIO

Kuva 1. Baddeleyn tyémuistimalli (Baddeley, 2012)

mukkaa ja visuaalis-spatiaalista luonnoslehtiotd. Keskusyksikosséd tapahtuu tiedon
pdivitys, torjuminen (inhibitio) ja vaihtaminen strategiasta toiseen. Episodinen pus-
kuri auttaa tétd ohjailua mahdollistamalla tiedon niputtamisen ja siten pitkédkestoiseen
muistiin siirtimisen taloudellisesti. Fonologisessa silmukassa tapahtuu kielellisen ai-
neksen lyhytkestoinen varastointi ja esimerkiksi kertaamisprosessit. Visuaalis-spatiaa
lisessa luonnoslehtiossd, mikd tdméan tutkimuksen kannalta on ehkd kiinnostavin
komponentti, sdilytetdédn visuaalista ja avaruudellista informaatiota tutkittavasta koh-
teesta. Esimerkiksi kymmenjérjestelmissd numeron paikka luvussa vaatii huomion
kiinnittdmistd numeromerkin sijaintiin suhteessa muihin numeroihin: luku 123 tar-
koittaa eri lukua kuin luku 321. Visuaalis-spatiaalinen vaikeus ilmenee esimerkiksi
matematiikan tehtivissd, joissa tulee kiinnittdd huomiota lukujen sijoittamiseen oi-
kein kuten desimaalilukujen allekkainlaskussa (Kyttild, 2008, 14).

Informaation késittely ja tydmuistiin tehty lyhytaikainen varastointi kilpailevat
samoista resursseista. Esimerkiksi tehtivin esitystapa ja sen sisdltdmi informaatio
vaikuttavat siihen, painottuuko tehtidvissé keskusyksikon, fonologisen silmukan vai-
ko visuaalis-spatiaalisen luonnoslehtion resurssien hyddyntdminen. Luokkatilanteis-
sa tyomuistia kuormittavat my0s erilaiset keskeytykset. Kyttdld ja Kanerva (2019)
kehottavat kdyttdmédn heikon tyomuistin tukena erilaisia tyomuistin kuormitusta
vihentdvii tekniikoita kuten laskun osavaiheiden kirjaamista, piirtdmistd ja tehtdvian
pilkkomista osiin. My®&s erilaiset kolmiulotteiset vilineet vihentivit tydmuistin kuor-
mitusta. (Kyttdld & Kanerva, 2019.) Suunnittelemassani interventiossa pyritéén tuke-
maan oppilaiden tydomuistia keventdmailld sen kuormitusta konkreettisten vilineiden
ja havainnollisten kuvien avulla. Ndin tydmuistin resurssien pitdisi riittdd paremmin
uuden asian kisittelyyn. Konkreettiset vélineet mahdollistavat myds murtolukujen
suuruusvertailussa tukeutumisen murtolukujen visuaaliseen kokoon: se miké néayttad
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suuremmalta, on suurempi. Oppilaiden ei tarvitse silloin verrata pelkéstddn symbo-
limuodossa esitettyjd murtolukuja keskendédn vaan he voivat tukeutua havaintoonsa.

2.3 Opettajan ja muiden oppilaiden merkitys oppimi-
sessa

2.3.1  Opettajan rooli oppimistilanteessa

Vygotskyn oppimisteoriaa hallitsevat mestari—kisdlli-malli ja oppijan ldhikehityksen
vyohyke. Aikuinen—lapsi-vuorovaikutus ndhddin kehitykselle merkityksellisend, kun
taas vertaisryhmén vuorovaikutus nihdain merkityksettoméni. (Lehtinen ym., 2007,
114-115.) Piagen mukaan ohjaavalla aikuisella ja mallintamisella ei ole kovin suurta
merkitysti, jos oppilaan tai lapsen ajattelun taso ei ole riittdvén korkealla. Lapsi saat-
taa oppia uuden asian nopeastikin, mutta se saattaa olla sosiaaliseen miellyttimiseen
liittyvéa pinnallista oppimista. Asioiden ja esimerkiksi laskusdintjen ndyttiminen
oppilaille ei vield takaa uuden asian ymmartdmistd (Lehtinen ym., 2007, 104-106).
Oppilaille tulisi luoda tilanteita, joissa heilld on mahdollisuus oman tasonsa ja tie-
torakenteensa mukaisesti oppia uusia asioita. (Duckworth, 1979.) Vaikka oppilas it-
se konstruoi omaa tietorakennettaan ja keksii ja oivaltaa uutta, tdmai ei silti tarkoita
sitd, ettd oppilas jétettdisiin yksin, vaan opettaja voi ohjailla oppilasta oikeaan suun-
taan (McNally, 1974, 122). Aina tuen ei tarvitse olla edes toinen henkild, vaan myos
konkreettiset vilineet voivat olla oppilaan apuna. Hyvé pedagogiikka luo oppimis-
ympdériston, jossa lapsella on mahdollisuuksia kokea ja itse selvittdd vastaukset ky-
symyksiin (Lehtinen ym., 2007, 115).

Opettajan tulisi malttaa olla korjaamatta oppilaiden virheitd. Hénen tulisi mie-
luummin luoda tilanteita, joissa oppilas voi itse oivaltaa virheensa. Tiedon vilittdmi-
nen puheen ja tekstin avulla vaatii sen, ettd oppilaalla on mielessédédn rakenne, joka
mahdollistaa kdytetyn kielen (luonnollisen kielen vs. matematiikkakielen) ja kisittei-
den ymmirtamisen. Oppilaan ymmarryksen taso vaikuttaa kieleen, jota kadytetddn
eikd péinvastoin. (Copeland, 1970, 15-25.) Jos opettaja opettaa oppilaalle jotain sel-
laista, mink& oppilas olisi itsekin voinut oivaltaa, opettaja riistdd oppilaalta oivaltami-
sen riemun. Vain itse oivaltamalla voi Piagen mukaan syntyi tidydellistd ymmérrysta.
(Sophian, 2004.)

2.3.2 \Vertaisoppiminen

Ohjaavalla aikuisella ei ole Piaget 'n mukaan suurta merkitysti ajattelun rakenteiden
edistdjand. Sen sijaan vertaisryhméisséd kiyty dialogi ja keskustelussa mahdollises-
ti syntyneet ristiriidat ovat tietorakenteiden kehittymisen 1dhtokohtana. Tietoraken-
teet pyrkivit kehittymidn kohti monimutkaisempia ja johdonmukaisempia rakentei-
ta. (Lehtinen ym. 2007, 103—-105.) Kun oppilaat saavat esittdd ideansa ja menettely-
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tapansa ja kun toiset oppilaat saavat ilmaista joko eridvén tai samaa mieltd olevan
kisityksensi asiasta, niin oppilaiden ajattelutaso siirtyy pelkidn oikean vastauksen et-
simisestd korkeammalle tasolle (Leino 2004, 29).

Vertaisoppimisella voi olla pitkdkestoinenkin vaikutus. Luokanopettajaopintoi-
hin tuli valituksi hakija, joka oli valintakokeessa piirtinyt kuukeskeisen maailman-
kuvan. Sama tehtivd oli puoli vuotta myShemmin tentissé, jolloin opiskelija piirsi
aurinkokeskeisen maailmankuvan. Haastatellessani kyseistd opiskelijaa kysyin, mika
oli saanut hanen késityksensd muuttumaan. Opiskelija kertoi ystdvinsd valistaneen
hinté heti valintakokeen jilkeen. (Tuominen, 2011.) Vertaisen kanssa kéyty dialogi
luokkahuoneen ulkopuolella oli tuottanut tédssi toivotun tuloksen.

Monesti ajatellaan, ettd opinnoissaan paremmin edistynyt oppilas voisi toimia tu-
kena heikommin menestyville oppilaalle. Schunkin (1987) tutkimuksen mukaan it-
setunnoltaan heikot oppilaat hakevat mieluiten mallia sellaisilta, omaa tasoaan ldhelld
olevilta oppilailta, jotka ovat jo kyseisen ongelman voittaneet. Oppilaat turvautu-
vat aikuisen malliin vasta sitten, jos vertaisen malli ei tunnu riittdvin luotettavalta.
Osaaminen nidhdédédn voimakkaampana tekijand matkimisessa kuin ikd. Heikot oppi-
laat matkivat mieluummin itsedén nuorempia ja taitavampia kuin oman ikiisidén ja
taidoiltaan heikompia oppilaita. (Schunk, 1987.)

2.4 Havainnollistaminen oppimisen tukena
2.4.1 Konkreettiset valineet oppimisen tukena

Viitostutkimukseni interventio kohdennetaan kolmasluokkalaisiin oppilaisiin, jot-
ka ovat siis noin 9-10-vuotiaita. Piaget 'n mukaan noin 7-12-vuotiaat lapset ovat
konkreettisten operaatioiden vaiheessa. Konkreettiset operaatiot ovat toimintoja, jot-
ka voidaan sisdistdd ja jotka ovat palautettavissa. Esimerkiksi muovailuvahapallo
voidaan jakaa kahdeksi pienemmiksi palloksi ja sitten palauttaa takaisin yhdeksi
suureksi palloksi tai luvun yhdistiminen toiseen lukuun yhteenlaskulla voidaan pa-
lauttaa alkutilanteeseen vidhennyslaskulla. Operaatiolle ominaista on se, ettd jokin
ominaisuus sdilyy, kuten edelld muovailuvahan miird. (Piaget, 1977.) Lapsi saat-
taa pystyi kielellisesti tuottamaan summan 3 + 2 = 5, mutta jos hin ei vield pysty
kdintdmédn operaatiota ja nimedméén ettd 5 = 3 + 2, niin silloin lapsi ei ole vield
sisdistdnyt yhteenlaskuoperaatiota (Copeland, 1970, 15-25). Operaatioita kutsutaan
konkreettisiksi siksi, etti ne kohdistuvat suoraan esineisiin ja niiden yhdistelmiin,
niiden suhteisiin tai niiden lukumiiriin (Piaget, 1977).

Konkreettisten operaatioiden vaiheessa lapsi omaksuu ideoita hyddyntiden kon-
kreettisia esineitd tai materiaaleja kuten muovailuvahaa. Aluksi oppilas on tdysin
kiinni konkretiassa ja toiminnassa itse toimien, mutta pikkuhiljaa hidn pystyy te-
kemaéin yleistyksid ja ndin luomaan mielikuvia. Mielikuvien avulla hin pystyy jatti-
maiin konkreettisten vilineiden kdyton viliin, koska hin tietdéd jo miten tehtdvassi
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tulisi kdymidn. Kun hinen tulkintansa ja yleistyksensd ovat toistuvasti oikein, on
siirrytty konkreettisten operaatioiden tasolta formaalien operaatioiden tasolle (Co-
peland, 1970, 15-25). Esimerkiksi toisella luokalla oleva oppilas oli jo tutustunut
murtokakkupaloihin, mutta samannimisten murtolukujen yhteen- ja vidhennyslasku
olivat vield hiinelle tdysin tuntemattomia asioita. Kun murtokakkupalojen avulla mal-
lintaen laskettiin muutamia symbolimuodossa esitettyjd yhteenlaskuja kuten % + %
ja % + é, oppilas hetken kuluttua ilmoitti, ettei hdnen tarvitse enidi mallintaa paloilla,
koska hin tietdd jo vastauksen. (Opetuskeskustelu, 2012.) Oppilas oli lyhyen kon-
kreettisten operaatioiden vaiheen jilkeen siirtynyt formaalien operaatioiden tasolle
samannimisten murtolukujen yhteenlaskun osalta.

Mallit luovat sillan arjessa havaittujen asioiden ja ilmididen eli informaalin tie-
don ja opetuksessa saadun formaalin tiedon vélille. Havainnollistavien mallien tu-
lee olla seka riittdvédn konkreettisia, jotta ne voidaan liittdd todelliseen tai kuvitel-
tuun tilanteeseen ja toisaalta niiden tulee olla riittdvin joustavia, jotta niitd voidaan
hyodyntédd edistyneemmélld ja yleisemmilld tasolla (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).
Havainnollistamisvilineiden kdyton tavoitteena on siis konkretisoida abstrakteja ksit-
teitd. Interventioissa on hyodynnetty esimerkiksi kuvaa mehukannusta, lattialle ase-
tettua lukusuoraa ja lautapelejd (Moss & Case, 1999), konkreettisia murtolukumalle-
ja (Cramer, Post & delMas, 2002) ja Cuisenaire-sauvoja, paperin taittelua ja nappu-
loita (Behr, Wachsmut, Post & Lesh, 1984).

Yleinen késitys on, ettd lapset oppivat paremmin, kun he saavat kiyttda itsel-
leen mieluisinta strategiaa. Cramerin ja Wybergin (2009) mukaan opetusvélineet ovat
keino tukea oppimista oppilaalle mielekk&élld tavalla. Kiyttaessddn konkreettisia
viélineitd oppilas muodostaa niiden avulla itselleen uusia késitteitd ja samalla myos
uusia mielikuvia, jotka jatkossa tukevat oppilasta myds symbolitasolle siirryttdessi.
Konkreettiset vilineet mahdollistavat paitsi erilaisten ratkaisujen keksimisen myos
kasitteellisesti kehittyneempien strategioiden kédyton (Manches & O "Malley, 2016).
Jokaisella vilineelld on kuitenkin omat hyvit puolensa ja rajoitteensa, kadyttdmalld
erilaisia vilineitd mahdollistetaan laajemman mielikuvan muodostuminen opittavas-
ta késitteestd. Cramer ja Wyberg (2009) laativat tarkistuslistan, joka opettajan olisi
hyvai pitdd mielessdédn valitessaan vélinettd murtolukujen havainnollistamiseen: Tu-
keeko viline oikeiden mielikuvien syntyi ja auttaako viline murtolukujen suuruu-
den arvioinnissa? Tukeeko viline tarvetta yhteisen nimittdjan 16ytdmiseksi yhteen- ja
vihennyslaskuproseduureissa vai olettaako se asian jo ymmairretyksi? Onko vilineelld
helppo havainnollistaa yhteen- ja vihennyslaskua? Tukeeko viline virheellisten las-
kuproseduurien kdytt6d? Pystyyko oppilas nikemiin yhteyden konreettisella vélineelld
suoritetun ja symboleilla suoritetun laskun valilld?

Opetuksessa kiytetddn niin sanottua CRA-jérjestystd, jossa késitteen oppiminen
tapahtuu konkreettisten vélineiden (C) ja eri representaatioiden (R) avulla lopulta ab-
straktiin (A) muotoon. Butler, Miller, Crehan, Babbitt ja Pierce (2003) tutkivat siti,
miki vaikutus oppilaiden osaamiseen on silld, ettd konkreettinen vaihe jitetdédn pois
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ja opetetaankin suoraan visualisoinneista abstraktiin (RA). CRA-jérjestystd noudattu-
nut ryhma sai korkeampia tuloksia kuin RA-jérjestystd noudattanut ryhma, mutta ero
oli tilastollisesti merkitsevd ainoastaan ekvivalenttien murtolukujen kohdalla. Kon-
kreettinen vertailu vélineiden avulla ndyttéisi olevan siis oppilaille hyodyllistd. Kum-
mankin ryhmin suoritusta verrattiin lisdksi murtoluvut hyvin hallitsevien oppilaiden
suoritukseen. Kumpikin ryhmi, CRA ja RA, olivat parantaneet suoritustaan jopa niin
paljon, ettd ne olivat saavuttaneet hyvin osaavat oppilaat.

My®s tietokoneohjelma voi toimia "konkreettisena’ vilineend (Clements, 1999).
Kun oppilaat ohjelmoivat tietokoneohjelmalla esimerkiksi Logo-kilpikonnan piirta-
maiin tietokonendytolle nelion, niin he joutuvat formuloimaan toimintansa matema-
titkkan kielelle. Niin toimien oppilaat harjoittelevat enemmaén tdsmillistd ilmaisua
kuin oppilaat, jotka piirtidvit nelion esimerkiksi viivoittimen avulla. Clements listaa
hyvién opetusvilineen piirteitd seuraavasti: Viline on oppijalle merkityksellinen ja
antaa tukea. Viline ei rajaudu vain yhden asian opettamiseen vaan se on joustava,
jolloin sitd voidaan kéyttdd eri yhteyksissd. Viline kuvaa oikein oleellisia matemaat-
tisia piirteitd ja mahdollistaa yhteyksien luomisen esimerkiksi késitteen eri esitys-
muotojen vililld. Sanalla sanoen viline toimii tiedon katalyyttind. (Clements, 1999.)

Sieglerin (2003) mukaan kehittymittomat strategiat, esimerkiksi sormilla laske-
minen, korvautuvat elegantimmilla strategioilla siind vaiheessa, kun oppilaalla on
tarpeeksi tietoa vastatakseen tehtdvain kdyttamatta alkeellista strategiaa. Konkreetti-
set apuvilineet auttavat oikean mielikuvan muodostamisessa. Vilineiden puuttuessa
oppilas voi tarvittaessa vaikka piirtdd annetusta luvusta kuviomallin. Kun oppilas
pystyy mielessdin visualisoimaan vastineen luvulle %, ei hdnen enii tarvitse kiyttdd
konkreettisia vélineitd tai piirroksia, silld hidn on siirtynyt jo abstraktin ajattelun vai-
heeseen (Bruner, 1966, 11).

2.4.2 Ulkoiset representaatiot matemaattisten tehtavien ratkai-
sun tukena

Matematiikan kédyttamit eri esitysmuodot, representaatiot voidaan jakaa sisdisiin ja
ulkoisiin representaatioihin. Sisdisilld representaatioilla tarkoitetaan henkiléon muo-
dostamia mielikuvia ja ulkoisilla representaatioilla aistein havaittavia representaa-
tioita, kuten konkreettisia malleja, kuvia, kuvioita yms. Schnotzin (2002) mukaan
representaatiot voidaan luokitella kahteen luokkaan kuvaileviin (descriptive) ja ku-
vallisiin (depictive). Ensimmdiinen koostuu symboleista, joilla on selked rakenne,
merkitys ja totuttu kéyttotapa kuten matemaattisilla teksteilld, yhtiloilld jne. Kuval-
linen representaatio puolestaan siséltdd graafeja, kuvia tai piirroksia, joilla on kon-
tekstissaan selked merkitys konkreettisella tai abstraktilla tasolla. Behrin ym. (1983)
mukaan ulkoinen representaatio mahdollistaa oppilaan oman mielikuvan vertaami-
sen ulkoiseen representaatioon, miki saattaa kehittdd oppilaan mielikuvaa késitteesti
yleisempiin suuntaan. Ulkoiset representaatiot voivat vihentdd tyomuistin kuormi-
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tusta ja muokata tehtidvén informaation yksinkertaisempaan ja helpommin ldhestytta-
viampadn muotoon. Jos jotain opetusvilinettd tai kuvallista mallia kdytetddn toistu-
vasti tietyn kisitteen havainnollistamiseen, saattaa timé kuitenkin heikentdd oppi-
laan kykyd kayttdd vilinettd uudessa tilanteessa. Opetusvélineiden ja havainnollis-
tavien kuvien tulisi siis olla monipuolisia, toisistaan selkedsti poikkeavia ja sellai-
sia, jotka korostavat opittavan kisitteen kannalta oleellisia kohtia. Niin oppilas saa
kisitteestd mahdollisimman monipuolisen kuvan. Opettajan olisi hyvi aloittaa ope-
tuksensa mahdollisimman konkreettisella vilineelld, joka on yksinkertainen ja jo-
ka mahdollistaa tukeutumisen oppilaiden intuitioon. Tutkijat havaitsivat, ettd pelkkd
vilineen kaytto ei vield taannut oppimista. Kun oppilas sanoitti toimintaansa joko
opettajalle tai vertaiselleen etsien eroja ja yhtildisyyksid vilineen avulla, oli oppimi-
nen tehokkaampaa kuin ilman sanoitusta. (Behr ym., 1983.)

Ulkoiset reprensentaatiot voidaan luokitella sen mukaan, miten ne tukevat tehta-
vin ratkaisua. Behr ym. (1983) jakavat havainnollistavat kuvat ensin kahteen paéryh-
miin johdonmukaisiin ja epdjohdonmukaisiin. Johdonmukaiset kuvat ovat joko he-
ti valmiita hyddynnettdviksi tai keskenerdisid, jolloin oppilaan tulee itse tdydentda
kuvaa, tai irrelevantteja, jolloin oppilaan tulee ohittaa kuvan antama informaatio
ja muokata itse kuvaa tarkoituksenmukaiseksi. Epdjohdonmukaisia kuvia oppilas ei
pysty hyodyntiméin tehtdvin ratkaisussa. Jos kuva ei tue tehtidvién ratkaisua, oppilas
kayttdd tehtidvin ratkaisun apuna jotain muuta representaatiota, esimerkiksi symbo-
leja.

Matemaattisen kisitteen hallitakseen tulee henkilon tunnistaa kisitteen represen-
taatio, pystyd muokkaamaan representaatiota esimerkiksi laskuproseduurien avul-
la tai kuvaa vérittimalld ja muuntamaan representaatio toiseksi niin, ettd edelleen
kumpikin representaatio tarkoittaa samaa matemaattista asiaa. Sujuva liikkuminen
eri representaatioiden vililld ja toimiminen saman representaation siséilld ovat edel-
Iytyksend matemaattisesti joustavalle ajattelulle. (Deliyanni, Gagatsis, Elia & Pa-
naoura, 2014.) Representaatioiden vililld liikkkuminen ei vilttimattd auta kaikkia
oppilaita samalla tavoin. Panaouran ym. (2009) tutkimus toi esiin, ettd matemaat-
tisesti heikommin suoriutuvat oppilaat eivit uskoneet omiin kykyihinsd hyddyntaa
murtolukujen eri representaatioita, koska he eivit mielestdén osanneet kéyttdaa niitd
riittdvén joustavasti ja sujuvasti (Panaoura, Gagatsis, Deliyianni & Elia, 2009).

Elia, Gagatsis ja Demetriou (2007) vertailivat sanallisen kuvauksen, informatii-
visen kuvan, kuvituskuvan ja lukusuoran roolia yhteenlaskun yhteydessi. Ne kypros-
laiset 1. ja 3. luokan oppilaat, jotka olivat saaneet tehtivén tueksi informatiivisen ku-
van, parjisivit kaikkein heikoimmin. Tdmén ajatellaan johtuvan siitd, ettd oppilaiden
on vaikea yhdistdi informaatiota useasta ldhteesti: tehtdvinannosta ja kuvasta. Vas-
taavasti Csikos, Szitdnyi ja Kelemen (2012) tutkivat unkarilaisten kolmasluokkalais-
ten kanssa, onko piirrosten kdyttdmiselld sanallisten tehtdvien ratkaisussa vaikutus-
ta tehtiivien ratkeamiseen, aritmeettiseen osaamiseen ja oppilaiden asenteisiin. Tu-
lokset olivat positiiviset, interventioryhmén oppilaiden osaaminen parani sanallisten
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tehtdvien osalta, mutta my0Os oppilaiden aritmeettinen osaaminen kehittyi. Kontrol-
liryhmai oli alkutestissd hieman interventioryhméaa parempi, mutta jalkimittauksessa
eroa ei endd ollut. Interventioryhmén oppilaat olivat myds taipuvaisempia hyviksy-
miin ajatuksen, ettd sopiva piirros tukee sanallisen tehtdvin ratkaisemista. Mate-
maattisissa ongelmanratkaisutehtiivissa piirrosten aktiivinen hyddyntdminen voi joh-
taa aluksi sisdiseen ristiriitaan, miki taas voi olla merkityksellinen ja hyodyllinen
tehtdvin ratkaisun kannalta (Elia & Philippou, 2004).

Van Meter, Aleksic, Schwartz ja Garner (2005) tutkivat, miten piirtiminen ja
tuettu piirtiminen lisdkuvituksen ja tarkentavien kysymysten avulla vaikutti suoriu-
tumiseen verrattuna ei-piirtdjiin, joilla oli sama lisdkuvitus tukenaan. Tutkimuksessa
tutkittiin neljdsluokkalaisia ja kuudesluokkalaisia, jotta néhtiisiin, olisiko idlld vai-
kutusta suoriutumiseen. Aluksi oppilaiden alkutiedot testattiin useasta eri teemasta.
Linnun siiven rakenne valikoitui tutkimustekstiksi, koska oppilaiden alkutiedoissa ei
ollut havaittavia eroja eri ikédluokkien vililld. Tuloksena havaittiin, ettd ne oppilaat,
joita kehotettiin piirtimédan menestyivit paremmin ongelmanratkaisutehtdvissd kuin
ne oppilaat, jotka eivit itse piirtdneet kuvaa. Ero oli suurempi kuudesluokkalaisten
kohdalla, joten oppilaan ika voi vaikuttaa piirroksesta saatavaan hyotyyn. Monivalin-
tatehtédvissa ei havaittu eroja eri ryhmien vilill4, ei edes ikdluokkien vélilld. Tutkimus
osoitti, ettd piirroksen tekeminen oli tehokkaampaa oppimisen kannalta kuin kuvi-
tuskuvien tarkastelu. Kaikkein parhaiten menestyivit oppilaat, jotka piirsivét, heilld
oli kuvituskuvat vertailukohtina ja heille esitettiin tarkentavia kysymyksié. Tarkenta-
vat kysymykset mahdollistivat vertailun tekemisen oman piirroksen ja kuvituskuvan
vélilld ja mahdollisten virheiden huomaamisen. (van Meter ym., 2005.)

2.5 Kasitteellinen muutos

Vosniadoun, Vamvakoussin ja Skopelitin (2008) mukaan kdsitteellisen muutoksen
teorian juuret ovat 10ydettdvissd Kuhnin (1962) teoksesta The Structure of Scientific
Revolution. Kuhnin mukaan tiede toimii yhteisten uskomusten, olettamusten, sitou-
muksien ja toimintamallien pohjalta, jotka yhdessd muodostavat paradigman. Kun
tieteen teoria muuttuu uusien loytdjen myotéd, samalla teorian sisdltamat késitteetkin
voivat muuttaa merkitystédén ja tulee tarve kisitteelliselle muutokselle. Esimerkiksi
ihmisten késitys Aurinkokunnan rakenteesta on muuttunut vuosisatojen aikana maa-
keskeisestd aurinkokeskeiseksi. Lasten kisitys Maasta ja sen paikasta Aurinkokun-
nassa kehittyy kuitenkin pitkilti samalla tavalla kuin fysiikan historia on kehittynyt:
aluksi Maa ajatellaan kiekkomaisena maana, jonka péilld ihmiset ovat, sitten pallo-
na, jonka pinnalla ihmiset ovat ja lopulta avaruuden kappaleena, planeetta Maana,
joka kiertdd Aurinkoa (Vosniadou, 1994).

Chi (2008) jakaa kisitteellisen muutoksen kolmeen eri kategoriaan: uskomus
muuttuu, mielikuva muuttuu tai luokittelukategoria muuttuu. Esimerkiksi, kun va-
las osataan luokitella nisikkiisiin kalojen sijaan, ymmarretdin paremmin, ettei ran-
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taan ajatunut valas tukehdu. Kisitteellistd muutosta voidaan tulkita my6s laajemmin
niin, ettd silld tarkoitetaan kaikkia niitd késitteellisid muutoksia, joita tapahtuu op-
pimisprosessin aikana (Vosniadou ym., 2008). Tieteelliset késitteelliset oivallukset
ja muutokset syntyvit jatkuvassa prosessissa mallin hahmottelemisen, arvioinnin ja
muokkaamisen tuloksena. Vilimallit eivit toimi ainoastaan uuden luomisen apuna,
vaan niiden kautta paistdin tyostamiin uutta, parempaa mallia (Nersessian, 2008).

Kisitteellisen muutoksen teorian mukaan oppilaan aikaisempi tietimys siitelee
ratkaisevasti uuden oppimista. Teoriassa analysoidaan aikaisemman ja uuden tiedon
vilistd suhdetta ja etsitdin selityksid mahdollisten oppimisvaikeuksien ja véaarinkisi-
tysten synnylle. Kun uutta kisitettd opitaan, ldhtétilanne voi olla ainakin kolmen-
lainen: 1) oppilas ei tiedd mitdéin uudesta kisitteestd, mutta tietdd jotain aiheeseen
liittyvistd asiasta. Télloin oppiminen tapahtuu liittimalld uusi késite aikaisempaan
tietoon. 2) Oppilas saattaa tietdd jo jotain uudesta késitteestd, mutta tieto on joten-
kin vaillinainen. Oppimista voidaan saavuttaa tdyttaméalld puuttuvat tietoaukot. Kum-
massakin edelld kuvatussa tapauksessa tapahtuu aikaisemman tiedon rikastaminen.
3) Kolmannessa tapauksessa on kyse késitteellisestd muutoksesta. Tillaisessa tilan-
teessa aikaisempi virheellinen tieto on ristiriidassa uuden, oikean tuntuisen tiedon
kanssa. Téllon uuden oppiminen ei tapahdu yksinkertaisesti liittimaélld uusi tiedon-
jyvé aikaisempaan tietorakenteeseen tai tietoaukkoja tdyttdmalld, vaan oppijan tulee
muuttaa virhekésitystddn oikeaan suuntaan. (Chi, 2008.) Kisitteellistd muutosta voi
syntyd, jos seuraavat ehdot tayttyvit: 1) oppijan olemassa olevat késitteet eivit riitid
selittimédn ilmi6td, 2) on olemassa uusi késite, joka on ymmairrettivi, 3) uusi késite
on vakuuttavan tuntuinen ja selitysvoimaltaan vahvempi kuin aikaisempi késitys ja
4) uusi késite avaa uusia mahdollisuuksia ja nikokulmia (Vosniadou ym., 2008, Xiv).

Aikaisemmin on ajateltu, ettd kisitteellinen muutos syntyisi nopeasti kognitiivi-
sen ristiriidan seurauksena, mutta tutkimukset ovat kuitenkin osoittaneet, ettd késit-
teellinen muutos on maltillinen ja hidas prosessi (Vosniadoun ym., 2008, xvi). Jos
oppija kokee uuden asian olevan ristiriidassa aikaisemman tietorakenteensa kanssa,
saattaa oppija tallentaa uuden tiedon erilliseksi tietosaarekkeeksi, irrallaan muusta
tietorakenteesta. (Lehtinen ym., 2007, 133.) Niin tietorakenteesta tulee pirstaleinen,
[fragmentoitunut. Oppilaan tulee olla tietoinen virheellisestd ajattelustaan ja hénelle
tulee luoda farve ajatuksensa muuttamiseen. Jos uusi tieto selittdi tutkittavaa ilmioti
paremmin kuin oppilaan aikaisempi tieto, on uuden késitteen selityskyky voimak-
kaampi ja siten oppijalle kannattava oppia. Hyvin organisoitunut ja merkityksellinen
tieto sdilyy pitkikestoisessa muistissa paremmin kuin irralliseksi jaavit tiedonmurut
(Lehtinen ym., 2007, 271).

Oppilaiden aikaisemmat késitykset ja virhekisitykset vaikuttavat uuden asian op-
pimiseen. Chin (1992) mukaan osa virhekisityksistd voidaan oikaista sopivalla ope-
tuksella, jossa virhekdsitys torméytetdin sopivilla tehtdvilld. Virhekdsitys voidaan
ndhdi kehitysvaiheena kohti oikeaa késitettd. Osa virhekésityksistd on kuitenkin eri-
tyisen kestévid, jos oppilas ei koe tai ei huomaa tarvetta muuttaa oma késitystdin.
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Esimerkiksi samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa oppilaan intuitiivinen toi-
mintatapa laskea osoittajat keskendidn yhteen ja nimittdjat keskenddn yhteen toimii
osittain oikein, ainoastaan osoittajat tulee laskea yhteen ja nimittéjad tulee sailyttdd
samana. Oppilas voi siis nojautua intuitioonsa eiké oppilaalle tule tarvetta muuttaa
kisitystddn murtolukujen vélisestid yhteenlaskusta. Ongelma tulee esille viimeistiin
erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennylaskun kohdalla.

Merenluoto ja Lehtinen (2004a) korostavat, ettd késitteellistd muutosta voi syn-
tyd, jos oppija hallitsee opeteltavan késitteen tai ilmion kannalta riittivin miirin
aikaisempaa tietoa ja oppijalla on herkkyyttd ja taipumusta havaita uuden kisitteen
mukanaan tuomat uudet piirteet. Lisdksi oppijan tulee olla riittdvin motivoitunut
kestddkseen uuden kisitteen mukana tulleen ristiriidan ja epamiirdisyyden ja luot-
tavainen, ettd kisitteellinen ristiriita lopulta ratkeaa. Kisitteellistd muutosta ei syn-
ny, jos oppija ei tiedosta uuden kisitteen oleellisia piirteitd, vaan liian itsevarmana
ohittaa ne ja pelkistdin rikastaa aikaisempaa tietorakennettaan uudella kisitteelld.
Kasitteellistd muutosta ei myOskiin synny, jos oppija vaatimattomin pohjatiedoin
ohittaa oleelliset piirteet uudessa késitteessd ja tukeutuu sen sijaan tuttuihin piirtei-
siin. Jos oppija on kisitteeseen nihden liian itsevarma, hinen herkkyytensd havaita
uusia piirteitd laskee ja hin nojaa varhaisempien kisitteiden tai tuttujen piirteiden va-
raan suoriutuessaan tehtivistd. Jos halutaan saada aikaiseksi kisitteellistd muutosta,
tulee huomioida oppilaan aikaisempi oikea tieto ja se, kuinka korkea kisitteellinen
hyppy aiemmasta tiedosta on uuteen asiaan. (Merenluoto & Lehtinen, 2004a.)

2.5.1 Systemaattisten virheiden tunnistaminen

Oppimista tapahtuu ymmérryksen kautta, mutta jos proseduurit opitaan ilman ymmér-
rystd, ne ovat alttiita systemaattisille virheille (Hallett, Nunes & Bryant, 2010). Osa
oppilaista ei vilttdmaittd oivalla oleellisia periaatteita, jotka sisiltyvit laskuproseduu-
reihin tai he oivaltavat periaatteet, mutta he eivit osaa yhdistdd niitd oikeaan pro-
seduuriin. Erityisen paljon virhekasityksid on murtolukujen suuruusvertailu- ja las-
kutehtivissd ja algebrallisissa yhtidloissd. (Siegler, 2003.) On siis mahdollista, ettd
merkintdjen ja proseduurien ylikorostaminen tapahtuu késitteellisen ymmaéartdmisen
kustannuksella, eikd merkintdjen virheettdmyys takaakaan késitteen ymméartamistd
(Merenluoto, 2009). Gabrielin, Cochén, Szucsin, Caretten, Reyn ja Contentin (2013)
tutkimus osoitti, ettd oppilaiden kisitteellisen tiedon puute voi paljastua systemaat-
tisina virheind. Oppilaat, joilla oppiminen on ollut puutteellista, kehittelevit virheel-
lisid proseduureja, jotka tuottavat systemaattisesti virheellisen tuloksen. Opettajan
kannattaa ndhdd ndméd systemaattiset virheet kuitenkin mahdollisuutena, silld nii-
den systemaattisuus paljastaa oppimatta jiineen késitteen. (Siegler, 2003.) Kun vir-
hekdsitys saadaan oikaistua lisddmalla kisitteellistd tietoa, oppilaan kdyttima prose-
duurikin saattaa korjaantua. Tutkijat kehottavatkin hyodyntdmiin konkreettisia ma-
teriaaleja opetuksessa kisitteellisen tiedon lisddmiseksi. (Gabriel ym., 2013.)
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2.5.2 Kasitteellinen muutos lukukasitteessa

Kisitteellinen muutos on vilttiméton matematiikan oppimisessa. Oppilaan lukukisite
on alkanut kehittyé jo kauan ennen kouluopetuksen alkua. Lapset pystyvit péittele-
miin annetun joukon alkioiden lukuméérén luettelemalla, he pystyvit pditteleméén
vastauksia uusissa tilanteissa, huomaamaan virheitd muiden péittelyissd ja keksimédédn
laskualgoritmeja pienilld luvuilla laskettaessa. Merenluoto ja Lehtinen (2004b) esitté-
vit, ettd lukujen kehysteoria pohjaa lukujen diskreettisyysolettamukseen lukujen eril-
lisyydestda. Luonnollisten lukujen luetteleminen lukumiirdn selvittdmiseksi tukee
diskreettisyysajatusta ja formaali opetus edelleen vahvistaa késitystd diskreettisista
luvuista koulun ensimmiaisilld luokilla. Luonnollisiin lukuihin perustuva késitys lu-
vuista kuitenkin haittaa osaltaan rationaalilukujen oppimista ja ymmartdmistd. Ra-
tionaalilukukdsitteen syvempi ymmértiminen vaatii lukukisitteen uudelleen muok-
kaamista ja irtautumista diskreettisyysolettamuksesta eli késitteellistd muutosta.

Tutkimusten mukaan oppilaat muokkaavat lukukdsitystddn rikastamalla uusia
elementtejd jo olemassa olevaan tietorakenteeseen. Tami aiheuttaa tietorakentees-
sa epdjohdonmukaisuutta ja ristiriitoja ja luo otollisen maaperin synteettisten mallien
muodostumiselle. Synteettinen malli syntyy, kun oppija yrittdaa uutta tietoa muokkaa-
malla yhdistdd sen paremmin omaan kehysmalliinsa sopivaksi. Yksi téllainen syn-
teettinen malli on esimerkiksi se, ettd oppilas ajattelee kokonaisluvut, desimaaliluvut
ja murtoluvut toisistaan irrallisina lukujoukkoina. (Vosniadou ym., 2008.)
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3 Matemaattisen tiedon eri luonteet

3.1 Kasitteellinen tieto ja proseduraalinen tieto

Hiebert ja Lefevre (1986, 3—4) erottavat matemaattisesta tiedosta kaksi ilmenemis-
muotoa: kdsitteellinen tieto (conceptual knowledge) ja proseduraalinen tieto (proce-
dural knowledge). Haapasalo (1994) lisdd kolmanneksi vield teoreematiedon (theo-
rems), mutta koska teoreemat liittyvit enemménkin edistyneempéddn matematiikkaan
kuin alakoulun matematiikkaan, niin teoreematietoa ei tissé yhteydessi kisitelld tar-
kemmin. Neljis tiedon muoto on informaalitieto, joka nojaa omiin havaintoihin ja
kokemuksiin eli oppilaan arkitietoon. Informaalioppiminen poikkeaa formaalista op-
pimisesta siind, ettd informaalia oppimista ei tunnusteta symbolisesti ja rituaalisesti
kuten formaalia oppimista. Formaalioppiminen on tarkoituksellista, kun taas infor-
maalioppiminen on tahatonta (Heikkinen, Kiilakoski, Huttunen, Kaukko & Kemmis,
2018).

(b) (c)

Kuva 2. Kasitteellisen tiedon kehittymismekanismeja

Kiisitteellinen tieto on tietorakennelma, joka muodostuu toisiinsa linkittyneistd
tietoyksikoistd. Késitteellinen tieto kehittyy niin, ettd jo olemassa olevien tietoyk-
sikodiden vilille syntyy uusi linkki (Kuva 2a). Aikaisemmin erillisiltd ndyttivien késit-
teiden vilillda huomataankin olevan yhteys ja tapahtuu oivaltaminen. Kisitteellinen
tieto voi kehittyd myds niin, ettd jo olemassa olevaan tietorakennelmaan lisétdén uusi,
juuri opittu tietoyksikkd (Kuva 2b). Piaget puhuu tiedon sulauttamisesta olemassa
olevaan tietorakenteeseen, jolloin uudesta tiedosta tulee osa tietorakennetta. Tieto-
rakenne voi kehittyd myos vaaridn tiedon tai linkin poistamisen kautta (Kuva 2c).
(Hiebert & Lefevre, 1986, 3—4.) Oppilas saattaa esimerkiksi hallita hyvin laskupro-
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seduurit erikseen desimaaliluvuilla ja murtoluvuilla, mutta oppilas ei osaa yhdistdd
nditd kahta taitoa. Késitteitd yhdistidva linkki puuttuu. Laskutehtdva 0,3 + % saattaa
olla oppilaalle aluksi mahdoton, kunnes oppilas ymmartidd murtolukujen ja desimaa-
lilukujen vilisen yhteyden, jolloin hin pystyy laskemaan annetun tehtivén.

Haapasalon (1994) mukaan kisitteen muodostuminen koostuu viidesti vaihees-
ta: orientaatio, mddritelmd, tunnistaminen, tuottaminen ja vahvistaminen. Orientaa-
tiovaiheessa tutustutaan kisitteen aihepiiriin. Médritelmévaiheessa oppilas yrittid ra-
kentaa mieleensd kisitteen oleelliset tunnusmerkit. Tunnistamisvaiheessa oppilaille
tulee luoda mahdollisuuksia tunnistaa kdsitteen ominaisuuksia eri muodoissa: sa-
nallisessa, symbolisessa ja graafisessa muodossa. Seki orientaatio ettd mééritelmén
muodostaminen vaativat oppilaalta luovaa ajattelua ja tuottavaa tyoskentelyd. Haa-
pasalon mukaan erityisesti tunnistamisvaihe on keskeisessa roolissa késitteen muo-
dostumiselle. Késitteen muodostamisessa havaittiin ongelmia, jos tunnistamisvaihe
sivuutettiin tai se oli siirretty tuottamisvaiheen jilkeen. Télloin oppilaiden tulokset
olivat merkittdvasti heikommat ja heididn suhtautumisensa oppimiseen negatiivisem-
pi kuin oppilailla, jotka olivat kdyneet l4pi tunnistusvaiheen tutkijoiden mielesti oi-
keassa kohdassa. Mielenkiintoinen havainto oli se, ettd tuottamisvaiheen ohittaminen
ei aiheuttanut tilastollisesti merkitsevéa eroa oppilaiden suoriutumisessa.

Proseduraalisen tiedon voidaan ajatella koostuvan kahdesta osasta. Ensimmaéinen
osa koostuu matematiikan kielestd: symboleista ja syntaksista eli kuinka matemaat-
tista tekstid on tapana kirjoittaa. Oppilas tunnistaa esimerkiksi, ettd symboli % tar-
koittaa puolta jostakin ja ettd laskutehtivd 2 + ___ = 6 on syntaksin mukainen, kun
taas tehtdvd 28+ = ___50 ei ole syntaksin mukainen. Toisen osan muodostavat eri-
laiset sddnnot ja laskualgoritmit, eli kuinka matemaattisilla merkeilld operoidaan.
Oleellista proseduraalisessa tiedossa on se, ettd operaatioilla on oma jirjestyksensa,
jossa eri vaiheita suoritetaan. (Hiebert & Lefevre, 1986, 6.) (Kuva 3).

o Qoo

Kuva 3. Proseduuri tapahtuu tietyssé jarjestyksessa.

Suurin ero kisitteellisen ja proseduraalisen tiedon vililld on se, ettd proseduraa-
lisen tiedon kautta saatu ’tieto’ saadaan prosessin lopputuotteena. Kisitteellisessd
tiedossa ’tieto’ kytkeytyy ja nivoutuu moniin muihin tietoyksikéihin ilman erityisti
jarjestystd. (Hiebert & Lefevre, 1986, 6—8.) Opetussuunnitelmissa korostuu kuiten-
kin proseduurien hallinta ja timéi saattaa olla syyni heikolle kisitteelliselle hallin-
nalle (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983). Molempia tiedon muotoja tarvitaan. Ballin
(1990a, 1990b) tutkimusten mukaan monet tulevat opettajat hallitsevat virheettomaisti
proseduurit, mutta he eivit osaa sanoa, onko vastauksen suuruusluokka jiarkevi, tai
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selittdd, mitd opittu proseduuri merkitsee. Murtolukujen vilinen jakolasku on téstid
hyvi esimerkki. Ei riitéd, ettd opettaja itse osaa suorittaa laskutoimituksen virheetto-
mdsti, hdnen tulisi lisdksi pystyd perustelemaan proseduurin eri vaiheet ja sen, miti
laskussa tapahtuu. Voidaan siis sanoa, ettd hallitakseen ja ymmartddkseen matema-
tiikkkaa, oppilaan tulee hallita sekéd kisitteet ettd proseduurit (Hallett, Nunes, Bryant
& Thorpe, 2012).

Haapasalon ja Kadijevichin (2000) mukaan se, onko tieto proseduraalista vai-
ko kisitteellistd, on jo sindnsi tdysin yksilostd, aihepiiristi ja kontekstista riippuvaa.
Proseduraalinen tieto hyodyntdd automatisoituneita, tiedostamattomia vaiheita, kun
taas kisitteellinen tieto vaatii tietoista ajattelua. Oppilas saattaa esimerkiksi yhdistaa
kaksi laskusiéntdd ja saada oikean vastauksen kuitenkaan ymmartimattd, miksi las-
kusddnnot toimivat. (Haapasalo & Kadijevich, 2000.) Esimerkiksi murtolukujen ja-
kolaskutehtivissd oppilaat tuottavat seuraavia tarpeettoman pitkii ratkaisuja:

1.1 _2.1_2.4_8_9

2°47 12372171

Ratkaisija on erinimiset murtoluvut ndhdessiin laventanut ne ensin samannimisiksi,
mikd on tdysin oikea proseduuri erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskus-
sa. Murtolukujen jakolaskussa laventaminen samannimisiksi on kuitenkin tdysin tur-
ha vaihe. Kisitteelliseen tietoonsa nojautuen laskija voisi miettid, kuinka monta ker-
taa neljdsosa sisdltyy puolikkaaseen ja siten piityéd suoraan vastaukseen "kaksi’ kdyt-
tamaittd jakolaskuproseduuria. Matematiikan oppikirjoissa murtoluvun jakolasku ope-
tetaan usein uutena asiana, eikd sitd linkitetd aiemmin opittuun luonnollisten lukujen
jakolaskuun. Fi siis ole ihme, ettd murtolukujen jakolasku jdid ulkoaopittujen pro-
seduurien varaan ja monesti ymmartamattd (Ball, 1990b). Useimmat aikuisistakaan
eivit osaa selittdd miksi murtolukujen vilisessi jakolaskussa jakamisen sijaan kerro-
taankin jakajan kdénteisluvulla (Cramer & Wyberg, 2009).

Jon R. Starin (2005) mukaan tutkijat ovat viimeisen kymmenen vuoden aika-
na keskittyneet 1dhinni késitteellisen tiedon tutkimiseen ja jéttidneet proseduraalisen
tiedon tutkimisen vihemmialle. Tarkasteltaessa kahtatoista interventiotutkimusta, jot-
ka on julkaistu vuosina 2012-2017, tutkimuksista kahdeksan keskittyi kisitteellisen
tiedon oppimiseen (Roesslein & Codding, 2019). Ehké proseduurien hallintaa ei ole
pidetty endé tarpeellisena, koska teknologia pystyy tekeméiin paljon puolestamme.
Esimerkiksi laskin muuntaa annetun murtoluvun desimaaliluvuksi vain yhdelld na-
pin painalluksella. Starin (2005) mukaan proseduraalinen tieto tulisi mééritelld uu-
delleen. Hiebertin ja Lefevren (1986) antama méiéritelmi proseduraaliselle tiedolle
ei huomioi sitd, onko proseduraalinen tieto ulkoaopittua ja pinnallista vai pitddakod
se sisdllddn kytkoksid muihin tietoyksikoihin. Kytkoksida hyodyntéden laskija pystyi-
si navigoimaan mielessddn ja miettimiin, mikid ldhestymistapa ja menetelmi sopisi
kulloiseenkin tilanteeseen parhaiten. Star jakaa matemaattisen tiedon nelikenttdin,
jossa ensimmaéinen ulottuvuus on tiedon tyyppi (proseduraalinen, kisitteellinen) ja
toinen ulottuvuus on tiedon laatu (pinnallinen, syvéllinen). Késitteellinen tieto sisdltdi
kytkoksid tietoyksikdiden vililld, joten se katsotaan syvilliseksi tiedoksi. Oppilaiden
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hy6dyntdméi prosenduraalinen tieto on taas usein pinnallista. Oppilas toistaa mekaa-
nisesti ulkoa oppimansa proseduurin ja ratkaisee tehtdvén standardimenetelmalld,
pystyméittd ehkd hyddyntdmédidn aiemmin oppimaansa tissid uudessa tilanteessa. Mitd
olisi siis proseduraalinen ja syvillinen tieto? Téllainen tieto olisi joustavaa, se mah-
dollistaisi ymmaérryksen syntymisen ja omien ratkaisujen kriittisen tarkastelun. Op-
pilas pystyisi luovimaan ja hyddyntimaén eri ratkaisumenetelmid tuottaakseen rat-
kaisun, joka sopii parhaiten annettuun tilanteeseen. Tutkijoiden tulisikin kiinnittdd
huomiota siihen, miten oppilas ratkaisee tehtidvin eikd siihen, onko tehtivi osattu
vaiko ei. Tehtdvién ratkaisutapaan vaikuttavat tehtdvin luonne, ratkaisijan prosedu-
raalinen tieto ja ratkaisijan tavoitteet. Tavoitteena voi olla saada ratkaisu mahdol-
lisimman nopeasti, muutamalla vilivaiheella, vilttden murtolukuja jne. Syvillinen
proseduraalinen tieto tulisi olla oppimisen tavoitteena. Star toivookin lisidi tutkimuk-
sia menetelmisti, jotka tukisivat syvillisen proseduraalisen tiedon kehittymisti.

3.2 Missa jarjestyksessa proseduraalinen tieto ja kasit-
teellinen tieto kehittyvat?

Erididen tutkimusten mukaan osa lapsista hallitsee ensin késitteellisen tiedon, joka tu-
kee proseduraalisen tiedon omaksumista (Ni & Zhou, 2005; Jordan, Hansen, Fuchs,
Siegler, Gersten ja Micklos, 2013), vastaavasti osa lapsista oppii pdinvastaisessa
jarjestyksessi (Hiebert & Warne, 1996). On my0s ehdotettu, ettd molemmat tieto-
muodot kehittyisivit vuorotellen toisiaan tukien (Rittle-Johnson, Siegler & Alibali,
2001; Schneider & Stern, 2010; Gabriel ym., 2013). Jotta saadaan aikaiseksi teho-
kasta oppimista, on tirkedd analysoida tarkasti ne proseduurit ja késitteet, jotka tulisi
oppia. Oppilaille tulee tarjota ohjeita ja esimerkkeja, jotka auttavat heitd oppimaan ja
ymmartdmiin tarvittavat osataidot. Opettajan tulee ennakoida oppimisprosessin tyy-
pillisimmit virhek&sitykset ja valmistaa materiaalia, jonka avulla oppilaat paisevét
virhekisityksistddn eroon. (Siegler, 2003.)

Kasitteellinen tieto mahdollistaa uusien proseduurien keksimisen tai aiemmin
opittujen proseduurien muokkaamisen eli mahdollistaa jirkevien ratkaisuproseduu-
rien kehittelemisen. Hiebertin ja Wearnen (1996) tutkimuksessa oppilaat, jotka eivit
omanneet riittdvasti kasitteellistd tietoa, tekivit enemmin virheitd jo opittujen prose-
duurien kanssa kuin oppilaat, joilla oli riittavisti kisitteellistd tietoa. Kisitteelliselld
tiedolla néyttdisikin olevan suurempi vaikutus proseduraaliseen tietoon kuin toisin
pdin. Kisitteellisell4 tiedolla on laaja-alaisempia vaikutuksia uuden oppimiseen kuin
proseduraalisella tiedolla, joka saattaa rajoittua vain tiettyyn laskutapaan liittyviin
tietoon. (Ni & Zhou, 2005; Rittle-Johnson ym., 2001; Fuchs, Schumacher, Long,
Namkung, Hamlett, Cirino, Jordan, Siegler, Gersten & Changas, 2013.) Toisaalta
proseduurin hallinta saattaa motivoida oppilasta yrittimidn ymmartdd proseduurin
takana oleva matemaattinen idea. Siksi ajatellaankin, etti molemmat tietomuodot
kehittyisivit rinnakkain, toisiaan tukien. (Rittle-Johnson ym., 2001.)
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Jordan, Hansen, Fuchs, Siegler, Gersten ja Micklos (2013) tutkivat, mitkd ma-
temaattiset taidot ennustavat tulevaa murtolukujen késitteellistd ja proseduraalista
hallintaa. Tutkittavat olivat 3.-luokkalaisia ja kyseessé oli noin vuoden kestidvé pit-
kittdaistutkimus. Tutkimuksessa tutkittiiin keskittymiskyvyn, kielellisen taidon, paitte
lykyvyn, lukusuora-arvioinnin, laskemisen ja lukemisen sujuvuuden ja tyOmuistin
merkitystd myohemmaélle murtolukujen hallinnalle. Murtolukujen késitteellistd hal-
lintaa testattiin muun muassa tehtévilld, joissa oppilaan tuli vérittdd kuvioista an-
netun murtoluvun verran. Vastauslomake sisilsi monivalintavastauksia, lyhyitd vas-
tauksia, viritystehtdvid ja luvun sijoittamista lukusuoralle. Erityisesti oppilaiden ky-
ky sijoittaa luonnollisia lukuja lukusuoralle ndytti ennustavan kykyi sijoittaa myos
murtolukuja lukusuoralle. Toisaalta murtolukujen taustalla oleva osa kokonaisesta -
ajattelu auttaa sijoittamaan esimerkiksi luvun 754 lukuviilille 0—-1000. Murtolukujen
suuruuden ymmirtiminen ja taito murtolukujen sijoittamiseen lukusuoralle antavat
vankan pohjan murtolukujen proseduurien ymmartimiselle. Murtolukujen proseduu-
rien hallintaan niyttivit vaikuttavan eniten lukusuoralla arvionti, keskittymiskyky,
tyomuisti ja laskutaito. (Jordan ym., 2013.)

Proseduraalisen ja kisitteellisen tiedon vilinen suhde on monisyinen. Hallett,
Nunes ja Bryant (2010) selittivét tutkimuksissa saatuja ristiriitaisia tuloksia oppilai-
den yksilollisilld tavoilla yhdistelld kasitteellisti ja proseduraalista tietoa. Tutkimuk-
sessaan he tutkivat 4.- ja 5.-luokkalaisten oppilaiden murtolukutehtévissi kayttamia
ratkaisutapoja. Jos olisi olemassa jokin optimaalinen jarjestys kisitteellisen tiedon
ja proseduraalisen tiedon omaksumisen vililld, niin silloin tétd jirjestystd esiintyi-
si enemmin kuin péinvastaista jirjestystd. Oppilaille annettiin murtolukuihin liitty-
vid tehtdvid 40 kappaletta. Osa tehtéivistd luokiteltiin proseduraalista tietoa vaativiksi
ja osa kaisitteellistd tietoa vaativiksi. Kéisitteelliseksi tehtiviksi luokiteltiin esimer-
kiksi annettujen murtolukujen jédrjestiminen suuruusjirjestykseen. Proseduraalisek-
si tulkittiin esimerkiksi tehtiiva, jossa pitsa tuli jakaa tasan viiden sydjén kesken ja
oppilaan tehtdvéni oli kirjoittaa kunkin sy6jdn saamaa madrdd vastaava murtoluku.
Oppilaat luokiteltiin sen mukaan, hallitsivatko he késitteellistd ja vastavaasti prose-
duraalista tietoa yli tai alle keskiarvon. Tutkimuksessa tunnistettiin jopa viisi eri-
laista oppimisluokkaa. Tutkimus osoitti, ettd oppilaat hyddyntévit erilaisia paino-
tuksia proseduraalisen tiedon ja kisitteellisen tiedon vililld, ja timé olisi hyvé ottaa
huomioon myds opetuksessa. (Hallett ym., 2010.) Tutkittaessa myShemmin 6. ja 8.
luokan oppilaita, pdddyttiin samantapaiseen tulokseen. Kuudennen luokan oppilaat
voitiin jakaa neljdin oppimisryhmiin: késitteellisesti painottunut, proseduraalisesti
painottunut, yhtd vahva molemmissa tai yhti heikko molemmissa. Kahdeksasluokka-
laiset saatiin jaettua vain kahteen luokkaan: niihin, jotka vastauksissaan tukeutuivat
enemmaén kisitteelliseen tietoon ja niihin, jotka tukeutuivat enemmén proseduraali-
seen tietoon. Kiinnittimélld huomiota yksilollisiin painotuseroihin késitteellisen ja
proseduraalisen tiedon médrin vililld opettaja voisi paremmin ymmértdd sen, miten
matematiikka rakentuu oppijan mielessd. (Hallett ym., 2012.)
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Gabriel ym. (2013) osoittivat tutkimuksessaan, ettd belgialaisten 4.—6.-luokka-
laisten oppilaiden murtolukuihin liittyvd proseduraalinen tieto ja késitteellinen tieto
vaikuttivat olevan toisistaan irrallaan. Tutkimuksen oppilaat hallitsivat hyvin murto-
luvun osana kokonaisesta, kun taas murtoluvun ymmértidminen lukuna ja murtolu-
kujen viliset laskutoimitukset tuottivat vaikeuksia. Tuttujen murtolukujen % , i ja %
kanssa tehtivit sujuivat paremmin jokaisella osa-alueella. Tutkijoiden mukaan oppi-
laat hyotyisivit siitd, ettd erilaisia murtolukuja esiteltédisiin laajemmin, silld sekalu-
vut tuottivat oppilaille vaikeuksia. Kertolaskussa tulokset olivat tutkijoiden mielesta
ylldttden huonommat kerrottaessa murtolukua luonnollisella luvulla kuin kerrottaes-
sa kahta murtolukua keskenéén.

Edellisessd tutkimuksessa ihmeteltiin oppilaiden parempaa tulosta murtolukujen
vilisessd kertolaskussa kuin luonnollisella luvulla kerrottaessa. Aikaisempi tutkimus
on kuitenkin osoittanut, ettd murtolukujen vilinen kertolasku opitaan helposti (Car-
penter, 1986). Vuosikymmenien ajan on raportoitu oppilaiden virheellisesté tavas-
ta laskea erinimisten murtolukujen yhteenlaskussa osoittajien summa ja nimittédjien
summa, ja vastaavasti vihennyslaskussa osoittajien erotus ja nimittédjien erotus (Car-
penter, 1986). Tamin tdytyy olla jotenkin intuitiivinen tapa toimia. Murtolukujen
vilisessd kertolaskussa laskuproseduuri, jossa osoittajat kerrotaan keskenéén ja ni-
mittdjit kerrotaan keskendén, tuottaa oikean vastauksen, kun taas kerrottaessa mur-
tolukua luonnollisella luvulla oppilaan tdytyy muistaa kumpi kerrotaan, osoittaja vai-
ko nimittdji. Jos oppilaalla on ymmirrys kertolaskun ja yhteenlaskun vilisestd yh-
teydesti: 3 - % = % + % + % = %, el luonnollisella luvulla kertomisessa ole mitidian
muistettavaa. Edelld esitetyn Gabrielin ym. (2013) tutkimuksen raportoima tulos hei-
kommasta suorituksesta kerrottaessa murtolukua luonnollisella luvulla kuin toisella
murtoluvulla ilmaisee mielestéini sen, ettd oppilaat eivit luo linkkid aiemmin oppi-
mansa kertolaskun ja murtoluvun tulon vilille. Murtolukujen vélisessi tulossa op-
pilaat kidyttdvit edelleen ensimmadiseksi mieleensd tulevaa laskusdint6d, joka siind
kohdin osoittautuukin oikeaksi.

3.3 Faktuaalinen tieto

Hechtin (1998) tutkimuksessa proseduraalisen ja késitteellisen tiedon lisdksi tutkit-
tiin faktuaalisen tiedon vaikutusta murtolukujen hallintaan. Faktuaalinen tieto tar-
koittaa esimerkiksi yksinumeroisten luonnollisten lukujen laskutoimitusten, kuten
2+ 5ja4 - 2, niin varmaa suorittamista, ettd niitd voidaan pitidd jo automatisoitunei-
na. Ne ovat oppilaalle faktoja. Oppilaan faktuaalisen tiedon arvo mééritettiin mittaa-
malla yksinkertaisten yhteen- ja kertolaskujen suorittamisaika. Tutkimuksessa tutkit-
tiin oppilaiden yksil6llisid eroja murtolukujen hallinnassa ja sitd, miten ndmi kolme
tiedon muotoa vaikuttavat oppilaiden murtolukujen hallintaan. Proseduraalinen tie-
to ja kasitteellinen tieto yksinddnkin selittivét eroja oppilaiden vélilld murtolukujen
laskutaidossa ja sanallisten tehtdvien tarkkuudessa. Kisitteellinen tieto selitti eroja
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murtolukujen suuruuden arvioinnissa, sitd vastoin faktuaalisella tiedolla ei nayttanyt
olevan tutkimuksen mukaan vaikutusta murtolukujen hallintaan.

Gearyn (2004) mallissa huomioidaan proseduraalisen ja késitteellisen tiedon lisdksi
oppimisen taidot. Matematiikan oppiminen koostuu hiinen mukaansa kahdesta osate-
kijastd. Ensiksikin oppilaalla tiaytyy olla riittdvisti proseduraalista tietoa ja kidsitteellisti
tietoa ja toiseksi oppilaan tulee hallita peruslaskutaidot luonnollisilla luvuilla sekid
omata yleisid oppimista tukevia ominaisuuksia kuten riittdvéan keskittymiskyvyn ja
tyomuistin.

3.4 Informaalin tiedon merkitys murtolukujen oppimi-
sessa

Kouluopetuksessa saadun formaalin tiedon lisdksi oppilailla on paljon arkieldmassa
opittua, informaalia tietoa, murtoluvuista ja niiden ominaisuuksista. Informaalit kisi-
tykset syntyvét usein arjen tilanteissa, siksi niitd osataan myos hyddyntdd vastaavis-
sa tilanteissa. Symbolimuodossa esitetty tehtivi ei kuitenkaan aktivoi arkikisityksia
ja informaalia tietoa, vaan symbolimuodossa esitetty tehtivi pyritddn ratkaisemaan
symboleja ja proseduureja kdyttiden. Virheellinen, ulkoa opittu proseduuri ohittaa
usein informaalin késityksen antaman oikean vastauksen. Ulkoa opitut proseduurit
saattavat jopa estdd késitteen rakentumisen aikaisemmalle tiedolle. Oppilaat tukeu-
tuvat herkésti ulkoa muistettuun proseduuriin tietiméttd onko se oikea vaiko vaira.
Oppilaiden tulisikin rohkeammin tukeutua informaaliin tietoonsa ja sitd kautta 16ytdd
oikea proseduuri. (Mack, 1990.)

Mackin (1995) tutkimuksessa kolmasluokkainen oppilas antoi suullisesti esitet-
tyyn kysymykseen oikean vastauksen ’kaksi kahdeksasosaa’ tilanteesta, jossa oli
aluksi yksi kahdeksasosan kokoinen pitsan pala ja siihen liséttiin toinen samanko-
koinen pala. Oppilas kirjoitti kuitenkin laskun symbolimuodossa niin, etté tuloksek-
si tuli kaksi kuudestoistaosaa. Hin kommentoi, ettd oli aluksi laskenut viirin, koska
ensimmadisessi pitsassa on kahdeksan osaa ja toisessa oli my0s kahdeksan osaa, joten
hin péitteli osia olevan yhteensd kuusitoista. Kun informaali késitys otetaan huo-
mioon opetuksessa, se voi antaa pohjan formaalin késityksen oppimiselle. Esimer-
kiksi jakaminen yhté suuriin osiin luo pohjaa murtolukukésitteen ymmaértdamiselle.
(Mack, 1995.)

Mack (1990) selvensi tutkimuksessaan 6.-luokkalaisten oppilaiden informaalin
kisityksen vaikutusta murtolukukisitteen kehittymiselle. Oppilaat olivat keskitason
oppilaita, joilla oli heiddn opettajansa mukaan puutteellinen késitys murtoluvuista.
Tutkimus toteutettiin vasta, kun formaali murtolukuopetus oli jo aloitettu. Edellisend
kouluvuotena oli jo kisitelty keskenddn yhtd suuret murtoluvut, muuntaminen seka-
luvusta murtoluvuksi ja pdinvastoin, sekd murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku sa-
mannimisilld ja erinimisilld murtoluvuilla. Oppilaiden informaali késitys jaettiin op-
pilaiden ratkaisujen perusteella viiteen ryhméén: a) Kokonaisen hahmottaminen vir-
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11. Merkitse véritetty alue seké sekalukuna ettd murtolukuna,
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Kuva 4. Oppilas tulkitsee kokonaiseksi kaikki nékyvissa olevat palat (Laskutaito 5, 7)

heellisesti; kokonaiseksi laskettiin kaikki nikyvissd olevat osat. Tami nikyy esimer-
kiksi kuvassa (Kuva 4), jossa sekaluku 3& on virheellisen tulkinnan mukaan sama
kuin %' b) Informaali kisitys oli irrallaan murtolukumerkinnisté, laskuproseduu-
reista ja konkreeteista malleista; oppilaat osasivat virheettomasti ratkaista tehtivia,
jotka olivat arjesta tuttuja, mutta oppilaat laskivat virheellisesti vastaavan symboli-
muodossa esitetyn laskun. ¢) Oppilaat pystyivit paittelemién ratkaisuja informaalin
murtolukukésityksen avulla silloin, kun annetun tehtivén tilanne oli oppilaalle arjes-
ta tuttu: 4 — %, esimerkiksi meilld on neljd keksid, joista yhdestd syodédidn %. d) Op-
pilaat kohtasivat vaikeuksia yrittdessddn kdyttdd ulkoa opittuja proseduureja arjen ti-
lanteissa, jotka oli esitetty symbolimuodossa. Ulkoa opitut proseduurit estivit usein
oppilasta hyddyntamistd aiemmin oppimaansa ja oppilas luotti enemmén virheel-
lisesti laskemalla saamaansa vastaukseen kuin intuitiivisesti pohtimaansa vastauk-
seen. e) Siirtovaikutus eli opitun hyodyntdminen uudessa tilanteessa oli rajoittunut-
ta jopa sellaisilla oppilailla, jotka muissa tilanteissa pystyivit hyodyntdmaén infor-
maalia tietoaan. Oppilaille annettiin esimerkiksi arjesta tuttu tehtdvi, jonka he saivat
ratkaista omin sanoin hyddyntden konkreettisia malleja. Tdmin jilkeen oppilaiden
tuli ratkaista tehtdva kynilld ja paperilla matematiikan symboleja hyodyntiden. Jos
oppilaat tuottivat vadrid proseduureja, heille annettiin uudelleen arjesta tuttu tilan-
ne ja konkreettiset vilineet, joiden avulla mallintaa ratkaisu. Yli puolelle oppilaista
tuotti silti vaikeuksia luopua virheellisestd proseduurista. Oppilaiden arjessa hankki-
ma kisitys murtoluvuista ei ollut kytkoksissd murtolukumerkinnin ja konkreettisten
mallien kanssa. (Mack, 1990.)

Edelld kuvattu ilmi6 havaittiin my0s yliopiston valintakokeessa. Turun yliopis-
ton luokanopettajakoulutusvalintojen matemaattisluonnontieteellisen ajattelun tes-
tissd (2013) oli annettu murtolukuihin liiittyvéa tehtdva ensin symbolimuodossa 3 : i
ja toisella paperilla sanallisessa muodossa: Buffetissa on myynnissd pitsaa. Ympyrdn
muotoiset pitsat on leikattu neljdsosan kokoisiksi paloiksi. Kuinka monelle ostajalle
riittdd kolmesta pitsasta, jos jokainen ostaja ostaa vain yhden palan?. Hakijat eivit
piidsseet palaamaan symbolimuodossa esitettyyn tehtdvéén testin aikana. Hakijoista
vain noin puolet osasi ratkaista symbolimuodossa annetun laskutehtédvin, kun taas
sanallisen tehtédvén sai oikein noin 98 % hakijoista. (Tuominen, 2014.)

My®6s murtolukujen jakolasku hallitaan heikosti luokanopettajakoulutukseen ha-
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kevien joukossa. Tossavainen, Hikkinen, Halmetoja, Hollanti ja Merikoski (2010)
testasivat luokanopettajankoulutukseen hakevien peruslaskutaitoa testilld, jossa tehta-
vin % : % ratkaisi oikein noin 15 prosenttia hakijoista (N = 129). Murtolukujen
vilinen jakolasku opitaan koulussa ehkipd mekaanisena operaationa ilman yhteytta
informaaliseen tietoon, jolloin oppilailla ei ole myoskidin mahdollisuutta tukeutua
siihen tehtédvii ratkaistessaan.

Zakaria ja Zaini (2009) tutkivat opetusharjoittelijoiden (N = 105) murtolukujen
késitteellistd ja proseduraalista hallintaa. Tulevat opettajat hallitsivat hyvin joukko-
mallin, pinta-alamallin ja suhteen. He pystyivit péétteleméédn ja piirtiméaan yhden
kokonaisen, kun murtoluku oli annettu, ja ratkaisemaan sanallisia tehtdvid. Opetus-
harjoittelijoiden vastaukset keskittyivit laskuproseduureihin. Opiskelijat tukeutuivat
kuitenkin ulkoaopittuihin laskusidintoihin ja vinkkeihin, eivétkéd he osanneet selittdd
tai perustella vastaustaan. Esimerkiksi murtolukujen jakolaskussa kéytettiin kddinnd
Jja kerro -sddntdd, jolloin osa opiskelijoista virheellisesti kddnsi jaettavan. Opiske-
lijoilla oli my0s haasteita piirtdd keskendin samaa tarkoittavat murtoluvut kuvina,
mika paljasti sen, ettei opiskelijoilla ollut kisitystd siitd, ettd alueiden tulisi olla kes-
kenidin yhtd suuret kuten esimerkiksi % ja %.

3.5 Pohdintaa murtolukujen proseduraalisen, kasitteelli
sen, faktuaalisen ja informaalin tiedon roolista op-
pimisessa

Osa tutkijoista on sen kannalla, ettd proseduraalinen tieto tukee kisitteellisen tie-
don kehittymistid, toiset korostavat kisitteellisen tiedon ensisijaista merkitysti, osa
taas nikee ndiden kahden kehittyvin rinta rinnan toisiaan tukien. Molempia tieto-
muotoja tarvitaan. Vaikka oppilas hallitsisi oikeat proseduurit, se ei takaa vield, ettéd
hin on ymmartényt asian. Jos oppilas hallitsee vain proseduraalista tietoa, on se ko-
vin tehtidvisidonnaista, eikd tieto ole helposti siirrettdvissd esimerkiksi sanallisiin
tehtdviin. Kisitteellisen tiedon hallitseminen puolestaan mahdollistaa jopa tarvitta-
vien proseduurien pidittelemisen. Oppilas pystyy hylkddméaédn védédrdan proseduurin,
jos sen tuottama vastaus ei ole jarkevidn kokoinen, ja 10ytdmddn sellaisen prose-
duurin, joka tuottaa oikean kokoisen vastauksen. (Siegler, Thompson & Schneider,
2011.) Proseduurien sujuva hallinta on kuin kertotaulujen ulkoa osaaminen, se no-
peuttaa laskemista ja vapauttaa tydmuistia vaativampiin tehtiviin kuten esimerkik-
si ratkaisumenetelmén pohtimiseen ongelmanratkaisutehtdvissi. Proseduraalisen tie-
don ja késitteellisen tiedon lisdksi tarvitaan kuitenkin Gearyn (2004) mallin mukai-
sesti riittdvit peruslaskutaidot luonnollisilla luvuilla ja riittdvit kognitiiviset taidot.
Lisdksi oppilaalla tulee olla faktuaalista tietoa, joka osaltaan vapauttaa tyomuistia
vaativampien laskujen pohdintaan.

My®6s oppilaiden informaalitieto pitdisi saada paremmin aktivoitua ja hyddynnet-
tyd oppimistapahtumassa, jolloin uusi asia uusine piirteineen osattaisiin paremmin
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linkittdd jo aiemmin arjessa opittuun siséltoon. Opettajankoulutuksessa tulisi kiin-

nittdd myos enemmaéan huomiota tulevien opettajien késitteellisen tiedon hallintaan.

Joutsenlahti ja Perkkild (2019) ehdottavatkin, ettd opettajankoulutuksessa hyddynnet-

tdisiin pedagogiseen sisdltotietoon perustuvia matematiikan oppimismateriaaleja, joil-
la vahvistettaisiin opiskelijoiden matematiikan aineenhallintaa ja erityisesti késitteel-

listd tietoa. Koulutuksessa mietittdisiin, miten ja missd jarjestyksessd matematiikan

kisitteitd opetettaisiin oppilaille. Tavoitteena on saada aikaan pitkdkestoista kestdvdici

oppimista, joka luo pohjan myohemmaille matematiikan oppimiselle.
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4 Matemaattinen osaaminen

Yhdysvalloissa National Research Council (NRC) nimitti vuosituhannen vaihteessa
komitean pohtimaan keinoja, joilla matematiikan oppimisen tasoa saataisiin nostet-
tua. Komitean raportissa Adding It Up (NRC 2001, 115-117) matemaattinen osaami-
nen katsottiin koostuvan viidestd osatekijdstd, joita ovat a) késitteellinen ymmérrys
matemaattisista operaatioista ja niiden vilisistd suhteista, b) proseduraalinen suju-
vuus eli oppilas hallitsee laskuproseduurit virheettomaésti, tehokkaasti ja siirtyy esi-
tysmuodosta toiseen joustavasti, ¢) strateginen kyvykkyys eli oppilaalla on taito muo-
dostaa, esittdd ja ratkoa matemaattisia ongelmia, d) mukautuva paittelykyky, oppi-
las pystyy loogiseen péittelyyn ja kykenee arvioimaan matemaattisten argumenttien
paikkaansapitidvyyttd, ja e) taipumus nZhda matematiikka yleisesti ja itselle hyodylli-
send asiana opiskella, yhdistettyni luottamukseen omasta matematiikan osaamisesta.
(Kilpatrick, 2001.)

4.1 Matemaattisen ymmarryksen kehittymisen malli

Matemaattisen ymmaérryksen kehittymisessid on erilaisia vaiheita ldhtien liikkeelle
konkreettisesta toimimisesta aina uuden matemaattisen tiedon luomiseen asti. Pirie
ja Kieren (1989) ovat luoneet mallin, jolla he kuvaavat matemaattisen ymmcdirryksen
kehittymistd. Malli koostuu kahdeksasta sisdkkidisestd kehistd (kuva 5).

Ensimmdiselld tasolla Doing oppija toimii hyodyntden konkreettisia vilineitd,
kuvia, kuvaajia ja symboleja. Seuraavalla tasolla Image Making oppija osaa kuva-
ta toimintaansa piirroksin, kuvaten esimerkiksi vélineilld tehtdvid toimintaa. Image
Having -tasolla kuva voi olla jo oppijan mielessé oleva kuva, eiki sen tarvitse endi
liittyd suoraan toimintaan. Kun oppija pystyy tekeméén havaintoja ja ndkemiin yh-
teyksid esimerkiksi suorien yhtéldiden ja kuvaajien vililld, ollaan tasolla Property
Noticing ja kun sen jilkeen osataan luokitella asioita, esimerkiksi nousevat ja laske-
vat suorat, niin ollaan tasolla Formalising. Tasolla Observing oppija tiedostaa omat
tietonsa ja pystyy niitd uudelleen jirjestelemiin. Structuring-tasolla oppija pystyy
jo perustelemaan miksi hinen pééttelyketjunsa on totta, joten ajattelussa ollaan jo
aksiomaattisella tasolla. Laajin kehé Inventing mahdollistaa uuden kehittelyn ja luo-
misen. (Pirie & Kieren, 1989.) Pirie ja Martin (2000) muokkasivat edella esitettya
mallia hieman niin, ettd alin taso pitdd sisdlldin tekemisen lisdksi kaiken aiemman
matemaattisen osaamisen. Tasot kehittyvit keskeltd ulospéin kohti yleisempii ja ab-

40



Matemaattinen osaaminen

Observing

Property

=l Noticing

Kuva 5. Malli matemaattisen ymmarryksen kehittymisesta (Pirie & Kieren, 1989)

straktimpaa, mutta matemaattisen ymmairryksen ei ajatella kehittyvin tihdn tapaan
lineaarisesti. Ymmarrys kehittyy vaiheittain, vililld joudutaan palaamaan varhaisem-
mille tasoille. Varhaisemmalla tasolla tyoskentely ei ole kuitenkaan samanlaista kuin
aikaisemmin, silld oppijalla on nyt mukanaan uutta tietoa. Tatd kutsutaan laskos-
tamiseksi (folding back), koska varhaisemman tason ymmérrys ikéddn kuin kerros-
tuu ja saa enemmin sisdltod uuden tiedon valossa. Aikaisempia tietoja ja taitoja
hyodyntden matemaattinen ymmaérrys pédédsee kehittymiin ja yleisempien rakentei-
den havaitseminen mahdollistuu. (Pirie & Martin, 2000.) Esimerkiksi murtolukua
kerrottaessa luonnollisella luvulla on hyvéa ensin palauttaa mieleen kertolaskun ja yh-
teenlaskun vilinen yhteys. Téssi siis varhaisempaan osaamiseen tukeutuminen aut-
taa uuden asian oppimista.

Joskus oppilaan on hyvi palata aluksi esimerkiksi Image Making -tasolle ja
tyoskennelld sielld jonkun aikaa, jotta hin voi taas siirtyd korkeammalle tasolle. Esi-
merkiksi erds luokanopettajaopiskelija yritti opetustilanteessa palauttaa mieleensa
proseduuria, jolla sekaluku muunnetaan murtolukumuotoon. Kehotin hinti piirtdméin
muunnettavasta sekaluvusta kuvan, mutta koska piirtiminen oli opiskelijalle vie-
raampi tapa toimia, ei tilanne edennyt ollenkaan. Vasta opiskelijatoverin avulla pads-
tiin tehtivassi eteenpidin. (Opetuskeskustelu, 2014.) Oleellista on, ettd oppija huo-
maa puutteet tiedoissaan ja hénelld on késitys siitd, mitd hin tarvitsee padistikseen
eteenpdin. Laskostaminen ei tuota toivottua tulosta, jos oppilaalla on puutteita aiem-
massa osaamisessaan. T#ssd opettajan rooli on tirked. Hénen tulee varmistaa, ettd
oppija keskittyy oikeisiin asioihin. (Martin, 2008.)
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Behrin ym. (1983) mukaan matematiikkaa voidaan ymmartdd useammalla tasol-
la eikd ainoastaan niin, ettd asia joko hallitaan tai asiaa ei ole ollenkaan ymmairretty.
Kun oppilaan ymmérrys matematiikan késitteistd kehittyy, se mahdollistaa myds laa-
jempien oivalluksien ja yleistyksien tekemisen jo aiemmin opituille kisitteille ja
my0s ndiden késitteiden taso kohenee. (Behr ym., 1983.) Oppilaan tietorakenne on
ikdén kuin sipuli, jota pienesti sipulin ytimestd ldhdetiin laajentamaan kerros ker-
rokselta yhi laajempia aiheita kattaviksi kerroksiksi. Oppiessaan uutta oppija muun-
telee ja uudelleen jdrjestdd jo aiemmin, kokemuksiensa kautta hankkimaa informaa-
lia tietoa. Opettajan tulisikin kysy4 itseltddn, mitd oppilaiden tulisi oppia ja mitd op-
pilaat entuudestaan tietdvit. Opettajan tulisi tunnistaa kunkin tiedollisen kehitysvai-
heen esteet ja rajoitteet ja miettid, miten ne saadaan murrettua. Oppilaan varhaisem-
mat tiedot lisddvéit opetuksen suunnittelun haastetta, koska opettajan tulee miettid,
miten nekin huomioidaan opetuksessa. (Pitkethly & Hunting, 1996.)

4.2 Oppilaiden murtolukutaidot

Murtolukujen hallitseminen tukee matematiikan oppimista. Kymmenvuotiaana mi-
tattu murtolukujen hallitsemisen taso ndkyy aritmeettisina taitoina ja yleensikin ma-
tematiikan hallintana 16-vuotiaana, vaikka tutkimuksessa kontrolloitiin muun muas-
sa sellaisia muuttujia kuin oppilaan lukutaito, dlykkyysosamééri, tydmuisti, koko-
naislukujen hallinta, perheen tulot ja koulutus (Siegler, Duncan, Davis-Kean, Duck-
worth, Claessens, Engel, Susperryguy & Chen, 2012; Bailey, Hoard, Nugent & Gea-
ry, 2012.) Murtolukujen heikko hallinta vaikeuttaa mydhempédd matematiikan op-
pimista, joten on huolestuttavaa, ettd niin harva oppilaista ymmirtdd murtolukujen
laskutoimituksia (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004, 2010). Esimerkiksi amerikka-
laisessa tutkimuksessa kahdeksasluokkalaisista 50% ei osannut jirjestdd murtoluku-
ja %, 8 ja % suuruusjirjestykseen (Martin, Strutchens & Elliott, 2007). Luonnollis-
ten lukujen suuruuden hallitseminen edesauttoi myohemmin murtolukujen suuruu-
den hallitsemista, miki taas puolestaan edesauttoi vield myohempédd murtoluvuilla
operointia (Bailey, Siegler & Geary, 2014). Kalchman, Moss ja Case (2001) totesi-
vat, ettd murtolukujen suuruuteen liittyvien harjoitteiden tekeminen paransi murto-
lukujen ymmaértdmisen liséksi desimaalilukujen ja prosenttilukujen ymméartdmista.
Erot oppilaiden osaamisen vililld ndkyvét jo varhain. Sieglerin ja Pyken (2013)
tutkimuksessa etsittiin eroja oppilaiden késitteellisissé ja proseduraalisissa tiedoissa
6. ja 8. luokalla. Oppilaat jaettiin tasoryhmiin sen mukaan, miten he olivat parjinneet
osavaltion standardoidussa testissid edellisend vuonna: heikosti menestyneiden ryhmén
muodostivat ne, jotka saivat alle 35 % pisteisti ja hyvin menestyneiden ryhmén ne,
jotka saivat yli 65 % pisteistd. Kisitteellistd tietoa testattiin murtolukujen suuruusver-
tailutehtdvilld ja lukusuoratehtévilld lukuvililld 0-1 ja 0-5 . Proseduurien hallintaa
testattiin laskutehtdvilld, joissa arvioitiin suorituksen tarkkuutta, valittua laskustrate-
giaa, laskustrategioiden monipuolisuutta, varmuutta ja laskuvirheitd. Liséksi testat-
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tiin luonnollisten lukujen jakolaskua ja ylipddtdaan toimintakykyé eli kuinka hyvin
oppilas pystyy hylkdamiidn mahdottoman vastauksen ja miettimain sen tilalle oike-
aa suuruusluokkaa olevan vastauksen. Tutkimuksessa havaittiin ryhmien vililld erot
taidoissa jo 6. luokalla ja erot vain kasvoivat 8. luokalle tultaessa. Itse asiassa 6. luo-
kalla heikosti menestyneiden osaamisen tasossa ei tapahtunut juurikaan muutosta,
kun taas 6. luokalla hyvin menestyneet ammensivat tietoa ja oppivat uutta.

Schliemann, Carraher ja Brizulela (2006, 16-32) tarkastelivat aikaisempien tut-
kimusten valossa aritmetiikan ja algebran vélistd yhteyttd. Useat tutkijat ovat tul-
kinneet algebraongelmien johtuvan oppilaiden kognitiivisesta kehitystasosta. Oppi-
laat ovat vield konkreettisen ajattelun vaiheessa ja siksi algebra abstraktina on vield
heidén tavoittamattomissaan. Oppilaiden ongelmat algebran kanssa johtuvat kuiten-
kin usein heikosti hallitusta aritmetiikasta. Tutkimuksissa raportoidaan oppilaiden
tyypillisistd virheistd algebratehtivissid ylemmilld luokka-asteilla ja toisaalta onnis-
tuneista opetuskokeiluista algebratehtiivien parissa pienten oppilaiden kanssa. Op-
pilaiden idlld ei siis nédyttdisi olevan merkitysti. Tutkijat kehottavatkin muuttamaan
opetussuunnitelmaa niin, ettd jo nuoremmilla oppilailla olisi mahdollisuus pohtia al-
gebran kisitteitd ja muuttujien vélisid yhteyksid tavanomaista aikaisemmin.

Toisaalta voidaan kysyi, onko useimpien edes mahdollista ymmirtdd rationaa-
lilukujen ominaisuuksia ja oppia niiden laskutoimituksia kovin nuorella idlld? Ne
aivojen osat, joissa erityisesti lukujen kisittelyn, abstraktin ajattelun ja ongelman
ratkaisun ajatellaan tapahtuvan, kehittyvét tiyteen mittaansa vasta lihempéni ai-
kuisikdd (Fuster, 2002). Haapasalon ja Kadijevichin (2000) mukaan kisitteelliseen
ymmairrykseen tarvitaan metakognitiota eli ajattelun ajattelua, siksi moni asia on hel-
pompi ymmartdd kypsemmadlld idlld. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet
2004 ja 2014 (Opetushallitus, 2004, 2014) tutustuttavat kuitenkin oppilaat murtolu-
kuihin jo alakoulun toiselta luokalta alkaen.

4.3 Matematiikan osaaminen rapistuu Suomessa

Oppimisessa tai opetuksessa on jotain vialla, jos iso osa luokanopettajaopintoihin ha-
keneista ei peruskoulun ja lukion kdytyédian osaa ilman laskinta kirjoittaa murtolukua
% desimaalilukumuodossa (Opiskelijavalinnat 2018). Peruskouluopetus ei tuota aina-
kaan tdssd kohdin kestdvid oppimista. Oppimisessa on ollut puutteita aikaisemmin-
kin. Soron ja Pehkosen (1998) raportoimassa kolmivuotisessa Kassel-projektissa ver-
rattiin keskenédén kuuden eurooppalaisen maan yldkoulun oppilaiden matematiikan
oppimistuloksia. Suomalaiset kahdeksasluokkalaiset hallitsivat murtolukujen vilisen
kertolaskun heikommin kuin neljan muun maan 14-vuotiaat, ainoastaan englantilai-
set parjdsivit suomalaisia huonommin.

Niemi (2004) tutki viitoskirjassaan alakoulun piittdvaiheessa olevien oppilai-
den matematiikan osaamista. Kaikkein heikoimmin ovat oppilaat osanneet muuntaa
murtoluvun desimaalilukumuotoon ja pydristdd annetun desimaaliluvun sadasosien
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tarkkuuteen. Muita heikosti osattuja matematiikan osa-alueita olivat desimaaliluku-
jen jakolasku, desimaali-, murto- ja prosenttiluvun vilinen yhteys, avaruusgeomet-
ria ja taulukon tulkitseminen. (Niemi, 2004, 131.) Hihnala (2005, 86—89) huoma-
si neljan lukuvuoden mittaisessa pitkittdistutkimuksessaan, kuudennen luokan syk-
systd yhdeksinnen luokan kevidseen, saman osaamattomuuden muunnettaessa mur-
tolukua desimaalilukumuotoon. Esimerkiksi murtoluku % muuntui yleensd virheel-
lisesti desimaaliluvuksi 6,5. Oppilaiden suoriutumisessa tapahtui vain vihin kehit-
tymistd: murtolukuosion ratkaisuprosenttien keskiarvo nousi 7. luokan syksysti 8.
luokan syksyyn 8 %-yksikon verran ja 8. luokan syksystd 9. luokan syksyyn vain
vajaan kaksi prosenttiyksikkod. Heikkoa edistymistd yldkoulun aikana ei voi tiysin
laittaa murrosidn syyksi.

Suomalaisten yldkoulun oppilaiden matemaattista osaamista on tutkittu toistu-
vasti peruskoulun péittovaiheessa. Muutamassa vuosikymmenessé, 1980-luvulta 2000-
luvulle, esimerkiksi murtolukujen kerto- ja jakolaskutehtdvissd oikein laskeneiden
osuus on laskenut kolmekymmenti prosenttiyksikkod (Ndveri, 2009, 101). Vuon-
na 2012 toteutettuun péittdvaiheen arviointiin kerdttiin tietoja arviointitehtivilld,
jotka olivat kaikilta matematiikan perusopetuksen opetussuunnitelman keskeisilta
osa-alueilta: algebra, funktiot, geometria, luvut ja peruslaskutoimitukset seki to-
denniikdisyys ja tilastot. Tuloksissa oli havaittavissa aikaisempiin tutkimuksiin ver-
rattuna matematiikan taitojen laskua kaikilla osa-alueilla. Etenkin taso oli heiken-
tynyt luvuissa ja peruslaskutoimituksissa, jonne myds murtolukutehtivit sisaltyivit.
Tami koettiin huolestuttavana, silld se kertoo matematiikan osaamisen perustan mu-
renemisesta. Pddssilasku- ja prosenttilaskutaitojen osaamisen taso ei suurimmalla
osalla tutkittavista yltinyt edes arkieldmén, saati sitten jatko-opintojen tarpeisiin.
(Rautapuro, 2013.)

Oppilaiden vapaa-ajankiytto jakautuu koulutehtivien, harrastusten ja viithde-elek-
troniikan kesken. Kuparin (1999, 203) tutkimuksen mukaan 4. luokan oppilaat kéytti-
vit aikaa matematiikan kotitehtiiviin keskimé&érin 32,2 minuuttia/péivd (vuonna 1979)
ja 22,9 minuuttia/pédivda (vuonna 1990) ja TV:n katseluun oppilaat kiyttivit aikaa
163,7 minuuttia/pdivd (1979) ja 164,1 minuuttia/pdiva (1990). TV:td katseltiin siis
hieman yli 2,5 tuntia paivissa keskiméirin, mik tuntuu ehkipa vahiltd timén pdivin
nuoria seuratessa. Yhid enemmén nuoret viettivit aikaansa erilaisten mobiililaittei-
den kuten tietokoneiden, kénnykoiden ja pelikonsoleiden kanssa viihtyen, miké vai-
kuttaa my0s opiskeluun. Tulokset osoittavat, ettd lapset, joille kertyi yli kolme tuntia
péivittdistd ruutuaikaa, saivat koulussa heikompia arvosanoja kuin lapset, joille ker-
tyi ruutuaikaa alle kaksi tuntia pdivéssid. Liikunnallisesti aktiiviset lapset taas saivat
parempia arvosanoja kuin vihin liikkuvat lapset. (Syvidoja, Kantomaa, Ahonen, Ha-
konen, Kankaanpdd & Tammelin, 2013.)

Matematiikan osaamisen heikkeneminen on havaittu jopa teknillisessd yliopis-
tokoulutuksessa. Pohjolainen, Rasila ja Kuosa (2018) raportoivat erilaisista tuki-
toimenpiteistd kuten opiskelijoiden profilointi matematiikan perustaitotestin perus-
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teella, matematiikkajumppa, matematiikkaklinikka, laskutuvat ja matematiikan kie-
lentaminen keinoina opiskeljoiden matematiikan osaamisen parantamiseksi. Tukitoi-
mien painopiste on ollut 1dhinna lukiomatematiikan kertaamisessa ja proseduraalisen
sujuvuuden parantamisessa. Erilaisten tukimenetelmien yhteisend piirteeni on 10ytiai
tukea tarvitsevat opiskelijat ja heille parhaiten sopivat tukimuodot.

Matematiikan oppimisvaikeudet aiheuttavat sekd suoraan ettd vélillisesti heikon
koulumenestyksen kautta opintojen keskeytymistd (Korhonen, Hakkarainen, Holo-
painen, Linnamiki, Savolainen & Taipale, 2018). Tutkijat esittiavitkin, etti jos pys-
tymme parantamaan nuorten matematiikan osaamista ja siten tukemaan nuoria toisel-
la asteella, voimme oleellisesti vihentda koulutusten keskeyttdmisid ja ndin parantaa
nuorten mahdollisuuksia valmistua ja tyollistya.

4.4 Ulkoa oppimista vaiko ymmartamista?

Oppilaat saattavat ndenniisesti osata juuri opitun asian hyvin, kun sitd heiltd testa-
taan tuoreeltaan, mutta kun aikaa kuluu, niin taidot heikkenevit. Tamai antaisi viit-
teitd siitd, ettd opiskeltavaa asiaa ei ole ymmirretty, vaan on opittu joukko pinnallisia
strategioita hyddyntédvid proseduureja, kuten samannimisten murtolukujen yhteen-
laskussa ylhddilld olevat vaan plussataan, joilla on selvitty tehtivissi eteenpdin.

Empiristisen oppimisteorian mukaan havainto liitettyni toimintaan konkreettis-
ten vilineiden kanssa luo oppimistilanteita, jotka auttavat késitteiden ymmartamisti
jandin mahdollistavat konstruktivististen tietorakenteiden muodostumisen. Konkreet-
tiset vilineet auttavat oikean mielikuvan luomisessa ja havainnollistavat laskutoi-
mituksia. Erilaisten visuaalisten vilineiden ja kuvien kidytté6 mahdollistaa visuaalis-
spatiaalisen tydomuistin hyddyntdmisen ja siten keventdd kokonaistyomuistin kuor-
mitusta (Kyttédld & Kanerva, 2019).

Seitsemasluokkalaisten opetuskokeilussa (Tuominen, 2016b) heikkoutena oli vi-
lineiden védhyys. Opettaja kertoi ndyttdneensid oppilaille Murtokakkupaloja doku-
menttikameralla, mutta oppilaiden omaan tydskentelyyn vélineitd ei riittdnyt. Jotta
vilineistd saadaan mahdollisimman suuri hy6ty, niiti tulee olla jokaiselle tai vihintddn
pareittain yhteisesti hyddynnettivéksi.
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5 Murtoluvut

5.1 Murtolukumerkinta

Kouluopetuksessa rationaaliluvut madritelldén lukuina, jotka voidaan esittdd muo-
dossa **, missd luvut m ja n ovat kokonaislukuja ja n ei ole nolla. Téllaisessa muo-
dossa esitettyjd lukuja kutsutaan murtoluvuiksi ja luvun esitysmuotoa murtoluku-
muodoksi. Lukua m kutsutaan murtoluvun osoittajaksi ja lukua n murtoluvun ni-
mittdjdaksi. Yksikkomurtoluvuiksi kutsutaan muotoa % olevia murtolukuja. Murtolu-
ku voi olla esitettynd my0s sekalukuna, esimerkiksi 2%, jossa luvun kokonaislukuosa
ja murtolukuosa on esitetty erikseen. Murtolukumuodon ohella rationaaliluvut voi-
daan esittdd my0s padttyvind (esimerkiksi % = 0,25) tai paattymattomind jaksollisi-
na desimaalilukuina (esimerkiksi % = 0,333... ). Rationaalilukujen matemaattinen
midritelmi 10ytyy esimerkiksi teoksista Denlinger (2011), Myrberg (1991, 11-15)
tai Harjulehto, Klén ja Koskenoja (2014). Perusopetuksen opetussuunnitelman pe-
rusteiden 2014 mukaan negatiiviset murtoluvut sisiltyvit vuosiluokkien 7-9 opetus-
suunnitelmaan (Opetushallitus, 2014, 375). Tutkimuksessa tutkitaan kolmasluokka-
laisten murtolukujen oppimista, joten tdssd murtoluvulla ja sekaluvulla rajoitutaan
positiivisiin murtolukuihin ja sekalukuihin.

5.2 Murtoluvun suuruus

Pitkethly ja Hunting (1996) ovat tarkastelleet murtolukuihin liittyvid tutkimuksia
1990-luvun alkupuolelta. Tutkijat ovat havainneet, etti rationaalilukukésitteen ke-
hittymisessd on kaksi kantavaa tekijdd: 1) kokonaisen jakaminen yhtd suuriin osiin
ja edelleen osien jakaminen yhtd suuriin osiin ja 2) kokonaisen ymmartdminen jous-
tavasti; kokonainen voi olla luku yksi, luokan oppilasmiiri tai tyomiehen palkka.
Murtolukujen esittiminen kahden kokonaisluvun osamiirini saattaa olla oppilaille
hankala ymmairtdd. Oppilaat tulkisevat murtoluvun kahden luonnollisen luvun muo-
dostamana kombinaationa eikd niinkédén lukuna, joka ilmaisee suhdetta (Pitkethly &
Hunting, 1996).

Murtolukujen opetus aloitetaan yleensa vertaamalla keskenddn samannimisid mur-
tolukuja, jolloin suuruusvertailu tapahtuu murtolukujen osoittajien vélilld: murtolu-
ku on suurempi, jos sen osoittaja on suurempi. Tédssd oppilaat voivat tukeutua luon-
nollisten lukujen ominaisuuksiin menestyksekkaésti. Kun seuraavaksi verrataan kes-
kenddn erinimisid murtolukuja, joiden osoittajat ovat keskendédn yhtésuuret, riittéa,
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ettd oppilaat vertailevat keskendan murtolukujen nimittdjia. Tédssd luonnollisten lu-
kujen ominaisuuksiin nojaaminen ei enédé toimikaan, vaan se murtoluvuista, jonka ni-
mittdjd on pienempi, onkin itse asiassa murtoluvuista suurempi. Kun ensimmaisilld
oppitunneilla harjoitellaan vain osoittajien tai nimittédjien keskindisti vertailua, ei ole
ihme, ettd oppilailla on hankaluuksia tulkita murtoluvun suuruutta kahden annetun
luvun suhteena.

5.2.1 Murtoluvun suuruuden kasittely oppikirjoissa

Murtoluvun suuruuden arviointiin kiytetddn vain vdhin aikaa suomalaisissa mate-
matiikan oppikirjoissa, kun aiheeseen kéytettyd sivuméérii verrataan koko kyseisen
oppikirjan murtolukuteeman sivuméaéraan. Murtoluvun suuruuden ymmértdmisté ko-
rostetaan esimerkiksi opettajille suunnatussa matematiikan kirjassa (van de Walle,
Karp & Bay-Williams 2013, 303-304). Kirja opastaa lukijaa miettimdin, onko an-
nettu murtoluku lahelld ankkurilukua 0, % tai 1. Oppilas, joka ymmartid, ettd murto-
luvut ﬁ ja ﬁ ovat hyvin pienid, pystyy péaittelemiin, ettd edelld annettujen mur-
tolukujen summa on ldhempéni lukua ’1° kuin lukua *2” (Hecht 1998). Tdhén liittyen
suomalaisen matematiikan oppikirjasarjan neljinnen luokan kokeessa oli viimeiseni
laskutehtiva % + % Kun koetta kéytiin ldpi oppilaiden kanssa, opettaja totesi, etti
viimeinen tehtdvi oli mahdoton (Opetuskeskustelu, 2013). Opettajan lausahdus kuu-
lostaa ehkdpd oudolta, mutta selittyy silld, ettd oppilaille ei ollut vield opetettu eri-
nimisten murtolukujen yhteenlaskua. Téstd nidkee kuitenkin sen, ettd luokanopettaja
oli itsekin niin kiinni proseduureissa, ettei hdan pystynyt nikemaiin laskussa kahden
kokonaisen summaa. Piirtdminen olisi ehkédpéd saanut hidnet huomaamaan tehtdvin
ratkaisun.

Aikaisempiin tutkimuksiin ja alakoulun oppikirjoihin tutustuessani olen havain-
nut, ettd kansainvilisissé tutkimuksissa nousee esille murtolukujen yhtidsuuruus, equal
fractions, jota suomalaisissa oppikirjoissa sivutaan vain hieman. Sitd vastoin suo-
malaisissa oppikirjoissa keskitytdin mekaaniseen laventamiseen ja supistamiseen.
Strang toteaakin, ettd oppilaiden on havaittu olettavan, ettd lavennettaessa ja supis-
tettaessa murtoluku samalla suurenee tai pienenee (Strang, 1989). Suomenkieliset
sanat ’laventaminen’ ja ’supistaminen’ eivit tue oppilaan mielikuvaa samalla taval-
la kuten esimerkiksi *vihennyslasku’, joka ilmaisee médrin vihenemistd. Oppilas ei
hahmota mikd murtoluvussa laajenee tai supistuu. Oleellisin piirre, ettd murtoluvun
suuruus ei muutu lavennettaessa tai supistettaessa, tuntuu hautautuvan mekaaniseen
suorittamiseen.

Joutsenlahti, Perkkild ja Tossavainen (2016) tarkastelivat tutkimuksessaan eri ai-
kakausien alakoulun matematiikan oppikirjoja. Vanhemmissa, 1970-luvun oppikir-
joissa korostui muodollinen manipulointi (laventaminen, supistaminen ja laskutoi-
mitusten suorittaminen) sovellusten ja konkretisoinnin sijaan. Uudemmissa kirjois-
sa murtolukukésitteen yleisin 1dhestymistapa oli kokonaisen jakaminen yhti suuriin
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osiin. Kokonaisen késite jdi kuitenkin usein murtolukumerkinnin varjoon. Suurim-
mat erot eri aikakausien oppikirjojen vililld liittyivit sithen, missd madrin kuvitusta
oli kéytetty laskutoimitusten havainollistamisessa. Oppikirjat ilmentévit usein vallal-
la olevaa pedagogista ajattelua, joten muutaman oppikirjailijan késitykset késitteiden
sisdllostd ja merkityksestd vaikuttavat jopa kokonaisten sukupolvien matemaattiseen
ajatteluun. (Joutsenlahti ym., 2016.)

5.2.2 Luonnollisten lukujen ja murtolukujen sijoittaminen lukusuo-
ralle

Lukusuora on oppikirjoissa kédytetty havainnollistamismalli, joka annetaan yleensd
valmiina. Jos oppilaiden tehtdvéni on sijoittaa luvut annetulle lukuvilille, tehtivi ei
ole helppo etenkiin, kun luvut ovat suuria. Sieglerin ja Opferin (2003) mukaan op-
pilailla on taipumus esittéd sijoitettavien lukujen vili suurempana annetun lukuvélin
alkupiissd kuin lukuvilin loppupéddssid. Lukujen sijoittelu muistuttaakin enemmén
logaritmista asteikkoa kuin lineaarista asteikkoa. Luonnollisten lukujen sijoittami-
nen lukusuoralle on tirked osatekijd murtolukujen ymmaértimisen kehityspolussa. Se
ennustaa Jordanin ym. (2013) tutkimuksen mukaan esimerkiksi paremmin tulevaa
murtolukujen hallintaa kuin oppilaan keskittymiskyky tai taito laskea luonnollisilla
luvuilla.

Booth ja Newton (2012) tutkivat teini-ikdisten valmiuksia sijoittaa luonnollisia
lukuja ja murtolukuja lukusuoralle. Tutkimuksessa testattiin murtolukujen sijoitta-
mista lukuvélilld 0-1 ja luonnollisten lukujen sijoittamista lukuvileille 0-10 000
ja 0-6257. Tutkimuksen mukaan murtolukujen suuruuden ymmértdminen oli yh-
teydessi algebravalmiuksiin enemmin kuin luonnollisten lukujen hallitseminen. Al-
gebravalmiuksien kynd—paperi-testilléd testattiin yhtidlonratkaisumenetelmien hallin-
taa, yhtasuuuruusmerkin kayttod, muuttujakésitettd, murtoluku-, desimaaliluku- ja
prosenttiesityksen hallintaa seki sitd, osaako oppilas ratkaista sanallisia tehtidvia.
Tutkijoiden mukaan murtoluvun suuruuden hallitseminen osoittaa syvempaid mur-
tolukujen ymmaértamisti. Erityisesti yksikkomurtolukujen sijoittaminen lukusuoralle
on tutkimuksen mukaan yhteydessé algebravalmiuksiin. (Booth & Newton, 2012.)

Fazion, Baileyn, Thompsonin ja Sieglerin (2014) mukaan luonnollisten luku-
jen suuruuden hallinnalla on puolestaan yhteys murtolukujen suuruuden hallintaan.
Mité tarkemmin viidesluokkalaiset osasivat sijoittaa luonnollisia lukuja lukusuoral-
le lukuvililla 0-1000 sitd tarkemmin he osasivat sijoittaa lukusuoralle murtoluku-
ja annetulle lukuvilille O—1. Vaikka luonnollisten lukujen ja murtolukujen symbo-
linen esitysmuoto poikkeavatkin toisistaan, yhteistd on se, ettd kumpikin ilmaisee
luvun suuruutta. Tutkijoiden mukaan ndyttéisi siltd, ettd interventio, joka on suun-
niteltu tukemaan symbolisen esitysmuodon suuruuden ymmértdmistd, olisi erityisen
hyd6dyllinen.

Torbeyns, Schneider, Xin ja Siegler (2015) vertailivat oppilaiden murtolukujen
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hallintaa USA:ssa, Kiinassa ja Belgiassa. He tutkivat yhteyttd murtolukujen suuruu-
den ymmartdmisen, murtolukujen peruslaskutaitojen hallinnan ja yleisen matema-
tiikkan osaamisen vililld. Oppilaiden tuli sijoittaa murtolukuja annetulle lukuvilille
0-1 tai 0-5, joissa ainoastaan vilin péitepisteet oli merkitty lukusuoralle. Oppilai-
den tuli vertailla keskenédédn kahta murtolukua, joista toinen oli koko ajan sama lu-
ku % Tutkimuksen mukaan kaikissa kolmessa tutkimusjoukossa murtolukujen suu-
ruuden kisitteellinen ymmirtdminen ennusti voimakkaammin matematiikan testissi
menestymistd kuin proseduraalinen murtoluvuilla laskemistaito. Nayttdisi siltd, ettd
vahva yhteys murtolukujen suuruuden ymmértidmisen ja yleisemmén matematiikan
hallitsemisen vililla ei ole kulttuuritaustasta tai koulutusjirjestelmaista riippuvainen,
vaan yleisempi kognitiivinen ilmi6. Tdmén mukaisesti oppitunneilla tulisikin kiin-
nittdd enemmin huomiota murtoluvun suuruuden arviointiin osoittajan ja nimittidjin
suhteena, ei vertailla osoittajaa ja nimittdjii irrallaan murtoluvusta.

5.2.3 Suuruusvertailustrategioita

Tutkimukset osoittavat, ettd suuruusvertailussa luonnollisten lukujen ominaisuudet
ohjaavat vahvasti oppilaiden toimintaa. Hartnettin ja Gelmanin (1998) tutkimuk-
sessa 5—7-vuotiaiden lasten tehtdvini oli asettaa murtolukuja suuruusjirjestykseen.
Yleensd lapset jérjestivit luvut joko osoittajien mukaan tai nimittdjien mukaan, mut-
ta harva lapsista osasi tulkita murtolukua lukuna, osoittajan ja nimittdjéan suhteena.
Behr ym. (1984) ja Cramer ym. (2002) tarkastelivat tutkimuksissaan ldhemmin op-
pilaiden suuruusvertailustrategioita. Jos murtoluvuilla oli sama nimittdjd, oppilaat
vertasivat osoittajia keskendin ja jos murtoluvuilla oli sama osoittaja, oppilaat ver-
tasivat nimittdjid keskendén. Oppilaat saattoivat verrata murtolukuja myds johonkin
ankkurilukuun, esimerkiksi lukuun puoli, ja sen avulla pédtelld annettujen lukujen
keskindisen suuruusjirjestyksen. Oppilaat saattoivat verrata lukuja keskendan myos
puuttuvan osan kautta. Puuttuvan osan suuruudella tarkoitetaan tilannetta, jossa ver-
tailtavat murtoluvut ovat esimerkiksi yhden osan pééssd kokonaisesta kuten luvut
% ja %. Koska % on suurempi kuin %, puuttuu murtoluvussa % yhdesté kokonaisesta
vihemmin, ja niin ollen se on murtoluvuista suurempi. Erilaisilla vertailustrategioil-
la oppilaat vélttivit samannimisiksi murtoluvuiksi laventamisen vaivan.

Meertin, Grégoiren ja Noélin tutkimuksessa (2010a) etsittiin vastausta siihen,
vertailevatko 10- ja 12-vuotiaat oppilaat pelkistiin murtoluvun osoittajia tai vas-
taavasti nimittdjid keskenddn vai vertailevatko he murtolukuja keskenédédn suuruuk-
sien perusteella. Vertailtavien murtolukujen osoittajat olivat keskendidn yhtd suuret
tai murtoluvut olivat samannimisid. Tutkimuksessa havaittiin, etti oppilaiden vastaa-
miseen kdyttamai aika oli pidempi tehtdvissd, joissa osoittajat olivat yhtd suuret kuin
tehtdvissd, joissa nimittdjédt olivat yhtd suuret. Tdmi antaa viitteitd siitd, ettd monet
oppilaat vertailevat murtolukujen osoittajia keskendin ja nimittéjid keskendin. Eri-
nimisten murtolukujen kohdalla intuitiivinen vastaus suuremman nimittdjin mukaan
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joudutaan aktiivisesti estiméin, miki aiheuttaa viivettd oppilaan vastaukseen.
Edelli esitetty aktiivinen estiminen huomattiin my0s aikuisilla van Hoofin, Lij-
nen, Vershaffelin ja van Doorenin (2013) tutkimuksessa, kun testattiin miten aikui-
set toimisivat tehtdvissid, joissa mukana on murtolukuja, joilla on erilaiset osoitta-
jat ja nimittdjat. Tutkimuksessa todettiin, ettd vertailtavien murtolukujen suuruuk-
sien keskindinen etdisyys vaikutti selvésti vastauksen nopeuteen. Tami antaa viit-
teitd siitd, ettd tutkimuksen aikuiset vertailevat murtolukujen suuruuksia keskendén
eivitkd pelkastidin osoittajia tai nimittdjid keskenddn. Aikuisten suuruusvertailustra-
tegia mukautui kuitenkin tilanteen mukaan. Sama havainto tehtiin tutkittaessa mate-
matiikan laitoksen henkilokunnan ratkaisutapoja (Obersteiner, van Dooren, van Hoof
& Verschaffel, 2013). Tutkimuksen ulkopuolelle jétettiin kuitenkin tutuimmat mur-

toluvut kuten % ja %. Tuttujen lukujen osalta vaikutus oli tullut esille jo Schneiderin
3

Monet aikuiset perustelivat vastauksensa sanomalla tietdvinsi heti, ettid esimerkikSSi
annettu murtoluku % on pienempi kuin 2, ja timi automatisoituminen nikyi myos
lyhyempéni reaktioaikana. Vastaajat kayttivit mielelldin yksinkertaista vertailukei-
noa, kun sellainen oli saatavilla esimerkiksi samannimisten murtolukujen kohdalla.

Jos tilanne vaati tarkkaa vastausta, vastaajat kéyttivit mielummin vaativampia mene-

ja Sieglerin (2010) tutkimuksessa, jossa verrattiin annettuja murtolukuja lukuun

telmid kunkin murtoluvun suuruuden médrittdmiseksi ennen vastauksensa antamista.

Selvittdessdin hyvit matematiikan pohjatiedot omaavien matematiikan laitok-
sen opiskelijoiden ratkaisustrategioita DeWolf ja Vosniadou (2015) keskittyivit tut-
kimuksessaan pelkéstddn murtolukuihin, joilla oli erilaiset osoittajat ja nimittéjét.
Toisin kuin edelld mainituissa tutkimuksissa, mukana oli myds murtolukuja, jotka
olivat suurempia kuin yksi, esimerkiksi % ja %—?. Tutkimustuloksen mukaan ndyttda
siltd, ettd matematiikan opiskelijat vertailevat murtolukuja keskenédédn lukuina. He
eivit vilttimaittd ndhneet murtoluvun suuruutta heti, vaan he pééttelivit sen erilaisia
ratkaisutapoja kiyttden esimerkiksi vertaamalla kokonaisia keskeniiin. Vastausajat
olivat pidempid niissé tehtivissi, joissa vertailtavat murtoluvut olivat suuruudeltaan
lahelld toisiaan tai murtolukujen osoittajat ja nimittéjat olivat yhdenmukaiset. Yhden-
mukaisuudella tarkoitetaan sitd, ettd suuremman murtoluvun osoittaja ja nimittédja

ovat suurempia kuin pienemman murtoluvun osoittaja ja nimittdjd esimerkiksi g ja
1

3.

5.3 Murtoluvun tiheys

Luonnolliset luvut ja kokonaisluvut ova siind mielessi erillisid diskreettejd, ettd ne
esiintyvit lukusuoralla tasaisin vilein niin, ettd kahden perdkkiisen luvun erotus
on yksi. Reaaliluvut puolestaan ovat jatkuvia, silld reaalilukujen joukkoon kuulu-
vat kaikki lukusuoran pisteet. Rationaalilukuihin kuuluvat kaikki kokonaisluvut ja
kaikki murtolukumuodossa esitettavit luvut eli luvut, joiden desimaalilukuesitys on
joko padttyvé tai se on padttymiton ja jaksollinen. Rationaalilukuja on ddrettomén
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paljon, mutta niiden peittdmaélle lukusuoralle jdi vield ’aukkoja’. Rationaalilukujen
ulkopuolelle jadvét luvut, joiden desimaalilukuesitys on padttyméton ja jaksoton ku-
ten esimerkiksi 7 ja /2. Rationaalilukujen joukkoa kutsutaan tiheciksi.

Murtolukujen suuruuden hallinnan ohella oppijan tulisi saada edes alustava kisitys
murtolukujen muodostaman joukon tiheydestd (Vamvakoussi, Christou, Mertens &
van Dooren, 2011; Siegler ym., 2011). Kun oppilaalta kysytidin *mikd murtoluku tu-
lee heti % jilkeen?’, usein saatu vastaus on luku % Oppilaat ikdén kuin luettelevat lu-
kuja kolmasosan vilein. Tosiasiassa sitd ei voida kuitenkaan yksiké&sitteisesti sanoa,
mikd murtoluku tulee heti luvun yksi kolmasosan jélkeen, silld murtolukuja on mill&
tahansa lukuvililld ddreton midrd. Murtolukujen tiheys on monelle lukiolaisellekin
vaikeasti ymmadrrettivi asia, kun seuraavan luvun ajattelu pitéisi korvata niin lihelle
kuin tahansa -ajattelulla (Merenluoto, 2001, 158; Merenluoto & Lehtinen, 2002).
Vaikeudet johtuvat puutteellisesta kisitteellisesti muutoksesta siirryttidessid luonnol-
lisista luvuista rationaalilukuihin (Merenluoto & Lehtinen 2004b; Vamvakoussi &
Vosniadou, 2012). Tuomisen (2016a) tutkimuksessa jopa osalle (15 %) ensimméisen
vuoden yliopiston matematiikan pddaineopiskelijoista ei ollut selvéd, ettd kahden an-
netun murtoluvun vilissd on ddreton midrd murtolukuja.

Lapset saattavat hyviksyé ajatuksen siitd, ettd lukuja on tiheimmin kuin tdhéin
asti on opittu, toisin sanoen voidaan luetella lukuja 1, 11, 2, 2%, 3, 3% ja niin edel-
leen. Siitdkéadn huolimatta lapset eivit padse kiinni ajatukseen tiheydesti, toisin sa-
noen siitd, ettd annettujen lukujen 1, 1% vilissd on paljon murtolukuja (Gallistel &
Gelman, 1992). Seitsemésluokkalainen oppilas vastasi tehtdviin Kuinka monta mur-
tolukua on murtolukujen % ja % vdlissd? ympyrdimilld ensin vaihtoehdon *1°. Oppi-

laan perustelu avasi hienosti hdnen ajatteluaan: Koska kun tekee niiden nimittdjistd
7

12
laventaa vield, esim. % ja %, niiden vdliin menee enemmdn :-). Vaihtoehto *1° oli
kumitettu puhtaaksi, mutta painauma nékyi edelleen paperilla ja vaihtoehto 'monta’
oli ympyrdity. Tastd vastauksesta nikee hienosti sen, ettd sopiva tehtidva voi ohjata

oppilasta ja kyseinen oppilas sai jo kiinni tiheysajattelusta. (Opetustuokio, 2015.)

(?) samat niistd tulee 1% ja %. Niiden viliin menee yksi murtoluku <5, mutta jos niitd

Vamvakoussi ja Vosniadou (2010) tutkivat eri-ikdisten oppilaiden kisityksia lu-
kujen lukuméiristd annetulla lukuvililld. Ajatus ddrettdmin monesta luvusta an-
netulla lukuvililla ilmeni ensin luonnollisten lukujen yhteydessd, seuraavaksi aja-
tus ilmeni desimaalilukujen yhteydessd ja vasta viimeisend murtolukujen kanssa.
Alle kymmenesosa vastaajista vastasi systemaattisesti eri tavalla luonnollisten lu-
kujen ja rationaalilukujen kohdalla. Tdméd osoittaa hyvin sen, ettd oppilaiden on
hankala ymmirtdd yhteys desimaalilukujen ja murtolukujen vililld ja ndhdé ratio-
naaliluvut omana lukujoukkonaan erilaisine esitysmuotoineen. Jos oppilaat olisivat
ymmdrtineet, ettd murtoluvut voidaan esittdd myos desimaalilukumuodossa ja etta
luonnolliset luvut ovat vain murtolukujen erikoistapauksia, olisi dédrettdmyysajatus
ollut hyddynnettivissd desimaaliluvuista murtolukuihin ja pdin vastoin.

Oppilaat saattavat ajatella luvuista lukusuoralla erdédnlaisena "helminauhana’, jol-
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loin jokaisella "helmelld’ on seuraajansa. Vamvakoussi ja Vosniadou (2012) kdyttivit
mielikuvaa katkeamattomasta kuminauhasta tukeakseen oppilaiden késitystd ratio-
naalilukujen tiheydesté. Interventiossa koeryhmin oppilaita ohjattiin tekstin avulla
kuvittelemaan lukusuoraa kuminauhana, jota voidaan venyttdi ja kutistaa. Teksti-
interventio paransi oppilaiden suoritusta, oppilaat ymmarsivit paremmin, ettd anne-
tulla lukuvililld on dédreton médri lukuja ja ettei milldén rationaaliluvulla ole olemas-
sa yksikdsitteistd seuraajaa.

Murtolukujen suuruusvertailun ja proseduurien sujumisen hallintaa on tutkittu
paljonkin, mutta murtolukujen tiheyteen liittyvid tutkimuksia on vihemmén. Tuomi-
nen (2016a) luokitteli tutkimuksessaan seitsemésluokkalaisten (n = 74), 1. vuoden
luokanopettajaopiskelijoiden (n = 82) ja 1. vuoden matematiikan piddaineopiskelijoi-
den (n = 53) vastaukset kysymykseen Kuinka monta murtolukua on murtolukujen
% Jja % vdlissd?. Ylakoululaisten suosituin vastaus annetuista vaihtoehdoista 0, /
tai monta oli kolmas vaihtoehto (39 %), johon oppilaat padtyivit monin eri tavoin.
Yksikéddn vastaajista ei maininnut ddrettomyytté, joten vastaus on voinut hyvin ol-
la my6s onnekas arvaus. Lihes yhti suosittu vastaus oli / (38 %), johon oppilaat
yleensi pédtyivit laventamalla annetut murtoluvut keskenédén samannimisiksi. Luo-
kanopettajaopiskelijoiden suosituin vastaus oli / (52 %) ja matematiikan pidaineopis-
kelijoiden ddreton mddrd (85 %). Yliopisto-opiskelijoille ei oltu annettu valmiita
vastausvaihtoehtoja, mutta kaikki samat vastausvaihtoehdot tulivat esille kuin seit-
semisluokkalaisillakin. Verrattaessa vastausten jakautumista huomattiin, ettd luo-
kanopettajaopiskelijoiden ja seitsemésluokkalaisten jakaumat vastasivat toisiaan, vaik-
ka opiskelijat ovat peruskoulun lisdksi suorittaneet my0s lukion oppiméiridn. Mate-
matiikan pddaineopiskelijat poikkesivat odotetusti kahdesta muusta ryhmisté. Tehta-
vinanto '’Kuinka monta...” saattaa osaltaan johdatella vastaajia harhaan antamalla ku-
van ddrellisestd midrastd vastauksia. Siksi koululaisten kohdalla tiytyy vastauksiin
suhtautua ymmdrtivésti. Opiskelijoiden kohdalla sitd vastoin ainoastaan yksi luo-
kanopettajaopiskelija pohti, ettd Jos tarkoitus on laskea kahdestoistaosia, niin silloin
vdlissd on yksi murtoluku % mutta muuten murtolukuja on ddreton mddrd. Matema-
titkan opiskelijoista harhaanjohtavasta tehtdvdn annosta huolimatta suurin osa antoi
vastaukseksi *ddreton madrd’.

5.4 Lukusuoramallin kehittyminen lukualueen laajetes-
sa

Lukusuora otettiin mukaan alkuopetuksen oppikirjoihin 2000-luvun alkupuolella,
oppilailla oli kuitenkin vaikeuksia hyodyntdi sitd. Oppilaat osasivat sijoittaa puut-
tuvia lukuja lukusuoralle, mutta eivit osanneet hyddyntédd sitd esimerkiksi lukujen
jarjestely- tai yhteen- ja viahennyslaskutehtdvissa. Perkkild, Joutsenlahti ja Sarenius
(2018) kysyvitkin, minkélainen rooli lukusuoralla pitiisi olla lukukésitteen opetta-
misessa.
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Oppilaiden lukukisite saa alkunsa luonnollisista luvuista ja rakentuu sitten ratio-
naalilukujen kautta kohti reaalilukuja. Oppikirjojen lukusuoraesityksissa ei kuiten-
kaan oteta huomioon siti, ettd my0s lukusuoramallin tulisi kehittyé oppilaan tietojen
ja taitojen karttuessa. Jos ajatellaan luonnollisia lukuja, ne esiintyvit tasaisin vilein,
nollasta alkaen:

Laajennettaessa lukujoukkoa kokonaislukuihin saadaan myds luonnollisten lu-
kujen vastaluvut esitettyi tasaisin vélein nollan vasemmalla puolella:

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Laajennettaan lukujoukkoa rationaalilukuihin. Lisddmailld ensin kahdesosat saa-
daan mukaan lukuja, joiden paikka sijaitsee joko kokonaisluvun kohdalla tai koko-
naislukujen puolivélissi:

5 3 1 1 3 5 7 9 11
3 3 25 15 0 5 1 5 2 35 3 53 4 3 5 3

Lisétddn seuraavaksi kolmasosat, neljdsosat ja viidesosat. Kuvan lukemisen hel-
pottamiseksi ainoastaan kolmasosia, neljdsosia ja viidesosia vastaavat pisteet on mer-
kitty kokonaislukujen viliin, ei lukuja symbolimuodossa:

- _5 - —5 _1 —5 0 5 1 72 § 3 § 4 5 ?
- _5 - _5 _1 _i O 5 1 72 § 3 5 4 5 7

5 3 1 1 3 5 7 9 11
302023 41 o0 Lo 3 2 5 3 T 4 9 5 U

Vaikka rationaalilukuja on ddrettomén paljon, rationaalilukujen joukko Q siséltdd
kuitenkin "vain’ kaikki péittyvit desimaaliluvut, esimerkiksi % jakaikki padttymattomait
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jaksolliset desimaaliluvut, esimerkiksi % Niiden lukujen ulkopuolelle jaavit kui-
tenkin kaikki paattymittomat jaksottomat desimaaliluvut eli lukusuorasta puuttuu
vield pisteitd. Vasta laajentamalla lukujoukko reaalilukuihin, lukusuora saadaan yh-
tendiseksi. Silloin vasta mielesténi voidaan puhua lukusuorasta. Niin kauan kuin ir-
rationaaliluvut puuttuvat, lukusuora on vain pisteidensd joukko muttei yhtendinen,
jatkuva, suora.

Jos lukusuoramalli kehittyisi samaa tahtia oppilaiden lukukisitteen kanssa, oppi-
laat saattaisivat kiinnittdd paremmin huomion siihen, ettd uusia lukuja — rationaalilu-
kuja — voidaan sijoittaa tuttujen kokonaislukujen viliin. Oppilaille voisi muodostua
helpommin ajatus yhdesti lukusuorasta ja myos idea rationaalilukujen tiheydesta tu-
lisi konkreettisemmaksi. Kehittyvin lukusuoramallin hyddyntémisté voitaisiin tukea
murtolukujen kuvallisten representaatioiden kanssa. Tdmi voisi auttaa esimerkiksi
sekalukujen sijoittamisessa kehittyville lukusuoralle.

5.5 Murtoluvun eri representaatiot

Murtolukuja voidaan kuvata esimerkiksi symboleilla (desimaali- tai murtolukumer-
kintdni) tai visuaalisia ja konkreettisia malleja hyodyntden. Behr ym. (1983) kuvaa-
vat vuorovaikutuksia viiden eri representaatiosysteemin /) arkieldmdn tilanteet, 2)
opetusvdlineet, 3) kirjoiteutut symbolit ja lauseet, 4) puhuttu kieli ja symbolit ku-
ten looginen péittely (tai, ja) ja 5) kuvar vililld. Tutkijoiden mukaan useat ongel-
mat voidaankin ratkaista hyodyntamailld useampaa representaatiosysteemid. Kuvat
ja konkreettiset vilineet voivat toimia vélittdjind arkieldman tilanteiden ja matemaat-
tisen symbolikielen vélill4, kuten puhuttu kieli voi toimia vilittdjini arjen tilanteen
jakuvan vililld tai kuvan ja kirjoitettujen symbolien vililld. Konkreettisilla vilineilld
voidaan esimerkiksi aluksi havainnollistaa symbolein kirjoitettua laskua, seuraavak-
si voidaan ratkaista tehtivéa vilineitd hyddyntéden ja lopuksi palata takaisin ja antaa
vastaus symbolimuodossa.

Tutkijoiden mukaan opeuksessa kidytetyimpid malleja ovat kuitenkin erilaiset
geometriset kuviot, joukkomallit ja lukusuora. Gabrielin ym. (2013) tutkimukses-
sa, jossa oppilaiden tehtdvéni oli valita kuvien joukosta sopivin malli esittimédn
tiettyd murtolukua, oppilaat suosivat vastauksissaan yhtendisid kuviomalleja, vaik-
ka joukkomallejakin oli tarjolla. Ilmeisesti kuviomallit olivat oppilaiden mielesti
helpommin tulkittavia. Hamdan ja Gunderson (2017) vertaisivat keskendin pinta-
alamallin ja lukusuoramallin vaikutusta murtolukujen oppimiseen. Lukusuoramal-
lin kéyttod opetelleet oppilaat pystyivit toimimaan paremmin uuden tehtdvityypin
kanssa kuin pinta-alamallin kdyttdd opetelleet oppilaat. Tutkijat padttelivat lukusuo-
ramallin olevan pinta-alamallia tehokkaampi havainnollistamaan murtolukuja. Tama
olisi hyvi ottaa huomioon representaatiota valitessa, silld pinta-alamalli on lukusuo-
ramallia yleisemmin kéytdssd oleva representaatio.

Koskon ja Wilkinsin (2010) tutkimuksen mukaan vélineiden kéytt6 aktivoi mate-
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maattista kielentamistd. Mitd enemméin oppilaat kéyttivit opetusvilineitd sitd useam-

min heididn havaittiin kirjoittavan matematiikkaa ja keskustelevan matematiikasta.

Toisaalta, mitd enemmén he kirjoittivat ja keskustelivat matematiikasta, sitd useam-

min he hyddynsivit vilineitd. Tutkijat kehottavatkin, ettd opettajien tulisi hyodyntii

kaikkia kolmea: havainnollistamisvélineitd, kirjallista ilmaisua ja keskustelua, ja kdyt-
tdd niitd yhtd usein. Myos Joutsenlahti (2003) kehottaa ajatuksen nédkyviksi teke-

miseen esimerkiksi vihko- ja taulutydskentelyssi kirjoittamalla ratkaisun joukkoon

muutamia sanoja kuvaamaan sitd, mitd ollaan laskemassa. Esitystd voidaan tukea

opettajajohtoisella keskustelulla tai vertaiskeskustelulla.

Alajmin (2012) tutkimuksessa verrattiin keskendin USA:n, Japanin ja Kuwaitin
1.-5. luokan matematiikan oppikirjoja murtolukujakson osalta. Tutkimuksessa todet-
tiin, ettd USA:ssa ja Kuwaitissa opetus aloitettiin jo ensimméiselld luokalla ja oppi-
kirjat kdyttivit paljon aikaa jo opitun kertaamiseen kuitenkaan saavuttamatta mainit-
tavaa hyotyd. Japanissa murtolukujen opiskelu aloitetaan vasta kolmannella luokal-
la. Kirjojen kuvituksissa toistuvat osa kokonaisesta pinta-alamallit ja tilavuusmallit
mehukannun muodossa, japanilaisessa kirjasarjassa hyddynnettiin myos lukusuoraa
murtolukujen suuruusvertailussa. Tutkimuksessa nostettiin murtolukujen oppimisen
kannalta tirkeiksi tekijoiksi murtolukujen siltaaminen arkielamdin ja murtolukujen
suuruuden ymmértdminen.

5.5.1 Desimaaliluku- ja murtolukumuodon linkittyminen

Rationaalilukuja voidaan esittdd numerosymbolien avulla murtoluku- ja desimaa-
lilukumuodossa. Nédiden kahden esitystavan yhdistiminen saattaa olla monelle op-
pilaalle suuri haaste matematiikassa. Tutkimusten mukaan oppilaat mieltdvét ratio-
naaliluvut kahtena erilliseni lukujoukkona; murtolukuina ja desimaalilukuina, joille
kummallekin on joukolleen ominaiset laskusddannét (Vamvakoussi ym., 2011.) Tama
saattaa johtua siitd, ettd murtolukujen ja desimaalilukujen merkintdtapa on erilainen,
lukujen vilinen suuruusvertailu perustuu eri menetelméin ja aritmeettiset operaatiot
ovat erilaiset. Ei siis ole ihme, ettd oppilaat eivit hahmota, ettd kyseessad on yksi ja
sama rationaalilukujen joukko.

Oppilaiden tulisi erottaa toisistaan kisitteet luku ja sen esitysmuoto ja huomata
se, ettd luvun eri esitysmuodoilla on sama vastinpiste lukusuoralla. (Vosniadou ym.,
2008; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010.) Desimaalilukujen ja murtolukujen ajatte-
leminen erillisind lukujoukkoina ndkyy hyvin esimerkiksi tehtdvissd, joissa oppilaan
tulee sijoittaa lukuja annetulle lukuvilille. Jos lukuvilin péétepisteet on esitetty de-
simaalilukuina, oppilaat sijoittavat vilille vain desimaalilukuja ja vastaavasti, jos
paitepisteet on esitetty murtolukumuodossa, oppilaat hyvéksyvét vilille vain mur-
tolukuja. (Vamvakoussi & Vosniadou, 2012; Vamvakoussi ym., 2011.)

Yhteyden nikeminen murtoluku- ja desimaalilukumuodon vililld voi olla vai-
keaa aikuisellekin. Luokanopettajaopiskelija kysyi kesken opetukseni Mistd tieddn,
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ettd 0,3 = 13—0?. Pyysin héntd lukemaan didneen desimaaliluvun ilman sanaa ’pilk-
ku’: nolla kokonaista kolme kymmenesosaa. Arkikielessd desimaalilukuja ilmaistaan
usein luettelemalla numeroita ja lisdamalld sana ’pilkku’ sopivaan kohtaan, jolloin
puheessa ei hyddynnetd kymmenjirjestelmii. Esimerkiksi luku 2,3 voidaan lukea jo-
ko ’kaksi pilkku kolme’ tai *kaksi kokonaista kolme kymmenesosaa’. Jalkimméiisestd
ilmaisutavasta on helppo miettid miten luku esitettdisiin murtolukumuodossa. Murto-
lukumuodossa esitetyn rationaaliluvun desimaalilukumuoto saadaan laskemalla osoit-
tajan ja nimittdjan osamddrd, esimerkiksi % = 0, 875. Tdmai tuntuu jadvin vihemmaille
huomiolle matematiikan oppikirjoissa, joissa sen sijaan saatetaan jopa kannustaa
opettelemaan tutuimpien murtolukujen desimaalilukuesitykset ulkoa.

Resnickin, Nesherin, Leonardin, Magonen, Omansonin ja Peledin (1989) tutki-
muksessa tutkittiin amerikkalaisten, ranskalaisten ja israelilaisten oppilaiden desi-
maalilukujen hallintaa. Desimaalilukumuodon tulkitseminen oli monelle 4.—6.-luok-
kalaiselle oppilaalle hankalaa. Oppilailla oli vaikeuksia muuntaa murtoluku desi-
maalilukumuotoon. Oppilaat saattoivat huomioida vain osoittajan ja jattdd nimittdjin
huomioimatta, jolloin % muuntui muotoon 0, 3 tai 0, 003. Oppilaat saattoivat myos
huomioida vain nimittdjdn ja jittdd osoittajan huomioimatta, jolloin esimerkiksi %
muuntui muotoon 0, 04 tai 0, 4. Oppilaat saattoivat myds tehdd niin sanotun synteet-
tisen muunnoksen, jolloin % muuntui muotoon 3, 4 tai 0, 34.

Viirid tulkintoja voi aiheutua siitdkin, jos oppikirjoissa murtolukuihin ja desi-
maalilukuihin liittyvid aiheita kisitelldédn toisistaan irrallaan eiki samanaikaisesti tai
perédkkdin toisiinsa linkitettyind. Gabriel ym. (2013) tutkivat Belgian ranskankieli-
sen alueen 4., 5. ja 6. luokan oppikirjoja. Tutkimuksessa todettiin, ettd suurin osa tut-
kimuksen oppikirjoista aloitti murtolukujen opetuksen osana kokonaisesta. Opetta-
jat néyttivit tukeutuvan proseduureihin enemmén kuin opetussuunnitelma suositteli,
erilaiset kisitteelliset merkitykset esiteltiin ilman loogista jirjestystd ja murtoluvut
opetettiin ikdidn kuin omana aiheenaan, ilman linkitysti muuhun matematiikkaan.

McMullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen ja Lehtinen (2015a) tutkivat 3.- ja
5.-luokkalaisten oppilaiden murtolukukésitteen kehittymistd yhden vuoden aikana.
Oppilaiden osaamista mitattiin testilld kolme kertaa, jotta selvidisi, kuinka hyvin op-
pilaat hallitsevat murtolukujen ja desimaalilukujen suuruuden ja tiheyden. Tehtdvéat
sisélsiviat kahden murtoluvun (kahden desimaaliluvun) suuruuksien vélistd vertai-
lua, annettujen murtolukujen (desimaalilukujen) jirjestdmistd suuruusjirjestykseen
ja kysymyksid, kuinka monta murtolukua (desimaalilukua) oli annetulla lukuvalilla.
Oppilaat luokiteltiin osaamisensa mukaan neljdén eri luokkaan: matala késitteellinen
hallinta (matala osaaminen), keskitasoinen kisitteellinen hallinta (keskitason osaa-
minen), hallitsee hyvin murtolukujen suuruuden eri representaatiot (representaatiot)
ja hallitsee murtolukujen tiheyden késitteen (korkea osaaminen). Tutkimuksessa tar-
kasteltiin sitd, miten oppilaat liikkuivat luokkien vililla. Suurin luokka (matala) ei
juurikaan muuttunut, miki oli tutkijoiden mukaan huolestuttavaa. Toisaalta ne oppi-
laat, jotka vililla siirtyivit korkeimpaan luokkaan, saattoivat seuraavassa mittaukses-
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sa palata takaisin alempaan luokkaan, joten saavutettu taito ei ollut pysyvai. Tutki-
muksessa 16ydettiin esimerkiksi oppilaita, jotka hallitsivat hyvin aikaisemmassa mit-
tauksessa suuruuden ja myShemmaéssd mittauksessa myos tiheyden kisitteen. Tut-
kimuksessa ei 10ydetty sellaisia oppilaita, jotka olisivat aikaisemmin hallinneet ti-
heyden késitteen, mutta eivdt murtolukujen suuruutta ja jotka myohemmaissd mit-
tauksessa olisivat osoittaneet myds murtolukujen suuruuden hallintaa. Tésti tutkijat
paittelivét, ettd tiheyskésitteen ymmartddkseen oppilaan tulee ensin hallita murtolu-
kujen suuruus eri representaatioineen.

Tuominen (2016b) tarkasteli tutkimuksessaan 7.-luokkalaisten oppilaiden mur-
tolukujen peruslaskutoimitusten kehittymistd yhden lukuvuoden aikana. Oppilaita
mitattiin kolme kertaa kirjallisella testilld ja oppilaiden vastausten perusteella oppi-
laat luokiteltiin kuuteen oppimisprofiiliin. Oppimisprofiilien avulla pyrittiin tunnis-
tamaan niiti tietoja ja taitoja, jotka tukevat murtolukujen peruslaskutoimitusten oppi-
mista. Luonnollisten lukujen laskujérjestyssdinnon hallinta ja murtoluvun suuruuden
ymmaértdminen néyttédisivit tukevan murtolukujen peruslaskutoimituksien oppimista
tai hallitsemista. Heikoiksi luokitelluilta oppilailta nuo taidot puuttuivat, eivitkd he
edes tunnistaneet murtoluvun % desimaalilukumuodossa olevaa oikeaa esitystd vir-
heellisten vaihtoehtojen 0, 3 ja 1, 3 joukosta. Noin neljdnnes tutkimuksen oppilaista
ei hallinnut luonnollisten lukujen laskujérjestyssddntdd vield kahdeksannen luokan
alussakaan.

Murtoluvun ymmirtdminen osoittajan ja nimittdjin suhteena saattaa olla avain
varhaiseen algebran hallintaan. DeWolf, Bassok ja Holyoak (2015) tutkivat, mitkd
murtolukujen ominaisuuksista tai niihin liittyvistd taidoista olisivat kaikkein par-
haimpia ennustamaan myShempiid algebran osaamista. Aiemmin esitetyn Boothin
ja Newtonin (2012) tutkimuksessa murtoluvun sijoittamista lukusuoralle osoittautui
tiarkedksi osataidoksi murtolukujen ymmairryksen kehittymisessid. Murtoluvun sijoit-
taminen lukusuoralle koostuu kuitenkin kahdesta osatekijasti: vastaaja osaa laskea
osoittajan ja nimittdjédn suhteen ja hidn osaa sijoittaa saadun tuloksen, desimaalilu-
vun, lukusuoralle. DeWolfin ym. (2015) tutkimuksen mukaan erityisesti desimaa-
lilukujen suuruuden ymmirtdminen ja murtoluvun ymmértiminen osoittajan ja ni-
mittdjin suhteena tukevat myohempéi algebran oppimista.

5.5.2 Lukusuoramallin kaytto oppikirjoissa

Oppikirjat kiyttavit kuvituksessaan lukusuoraa mallintaessaan luonnollisia lukuja
N. Ymmirtivitkod oppilaat kuitenkaan, ettd kyseessd on yksi ja sama lukusuora vai
tulkitsevatko he nikevinsd esimerkiksi seuraavissa tilanteissa kolme erilaista lukusuo-
raa: ykkoset, kymmenet ja sadat (kuva 6)?.

Enti ajattelevatko oppilaat murtoluvuille ’oman lukusuoran’ tai lukujanan, ku-
ten esimerkiksi neljédsosille (Kuva 7)? Johtuisivatko oppilaiden ongelmat sekaluku-
jen sijoittamisessa lukusuoralle siit4, ettd lukusuoraesitykset luonnollisille luvuille ja
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Kuva 6. Lukusuorat kuvaamassa lukuvéleja 0-10, 0—100 ja 0—1000

murtoluvuille eiviét linkity oppilaan mielessi yhdeksi ja samaksi lukusuoraksi?
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Kuva 7. Neljasosat lukuvalilla 0—1

Tutkimusten mukaan, kun annettu lukualue on yli yhden, oppilailla on taipu-
mus tulkita koko lukualue yhtené kokonaisena (Ni, 2000; Hannula, 2003; Cramer &
Wyberg, 2009; Gabriel ym., 2013). Ni (2000) havaitsi, ettd oppilailla oli vaikeuk-
sia sijoittaa murtolukuja lukusuoralle, vaikka lukusuora oli mallina entuudestaan tut-
tu. Oppilaat saattoivat ajatella annettua lukuvilid "kokonaisena’ eivitkid huomioineet
annettuja vilin paitepisteitd. Toisin sanoen oppilaat eivit ymmaértéineet, ettd luku 1
tarkoittaa yhtd kokonaista, joka tulisi sijoittaa esimerkiksi lukuvilillda 0-5 yhden vii-
desosan piddhén nollasta. Oppilaat mielsivit mieluummin oikean puoleisen kuvan
nuolen osoittavan kohdan esittdvin murtolukua % kuin vasemman puoleisen kuvan
nuolen osoittaman kohdan (Kuva 8). Kun oppilas nékee janan, hin merkitsee luvun %
paikaksi janan puolivilin. Kokonaisen janan jakaminen kahteen yhtd suureen osaan
puolikkaan 16ytdmiseksi ohittaa konkreettisempana janan piétepisteen antaman ab-
straktin informaation ’2’, minka oppilas jittdd helposti huomioimatta.

Kuva 8. Kummassa kuvassa nuoli osoittaa lukua 3 ? (Ni, 2000).

5.6 Havainnollistamisen vaikutus murtolukujen oppimi-
seen

Onko havainnollistamisesta hyotyéd oppimisessa? Carbonneau, Marley ja Selig (2013)
kavivit lapi 55 tutkimusta, joissa koeryhmien kanssa kdytettiin konkreettisia ope-
tusvélineitd kontrolliryhmien toimiessa matemaattisten symbolien kanssa ilman kon-
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kreettisia vilineitd. Tutkimuksissa kohteena olleet oppilaat olivat ikdjakaumaltaan
ensimmadisen luokan oppilaista yhdeksédsluokkalaisiin ja osallistujien maéra tutki-
muksissa vaihteli 12 ja 1666 vililld. Aihepiirit sisdlsivdt kymmenjarjestelmas, al-
gebraa, geometriaa ja murtolukuja. Tutkimuksien paitulokset vaihtelivat, vililla koe-
ryhmi pérjési paremmin konkreettisine vilineineen, vililld kontrolliryhmé symbo-
lien kanssa, joissakin tutkimuksissa ei havaittu eroa ryhmien vililld ollenkaan. Vii-
destakymmenestéviidestd tutkimuksesta viisitoista keskittyi murtolukuteemaan. Mie-
lenkiintoista olikin huomata, ettd murtolukuihin keskittyvisti tutkimuksista yhdessa-
toista tutkimuksessa koeryhmi oli pérjannyt kontrolliryhm&éd paremmin ja neljissa
eroa ei ollut havaittavissa ryhmien vélilld. Olisiko siis niin, ettd erityisesti murtolu-
kuteemassa konkreettiset vilineet tukevat oppimista?

Mossin ja Casen (1999) mukaan ympyramallin rajoitukset voivat olla syyni oppi-
laiden vaikeuksiin murtolukujen kanssa, silld ympyrdmalli saattaa vahvistaa luonnol-
lisiin lukuihin tukeutumista. Esimerkiksi méérittdessddn viritetysti piirroksesta mur-
tolukua % vastaavan osan, lasten tulee laskea ensin palojen lukumééri ja sitten vield,
kuinka monta palaa on véritetty. Molemmat vaiheet kiinnittdvéat huomion luonnolli-
siin lukuihin, eiké lapsen tarvitse vélttimaéttd pohtia lukujen 3 ja 4 vilistd suhdetta.
Mossin ja Casen ennakoima luonnollisten lukujen suosiminen ei kuitenkaan ndkynyt
Cramerin ym. (2002) tutkimuksessa, jossa ympyramalli oli yksi kdytetyimmistd mal-
leista. Koska tutkimuksessa kiytettiin my0s jatkuvaa kokonaista, mehukannua, ja
koska kokonaisen esitysmuoto vaihteli, vélilli kokonainen esitetiin suorakulmiona
tai nauhana, saattoivat nimad eri esitysmuodot yhdessd ehkdisti virhekésityksen syn-
tya.

Van den Heuvel-Panhuizen (2003) tutkimuksessa puolestaan selvitettiin prosent-
tikdsitteen kehityskaarta erilaisia malleja hyddyntiden. Opetus aloitettiin yksinker-
taisten piirrosten avulla, jossa oppilaiden tehtivédni oli arvoida teatterin tai parkki-
paikan tdyttdastetta. Seuraavaksi siirryttiin palkkimalliin, joka kuvasi parkkipaikan
tayttoastetta. Palkkimallin kéyttod kehittyi tutkimuksen edetessd. Oppilaat oivalsivat,
ettd samalla palkkimallilla voidaan kuvata sekd prosentteja ettd murtolukuja. Steffe ja
Olive (2010, 77, 99, 259, 305) tutkivat koululaisten murtolukukisitteen kehittymista
hyodyntiden tietokoneohjelmaa, joka mahdollisti janan jakamisen helposti keskendin
yhtd suuriin osiin. Oppilasta pyydettiin esimerkiksi jakamaan annettu jana puoliksi
ja sitten vield puolikas neljaédn yhtd suureen osaan Sitten oppilaalta kysyttiin, kuinka
pitkd saatu jana on alkuperdiseen janaan verrattuna. Tutkija haastatteli oppilasta sa-
malla tdmén suorittaessa tehtivid. Oppilaat osasivat muodostaa yksikkomurtolukuja,
mutta heilléd oli vaikeuksia tuottaa murtolukua, joka koostuu samankokoisista osis-
ta, eli osoittaja oli suurempi kuin yksi. My0s sekalukujen ymmaértdminen hankaloi-
tui, jos oppilas ajatteli murtolukua osana kokonaisesta. Toisena kuviomallina tutkijat
kayttivit suorakulmiota, mutta ympyramallia ei hyodynnetty - ei edes pitsatehtavissa.

Hamdan ja Gundersonin (2017) tutkimuksessa selvitettiin, miten erilaiset repre-
sentaatiot, lukusuora ja pinta-alamalli, vaikuttivat oppilaiden murtoluvun suuruuden
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hahmottamiseen. Tutkimuksessa keskityttiin nuoriin oppilaisiin (2.- ja 3.-luokkalai-
siin), jotta oppilailla ei olisi entuudestaan kokemuksia kummastakaan mallista mur-
tolukujen yhteydessi. Tutkimuksessa oli kolme ryhmii: ensimmaéiselle ryhmalle ope-
tettiin yksikkomurtolukuja lukusuorarepresentaation avulla, toinen ryhmé opiske-
li pinta-alamallin avulla, jossa suorakulmio esitti kokonaista ja kontrolliryhmi te-
ki ristisanoja. Lukusuoraryhmé pérjisi muita paremmin lukusuoratehtévissi, pinta-
alaryhmi pinta-alatehtdvissd, mutta ainoastaan lukusuoraryhmi pystyi siirtiméan
osaamistaan uuteen aiheeseen: symbolimuodossa esitettyjen murtolukujen suuruus-
vertailuun. Niissd suuruusvertailutehtidvissa, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuk-
siin tukeutuminen ohjaa oikeaan vastaukseen, saavutettiin kaikissa ryhmissa ldhes
kattoefekti. Niissé tehtdvissa, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutu-
minen ohjasi virheelliseen ratkaisuun, lukusuoraryhma pérjasi muita paremmin ku-
ten myos tehtivissi, joissa oppilaat eivit voineet vain verrata osoittajia tai nimittédjid
keskenddn, vaan heidén tuli tulkita murtoluvut lukuina. Tutkimus osoitti, ettd oppi-
laat, joilla on vasta hyvin vihdn kokemusta murtoluvuista niyttdisivit hyotyvén lu-
kusuoramallinnuksesta ja opitut taidot pystyttiin siirtdimiin uuteen tehtavatyyppiin.
Tutkijat selittdvit havaintoaan silld, ettd lukusuoramalli yhdistad numeerisia ja spati-
aalisia ominaisuuksia, miké on oleellista murtoluvun suuruuden ymmartimisessi ja
suuruusvertailussa.
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6 Murtolukukasitteen kehittyminen

6.1 Varhainen lukukasitys

Luonnollisten lukujen lukukisitys on alkanut kehittyd jo varhaisessa lapsuudessa tu-
keutuen puhuttuun kieleen ja sormilla laskemiseen. Wynnin (1990) tutkimus osoit-
ti, ettd jo 2-3-vuotiaat lapset osaavat erottaa erehtymittd lukumiirind sanan yksi
lukumiidrastd kaksi tai kolme. Tadma todettiin pyytdmalld lapsia antamaan nukelle
yhdestd kuuteen esinettd. Subitisaatiota eli lukumiirien suoraa hahmottamista las-
kematta, hyodynnetéén esikielellisessd laskemisessa, kun halutaan selvittdd nopeasti
pienid lukuméérid. Katsojalla on viliton varmuuden tunne siiti, kuinka monta kappa-
letta esineitd on. Esikielellisid laskutoimituksia hyodynnetdin myos vastauksen suu-
ruusluokan arvioinnissa. Silloinkin laskeminen tukeutuu kieleen perustuvien algorit-
mien kiyttoon. Esikouluikiiset lapset ja alaluokkien oppilaat péittelevit yhteen- ja
vihenneslaskutehtdvien vastauksia kdyttimalld apunaan déineen tai puoliddneen luet-
telemista. (Gallistel & Gelman, 1992.)

Piaget'n (1956) mukaan lapsen lukukisitteen kehittymisessd on havaittavissa
kolme vaihetta. Alkuun lapsi on vield epdvarma lukumiérastd. Jos esimerkiksi mar-
morikuulia asetetaan kahteen jonoon, niin lapsi saattaa laskea huolimattomasti ja
saada jonoille eri lukuméaridn vaikka marmorikuulia olisikin yhté paljon. Seuraavas-
sa vaiheessa lapsi osaa asetella marmorikuulat rinnakkkain yksi yhteen -vastaavutta
tavoitellen, jolloin hin nikee, ettd kuulia on yhté paljon. Jos toinen jono levitetddn
laajemmalle alueelle, lapsi péittelee nyt, ettd kuulia on enemmén kuin pienemmaélla
alueella olevassa kuulajonossa. Kuulien fyysinen asettelu, jono ndyttdd suuremmal-
ta, ohittaa aikaisemman tiedon lukuméaristd. Vasta kolmannessa vaiheessa lapsi pys-
tyy luottamaan marmorikuulien lukumiiridn pysyvyyteen. Nyt lapsi johdonmukai-
sesti antaa saman vastauksen riippumatta siitid, miten kuulat asetellaan. Kuulien lu-
kumairi sdilyy. (Piaget, 1956, 41-48.) Tdmaé vastaava fyysiseen kokoon liittyvi tu-
keutuminen nidkyy myo6s murtolukujen sijoittamisessa annetulle lukuvélille. Oppilas
sivuuttaa annetun lukuvélin 0-2 péétepisteiden antaman informaation ja sijoittaa lu-
vun % koko janan puoliviliin eikd lukujen O ja 1 puoliviliin (Kuva 8).

Lukumiirdan muutos yhden yksikon verran on helpompi havaita pienemmilld lu-
vuilla 1 — 2 kuin suuremmilla luvuilla 5 — 6, jolloin usein joudutaan jo tukeutu-
maan kielelliseen laskemiseen (Hannula-Sormunen, Mattinen, Ridsédnen & Ruusuvir-
ta, 2018). Kun lukumaéérit esitetdin esinein, esinejoukkojen vélinen suuruusvertailu
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on helpompaa esimerkiksi vertailupareille 1 vs. 3 kuin 11 vs. 13, silld pienemmilld
luvuilla jalkimméinen lukujoukko (3) ndyttdd kolminkertaiselta ensimmaiseen lu-
kujoukkoon (1) verrattuna, kun taas suuremmilla luvuilla lukujoukot nayttiavit yhtd
suurilta, vaikka ero vertailtavien lukujoukkojen vililli on kummassakin kaksi yk-
sikkod.

Jo pienet lapset osaavat asettaa esineitd koon perusteella suuruusjirjestykseen,
joten sen tdytyy olla varhainen taito. Kun suuruusjirjestys on hallinnassa, seuraa-
vaksi lapsi osaa vertailla lukumiirid keskendén. Ennen kuin lukumééréstéd on tullut
pysyvé ominaisuus, voidaan laskettavien esineiden fyysiselld asettelulla hairitd lu-
kumaiidrian hahmottamista, kuten edelld kerrottiin marmorikuulien kanssa. Kun lu-
kumddrid on hallinnassa, seuraavassa vaiheessa lapsi tai oppilas alkaa verrata lu-
kumédrien vilisid suhteita keskeniin. Jos ajatellaan joukkoja A ja B, joissa on vas-
taavasti kuulia kahdeksan ja nelja kappaletta, niin lukumé&érdvaiheessa oleva oppilas
saattaisi ilmoittaa ettd Joukossa A on nelji kuulaa enemmdin kuin joukossa B. Oppilas
joka ymmairtéd jo lukujen vilisid suhteita voi todeta, ettd Joukossa B on puolet joukon
A maddrdstd. Lukujen suuruusvertailussa on siis havaittavissa kolme vaihetta: 1) fyy-
sisen koon mukaan jarjestdaminen, 2) lukuméiréin (tai luvun) mukaan jéarjestdiminen
ja 3) lukujen vilisen suhteen mukaan jédrjestiminen.

Murtolukujen sijoittaminen lukusuoralle niin, ettid lukujen suhteelliset koot huo-
mioitaisiin, ei onnistu vilttamaittd vield aikuiseltakaan. Silfverberg ja Tuominen (2016)
tutkivat sitd, miten hyvin luokanopettajaopiskelijat hallitsivat murtolukujen eri repre-
sentaatioiden vilisid yhteyksid. Kun opiskelijat sijoittivat murtolukuja lukusuoral-
le, osa opiskelijoista huomioi murtolukujen keskindisen suuruusjirjestyksen, mutta
he eivit huomioineet lukujen keskindisti etdisyyttd. Erddn opiskelijan vastaukses-
sa esimerkiksi murtoluku % ndytti sijaitsevan yhtd kaukana luvusta yksi kuin luku
%. Vaikka murtolukujen algebralliset suuruussuhteet hahmotettiin, ne eivét siirtyneet
lukusuoran geometriseen malliin pisteiden vélisten etdisyyksien suhteiksi.

Osa lapsista tarkkailee maailmaa jo ennen esikouluikidi *matematiikkalasit’ pais-
sddn. Lapset, jotka spontaanisti kiinnittavit huomiota lukuméiriin (Spontaneos Focu-
sing On Numerosity, SFON) saavat enemmén harjoittelua lukuméiéristé ja lukuisuuk-
sista kuin lapset, joiden huomio kiinnittyy tehtdvissd muihin piirteisiin. (Hannula-
Sormunen & Lehtinen, 2005). Pitkittdistutkimuksella tutkittiin, miten esikouluidssa
havaittu spontaani lukuméirien havaitseminen nédkyy kuusi vuotta mydhemmin mur-
tolukujen yhteydessd. Ne oppilaat, joilla 6-vuotiaana oli ollut keskimé&éraistd kor-
keampi SFON-taipumus tulivat suuremmalla todennidkdisyydelld luokitelluiksi mur-
tolukukdsitteen hallitsevien ryhméién 12-vuotiaana. Tutkimuksen mukaan lasten SFON-
taipumus oli yhteydessd murtolukujen kisitteelliseen hallintaan, vaikka varhaiset lu-
kujonotaidot huomioitiin. (McMullen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015b)
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6.2 Tukeutuminen luonnollisten lukujen (NNB) ominai-
suuksiin

Luonnollisten lukujen 1, 2, 3, 4, ... ja kokonaislukujen ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,... yk-
si tarkeimmistd ominaisuuksista on seuraajan olemassa olo. Tiedimme, mikd luku
tulee heti seuraavaksi ja mikd luku on edellinen. Oppilaat mieltavit luvut sellaisiksi,
joita voidaan luetella perdkkéin. Seuraava suurempi luku saadaan helposti lisidmalla
edelliseen luku 1. Joukon alkioiden lukumiiran ilmaisee laskiessa luettelemalla saa-
tu viimeinen luku. (Siegler ym., 2011.) Oppilaat ovat my0s oppineet, ettd kerrottaes-
sa luonnollinen luku yhtd suuremmalla luonnollisella luvulla vastaus on alkuperaisti
lukua suurempi ja jaettaessa vastaus on pienempi (Vamvakoussi & Vosnidou, 2010).
Edelli esitettyihin ominaisuuksiin nojaavat virhekésitykset rationaalilukujen yhtey-
dessi ovat oppilailla yleisid (Bailey ym., 2014; Siegler ym., 2011; Gallistel & Gel-
man, 1992).

Van Dooren (2015) esittidd yhteenvetona, ettd on neljd syytd miksi systemaattinen
virhekisitys voi muodostua laajennettaessa lukualuetta rationaalilukuihin: 1) Ratio-
naaliluvun suuruuden midrittdmiseksi ei voida enédd helposti kédyttdd luonnollisista
luvuista tuttua luettelumenetelméd. Myoskddn luonnollisten lukujen kanssa hyvin
toiminut strategia, jonka mukaan suuremmassa luvussa on enemmén numeroita, ei
endd toimi. 2) Murtolukujen kerto- ja jakolaskuproseduurit eivit noudata luonnollis-
ten lukujen ominaisuuksia. 3) Luonnollisilla luvuilla on yksikésitteinen lukusymbo-
li, esimerkiksi luku 120 merkitddn numeroilla 1, 2 ja O tdssi jirjestyksessd, kun taas
murtoluku voidaan esittdd ddrettdomédn monella eri tavalla, esimerkiksi % = % = % =
% = .... 4) Luonnolliset luvut ovat diskreetteji ja jokaiselle luvulle on olemassa
yksikésitteinen seuraaja, mutta rationaaliluvut ovat tiheitd ja yksikésitteinen seuraaja

puuttuu.

Ni ja Zhou (2005) kutsuivat aluksi ilmiotd kokonaislukujen suosimiseksi who-
le number bias, mutta sittemmin sitd on ryhdytty kutsumaan luonnollisten lukujen
suosimiseksi Natural Number Bias (NNB) (Vamvakoussi, van Dooren & Verschaf-
fel, 2012; van Hoof, van de Walle, Verschaffel & van Dooren, 2015; Vamvakoussi
2015). Tdma luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen aiheuttaa ongelmia
murtolukukésitteen ymmaértamisessd ja murtolukujen peruslaskutoimituksissa. Nin
ja Zhoun (2005) mukaan opetuksessa pitdisikin paremmin huomioida ristiriita aiem-
man lukukisitteen kanssa ja ymmirtii tarve késitteellisen tietorakenteen uudelleen
jarjestelylle. Jos kisitteellistd ristiriitaa ei tiedosteta, on riskini se, ettd oppilas ajat-
telee murtolukuja erédédnlaisena luonnollisten lukujen laajennuksena luonnollisten lu-
kujen ominaisuuksineen. Tdhédn lukukisitteen uudelleen muodostamiseen tulisikin
opetuksessa kiinnittdd enemmin huomiota. Silfverbergin ja Tuomisen (2016) tutki-
muksessa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen nékyi vield koulute-
tuilla aikuisillakin, miké osoittaa ilmion intuitiivista ja pysyvai luonnetta.

Sieglerin (2003) mukaan opettajan on tirked tiedostaa, miten oppilaat tyypillises-
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ti oppivat tiettyja taitoja ja kisitteitd. Tama lisdksi opettajan tulee tiedostaa mahdol-
liset ongelmakohdat ja miettid ohjeistettuja harjoitteita, joilla saadaan parempia op-
pimistuloksia. Nin ja Zhoun (2005) mukaan tulee myds huomioida aiemmin opittu.
Vaikka jokin opetusviline tai -menetelmé saattaa olla toista vilinetti tai menetelméaa
tehokkaampi, oppilaan oppimista ei kuitenkaan tdysin pystytid kontrolloimaan, silld
oppilaan aikaisempi tietimys ja oppimishistoria vaikuttavat aina uuden asian oppimi-
seen. Tdmd pyrittiin ottamaan huomioon véitdskirjatutkimuksen intervention suun-
nittelussa ja kohderyhmin valinnassa. Interventio toteutettiin nimenomaan kolmas-
luokkalaisten eiki esimerkiksi neljasluokkalaisten tai vanhempien oppilaiden kanssa,
joilla olisi jo pidempi oppimishistoria murtoluvuista.

Vamvakoussin ym. (2012) mukaan luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeu-
tuminen tulee ndhdd yhteni lukukisitteen kehitysvaiheena, miki tulee ottaa huo-
mioon opetuksessa. Se voi luoda mahdollisuuksia oikeanlaisten tietorakenteiden syn-
tymiselle, mutta toisaalta se voi johtaa virhekésityksiin ja virheellisiin proseduurei-
hin.

6.2.1 NNB murtolukujen suuruusvertailussa

Luonnolliset luvut ja kokonaisluvut yleisemmin on helppo asettaa suuruusjérjestyk-
seen tutkimalla, mihin kohtaan vastaavaa lukujonoa kukin luku luettelemalla aset-
tuu. Titd ajattelua ei voi hyddyntédd rationaalilukujen kanssa, jotka eivdt muodosta
vastaavaa suuruusjirjestyksessid olevien lukujen jonoa. Oppilaalla saattaa olla vai-
keuksia yhdistdd rationaalilukuja koskevaa tietoa kahdesta eri representaatiotapaa
kayttivasti ldhteestd, kytkos desimaalilukuesityksen ja murtolukuesityksen vililtd
puuttuu. Jos oppilas ei pysty sanomaan miki annetuista luvuista %, %, 0,5ja 0,1 on
suurin, ei hin ymmaérri yhteyttd eri representaatioiden vélilld eikd pysty sijoittamaan
lukuja lukusuorallekaan (Gallistel & Gelman, 1992).

Murtolukujen keskindistd suuruutta verratessaan, oppilaat nojaavat tuttuihin piir-
teisiin ja vertaavat pelkdstdédn murtolukujen osoittajia keskenddn tai nimittdjid kes-
kenédédn, mutta he eivit vertaa murtolukuja keskendin. Gabrielin ym. (2013) tutki-
muksessa havaittiin, ettd murtolukujen suuruusvertailutulokset olivat heikompia ti-
lanteissa, joissa vertailtavissa murtoluvuissa oli sama osoittaja tai niilld ei ollut yh-
teisid komponentteja ollenkaan, kuin tehtivissd, joissa vertailtavat murtoluvut olivat
samannimisii.

Luonnollisten lukujen suosiminen saattaa nidkyé oppilaan virheellisend péittelyni
yksikkomurtolukujen suuruusvertailussa. Esimerkiksi murtoluku % merkitddn vir-
heellisesti suuremmaksi kuin é, perustellen silld, ettd 8 on suurempi kuin 6 (Mack,
1993; Stafylidou & Vosniadou, 2004; Ni & Zhou, 2005). Luonnollisten lukujen suo-
siminen nikyy myos desimaalilukujen vilisissd suuruusvertailuissa, joissa esimer-
kiksi virheellinen viite 0,19 > 0,4 perustellaan sill4, ettd 19 > 4 (Resnick ym., 1989;
Wu, 2001). Téssd oppilas sivauttaa kymmenjirjestelmén ja kiinnittdd huomiota ai-
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noastaan siihen, mitd on pilkun oikealla puolella ja tulkitsee sen luonnollisena lu-
kuna. Havaintoni mukaan matematiikan oppikirjat saattavat myos tahattomasti tukea
tata virhekasitysta esittelemilld desimaaliluvut aloittaen kymmenesosista ja vasta sit-
ten laajentamalla sadasosiin. Edell4 esitetty virheellinen vertailustrategia toimiikin
aluksi hyvin, esimerkiksi 0,8 > 0,6.

Oppilaat saattavat kohdata kisitteellisid ristiriitoja yrittdessddn kdyttdd luonnol-
listen lukujen ominaisuuksia sellaisinaan murtolukutehtivissi. Konkreettiset vilineet
voivat auttaa timédn kisitteellisesti haastavan kohdan yli. Esimerkiksi murtoluku-
jen suuruusvertailutehtiva Luettele ainakin kolme keskendiiin erikokoista murtolukua,
Jjotka ovat murtolukujen % Jja % vdlissd saa oleellisesti enemmain sisédltod, jos pohdin-
taa tuetaan Murtokakkupaloin (Kuva 9). Samalla tehtdvé pohjustaa tiheyskésitettd,
kun oppilas huomaa, ettéd palojen pienentyessé 16ydetéén lisad murtolukuja annetulle
lukuvilille.

RLLS

Kuva 9. Erikokoisia murtolukuja annettujen murtolukujen 1 ja 2 vélissa.

6.2.2 NNB murtolukujen laskuproseduureissa

Luonnollisiin lukuihin tukeutuminen nikyy myos murtolukujen laskuproseduureis-
sa: Oppilas ei ajattele murtolukua lukuna, vaan hiin kisittelee osoittajaa ja nimittdjai
toisistaan erillisind. Koska samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa vain osoit-
tajat lasketaan yhteen, saattaa tdima tahattomasti kannustaa oppilasta kiinnittdméén
huomion vain osoittajiin ja ohittamaan nimittdjit laskun kannalta merkityksettomina.
Virhekisitys huomataan yleensa vasta myShemmin. Testattaessa 4.-luokkalaisia ha-
vaittiin, ettd samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku hallittiin parem-
min kuin erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku (Gabriel ym., 2013).
Erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskussa oppilas tekee usein sys-
temaattisen virheen: % + % = % (Ni & Zhou, 2005; Siegler, 2003). Oppilas kisittelee
osoittajia ja nimittdjid luonnollisina lukuina ja muodostaa kaksi laskutoimitusta, toi-
sin sanoen tekee tuplalaskun, joiden vastauksista hidn kokoaa murtolukumuotoisen
vastauksen (Ni & Zhou, 2005). Oppilailta ndyttdd puuttuvan ymmarrys siité, ettd vain
samankokoisina paloina, yksikkdini, esitettyjd voidaan yhdistdd. Jos kdyden pituus
on 2 m ja 17 cm, pituus voidaan ilmaista yhtené lukuna ja yksikkond: 217 cm, mutta
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lukuja ei voida suoraan yhdistdd *19°, koska luvut kuvaavat erikokoisten palojen —
metrien ja senttimetrien — madrda. Jos oppilas ymmartad, minka suuruisia murtoluku-
ja ollaan laskemassa yhteen, hin pystyy huomaamaan virheen laskualgoritmissaan,
koska laskemalla saatu virheelinen vastaus on pienempi kuin ensimmaéinen yhteen-
laskettavista 5 (Hecht, 1998).

Tuplalaskusta on myds hyotyd. Murtolukujen vilinen kertolasku opitaan yleensi
helposti. Proseduurissa murtolukujen osoittajat kerrotaan keskeniin ja nimittéjét ker-
rotaan keskeniin. Tuplalaskun tuottaminen ja nojaaminen luonnollisiin lukuihin an-
taa tdssd oikean tuloksen. Proseduurin oppiminen ei ndyti vaativan linkin muodosta-
mista murtolukukisitteeseen, siksi monet oppivatkin murtolukujen vilisen kertolas-
kun pinnallisesti. Esimerkiksi Gabriel ym. (2013) havaitsivat tutkimuksessaan, etti
oppilaat saivat parempia tuloksia kertoessaan murtolukuja keskendin kuin kertoes-
saan murtolukua luonnollisella luvulla. Murtolukujen vilinen kertolasku ei perustu
oppilaiden kisitykseen luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskun vilisesti yhtey-
destd (2 - 3 = 3 + 3), joten moni oppilas jdd ilman kisitteellistd ymmarrysta siitd,
mikd merkitys murtolukujen viliselld kertolaskulla on.

6.3 Murtoluvun kasitteellisen ymmartamisen osatekijoita
ja haasteita

6.3.1 Murtoluku osana kokonaista

Osa kokonaisesta -ajattelu on késitteellinen perusta myohemmille murtolukujen tul-
kinnoille ja murtolukujen vilisille peruslaskutoimituksille. Murtolukujen peruslas-
kutoimitukset taas luovat pohjan algebralle (Ni & Zhou, 2005). Erds syy murtolu-
kujen heikkoon ymmirtimiseen on se, ettd murtolukukésite opetetaan aluksi toimin-
tana: Jaa pitsa viiteen yhtd suureen palaan ja ota niistd kolme. Seuraavaksi opete-
taan murtolukujen peruslaskutoimituksia symbolien avulla. Oppilailla on haasteena
ymmirtdd, miten edelld esitetty toiminta liittyy yhteen-, kerto- ja jakolaskuun. (Wu
2001.) Vaikka oppilaat osaavat jakaa pitsan kahdeksi puolikkaaksi, he eivit osaa aja-
tella puolta lukuna (Gallistel & Gelman, 1992).

Vaikka murtolukujen oppimista on tutkittu vuosikymmenii, niin yhé julkaistaan
tutkimuksia oppilaiden haasteista ymmaértdd murtolukuja (Siegler & Pyke, 2013;
Van Hoof ym., 2013; Meert, Grégoire & Noél, 2010a, 2010b; DeWolf, Bassok &
Holyoak, 2015 ks. myos liite 1). Stafylidoun ja Vosniadoun (2004) mukaan esi-
merkiksi pinta-alamallinnuksissa oppilas ei kiinnitd huomiota osien keskindiseen
yhtisuuruuteen, vaan hén saattaa hyviksya yhdeksi kolmasosaksi osan ympyrista,
joka on jaettu puolikkaaksi ja kahdeksi neljdsosaksi. Oppilas ei valttimattd ymmarra
ajatusta kokonaisen jakamisesta yhtd suuriin osiin ellei sitd opetuksessa korosteta.
Oppilaalla voi olla my6s vaikeuksia ymmaértdd, ettd murtoluku voi olla myos suu-
rempi kuin yksi. (Ni & Zhou, 2005.) Oppilas saattaa jopa mieltdd murtoluvuiksi ai-
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noastaan luvut, jotka ovat lukujen O ja 1 vélissa. Tamai antaa viitteit siité, ettd oppilas
ajattelee murtolukua osana jostain kokonaisesta esimerkiksi pitsasta.

Gabrielin ym. (2013) tutkimuksessa tutkittiin miten Belgian ranskankielisen alu-
een 4.—6.-luokkalaiset osaavat jirjestdd murtolukuja suuruusjirjetykseen. Oppilail-
le annettiin tehtdviksi asettaa luvut %, % % ja 1 suuruusjérjestykseen pienimméisti
aloittaen. Neljdsluokkalaisista 55 % merkitsi luvun *1’ suurimmaksi ja 22 % merkit-
siluvun ’1” pienimméksi. Virhe vidheni viides- ja kuudesluokkalaisten kohdalla, mut-
ta edellen 30 % kuudesluokkalaisista merkitsi luvun 1’ suurimmaksi. Tdmi osoittaa
sen, ettd murtoluvun ajattelemista osana kokonaisesta on vaikea ohittaa ja yhti koko-
naista pidetdédn suurimpana lukuna. (Gabriel ym., 2013.) Mahdollisimman joustava
kokonaisen kisite on pohjana myohemmille murtolukujen tulkinnoille (Pitkethly &
Hunting, 1996).

Murtolukujen tulkinta osana kokonaisesta tuntuu aluksi lupaavalta, silld se mah-
dollistaa tukeutumisen luonnollisten lukujen ominaisuuksiin. Tdmé kuitenkin luo
pohjaa virheelliselle ajatukselle, ettd murtoluvut olisivat lueteltavissa (Vamvakoussi
ym., 2011) ja ettd esimerkiksi murtoluvun % jélkeen heti seuraavaksi tulisi murtolu-
ku % Tama luetteluajattelu paljastui myos Tuomisen (2016a) tutkimuksessa, kun osa
vastaajista luetteli murtolukujen % ja % viliin murtoluvut %, %, i ja %. Téami paljas-
taa sen, ettd kyseiset vastaajat eivit ole miettineet, minki kokoisia murtoluvut ovat.
He ovat vain ensin luetelleet kolmasosia ja saavutettuaan yhden kokonaisen, he ovat
jatkaneet luettelua neljdsosista, aloittaen ensin nollasta.

6.3.2 Murtoluku murto-osan ottamisena

Murto-osan ottamisessa jostakin luvusta voidaan hyodyntid mittaamista ja arvioin-

tia. Mittaamisen yhteydessd voidaan luontevasti esitelld lukusuora, jolla voidaan

esittdd niin luonnolliset luvut, rationaaliluvut kuin mydhemmin jopa reaaliluvut (Vam-
vakoussi & Vosniadou, 2010). Sieglerin ym. (2011) mukaan laajennettaessa lukua-

luetta rationaalilukuihin tulisikin pohtia ja korostaa sitd, mikd ominaisuus yhdistid

luonnollisia ja muita lukuja. Tami ominaisuus on luvun suuruus.

On helpompi ottaa puolet jiitelopaketista kuin yksi kolmasosa jiitelopaketista.
Puolikkaan ottamisessa riittdd kun yrittd4 saada yhtd paljon kummallekin puolel-
le. Yhden kolmasosan ottaminen vaatii useamman vaiheen: ensin on jaettava asia
kahteen osaan, kuitenkin niin, ettd pienempi osa mahtuisi kaksi kertaa suurempaan
osaan. Seuraavaksi vield puolitetaan suurempi osa. Oppilaille kolmasosan ottaminen
saattaa visuaalisesti nédyttdytyd kirjaimena Y tai Mercedes—Benz-merkin tekemiseni
esimerkiksi pitsaan.

Murtoluvulla kerrottaessa murtoluku voidaan ajatella operaationa, esimerkiksi
% - 20 = 10 vastaa puolen ottamista luvusta 20. Hunting, Davis ja Pearn (1996)
tutkivat pitkittdistutkimuksella 8—9-vuotiaiden oppilaiden murtolukukésitteen kehit-
tymisté ja sen mahdollista tukemista tietokoneohjelman Copycat avulla. Ohjelmas-
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sa ei korostettu murtoluvun osuutta prosessissa, vaan oppilaat saivat itse oivaltaa
sen operationaalisen merkityksen. Kontrolliryhmai teki koeryhmén kanssa vastaavan
tyyppisid tehtdvid ilman tietokonetta. Oppilaiden suoriutuminen tehtdvisti oli lin-
jassa heidédn kokonaislukutaitojensa kanssa. Tutkimukseen osallistuneiden oppilai-
den kokonaislukujen késittelytaito kehittyi ja tdmi puolestaan mahdollisti menes-
tymisen murtolukutehtédvissd. Tutkijoiden mukaan liian varhainen symbolisiin mer-
kintdihin tutustuttaminen ennen kuin oppilaat ovat saaneet varsinaisesti kokemuk-
sia murtoluvuista, luo vain pohjaa virheellisille tulkinnoille. Tutkijat korostavat su-
juvaa kokonaislukujen hallintaa murtolukujen oppimisen pohjana. Murtoluvun tul-
kitseminen operaationa yksinkertaisimpien murtolukujen kohdalla on mahdollinen
lahestymistapa murtolukukisitteelle ja operationaalinen tulkinta tiydentdd aikaisem-
paa murtolukukisitettd osana kokonaisesta.

6.3.3 Symboliesityksen merkitys

Yhtend syyni siihen, miksi oppilaat kokevat murtoluvut vaikeina, on se, etti op-
pilailta puuttuu murtoluvun kisitteellinen merkitys (Ni & Zhou, 2005). On tirkedd,
ettd lapset puhuvat luvuista, jotka ovat esimerkiksi luonnollisten lukujen yksi ja kaksi
vilissd, vaikka he eivit kdyttdisikddn vield oikeita kasitteitd. Niin syntyy mielikuva
luonnollisten lukujen vilissd olevista luvuista ja luodaan pohjaa murtolukukisitteelle
(Gallistel & Gelman, 1992). Lapset pystyvit ajattelemaan ja pohtimaan ongelmia,
joissa verrataan suhteita keskeniiin jo ennen varsinaista koulussa tapahtuvaa murto-
lukujen opetusta (McMullen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015b). Esimerkiksi
Empsonin (1999) tutkimuksessa tutustuttiin murtolukuihin jakamistehtdvien avulla.
Viiden viikon mittainen interventio keskittyi 1.-luokkalaisten ratkaisuihin ja keskus-
teluihin tehtdvissa, joissa jaettiin yhtd paljon eri méirélle henkilditd. Intervention
jalkeen oppilaat osasivat kdyttaa muitakin strategioita kuin peréttdista puolittamista.
Suurin osa oppilaista ymmarsi kddnteisyyden palojen koon ja lukumiirén vililla ja
noin puolet ryhmaésti osasi hyddyntdd oppimaansa uudessa tilanteessa.
Matematiikan opintojen edetessd yhda enemman tarkastellaan symboleiden vélisid
operaatioita. Jo pelkistdin uuden merkintitavan oppiminen ja sen yhdistiminen ai-
emmin opittuun lukukisitykseen saattaa olla haasteellista oppilaille. (Ni & Zhou,
2005.) Vaikka oppilaat voidaan tutustuttaa murtolukuihin jo melko nuorina, se ei tar-
koita sitd, ettd heidén tulisi vield hallita my6s murtoluvun symboliesitys. On hyddylli-
sempdd luoda tilanteita, joissa oppilaat pddsevit pohtimaan suhteellisia médrid (Mc-
Mullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015a). Mittaamisen periaa-
te, lasketaan kuinka monta kertaa mittayksikko mahtuu mitattavalle kohteelle, antaa
mahdollisuuden luoda pohjaa rationaaliluvuille. Kun mitataan esimerkiksi poydin
leveys hyodyntdmilld jotain epdstandardia mittavilinettd kuten mehupillid, huoma-
taan, ettd mitta ei valttimaittd menekéddn tasan mitattavaan asiaan. Taittamalla me-
hupilli kahtia saadaan hieman tarkempi mitta, puoli pillic ja uudelleen taittamalla

68



Murtolukukasitteen kehittyminen

puolikas saadaan selville yksi neljisosa mehupillin pituudesta. Tédssd oppilaat huo-
maavat myos sen, ettd mitd pienempi mittayksikko saadaan kdyttoon, sitda tarkemmin
voidaan vastaus ilmoittaa.

Jo pienilld lapsilla on kyky laskea murtoluvuilla. Mix, Levine ja Huttenloche-
rin (1999) tutkimuksessa 3—7-vuotiaille lapsille ndytettiin luonnollisia lukuja, mur-
tolukuja ja sekalukuja ilman symbolimuotoa. Murtolukuja havainnollistettiin ym-
pyrdan muotoisilla valkoisilla kiekoilla, jotka oli jaettu neljdsosasektoreihin. Sekto-
reista oli mahdollista koota kokonaisia ja sekalukuja. Lapsille nédytettiin esimerkiksi
kolmeneljdsosaa kiekko, joka sen jdlkeen piilotettiin nikyvistd. Seuraavaksi lapsil-
le niytettiin kuinka puolikas otettiin pois. Lapsi ei ndhnyt jiljelle jidvdd osaa, vaan
hinen tuli pditelld oikea miird annetuista vaihtoehdoista. Kehitystd tapahtui seki
luonnollisten lukujen laskemisessa ettd murtolukujen laskemisessa, miké oli ristirii-
dassa sen oletuksen kanssa, ettdi luonnollisten lukujen oppiminen héiritsisi murtolu-
kujen oppimista. (Mix ym. 1999.) Varhainen murtolukujen laskukyky ilmenee vain
hieman sen jilkeen, kun lapsi on oppinut laskemaan luonnollisilla luvuilla lapsen
ollessa noin neljdvuotias. Itse asiassa havaittiin, ettd sekéd luonnollisten lukujen etta
murtolukujen oppimisessa on samoja kehitysvaiheita. Kyky laskea luonnollisilla lu-
vuilla saavutetaan, ennen lukujen symbolimuotojen oppimista. Vastaavasti kyky las-
kea murtoluvuilla kuvioita kiyttden ilmenee, ennen kuin on saavutettu taito kayttdd
murtoluvun symbolimuotoa. (Mix ym., 1999; Booth & Newton, 2012.)

Oppikirjoissa saatetaan rajoittua esittdmiin murtoluku osana kokonaisesta ja las-
kusdénnoissd korostuvat murtoluvun osoittajille tai nimittijille tehtévit laskutoimi-
tukset, jolloin laskun késitteellinen merkitys haméartyy (Ni & Zhou, 2005). Esimer-
kiksi kuudennen luokan matematiikan oppikirjassa murtoluvun kertominen luonnol-
lisella luvulla ohjeistetaan seuraavasti: Kerro osoittaja kertojalla, nimittdja pysyy
samana ja luonnollisella luvulla jakaminen vastaavasti: Kerro jakaja nimittdjdlld,
osoittaja pysyy samana (Koivisto, Salonen, Sintonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta,
20009, 14). Jos oppilaalla ei ole kristallin kirkkaana mielessédén se, kumpi murtoluvun
komponenteista on osoittaja ja kumpi on nimittdjd, niin ohjeita on hankala noudat-
taa. Se, mitd murtoluvun suuruudelle edelld esitetyissd laskuissa tapahtuu, jaa op-
pilaalta ehkdpa huomaamatta. Nin ja Zhoun (2005) mukaan opettajalla tulisi olla
nidkemys toiminnallisista, aiheeseen johdattelevista aktiviteeteista ja tarpeeksi aikaa,
jolloin oppilailla olisi mahdollisuus ithmetelld, testata ja 10ytd4d ideat murtolukujen
suuruusjirjestyksen ja ekvivalenttien murtolukujen taustalla. Nyt raportoitavassa in-
terventiossa pyrittiin erilaisin aktiviteetein ja aikaa kdyttden tukemaan murtolukujen
suuruuden hahmottamista.

Joutsenlahti ja Perkkild (2019) tutkivat minkilaisia tulkintoja luokanopettajao-
piskelijat antavat symbolimerkinnille % Opiskelijoiden vastauksissa painottui osa
kokonaisesta -ajattelu, ’kaksi kolmesta’, johtuen luultavasti siitd, ettd tdtd tulkin-
taa my0s oppikirjat ja opetussuunnitelmat tuovat esille. Erityisesti symbolimuotoi-
sen esityksen tulkitseminen suhteena, kahden suhde kolmeen’, tuotti opiskelijoil-
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le vaikeuksia. Joutsenlahti ja Perkkild kehottavatkin oppimateriaalien laatijoita poh-
timaan, miten erilaiset opetusvilineet voisivat mahdollisimman hyvin tuoda esille
murtolukumerkinnén erilaisia tulkintoja, ei pelkistdin oppilaille, vaan myd6s opetta-
jille. Murtolukumerkinnén erilaiset tulkinnat tuleekin nostaa esille opettajankoulu-
tuksessa tulevien opettajien aineenhallinnan vahvistamiseksi ja siten kestdvin oppi-
misen edistimiseksi.

Mossin ja Casen (1999) mukaan oppilaiden vaikeudet johtuvat opetuskédytianndista,
jotka korostavat kisitteellisen ymmairryksen sijaan laskusidintdjen opettelua. Oppi-
laat pystyisivit itsekin pditteleméddn monet yksinkertaisimmista laskusdénnoistd, mut-
ta tdhén opetusjarjestelyt eivit kannusta. Esimerkiksi murtolukujen yhtdsuuruus ope-
tetaan proseduurin kautta irrallaan mallinnuksesta ja yhden kokonaisen merkitystid
kisitellddn riittdmittomasti (Cramer ym., 2002). Kun oppilas ymmartié, miksi jo-
kin proseduuri on tarkoituksenmukainen tietyssa tilanteessa, on hiinelle esimerkiksi
selvii se, miksi murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskussa tulee olla samat nimittéjét
ja miksi kerto- ja jakolaskussa téllaista vaatimusta ei ole (Hecht, 1998).

6.3.4 Murtolukumerkinnan tulkitseminen

Suurin kompastuskivi Schneiderin ja Sternin (2010) mukaan on murtolukumerkinnén
tulkitseminen. Oppilaan on hankala ymmartad se, ettd osoittaja ja nimittdjd yhdessa
madrittdvat murtoluvun suuruuden. Rationaalilukujen eri esitysmuotojen, symbolie-
sityksen, kuten murtoluku-, desimaaliluku- ja prosenttiesityksen, ja kuvallisen esi-
tyksen hallinnalla on todettu olevan yhteys murtolukujen peruslaskutoimitusten ja
yleensikin matematiikan osaamisen kanssa (Siegler ym., 2011).

Opetus ei tuo riittdvisti esille luonnollisten lukujen ja murtolukujen vilisid eroja
eiki kiinnitd huomiota oppilaiden yrityksiin ymmértdd murtolukuja ja niiden mer-
kintitapaa, jota virheellisesti pidetdin oppilaille itsestdin selvind. (Moss & Case,
1999; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010.) Oppilaat ilmaisevat ja merkitsevit lukuja
melko huolettomasti ymmartimaéttd sovittujen merkintitapojen noudattamisen mer-
kitystd. Oppilaiden kyky kdyttdd murtolukujen nimityksid on tarpeellista, jotta opet-
taja voi kommunikoida oppilaiden kanssa yhteiselld matematiikan kielelld (Mack,
1995).

Mack havaitsi, etti oppilaat tulkitsivat luonnollisia lukuja murtoluvuiksi ja mur-
tolukuja luonnollisiksi luvuiksi. Esimerkiksi tehtivéssd 2 — % oppilaat viittaisivat
lukuun kaksi kokonaista kahtena kahdeksasosana eli oppilaat tulkitsivat mielessdin
luonnollisen luvun murtoluvuksi, jossa kokonaiset olivat osoittajana ja nimittdjéaksi
oli lisdtty laskussa olevan murtoluvun nimittédjd. Toisaalta oppilaat saattoivat oikaista
symbolien merkitsemisessa ja kirjoittaa esimerkiksi yhteenlaskun % + % aluksi ilman
nimittdjid niin, ettd vain vastaus on murtolukumuodossa: 3 4+ 2 = g.

Puhekielessd kiytetty typistynyt ilmaus kolmasosa yhden kolmasosan sijaan saat-
taa my0s aiheuttaa himmennystd oppilaissa. Kun oppilaan tuli merkiti yksi ja yksi
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kolmasosaa, oppilas kirjoitti % selittden, ettd osoittaja on 'yksi’ ja nimittdjd on "kol-
masosa’, siis yksi ja kolmasosa. Vastaavasti sekalukujen lukeminen ja merkitseminen
tuotti osalle oppilaista vaikeuksia. Kun oppilaita pyydettiin kirjoittamaan esimerkiksi
%, oppilaat kirjoittivat kylld luvun oikein, mutta he selittivit, ettd ykkonen on koko-
naisia. (Mack, 1995.)

Sekalukujen tulkitseminen on my0s osalle aikuisistakin haastavaa. Aikuisopis-
kelija osasi omien sanojensa mukaan muuntaa luvun % sekalukumuotoon, mutta sitad
hin ei osannut sanoa, missd kohdassa lukusuoraa luku sijaitsi. Opiskelija ei muis-
tanut aiemmin nidhneensd lukusuoraa murtolukujen yhteydessd, mutta sektorimallit
olivat hanelle tuttuja. My0s ajatus siitd, ettd edelld esitetyssd murtoluvussa on kolme
kappaletta kahdesosia oli hdnelle uusi ajatus. (Opetuskeskustelu 2020.) Edelld kuvat-
tu tilanne kuvaa hyvin sen, kuinka irralliseksi asiaksi murtoluvut ja sekaluvut ovat
jddneet muista lukujoukoista.

Liitteeseen 1 on koottu tekstissd esiteltyja murtolukujen oppimiseen liittyvi tut-
kimuksia julkaisujdrjestyksessi.

6.4 Murtolukukasitteen kehittymisen vaiheet

Behrin ym. (1983) mukaan jakaminen yhtd suuriin osiin, yhtd suuruus, suuruusver-
tailu ja yksikko ovat peruskisitteitd ja ajattelutaitoja murtolukujen oppimisen taustal-
la. Seuraavaksi oppilas oppii esittamaiin jollain representaatiolla murtoluvun merkit-
semén maérin. Murtoluvun suuruuden ymmértiminen on edellytykseni, jotta murto-
lukujen suuruusvertailu onnistuisi, oppilas hallitsisi yhtd suuret murtoluvut ja murto-
lukujen yhteenlaskun ja kertolaskun. Tutkijat kehottavat hyodyntdméén yksikkomur-
tolukuja, silld niiden avulla esimerkiksi murtoluku % voidaan tulkita summana % +
% + % ja vastaavasti summan % + % ratkaisu voitaisiin saada luettelemalla. Karen
Fuson (1992) on esittidnyt kuvauksen lukukisitteen kehittymisen vaiheista rajoittuen
luonnollisten lukujen lukukisitteen kehittymisen vaiheisiin. Vastaavanlaista kuvaus-
ta rationaalilukukisitteen (tai murtolukukésitteen) kehittymisen vaiheista ei ole vield
osunut kohdalleni vaikka olen laajasti perehtynyt aiheen tutkimuksiin. McMullen
ym. (2015a) luokittelivat nelji erilaista osaamisen tasoa murtolukukisitteen kehitty-
misessd: matala osaaminen, keskitason osaaminen, representaatiot ja korkea osaa-
minen. Heiddn tutkimuksessaan todettiin, ettd murtolukujen suuruuden osaaminen
tarvitaan tiheyskdisitteen oppimiseksi. Kuvaan seuraavaksi murtolukukésitteen kehit-
tymisen vaiheita edellisissd luvuissa esitettyjen tutkimusten ja omien havaintojeni
pohjalta.

6.4.1 Murtoluku osana kokonaisesta

Aluksi murtoluku ymmarretiéin osana kokonaisesta. Suuruusvertailussa hyddynnetédidn
visuaalisia malleja, jotka mahdollistavat suuruusvertailussa nojaamisen oppilaan omiin
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nikohavaintoihin - se, mikd ndyttd4 suuremmalta, on suurempi (Mack, 1990; Cramer
ym., 2002; Kyttild, 2008, 15; Alajmi, 2012). Peruslaskutoimitukset samannimisilla
murtoluvuilla tukeutuvat myds visuaalisiin malleihin (Mix ym., 1999). Seuraavak-
si ymmarretddn kidnteisyys palojen koon ja lukuméarin vililla (Empson, 1999) ja
oppilas hahmottaa symbolimuodossa esitetyn murtoluvun suuruuden (Schneider &
Stern, 2010; Resnick ym., 1989; Vamvakoussi ym., 2011). Symbolimuodossa esitet-
tyjen murtolukujen suuruusvertailussa hyddynnetidin oppilaan omia mieleen piirty-
neitd kuvia. Vaativampien tehtidvien kohdalla (esimerkiksi % Vs. %) oppilas voi tu-
keutua visuaalisiin malleihin ja piirtdd vertailtavat murtoluvut osa kokonaisesta -
ajattelua hyodyntéden. Osa kokonaisesta -ajattelua hyodynnetdaan myos murtolukujen
ja sekalukujen sijoittamisessa lukusuoralle (Ni, 2000; Torbeyns ym., 2015; Hamdan
& Gunderson, 2017). Oppilailla saattaa olla virheellisen kisitys siitd, ettd annetuista
luvuista *1” on suurin vaikka vertailtavana on my6s murtolukuja, joiden osoittaja on
suurempi kuin nimittdjd (Gabriel, 2013). Jos my0s lukusuoran luonnolliset luvut (0,
1, 2, 3, ...) kuvataan visuaalisella mallilla, tukee se sekaluvun suuruuden hahmotta-

mista ja sekaluvun lukusuoralle sijoittamista.

6.4.2 Murto-osan ottaminen

Jaettaessa yhti suuriin osiin voidaan hyodyntédd luonnollisia lukuja ja visuaalisia mal-
leja (Stafylidou & Vosniadou, 2004). Jaettaessa lukua esimerkiksi kahteen, neljdin,
kahdeksaan jne. yhtd suureen osaan, voidaan menestyksekkddsti hyodyntdd toistu-
vaa puolittamista (Pithketly & Hunting, 1996; Moss & Case, 1999). Puolittamisessa
riittad, ettd muodostuvat palat ovat keskenédén yhtd suuret.

Murto-osan ottaminen (Hunting, Davis & Pearn, 1996) nojaa aluksi jakamiseen
yhté suuriin osiin ja hyodyntdd joustavaa kokonaisen kisitettd (Pitkethly & Hunting,
1996). Esimerkiksi kuinka paljon on % luvusta 200? Ensin oppilaan tulee hahmottaa
se, ettd luku 200 edustaa kokonaista. Seuraavaksi hinen tulee selvittdd, kuinka paljon
on yksi viidesosa luvusta 200 ja sen avulla kuinka paljon on kolme viidesosaa. Luku
200 jaetaan ensin viiteen yhti suureen osaan ja nditd osia otetaan kolme kappaletta,
jolloin saadaan vastaukseksi 120.

6.4.3 Murtulukujen ja prosenttien valinen yhtyes

Mossin ja Casen (1999) tutkimuksessa sillattiin lukukésitetti murtoluvun ja vastaa-
van prosenttiluvun vélilld visuaalisten mallien avulla. Tdmén péivin nuorille prosent-
tiluvut ovat huomattavasti arkisempia kuin ennen 2000-lukua syntyneille. Oppilaat
tutkivat kymmenii kertoja paivissd, kuinka paljon heiddn kidnnykkénsa tai tablettin-
sa akussa on vield varausta jdljellda. Visuaalisen akunvarausasteen kuvan vieressi on
laitteesta riippuen myos latauksen prosenttiosuus numerosymbolein ilmaistuna. Pro-
senttiluvun ja murtoluvun vilisen yhteyden muodostamisen luulisi sujuvan helpom-
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min tdimén pidivin peruskoululaisilla kuin esimerkiksi kolmekymmenti vuotta sitten.
Murtolukujen ja prosenttilukujen vilistd yhteyttda voidaan tukea visuaalisten mallien
liséksi desimaalilukuesitykselld (Resnick ym., 1989), timi vaatii kuitenkin olemassa
olevan linkin murtolukuesityksen ja desimaalilukuesityksen vilille (Vamvakoussi &
Vosniadou, 2012; Vamvakoussi ym., 2011).

6.4.4 Murtuluku suhteena

Murtoluvulla voidaan ilmaista myds asioiden vélisid suhteellisia osuuksia. Murtolu-
vun ymmaértdminen suhteena on mielesténi vaativampi vaihe kuin yhteyden muodos-
taminen eri representaatioiden: murtolukujen, desimaalilukujen ja prosenttien vilille.
Esimerkiksi lauta sahataan kahteen osaan pituuksien suhteessa 2 ja 3. Kuinka suuri
osa lyhyt pditkd on a) pidemmdistd pdtkdstd, b) koko laudasta? Usein visuaalinen tuki
puuttuu tehtdvissa, joten ratkaisijan tdytyy itse tuottaa joko havaittava kuva tai mie-
likuva tilanteesta. Aluksi tehtdvin ratkaisija joutuu pohtimaan sitd, mikd on kokonai-
nen. Ensimméisessi tehtidvéssi lyhyempad pitkii tulee verrata pidempéén pétkéin,
joten pidempi pitkd tulee tulkita "kokonaiseksi’. Lyhyt pétké on siis % ~ 0,67 pi-
demmasti pétkistd. Jalkimmaiisessd tehtdvissi tulee verrata lyhyttd osaa koko lautaa
vastaavaan pituuteen (5), jolloin saamme suhteelliseksi osuudeksi % = 0, 4. Edelli-
sessd esimerkissd osien suhde oli annettu valmiiksi. Entépd, jos asioiden vélinen suh-
de tulee selvittdd? Olkoon juomakorissa 6 pulloa Coca-Colaa ja 18 pulloa keltaista
Jaffaa. Pulloista on siis Coca-Colaa % ja Coca-Colaa on suhteessa Jaffaan 1% = %
Tétéd voidaan havainnollistaa visuaalisella mallilla, jolloin asia paremmin hahmottuu

oppilaalle (Kuva 10).

Kuva 10. Juomien osuudet C = Coca-Cola ja J = keltainen Jaffa

Murtolukujen ymmaérrys muodostuu siitd, miten hyvin murtolukukésitteen eri
osa-alueet, osa kokonaisesta, suuruusvertailu, desimaalilukuesitys, suhde, murtolu-
ku operaationa ja murtoluku mittana, ovat yhteydessé toisiinsa (Behr ym., 1983).
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6.4.5 Murtulukujen tiheyden oivaltaminen

Tdmé on murtolukukésitteen kehittymisen vaativin vaihe, eiki tiheyskisitteen oppi-
minen myoskién takaa taidon pysyvyyttd (McMullen ym., 2015a). Murtolukujen ti-
heyden oivaltaminen on vaillinaista jopa koulutetuilla aikuisilla. Yli puolet tutkimuk-
sen luokanopettajaopiskelijoista nojasi vastauksessaan diskreettiin ajatteluun. (Tuo-
minen, 2016a.) Oppilas nojaa aluksi diskreettiin ajatteluun ja uskoo luettelemalla
saavansa selville seuraavan murtoluvun (Vamvakoussi ym., 2011). Tdméi on ihan
luonnollinen vaihe lukukésitteen kehittymisessd ja se nojaa luonnollisten lukujen
ominaisuuksiin (Ni & Zhou, 2005). Behr ym. (1983) ehdottavatkin yksikkomurtolu-
kujen luettelua samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa. Tamai saattaa kuitenkin
vahvistaa entisestddn oppilaan késitystd murtolukujen diskreettisyydestd. Kun op-
pilas hallitsee kédidnteisyyden palojen koon ja lukuméiirédn vililld (Empson, 1999),
hiin oivaltaa, ettd annetulle kokonaiselle lukuvilille voidaan sijoittaa kuinka paljon
tahansa sellaisia murtolukuja, joiden suuruus on annetun lukuvélin pédtepisteiden
vilissd. Jos annetuilla murtoluvuilla on sama nimittdjd, esimerkiksi 5, se ikdin kuin
ohjaa ratkaisijaa ajattelemaan murtolukuja viideosan vélein. Jos murtolukujen ni-
mittdjat ovat erilaiset, vapauttaa se ratkaisijan keksimddn ratkaisuja myos eri ni-
mittdjilla (Opetuskeskustelu 2020). Tutkimuksen mukaan oppilaat oivaltavat ajatuk-
sen lukujen ddrettomyydestd ensin desimaalilukujen kohdalla ja vasta sitten murto-
lukujen kohdalla. Murtolukujen ja desimaalilukujen vélisen yhteyden oivaltaminen
toimiikin siltana murtolukujen tiheyden oivaltamiselle. (Vamvakoussi & Vosniadou,
2010.)

Voimassa oleva opetussuunnitelma ohjaa vahvasti sitd, mitd missikin vaiheessa
opiskellaan. Esimerkiksi luokilla 1-2 pohjustetaan murtoluvun kisitettd jakamalla
kokonainen yhté suuriin osiin ja luokilla 3—6 opitaan murtoluvun kiésite, harjoitel-
laan murtolukujen peruslaskutoimituksia eri tilanteissa ja hyddynnetddn murtoluvun,
desimaaliluvun ja prosentin vilisid yhteyksid. Opetuksen tavoitteena on tukea oppi-
laan lukukdsitteen kehittymistd luonnollisista luvuista positiviisiin rationaalilukuihin
ja negatiivisiin kokonaislukuihin. Vuosiluokkien 7-9 opetussuunnitelman mukaan
yldkoulussa opitaan murtoluvun kertominen ja jakaminen murtoluvulla, lisdksi lu-
kualue laajenee reaalilukuihin. (Opetushallitus, 2014, 129, 235, 236, 375.) Opetus-
suunnitelmassa mainitaan murtolukujen yhteydessa murtolukukésite ja murtolukujen
peruslaskutoimitukset muutamia kertoja, mutta murtolukujen tiheytta tai murtoluvun
suuruutta ei mainita ollenkaan. Jii siis opettajan tulkinnan varaan, kuinka paljon hin
painottaa murtoluvun suuruuden ja tiheyden merkitysti laskuproseduurien rinnalla.

Téhin loppuun on tiivistetty kaaviona murtolukukisitteen kehittymisen vaiheet,
jossa myos kuhunkin vaiheeseen liittyvit osataidot on kirjattu.
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Osa kokonaisesta

Tunnistaa tai tuottaa murtoluvun visuaalisen mallin

Ymmartaa kaanteisyyden palojen koon ja lukumaaran valilla
Hahmottaa symboliesityksen suuruuden pienillda komponenteilla
Osaa sijoittaa murtoluvun lukusuoralle

ottt o

Murtolukujen ja

Murto-osan :
prosenttien

ottaminen 0
valinen yhteys
1. Hallitsee toistuvan puolittamisen 1. Havaitsee yhteyden visuaalisen mallin avulla
2. Osaa jakaa yhta suuriin osiin 2. Huomaa yhteyden desimaaliesityksen avulla

3. Omaa joustavan kokonaisen kasitteen

Murtoluku
suhteena

1. Hallitsee murto- ja desimaalilukujen valisen yhteyden
2. Omaa joustavan kokonaisen kasitteen

Murtolukujen tiheys

1. Ymmartaa kaanteisyyden palojen koon ja lukumaaran valilla
2. Hallitsee murto- ja desimaalilukujen valisen yhteyden

Kuva 11. Murtolukukasitteen kehittymisen vaiheet
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7 Interventiotutkimuksista

Geary ym. (2019) pohtivat yleisemmin interventioiden toteutusta matematiikan ope-
tuksessa. He nostivat esiin muun muassa seuraavia kysymyksid. Miten oppilaiden
matemaattista suoriutumista tulisi arvioida, kvantitatiivisesti vaiko kvalitatiivisesti?
Miten oppilaat oppivat, oivaltamalla itse vaiko ylhidéltd ohjattuina? Tulisiko inter-
ventiossa korostaa kisitteellistd vaiko proseduraalista ldhestymistapaa? Minkélaiset
interventiot antavat luotettavimmat tulokset? Lihes laboratoriomaisissa olosuhteis-
sa toteutetuissa interventioissa on saatu hyviédkin tuloksia, mutta miten téllainen in-
terventio toimisi tavallisessa luokkahuoneessa? Onko interventio skaalattavissa laa-
jemmin? Jos tutkimukseen osallistuvia on riittivén paljon, voivat opetusryhméit tul-
la satunnaisesti valituiksi koe- tai kontrolliryhm&in mutta, entéd jos osallistujia on
vihemmin? Lisiksi interventioiden ongelmana on yleensi positiivisen vaikutuksen
viheneminen ajan kuluessa.

Verratessaan viiden erilaisen intervention toteutusta ja tuloksia Fuchs, Malone,
Schumacher, Namkung ja Wang (2017) piityivit seuraavaan: Interventioissa oppi-
tuntien tulee olla hyvin suunnitellut, ohjatut ja kohdennettu pienelle ryhmélle. In-
terventiossa pitiisi kiinnittdd huomiota matematiikassa heikosti suoriutuvien oppi-
laiden koe- ja kontrolliryhmin vilisen eron lisdksi myos siihen, kuinka paljon ero
koeryhmin heikkojen ja kontrolliryhmén hyvien vililld kaventuu.

7.1  Murtoluvut interventiotutkimuksen aiheena

Kansainvilisissa tutkimuksissa on raportoitu vuosikymmenesti toiseen samoista las-
kuvirheistd murtolukujen peruslaskutoimituksissa ja samoista virhekasityksistd. Tun-
nettua on, ettd murtoluvut koetaan hankaliksi, silld oppilaat tukeutuvat luonnollisten
lukujen ominaisuuksiin laskiessaan murtolukulaskuja, miké johtaa virheellisiin suo-
rituksiin (Stafylidou & Vosniadou, 2004; Siegler ym., 2011; Tuominen, 2014).
Kouluopetus ei tutkimusten mukaan nédyti saavan aikaiseksi tavoitteiden mukais-
ta murtolukujen oppimista (Niemi, 2004, 131; Hihnala, 2005, 89), vaikka suurin
osa murtolukujen vilisistd peruslaskutoimituksista opetetaan jo alakoulussa (Peruso-
petuksen opetussuunitelman perusteet, 2004, 156-167; Perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteet, 2014, 236). Murtolukujen hallitseminen on kuitenkin edellytys
monen muun matematiikan taidon kuten prosenttikisitteen ja algebran oppimises-
sa (Booth & Newton, 2012). Erityisesti murtolukujen suuruuden hahmottamisella
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ndyttdisi olevan positiivinen vaikutus laskuproseduurien oppimiseen (Cramer, Post
& delMas, 2002; Jordan ym., 2013). Erilaisia opetusmenetelmii ja opetussuunnitel-
mia onkin kokeiltu kansallisten opetussuunnitelmien rinnalla osittain hyvin tuloksin
(Moss & Case, 1999; Cramer ym., 2002).

Miksi murtoluvut ovat edelleen niin kiinnostava ja tirked tutkimuksen kohde?
Murtolukujen hallinta edellyttdd monenlaista osaamista: késitteiden, laskuproseduu-
rien ja erilaisten representaatioiden hallintaa, jotka kaikki liittyvit toinen toisiinsa.
Téami luo hedelmillisen maaperin tutkia proseduraalisen ja kisitteellisen tiedon hal-
lintaa ja sitd, miten tiedon eri muodot mahdollisesti vaikuttavat toisiinsa. Toisaalta
mitd pidemmadlle koulussa edetdin, alakoulusta yldkouluun, sitd enemmén matema-
titkan alan spesifiset taidot kuten lukukdsite ja murtolukujen ymmaértiminen vaikut-
tavat matematiikassa suoriutumiseen, ja vihemmén merkitysti on yleisemmilld tai-
doilla kuten dlykkyydelld tai tyomuistilla (Geary ym., 2019).

7.2 Murtolukujen koeopetussuunnitelma 10-11-vuoti-
aille oppilaille

Mossin ja Casen (1999) interventiotutkimuksessa koeryhmille (10-11-vuotiaille)
opetettiin murtolukuja koeopetussuunnitelman mukaan viiden kuukauden aikana 20
tuntia, kontrolliryhmélle opetettiin 25 tuntia murtolukuja hieman lyhyemmaissi ajas-
sa voimassa olevan opetussuunnitelman mukaan. Molempien ryhmien opettajat kiyt-
tivédt paljon opetusvilineitd, joten suurin ero ryhmien vélilld oli kdytetyssd opetus-
suunnitelmassa.

Koeopetussuunnitelmassa opetus aloitettiin prosenteista ja desimaaliluvuista. Op-
pilaita pyydettiin arvioimaan, kuinka tdynni annetussa kuvassa oleva vesiastia on, ja
ilmaisemaan se prosentteja kidyttden. Oppilaille luontevin strategia oli puolittaminen.
Puolittamalla tdysi astia saatiin selville, missd puolivili eli 50 % sijaitsee ja edelleen
puolittamalla saatiin selville 25 % ja 75 %. Vasta intervention viimeiselld tunnilla
keskityttiin murtolukuihin, jonka jédlkeen oppilaille annettiin tehtivid, joissa oli ra-
tionaalilukuja esitettyind murtoluku- ja desimaalilukumuodossa.

Tutkimuksessa havaittiin, ettd kontrolliryhma menestyi hyvin sellaisissa tehtdvissa,
joissa pérjisi hallitsemalla proseduurin. Jos tehtévissa oli himdidva vihje tai jos vas-
taajan piti pystyd keksiméén uusi proseduuri, sortui kontrolliryhmi tyypillisiin vir-
heisiin. Vaikka kontrolliryhmén oppilaat olivat oppineet murtolukuihin liittyvit me-
kaaniset laskuprosessit, syvempi ymmirrys murtoluvuista oli jadnyt uupumaan ja op-
pilaat pitivit virheellisesti murtolukuja erdédnlaisina luonnollisina lukuina. Koeope-
tussuunnitelma korosti enemmén murtolukujen merkintitavan merkitysta kuin lasku-
proseduurien mekaanista suorittamista. Interventiossa korostettiin eroja murtoluku-
jen ja luonnollisten lukujen vililld, kiinnitettiin huomiota oppilaiden spontaaneihin
tapoihin ldhestyé tehtdvid, hyodynnettiin vaihtelevien vélineiden ja kuvien, kuten ve-
siastian ja janan, kdyttod suhteellisten miédrien havainnollistamisessa ja korostettiin
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erilaisia merkitsemistapoja rationaaliluvuille: murtoluku-, desimaaliluku- ja prosent-
tiesitystd. Koeopetussuunnitelman aloittaminen 50 % ja 25 % kohdan méérittamisella
vesiastian tilavuudesta mahdollisti sen, ettd oppilaat pystyivit hyddyntdmiin luon-
nollisten lukujen ominaisuuksia ja strategioita, erityisesti puolittamista, mik tissa
kohdassa nimenomaan tuki murtolukujen oppimista. (Moss & Case, 1999.)

7.3 Rationaalilukuprojektin opetussuunnitelma vs. ylei-
nen matematiikan opetussuunnitelma

Cramer, Post ja delMas (2002) jatkoivat edellisen ryhmin viitoittamalla tielld. Tut-
kimus kesti noin 30 pdivii, ja tutkimukseen osallistui 4. ja 5. luokalta yhteensid 66
opetusryhmii. Tutkimuksessa verrattiin keskenédédn kaupallista opetussuunnitelmaa
(Commercial Curricula, CC) ja Rationaalilukuprojektin opetussuunnitelmaa (Ratio-
nal Number Project, RNP). RNP-opetussuunnitelmassa oppilaat tyoskentelivit usei-
den erilaisten konkreettisten murtolukumallien avulla, tutustuivat rationaalilukujen
erilaisiin esitysmuotoihin ja oppivat vaihtelemaan esitysmuodosta toiseen. RNP-ope-
tussuunnitelma oli kehitetty seuraavien ajatusten pohjalta: a) Lapsi oppii parhaiten
toimiessaan aktiivisesti erilaisten konkreettisten vilineiden kanssa. b) Fyysiset esi-
neet ovat vain yksi komponentti késitteen hahmottamisessa, sanalliset, kuvalliset,
symboliset ja realistiset esitysmuodot ovat my®0s tirkeitd. c) Lapsilla tulee olla mah-
dollisuus keskustella keskendédn ja opettajan kanssa ajatuksistaan ja ideoistaan. d)
Opetussuunnitelman tulee keskittyi ensin kisitteellisen tiedon kehittymiseen ja vas-
ta sitten formaaliin tyOskentelyyn symbolien ja algoritmien kanssa. Opetussuunni-
telma ei korostetusti opettanut proseduureja vaan keskittyi murtoluvun méérilliseen
luonteeseen.

Oppilaiden oppimista mitattiin kuuden osa-alueen avulla: a) murtolukukdsite, b)
keskendidn yhtidsuuret murtoluvut, ¢) murtolukujen suuruusjirjestys, d) kokonaisen
késite, e) operaatiot (+, -) ja vastauksen arviointi, ja f) siirtovaikutus. Tutkimukses-
sa havaittiin, ettd oppilaat, jotka olivat opiskelleet RNP-opetussunnitelman mukaan,
menestyivit keskiarvoltaan tilastollisesti merkitsevisti paremmin seké jalkimittauk-
sessa ettd viivastetyssid mittauksessa neljdssd edelld mainituista osa-alueista. Ainoas-
taan keskeniiin yhtd suurien murtolukujen ja murtolukujen laskuoperaatioiden koh-
dalla ero ei ollut tilastollisesti merkitseva.

Tutkijat ennakoivat RNP-ryhmén pérjdidvin operaatioiden kanssa kontrolliryhméa
heikommin, silld laskuproseduureihin kéytettiin vain muutama oppitunti, kun taas
CC-opetussuunnitelmaa noudattavat harjoittelivat operaatioita paljon enemmin. Vaik-
ka RNP-oppilaat olivat harjoitelleet proseduureja huomattavasti vihemmén, késitteel-
lisen ymmarryksen harjoittelu konkreettisilla vilineilld oli luonut heille hyvén poh-
jan, jonka avulla he pystyivit paitteleméin ja ratkaisemaan symbolimuodossa esitet-
tyjd laskutehtdvid. CC-opetussuunnitelmassa ei hyddynnetty tai kédytetty konkreet-
tisia vilineitd sdidnnollisesti vaan keskityttiin murtolukujen kuva- ja symboliesityk-
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siin. Koska CC-opetussuunnitelman opetus painotti proseduureja, oppilaat eivét kiin-
nittdneet huomiota osoittajan ja nimittdjan viliseen suhteeseen. Oppilaat oppivat esi-
merkiksi vertailemaan murtolukuja keskeniin proseduurin kautta tekemalld luvuista
ensin samannimiset joko etsimélld pienimmén yhteisen jaettavan tai ristiin kertomi-
sen avulla. Proseduuriin nojautuminen osoittautui heikoksi strategiaksi ja virheiti
syntyi, kun oppilaat tukeutuivat luonnollisten lukujen ominaisuuksiin (21 % CC-
oppilaista ja 10 % RNP-oppilaista).

RNP-opetussuunnitelmaan sitoutuneet luokanopettajat saivat neljan tunnin kou-
lutuksen intervention toteuttamiseksi. Néinkin lyhyt koulutus riitti siihen, ettd opet-
tajat pystyivit opettamaan RNP-opetussuunnitelmaa tehokkaasti. Ajan kiyttdminen
murtolukukésitteen kehittymiselle ja keskittyminen murtoluvun suuruuteen oli kan-
nattanut. Oppilaat oppivat paremmin murtolukukisitteen ja lyhyestd harjoittelusta
huolimatta hallitsivat myds tarvittavat proseduurit. (Cramer ym., 2002.)

7.4 Interventio matematiikassa heikommin menestyvien
oppilaiden tukemiseksi

Fuchs, Malone, Schumacher, Namkung ja Wang (2017) keskittyivit pitkittdistutkimuk-
sessaan matematiikassa heikosti menestyneisiin oppilaisiin, jotka olivat tutkimuksen
alussa 4. luokalla. Interventiossa keskityttiin murtoluvun suuruuden ymmartimiseen
ja murtolukukisitteeseen enemmén kuin proseduureihin. Tehtdvien joukossa oli muun
muassa murtolukujen ja sekalukujen sijoittamista lukusuoran lukuvilille 0-2. Kont-
rolliryhméssé harjoiteltiin enemmén proseduureja ja murtolukukésitteessd nojattiin
osa kokonaisesta -tulkintaan.

Intervention oppilaat menestyivit paremmin sekd murtolukujen suuruuden ettid
murtolukujen laskuproseduurien hallintaa mittaavissa tehtdvissd. Koeryhmén oppi-
laat pystyivit my0s toiminaan kontrolliryhmin oppilaita paremmin vieraan tehtdva-
tyypin, tietokoneavusteisen lukusuoratehtdvin kanssa, jota kammallakaan ryhmalla
ei ollut ollut aikaisemmin. Tdm4 antaa viitteitd siitd, ettd interventiossa opittua pys-
tyttiin hyodyntiméédn yleisemmaissi tilanteessa.

Tutkimuksessa havaittiin parempien tulosten murtolukujen suuruuden ymmérta-
mistehtdvissd vaikuttavan osa kokonaisesta -tehtivien tulosten paranemiseen, mut-
ta ei pdin vastoin. Vaikka osa kokonaisesta -ajattelua hyddyntdvien tehtdvien tu-
lokset paranivat oppilaalla, niin murtolukujen suuruuden ymmartamistd mittaavien
tehtdvien tulokset eivit parantuneet. Tutkimuksen tulokset antavatkin viitteitd mur-
tolukujen suuruuden kausaalisesta vaikutuksesta murtolukujen oppimiseen.

79



Anu Tuominen

7.5 Intervention suunnittelun peruskysymyksia
7.5.1 Koeasetelma

Verrattaessa kahta ryhméé keskeniin jo ldhtokohta saattaa olla vidristynyt. Jos yk-
sittdistd opetusryhmidd A verrataan toiseen opetusryhmiin B, saattaa ero johtua jo
pelkéstéddn siitd, ettd ryhmin A ldhtStaso on ryhmidn B lidhtotasoa parempi. Tadmé
saadaan selville suorittamalla kummallekin ryhmille alkumittaus ennen intervention
alkua. (Lehtinen ym., 2007, 293-294.) Alkumittauksen avulla on my6s mahdollista
tunnistaa ne oppilaat, jotka hallitsevat asian jo hyvin etukiteen saatuaan oppia esi-
merkiksi vanhemmiltaan tai vanhemmalta sisarukseltaan.

Luokan tapa tydskennelld saattaa my0s vaikuttaa oppilaiden suoritukseen, joten
jo se voi aiheuttaa eroja luokkien vilillda. Opettajilla on Suomessa pedagoginen va-
paus toteuttaa opetustaan parhaaksi katsomallaan tavalla, joten opettajien kdyttimét
opetusmenetelmét voivat poiketa paljonkin eri luokkien vililld. My0s luokan oppi-
laiden persoonallisuuksilla ja koulun yleisilld piirteilld on vaikutusta opetuksen to-
teuttamiseen (Geary ym., 2019).

Jos tutkittava joukko on suuri, voidaan satunnaisesti valita sellaiset koeryhma
ja kontrolliryhmi, jotka ovat alkumittauksessa mahdollisimman samanlaiset. Paras
koe-kontrolli -asetelma pienemméssi tutkimuksessa saadaan siten, ettd jokainen kou-
luluokka jaetaan kahteen keskenéddn mahdollisimman homogeeniseen ryhméén. Toi-
seen ryhmiin kohdistetaan interventio ja toinen puoli luokasta toimii kontrollina.
(Lehtinen ym., 2007, 294-295.)

On mahdollista ja hyvin luultavaa, ettd koeryhmai pérjaa intervention jélkeisessi
mittauksessa hieman kontrolliryhméd paremmin. Kyseessd on niin sanottu uutuuse-
fekti: Lyhyelld aikavililld tavanomaisuudesta poikkeava herittdd osallistujien mie-
lenkiintoa ja johtaa siksi yleensd parempiin tuloksiin. Opittu asia on myds tuoreessa
muistissa, kun mittaus suoritetaan heti intervention jilkeen. Tutkimuksessa kannattaa
siksi tehdi vield kolmas, niin sanottu viivéstetty mittaus, jotta nihtéisiin, mitd oppi-
laat osaavat, kun aikaa on kulunut useampi kuukausi. Téll4 tavalla saadaan paremmin
mitattua se, miti oppilaat ovat asiasta ymmdrtiineet ja sisdistidneet. Vasta viivéstetyn
mittauksen jidlkeen voidaan sanoa, onko interventiolla ollut vaikutusta.

7.5.2 Intervention kesto

Murtolukuihin liittyvid interventioita on toteutettu useita. Ne ovat vaihdelleet kes-
toltaan noin kuukaudesta useaan kuukauteen: viisi kuukautta (Moss & Case, 1999),
18 viikkoa (Behr ym., 1984), 12 viikkoa (Fuchs ym., 2013), 5 viikkoa (Empson,
1999) ja 30 pidivaa (Cramer ym., 2002). Roesslein ja Codding (2019) tarkastelivat
tarkemmin kahtatoista interventiotutkimusta, joissa interventioiden kesto vaihteli 5—
36 oppituntiin. Pitkédkestoisten interventioiden toteuttaminen Kysyy melkoisia voi-
mavaroja ja innostuneisuutta opettajilta. Myoskédidn kovin pitkikestoisen interven-
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tion sijoittaminen koulujen opetussuunnitelmiin ja opetusaikatauluihin ei ole ongel-
matonta. Tamin vuoksi opettajille saattaa olla haasteellista aloittaa uutta opetusko-
keilua oman opetuksensa ohessa. Interventiotutkimuksissa hyviksi koetut vilineet
ja opetussuunnitelmat eivit siksi siirry koulujen arkeen, ja samat ongelmat mur-
tolukujen ymmartdmisessi ja laskuproseduurien oppimisessa toistuvat vuosikym-
menestd toiseen. Intervention kestossa tuleekin huomioida oppikirjojen ajoitukset,
lisimateriaalien tulee olla helposti saatavilla ja opettajilla tulee olla selkedt ohjeet.

7.5.3 Oppilaiden ika

Vygotskyn mukaan opetus tukee uuden oppimista parhaiten, kun se ajoittuu uuden
taidon kehityksen alkuvaiheeseen. Jos opettaja olettaa oppilaan osaavan jo enemmin,
opetus ei kohdennu oppilaan kannalta oikeaan kohtaan. Jos taas oppilas hallitsee jo
opittavan asian, opetuksella on endd hyvin vdhédn vaikutusta oppilaan osaamiseen.
(Duckworth, 1979.)

Toteuttaessani pienen opetuskokeilun 7.-luokkalaisten kanssa (Tuominen, 2016b),
totesin olevani liikkeelld aivan liian myohééan. Osa oppilaista oli jo murrosidn kuo-
huissa ja siksi ehkédpd matematiikka ei kiinnostanut heitd, mikd osaltaan nidkyi ha-
luttomuutena néhdi vaivaa ylimiriisissi testeissd. Opetuksessa hyddynnettiin mur-
tokakkupaloja ja kehitteleméini murtolukupohjaa. Osa oppilaista hyddynsi pohjaa
jopa niin, ettd vei sen kotiinsa, osa oppilaista koki ettei tarvinnut murtolukupohjaa
ollenkaan. Kuitenkin alku-, toinen- ja viivéstetty mittaus osoittivat sen, ettd osalla
oppilaista oli liian optimistinen kisitys omista taidoistaan. Oppilaiden vastauksissa
oli ndhtdvissi, ettd murtolukuihin liittyvit tyypillisimmaét virhekésitykset olivat jo
ehtineet muodostua alakoulun aikana. Suurin osa kokeilun oppilaista tukeutui vah-
vasti luonnollisten lukujen ominaisuuksiin, eikd tdhidn endéd saatu muutosta kokei-
lun aikana. Chin (1992) mukaan késitteen oppimisen varhaisessa vaiheessa synty-
neitd virhekisityksid onkin myShemmin vaikea saada korjattua. Uusi interventio tuli-
si siis kohdistaa ’'neitseelliseen maaperdin’, etteivit virheellisesti opitut asiat paisisi
héiritseméidn uuden oppimista.

7.5.4 Yhdessa oppimisen mahdollistaminen

Ennen luku- ja kirjoitustaitoa ihmiset oppivat vertaisiltaan tai mestareilta mallin tai
jaljittelyn kautta eli omien havaintojensa kautta. Té4td havaintoihin ja kokemuksiin
perustuvaa oppimista tulisi hyodyntdéd edelleen, silld se on ollut ihmisille luontais-
ta, kunnes luku- ja kirjoitustaito ovat mahdollistaneet muitakin oppimistapoja. Kun
tavoitellaan ymmirtdmistd, oppijalle tulisi antaa tilaa kokeilla itse, tehdd omia ha-
vaintoja, keskustella niistd vertaistensa kanssa ja siten luoda mieleensi yleisempia
saantojd ja rakenteita. Opettajan tulisi mahdollistaa oppilaille sopivia oppimistilan-
teita huomioiden oppilaiden aikaisemmat (virhe)késitykset. Lisédksi opettajan tulee

81



Anu Tuominen

tiedostaa tyypillisimmat virhekésitykset, joita uuden asian oppimisessa saattaa syn-
tyd. Useissa murtolukuihin liittyvissi interventiotutkimuksissa on koettu hyodylliseksi
ja mahdollistettu se, ettd oppilaat ovat voineet tyoskennelld ja keskustella yhdessi
(Behr ym., 1984; Empson, 1999; Fuchs ym., 2013). Silti Cramer ym. (2002) totea-
vat, ettd oppilailla on harvoin mahdollisuus verrata keskeniin erilaisia konkreettisia
murtolukumalleja ja keskustella ratkaisuistaan. Kasvatustieteen oppimisteorioiden
mukaan oma kokemus ja havaintojen tekeminen tukevat oppimista, samoin vertai-
sen kanssa kaydyt keskustelut ja padtelmien vertailut syventdavit ymmaérrysti (Leino,
2004, 29).

7.6 Toteuttamani intervention tukipilarit

Edelld on esitelty laajasti tutkimuksia murtolukujen oppimisesta ja lisdksi on tar-
kemmin esitelty kolme murtolukujen oppimisen tukemiseksi toteutettua interventio-
ta. Mitd uutta interventioni voisi tuoda jo hyvin tutkittuun kenttdan?

7.6.1  Murtoluvut Perusopetuksen opetussuunnitelmassa

Titd tutkimusraporttia kirjoitettaessa voimassa ovat vuonna 2014 julkaistut ja syk-
sylld 2016 kayttoonotetut Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet (Opetushal-
litus, 2014). Koska tutkimuksen aineisto on kuitenkin kerétty lukuvuonna 2015-
2016, keskitytdédn tarkastelussa silloin voimassa olleeseen opetussuunnitelmaan Pe-
rusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004 (Opetushallitus, 2004), jota nou-
dattaen tutkimuksessa mukana olleita 3. luokan oppilaita on opetettu alakoulun en-
simméiseltd luokalta ldhtien.

Opetussuunnitelmien 2004 ja 2014 mukaan murtolukujen pohjustaminen aloite-
taan matematiikassa jo alakoulun toisella luokalla. Matematiikan oppikirjasarjasta
riippuen laskutoimitusten harjoittelu alkaa yleensd kolmannella luokalla, samanni-
misten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskulla. Neljdnnelld luokalla tutustutaan
sekaluvun kisitteeseen, viidennelld luokalla supistamiseen ja murtoluvun kertomi-
seen ja jakamiseen luonnollisella luvulla, ja kuudennella Iuokalla tutustutaan laven-
tamiseen ja erinimisten murtolukujen yhteen- ja vdhennyslaskuun. Suurin osa mur-
tolukuihin liittyvisti peruslaskutoimituksista opiskellaan siis jo alakoulussa. Hyvin
osaamisen kriteereiden mukaan toisen luokan pééttyessi oppilas ... tuntee ja osaa
esittdd konkreettisilla valineilld yksinkertaisia murtolukuja, kuten yksi kahdesosa,
vksi neljdsosa ja yksi kolmasosa (Opetushallitus, 2004, 159). Vuosiluokkien 3-5
keskeisissi sisdlloissd mainitaan murtoluvun késite, murtolukujen muunnokset, mur-
toluvun ja desimaaliluvun ja prosentin vilinen yhteys, murtolukujen ja desimaali-
lukujen yhteen- ja vihennyslasku sekd kertominen ja jakaminen luonnollisella lu-
vulla. (Opetushallitus, 2004, 160). Oppikirjasarjasta riippuen murtolukujen tulo ja
osamiird kisitelldédn joko jo alakoulun kuudennella luokalla tai vasta ylikoulussa ai-
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neenopettajan johdolla (Opetuhallitus, 2004, 161). Perusopetuksen opetussuunnitel-
man perusteiden 2014 mukaan murto- ja desimaaliluvulla kertominen ja jakaminen
ja negatiiviset murtoluvut siséltyvit vuosiluokkien 7-9 opetussuunnitelmaan (Ope-
tushallitus, 2014, 375).

7.6.2 Oppimiskasitys

Intervention tavoitteena on saada aikaan ymmaérrykseen pohjaavaa oppimista, ei ul-
koa oppimista. Ymmairrysti tavoitellaan hyodyntdmillad konkreettisia havainnollista-
misvilineitd ja piirroksia symbolisen murtolukuesityksen rinnalla. Oppimiskasityk-
sessd hyodynnetdidn kognitiivisen oppimisteorian ja sosiokonstruktivistisen oppimis-
teorian piirteitd. Oppiminen ndhdédén aktiivisena toimintana, jossa oppija omia ha-
vaintojaan ja toimintaansa hyddyntden luo merkityksii ja rakenteita uusien kisitteiden
ja jo aiemmin opittujen asioiden vilille.

Oppimista tuetaan konkreettisten vilineiden ja visuaalisten mallien avulla, jol-
loin annetaan tilaa oppilaan omille oivalluksille. Oppiminen ei tapahdu kuplassa,
vaan oppija voi olla vuorovaikutuksessa vertaistensa kanssa, jolloin yhdessi keskus-
tellen voidaan syventdd oppijan ymmirrystéd ja toisaalta huomata mahdollisia vir-
hekésityksid. Interventiossa saavutettu ymmaérrys nidkyy toivottavasti viivistetyssi
mittauksessa koeryhmén parempina suorituksina.

7.6.3 Intervention osuminen oikeaan kohtaan ja oikeaan aikaan

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (2004) mukaan oppilaat tutustuvat
peruskoulun toisella luokalla tutuimpiin murtolukuihin, mutta murtoluvuilla ei vield
varsinaisesti lasketa mitidin (Opetushallitus, 2004.) Ensimmadisen kerran samanni-
misten murtolukujen yhteen- ja vidhennyslasku esiintyy matematiikan oppikirjasar-
jasta riippuen kolmannella tai neljannelld luokalla. Kolmas luokka on siis oikea aika
ajoittaa interventio ennen kuin murtolukujen laskuproseduureja on varsinaisesti ope-
tettu. Niin olisin liikkeelld ennen tyypillisten virhekisitysten muodostumista ja toi-
saalta saattaisin myos intervention avulla ehkéistd niiden muodostumista. Materiaali
kannattaakin suunnitella niin, ettd se tukee mahdollisimman monipuolisen murtolu-
kukésityksen kehittymisti.

Jos tyypillisimpid virhekisityksid ei muodostuisi, tidstd olisi suuri etu oppilail-
le tulevina vuosina. Suomalaisten kolmasluokkalaisten matematiikan osaaminen on
yhteydessd heiddn matematiikka-asenteisiinsa kuudennella luokalla, ja kuudennen
luokan asenteet ovat yhteydessd matematiikan osaamiseen yhdeksédnnelld luokalla.
Yhdeksdnnen luokan asenteilla taas on iso merkitys siihen, valitseeko oppilas lu-
kiossa pitkén vaiko lyhyen matematiikan. (Hannula & Holm, 2018; Metsamuuronen,
2013; 2017.) Panostamalla siis kolmannella luokalla matematiikan ymmaértdvéén op-
pimiseen, voidaan vaikuttaa matematiikan osaamiseen yhdeksinnelld luokalla ja sitd
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kautta oppilaan toiseen asteen valintoihin.

7.6.4 Murtoluvun suuruuden korostaminen

Aikaisemmat tutkimukset ovat nostaneet erityisesti murtoluvun suuruuden ymmaérta-
misen oleelliseksi vaiheeksi murtolukukisitteen kehittymisessd (Fuchs ym., 2013;
Torbeyns, Schneider, Xin & Siegler, 2015). Kuten Cramerin ym. (2002) tutkimukses-
sa, interventiossani on keskeistd 1) konkretian ja kuvien kdyttdminen ja 2) yhdessi
toimiminen pareittain tai pienryhmissd. Oppimisen tukena kdytetidin konkreettisia
havainnollistamisvélineitd, piirroksia ja oppimispelejd. Pelit luovat rennon ilmapii-
rin, mahdollistavat yhdessidtoimimisen ja matematiikkapuheen. Pelit ovat opettavai-
sia, kunhan peli on tarkkaan mietitty. Jotta oppilaalla on mahdollisuus saada oma-
kohtaisia kokemuksia, tulee vilineitd olla riittdvisti. 3) Interventiossa keskitytiddn
murtoluvun suuruuden hahmottamiseen ja kdytetdan enemmaén aikaa murtolukujen
suuruusvertailuun ja vihemman aikaa laskuproseduurien opetteluun ja harjoittelemi-
seen kuin oppikirjojen noudattamassa aikataulussa kéytettiisiin. Oppikirjoissa ope-
tus tuntuu painottuvan proseduraalisten laskusidintdjen omaksumiseen, interventios-
sani keskitytddn murtoluvun kisitteelliseen ymmaértdmiseen.

7.6.5 Murtolukujen eri representaatioiden hyédyntaminen

Murtolukujen oppimisessa on tirkedd hyodyntdd konkreettisia vilineitd ja erilai-
sia representaatioita (Roesslein & Codding, 2019). Oppilaiden sujuva liikkuminen
representaatioiden vililld ennustaa hyvii tulevan matematiikan opiskelun kannalta.
Oppilaat saattavat kuitenkin kokea esimerkiksi lukusuorarepresentaation haastavaksi
vaikka Hamdan ja Gunderson (2017) toivat tutkimuksessaan esille sen, ettd lukusuo-
ramallissa oppilas voisi hyddyntdd mallin numeerisia ja spatiaalisia ominaisuuksia.
Lisddmalld lukusuoramallin yhteyteen samaa lukua tarkoittava pinta-alamalli saa-
daan oppilaalle vield vahvempi visuaalinen tuki. Lukusuorarepresentaation yhtey-
dessd kannattaa hyddyntdd visuaalista mallia myos luonnollisten lukujen kohdal-
la, miki helpottaa sekalukujen sijoittamista lukusuoralle. Lukusuoramallinnuksessa
on esimerkkejd myds sekalukumuodossa olevista murtoluvuista, milld toivottavas-
ti ehkdistdin mahdollisen virhekésityksen *murtoluku rajoittuu yhteen kokonaiseen’
muodostumista.

Tutkimuksessa halutaan myos keventdd tyomuistin kuormittumista uuden opit-
tavan asian ddrelld. Siksi interventiossa hyddynnetidin Murtokakkupaloja ja murto-
lukupohjaa, jolloin murtoluvun suuruus tehdédéan oppilaalle ndkyviksi ja visuaalinen
suuruusvertailu murtolukujen vililla on mahdollista. Elian ym. (2007) tutkimukses-
sa on todettu, etteivit valmiina annetut informatiiviset kuvat auta tehtdvén ratkaisua.
Oppilaan oma aktiivisuus tulisikin nostaa esille: kun oppilas itse muokkaa ja tyostdd
kuvaa, niin kuva on kehittyvi, dynaaminen. Murtolukupohjan kuvitus on oppitun-
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tien tehtdvien kannalta valmis (Behr ym., 1983), silld oppilaiden tehtdvéksi jéi vain
valmiiden sektoreiden vérittiminen. Vilinettd kokeiltiin jo seitsemésluokkalaisten
kanssa, mutta uskon, ettd nuorempien oppilaiden kohdalla saadaan vilineestd vield
suurempi hyoty.

7.6.6 Oppikirjan merkitys

Interventiossa vaikuttavat kédytetty opetussuunnitelma, opettaja, luokkatoverit, op-
pilas itse ja tietysti matematiikan oppikirja. Tutkimuksen opetusryhmien kadyttimét
oppikirjasarjat ovat Kymppi, Matikka ja Tuhattaituri. Esimerkiksi 3. luokan matema-
titkkka on koostunut seuraavista sisdlloistd tdssi jarjestyksessa: yhteen- ja vihennys-
laskua lukualueella 0-1000, kertotaulut 2—-10, allekkain kertominen, jakolaskua ja-
kojdénnokselld, murtoluvut, kello, luvut 0-10 000 ja pyOristiminen, geometria ja
mittaaminen (Tuhattaituri 3a ja 3b). Pisin murtolukujakso oli kymmenen oppitunnin
mittainen (Tuhattaituri) ja lyhin seitsemén oppitunnin mittainen (Kymppi).

Kaikki oppikirjat késittelivit murtoluvun merkitsemisen ja murtolukujen vilisen
suuruusvertailun, mutta sen jidlkeen syntyi eroja. Tuhattaituri ja Matikka opettivat
my0s samannimisten yhteen- ja vihennyslaskun, mutta kirjat eivit opettaneet esi-
merkiksi sekaluvun kisitettd. Oppikirja Kymppi esitteli sekalukukisitteen. Matikka
kiytti lukusuoramallia annetulla lukuvélilld O—1. Suuruusvertailuun kiytettiin oppi-
kirjasarjasta riippuen yhdesté kahteen oppituntia. Tuhattaiturissa verrattiin ensin yh-
den oppitunnin ajan keskenddn samannimisid murtolukuja, seuraavalla oppitunnilla
suuruusvertailussa oli murtolukuja, joiden osoittajat olivat samat ja nimittéjét olivat
erilaisia.

7.6.7 Tarkat tuntisuunnitelmat

Aiemmassa opetuskokeilussa 7.-luokkalaisten kanssa sama opettaja opetti seki koe-
ettd kontrolliryhmié, mikd saattoi vaikuttaa kontrolliryhmien saamaan opetukseen.
Opettaja saattoi tahattomasti korostaa opetuksessaan murtolukujen oppimisen kan-
nalta oleellisia puolia myds kontrolliryhmille. Oppitunteja ei taltioitu mitenkién eikd
lisimateriaalin k#ytolle ollut ennakkoon pohdittu tiettyd vihimmaismairia tai sijoit-
tumista opetusjakson aikana, vaan opettaja hyddynsi lisdmateriaalia sopivissa koh-
din sopivaksi katsomansa miirdn. Nédin koeryhmét saattoivat saada tukea vaihtele-
vasti. Interventiotunnit tulee siis suunnitella etukéteen tarkkaan, jotta tiedetdédn, mita
opetetaan milloinkin ja miten. Jotta persoonani ei vaikuttaisi liikaa, tutkimusavus-
tajat hoitavat kdytdnnon opetustyon interventioryhmille. Interventiotunnit olisi hyva
taltioida, jolloin voitaisiin tarvittaessa palata niihin ja tarkastella, mitd oppitunnilla
oikeasti tapahtui.
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7.6.8 Intervention kaytettavyys

Intervention tuntisuunnitelmien kiytettdvyyteen vaikuttavat kédytdssd oleva opetus-
suunnitelma, matematiikan oppikirjan ohjeellinen ajoitus ja opettajan normaalisti
kayttimit opetusmenetelmit, tydtavat ja vélineet. Perusopetuksen opetussuunnitel-
man perusteet (2004) on kirjoitettu vuosiluokille 3-5 ja Perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteet (2014) vuosiluokille 3—6. Oppikirjojen kirjoittajat tekevét opetus-
suunnitelmasta oman tulkintansa ja pohtivat opiskeltavan oppisisdllon ja painotuksen
kullekin luokka-asteelle.

Interventio on systeemisesti kdytettdvd, kun se sopii opetusjakson tavoitteisiin,
oppikirjan opetussiséltdihin ja ajoitukseen eikd ndin vaadi erikseen yhteensovitta-
mista. Didaktisesti kdytettdvd interventio hyddyntdd mahdollisimman paljon opet-
tajan normaalistikin kdyttdmid tyotapoja, opetusmenetelmii ja -vilineitd. Materiaa-
lin ja vélineiston tulee olla opettajan saatavilla ja kohtuuhintaista tai itse toteutetta-
vissa. Intervention tulee olla kidytettdvyyden lisdksi my0Os kannattava, jotta opettaja
kokee hyodylliseksi mahdollisen ylimddrdisen vaivan muuntaessaan opetustaan in-
tervention suuntaan. Oppimistulosten tulee olla parempia kuin opettajan normaalisti
kayttdmilld opetusmenetelmill.

Halusin suunnitella lyhytkestoisen, vihdisid voimavaroja ja resursseja vaativan
hoyhenen kevyen ja kuitenkin neulan tarkasti juuri murtoluvun suuruuskisitteeseen
kohdistuvan intervention. Tavoitteena oli antaa oppilaiden itse oivaltaa samannimis-
ten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskun laskusddnnét, jolloin toivottavasti muo-
dostuisi ymmirtdmiseen perustuvaa oppimista. Tutkimuksessa tarkastellaan ndkyyko
koe- ja kontrolliryhmin oppilaiden vastauksissa eroa viivéstetyssd mittauksessa. Ta-
pahtuuko esimerkiksi Gearyn ym. (2019) mainitsemaa osaamisen heikkenemisti yhti
paljon seki koe- ettd kontrolliryhméssa?

Péddosin matematiikan oppikirjasarjoista johtuen intervention kesto rajautui lo-
pulta vain viiden oppitunnin mittaiseksi. Intervention kesto on erittdin lyhyt verrat-
tuna aikaisemmin raportoituihin interventioihin (esimerkiksi Moss & Case, 1999;
Behr ym., 1984). Interventiossa on tavoitteena tukea erityisesti matematiikkaa hei-
koimmin hallitsevia oppilaita ja siten mahdollisesti vaikuttaa heidén asenteisiinsa
matematiikkaa kohtaan. Jos ainoastaan viiden oppitunnin mittaisella panostuksella
saadaan aikaiseksi kestdvadd oppimista, niin opettajat voisivat ottaa intervention me-
netelmit kayttoonsa ja ndin hyviksi havaitut kdytdnnot saataisiin siirrettyd koulujen
arkeen.
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8 Tutkimuskysymykset

Interventiossa pyritdin vaikuttamaan aikaisempien tutkimusten (McMullen ym., 2015,
Siegler ym., 2011; Ni & Zhou, 2005; Vamvakoussi & Vosniadou, 2004; Bailey ym.,
2012; Stafylidou & Vosniadou, 2004; Cramer ym., 2002; DeWolf, 2012; Prediger,
2008; Mack, 1990; Peck & Jencks, 1981) perusteella tiedossa oleviin kriittisiin koh-
tiin murtolukukisityksen kehityksessa. Téllaisia ovat murtoluvun suuruuden ymmér-
tdminen ja sujuva liikkuminen eri representaatioiden vélilld (Torbeyns ym., 2015;
Panaoura ym., 2009). Aineiston analyysilld pyritddn vastaamaan seuraavaan tutki-
muskysymykseen

8.1 Paakysymys: Miten murtolukujen suuruuden havain-
nollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikut-
taa oppilaan murtolukujen osaamiseen?

Tutkimuskysymysté ldhestytddn seuraavien alakysymysten avulla:

8.1.1 Miten koe- ja kontrolliryhman tulokset erosivat toisella ja
viivastetylla mittauskerralla?

Oppilaiden kokonaistestituloksia verrataan keskendin ryhmittdin. Lisiksi tarkastel-
laan 16ydetéddnko eroja koe- ja kontrolliryhmén vililld mittarin tehtdvistd muodostet-
tujen summamuuttujien ja yksittiisten tehtdvien pisteiden keskiarvoissa.

8.1.2 Miten interventio nakyi eri taitotasolla olleiden oppilaiden
suorituksessa verrattaessa koeryhman oppilaita kontrolli-
ryhman oppilaisiin?

Tutkimuksessa tarkastellaan 16ydetddnko eroja eri taitotasoluokkien sisille sen mu-
kaan, kuuluvatko oppilaat koe- vai kontrolliryhméin.
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8.1.3 Miten interventiossa hyddynnetty runsas visualisointi nakyi
koeryhman oppilaiden vastauksissa?

Tutkimuksessa tarkastellaan oppilaiden numeeristen vastausten lisdksi myo0s siti,
ovatko oppilaat piirtdneet vastauspaperiinsa. Oppilaiden tuotosten mairdd verrataan
keskendin koe- ja kontrolliryhmén vililld. Oppilaiden kokonaispistemaérai tarkas-
tellaan my®s sen perusteella, kuinka monella mittauskerralla oppilas on piirtinyt vas-
tauspaperiinsa.
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9 Tutkimuksen toteutus

Tutkimuksen tavoitteena on loytdd toimivia opetusmenetelmii tehokkaaseen oppimi-
seen eli tavoite on sekd teoreettinen ettid soveltava. Oppilailta keréttyd aineistoa ana-
lysoitiin sekd kvantitatiivisesti ettd kvalitatiivisesti. Aikaisempiin teorioihin ja tut-
kimuksiin perehtyminen on antanut késityksen siitid, mik& on oleellista murtolukuja
opiskeltaessa, milld menetelmin ja minké ikdisten kanssa interventiota kannattaisi
ldhted toteuttamaan.

Toisaalta tutkimuksella on myds toimintatutkimuksen piirteitd. On havaittu ar-
kipdivdn ongelma, etsitty aiheesta tutkimusta, suunniteltu ja toteutettu ensin pilotti,
josta saatujen kokemusten perusteella on tarkennettu alustavaa suunnitelmaa. Seu-
raavaksi on toteutettu interventio, jonka vaikutusta oppilaiden osaamiseen on arvioi-
tu oppilailta kerittyjen kirjallisten aineistojen perusteella. (Metsdmuuronen, 2000.)
Seuraavaksi esitellddn pilottitutkimus ja kuvataan tarkemmin interventiotuntien sisillot.

9.1 Pilottitutkimus
9.1.1 Oesallistujat ja menetelma

Interventiotutkimus pilotoitiin syksylld 2015 Raunistulan koulussa Turussa. Opetus-
ryhmind oli matematiikkapainotteinen luokka, jonne oppilaat valitaan toisen kou-
luvuoden jilkeen hakumenettelylld ja matematiikan testilld. Luokassa on 18 oppi-
lasta (poikia 16, tyttdja 2). Koulun rehtorilta pyydettiin lupa pilotin toteuttamiseksi.
Oppilaiden vanhemmille tiedotettiin pilotista vanhempainillassa 3.9.2015, ja Wilma-
viestin vilitykselld pyydettiin vanhemmilta tutkimuslupaa. Oppilaiden vanhemmat
antoivat luvan osallistua tutkimukseen. Oppilaista neljd kéytti oikeuttaan olla osallis-
tumatta tutkimukseen. Koko pilottiryhma jétettiin varsinaisen véitoskirjatutkimuksen
ulkopuolelle.

Ennen interventiota tehtiin alkumittaus ja viisi oppituntia kesténeen intervention
jilkeen pidettiin jalkimittaus. Viivistetty mittaus toteutettiin joulukuussa ennen jou-
lulomaa. Interventiotunnit pidettiin 16.9.-24.9.2015. Pilotissa opetusryhmi oli jaet-
tu kahteen yhtdsuureen ryhméén. Koska luokalla oli vain kaksi tyttéd, oli molem-
mat sijoitettu samaan ryhméin. Tutkija opetti koeryhméi ja luokanopettaja kontrol-
liryhm#i. Koeryhmaé sai jadda opiskelemaan kotiluokkaansa ja kontrolliryhmai siir-
tyi opiskelemaan toiseen luokkatilaan. Oppikirjassa murtolukujakso ajoittui tammi-
helmikuulle, mutta pilottiryhmén opettajalle sopi jakson kisittely jo syksyn puolel-
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la. Tutkija opetti murtolukujaksoa viiden oppitunnin verran kiyttden toiminnallisia
opetusmenetelmid ja painottaen murtoluvun suuruutta, luokanopettaja noudatti oppi-
kirjan murtolukujakson esitysjirjestysta.

9.1.2 Pilotin vaikutukset

Pilotista saatujen kokemusten perusteella tutkija muokkasi tuntisuunnitelmia. Kol-
masluokkalaiset ovat vield sen verran nuoria, ettid laaditut 45 minuutin tuntisuunnitel-
mat olivat yldkanttiin mitoitettuja. Kaikenlaiseen oheistekemiseen, vélineiden esiin
ottamiseen, pelisdantdjen ldpikdymiseen ynnd muuhun sellaiseen meni yllittdvin
paljon aikaa. Koska pilottiryhméni oli matematiikkapainotteinen luokka, olisi ole-
tettavaa, ettd tavallisen opetusryhmin kanssa etenemistahti olisi vieldkin hitaampi.
Oppituntien sisdltojd oli pakko karsia ja niitd muokattiin alkuperdisestd suunnitel-
masta. Matematiikkaluokan oppilaat olivat erittiin tehtivéorientoituneita ja osa op-
pilaista oli huolissaan siit4, milloin he pédsisivit tekeméén oppikirjan tehtdavid. Tami
huomioitiin interventiotuntien tuntisuunnittelmissa siten, ettd oppituntien loppuun
jatettiin hieman aikaa oppikirjan tehtivien tekemiselle.

9.2 Interventiotuntien tuntisuunnitelmat

Tutkijalla oli mahdollisuus keskustella murtolukujen oppimista pitkdin tutkineen ja
kansainvilisesti arvostetun apulaisprofessori Xenia Vamvakoussin kanssa hinen Tu-
run vierailunsa aikana (5.11.2015). Vamvakoussin ehdotuksesta interventioon sisally-
tettiin myos lukusuorahavainnollistus lukuvililld 0-3. Lukusuoran avulla oli tarkoi-
tus auttaa oppilaita huomaamaan useat eri tavat merkitid samankokoisia lukuja ja toi-
saalta rikkoa mielikuvaa murtoluvusta, joka on aina lukujen nolla ja yksi vilissi.

Lukusuorahavainnollistuksen rinnalle lisittiin vield murtolukujen visuaaliset mal-
lit, jotta oppilaiden olisi mahdollista ndhdi kytkos eri representaatioiden vililld. Esi-
merkiksi murtoluvun % sijoittaminen lukusuoralle kdy helposti, kun my6s luonnol-
liset luvut mallinnetaan Murtokakkupaloista tutuilla kokonaisilla ympyroilld (Ku-
va 12). Tdssd mallissa kokonaisina kuvatut luonnolliset luvut auttavat sekalukujen
suuruuden sijoittamisessa lukusuoralle. Tillaista mallinnusta ei ole viel4 esitetty tut-
kimuksissa eiké oppikirjoissa, vaan lukusuoralla esiintyvét luonnolliset luvut on esi-
tetty yleensd numerosymbolein, kuten esimerkiksi tutkimuksessa Flores, Hinton ja
Taylor (2018) lukusuoralle on sijoitettu luvut 0, 1 ja 2, ja tutkimuksissa Hamdan ja
Gunderson (2017) ja Begolli, Booth, Holmes ja Newcombe (2020) lukusuoralle on
sijoitettu luvut O ja 1. Voidaan siis sanoa, ettd kidytantd merkitd luonnolliset luvut
lukusuoran yhteyteen pelkéstiin numerosymboleilla on edelleen kiytdssd ja siten
kehitteleméni malli poikkeaa vakiintuneesta kaytannosta.

Murtolukujakso aloitettiin oman opettajan johdolla, jolloin oppitunnilla l&hinni
kerrattiin toisella luokalla opittuja kisitteitd puoli, yksi kolmasosa ja yksi neljdsosa.
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Kuva 12. Sekaluvun mallintaminen lukusuoralla hyddyntéen sektorimalleja

Interventio alkoi murtolukujakson toisella oppitunnilla. Interventio kesti viisi neljdn-
kymmenviiden minuutin mittaista oppituntia, oppitunnit pidettiin padsiintoisesti op-
pilaiden lukujirjestyksen mukaisina ajankohtina, jolloin interventiotunnit sijoittuivat
yhden—kahden viikon ajanjaksolle. Oppilailla saattoi olla ennakkokisitys, ettd mate-
matiikan tunneilla opiskelu néyttiaytyy oppikirjan tehtivien tekemiseni. Jotta oppi-
laat olisivat luottavaisin mielin, interventiotuntien lopuksi tehtiin oppikirjan tehtivié,
jos aikaa oli.

9.2.1 Interventiotunti |

Tunnin tavoitteena oli oppia tunnistamaan symbolinen murtolukuesitys, ilmaisemaan
se oikein ja ymmartiméidn, mitd symboliesitys tarkoittaa. Tasséd ldhdettiin liikkeel-
le osa kokonaisesta -ajattelusta. Opetus aloitettiin esittelemilld oppilaille ongelma:
Sannilla on seitsemdn suklaa keksid, jotka hin haluaa jakaa ystdvinsd Annin kanssa.
Onnistuuko Sanni?. Taululla piirretddn keksit ja kdyddédn ldpi miten puolikas keksi
voidaan merkitd. Seuraavaksi kirjoitetaan taululle luku % ja kysytién, mitd tuo mer-
kintd tarkoittaa omin sanoin selitettynd. Kirjoitetaan my0s tekstind taululle murto-
luku kaksi kolmasosaa, silld etenkin oppilaiden, joiden didinkieli ei ole suomi, on
helpompi oppia oikea tapa sanoa dédneen murtoluku, kun nimitys on myés Kirjoitettu
ndkyviin. Seuraavaksi harjoitellaan murtoluvun sanomista ja mééridn tunnistamista
pelaamalla pitsa-pelid. Pelissd on vain neljds-, viides- ja kuudesosia. Pelin pelaa-
misen jdlkeen tehddédn tehtivid oppikirjasta. Tunnin lopuksi vield kerrataan, miten
murtoluku sanotaan ja mitd murtolukumerkinti tarkoittaa.

9.2.2 Interventiotunti Il

Tunnin tavoitteena on oppia uusia késitteitd ja tutustua Murtokakkupaloihin. Tunti
aloitetaan kertaamalla, miten murtoluku sanotaan déneen ja mitd murtolukumerkinti
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tarkoittaa. Opetellaan uudet késitteet osoittaja ja nimittdjd ja niihin liittyvd muis-
tisddnto 'otsa - osoittaja ja nend - nimittdjd’. Jokaiselle oppilasparille jactaan Mur-
tokakkupalat. Aluksi kehotetaan oppilaita levitteleméédn palat poydille ja tutustu-
maan niihin. Hetken tutustumisvaiheen jilkeen pyydetédin oppilaita ryhmittelemiin
samanviriset palat yhteen. Kysytidin, minki vérinen pala on esimerkiksi % ja pyy-
detiifin oppilaita nostamaan ylos kyseinen pala, jolloin yhdelld silmiykselld opetta-
ja nikee, onko oikea pala l6ytynyt. Otetaan muutama samantyyppinen tehtivi. Ky-
sytddn myoOs toisin pdin: *'minké kokoinen pala on pinkkipala?’ Pyydetiin oppilaita
kokoamaan murtoluvut % ja %. Kun verrataan saatuja murtolukuja, huomataan, etti
ne ovat keskenéén yhté suuria. Kysytidian 10ytyyko muita paloja, joilla voidaan esittaa
puolikas. Huomataan, ettd on monta erilaista tapaa esittié puolet. Tdmin jilkeen aloi-
tetaan oppikirjan tehtéavisti.

9.2.3 Interventiotunti lll

Tunnin tavoitteena on murtolukujen suuruusvertailu Murtokakkupaloja kiyttiden. Pa-
lat mahdollistavat lukujen suuruusvertailun pinta-aloja vertaamalla. Liikutaan eri
representaatioiden vililld. Kerrataan viime tunnin uudet kisitteet osoittaja ja nimittija
ja niihin liittyvd muistisdantd. Tunnin aiheena on murtolukujen vélinen suuruus-
vertailu, joten kerrataan aluksi vertailumerkit suurempi kuin (>) ja pienempi kuin
(<). Kéydédin yhdessé ldpi esimerkki piirtoheittimelld tai dokumenttikameralla, mi-
ten murtolukuja voi verrata keskeniin Murtokakkupalojen avulla. Jaetaan oppilaille
pareittain Murtokakkupalat ja kehotetaan ryhmitteleméiéin samanvériset palat yhteen.
Kun palat ovat valmiina, annetaan oppilaille suuruusvertailumoniste. Vertailtavina on
sekd samannimisii ettd erinimisid murtolukuja. Tarkoituksena on, ettd oppilaat voi-
vat palojen avulla vertailla keskenddn murtolukuja. Kehotetaan oppilaita miettimiin
ensin yhdessi parin kanssa ja vasta sitten kysyméén opettajalta. Tarkistetaan moniste
yhdessa. Siirrytdédn oppikirjan tehtiviin. Lopuksi vield kerrataan, miti tdnéddn opittiin

e 3 : S22
ja mietitdéin yhdessd kumpi on suurempi £ vai .

9.2.4 Interventiotunti IV

Tavoitteena on murtolukujen suuruusvertailun vahvistaminen, tutustutaan murtolu-
kupohjaan. Vahvistetaan edelleen murtoluvun suuruuden késitettd pelaamalla Suurin
murtoluku -pelid. Kdydidén aluksi yhdessi ldpi sdinnot ja esitelldin murtolukupohja,
jonka avulla suuruusvertailuja voi olla helpompi tehdd. Pelaamisen jilkeen otetaan
yhdessd lukusuoramallinnus. Lukusuoramallinnukseen yhdistetddn Murtokakkupa-
loista tuttu sektorimalli. Lukusuoramallissa on annettu lukuvili 0-3, minki tarkoi-
tuksena on rikkoa oppilaiden mielikuva murtoluvuista, joiden arvo on jotain lukujen
0ja 1 valilla. Viaistamatta tdssid tulee esille myos sekalukumerkinti. Lopuksi voidaan
pelata pitsa-pelid tai ottaa tehtidvid oppikirjasta.

92



Tutkimuksen toteutus

9.2.5 Interventiotunti V

Tunnin tavoitteena on oppia samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskua,
joten kerrataan ensin mitd merkit + ja — oikein tarkoittavat luonnollisten luku-
jen yhteen- ja vihennyslaskussa. Kdyddan yhdessa ldpi Murtokakkupaloja kdyttden
tehtavit % + % ja % — % Annetaan oppilaille pareittain Murtokakkupalat ja kehote-
taan heitd ryhmittelemédn samanvériset palat yhteen. Annetaan oppilaille moniste,
jossa on seki yhteen- ettd vihennyslaskutehtiivid samannimisilld murtoluvuilla. Ke-
hotetaan oppilaita pohtimaan ensin parin kanssa ja vasta sitten kysyméén opettajal-
ta. Tarkistetaan yhdessid moniste. Murtokakkupaloissa ei ole seitsemisosia. Esitetidin
ongelma: 'mitédpi jos meilld ei olekaan sopivia paloja, esimerkiksi miten laskettai-
siin % + %?’. Annetaan oppilaiden keksid laskusdinto! Siirrytdén oppikirjan tehtédviin.
Otetaan aluksi yhdessé esimerkki.

9.3 Tutkimusavustajat

Interventiotuntien opetuksen toteuttivat yhden ryhmén osalta tutkija ja muiden ryh-
mien osalta nelja tutkimusavustajaa. Tutkimusavustajina oli yksi luokanopettajaopis-
kelija ja kolme matemaattisten aineiden aineenopettajaopiskelijaa. Luokanopettajao-
piskelija oli jo suorittanut opintoihinsa sisiltyvit matematiikan opinnot ja aineen-
opettajaopiskelijat olivat jo suorittaneet pedagogiset opintonsa. Tutkimusavustajat
saivat noin yhden tunnin mittaisen koulutuksen, jossa kiytiin ldpi tulevien interven-
tiotuntien siséllot ja kdytettdavit vilineet. Lisdksi tutkimusavustajat saivat yksityis-
kohtaiset tuntisuunnitelmat ja materiaalit kullekin interventiotunnille. Ndin opetus
pysyi mahdollisimman samanlaisena KOE-ryhmien vililld. Tutkimusavustajat opet-
tivat kaikki viisi interventiotuntia omille ryhmilleen. Kullakin avustajalla oli ope-
tettavia ryhmid yhdesti kolmeen. Tutkimusavustajia pyydettiin lisdksi raportoimaan
kunkin opetustunnin jdlkeen mahdolliset poikkeavat tilanteet interventiotunnin aika-
na ja kertomaan my®ds sen, kuinka pitkélle tuntisuunnitelman kanssa olivat edenneet.
Niin oli mahdollista varmistaa, etti kaikki oleelliset kohdat tuli kéytya ldpi. Yleisoh-
jeena oli jattdad oppikirjan tehtidvit tekemittd, jos oppitunneilla tuli kiire. Jos ryhmi
eteni oletettua hitaammin, karsittiin viimeisen oppitunnin sisiltoja.

9.4 Tutkimushenkilot

Tutkimukseen osallistuvia koululuokkia haettiin yhteistydverkostojen kautta. Haluk-
kaat opettajat saivat ilmoittaa luokkansa mukaan tutkimukseen, joten tutkimusluokat
valittiin opettajien aktiivisuuden perusteella. Kaksi luokkaa jouduttiin jattdméén tut-
kimuksen ulkopuolelle, toinen oli niin sanottu pienryhméluokka, jossa oli liian vdhédn
oppilaita ja toisella luokalla murtolukujakso ajoittui niin pitkélle kevadseen, ettd tut-
kimusavustajat olivat jo ty6llistyneet muualle. Tutkimukseen (N = 188, 94 poikaa ja
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94 tyttdd) osallistui 11 varsinaissuomalaista kolmatta luokkaa yhdeksésti eri koulus-
ta Turun kaupunkiseudulta. Yhdestd koulusta osallistui kolme opetusryhmaa. Inter-
ventiot toteutettiin pddosin tammi-helmikuussa 2016, yhden ryhmin osalta maalis-
kuun alussa.

9.5 Tutkimusmenetelma

Toteutetussa interventiossa hyddynnettiin erityisesti konkreettisia vilineiti, pelejd,
piirrosmalleja ja oppilaiden keskindistd vuorovaikutusta. Jotta interventio olisi mah-
dollisimman samanlainen jokaisessa ryhmissd, jokainen interventiotunti noudatti en-
nalta maérattyd tuntisuunnitelmaa. Oppilaat tyoskentelivit vélilld yksinddn, vililla
pareittain ja vililld 3—4 oppilaan ryhmissé. Néin luotiin tilaisuuksia vertaisoppimisel-
le ja matematiikkapuheelle. Jakson aikana oli tarkoitus oppia samannimisten murto-
lukujen yhteen- ja vihennyslaskualgoritmi niin, ettd oppilaat saivat vélineiden avulla
tehdd havaintoja ja itse oivaltaa laskuproseduurit. Samalla pyrittiin siihen, ettid oppi-
laiden konseptuaalinen ymmaérrys murtoluvun suuruudesta vahvistuu.

Koska opetusryhmit ovat keskenédén kovin erilaisia ja jo opettajan kdyttimét ope-
tusmenetelmat ja persoona saattavat vaikuttaa oppilaiden oppimiskulttuuriin, ei ollut
mielekistd verrata keskendidn kahta eri luokkaa. Siksi jokainen interventioon osal-
listuva luokka jaettiin kahteen keskendén mahdollisimman samanlaiseen ryhméén:
kummassakin ryhmaéssi tuli olla matemaattisesti taitavia ja vdhemmén taitavia oppi-
laita, tyttdjd ja poikia, maahanmuuttajataustaisia ja kantavdestoon kuuluvia. Luokan-
opettaja jakoi luokkansa kahteen ryhmiin hyddyntden oppilastuntemustaan. Luo-
kanopettaja opetti KONTROLLI-ryhmii interventiotuntien aikana haluamallaan ta-
valla toisessa opetustilassa. Interventioryhméi eli KOE-ryhmé&a opetti tutkimusavus-
taja ja ryhma tyoskenteli yleensad kotiluokassaan. Puolikkaita ryhmii ei sekoitettu
intervention aikana. Tutkimuksen koeryhmidn muodostivat interventio-opetukseen
osallistuneet luokkien puolikkaat ja kontrolliryhmin muodostivat oman opettajan
opetuksessa olleet oppilaat.

9.6 Tutkimusaineiston hankinta

Tutkimuksessa tarkastellaan toiminnallisten opetusmenetelmien, erilaisten represen-
taatioiden ja murtoluvun suuruuden korostamisen yhteisvaikutusta oppimiseen. Tut-
kimuksessa analysoidaan oppilaiden vastauksia murtolukujen suuruusvertailutehti-
vissd ja murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskutehtivissid kolmessa identtisessd mit-
tauksessa. Alkumittaus oli joulun 2015 alla ennen murtolukujakson alkua, toinen
mittaus murtolukujakson péédttymisen jilkeen helmi-maaliskuussa ja viivdstetty mit-
taus toukokuun 2016 lopulla (Kuva 13). Testien tekemiseen oli varattu 45 minuuttia
mutta kdytdnnossi sithen meni aikaa vain 20-30 minuuttia.
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1. mittaus 2. mittaus 3. mittaus
joulukuu 2015 tammikuu 2016 helmikuu toukokuu

Kuva 13. Tutkimuksen ajoituskaavio

9.6.1 Mittari

Testissd oli kaksikymmenti tehtdvii, joista osassa oli lisdksi alakohtia a—e (Liite 3).
Aikaisemmin esiteltyjen tutkimusten (Jordan ym., 2013; Fazio ym., 2014; Gabriel
ym., 2013; Siegler & Pyke, 2014) perusteella tiedetiiin, ettd oppilaiden taito sijoittaa
luonnollisia lukuja lukusuoralle annetulle lukuvilille ennustaa taitoa sijoittaa murto-
lukuja lukusuoralle. Monessa tutkimuksessa oppilaiden tehtdvina on ollut sijoittaa
murtolukuja lukuvilille 0—1. Tdma kuitenkin rajoittaa murtoluvun suuruuden ajatte-
lua, siksi testattiin oppilaiden kykyi sijoittaa sekalukuja lukuvilille 0-5. Mahdollis-
ten tunnettujen virhekésitysten paljastamiseksi mittariin laitettiin my0s tehtdvi, jossa
annetut murtoluvut tuli asettaa suuruusjirjetykseen. Jarjestettidvissi luvuissa oli mu-
kana my6s luonnollisia lukuja ja murtolukuja, joiden osoittaja oli nimittdjdaa suurem-
pi haastamassa oppilaan késitystd suurimmasta murtoluvusta. Suurin osa tehtdvisti
(5-8, 10a, 13, 15-19) oli samoja kuin on kiytetty rationaalilukututkimuksessa (Mc-
Mullen ym., 2015).

Luonnollisiin lukuihin liittyvat tehtavat

Tehtdvin 1 laskutehtaviat (5+7, 3-5, 23418, 123 —89) testasivat oppilaiden peruslas-
kutaitoa, kymmenylitysti ja kertolaskun hallintaa. Tehtédvissd 2 tuli ympyroida suu-
rin luku annetuista luvuista (109, 901, 910, 190). Tdma tehtédva paljastaa sen, kuinka
hyvin kymmenjérjestelmé oli oppilaiden hallussa. Tehtiviassi 4 tuli merkiti rastilla
luvun 500 paikka lukuvélilld 0-1000, ja tehtdvissd 5 oli sijoitettava luku 750 vastaa-
valle lukuvilille. Jordanin ym. (2013) mukaan oppilaiden kyky sijoittaa luonnollisia
lukuja lukusuoralle ennustaa oppilaiden kykyai sijoittaa murtolukuja lukusuoralle.

Murtolukuihin liittyvat tehtavat

Tehtédvissa 3 testattiin kuvallisen representaation hallintaa (Kuva 14). Tehtdvéssi tes-
tattiin ymmarrystd kuvion jakamisesta yhtd suuriin osiin ja sitd, onko joukkomalli
oppilaille tuttu. (Jordan ym., 2013).
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1
3. Ympyrdi se kuvio tai ne kuviot, joista on varitetty g

a) b) c)
f’/( 7 ‘ .‘/;- .

Kuva 14. Tehtavassa tuli ympyrdida kohdat a) ja c) ja jattaa b)-kohta ympyrdimatta.

Tehtdvissa 6 ja 7 luvut % ja % tuli sijoittaa lukuvilille O—1. Vastaavasti tehtivissi
8 ja 9 luvut g ja % tuli sijoittaa lukuvilille 0-5. Niilld tehtavilld testattiin, onko op-
pilaalla jo kykyé ohittaa yhtd yksikkéd pidemmén janan mieltiminen yhtenéd koko-
naisena. (Ni, 2000; Torbeyns ym., 2015.) Tehtivét 8 ja 9 olivat yli opetussuunni-
telman vaatimusten, mutta néilli tehtdvilld nihtiin, kuinka hyvin oppilaat pystyivit

késitteleméén ajatusta yhtd suuremmasta murtoluvusta.

Tehtédvissd 10 oli kaksi samannimisten murtolukujen yhteenlaskutehtédvia (% + %)
ja( % + %) ja samannimisten murtolukujen véhennyslaskutehtidva (% — i). Liséksi oli
kolmannen luokan matematiikan opetussuunnitelman ulkopuolelta kaksi erinimisten
murtolukujen yhteenlaskutehtivaa (% + %) ja (% +%), jotka olivat tidysin ratkaistavissa,
jos oppilaalla oli kisitteellinen ymmaérrys murtoluvun suuruudesta (Carpenter, 1986).
Tehtidvdnannossa jopa ohjeistettiin oppilaita: Voit kdyttdd piirtdmistd apuna.

Tehtdvit 11-15 olivat murtolukujen suuruusvertailutehtédvid. Tehtdvissa 11 ver-
rattiin yksikkdmurtolukuja keskenéédn (% Vs. %, i VS. % ja % VS. % ). Tehtivéssad 12
vertailtavat murtoluvut olivat suuruudeltaan vihemmin kuin yksi (% VS. %, % Vs. %
ja % Vs. %). Tehtidvissd 12b ja 12c¢ luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutumi-
nen (Natural Number Bias) johtaa oikeaan vastaukseen (NNB,,s). Tehtdvissd 13
vertailtavissa murtoluvuissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi
vidridédn vaihtoehtoon (NNB,,. ) (% VS. % % VS. % ja % VS. %). Tehtdvéssd 14 kiytettiin
ankkurilukuja ja pyydettiin oppilasta arvioimaan, onko annettu murtoluku (%, ﬁ,
2 ja %) lahimpéiné lukua 0, § vaiko 1 (Fuchs ym., 2013). Tehtéivissd 15 tuli asettaa
annetut kolme lukua suuruusjirjestykseen pienimmaésti aloittaen, mukana oli myds

yksi kokonainen ja murtoluku, joka oli suurempi kuin yksi (Gabriel ym., 2013).

Tehtdvét 16 ja 17 olivat avoimia tehtivid, joissa Kysyttiin pienintd ja suurinta
murtolukua. Niilld edelld mainituilla tehtdvilld haluttiin selvittdd, kuinka moni op-
pilaista mieltdd murtoluvun suuruuden olevan lukujen O ja 1 vililld (Gabriel ym.,
2013).

Tehtidvéssd 18 kysyttiin Kuinka monta lukua on lukujen % ja % valissd?. Vastaus-
vaihtoehtoja oli kolme: Ei yhtddn lukua, Luvut %, % ja g ja Lukujen vdlissd on paljon
murtolukuja. Tehtdvéssd 19 kysyttiin Kuinka monta lukua on lukujen % ja % valissd?.
Vastausvaihtoehtoja oli jélleen kolme: Ei yhtddn lukua, % ja Lukujen vdlissd on pal-
Jjon murtolukuja.
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Viimeisessa tehtavissd, tehtdavissa 20, tuli arvioida summan % + % suuruutta ja
sijoittaa luku jollekin lukuvileistd a—d (Kuva 15)(Cramer ym., 2002; Cramer & Wy-
berg, 2009). Tehtidvin avulla nihdédédn, ymmartdiko oppilas yhteenlaskettavien luku-
jen suuruudet ja osaako hin hyddyntii tietoa summan suuruuden arvioinnissa.

20. Mink3 suuruinen on laskun % + évastaus? Ympyrdi oikea kirjain a—d.

a b c d
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Kuva 15. Tehtdva 20 mittasi erinimisten murtolukujen summan arviointia.

Jokaisessa tehtdvikohdassa sai oikeasta vastauksesta yhden pisteen ja virheelli-
sestd vastauksesta nolla pistettd. Lukusuoratehtidvissi riitti, ettd oppilas oli merkin-
nyt rastinsa oikeasta kohdasta kymmenen prosentin etdisyydelle (Rittle-Johnson ym.,
2001). Kymmenen prosentin etidisyys laskettiin lukuvélin pédétepisteiden etdisyydestid
(13 cm). Lisdksi mitattiin koko ajan samaa viivoitinta kdyttden oppilaan merkitsemén
rastin etéisyys oikeasta kohdasta millimetreini, jotta mahdollinen suuruuden arvioin-
nin kehittyminen voitaisiin havaita mittauskertojen vililld. Oppilailla oli mahdolli-
suus kéyttdd omaa viivainta arvioinnin apuna. Pienimmin murtoluvun, tehtivéssi 16,
ja suurimman murtoluvun, tehtdvissd 17, arvostelu oli kolmiportainen: Jos oppilas
merkitsi pienimmaiksi murtoluvuksi luvun 0, hiin sai yhden pisteen, jos hdn merkit-
si pienehkdn murtoluvun esimerkiksi ﬁ, hén sai puoli pistettd ja muuten hén sai
nolla pistettd. Suurimman murtoluvun kohdalla esimerkiksi vastauksesta Ei ole suu-
rinta murtolukua oppilas sai yhden pisteen, suuresta luvusta esimerkiksi %000000
hin sai puoli pistettd ja luvusta 1 hin sai nolla pistettd. Mittarin maksimipistemaéra
oli 40 pistetti.

9.7 Aineiston analyysi

Aineiston analyysimenetelmid on maéréllinen analyysi, joka perustuu aineiston ku-
vaamiseen ja tulkitsemiseen tilastojen ja lukujen avulla. Kvantitatiivista aineistoa
analysoitiin kdyttdmilla tilastollisten menetelmien ohjelmaa IBM SPSS Statistics
24. Ero kahden ryhmin vililld tulkitaan tilastollisesti melkein merkitseviéksi, kun
p < 0,05, tilastollisesti merkitseviksi, kun p < 0,01 ja tilastollisesti erittdin merkit-
seviksi, kun p < 0,001 (Metsdamuuronen, 2009, 441). Menetelmistd hyddynnettiin
sekd parametrisia ettd parametrittomia menetelmii. Oppilaiden vastaukset arvioitiin
ja pisteytettiin asteikolla O—1. Lisidksi tutkittiin, oliko oppilas mahdollisesti tehnyt
vastauspaperiin tehtdvien ratkaisua tukevia piirroksia esimerkiksi ympyrapiirroksia.
Piirrosten tekeminen kirjattiin oppilaan tietueeseen kussakin mittauksessa: piirtdd =
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1, ei piirrd = 0. Liséksi laskettiin vastauspaperista piirrosten lukumiri ja kirjat-
tiin, liittyiko piirros murtolukujen suuruusvertailu- vaiko laskuproseduuritehtiavain.
Aluksi kaikkien eri mittauskertojen muuttujien frekvenssit tarkistettiin, jotta mah-
dolliset karkeat virhelyonnit saatiin karsittua pois.

9.8 Luotettavuus ja eettisyys
9.8.1 Luotettavuus

Geary, Berch ja Koepke (2019) ovat kirjanneet asioita, joita tulee pohtia interventio-
ta suunniteltaessa, jotta interventio olisi mahdollisimman onnistunut: Toteutetaan-
ko interventio suunnitelman mukaisesti? Onko opetuksen kesto sama koe- ja kont-
rolliryhmilld? Onko interventio mahdollisimman samanlainen kaikille koeryhmille?
Miten innokkaasti koeryhmi osallistuu interventioon? Ovatko intervention kannalta
oleelliset kontrolliryhmén opetuksesta eroavat elementit mukana?

Tutkimus toteutettiin koe—kontrolli-asetelmalla niin, ettd kukin luokka oli jaettu
kahteen keskendén mahdollisimman samanlaiseen ryhmiin matematiikan osaami-
sen perusteella. Tami jako ei kuitenkaan kerro mitééin esimerkiksi oppilaan motivaa-
tiosta tai asenteesta matematiikkaa kohtaan. Luokan puolikkaat ovat saattaneet olla
motivaatioltaan ja asenteeltaan hyvinkin erilaiset, mikd on voinut vaikuttaa esimer-
kiksi innokkuuteen osallistua interventioon. (Geary ym., 2019.) Koeryhméd muodos-
tui intervention saaneista luokkien puolikkaista ja kontrolliryhmi luokanopettajien
opetuksessa olleista oppilaista. Sekid koe- ettd kontrolliryhmi saivat opetusta yhtd
monta oppituntia. Opettajille ei kerrottu sitd, miten interventiotunneilla opetettiin.
Opettajat olivat kuitenkin tietoisia opetuksen paélinjoista kuten siitd, ettd interven-
tio kattaa murtoluvun suuruusvertailun ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja
vihennyslaskun. Niin opettajat saattoivat pitdd murtolukujakson péittyessi kaikille
oppilailleen kokeen kuten normaalistikin.

Tutkimusavustajille oli annettu etukéteen tuntisuunnitelmat, ohjeet ja muu mate-
riaali mahdollisimman samanlaisen intervention toteuttamiseksi. Tutkija toimi opet-
tajana yhdessé interventioryhmissa. Interventioryhmien oppilailla oli yhteens viisi
eri opettajaa, joten avustajan/tutkijan persoonalla on voinut olla vaikutusta. Interven-
tioryhmissé oli my0s eroja, osassa ryhmisti oltiin kiinnostuneita erilaisesta opetuk-
sesta, osassa taas oltiin passiivisempia. Tutkijalla ei ole tietoa siitd, mitd kukin luo-
kanopettaja teki KONTROLLI-ryhménsa kanssa oppitunneillaan, silld oppitunteja ei
taltioitu mitenkézn. Tutkijalla ei ole mydskédn tidyttd varmuutta siitd, mitd interven-
tiotunneilla tapahtui, silld my6skdin interventio-opetusta ei taltioitu.

Interventiossa korostettiin murtoluvun suuruuden ymmaértamisté, tédtd tuettiin kdyt-
tamailld konkreettisia opetusvélineitd, kuvallista materiaalia ja oppimispelejd. Oppi-
laat saattoivat vélitunneilla kertoa toisilleen tai opettajalleen, miten interventiotun-
nilla oli opetettu, mutta kyseinen oppitunti oli silloin jo pidetty. Jos luokanopettaja
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kdytti saman tyyppisid opetusmenetelmid kuin interventiotunneilla kdytettiin, eron
pitiisi olla pieni kyseisen luokan KOE- ja KONTROLLI-ryhméin vélilla. Jos luokan-
opettaja kéytti erilaista ja oppimisen kannalta parempaa lihestymistapaa, mahdolli-
nen ero ryhmien vililla tulisi olla KONTROLLI-ryhmén hyvéksi. Jos luokanopettaja
kiytti erilaista ja oppimisen kannalta heikompaa opetusmenetelmid, ero olisi KOE-
ryhmén eduksi.

Tutkimukseen osallistuneet oppilaat olivat varsinaissuomalaisia kolmasluokka-
laisia, osa oli maahanmuuttajataustaisia, osa kantaviestoon kuuluvia. Oppilaat olivat
sekd maaseutu- ettd kaupunkikouluista. Koska tutkimuksessa oli koululuokkia vain
yksitoista kappaletta Turusta tai Turun kaupunkiseudulta, ei yleistyksid voida tehdd
ndin pienen ja maantieteellisesti rajatun tutkimusjoukon perusteella.

Tutkija késitteli tutkimusaineiston ja syotti oppilaiden vastaukset matriisiin. Op-
pilaiden taustatietoina kirjattiin sukupuoli, koululuokka, opetusryhmin kdyttdma op-
pikirja, tutkimusavustaja ja kuuluiko oppilas koe- vaiko kontrolliryhméin. Jotta tut-
kija pysyisi mahdollisimman objektiivisena oppilaiden ratkaisuja ja vastauksia ar-
vioidessaan, tieto siitd, oliko oppilas koe- vaiko kontrolliryhmin jasen, kirjattiin tie-
tueeseen viimeiseksi, vasta kun kaikki muu tieto ja oppilaan suoritukset kaikissa kol-
messa mittauksessa oli jo kirjattu.

9.8.2 Eettisyys

Tutkimuksessa noudatettiin hyvéi tieteellistd menettelytapaa. Tutkimussuunnitelma
hyviksytettiin ennen tutkimuksen aloittamista Turun yliopiston eettiselld toimikun-
nalla. Toimikunta piti tutkimusta eettisesti hyviksyttdvini ja antoi puoltavan lausun-
non interventiotutkimuksen toteuttamiselle (Kokous 8.9.2015, Liite 2). Tutkimuslu-
pa pyydettiin my0s tutkimukseen osallistuvien kuntien ja kaupunkien kouluviras-
toilta tai opetuslautakunnilta ja koulujen rehtoreilta. Koska tutkimushenkilot olivat
alaikdisid, tuli lupa pyytdd my0s oppilaiden vanhemmilta. Oppilaiden vanhemmille
tiedotettiin Wilma-viestien avulla tutkimuksesta. Kolmen oppilaan vanhemmat eivét
antaneet lupaa osallistua tutkimukseen, nédiden oppilaiden vastaukset jétettiin tutki-
muksen ulkopuolelle.

Luvan saaminen tutkimukseen osallistujilta on erityisen tirkedd. Alaikdiselld osal
listujalla on viime kédessé oikeus kieltdd omien suoritustensa tutkimuskaytto, vaik-
ka oppilaan huoltaja olisi jo antanut suostumuksensa. Kolmekymmentéseitsemin
oppilasta noin 250 oppilaasta kiytti oikeuttaan olla antamatta lupaa vastaustensa
kiyttamiseen tutkimuksessa. Oppilaiden osallistuminen tutkimukseen ei vaikuttanut
heidin kouluarvosanaansa. Tutkimuksen ulkopuolelle jitettiin myos ne oppilaat, jot-
ka olivat interventiotuntien aikana erityisopettajalla tai poissa joltain mittauskerral-
ta. Tutkimusaineisto koostui niiden 188 oppilaan vastauksista, jotka olivat antaneet
tutkimusluvan ja jotka olivat osallistuneet mittaukseen kolme kertaa.
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Tutkijan rooli

Tutkimuksen interventio-opetus toteutettiin ryhmissa‘tutkimusavustajien toimesta yhta
ryhmdi lukuun ottamatta. Yhdessd ryhméssi interventiotunnit toteutti tutkija. Ai-
heuttaako timé ongelman tutkimuksen eettisyydelle? Pysyyké tutkija riittdvédn ob-
jektiivisena omalle ryhmélleen? Ryhmi ei ollut tutkijalle entuudestaan tuttu. Opet-
tamalla yhtd ryhmad tutkija sai kédsityksen siitd, miten interventiotuntien aikataulut
toimivat tuntemattoman opetusryhmin kanssa. Pilottitutkimuksessa oli jo kokeiltu
kertaalleen intervention tuntisuunnitelmat ja suunnitelmia oli muokattu kokemusten
perusteella, mutta pilottiryhméné oli niin sanottu matematiikkaluokka eiké se siten
ollut vertailukelpoinen tavallisen opetusryhmén kanssa. Yhtd tutkimusryhméi opet-
tamalla tutkija sai késityksen siitd, kuinka hyvin interventiotuntien suunnitelmat eh-
dittiin toteuttamaan tavallisen opetusryhméin oppituntien aikana ja miten oppilaat ot-
tivat vastaan ehké aiemmasta poikkeavan lihestymistavan. Koska mahdollinen inter-
ventioryhmien suosiminen aineiston késittelyssé oli estetty, en néde tutkimuksellista
ongelmaa siind, ettd tutkija toimi yhden ryhmén opettajana intervention aikana.

Interventiosta aiheutunut vaiva

Oppilaille ja opettajille aiheutunut ylimdirdinen vaiva oli kolmen testin muodossa,
silld oppilaat testattiin kolme kertaa tutkimuksen aikana. Opettajan ei tarvinnut kor-
jata testeji, joten hénelle koitui 1dhinni testien organisointivaiva. Oppilaat saattoivat
kuitenkin hyotyd tutkimuksen jdrjestelyistd. Seki koe- ettd kontrolliryhmi opiskeli-
vat puolen luokan kokoisissa ryhmissé, jolloin tutkimusavustajalla ja luokan omalla
opettajalla liikeni enemmén aikaa huomioida yksittdinen oppilas. Koeryhmi opis-
keli samaa teemaa kuin kontrolliryhmé kattaen saman oppisisillon ja ryhmét saivat
ajallisesti yhtd monta oppituntia opetusta. Koeryhmai ei siis jadnyt jalkeen opetukses-
sa, vaan luokanopettajat saattoivat pitdd saman siséltdisen kokeen jakson piaitteeksi
koko luokalleen.

Koeryhmiin opetusmenetelmi saattoi poiketa luokanopettajien tavanomaisista me-
netelmistd. Aiempien tutkimusten valossa konkreettisilla vélineilld ja visualisoin-
neilla niyttéisi olevan positiivinen vaikutus murtolukujen oppimiseen (Carbonneau,
Marley & Selig, 2013), joten interventiossa hyddynnettyjen havainnollistamisvili-
neiden kdyton ei pitdisi ainakaan heikentdd koeryhmén oppilaiden oppimisen mah-
dollisuuksia. Koeryhmad tiesi saavansa erilaista opetusta kuin kontrolliryhm4, joten
tdma saattoi lisdtd koeryhmiin oppilaiden mielenkiintoa ja se saattaisi nékyé testitu-
loksissa parempana suorituksena heti intervention jélkeen.
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Tutkittavien varjeleminen

Oppilaat vastasivat kynd—paperi-testiin kolmella mittauskerralla: Alkumittauksessa
(A), Toisessa mittauksessa heti intervention jilkeen (B) ja Viivistetyssd mittaukses-
sa (C). Oppilaat vastasivat omalla nimell&én, jotta saman oppilaan vastaukset voitai-
siin jilkikédteen yhdistii toisiinsa ja ndin havaita mahdollinen kehityskulku oppilaan
vastauksissa. Jotta oppilaan nimi ei vaikuttaisi tutkijan aineiston analysointiin, oppi-
laat numeroitiin juoksevalla numerolla ja oppilaan tietueeseen merkittiin viimeiseksi
tieto, oliko oppilas kuulunut koe- vai kontrolliryhméin. Oppilaista ei keritty mitidn
muita tietoja kuten esimerkiksi oppilaan edellinen matematiikan arvosana, kotikieli
tai muuta sellaista. Tutkittavat luokat olivat Turun kaupunkiseudun alueelta, mutta
mistd sieltd, sitd ei tarkemmin tutkimuksessa kuvata. Osa oppilaista oli kaupunki-
kouluista ja osa maaseutukouluista, joten yksittdisen oppilaan vastauksen tunnista-
minen on melkoisen hankalaa. Jos oppilas tunnistettaisiin, niin mittarit kuvaavat op-
pilaan murtolukujen ja luonnollisten lukujen peruslaskutoimitusten osaamistasoa 9—
10-vuotiaana, jolla tutkimusten valossa on yhteys oppilaan matematiikan osaamisen
tasoon ylidkoulussa ja lukiossa.

Taulukko 2. Mittausten tunnuslukuja opetusryhmittain mittauskerroilla A, B ja C.

Luokka n M4 SDa vilia Mg SDsp vilip Me  SDe vilic
Lk 1 17 13,06 3,69 9,0-22,5 21,65 539 13,0-31,0 22,85 6,63 10,0-32,0
Lk2 10 9,75 3,62 3,0-15,0 21,95 437 150290 20,15 7,23 9,0-34,0
Lk 3 17 11,74 3,51 4,0-17,0 2241 474 11,0-29,5 23,15 6,01 10,0-31,0
Lk 4 20 7,15 2,56 3,0-13,0 19,80 7,46 7,0-340 1720 6,79 4,0-29,0
Lk 5 22 11,00 3,15 5,0-19,0 17,09 4,94 7,0-26,5 17,57 6,16 6,0-29,5
Lk 6 16 10,56 2,99 5,0-16,0 26,13 4,57 18,0-340 24,63 4,78 15,0-33,0
Lk7 17 12,62 2,38 10,0-19,0 21,94 4,83 10,0-30,0 23,15 5,13 15,0-32,0
Lk 8 16 7,84 3,59 3,0-13,0 18,50 6,83 5,0-32,0 1947 6,70 5,0-30,0
Lk9 14 9,93 2,23 6,0-15,0 19,75 494 11,0-31,0 18,11 5,50 11,0-32,0
Lk 10 18 7,53 2,03 4,0-11,5 12,83 534 4,0-26,0 1494 5091 5,0-32,0
Lk 11 21 10,79 2,67 6,0-17,0 26,19 6,25 12,0-340 21,95 6,02 9,0-32,0
Yht. 188 10,18 3,48 3,0-22,5 20,66 6,64 4,0-34,0 20,19 6,65 4,0-34,0
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10 Tutkimustulokset

Aineistona kéytettiin 3. luokan oppilaiden Alkumittauksessa (A), Toisessa mittauk-
sessa (B) ja Viivastetyssd mittauksessa (C) antamia vastauksia. KOE-ryhmillad ja
KONTROLLI-ryhmilld tarkoitetaan kunkin luokan puolikkaita ryhmid. Tutkimuk-
sen varsinainen koeryhmi koostuu niistéd oppilaista, jotka osallistuivat interventiotun-
tien mukaiseen opetukseen. Kontrolliryhmi muodostuu niistd oppilaista, joita opetti
luokan oma opettaja.

Kolmansien luokkien vililld oli ldhtStaso-osaamisessa eroja (Taulukko 2), jo-
ten luokkien vélinen vertailu ei olisi ollut mielekistd. Opettajien tehtdvéani oli sik-
si jakaa oma opetusryhménsi kahteen keskenéddn mahdollisimman samankaltaiseen
ryhméidn. Kummassakin ryhmissé tuli olla nopeammin ja hitaammin etenevii oppi-
laita, maahanmuuttajataustaisia ja kantasuomalaisia seki tyttojd ja poikia.

Aluksi tutkittiin kuinka hyvin opettajat olivat onnistuneet jakamaan luokkan-
sa vertailukelpoisiin puolikkaisiin. Luokkien sisélld KOE- ja KONTROLLI-ryhmén
vililld ei ollut tilastollisesti merkitsevida eroa Alkumittauksessa, toisin sanoen kum-
paankaan luokan puolikkaaseen ei nédyttinyt osuneen toista puolikasta enemmin esi-
merkiksi matemaattisesti taitavia oppilaita. Koska oppilasryhmien koot olivat pienid,
noin 20 oppilaan ryhmid, osaryhmien viliseen vertailuun kiytettiin parametriton-
ta Mannin-Whitneyn U —testid. Testissd saadut kaksinkertaiset 1-suuntaiset p-arvot
vaihtelivat vililla 0,16 < p < 0,97, joten ryhmien vililld ei ollut tilastollisesti mer-
kitsevid eroja, vaan luokanopettajat olivat onnistuneet jakamaan luokkansa kahteen
keskendén riittdvin samanlaiseen ryhméin (Taulukko 3).

Kun verrattiin alkumittauksessa saatuja keskiarvoja KOE- ja KONTROLLI-ryh-
mien vililld, heikoimmassa opetusryhméssé ne olivat Mg o= 6,7 ja MgoNTROLLI=
7,6 ja parhaimmassa opetusryhméssid Mgop= 14,3 ja MxonTrROLLI= 12,2 maksi-
mipistemiirin ollessa 40 pistettd. Alkumittauksessa testin kokonaispistemairét vaih-
telivat vililla 3,0-29,0, Toisessa mittauksessa 4,0-34,0 ja Viivistetyssd mittaukses-
sa 4,0-34,0. Alkumittauksessa 106 (53,5%) oppilasta sai 10 pistettd tai vihemmaén.
Alkumittauksessa oli myos tarkoitus 10ytdd ne oppilaat, jotka jo etukéteen hallitsi-
vat murtolukuja jonkin verran. Alkumittauksessa 16ytyi kolme oppilasta, jotka sai-
vat testistd 22,5-29,0 pistettd. Ikédvi kylld ndmid oppilaat olivat poissa toiselta tai
viivastetyltd mittauskerralta ja siten jdivit tutkimuksen ulkopuolelle. Toisessa ja Vii-
vistetyssd mittauksessa paras suoritus oli 34,0 pistettd, timin saavutti toisessa mit-
tauksessa neljd oppilasta, mutta kolmannessa mittauksessa enédid yksi oppilas. Op-
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Taulukko 3. KOE- ja KONTROLLI-ryhman keskiarvojen vertailu Mannin-Whitneyn U —testilla.

Luokka nkxor Mean Sum of nxrr Mean Sum of U Exact
Rankxor Ranksxor Rankxkrr  RanksxTr Sig.(1
Lk 1 7 10,4 72,5 10 8,1 80,5 25,5 0,36
Lk 2 7 5,1 36,0 3 6,3 19,0 80 0,67
Lk 3 9 9,9 89,0 8 8,0 64,0 28,0 0,48
Lk 4 10 9,9 98,5 10 11,2 111,5 43,5 0,63
Lk 5 10 11,5 114,5 12 11,5 138,5 59,5 0,97
Lk 6 8 6,8 54,5 8 10,2 81,5 18,5 0,16
Lk 7 9 7,6 68,0 8 10,6 85,0 23,0 0,24
Lk 8 7 9,1 63,5 9 8,1 72,5 27,5 0,68
Lk 9 7 6,0 42,0 7 9,0 63,0 14,0 0,21
Lk 10 8 11,1 89,0 10 8,2 82,0 27,0 0,27
Lk 11 12 11,5 138,5 9 10,3 92,5 47,5 0,65
Kaikki 94 94,5 8886,8 94 94,5 8879,5 44145 0,99

(' Exact Sig. on 2 - 1-suuntainen, @ Asymp. Sig. on 2-suuntainen

pilaat olivat opiskelleet toisen ja viivistetyn mittauksen vilissd muita matematiikan
siséltojd ja osa oppilaista oli jo unohtanut, miten murtolukujen kanssa toimitaan,
mikd ndkyi viivdstetyssid mittauksessa kommentteina En muista miten nditd laske-
taan.

KOE- ja KONTROLLI-ryhmi oli lukuméérillisesti hyvin tasapainossa muis-
sa luokissa paitsi luokassa 2, jossa ylldttdvin moni KONTROLLI-ryhmén oppilas
kiaytti oikeuttaan kieltdd vastaustensa kiyton tutkimuksessa. Seuraavaksi selvitettiin,
olivatko kokonaispistemédrit eri mittauskerroilla normaalisti jakautuneet otoskool-
la N= 188. Kolmogorovin-Smirnovin -testin perusteella normaalisuusoletus ei ollut
voimassa Alkumittaukselle (Kolmogorov-Smirnov: p=0,012) eiké Viivistetylle mit-
taukselle (Kolmogorov-Smirnov: p= 0,003). Sen sijaan Toisen mittauskerran koko-
naispistemééri on normaalisti jakautunut (Kolmogorov-Smirnov: p=0,20). Kolmogo-
rovin-Smirnovin -testi hylk#a kuitenkin herkésti normaalijakaumaoletuksen. Kun tar-
kastellaan lisdksi jakaumien vinous- ja huipukkuusarvoja eri mittauskerroilla, havai-
taan niiden olevan itseisarvoltaan alle yhden, jolloin yleisen kriteerin mukaan ja-
kaumia voidaan pitdd normaalisti jakautuneina (Taulukko 4). (Nummenmaa 2009,
155.) Koska eri mittauskertojen jakaumat voidaan olettaa normaalisti jakautuneik-
si, vertaillaan ryhmiéd keskenddn parametrisella ¢-testilld silloin kun koko joukko
on vertailussa mukana. Pienempid ryhmié vertaillaan parametrittomia menetelmii
hyodyntien.

Tutkimuksessa varsinaisen koeryhmin (koe) muodostivat yhdentoista opetus-
ryhmin interventiokésittelyn saaneet puolikkaat ja kontrolliryhméin (ktr) vastaavasti
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Taulukko 4. Normaalijakaumatarkastelua mittauskerroilla A—C, N= 188.

Vinous Huipukkuus
Mittaus g1 keskivirhe g2 keskivirhe
Alkumittaus 0,25 0,18 0,32 0,35
Toinen mittaus -0,18 0,18 -0,40 0,35
Viivistetty mittaus -0,08 0,18 -0,66 0,35

oman opettajansa opetuksessa olleet oppilaat, luokkien toiset puolikkaat. Oppilaita
oli yhtd monta koe- ja kontrolliryhméssa (ng..= ni,-= 94). Edelld kerrottiin jo, ettd
opetusryhmin sisélld ei havaittu tilastollisesti merkitsevid eroja minkdin KOE- ja
KONTROLLI-ryhmin keskiarvon viélilld. Verrattaessa tutkimuksen koe- ja kontrol-
liryhmén keskiarvoja Alkumittauksessa koe- ja kontrolliryhmén keskiarvojen vililla
ei havaittu tilastollisesti merkitsevaa eroa (#(186)= -0,19, p= 0,85, (2-suuntainen)).
Interventio toteutettiin alkumittauksen ja toisen mittauksen vilissi.

Koska tutkimuksen péddkysymyksen eri puolia tarkastellaan tutkimuskysymysten
1-3 avulla, tutkimuksen pididkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden havain-
nollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan murtolukujen osaa-
miseen? vastataan vasta tutkimuskysymysten 1-3 késittelyn jalkeen.

10.1 Miten koe- ja kontrolliryhnman tulokset erosivat toi-
sella ja viivastetylla mittauskerralla?

Oppilaiden osaamista arvioitiin aluksi testeissd saatujen kokonaispisteiden valossa.

Koe- ja kontrolliryhmén kokonaispisteméiridn keskiarvot poikkesivat toisella mit-

tauskerralla tilastollisesti melkein merkitsevisti ¢(186)=1,72, p= 0,087, (2-suuntainen)
ja Cohenin d= 0,25. Koeryhmin keskiarvo (M= 21,5, SD= 6,9) oli hieman korkeam-

pi kuin kontrolliryhmin keskiarvo (M= 19,8, SD= 6,3), joten interventiolla oli pieni

positiivinen vaikutus. Viivistetyssd mittauksessa ei endd havaittu tilastollisesti mer-

kitsevii eroa koe- ja kontrolliryhmén kokonaispisteiden keskiarvojen vélilld (#(186)=

1,23, p= 0,222, (2-suuntainen)).

Interventiossa painotettiin murtoluvun suuruuden ymmaértdmisté, joten seuraa-
vaksi tarkasteltiin mahdollisia eroja koe- ja kontrolliryhmén vililld eri tehtidvétyypeis-
sd. Muodostettiin nelji summamuuttujaa. Summamuuttuja Nluvut muodostui luon-
nollisten lukujen suuruuteen ja laskutoimituksiin liittyvisté tehtdvistd (T1a-T1d, T2,
T4 ja T5). Tehtdvit mittasivat luonnollisten lukujen peruslaskutoimitusten ja kym-
menjirjestelmén hallintaa ja luvun suuruuden hahmottamista lukusuoralle sijoitta-
malla. Summamuuttuja Qsuur sisilsi murtolukujen suuruuteen liittyvit tehtavit (T3a—
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T3c, T6-T9, T11a-T1l1c, T12a-T12c, T13a-T13c, T14a-T14d, T15a—T15c). Tehté-
vissd oppilaan tuli tunnistaa murtoluvun osoittama osuus annetusta kuviosta tai jou-
kosta, sijoittaa annettu murtoluku lukusuoralle ja verrata murtolukuja keskenéén tai
annettuun ankkurilukuun 0, 1 tai 1. Summamuuttuja Qprsd muodostettiin murto-
lukujen laskuproseduureihin liittyvistd tehtdvistd (T10a—T10e). Ensimmaiset kolme
tehtdvdd mittasivat samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskun hallin-
taa. Viimeiset kaksi tehtiivdd mittasivat erinimisten murtolukujen yhteen- ja vihennys-
laskun hallintaa. Vaikka asia olikin 3. luokan matematiikan opetussuunnitelman ul-
kopuolelta, olivat tehtidvit kolmasluokkalaisten ratkaistavissa. Neljds summamuuttu-
ja Qtiheys koostui murtolukujen tiheyteen liittyvistd tehtdvistd (T18 ja T19). Tehta-
vissé testattiin sitd, oliko oppilas jo oivaltanut murtolukujen tiheyden vai ajatteliko
oppilas edelleen murtoluvut diskreetteini lukuina, jolloin seuraava murtoluku saatai-
siin esimerkiksi luettelemalla. Tehtdvit 16, 17 ja 20 jétettiin summamuuttujien ulko-
puolelle, silld niihin oli vastattu harvoin. Kunkin summamuuttujan arvo skaalattiin
vilille 0-1 jakamalla yhteispisteiden summa tehtdvien lukumaéralla.
Kolmogorovin-Smirnovin -testin mukaan mikdin summamuuttujista ei ollut nor-
maalisti jakautunut (p < 0,007), mutta vinous- ja huipukkuusarvot olivat melkein
kaikissa itseisarvoltaan alle yhden, joten summamuuttujat voidaan olettaa normaalis-
ti jakautuneiksi (Nummenmaa, 2009, 115). Summamuuttujan N/uvut vinous- ja hui-
pukkuusarvot olivat itseisarvoltaan yli yhden Viivéstetylld mittauskerralla. Vertailut
suoritettiin ryhmien vililld kuitenkin #-testilld. Koe- ja kontrolliryhmien keskiarvojen
vililla ei havaittu eroa milldan mittauskerralla summamuuttujassa Nluvut. Seuraa-
vaksi jaettiin summamuuttuja kahdeksi uudeksi summamuuttujaksi tehtidvin tyypin
mukaan: NluvutP, joka sisilsi luonnollisten lukujen peruslaskutoimituksiin liittyvit
tehtdvit (T1a-T1d) ja NluvutS, joka sisilsi luonnollisten lukujen suuruuteen liittyvit
tehtivit (T2, T4 ja TS). Myoskidin ndissd summamuuttujissa ei havaittu edes tilas-
tollisesti melkein merkitsevdd eroa koe- ja kontrolliryhmén keskiarvojen vililla ¢-
testilld tarkasteltaessa. Intervention kannalta kiinnostavimmat summamuuttujat ovat
QOsuur ja QOprsd ja erityisesti niiden Viivastetty mittauskerta C. Interventio keskit-
tyi murtolukujen suuruuden ymmartamiseen, joten koeryhméi voisi olla kontrolli-
ryhméa parempi murtolukujen suuruusvertailutehtdvissd. Kontrolliryhmi harjoitteli
koeryhmii enemmén samannimisten murtolukujen yhteen- ja viahennyslaskuprose-
duureja, joten kontrolliryhmiin voisi puolestaan olettaa menestyvéin koeryhméi pa-
remmin laskuproseduuritehtivissi toisella mittauskerralla. Toiveissa oli kuitenkin,
ettd interventio saisi aikaiseksi pidempikestoista oppimista kummassakin summa-
muuttujassa, ja siksi tuo viivéstetty mittauskerta on erityisen kiinnostava.

10.1.1 Murtolukujen suuruuteen liittyvat summamuuttujat

Tarkastellaan aluksi tarkemmin summamuuttujan Qsuur keskiarvoja eri mittausker-
roilla (Taulukko 5).
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Taulukko 5. Summamuuttujan Qsuur tunnuslukuja mittauskerroilla A, B ja C.

Summamuuttuja QOsuurA QOsuurB QOsuurC
koe (n=94) M (SD) 0,20 (0,11) 0,56 (0,23) 0,56 (0,23)
ktr (n =94) M (SD) 0,20 (0,12) 0,52 (0,20) 0,51 (0,21)
t -0,17 1,13 1,41

df 186 186 186

p (2-suuntainen) 0,87 0,26 0,16

Murtoluvun suuruuteen liittyvien summamuuttujien QsuurA, QsuurB tai QsuurC
kohdalla ei havaittu tilastollisesti merkitsevidi eroa koe- ja kontrolliryhmén vélilla
millddn mittauskerralla.

Seuraavaksi tutkittiin vield tarkemmin I6ydettidisiinkd eroja koe- ja kontrolli-
ryhmin vililld tehtdvétyypeittdin. Aikaisempien tutkimusten mukaan oppilaat saat-
tavat nojautua luonnollisten lukujen ominaisuuksiin, Natural Number Bias (NNB),
my6s murtolukujen suuruusvertailussa (Mack, 1993; Stafylidou & Vosniadou, 2004;
Ni & Zhou, 2005). Miten siis erotetaan ne oppilaat, jotka oikeasti osaavat verra-
ta murtolukuja keskenddn, niistd oppilaista, jotka ovat suuruusvertailussa virheelli-
sesti tukeutuneet luonnollisten lukujen ominaisuuksiin? Tehtdvissd 11a—11c kaikis-
sa vertailtavissa murtoluvuissa osoittajana oli yksi, joten oppilaan tuli murtoluku-
jen suuruusjirjestyksen pédttelemiseksi verrata nimittdjid keskeniin ja estdd hou-
kutus tukeutua pelkéstidin luonnollisten lukujen suuruusvertailuun. Testissé oli kak-
si kysymysti (tehtdvd 12b: % vs. % ja tehtdva 12c: % Vs. %), joiden kohdalla luon-
nollisten lukujen suuruusjdrjestys ohjaa oppilasta oikeaan vastaukseen, merkitidin
tdtd NNB),,. Tehtidvissi 13a (% VS. %) ja tehtdvéssd 13c (% vs%) luonnollisten lu-
kujen suuruusjérjestyksen tukeutuminen ohjasi oppilasta vdédrdan ratkaisuun, mer-
kitdén titd NNBc4. Tehtivissd 13b (% VS. %) ensimmdaisen murtoluvun osoittaja oli
suurempi ja nimittdjd pienempi kuin toisen murtoluvun osoittaja ja nimittijé, joten
oppilas ei voinut vertailla vain osoittajia tai nimittdjid keskenédén, vaan hinen tuli
ymmértdd murtoluvun suuruus. Tehtidvissid 15a—15c tuli jdrjestdd annetut luvut suu-
ruusjirjestykseen, mukana oli myos lukua yksi suurempia lukuja, joten oppilaan tuli
oikeasti ymmirtidd mitd murtolukumerkinti tarkoitti.

Seuraavaksi muodostettiin summamuuttujat Osoittajatl1qpc, NNBposi2nes
NNB;,eg12a13ac ja Jdrjestysisape. Summamuuttujan Osoittajatlyqp. tehtivissd ver-
tailtavat murtoluvut ovat yksikkdmurtolukuja. Summamuuttujassa NNB 5125 luon-
nollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen ohjaa oppilasta oikeaan vastaukseen
ja summamuuttujassa NNB,cg12413q¢ Vddrdén vastaukseen. Oppilaat, jotka tukeutu-
vat luonnollisten lukujen ominaisuuksiin parjddvit oletettavasti hyvin summamuut-
tujassa NNB,s12p., mutta heikosti summamuuttujissa Osoittajatl 114bc s NNBpegi2a13ac
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Jdrjestysisqape ja tehtdvissa Suuruus,s,. Oppilaat, jotka osaavat verrata murtolukuja
keskendin, suoriutuvat hyvin kaikissa edelld mainituissa tehtdavissd ja summamuut-

tujissa.

Summamuuttujat ja yksittdiset tehtdvit eivét olleet normaalisti jakautuneet nor-
maalisuustestin Kolmogorov-Smirnov perusteella, p < 0,001. My6s vinous- ja hui-
pukkuusarvot olivat osalla summamuuttujista itseisarvoltaan yli yhden. Jotta tuloksia
voitaisiin paremmin vertailla kesken&én, suoritettiin koe- ja kontrolliryhmén keskiar-

vojen vertaaminen 7-testilla.

Taulukko 6. Keskiarvojen vertailua t-testilla toisella mittauskerralla

Summamuuttuja Osoittajatl1abe NNBposi2be NNBreg12a13ac Suuruusizy, Jdrjestysisabe
max 3 max 2 max 1 max 1 max 1
koe M 2,13 1,22 0,64 0,78 0,27
(n=94) (SD)  (1,25) (0,74) (0,42) (0,42) (0,37)
ktr M 2,05 1,19 0,55 0,63 0,15
(n=94) (SD) (1,31) (0,74) 0,41) (0,49) (0,25)
' 0,40 0,30 1,46 2,250 2,532
df 186 186 186 182 164
p (2-suuntainen) 0,69 0,77 0,15 0,026 0,012
Cohenin d 0,33 0,38
(1 F=19,7, Sig.< 0,001,  F=23,3, Sig.< 0,001
Taulukko 7. Keskiarvojen vertailua t-testilla viivastetylla mittauskerralla
Summamuuttuja Osoittajatl11abe NNBposi2be NNBcg12a13ac Suuruusisy, Jdrjestysisabe
koe M 1,88 1,20 0,60 0,78 0,30
(n=94) (SD) (1,33) (0,71) (0,44) (0,42) (0,35)
ktr M 1,78 1,26 0,46 0,64 0,18
(n=94) (SD) (1,37) (0,76) 0,42) 0,48) (0,28)
' 0,54 -0,50 2,26 2,10 2,532
df 186 186 186 182 175
p (2-suunt.) 0,59 0,62 0,025 0,037 0,012
Cohenin d 0,29 0,29

(1 F= 17,3, Sig.< 0,001,  F=6,14, Sig.= 0,014

Koe- ja kontrolliryhmén vililld havaittiin #-testin perusteella tilastollisesti mer-
kitsevd ero summamuuttujassa Jérjestysisqpe toisella ja viivistetylld mittauskerral-
la. Lisédksi ryhmien keskiarvojen vililld havaittiin tilastollisesti melkein merkitsevi
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ero tehtdvassd Suuruusyg, seki toisella ettd viivistetylla mittauskerralla ja summa-
muuttujassa NNBjeg12413qc Viivistetyssd mittauksessa. Efektin koko oli kuitenkin
pieni (0,29 < d < 0,38). Kaikissa edelld mainituissa tapauksissa ero oli koe-
ryhmén eduksi (Taulukko 6 ja Taulukko 7). Koeryhmén oppilaat osasivat siis kont-
rolliryhmén oppilaita paremmin jérjestdd annetut murtoluvut suuruusjérjestykseen.
Liséksi koeryhmin oppilaat pystyivit kontrolliryhmiin oppilaita paremmin estdmiin
luonnollisten lukujen suuruusjérjestykseen nojaamisen védridssid paikassa ja taito oli
melko pysyvi, koska ero koe- ja kontrolliryhmén vililld oli tilastollisesti merkit-
sevié viivistetyssd mittauksessa. Summamuuttujissa Osoittajatl1gpe ja NNBposi2pe
ei havaittu eroa koe- ja kontrolliryhmén vililli kummallakaan mittauskerralla. Yk-
sikkomurtolukujen vertailu sujui siis molemmissa ryhmisséd yhtd hyvin kuten myd6s
murtolukujen vertailu tilanteessa, jossa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaa-
minen ohjasi oikeaan vastaukseen.

10.1.2 Murtolukujen proseduureihin liittyvat summamuuttujat

Seuraavaksi tarkasteltiin summamuuttujan Qprsd keskiarvoja eri mittauskerroilla koe-
ja kontrolliryhmélle ja verrataan ryhmien keskiarvoja #-testilld (Taulukko 9). Ryh-
mien vélilld oli tilastollisesti merkitsevi ero toisella mittauskerralla. Koeryhmén kes-
kiarvo (M= 0,50, SD= 0,27) oli murtolukujen laskuproseduureihin liittyvissd tehti-
vissd parempi kuin kontrolliryhmin keskiarvo (M= 0,40, SD= 0,31), joten interven-
tiolla oli pieni (Cohenin d= 0,34) positiivinen vaikutus. Summamuuttujan Qprsd kes-
kiarvoissa havaitaan lisdksi tilastollisesti melkein merkitsevi ero viivéstetyssd mit-
tauksessa.

Taulukko 8. Summamuuttujan Qprsd keskiarvojen vertailua t-testilla eri mittauskerroilla

Summamuuttuja QOprsdA QprsdB QOprsdC
koe (n=94) M (SD) 0,01 (0,07) 0,50 (0,27) 0,31 (0,32)
ktr (n = 94) M (SD) 0,01 (0,07) 0,40 (0,31) 0,28 (0,29)
t - 2,574 0,67

df - 183 186

p (2-suuntainen) - 0,011 0,50
Cohenin d 0,34

(1 F= 6,82, Sig.< 0,001

Seuraavaksi tarkasteltiin tarkemmin laskuproseduurien eri tehtdavityyppejd. Sa-
mannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskuun liittyvistd tehtivistd muodos-
tettiin summamuuttuja Oprsdsamaioabe (10a: % + % 10b: % + % ja 10c: % — i) javas-
taavasti erinimisten murtolukujen yhteenlaskutehtivistd muodostettiin summamuut-

tuja Qprsderitode (10d: % + % ja 10e: % + %). Koe- ja kontrolliryvhmien keskiarvoja
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verrattiin toisiinsa #-testilld (Taulukko 9).

Taulukko 9. Summamuuttujien QprsdBsamaioabe j@ QPrsdBerii04e tunnuslukuja

Summamuuttuja OprsdBsamaioabe OprsdCsamaioabe OprsdBeriiode OprsdCeriiode
koe (n=94) M (SD) 0,75 (0,38) 0,46 (0,45) 0,13 (0,30) 0,08 (0,24)
ktr (n= 94) M (SD) 0,57 (0,44) 0,42 (0,43) 0,13 (0,30) 0,07 (0,22)

t 3,02¢ 0,66 0,00 0,32

df 181 186 186 186

p (2-suunt.) 0,003 0,51 1,00 0,75

Cohenin d 0,47

(1 F=13,3, Sig. < 0,001

Koe- ja kontrolliryhmin oppilaiden keskiarvojen vililld 16ydettiin tilastollises-
ti merkitsevd ero summamuuttujassa QprsdBsqma10abe hetl intervention jilkeisessi
mittauksessa. Summamuuttuja koostui yhteen- ja vihennyslaskutehtévisti, joissa mur-
toluvut olivat samannimisid. Koeryhmén oppilaat hallitsivat samannimisten murtolu-
kujen yhteen- ja vidhennyslaskun paremmin kuin kontrolliryhmén oppilaat Mg or=
0,75, SDxog= 0,38 ja Mgrr= 0,57, SDxTRr= 0,44), interventiolla oli keskisuu-
ri positiivinen vaikutus (Cohenin d= 0,47) samannimisten murtolukujen yhteen- ja
vihennyslaskuun (Metsdmuuronen, 2009, 478). Erinimisten murtolukujen summa-
muuttujassa ei havaittu tilastollisesti merkitsevdd eroa ryhmien viélilld toisella eikd
viivistetylld mittauskerralla.

10.1.3 Muuttuiko oppilaiden suoritus mittausten valilla?

Viivistetty mittaus oli muutaman kuukauden kuluttua intervention p#dttymisesta.
Koska toisen ja viivistetyn mittauksen vililld ei opiskeltu endd murtolukuja, oli
siis odotettavissa, ettd oppilaiden suoritustaso tulisi laskemaan toisesta mittausker-
rasta. Seuraavaksi tutkittiin toistettujen mittausten #-testilld, muuttuivatko ryhmien
suoritukset toisen ja viivdstetyn mittauksen vélilld. Koeryhmén tulokset muuttui-
vat tilastollisesti merkitsevésti useissa summamuuttujissa ja keskiarvot yleensi las-
kivat jilkimmadiselld mittauskerralla. Muutoksen sijaan kiinnitettiinkin huomio nii-
hin summamuuttujiin, joissa vastaavaa muutosta ei tapahtanut. Toisin sanoen oppi-
laat olivat saavuttaneet toisella mittauskerralla havaitun osaamistason, eiki tuo ta-
so ollut heikentynyt tai parantunut edes tilastollisesti melkein merkitsevisti, kun
osaaminen mitattiin uudelleen viivéstetyssd mittauksessa. Téllaisia summamuuttujia,
joissa ei tapahtunut tilastollisesti merkitsevdd muutosta olivat Qsuur (¢(93)=0,099,
p=0,92), NNBposl2bc (#(93)=0,21, P:0,83), NNBnegl2a13ac (#(93)=0,99, P:0,32) ja
Jdrjestysisape (1(93)=-0,89, p=0,38). Kontrolliryhmén tuloksissa vastaavaa pysyvyytta
havaittiin summamuuttujissa Nuvut (1(93)=0,44, p=0,66), Qsuur (¢(93)=0,61, p=0,54),
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NNB 5126 (1(93)=-0,65, p=0,52) ja Jéirjestysisqape (1(93)=-1,20, p=0,24).

10.1.4 Kokoava vastaus tutkimuskysymykseen 1: Miten oppilai-
den suoritukset erosivat toisella ja viivastetylla mittaus-
kerralla koe- ja kontrolliryhman valilla?

Kuten edelld todettiin, koe- ja kontrolliryhmén testien yhteispisteiden keskiarvot ero-
sivat toisistaan tilastollisesti melkein merkitsevisti toisella mittauskerralla. Ero oli
koeryhmin eduksi. Koe- ja kontrolliryhmén testien yhteispisteiden keskiarvot eiviit
kuitenkaan enéd eronneet toisistaan tilastollisesti merkitsevisti viivistetyssd mittauk-
sessa. Kun tarkemmin tarkasteltiin, missd murtolukujen osa-alueissa eroa syntyi,
niin koe- ja kontrolliryhmén vililla oli tilastollisesti merkitsevé ero heti intervention
jédlkeen koeryhmin eduksi proseduureihin liittyvédssd summamuuttujassa (QprsdB).
Muissa summamuuttujissa (NluvutA, NluvutB, NluvutC, QsuurA, QsuurB, QsuurC,
QOprsdA ja OprsdC) ei havaittu tilastollisesti merkitsevid eroja ryhmien vililla.

Erididen tehtivityyppien kohdalla havaittiin tilastollisesti merkitsevé tai melkein
merkitsevd ero koeryhmén eduksi. Toisella mittauskerralla havaittiin tilastollisesti
merkitsevi ero ryhmien vililla summamuuttujassa, joka mittasi samannimisten mur-
tolukujen yhteen- ja vihennyslaskua (Oprsd sqma10abes) ja SUMmamuuttujassa, jossa
tuli asettaa luvut suuruusjérjestykseen niin, ettd mukana oli myos lukua 1 suurem-
pia lukuja (Jdrjestysisqpep)- Tilastollisesti melkein merkitsevé ero havaittiin toisella
mittauskerralla suuruusvertailutehtdvéssa, jossa oppilaan tuli hahmottaa murtoluvut
lukuina Suuruusispp. Viivistetyssd mittauksessa havaittiin yha tilastollisesti merkit-
sevd ero summamuuttujassa Jdarjestysisqpe ja tilastollisesti melkein merkitsevd ero
summamuuttujissa (NNBjeg12413ac) ja Suuruusyp. Eroa ei siis syntynyt tehtévissi,
joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen ohjasi oikeaan vastauk-
seen, eikd yksikkomurtolukujen suuruusvertailussa tai erinimisten murtolukujen yh-
teenlaskussa.

Kummassakin ryhméssi havaittiin my0s summamuuttujia, joissa oppilaan suo-
ritus ei oleellisesti muuttunut toisen ja viivdstetyn mittauksen vililld. Koeryhmassa
tdllaisia summamuuttujia olivat Qsuur, NNBycg12413acs NNBposi2pe ja Jérjestysisqpe
ja kontrolliryhmissd Qsuur, NNB,s12pc ja Jdrjestysisqp.. Kaikki ndméd summamuut-
tujat mittaavat murtoluvun suuruuden ymmartdmista.

Koeryhma hallitsi siis kontrolliryhmii paremmin murtolukujen suuruusvertailun
tehtivissd, joissa mukana oli lukua yksi suurempia lukuja ja tehtivissi, joissa luon-
nollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen pyrki ohjaamaan véirdan ratkaisuun.
Koeryhmiin oppilaat pystyivit kontrolliryhmén oppilaita paremmin vélttaméén luon-
nollisten lukujen suuruusvertailun murtolukujen suuruusvertailun yhteydessd. Tadma
on juuri se vaikutus, jota interventiolla haettiin. Koeryhmén tulokset olivat kontrolli-
ryhmii paremmat my0s samannimisten murtolukujen yhteen- ja vahennyslaskuteht-
vissd. Kannattaa myos huomata, ettd interventio ei vaikuttanut koeryhméin negatii-
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visesti missdin tutkitussa summamuuttujassa. Joko tilastollisesti merkitsevaa eroa ei
ollut ryhmien vilill4 tai eroa I6ytyi ja se oli koeryhmén eduksi.

10.2 Miten interventio nakyi eri taitotasolla olleiden op-
pilaiden suorituksessa verrattaessa koeryhman op-
pilaita kontrolliryhman oppilaisiin?

Oppilaat luokiteltiin kahteen taitotasoluokkaan sen mukaan, kuinka paljon pisteitd he
saivat alkumittauksessa. Testissid mitattiin luonnollisten lukujen peruslaskutoimitus-
ten hallintaa ja luonnollisten lukujen sijoittamista lukusuoralle, joten pelkéstiddn 2.
luokan matematiikan siséltdjen hallitsemisella 3.-luokkalaisen tulisi saada vahintdéin
7 pistettd alkumittauksessa. Jos oppilas sai alkumittauksessa korkeintaan 7 pistetta,
hinet luokiteltiin ryhmién heikosti suoriutuneet, R_ (N1 = 43, ngoe= 19 ja ng,.=24)
ja jos oppilas sai pisteitd enemméin kuin 7, hinet luokiteltiin ryhméién tyydyttavésti
tai hyvin suoriutuneet, Ry (No = 145, ngoe= 75 ja ng,.=70). Taitotason R_ oppilais-
ta noin 30 % ei hallinnut kaksinumeroisten lukujen yhteenlaskua (23+18), noin 95 %
tdmén ryhmin oppilaista vastasi védrin tai jitti vastaamatta vihennyslaskutehtdavissi
(123 — 89), vaikka paperissa oli tyhjd ruudukko mahdollisia laskutoimituksia varten.
Kolmasosan tunnistaminen annetuista kuvioista ei onnistunut yli puolella (65 %) tai-
totason R_ oppilaista. Etenkin joukkomallista kolmasosan tunnistaminen oli vaike-
aa, noin 67 % jitti kuvion ympyroéimittd. Luonnollisten lukujen 500 ja 750 sijoitta-
minen lukusuoralle annetulle lukuvilille 0—1000 onnistui vain noin 44 % (500) ja 30
% (750) taitotason [2_ oppilaista. Ryhmén R_ oppilaiden matematiikan osaamisen
taso oli siis heikkoa sithen nihden, ettd oltiin jo kolmannen luokan puolivilissi.

10.2.1 Taitotason R_ oppilaat

Ryhmissié oli oppilaita aika tasaisesti sekd koe- ettd kontrolliryhmistid. Oppilaiden
keskiarvoja vertailtiin keskenédédn kiyttden ¢-testid. Summamuuttuja QprsdA ei saanut
ollenkaan arvoja alkumittauksessa, vaan oppilaat jattivit vastaamatta tehtidvéin, siksi
taulukossa on tyhji sarake (Taulukko 10).

Taulukko 10. Summamuuttujien tunnuslukuja mittauskerroilla A—C.

R_ Summamuuttuja

(N1 =43) QsuurA  QsuurB  QsuurC QOprsdA  QprsdB  QprsdC

koe(n=19) M 0,08 0,42 0,39 - 0,44 0,22
SD 0,04 0,23 0,25 - 0,30 0,31

ktr(n=24) M 0,06 0,37 0,35 - 0,23 0,20
SD 0,05 0,19 0,16 - 0,33 0,30
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Taulukko 11. Summamuuttujien tunnuslukuja mittauskerroilla A—C.

R4 Summamuuttuja
(N2 = 145) QOsuurA  QsuurB  QsuurC QOprsdA  QprsdB  QprsdC
koe(n=75) M 023 0,59 0,60 0,01 0,52 0,33
SD 0,10 0,22 0,21 0,07 0,26 0,31
ktr(n=70) M 0,24 0,57 0,57 0,01 0,45 0,31
SD 0,11 0,18 0,19 0,08 0,28 0,28

Verrattaessa koeryhmén oppilaita kontrolliryhmén oppilaisiin taitotasolla R_,

havaittiin tilastollisesti melkein merkitsevd ero summamuuttujassa QprsdB, (t(41)=
2,27, p= 0,029 (2-suuntainen), d=0,71), eli kohtalainen efekti oli havaittavissa. Tama
ero oli heti intervention jélkeisessd mittauksessa ja koeryhmén keskiarvo oli kontrol-
liryhmén keskiarvoa parempi (Taulukko 10).
Kun tutkittiin vield tarkemmin, missé tehtdvityypeissa eroa syntyi, niin 16ydettiin ti-
lastollisesti merkitsevé ero toisella mittauskerralla samannimisten murtolukujen yh-
teen- ja vihennyslaskutehtdvissé eli summamuuttujan Oprsdsamaioabe Keskiarvojen
vililld (¢(41)= 2,80, p= 0,008 (2-suuntainen), d=0,88). Efektin koko oli suuri. Koe-
ryhmén oppilaiden keskiarvo (M= 0,70, SD= 0,44) oli kontrolliryhmén oppilaiden
keskiarvoa (M= 0,32, SD= 0,44) parempi. Viivistetyssd mittauksessa havaittiin tilas-
tollisesti melkein merkitsevad ero summamuuttujassa Jérjestysisqpe (1(19,7)=2,21, p=
0,039, (2-suuntainen), d=0,70), koeryhméin oppilaat (M= 0,23, SD= 0,39) suoriutui-
vat paremmin kuin kontrolliryhmén oppilaat (M= 0,03, SD= 0,09). Muissa tehtédvista
muodostetuissa summamuuttujissa Osoittajatl 114pc, Oprsderitode Ja NNBreg12a13ac
ei havaittu tilastollisesti merkitseviid eroja ryhmien valilla.

10.2.2 Taitotason R, oppilaat

Taitotasolla R ei havaittu tilastollisesti merkitsevid eroja koe- ja kontrolliryhmén
vililld murtolukuihin liittyvissd summamuuttujissa QsuurB, QsuurC, QprsdB ja
QOprsdC (Taulukko 11). Kun tarkemmin katsottiin, 10ydettdisiinkd ryhmien vililld
eroja tehtédvistd tehdyissd summamuuttujissa, l0ydettiin tilastollisesti merkitsevi ero
summamuuttujassa Jdarjestysisqpe heti intervention jilkeen (#(133)= 2,63, p= 0,010
(2-suuntainen), efekti oli keskikokoinen d=0,46), koeryhmén oppilaat suoriutuivat
paremmin (M= 0,32, SD= 0,38) kuin kontrolliryhmén oppilaat (M= 0,17, SD=0,27).
Viivistetyssd mittauksessa 1ydettiin tilastollisesti melkein merkitsevd ero summa-
muuttujassa NNBy,cg12413a¢ (1(143)= 1,93, p= 0,056, (2-suuntainen), efekti oli pieni
d=0,32). My®s tassd koeryhmin oppilaiden keskiarvo (M= 0,66, SD= 0,43) oli kont-
rolliryhmin oppilaiden keskiarvoa (M= 0,52, SD= 0,40) korkeampi.
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10.2.3 Taitotasot ryhmien sisalla ja eri mittauskerroilla

Seuraavaksi tarkasteltiin oppilaiden osaamista siirryttdessa toisesta mittauksesta vii-
vistettyyn mittaukseen. Tapahtuiko oppilaiden osaamisessa taantumista? Olisiko tai-
totasojen sisilld 16ydettédvissd eroja koe- ja kontrolliryhmin oppilaiden vélilla?
Taitotason R_ (n= 43) oppilaiden joukossa ldydettiin ero koe- ja kontrolliryhmén
vilille. Koeryhmin R_ i og oppilaat erosivat kontrolliryhmin vastaavista oppilais-
ta tilastollisesti merkitsevisti muuttujassa Erotusgprsqpc (1(41)= 2,47, p= 0,018 (2-
suuntainen), d=0,78), Mgoe= 0,22, SDgoe= 0,27 ja My,-= 0,03, SDgy,-= 0,25). Koe-
ryhmén oppilaiden keskiarvo heikkeni enemmaén toisen ja viivdstetyn mittauksen
vililld kuin kontrolliryhmén oppilaiden keskiarvo. Toisaalta koeryhmin taitotason
R_kog oppilaiden keskiarvo oli ollut toisessa mittauksessa myos korkeampi kuin
kontrolliryhmin oppilaiden keskiarvo (Taulukko 10).

Taitotason R (n= 145) joukossa ei havaittu eroja koe- ja kontrolliryhmén vililld
kummassakaan erotusmuuttujassa (Erotusgprsapc (t(143)=0,76, p= 0,45 (2-suuntai-
nen) ja Erotusgsyur o (1(143)=-0,45, p= 0,65 (2-suuntainen)).

Seuraavaksi tutkittiin vield erikseen kunkin osajoukon, koeryhmén R_ o, koe-
ryhmén Ry xop, kontrolliryhmén R_ 7 ja kontrolliryhmén R g7, suoriutumis-
ta kahdella viimeiselld mittauskerralla. Osajoukkojen suorituksia vertailtiin toistetul-
la t-testilld. Koeryhmin taitotason R_ i op oppilaiden suorituksessa havaittiin tilas-
tollisesti merkitsevd ero summamuuttujissa Qprsd (¢(18)=3,63, p=0,002 (2-suuntai-
nen), d=1,7), Oprsd samaioabe (€(18)=3,63, p=0,002 (2-suuntainen), d=1,7) ja tilastol-
lisesti melkein merkitsevad ero summamuuttujassa Jérjestysisqpe (1(18)=-2,14, p=0,046
(2-suuntainen), d=-1,0), jossa viivistetyn mittauksen keskiarvo (M=0,23, SD=0,24)
oli toisen mittauksen keskiarvoa (M=0,07, SD= 0,39) korkeampi. Kontrolliryhmén
taitotason R_ grr summamuuttujien keskiarvoissa ei havaittu tilastollisesti merkit-
sevid eroja mittausten vililld. Koeryhmin taitotason R, xor keskiarvoissa havait-
tiin tilastollisesti erittdin merkitsevd ero summamuuttujissa Qprsd (1(74)=4,99, p<
0,001 (2-suuntainen), d=1,2),

Oprsd samatoabe (8(74)=4,89, p< 0,001 (2-suuntainen, d=1,1)) ja tilastollisesti mel-
kein merkitsevad ero summamuuttujassa Qprsde,;104e (1(74)=1,86, p< 0, 068 (2-suun-
tainen), d=0,4). Kaikissa edelld mainituissa summamuuttujissa keskiarvo oli heikom-
pi viivids-tetyssd mittauksessa kuin toisella mittauskerralla. Kuten koeryhmissd myos
kontrolliryhmén taitotason R4 xor keskiarvoissa havaittiin tilastollisia eroja. Tilas-
tollisesti erittdin merkitsevi ero loydettiin summamuuttujassa Qprsd (1(69)=3,97, p<
0,001 (2-suuntainen), d=1,0). Tilastollisesti merkitsevi ero 1oydettiin summamuut-
tujassa Oprsdsamaioabe (1(69)=3,64, p=0,001 (2-suuntainen), d=0,9) ja tilastollisesti
melkein merkitsevid eroja summamuuttujissa Qprsde,i10de (1(69)=1,99, p=0,051 (2-
suuntainen), d=0,5), Jdrjestysisape (1(69)=-1,85, p=0,068 (2-suuntainen), d=-0,4) ja
NNB,cg12a13ac (1(69)=1,91, p=0,061 (2-suuntainen), d=0,5). Efektit ovat suuria, jo-
ten mittausten vilinen aika vaikuttaa oppilaiden suoriutumiseen osassa summamuut-
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tujista. Koeryhmén ja kontrolliryhmin taitotasojen R_ ja R suoriutumista summa-
muuttujissa Qprsd ja Qsuur on havainnollistettu kuvaajilla (Kuva 16 ja Kuva 17).
Summamuuttujan Qsuur arvoissa ei ollut tilastollisesti merkitsevidi eroa kummalla-
kaan koeryhmin taitotasolla.

Ryhmien keskiarvot summamuuttujassa Qprsd

0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

Alkumittaus Toinen mittaus Viivastetty mittaus

e KOE R- s KOE R+ KTR R- KTR R+

Kuva 16. KOE R_ oppilaat saavuttavat KTR R, oppilaat toisessa mittauksessa.

Ryhmien keskiarvot summamuuttujassa Qsuur
0,7

0,6

0,5

0,4
0,3

0,2

0,1

Alkumittaus Toinen mittaus Viivastetty mittaus

e KOF R- e=mKOE R+ KTR R- KTR R+

Kuva 17. Koe- ja kontrolliryhmén taitotasot kehittyvat yhdenmukaisesti.

Tilastollisesti merkitsevit erot summamuuttujien keskiarvoissa ja sen osoitta-
ma suoritustason lasku mittauskertojen vililld on ymmaérrettivi, koska viivistetty
mittaus oli noin kolme kuukautta edellistd mittausta myohemmin. Oppilaat olivat
jo unohtaneet osan murtolukuihin liittyvistd asioista. Mielenkiintoista kuitenkin on
se, ettd koeryhman taitotason R_ oppilaat taantuivat vihemmén kuin kummankaan
ryhmién taitotason R oppilaat, joilla keskiarvojen heikkenemisté tapahtui useassa
eri summamuuttujassa. Kontrolliryhmin R_ oppilaat jdivit muista ryhmisti jélkeen
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toisella mittauskerralla summamuuttujassa Qprsd, kun taas koeryhmin R_ oppilai-
den keskiarvo summamuuttujassa Qprsd ei eronnut kontrolliryhmén R oppilaiden
keskiarvosta (Kuva 16).

10.2.4 Koeryhman taitotaso R_ vs. kontrolliryhman taitotaso R

Fuchsin ym. (2017) mukaan interventioissa tulisi tutkia sitd, kuinka paljon ero koe-
ryhmin heikkojen osaajien ja kontrolliryhmén hyvien osaajien vililla kaventuu. Siksi
lopuksi verrattiin vield keskendidn ryhmien R_ o (Ngoe=19) ja Ry k1R (NKer=70)
suoriutumista eri summamuuttujissa. Tutkitaan ensin, onko ryhmien vilill4 tilastol-
lisesti merkitsevd ero jossain summamuuttujassa tai tehtdvéssi jo alkumittauksessa.
Summamuuttujassa OprsdA ei 16ydetty tilastollisesti merkitsevii eroa alkumittauk-
sessa (#(87)= -0,66, p= 0,51 (2-suuntainen)). Eroja ei 10ydetty mydskéddan summa-
muuttujan QOprsd osamuuttujissa Oprsdsamaioabe ja Oprsderi1ode milldin mittausker-
ralla. Ryhmien R_gkop ja Ry grr vililld 16ydettiin alkumittauksessa tilastollisesti
erittdin merkitseva ero summamuuttujissa NluvutA ja QsuurA (Taulukko 12).

Taulukko 12. Summamuuttujien tunnusluvut ryhmittain ja t-testien tulokset eri mittauskerroilla

Summamuuttuja NluvutA NluvutC  QsuurA OsuurB  QsuurC ~ O0s.1B114bc 05.1C11abc
koe(n=19) M 0,50 0,70 0,08 0,42 0,39 1,53 1,37
(SD)  (0,20) (0,15) (0,04) (0,23) (0,25) (1,43) (1,46)
ktr (n =70) M 0,82 0,77 0,24 0,57 0,57 2,34 2,10
(SD) (0,13) (0,13) 0,11) (0,18) (0,19) (1,14) (1,25)
t -8,50 -2,20 -10,67¢ 23,11 -3,28 -2,62 -2,18
df 87 87 78 87 87 87 87
p (2-suunt.) < 0,001 0,031 < 0,001 0,002 0,001 0,010 0,032
Cohenin d 2,2 -0,6 2,8 -0,8 -0,9 -0,7 -0,6

(1 F=9,54, Sig.=0,003

Kun liséksi verrattiin ryhmid keskenddn toisella ja viivastetylld mittauskerralla,
16ydettiin tilastollisesti merkitsevd ero ryhmien keskiarvojen vililld summamuuttu-
jissa QsuurB ja QsuurC sekd yksikkomurtolukujen suuruusvertailutehtivéssi Osoit-
tajat1B114pc ja Osoittajat] C114pc ja melkein merkitsevd ero summamuuttujassa Nlu-
vutC. Kaikissa edelld mainituissa summamuuttujissa kontrolliryhméin oppilaiden kes-
kiarvo oli korkeampi ja hajonta pienempi kuin koeryhmin oppilaiden vastaavat arvot.
Ryhmin R_ i op oppilaiden suoritus erosi ryhmin R, i r oppilaiden suorituksesta
summamuuttujissa Qsuur ja NluvutA alkumittauksessa tilastollisesti erittdin merkit-
sevésti ja muilla mittauskerroilla endi tilastollisesti melkein merkitsevisti, joten ero
ryhmien vililld kaventui hieman néissd summamuuttujissa.
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10.2.5 Kokoava vastaus tutkimuskysymykseen 2: Miten inter-
ventio nakyi eri taitotason oppilaiden suorituksessa ver-
rattaessa koeryhman oppilaita kontrolliryhman oppilai-
siin?

Verrattaessa taitotason R oppilaita toisiinsa ei havaittu eroa koe- ja kontrolliryhmén
vililld summamuuttujissa Oprsd ja Qsuur. Interventio ei siis sellaisenaan tehosta-
nut taitotason R oppilaiden suoritusta. Ero 10ydettiin kuitenkin, kun tarkasteltiin
yksittdisistd tehtdvistd muodostettuja summamuuttujia. Koeryhmén oppilaiden suo-
ritus ei heikentynyt viivastetyssd mittauksessa summamuuttujissa Jéarjestysisape ja
NNB;,cg12413qc kuten kontrolliryhmiin taitotason 12, oppilailla. Kumpikin summa-
muuttuja mittasi murtoluvun suuruuden ymmaértimistd. Tutkimuksessa havaittiin ti-
lastollisesti melkein merkitsevd ero koeryhmén ja kontrolliryhmén taitotason R_
oppilaiden keskiarvojen vililld toisella mittauskerralla summamuuttujassa Qprsd.
Koeryhmén R_ oppilaat (M= 0,44, SD=0,29) suoriutuivat intervention jilkeisessd
mittauksessa jopa yhtd hyvin kuin kontrolliryhmin R, oppilaat (M= 0,45, SD=
0,28)(Kuva 16). Kontrolliryhmin taitotason R_ oppilaiden keskiarvo summamuut-
tujassa Oprsd oli muiden ryhmien keskiarvoa huomattavasti heikompi toisessa mit-
tauksessa.

Seuraavaksi tarkasteltiin, miten koe- ja kontrolliryhmin oppilaiden osaaminen
muuttui mittauskertojen vililld. Summamuuttujan QOprsd keskiarvojen perusteella
taitotason R, oppilaat taantuivat seké koe- ettid kontrolliryhmissé toisen ja kolman-
nen mittauskerran vélilld koeryhmin taitotason R_ oppilaita enemmaén. Kontrolli-
ryhmin taitotason R_ oppilaiden osaamisessa ei tapahtunut vastaava taantumista,
mutta toisaalta osaaminen olikin melko vdhdisti toisella mittauskerralla, joten suori-
tus ei voinut enédd heiketé.

Huomio kannattaa myds kiinnittdd summamuuttujaan Qsuur, jossa taantumaa ei
tapahdu. Niyttdd siltd ettd, kun oppilas on saavuttanut toisessa mittauksessa jonkin
osaamistason murtolukujen suuruuden hahmottamisessa, tuo taso on melko pysyvé.
Interventiossa keskityttiin murtoluvun suuruuden ymmértimiseen, joten intervention
kannalta on hyvi tulos, ettei koeryhmén kummallakaan taitotasolla tapahdu summa-
muuttujan Qsuur kohdalla samanlaista taantumista viivistetyssid mittauksessa kuin
summamuuttujan Qprsd kohdalla.

Ero Koeryhmin taitotason R_ oppilaiden ja kontrolliryhmén taitotason R op-
pilaiden vélilld kapeni mittaus mittaukselta murtoluvun suuruuteen liittyvissd sum-
mamuuttujissa. Alkumittauksessa ollut tilastollisesti erittdin merkitsevd ero ryhmien
vélilld summamuuttujassa Qsuur kaventuu niin, ettid ero on enii tilastollisesti mer-
kitsevi toisessa ja viivastetyssd mittauksessa. Ehkid hieman ylldttdaen ei havaittu ryh-
mien vililld eroa summamuuttujan Qprsd keskiarvoissa. Nayttadd siltd, ettd myos las-
kuproseduureihin liittyvissi tehtdvissi interventiosta on ollut hy6tyd koeryhmén op-
pilaille.
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10.3 Miten interventiossa hyodynnetty runsas visuali-
sointi nakyi koeryhman oppilaiden vastauksissa?

Interventiossa hyddynnettiin erilaisia visualisiointeja, joten koeryhmén oppilailla oli
malli siitd, miten hyddyntdd kuvia tehtivien ratkaisemisessa. Aluksi tarkasteltiin,
piirsivitko oppilaat vastauspaperiinsa eri mittauskerroilla ja oliko piirtdjid enemmin
koe- vai kontrolliryhméssa.

Piirroksiin tukeutuminen eri mittauskerroilla ei eronnut koe- ja kontrolliryhmén
valilld (Alkumittaus: #(186)< 0, 001, p= 1,00, Toinen mittaus:#(186)=-0,17, p= 0,86
ja Viivistetty mittaus: #(186)= -0,47, p= 0,64). Toisella mittauskerralla koeryhmin
oppilaista 22 % ja kontrolliryhmén oppilaista 24 % piirsi kuvia ja viivéstetyssd mit-
tauksessa koeryhmén oppilaista endd 10 % ja kontrolliryhmén oppilaista endd 12 %
hyodynsi piirroksia. Piirtdiminen oli siis yhtd yleistd seki koe- ettd kontrolliryhmin
oppilaille.

Koska aineisto koostui 188 oppilaan kolmen mittauskerran vastauksista, oli mah-
dollista kdydd aineisto 1dpi paperi paperilta piirrosten havaitsemiseksi. Seuraavaksi
tutkittiin, saivatko piirroksia tehneet oppilaat parempia tuloksia kuin ne oppilaat, jot-
ka eivit piirtdneet vastauspaperiinsa. Aineisto luokiteltiin neljdéin ryhméédn sen mu-
kaan, kuuluiko oppilas koe- vai kontrolliryhméén ja piirsikoé oppilas (P) vaiko ei
piirtdnyt (EP) apupiirroksia vastauspaperiinsa. Ryhmien vililld havaittiin tilastolli-
sesti merkitsevid ja jopa tilastollisesti erittdin merkitsevid eroja useassa summamuut-
tujassa (Taulukko 13).

Taulukko 13. Mean Rank -arvot ja Kruskalin-Wallisin -testien tuloksia

KOEp KOEgp KTRp KTREp X2 (3) p

Summamuuttuja n=25 n=69 n=30 n= 64

Koko testi (B) 137 87,5 116 75,6 28,5 < 0,001
Koko testi (C) 123 91,0, 111 79,4 15,0 0,002
QsuurB 137 84,4 116 78,4 28,5 < 0,001
QsuurC 126 90,9 111 78,5 17,0 0,001
QprsdB 117 98,6 94,3 81,5 9,4 0,024
QprsdBsamaioabe 105 105 76,9 87,6 9,1 0,028
QprsdBeritode 112 88,2 113,6 85,6 19,8 < 0,001
Osoittajat1B11qbe 115 88,1 119 81,8 19,1 < 0,001
Osoittajat1Ci1qpe 118 88,4 115 82,2 16,1 0,001
JarjestysBisabe 136 88,5 97,9 83,4 25,1 < 0,001
JarjestysCisabe 131 92,6 101 79,2 21,3 < 0,001
NNB.eg12a13acB 115 95,2 108 79,3 11,7 0,008
NNByeg12413acC 114 99,1 103 77,6 12,1 0,007
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Piirtdmiselld ndytti siis olevan vaikutusta oppilaan suoritukseen, silla piirtdjaryh-
mien Mean Rank -arvot olivat korkeammat kuin ei-piirtdjien ryhmissa. Mielenkiin-
toista on my0s havaita se, ettd seki piirtdjien etti ei-piirtdneiden joukossa koeryhmén
oppilaiden keskiarvot ovat korkeammat kuin vastaavien kontrolliryhmén oppilaiden
keskiarvot.

Seuraavaksi verrattiin keskendin koe- ja kontrolliryhmien niitd oppilaita, jot-
ka eivit piirtdneet lainkaan vastauspaperiinsa. Osa oppilaista ei ehki turvautunut
piirtdmiseen sen vuoksi, ettd he pystyivét jo mielessddn hahmottamaan tarvittavat
murtoluvut. Ryhmét olivat ldhes yhtd suuret n(KOEg p)= 69 ja n(KTR g p)= 64, joten
ryhmid verrattiin keskendin -testilld. Ryhmien vililld havaittiin tilastollisesti mel-
kein merkitsevé ero toisella mittauskerralla proseduureihin liittyvissd summamuut-
tujassa OprsdB ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja vidhennyslaskujen sum-
mamuuttujassa OprsdBsgmai0abe ja vilvastetylld mittauskerralla murtoluvun suuruu-
teen liittyvissd summamuuttujissa Jérjestysisqpe ja NNBpeg12413ac- Kaikissa nédissd
summamuuttujissa koeryhmin oppilaiden keskiarvo oli kontrolliryhmin oppilaiden
keskiarvoa korkeampi (Taulukko 14).

Taulukko 14. Tunnusluvut ja t-testien tulokset keskeisimmille summamuuttujille

Ryhmd

KOEgp KTREpP t df )4 d
Summamuuttuja n=69 n=64 (2-suunt.)
QprsdB M (SD) 0,48 (0,25) 0,38 (0,29) 2,31 131 0,023 0.4
QprsdBsamaioase M (SD) 0,75 (0,37) 0,60 (0,44) 2,18 123 0,031 0,4
JarjestysCisabe M (SD) 0,23 (0,32) 0,14 (0,26) 1,72 128 0,088 0,3
NNBeg124a13acC M (SD) 0,56 (0,46) 0,38 (0,42) 2,35 131 0,020 0.4

On mielenkiintoista, ettd pari kuukautta intervention jilkeen koeryhmin oppilaat
pystyivit ilman piirroksia asettamaan murtoluvut suuruusjirjestykseen ja vertaile-
maan murtolukuja keskenddn paremmin kuin kontrolliryhmén oppilaat. Pystyivitko
oppilaat jo mielessdén luomaan mielikuvan annetuista murtoluvuista? Haastattele-
malla oppilaita heti testien jédlkeen olisi saatu informaatiota siitd, hahmottivatko op-
pilaat jo murtolukujen suuruuden mielessddn. Haastatteluja ei jirjestetty, silld asiaan
havahduttiin vasta aineiston késittelyvaiheessa, jolloin aikaa oli kulunut yli vuosi
mittausten keruusta.

Kun verrattiin piirtdvid oppilasryhmid n(KOEp)= 25 ja n(KTR p)= 30 toisiinsa,
loydettiin tilastollisesti melkein merkitsevd ero summamuuttujassa QprsdB sqmal0abe
(#(53)=2,03, p=0,048 (2-suuntainen), d=0,6) ja tilastollisesti merkitsevd ero summa-
muuttujissa JdarjestysBisqpe (1(53)=3,35, p=0,001 (2-suuntainen), d=0,9) ja
JarjestysCisape (8(53)=2,51, p=0,015 (2-suuntainen), d=0,7). Efektit olivat keskisuu-
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ria (0,6 < d < 0, 9). Koeryhmin oppilaiden keskiarvot summamuuttujissa JérjestysB1sqpc
(KOE: M=0,52, SD=0,40 ja KTR: M=0,21, SD=0,28) ja JérjestysCis4p. (KOE: M=0,49,
SD=0,37 ja KTR: M=0,27, SD=0,30) olivat kontrolliryhmén keskiarvoja korkeam-

mat. Oppilaat, jotka tukeutuivat piirroksiin saivat keskiméérin parempia tuloksia kuin
oppilaat, jotka eivit tehneet piirroksia paperiinsa. Vastauksia tarkasteltaessa ei ar-
vioitu ollenkaan piirroksen oikeellisuutta. Esimerkiksi viidesosien piirtdminen niin,

ettd ympyré olisi oikeasti jaettu viiteen yhtd suureen osaan, saattoi olla vield kol-
masluokkalaisille oppilaille hankalaa (kuva 18). Oppilaat piirsivit mallikuvia itseddn

12. Ympyroi se murtoluku, joka on suurempi. Ympyrdi molemmat luvut, jos luvut ovat yhtd suuria.
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13. Ympyréi se murtoluku, joka on suurempi. Ympyrdi molemmat luvut, jos luvut ovat yhta suuria.
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Kuva 18. Oppilaan tuottamia piirroksia tehtavissa 12 ja 13 (Oppilas 66, mittaus B).

varten tietden, mité tarkoittavat piirroksellaan, joten ei ollut mielekistéd arvioida ku-
vien oikeellisuutta. Esimerkiksi koeryhmén piirtdjien joukossa on yksi oppilas (ha-
vainto 57), jonka suoritustaso jdi muista huomattavasti vaatimattomammaksi. Vaikka
oppilas oli piirtdnyt vastauspaperiinsa, se ei ollut vaikuttanut oppilaan suoritukseen
positiivisesti. Erityisesti kontrolliryhmén ei-piirtdjit parjasivit heikommin kuin koe-
ryhmaén ei-piirtédjat. Johtuisiko koeryhmén ei-piirtdjien piirtimittomyys siité, ettid he
pystyivit jo luomaan vastaavan mielikuvan, eikd heiddn nédin ollen tarvinnut endi
tukeutua piirroksiin? Tdhén emme pysty vastaamaan ilman oppilashaastaatteluja.
Seuraavaksi tutkittiin, vaikuttiko piirroskertojen lukumiiréd oppilaan suoritusta-
soon. Kunkin oppilaan tietueeseen merKkittiin tieto siitd, oliko oppilas piirtinyt ky-
seiselld mittauskerralla. Jotta saataisiin selville, milld mittauskerroista oppilas piirsi
vastauspaperiinsa ja piirsikd hdn useammalla kerralla, muodostettiin uusi muuttuja:
PiirrosABC = piirrosA + 2 - piirrosB + 4 - piirrosC
Muuttujat piirrosA, piirrosB ja piirrosC saavat arvon 0 tai 1, sen mukaan, onko op-
pilas piirtinyt vastauspaperiinsa edes kerran kyseisessd mittauksessa. Jos oppilas
piirtdisi kaikilla mittauskerroilla, saisi muuttuja arvokseen PiirrosABC = 1 + 2 -
1+4-1="7. Kukaan ei piirtdnyt kaikilla kolmella mittauskerralla (Taulukko 15).
Aineisto luokiteltiin piirtimiskertojen lukuméérian mukaan: oppilas ei piirra ol-
lenkaan (piirros0), piirtdd yhdelld mittauskerralla (piirrosl) tai piirtdd kahdella mit-
tauskerralla (piirros2). Vain kaksi oppilasta piirsi alkumittauksessa, 33 oppilasta toi-
sessa mittauksessa, 10 oppilasta viivéstetyssd mittauksessa ja 10 oppilasta toisessa ja
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Taulukko 15. Piirtajien lukumaarat ja testipisteiden tunnusluvut mittauksissa A—C.

PiirrosABC Alkumittaus (A)  Toinen mittaus (B)  Viiviistetty mittaus (C)
0 M 10,0 19,1 19,1
(N =133) SD 3,6 6,3 6,5
1 M 11,3 25,5 27,5
(N=2) SD 0.4 4.9 9,2
2 M 10,0 23,3 21,0
(N =33) SD 33 5,7 6,5
4 M 11,3 23,8 23,5
(N=10) SD 35 8,4 5,7
6 M 11,8 27,6 26,8
(N=10) SD 33 4,6 3,6
Total M 10,2 20,7 20,2
SD 35 6,6 6,6

viivistetyssd mittauksessa. Seuraavaksi laskettiin piirrosluokkien keskiarvot ja piir-
rettiin kuvaajat kolmelta mittauskerralta (kuva 19).

30

25

15 | ] |
10 II .
0

alkumittaus toinen mittaus viivastetty mittaus

w

M piirrosQ M piirros1 M piirros2

Kuva 19. Piirtdmiskertojen lukumaara ja kokonaispisteiden keskiarvot eri mittauskerroilla.

Kuvaajista nihtiin, ettd kahdella mittauskerralla piirtineiden oppilaiden testipis-
teiden keskiarvo jokaisessa testissd on parempi kuin kerran tai ei kertaakaan piirtdnei-
den oppilaiden testipisteiden keskiarvo. Koska ryhmien koot poikkesivat paljon toi-
sistaan, ng = 133, ny =45 jany = 10, verrattiin ryhmien keskiarvoja parametrittomalla
Mannin-Whitneyn U-testilld. Vertailussa 10ydettiin tilastollisesti erittdin merkitsevid
ja tilastollisesti merkitsevid eroja ryhmien keskiarvojen viélilld (Taulukko 16).

Kaikkein heikommille pisteille jdivit ne oppilaat, jotka eivét piirtidneet kertaa-
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Taulukko 16. Ryhmien vélinen vertailu pareittain Mannin-Whitneyn U-testilla

Toinen mittaus Viivéstetty mit-
taus
v P U p
piirros0 & piirrosl 1791 < 0,001 2223 0,010
piirros0 & piirros2 175 < 0,001 225 < 0,001
piirrosl & piirros2 123 0,026 123 0,025

kaan. Johtuuko tdmai ero pisteiden keskiarvoissa siité, ettd taitavat oppilaat osaavat
hyodyntdd piirtdmistd ja varmistelevat ratkaisunsa piirroksin vai saavatko piirtdjit
parempia pisteitd, koska piirrokset auttavat heitd oikeaan ratkaisuun? Taytyy myos
muistaa, ettd oppilaat, jotka pystyvit luomaan mielikuvan murtoluvuista, eivit ehkd
tukeudu enéa piirtdmiseen. Ei-piirtdneiden joukossa saattoi siis olla taitaviakin oppi-
laita. Haastattelemalla oppilaita heti testin jdlkeen olisi saatu lisdinformaatiota oppi-
laan kdyttimésti strategiasta.

Seuraavaksi tutkittiin, oliko havainnollistava piirtdminen yhtd yleistd molemmil-
la taitotasoilla. Piirtdjistd 20 prosenttia kuului taitotasoryhméidn R_ ja 80 prosent-
tia R, . Piirtdmista ei testeissi erikseen vaadittu, siitd huolimatta noin 23 prosenttia
oppilaista piirsi ainakin yhden kuvan toisella mittauskerralla. Tehtdvin 10 kohdal-
la oli oppilaille annettu vihje Voit kayttdd piirtdmistd apuna. Tama johtui siitd, etti
tehtivien joukossa oli myds erinimisten murtolukujen yhteenlaskua, joka on tunneil-
la opiskellun asian ulkopuolelta, mutta piirtiméllad tehtdvé oli tiysin oppilaiden rat-
kaistavissa. Piirtiminen oli yhtd todennidkoéistd toisella mittauskerralla riippumatta
oppilaan taitotasosta (x2(1)= 0,005, p= 0,95). Viivistetyssi mittauksessa taitotason
R_ oppilaista noin 5 prosenttia hyddynsi piirtdmistd, kun taas taitotason R oppi-
laista noin 12 prosenttia kdytti piirroksia apunaan, mutta tilastollisesti merkitsevid
eroa ei havaittu taitotasojen R_ ja R vililld (x?(1)= 2,10, p = 0,15).

Miten interventiossa kdytetty runsas visualisointi siis nidkyi koeryhmén oppi-
laiden vastauksissa? Havainnollistava piirtdiminen oli yhti tyypillistd koe- ja kont-
rolliryhmissd, myoskddn oppilaan taitotasolla ei nédyttinyt olevan vaikutusta, vaan
piirtdminen oli yhti tyypillisti taitotasosta riippumatta. Sen sijaan ne oppilaat, jotka
piirsivit, saivat keskimiirin parempia tuloksia kuin oppilaat, jotka eivit piirtdneet ol-
lenkaan. Kun verrattiin koeryhmén ja kontrolliryhmén piirtdvid oppilaita keskenién,
l6ydettiin tilastollisesti merkitsevd ero summamuuttujassa, jossa oppilaan tuli jirjestad
annetut murtoluvut suuruusjirjestykseen. Tehtdvissi toi haastetta se, ettd osa murto-
luvuista oli yli yhden. Interventiossa kdytetty runsas havainnollistaminen on saatta-
nut tukea koeryhmin oppilaita niin, ettd he hahmottivat kontrolliryhmin oppilaita
paremmin murtolukujen suuruuden. Tama voisi selittdd osaksi myos sen, miksi koe-
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ryhmédn KOEgp oppilaat parjasivit paremmin kuin kontrolliryhmian KTRgp oppi-
laat.

10.4 Vastaus tutkimuksen paakysymykseen: Miten mur-
tolukujen suuruuden havainnollistaminen ja pai-
nottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan osaa-
miseen?

Vaikka interventio kesti vain viisi oppituntia, koeryhmén oppilaat saivat joko yhta
hyvii tai keskiméérin parempia tuloksia toisella ja viivéstetylld mittauskerralla kuin
kontrolliryhmén oppilaat. Interventio ei siis vaikuttanut koeryhmén oppilaisiin aina-
kaan tuloksia heikentédvisti. Koe- ja kontrolliryhmi erosivat toisistaan viivéstetylld
mittauskerralla tilastollisesti melkein merkitsevisti summamuuttujassa, jossa tuli estaa
luonnollisten Iukujen ominaisuuksiin tukeutuminen murtolukujen suuruusvertailun
yhteydessid. Koeryhmén oppilaat saattoivat siis hahmottaa murtoluvun suuruuden pa-
remmin kuin kontrolliryhmén oppilaat. Koeryhmin oppilaat olivat ehké vilttidneet
tyypillisen virhekédsityksen luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaamisesta, jo-
ka kontrolliryhmén oppilaille oli saattanut jo muodostua. Siksi ryhmét ehké erosivat
toisistaan erityisesti summamuuttujassa NNBj,cg12413ac, jossa luonnollisten lukujen
ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi viérdin ratkaisuvaihtoehtoon. Koe- ja kontrolli-
ryhmd erosivat toisistaan sekd toisella ettd viivéstetylld mittauskerralla tilastollisesti
merkitsevisti summamuuttujassa, jossa tuli ymmartas, ettd murtoluvun suuruus voi
olla suurempi kuin yksi. Koeryhmiin oppilaat pystyivit siis kontrolliryhmén oppilai-
ta paremmin valttdmiin osa kokonaisuus -tulkinnan myo6té syntyvén tyypillisen vir-
hekisityksen, ettd murtoluku rajoittuisi yhteen kokonaiseen. Koe- ja kontrolliryhmén
vililld havaittiin toisella mittauskerralla tilastollisesti merkitsevd ero myos samanni-
misten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskutehtdvissd. Tami oli mielenkiintoi-
nen tulos, koska interventio keskittyi murtolukujen suuruuden ymmartimiseen, eiki
laskuproseduureja opeteltu kuin yhden oppitunnin verran. Tulos on yhdenmukainen
Fuchsin ym. (2017) tutkimuksen tuloksen kanssa, jossa koeryhma pirjési kontrolli-
ryhmii paremmin proseduurien kanssa, vaikka tutkimuksen interventiossa oli pai-
notettu murtoluvun suuruuden ymmartimisté eikd proseduurien harjoittelua.

Kun tarkasteltiin oppilaita taitotasoittain heti intervention jédlkeen, havaittiin, etti
taitotason R oppilaisiin interventiolla ei niyttdnyt olevan vaikutusta. Sen sijaan
taitotason [2_ oppilaiden vililld oli tilastollisesti merkitsevéd ero koe- ja kontrolli-
ryhmin oppilaiden keskiarvojen vililld samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihen-
nyslaskutehtivissd. Koeryhmin taitotason R_ oppilaat suoriutuivat toisessa mittauk-
sessa laskuproseduuritehtidvissi yhtd hyvin kuin kontrolliryhmén taitotason R oppi-
laat. Lisdksi koeryhmén taitotason R_ oppilaiden suoritus jopa parani viivéstetyssa
mittauksessa murtolukujen suuruusjérjestyssummamuuttujassa, kun taas kontrolli-
ryhmin taitotason R oppilailla vastaava suoritus heikkeni. Koeryhméin kummal-
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lakaan taitotasolla ei tapahtunut taantumista toisen ja viivdstetyn mittauksen valilld
murtolukujen suuruuteen liittyvidssd summamuuttujassa (Kuva 17), joten interven-
tiossa saavutettu osaamisen taso oli melko pysyvi. Laskuproseduurien hallinnan koh-
dalla tapahtui taantumista kaikissa muissa ryhmissé paitsi kontrolliryhmin taitota-
son R_ kohdalla, jolla osaaminen oli toisessa mittauksessa melko vaatimatonta (Ku-
va 16). Koeryhmiin taitotason R_ oppilaat hallitsivat kontrolliryhmin taitotason R_
oppilaita paremmin samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskun ja mur-
tolukujen suurusvertailun. Intervention efekti oli suuri. Tulos on mielenkiintoinen ja
rohkaiseva. Kun tarkasteltiin vield tarkemmin koeryhmaén taitotason Z_ oppilaiden
suoriutumista kontrolliryhmén taitotason R oppilaisiin verrattuna, havaittiin, etti
erot ryhmien keskiarvojen vélilld kaventuivat murtolukujen suuruuteen liittyvissd
summamuuttujissa. Intervention painottuminen murtoluvun suuruuden ymméartami-
seen ndyttdd tukeneen sekd murtolukujen suuruuden ettd proseduurien oppimista.
Téssd suhteessa interventio toimi toivotulla tavalla, ja matematiikassa heikommin
suoriutuvat taitotason [Z_ oppilaat tuntuivat hydtyvin murtoluvun suuruuteen kes-
kittymisestd ja runsaiden representaatioiden kéytosti.

Vaikka interventiossa kéytettiin paljon murtolukujen visualisointeja ja oppilaat
saivat esimerkiksi varittdd murtolukupohjaa, niin piirtimisinnokkuudessa ei havait-
tu eroa koe- ja kontrolliryhmén vililld. Osa oppilaista pystyi lilkkkumaan sujuvasti
eri representaatioiden, kuvallisen ja symbolisen, vililld. Oppilaat, jotka hyodynsivit
piirtimisté ja piirsivit ainakin yhdelld mittauskerralla, suoriutuivat paremmin kuin
oppilaat, jotka eivit hyddyntédneet piirtdmisti ollenkaan. Taitotasojen vililld ei my06s-
kidn havaittu tilastollisesti merkitsevid eroja, silli my0s taitotason R_ oppilaat hyo-
dynsivit piirrosten tekemistd. Téssd haluan kuitenkin muistuttaa lukijaa, ettd piir-
roksien oikeellisuutta ei arvioitu mitenkiin. Osa oppilaista saattoi myos jo kuvitella
murtoluvut mielesséén ja siksi he eivét ehki piirtdneet vastauspaperiinsa. Haastatte-
lemalla oppilaat testien jilken olisi saatu parempi kisitys oppilaiden ratkaisustrate-
gioista.
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Murtolukujen oppimisessa havaituista samoista virhekisityksistd on raportoitu vuo-
sikymmenesti toiseen. Kdytossd olevat murtolukujen opetusmenetelmit eivit ole
tuottaneet toivottua tulosta. Oppilaiden osaaminen heikkenee, kun aikaa kuluu an-
netusta opetuksesta, mutta jos opittu asia on ulkoaoppimisen sijaan ymmairretty, on
se myohemmin helpommin palautettavissa mieleen uudessakin tilanteessa.
Matemaattisen oppimisen tulisi olla kestdvaid. Opitut késitteet ovat oppijan kisit-
teellistd padomaa, jota hin voi hyddyntidd myohemmisséd opinnoissaan. Nyt raportoi-
dussa interventiossa oli tavoitteena saada aikaan kestivid oppimista eiké pelkkéd ul-
koa oppimista. Interventio kohdennettiin 3. luokan oppilaisiin, jotta oppilaiden mah-
dolliset tyypillisimmit virhekisitykset murtoluvuista eivit olisi aiemmissa oppimis-
prosesseissa ehtineet muodostua. Matematiikan oppikirjojen tarkastelun perusteella
murtolukujen formaali opetus aloitetaan usein vasta kolmannella luokalla.

Tavoitteena oli laatia lyhytkestoinen interventio, joka keskittyy murtolukukésitteen
oppimisen kannalta oleelliseen kohtaan, ja tutkia, onko néin lyhyelld interventiol-
la vaikutusta oppilaiden osaamiseen. Koska aiemmissa tutkimuksissa (Fuchs ym.,
2017; Jordan ym., 2013) murtoluvun suuruuden ymmértdminen nostetaan oleellisek-
si vaiheeksi rationaalilukukésitteen kehittymisessd, interventiossa kéytettiin neljd op-
pituntia murtoluvun suuruuden hahmottamiseen ja suuruusvertailuun. Néiden lisédksi
kaytettiin yksi oppitunti laskuproseduurien oppimiseen. Interventiotunteja suunnitel-
taessa luotettiin sithen, etti oppilaat oivaltavat proseduurit ja ne opitaan nopeammin,
kun késitys murtoluvun suuruudesta on mahdollisimman vahva.

Intervention tavoitteena oli tukea ja laajentaa oppilaiden kisitystd murtoluvun
suuruudesta ja siten vilttdd tyypillisten virhekésitysten muodostuminen. Interven-
tiossa pddstiin hyodyntiméédn tyomuistin visuaalis-spatiaalista osaa ja aivan varhai-
sinta matematiikan osaamista, konkreettista toimimista eli Pirien & Kierenin mallin
Doing-tasoa (Pirie & Kieren, 1989). Murtolukuja mallinnettiin Murtokakkupaloin
murtolukujen suuruusvertailun yhteydessé ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja
viahennyslaskussa. Interventiossa hyddynnettiin konkreettisia havainnollistamisvili-
neitd, erilaisia representaatioita, kuten lukusuoraa ja ympyridmalleja sekd yhdessi
oppimista pelien ja vélineiden avulla. Oppilaiden yhdessi toimiminen loi mahdolli-
suuksia matematiikkapuheelle ja siten saattoi vahvistaa murtolukukésitteiden ymmir-
tdmistd. Yhdessd toimimisen vaikutusta murtolukujen oppimiseen ei pystytty tidssd
kuitenkaan tutkimaan tarkemmin. Oppilaat pdésivit konkreettisten vélineiden avulla
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vertailemaan keskenéén pinta-aloina esitettyjd murtolukuja, miké oli heille symboli-
muodossa esitettyjen lukujen vertailua helpompaa. Esimerkiksi laskuproseduureissa
Murtokakkupaloina esitettyjd murtolukuja oli helppo laskea yhteen ja vidhentii toi-
sistaan. Murtolukupohja tuki Pirien & Kierenin mallin Image Making -tasoa (Pirie
& Kieren, 1989) vapauttamalla oppilaat piirtdmisen vaivalta. Heidén tuli vain tunnis-
taa oikean kokoiset sektorit ja vérittdd niitd tarvittava maird. Osalla oppilaista saattoi
jopa muodostua kisitteistd omia mielikuvia, joten matemaattisen ymmaérryksen ke-
hittymisen vaiheissa liikuttiin Pirie—Kieren -mallin kolmella sisimmailla tasolla.

11.1 Tulosten tarkastelua

Tutkimuksen piitavoitteena oli tutkia riittddko viiden oppitunnin mittainen interven-
tio saamaan aikaiseksi eroja koe- ja kontrolliryhmén vililld. Tutkimuksessa pyrit-
tiin vastaamaan padkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden havainnollistami-
nen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaiden osaamiseen? Pidkysymysti
lahestyttiin alakysymysten 1-3 avulla. Esittelen seuraavaksi kunkin alakysymyksen
tarkeimmiit tulokset ja vastaan lopuksi padkysymykseen.

11.1.1  Miten koe- ja kontrolliryhman tulokset erosivat toisella ja
viivastetylla mittauskerralla?

Aluksi tarkasteltiin, erosivatko oppilaiden suoritukset toisessa tai viivéstetyssd mit-
tauksessa tilastollisesti merkitsevésti koe- ja kontrolliryhmén vililld. Koeryhmén tes-
tin yhteispisteiden keskiarvo oli kontrolliryhmén vastaavaa arvoa parempi heti inter-
vention jilkeen toisella mittauskerralla. Ryhmien keskiarvojen vélinen ero oli tilas-
tollisesti melkein merkitsevi. Viivistetyssd mittauksessa testin keskiarvot eivit eron-
neet tilastollisesti toisistaan.

Mittarin yksittdisistd tehtdvisti muodostettiin teemoittain ja tehtivityypeittdin
summamuuttujia. Tarkemmalla tarkastelulla l6ydettiin tilastollisesti merkitsevi ero
koe- ja kontrolliryhmén vililla heti intervention jilkeen laskuproseduureja mittaavas-
sa summamuuttujassa Qprsd. Tulos on samansuuntainen ja jopa parempi kuin Cra-
merin ym. (2002) interventiossa, jossa koe- ja kontrolliryhmén vilill4 ei havaittu eroa
proseduurien hallinnassa, vaikka kontrolliryhmaé oli harjoitellut enemmén laskupro-
seduureja ja koeryhmai oli keskittynyt murtoluvun suuruuskisitteeseen. Tehtdvikohtai-
sessa tarkastelussa sekd toisessa ettd viivdstetyssd mittauksessa havaittiin tilastolli-
sesti merkitsevi tai tilastollisesti melkein merkitsevd ero murtolukujen suuruusver-
tailutehtdvissd, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi op-
pilasta védidrddn vaihtoehtoon. Viivistetyssd mittauksessa koeryhmén oppilaat pys-
tyivit siis estamidn kontrolliryhmén oppilaita paremmin luonnollisten lukujen suu-
ruusjérjestykseen tukeutumisen védrdssd yhteydessd. Tdmi on juuri se vaikutus, jota
toivottiin interventiolla saavutettavan. Toisaalta alkumittausvastausten perusteella oli
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paitelty, ettd oppilaille ei ollut vield muodostunut tyypillistd virhekésitystd, jossa he
hyodyntdisivit luonnollisten lukujen ominaisuuksia. Olisiko siis niin, ettd interventio
onnistuikin estdmiin virhekisityksen muodostumisen ja siksi viivistetyssd mittauk-
sessa koeryhmin oppilaiden keskiarvo summamuuttujissa (NNBy,cq12413ac) ja Suut-
ruusisp oli korkeampi kuin kontrolliyhmén oppilaiden keskiarvo? Koska oppilaita
ei haastateltu mittausten jilkeen, emme saa varmuutta siitd, mitd strategiaa oppilaat
kayttivit tehtdvid ratkaistessaan.

11.1.2 Miten interventio nakyi eri taitotasolla olleiden oppilaiden
suorituksessa verrattaessa koeryhman oppilaita kontrol-
liryhnman oppilaisiin?

Koska intervention yhteni tavoitteena oli tukea matematiikassa heikommin menes-
tyneitd oppilaita, seuraavaksi tarkasteltiin tarkemmin vaikuttiko interventio eri ta-
valla eri taitotasoa edustaviin oppilaisiin. Koeryhmin taitotason 24 oppilaisiin in-
terventiolla ei niyttinyt olevan vaikutusta verrattaessa ryhmén suorituksia kontrol-
liryhmén vastaavan taitotason suorituksiin. Taitotason _ oppilaisiin interventiolla
oli vaikutusta. Taitotason R_ oppilaiden vililld oli tilastollisesti melkein merkitsevi
ero laskuproseduuritehtivien summamuuttujan Qprsd keskiarvossa ja suuruusver-
tailutehtdvén, Jarjestysisqpe, Keskiarvossa. Koe- ja kontrolliryhmin taitotason R_
oppilaiden keskiarvojen vililld havaittiin toisella mittauskerralla tilastollisesti mer-
kitsevé ero samannimisten murtolukujen laskuproseduuritehtivissd Oprsdsamaloabe-
Mielenkiintoinen havainto oli se, etti koeryhmén taitotason R_ oppilaiden sum-
mamuuttujan Oprsd keskiarvo ei juurikaan eronnut kontrolliryhmin taitotason R
keskiarvosta toisella mittauskerralla. Tdmé& tulos on yhdenmukainen Butlerin ym.
(2003) ja Fuchsin ym. (2016) saamien tulosten kanssa. Kun verrattiin kesken&én koe-
ryhmin taitotason Z_ oppilaiden ja kontrolliryhmin taitotason R oppilaiden suo-
riutumista, huomattiin, ettd oppilaiden suoritukset heikkenivit toisen ja viivistetyn
mittauksen vililla summamuuttujassa Oprsd. Ero mittaustulosten vililld oli tilastol-
lisesti merkitsevé taitotason R oppilailla ja melkein merkitsevéd koeryhmin taito-
tason R_ oppilailla. Koeryhmén R_-taitotason oppilaat taantuivat siis vihemmén
kuin kontrolliryhmén R -taitotason oppilaat. Murtoluvun suuruuden painottaminen
niytti siis tukevan proseduurien hallintaa taitotasoltaan heikommilla oppilailla my&s
viivéstetyssid mittauksessa.

11.1.3 Miten interventiossa hyddynnetty runsas visualisointi nakyi
koeryhman oppilaiden vastauksissa?

Sekd koe- ettd kontrolliryhmissa oli piirtivid oppilaita eiki tilastollisesti merkitsevid
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sella mittauskerralla koe- ja kontrolliryhmin vélilld ei-piirtdjien kesken. Ero havait-
tiin laskuproseduureihin liittyvassd summamuuttujassa, jossa koeryhmén oppilaiden
tulos oli kontrolliryhmén oppilaiden tulosta parempi. Voisiko olla niin, ettd osa koe-
ryhmin oppilaista oli jo Pirien ja Kierenin -mallin mukaisella Image Having -tasolla
ja kuvat piirtyivitkin heiddn mieleensi eivitkd paperille? Jos kontrolliryhmén ope-
tuksessa ei ollut hyddynnetty visualisointeja, vaan oli keskitytty proseduurien me-
kaaniseen opetteluun, voisiko timéi eroava kiytdnne selittdd osaamisen eron koe- ja
kontrolliryhmén ei-piirtdjien vililli? Koska kontrolliryhmén opetusta ei taltioitu mi-
tenkéén, tdhin ei ole tdssd mahdollista vastata.

Ne oppilaat, jotka piirsivit usealla mittauskerralla, saivat parempia tuloksia tes-
teissd. Oppilaan piirtimien kuvien hyddyntdminen tehtidvin ratkaisussa oli myds yh-
teydessd oppilaan saamaan korkeaan pistemédriin kyseisessd tehtivissi. Piirtdjid oli
suurin piirtein yhté paljon koe- ja kontrolliryhmissi. Interventiossa kéytetylld koros-
tetulla visualisoinnilla saattoi olla myonteinen vaikutus oppilaiden piirtimiseen ja
siten murtolukujen oppimiseen. Tiedossa ei ole, onko luokkien kontrollipuolikkai-
den opetuksessa hyddynnetty my0s visualisointia, miki voisi selittdd osin kontrolli-
ryhmassi olleiden oppilaiden tuottamia piirroksia.

11.1.4 Paakysymys: Miten murtolukujen suuruuden havainnol-
listaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppi-
laiden osaamiseen?

Matematiikan oppikirjasarjoista johtuen interventio rajattiin viiden matematiikan op-
pitunnin mittaiseksi, mikd on erittdin lyhyt verrattuna tidssé tyossd aikaisemmin ra-
portoituihin interventioihin. Tulokset osoittavat, etti viiden oppitunnin mittainen in-
terventio ei ainakaan heikentéinyt koeryhmin osaamista kontrolliryhméén verrattuna.
Useimmissa mittarin tehtdvisti muodostetuissa summamuuttujissa ei havaittu ryh-
mien keskiarvojen vililld edes tilastollisesti melkein merkitsevid eroja. Niissd sum-
mamuuttujissa, joissa eroja havaittiin, koeryhmin keskiarvo oli kontrolliryhmin kes-
kiarvoa parempi.

Murtolukujen suuruuden painottaminen ja runsas visualisointi nayttdisivit vai-
kuttavan myonteisesti koeryhmin taitotason R_ oppilaiden osaamiseen jopa viiviste-
tysséd mittauksessa. Koeryhméin oppilaat pystyivit kontrolliryhmin oppilaita parem-
min vilttiméén tyypillisen virheen tukeutua luonnollisten lukujen ominaisuuksiin
murtolukujen suuruusvertailutehtdvisséd silloin, kun tukeutuminen ohjaisi védridin
vaihtoehtoon. Mielenkiintoista oli se, ettei koeryhmin oppilaiden osaaminen rajoit-
tunut pelkdstddn murtoluvun suuruusvertailutehtdviin vaan osaaminen ndkyi myos
murtolukujen laskuproseduuritehtivissd kontrolliryhmén vastaavaa taitotasoa parem-
pina tuloksina. Edellisten tulosten perusteella interventio voidaan tulkita onnistu-
neeksi. Koeryhmén R_-taitotason oppilaat nayttivéit hydtyvin viiden oppitunnin mit-
taisesta interventiosta.

127



Anu Tuominen

11.2 Menetelman arviointi

Tutkimusaineisto kerittiin Turun kaupunkiseudun oppilaiden kyné—paperi-testien vas-
tauksina. Lisdd informaatiota oppilaiden ajattelusta ja eri ratkaisustrategioista olisi
saatu haastattelemalla heitd heti testien jdlkeen. Tdma olisi vaatinut merkittavasti
enemman resursseja aineiston kerddmiseen. Toisaalta kolmasluokkalaisten abstrakti
ajattelu on kuitenkin vasta kehittyméssd. He saattaisivat olla vield kykenemattomid
kuvaamaan omaa ajatteluaan, joten haastattelemalla saatava informaatio olisi saatta-
nut jiada vihaiseksi.

Tutkimusavustajat toteuttivat interventio-oppitunnit ennalta suunniteltujen tun-
tisuunnitelmien pohjalta. Tutkimusavustajien oppitunteja ei kuitenkaan taltioitu mi-
tenkéin, kuten ei myoskédidn luokanopettajien pitdmii tunteja. Oppituntien taltioinnil-
la olisi saatu enemmin informaatiota niiden sisélldistd ja olisi voitu paremmin havai-
ta didaktisia eroja oppituntien rakenteissa. Taltiointiluvan hakeminen opetustoimelta,
koululta, vanhemmilta ja oppilailta olisi kuitenkin saattanut vidhentdid interventioon
osallistuvien oppilaiden méaris.

Interventiossa hyodynnettiin erilaisia visualisointeja ja pari- tai pienryhmitydsken-
telyd. Visualisointi tuki murtolukujen suuruuden hahmottamista. Suuruusvertailu lu-
kujen viililld oli helpompaa havaintojen pohjalta kuin pelkéstdin symbolimuodossa
esitettyjen murtolukujen suuruusvertailu. Yhdessi tydskenteleminen loi myds op-
pitunneilla tilaisuuksia matematiikkapuheelle. Murtoluvuista puhuminen vertaisten
kesken osaltaan vahvisti muun muassa kisitteiden osoittaja ja nimittdjd ymmartadmista.
Interventiossa ei rajoituttu pelkdstddn lukuvilille O—1, vaan mukana oli tietoisesti
my0s lukua yksi suurempia murtolukuja. Talld pyrittiin vilttdmé&én tyypillinen vir-
hekdsitys, jonka mukaan murtoluku on lukuvililld 0-1.

Oppilaat olivat kolmasluokkalaisia ja alkumittauksen perusteella vain muutamat
heistd osasivat vertailla tisséd vaiheesssa murtolukujen suuruuksia. Tutkimuksen ku-
luessa juuri ndma oppilaat jdivét aineiston ulkopuolelle, silld he puuttuivat jommal-
takummalta jalkimmaéiseltd mittauskerralta. Suurin osa oppilaista jétti murtolukui-
hin liittyvid alkumittaustehtdvid tekemittd, joten he eivit ratkaisseet tehtivid edes
luonnollisten lukujen ominaisuuksia hyodyntden. Téstd pédtellen oppilailla ei ol-
lut vield keinoja lahestyid murtolukujen suuruusvertailutehtédvii, joten tyypilliset vir-
hekésitykset eivit olleet vield muodostuneet. Intervention ajoitus osui siis tutkimuk-
sen kannalta relevanttiin vaiheeseen.

11.3 Yhteiskunnallinen merkitsevyys

Murtolukujen oppinen on ollut vuosikymmenesté toiseen toistuvasti se matematii-
kan osa-alue, jonka oppilaat ovat matematiikassa kokeneet vaikeaksi. Murtoluku-
jen hallitsemattomuus saattaa olla yhtenid syyna sille, ettd moni ei saavuta perus-
koulun luokkatasoaan vastaavia matemaattisia taitoja. Matemaattisten taitojen puute
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voi olla jopa osasyyni toisen asteen opintojen keskeyttdmiselle (Hakkarainen, 2016,
v—vi). Murtolukujen ymmaéirtdminen luo pohjan prosenttilaskennalle ja algebralle
(DeWolf ym., 2015), joten murtolukujen hallinnan merkitystéd ei pidéd aliarvioida.
Matematiikan osaaminen 3. luokalla heijastuu tutkimuksen mukaan 6. luokalla op-
pilaan matematiik-ka-asenteisiin, mikd taas heijastuu matematiikan osaamiseen 9.
luokalla (Hannula & Holm, 2018). Jokainen toisen asteen opintonsa keskeyttinyt ja
mahdollisesti sen vuoksi syrjaytynyt opiskelija merkitsee yhteiskunnallemme me-
noeréi erilaisten tukien muodossa ja toisaalta saamatta jadvina verotuloina.

Murtolukujen opettamiseen panostaminen auttaa laajemminkin matematiikan op-
pimisessa ja tukee oppilasta toisen asteen jatko-opinnoissa. Keskittymilld opetuk-
sessa murtolukujen oppimisen kannalta kriittisiin kohtiin ja tiedostamalla mahdol-
liset virhekésitykset voidaan saada aikaiseksi pysyvampdd ymmirrykseen pohjaa-
vaa oppimista ja sitd kautta matematiikan osaamisen tason nousua. Matematiikan
merkitys on korostunut entisestddn yliopistojen ja korkeakoulujen uusien valinta-
koekidytintojen johdosta. Yhd tirkedmpédd on siis suunnata opetusresursseja juuri
sinne, missd matematiikan oppimisen pohja luodaan eli alakoulun matematiikan ope-
tukseen.

Murtolukujen oppimista koskevia tutkimuksia on tehty suuri miérd, mutta pohtia
sopii, siirtyyko niissa tuotettu tieto kdytdantoon kouluopetukseen. Tdnd pdivind useat
kotimaisetkin viitdstutkimukset koostuvat englanninkielisistd artikkeleista, jotka jul-
kaistaan arvostetuissa kansainvélisissi julkaisuissa. Téllaiset julkaisut vaativat usein
lukijaltaan sivustoille kirjautumisen, maksetun lisenssimaksun ja riittavin englannin
kielen taidon. Haaste tutustua matematiikan opetuksen viimeisimpiin tutkimuksiin
nousee tavalliselle luokanopettajalle jo kohtuuttoman suureksi. Tutkijat ovatkin pai-
neen alla: julkaistako kansainvilisissd julkaisuissa englanniksi, mitd akateemisessa
maailmassa erityisesti arvostetaan, vai julkaistako ammattilehdissi suomeksi, jolloin
uusin tutkimustieto olisi my0s kentidn opettajien saavutettavissa. Tdmai viitdskirja on
tarkoituksella monografia ja se on kirjoitettu suomeksi, silld aihe liittyy ldheisesti
suomalaisen peruskoulun arkeen. Tavoitteena on, ettd tutkimus on suomalaisten luo-
kanopettajien luettavissa, siksi tyo julkaistaan my0s sdahkoisesti.

11.4 Jatkotutkimusaiheita

Téssd tutkimuksessa esitetty viiden oppitunnin mittainen interventio oli varsin ly-
hyt verrattuna edelld esitettyihin interventioihin kuten Mossin & Casen (1999) 20
oppitunnin interventio, joka ajoittui viiden kuukauden ajalle ja Cramerin, Postin &
delMasin (2002) interventio, joka kesti 30 pdivii. Siitd huolimatta koe- ja kontrol-
liryhmin vililld I6ydettiin eroja. Uskon, ettd pysyvdmpi vaikutus saataisiin toteutta-
malla interventio useampana peridkkiisend vuotena. Interventiossa hyddynnettdisiin
konkreettisia vilineitd, erilaisia visualisointeja ja oppimispelejd. Olisi mielenkiin-
toista ndhdd, miten téllaisen pitkittdistutkimuksen oppilaat menestyisivit esimerkik-
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si 6. luokalla pidettdvissid valtakunnallisessa kokeessa.

Koska interventio toteutettiin suomenkielelld, olisi ollut mielenkiintoista tutkia,
miten S2-oppilaat, eli oppilaat, joiden didinkieli ei ole suomi, menestyivit toteutetus-
sa interventiossa. Téssd tutkimuksessa oppilaiden taustatietoihin ei ollut kuitenkaan
merkitty, oliko oppilaan didinkieli suomi vai jokin muu kieli ja jédlkikdteen asiaa oli
endd hankala selvittdd. Voisiko konkreettisten opetusvilineiden ja havainnollistavien
kuvien kéyttd helpottaa ja siten mahdollistaa matematiikan késitteiden omaksumista
my0s S2-oppilailla? Asia kannattaa ottaa huomioon tulevien tutkimusten taustakyse-
lyissd ja tutkia, hyotyvitko erityisesti S2-oppilaat konkreettisten opetusvélineiden ja
erilaisten representaatioiden kéytosti.

Erityisen kiinnostavaa olisi tutkia lukusuoran ja kokonaisina kuvattujen luonnol-
listen lukujen yhtéaikaista kdytt6d murtolukujen ja sekalukujen suuruuden arvioin-
nissa ja sijoittamisessa lukusuoralle. Aikaisemmissa tutkimuksissa on kéytetty eri-
laisia murtolukujen representaatioita, mutta ndiden kahden (lukusuoran ja luonnol-
listen lukujen kuvaamista kokonaisina) yhtédaikaista hyddyntdmistéd ei oletettavasti
ole vield toteutettu. Téllainen ldhestymistapa saattaisi tukea oppilaita, joille symbo-
lisen esityksen merkitys ei ole vield vakiintunut, vaan he mielummin nojaavat omiin
havaintoihinsa.

Opettajien tydskentelyn ja oppilaiden toiminnan havainnointi oppituntien aika-
na sekd oppilashaastattelut mittausten jilkeen olisivat tuoneet lisdinformaatiota nii-
hin havaintoihin, joita tdssd pelkéstiiin kvantitatiivisella tutkimuksella tehtiin. Tehty-
jen havaintojen varmentaminen kvalitatiivisella aineistolla tarjoaa jatkotutkimuksille
hyvin kohteen.

11.5 Lopuksi

Tutkimuksessa haluttiin toteuttaa hoyhenen kevyt ja neulan tarkka interventio. Hoy-
henen kevyelld tarkoitetaan siti etti interventio on lyhytkestoinen ja véhiisid resurs-
seja vaativa. Interventiota varten laadittujen tuntisuunnitelmien tuli siis olla kiytettivia,
jotta luokanopettajien olisi mahdollista hy6dyntéd niitd niissd puitteissa, joihin timén
aihepiirin kisittelylle varattu aika todellisuudessa mahdollistaa. Neulan tarkalla tar-
koitetaan opetuksen painottamista murtoluvun suuruuskésitteeseen, jossa oppilaille
luotiin tilanteita oivaltaa itse samannimisten murtolukujen yhteen- ja vihennyslaskun
laskusddnnoét ja toisaalta asian opettamista oikeaan aikaan, jolloin oppilaille ei ole
vield ehtinyt muodostumaan tyypillisid virhekésityksii.

Interventiossa oli tavoitteena tukea nimenomaan matematiikkaa heikoimmin hal-
litsevia oppilaita ja siten mahdollisesti vaikuttaa mydnteisesti heiddn matematiikan
osaamiseensa. Téssd raportoitu interventio osoittautui tehokkaaksi, silld lyhyessa
ajassa, pienilld resursseilla toteutettu interventio-opetus synnytti kestaviad oppimista.
Koeryhmin oppilaat pystyivit kontrolliryhmén oppilaita paremmin estamaén tyypil-
liset virheet murtolukujen suuruusvertailuissa ja erityisesti koeryhmén taitotasoltaan
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heikommat oppilaat osoittivat parempaa osaamista verrattuna kontrolliryhmén taito-
tasoltaan heikkojen oppilaiden suoritukseen. Jos niin lyhyt interventio saa aikaiseksi
tilastollisesti merkitsevén tai yksittdisisséd tehtidvityypeissd jopa erittdin merkitsevan
eron ryhmien vililld, niin mitd perdkkdisind vuosina toteutettu interventio voisikaan
saada aikaiseksi! Tutkimus antaa uskoa sille, ettd ollaan oikealla tiell4.
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13 Liitteet

LITE 1

Taulukko 17. Murtolukujen oppimiseen ja kasitteisiin liittyvia tutkimuksia vuosilta 1984-2019.

Tutkijat (vuosi) N Kohderyhmd Aihe tai esimerkkitehtdvi

Behr ym. (1983) N=18 4.-5.-luokkalaiset Visuaaliset representaatiot murtolukutehtévien
ratkaisun tukena

Behr ym. (1984) N=12 4.-luokkalaiset Murtolukujen suuruusvertailustrategiat

Resnick ym. (1989)  N=113 4.-6.-luokkalaiset Desimaalilukujen ja murtolukujen suuruusver-
tailua, virheellinen tulkinta 2 = 3,4

Mack (1990) N=8 6.-luokkalaiset Informaalin késityksen vaikutus murtolu-
kukadsitteen kehittymisessi

Mack (1995) N=T7 3.—4.-luokkalaiset Murtolukujen ilmaiseminen symbolimuodossa

Hagré%c)ett & Gelman 5-7-vuotiaat Murtolukujen suuruusvertailua

Empson (1999) N=17 1.-luokkalaiset Murtolukukésite jakamisen kautta

Mix ym. (1999) N=T2 3-5-vuotiaat Murtoluvuilla laskeminen ilman symbolimer-
kintad

Moss & Case (1999) N=29 10-11-vuotiaat Interventio, kokeellinen opetussuunnitelma

Ni (2000) N=413 5.- ja 6.-luokkalaiset Murtolukujen sijoittaminen lukusuoralle

Rittle-Johnson ym. N=74 ja 5.-luokkalaiset Proseduraalinen ja kisitteellinen tieto, desi-

(2001) N=59 maaliluvun sijoittaminen lukusuoralle

Cramer ym. (2002) N=666 4.-5.-luokkalaiset Interventio, kokeellinen opetussuunnitelma

Hannula (2003) N=3067 5.- ja 7.-luokkalaiset Murtoluvun sijoittaminen lukusuoralle

Ni & Zhou (2005) Virheelliset laskuproseduurit esim.  +1 = 2,
NNB

Hihnala (2005) 6.-9.-luokkalaiset Murtolukujen osaaminen, virheellinen tulkinta
$=6,5

Vosniadou ym. Murtoluvun suuruus ja sijoittaminen lukusuo-

(2008) ralle

Hallett ym. (2010) N=318 4.-5.-luokkalaiset Proseduraalinen vs. kisitteellinen tieto

Meert ym. (2010a) N=86 10-12-vuotiaat Murtolukujen suuruusvertailua

Meert ym. (2010b) N=82 Aikuiset Murtolukujen suuruusvertailua

Steffe &  Olive koululaiset Janan jakaminen tietokoneavusteisesti yhtd

(2010) suuriin osiin

Vamvakoussi & N=549 1-., 9.-, ja Murtolukujen tiheys

Vosniadou (2010) luokkalaiset
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Siegler ym. (2011)

Vamvakoussi  ym.
(2011)

Booth & Newton
(2012)

Hallett ym. (2012)

Vamvakoussi &
Vosniadou (2012)

Vamvakoussi ~ ym.
(2012)

Fuchs ym. (2013)
Gabriel ym. (2013)

van  Hoof  ym.
(2013)

Jordan ym. (2013)

Obersteiner ym.
(2013)

Fazio ym. (2014)

Siegler
(2014)

Tuominen (2014)

DeWolf & Vosnia-
dou (2015)

&  Pyke

McMullen ym.
(2015a)

McMullen ym.
(2015b)

Torbeyns ym.
(2015)

Hamdan & Gunder-
son (2016)
Silfverberg & Tuo-
minen (2016)

Tuominen (2016a)

Tuominen (2016b)
Fuchs ym. (2016)

Joutsenlahti & Perk-
kil (2019)

N=48

N=212

N=32

N=233
N=229

N=259

N=439

N=129

N=357
N=44

N=53

N=120

N=74
N=25

N=263

N=36

N=187

N=114

N=106

N=209

N=T74
N=250

N=102

11-13-vuotiaat
9.-luokkalaiset
12-15-vuotiaat
6.-8.-luokkalaiset
13-17-vuotiaat
Aikuiset
4.-luokkalaiset
4.—6.-luokkalaiset
12-16-vuotiaat

3.-luokkalaiset
Aikuiset

5.-luokkalaiset

6.-8.-luokkalaiset

7.-luokkalaiset
Yliopisto-opiskelijat

3.-5.-luokkalaiset
esikoululaiset

6.- ja 8.-luokkalaiset
2.- ja 3.-luokkalaiset
Yliopisto-opiskelijat
7.-luokkalaiset
yliopisto-opiskelijat

7.-luokkalaiset
4.-luokkalaiset

yliopisto-opiskelijat

ja

Rationaaliukujen murtoluku-, desimaaliluku-
ja prosenttiesitys

Murtoluku- ja desimaalilukuesitys

Luonnollisten  lukujen sijoittaminen lu-
kuvilille 0-10000, 0-6257, murtolukujen
sijoittaminen lukuvilille 0-1

Proseduraalinen vs. kisitteellinen tieto

Murto- ja desimaalilukujen sijoittaminen an-
netulle lukuvilille

Murtolukujen suuruusvertailua, reaktioaika

Interventio matematiikassa heikkojen oppilai-
den tukemiseksi murtolukujen oppimisessa

Interventio, kokeellinen murtolukujen opetus-
suunnitelma

Murtolukujen suuruusvertailustrategiat

Murtolukuja pohjustavat matemaattiset taidot

Murtolukujen suuruusvertailustrategiat

Luonnollisten lukujen sijoittaminen lu-
kuvilille 0—1000, murtolukujen sijoittaminen
lukuvilille 0-1

Murtoluvun sijoittaminen lukuvilille 0-1 ja 0—
5

Murtolukujen jakolasku, 3 : 1

Murtolukujen suuruusvertailustrategiat% Vs.
26

17

Murtolukujen hallinta yleisesti

SFON ja SFOR

Murtoluvun sijoittaminen lukuvilille 0—1ja O—
5, suuruusvertailua luvun % kanssa

Lukusuoramalli vs. pinta-alamalli

Murtolukujen eri representaatiot
Murtolukujen tiheys

Murtolukujen hallinta

Pitkittdistutkimus, 5 vuotta, heikosti menesty-
neet oppilaat

Murtoluvun 2/3 tulkinnat, erityisesti suhde
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Turun yliopisto 1

University of Turku
Lausunto 31/2015

Turun yliopiston eettinen toimikunta

Lausunto tutkimussuunnitelmasta

Tutkimuksen nimi Interventiotutkimus: Murtolukujen opettaminen toiminnallisesti
opetusvilineitd kayttaen 3. luokkalaisille

Tutkimuksen yhteyshenkild Anu Tuominen

Tutkimuksesta vastaava henkilé Anu Tuominen

Turun yliopiston eettinen toimikunta kasitteli kokouksessaan
8.9.2015 edelld mainittua tutkimussuunnitelmaa ja siihen liittyvid
asiakirjoja.

Toimikunta antaa tutkimuksesta puoltavan lausunnon todeten, ettei
tutkimus loukkaa ihmisarvoa eika aiheuta sen laatuista vahinkoa,
joka loukkaisi tutkittavien inhimillisia oikeuksia.

Tutkimuksen hyotyjen ja siihen liittyvien mahdollisten riskien

arvioinnin perusteella toimikunta pitdd tutkimussuunniteimaa
eettisest hyvaksyttavana.
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puheenjohtaja sihteeri

145



Anu Tuominen

LIITE 3
Syksy 2015, 3. luokka, alkutesti
Nimi:
Luokka: Tytté_ poika___

Vastauksiani saa kayttdd / ei saa kdyttdd tutkimuksen tekoon.

1. Laske, voit kirjoittaa laskuja alla olevaan tilaan

a)5+7= b)3-5= c)23+18= d)123-89=

2. Ympyrdi suurin luvuista 109 901 910 190

1
3. Ympyrdi se kuvio tai ne kuviot, joista on varitetty 3
b) <)

a) ]
N DL

4. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 1000. Merkitse rastilla luku 500 lukusuoralle.

0 1000

5. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 1000. Merkitse rastilla luku 750 lukusuoralle.

0 1000

1
6. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 1. Merkitse rastilla luku ; lukusuoralle.

0 1

3
7. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 1. Merkitse rastilla luku z lukusuoralle.

0 1
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Syksy 2015, 3. luokka, alkutesti

7
8. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 5. Merkitse rastilla lulw; lukusuoralle.

0 5

5
9. Lukusuoralle on merkitty valmiiksi luvut 0 ja 5. Merkitse rastilla Iulm; lukusuoralle.

0 S

10. Laske. Voit kdyttaa piirtdmista apuna.

3.1 _ a5 LA
Rstes G s e Esh;
2 1 e
Bty e

11. Ympyroi se murtoluku, joka on suurempi. Ympyrdi melemmat luvut, jos luvut ovat yhtd suuria.

u | e

oy 1
) 2 1 c

1 1
a) — =
3 +

| =

12, Ympyrdi se murtoluku, joka on suurempi. Ympyroi molemmat luvut, jos luvut ovat yhtd suuria.

2

a) b)

W

3
4 <)

Wt
o |

2

13. Ympyrdi se murtoluku, joka on suurempi. Ympyroi melemmat luvut, jos luvut ovat yhtd suuria.

a)

W0 |

2
5 <)

ta | w

= b
7 )%

14. Merkitse rastilla se luku jota lihimpind murtoluku on.
Luvun  lshells on T 50 10
Luvun — libelli on ° ] ] 1]
£ .

e

wa |

Ltn'lm%lihellion 0 D

1
3
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148

Syksy 2015, 3. luokka, alkutesti

Luvun  lihelli on o[ 300 4[]

15. Aseta murtoluvut suuruusjarjestykseen aloittasn pienimmasta luvusta, esimerkki:

o e

12
6lsl

5
A=

| =

wlw
o =
@lo

=

5
27

ol

16. Mika on pienin mahdollinen murtoluku?

17. Mika on suurin mahdollinen murtoluku?

3.7
18. Kuinka monta lukua on lukujen -Eja = valiss3? Ympyroi sopivin vaihtoehto:
a. Ei yht3an lukua.
4
b. Luvut =, 2, ja 3.
8 8 g8
c. Lukujen valissa on paljon murtolukuja.

2

13, Kuinka monta lukua on lukujen i-ja -

a. Ei yhtaan lukua.
1
b. Luku 7.
c. Lukujen valissa on paljon murtolukuja.

valiss3? Ympyroi sopivin vaihtoehto:

20. Minka suuruinen on laskun ; +%vastaus? Ympyroi oikea kirjain a—d.

a b [ d

e

o
B | b
-
| w o
N -
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