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Speltheorie

PROF. DR &. H. T138, 1. Jd. CURIEL

0. Inleiding

Speltheorie 1s een tak van de wiskunde die pas in deze eeuw tot
ontwikkeling is gekomen. De grondlegger is John von Neumann,
met een artikel in 1928. Speltheorie houdt zich bezig met beslis-
singsproblemen waarbi) meerdere personen met uiteenlopende doelen
zl)n betrokken. Speltheorie i1s dus de wiskundige theorie voor con-
flict en cooperatie. Zij levert een gereedschapsdoos van wiskundi-
ge modellen en begrippen voor vele disciplines, zoals economie,
soclologie, politicologie en ook de sociobiologie. Hierna zullen
spelen in normale vorm, spelen in uitgebreide vorm (boomspelen)

en spelen in karakteristieke functievorm (cooperatieve spelen)

aan de orde komen.

De indeling van dit verhaal is als volgt.

In 1 worden n-persoonsspelen in normale vorm ingevoerd en enkele
voorbeelden gegeven. In 2 worden speciale klassen van tweeper-
soonsspelen bekeken, onder meer matrixspelen en bimatrixspelen.
Oplossingsconcepten voor spelen in normale vorm worden ingevoerd
in 3. In 4 worden gemengde uitbreidingen van matrixspelen en bi-
matrixspelen gedefinieerd en worden enkele existentiestellingen
geformuleerd. Enkele oplossingsmethoden voor (bi)matrixspelen wor-
den besproken in 6. Dat verschillende spelen in uitgebreide vorm
Kunnen worden gereduceerd tot bimatrixspelen of matrixspelen,
wordt aan de hand van voorbeelden aannemelilk gemaakt in 5. Voor
een duopolymodel van Cournot berekenen we het evenwicht in T.

In 8 voeren we spelen in karakteristieke vorm in en behandelen we
verschillende cooperatieve situaties die tot zo'n cooperatief spel
herleidbaar zijn. Evenzo wordt de core van zo'n spel ingevoerd. In
9 worden lineaire produktiespelen behandeld. Deze blijken een niet-

lege core te bezitten. Het verhaal besluit met een collectie op-

gaven (10) en een literatuurlijst (11).
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1. Spelen in normale vorm
In conflictsituaties is het van belang te weten

- Wlie de deelnemers zijn;

- wat de actiemogelijkheden voor ieder van de deelnemers zijn;

- wat de doelstellingen van de verschillende deelnemers zijn.

Bij spelen in normale vorm heeft ieder van de spelers een verzame-
ling strategieen ter beschikking. Iedere speler kiest in een par-
tijt je onafhankelijk van de andere spelers één van zijn strategieen.
Dan volgen uitbetalingen aan de verschillende spelers, welke af-

hangen van alle gekozen strategieen en welke worden uitgedrukt in

reele getallen. Verder wordt verondersteld dat iedere speler zijn

ulitbetaling wil maximaliseren.

We formaliseren dit in de volgende

DEFINITIE 1.1. Een n-persoonsspel in normale vorm is een geordend
- S s o > 1] S

2n tal<X1, XZ, y X K1, K2, : Kn waarbl) X1, X2, ; Xh

niet-lege verzamelingen zijn en waarbij Ki: X1 X X2 i Nty Xh =R

voor 1 =1, 2, ..., n een reele functie op het cartesisch produkt

van X1, X2, e i Xh is. De elementen van Xi zullen we zuivere stra-

tegieen van speler i noemen, X . de strategieenruimte van speler 1
o i

en Ki de uitbetalingsfunctie van speler 1.

Een partijt je van zo'n spel verloopt dus als volgt.

leder van de spelers 1 kiest een strategie xiﬁi Xi waarna de uit-
betaling Ki(x1, Xy wees xn) aan speler 1 volgt.

We geven enkele voorbeelden.

VOORBEELD 1.2. (Duopolymodel van A. Wald)
Veronderstel dat een bepaald produkt geproduceerd wordt door twee

producenten I en II die opvolgend produktiecapaciteit C. > 0 en

c, > 0 hebben. Als I besluit per tijdseenheid een hoeveelheid

x1£5 e c1] te produceren en op de markt te brengen en als Il

besluit een hoeveelheid x, & Lo, c2] per tijdseenheid aan te bie-

den, dan brengt het produkt een prijs p(x1 + x.) > 0 per eenheid

2

produkt op. Veronderstel dat bij een produktie x. (resp. x_.) door

] 2
= £
)2 0 resp. kz(xz) > 0) be

I (resp. II) de produktiekosten k. (x

1 2F
dragen. Dan kan men deze marktsituatie omzetten in het tweeper-

soonsspel <X X K K.> waarbi) X

*l‘! 2? —]! 2 = [O, C1], X2 = [O, C2], en

1
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T ¥ X :
voor elke : X1, Y2<E 5 geldt

K. i(x X ):x_lp(x1+x2)-k1(x1),f<2(x1, X. ) = X _plx

L it
1Y 1 T2 > X, # X, 5> (X5

VOORBEELD 1.3. (Vickerey-veilingen)

Voor een schilderij hebben n personen belangstelling. We veronder-
stellen dat voor speler 1 het schilderij W waard is. Iedere spe-
ler mag onafhankelijk van de andere spelers een bod inleveren. Wie
het hoogste bod uitbrengt, krijgt het schilderij tegen de prijs P,
welke gelijk is aan het op één na hoogste bod. Als het hoogste bod
door meer dan één speler wordt genoemd, dan wordt tussen deze spe-
lers geloot wie het schilderij tegen dit bod krijgt. Deze situatie

kunnen we omzetten in een n-persoonsspel in normale vorm:

<X,y Xy voey X, Ky Ky ool K> met X, = X, = ... = X = Lo, =),
waarbij x € [0, ®) betekent: 'bied x gulden' en waarbij de uitbeta-
lingen Ki(x1, PEIEERE xn) gegeven worden door de formules:

Ki(x1’ Xon wees Xn) = 0, als x, - max{x1, X5 - xn}

K (2,5 Xgp 0y x ) = (w, - p)/m als x, = max{x1, Xy vens xn}

en waarbl] p = max{x1, X2, A Xi-i’ Xi+1’ pr xn} en

m het aantal spelers is met hetzelfde bod als speler 1.

VOORBEELD 1.4. (Een erfenisregeling)

Evenals in voorbeeld 1.3 wordt op dezelfde manier een schilderi)
verkocht, maar de situatie is nu in zoverre anders dat de n spe-
lers erfgenamen zijn van het schilderij en dat de opbrengst ver-

deeld wordt tussen de erfgenamen. Dit correspondeert met het

I[l1— <X 4§ X K K K > i X, °= ©
persoonsspel i Ko wmeus Kan Ko Kog aeng Ky waarbij X, [0, =)
voor 1 = 1, .., 0 en
((w. = p)/m + p/n als x. = max x.
) ] p 7
Ki(x1,x2, ...,xn) -
p/n anders

als p het op één na hoogste bod is en m het aantal spelers met

hetzelfde hoogste bod.

2. Tweepersoonsspelen in normale vorm

Een tweepersoonsspel in normale vorm <X1, X2, K1, K2> noemen we

een nulsomspel als

K (x

X, Xz) + K2(x %) = .0 voor alle ¥x.. x-)E X. % X

17 2 1" T2 1 2.
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In een nulsomspel betalen de spelers elkaar. Vaak wordt zo'n spel

aangegeven door <X1, X2, K> waarbl) K

Een tweepersoonsspel <X

als de strategieenruimten Xx

‘l ]

X2, K1, K

en
: X

2

2
eindige verzamelingen zijn.

> noemen we een eindig spel

e VG

Zij A een m x n-matrix van reele getallen:

r'

91

7

a
m 1
-

242

32

am2

a

17

1]

d

mJ

1n

n

a

mn

-

|'

7

Dan correspondeert hiermee een eindig nulsomspel in normale vorm
waarbij de strategieen van speler 1 bestaan uit het kiezen van een
rij en de strategieen van speler 2 uit het kiezen van een kolom.

Als speler 1 rij i kiest en speler 2 kolom j, dan worden g, . een-

1]
heden uitbetaald aan speler 1 door speler 2. A heet dan de uitbe-

talingsmatrix voor speler 1 Dbl het matrixspel A.

Evenzo correspondeert er met een paar m x n-matrices A en B een

tweepersoons-niet-nulsomspel , waarbl] speler 1 in de bimatrix

ﬁ

[ |

(a1],b11) (a1j’b1j) (a1n,b1n)

(a..,.b..) (L3 b ) Can. Bl

1173 23 1] in° 1in

o N - CA. D u) a. . . b )

L S 7 1 mj’ mj mn’ mn
weer een rij — zeg i1 - aanwijst en speler 2 een kKolom j, waarna ult-
betalingen aij aan speler 1 en bij aan speler 2 volgen. Wi)J noemen

dit spel het bimatrixspel met uitbetalingsmatrices A en B.
Elk eindig tweepersoonsspel in normale vorm Kan men reduceren tot

een bimatrixspel en elk eindig tweepersoonsnulsomspel zelfs tot

een matrixspel.

VOORBEELD 2.1. (Steen-papier-schaar-spel)
GelijktijJdig noemen speler I en speler II een van de woorden uit de
verzameling S(teen), P(apier ), Sc(haar) Er is afgesproken dat

schaar van papilier, papilier van steen en steen van schaar wint en

181



dat de partij onbeslist is als beide spelers hetzelfde woord noe-
men. Op een voor de hand liggende manier correspondeert dit spel

met het 3 x 3-matrixspel:

S P SC
A I QR Il

I E 1 0 -1
SC (=] ] 0
g - )

VOORBEELD 2.2. (Een reclamecampagnemodel )
Twee producenten I en II van hetzelfde produkt (waarvoor samenwer-
king verboden is) beheersen op zeker tijdstip ieder de helft van

de markt, die voor ieder 8 eenheden per kwartaal opbrengt. Veron-
derstel nu dat beide partijen tegelijk (en onafhankelijk van elkaar)
moeten beslissen O6f een reclamecampagne te beginnen die twee een-
heden kost (noem deze beslissing R), of geen reclame te maken
(noem deze beslissing GR). Veronderstel dat het marktaandeel 1in
het dan volgende kwartaal (verder kijken we niet) gelijk blijft als
beiden of geen van beiden reclame maken en dat in de andere ge-
vallen degene die reclame maakt in het volgende kwartaal 75% van
de markt krijgt. Deze situatie kan worden opgevat als een eindig

T * waarbij X, = X, = {GR . R
K1(GR, GR) = 8, K1(GR, R) = 4, K1(R, GR) = 10, K1(R, R) = 6 en
k,(GR, GR) = 8, K,(GR, R) = 10, K, (R, GR)

Cweepersoonsspel <X1, Xz, K

I

5 4. K2(R, R) = 6. en

dus ook als bimatrixspel (A, B) waarbij

GR R GR -
o 8 41 GR | - 3 10| GR
10 6] R Uy 6) R

(8, 8) (4, 10)
(10, 4) (6, 6)]

ook wel verkort weer te geven door (A, B)

VOORBEELD 2.3. (Meedoen in een nieuwe markt)

Twee duopolisten I en 11 kunnen wel of niet meedoen in een nieu-

we markt. Als beiden meedoen, resulteert dit in negatieve belonin-
gen -2 en -7 voor opv. speler I en speler II; als alleen I meedoet,
brengt dat voor hem 6 eenheden op, terwijl de opbrengst voor II

11 eenheden is als hij alleen meedoet. Deze situatie kan worden

herleid tot het volgende 2 x 2-bimatrixspel:
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JA NEE
JA (-2, -T) (61, 00)
NEE | (0, 11) (0, 0)

- A

VOORBEELD 2.4. (Game of timing)

We geven nu een voorbeeld van een oneindig spel.

In een duel tussen 'spelers' 1 en II met van geluiddempers voor-
zlene pistolen zin de spelregels als volgt: alleen in het tijdsin-
terval [0, T] (T > 0) mag worden gevuurd; ieder spele mag ten
hoogste éénmaal schieten; treft een van de spelers zijn tegenstan-
der, dan moet de getroffene één eenheid aan de schutter betalen
en mag hij zelf niet meer vuren.

Laten we voor beide spelers de trefkans van de tegenstander ten
tijde t stellen op p(t) met p(t) = [0, 1]. (We veronderstellen dus

gelijke duelcapaciteit.) We kunnen deze situatie herleiden tot het

tweepersoonsspel <X1, X2, K1, K2> waarbi] X1 = X2 = L0, ) en
(Pl ) = 0 - plx, Viple,) alsx, <%,
K1(x1, xz) 3 W0 als x, = x,
h-p(xz) + (1 - p(x2))p(x1) als X > X,
en K2(x1, x2) = —K2(x1, x2) voor elke (x1, x2) e L8, Tl = [0, Tl
Aangezien X] X X2 een vierkant is, heet zo'n spel ook wel een

spel op een vierkant.

3. Nash-evenwichten en zadelpunten

21] <:1, X2, K1, K2> een tweepersoonsspel in normale vorm. Een
strategieenpaar (x* x;) € X, x X, heet een Nash-evenwicht (of

evenwichtspunt ) van het spel als

2 %), =K E X
e K1(x1, x2) > Y1(x1, x2) voor alle x, € X,

* ) S * .
(2) K2(x1, x2) > Kz(x , x2) voor alle x, € X,

Nash-evenwichten zijn strategieenparen waarbij geen van de spelers
zich kan verbeteren bij eenzijdig afwijken.

Laten we x. € X.. een best antwoord op x., & X_, noemen als

2 2 1 1
je e crae . Y E=iiae B 5 )
2" 2 x E€X. 2 2
& &

en laten we de verzameling van beste antwoorden op X, = Xj aange-

ven met 52(x1). Laat B1(xq) de verzameling van beste antwoorden
ek

zijn van speler 1 op de strategie X2EE X2 van gspeler 2. -Dus:
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B1(x2) = {x1E X, | K1(x1, xz): max K1(x1, xz)}. Dan geldt:
x1t_X1

(x?, xg) is een Nash-evenwicht precies dan als

x: een best antwoord dis op xg(x: 5:51(x;)) en

xS een best antwoord is op x?(x; S 52(xT)).
Ook voor n-persoonsspelen kan men op de voor de hand liggende ma-

nier Nash-evenwichten definieren.

VOORBEELDEN

3.1. Het enige Nash-evenwicht voor het bimatrixspel uit voorbeeld
2.2, corresponderend met het reclamecampagnemodel, is (R, R), waar-
bij beiden reclame maken. Het strategieenpaar (GR, GR) is geen Nash-
evenwicht maar leidt wel tot betere uitbetalingen (8 voor iedere
speler ) dan het Nash-evenwicht (6 voor iedere speler). (GR, GR) is
een voorbeeld van een Pareto-optimaal strategieenpaar omdat de
bijpehorende uitkeringen (8, 8) zodanig zijn dat geen enkel ander
uitbetalingspaar beter is voor beide spelers. Dit Pareto-optimaal

paar is in deze niet-cooperatieve situatie niet haalbaar.

3.2. Het bimatrixspel uit voorbeeld 2.3 bezit twee zuivere Nash-

evenwichten (JA, NEE) en (NEE, JA).

(0, 9) (3, 5)
K, 33 g, 4%

ﬁ

3.3. Het. bimatrixspel bezit geen zuivere Nash-

evenwichten.

=y

3.4. Laat in de Vickrey-veiling X de strategie voor speler 1
zijn: 'noem de waarde w.'. Dan is (f1, fz, T fn) een Nash-even-

wicht. Dit n-tal strategieen is in het algemeen echter geen Nash-

evenwicht voor de erfenisregeling in voorbeeld 1.4.

We bekijken nu een nulsomspel <X,, X., K>. Een punt (x?, xg) ~

e V2"
X1 X X2 zullen we een zadelpunt van dat spel noemen als voor alle
X, € X1 en x2(1_ X2 geldt:
* ) &z * *¥) < ¥ )
K(x1, x2) : K(x1, x2) ‘ K(x1,x2)

Voor nulsomspelen is een zadelpunt een evenwichtspunt en omgekeerd.
Voor zadelpunten van nulsomspelen gelden de volgende mooie eigen-
schappen, die voor evenwichtspunten van niet-nulsomspelen in het
algemeen niet vervuld zijn (zie voorbeeld 2.3).

(E: 1) Als (f1, 22) en (X ) zadelpunten van <X,, X_., K> zijn,

18 Ao 13 Hgn
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. x2) en (x1,

(Verwisselbaarheidseigenschap )

dan zijn ook (x fz) zadelpunten.

(E. 2) De uitbetalingen corresponderend met verschillende zadel-
punten zijn steeds gelijk.

(Uitbetalingseigenschap)

In de theorie van de nulsomspelen spelen nog andere begrippen een

rol. Zij <X X., K> een nulsomspel. Dan heten

(i
max min K(x1, x2) en min max K(x1, x2)
x1E X1 x26X2 xze X2 X1€X1

opvolgend de benedenwaarde en de bovenwaarde van het spel.

(Als min of max niet bestaan dan vervangen we 'max' door 'sup' en
'min' door 'inf'.) Altijd is de benedenwaarde kleiner dan of gelijk
aan de bovenwaarde.

We zeggen dat het spel een waarde bezit als de benedenwaarde gelijk

1s aan de bovenwaarde.

o~

In dat geval heet een strategie x. van speler 1 met

1

) = max min K(x x.) (= waarde spel)

min K(x1,.x2 1 X

- - = X
x2CLX2 x1 X1 x2 A2

een optimale strategie voor speler |

en een strategie fz van speler 2 met

max K(x1, §2) E min max K(x1, x2) (= waarde spel)
=
x1E X1 x2€EX2 x1_.X1

een optimale strategie voor speler 2.
Het verband tussen zadelpunten, waarde en optimale strategieen

1s als volgt:

o~

(E. 3) Als f1 en X, optimale strategieen zijn voor opv. speler |

en speler 2 in het spel <X, X2, K> . idan s (§1, fz) een

zadelpunt en omgekeerd.

(E. 4) De uitbetalingen in de zadelpunten aan speler 1 zin gelik

aan de waarde van het spel.

VOORBEELDEN b 4
13 E 135

3.5. Voor het matrixspel |-1 7 8 = 7l W G i (0 TR (5 A i
13 2 5 13,

(3, 1) en (3, 4) zadelpunten met uitbetaling 13. De waarde is ge-

lijk aan 112, de rijen 1 en 3 zijn optimale strategieen voor speler 1
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en de kolommen 1 en 4 zijn optimaal voor speler 2.

3.6. Voor het matrixspel met uitbetalingsmatrix ; #2 is -2 de
i 4

benedenwaarde en 1 de bovenwaarde. Het spel bezit dus geen waarde.

Er zijn ook geen zadelpunten.

4. Gemengde uitbreidingen
We hebben gezien dat er matrixspelen bestaan zonder waarde en
(zuivere ) zadelpunten en bimatrixspelen zonder zuivere evenwichts-
punten. Dit fenomeen noopte J. von Neumann ertoe naar gemengde
strategieen te kijken. In een m x n-matrixspel is een gemengde
strategie voor speler 1 een vector (p1, Poy =ees pm) met niet-
negatieve coordinaten en met som van de coordinaten geliljk aan 1.
Bij gebruik van zo'n gemengde strategie (p1, Poy =+ pm) zorgt
speler 1 ervoor dat hij met kans p] rij 1 kiest, met kans P, rig 2.
.y [MEeE Kans pm rij m. In het steen-papier-schaar-model (voor-
beeld 2.1) kan speler 1 bijv. de gemengde strategie (3, £, §) kie-
zen. Dit kan bijv. als volgt worden gerealiseerd: op het moment
dat speler 1 een zuivere strategie moet noemen, kijkt hij op =z ijn
(niet stilstaand ) horloge (onzichtbaar voor speler 2) en noemt
'steen' als de secondewijzer tussen 12 en 6, 'papier' als de se-
condewijzer tussen 6 en 9 en 'schaar' als de secondewijzer tussen
9 en 12 staat. Bij deze gemengde strategie 1is de verwachte uit-
betaling aan speler 1 ingeval speler 2 zuivere strategie 1 (resp.
2, 3) kiest gelijk aan 20 + £°1 + %(=1) = 0 (resp. 2(=1) + 20 +
+ 5°1 = =%, 2°1 + 2(=1) + £+0 = £), dus steeds groter dan de be-
nedenwaarde -1 van het matrixspel.

DEFINITIE 4.1

Il m I

Laat A = [a..]_m s it 1B T B ol . twee m x n-matrices van
iy R - W B8 17 2=l =1
reele getallen zijn. Dan heet het tweepersoonsspel <Sm, Sn, E1, E2>
waarbij
& m 5
= {p = (pys Pyy ooy b JER” | p20, Jp, =1]
3.
& n
Sniz {q"(q1,q2, .-.,qn)E[R |<J30. ZQ-=1}
L
m D :
E1(p? q) = z Z piaijqj = pAg
51—



m
&,y gy 2= 3 T BB g =rBy, (pe s, qges)

de gemengde uitbreiding van het bimatrixspel (A, B).
De elementen van S (resp. S“) heten gemengde strategieen van

speler 1 (resp. speler 2) in het bimatrixspel.

1> (waarbi] Sm, s en E1 als

boven) noemen we de gemengde uitbreiding van het matrixspel A.

Het tweepersoonsnulsomspel <Sm, Sn, E

OPMERKINGEN

4.12. De term 'uitbreiding' slaat op het feit dat we een zuivere
strategie (rij) 1 van speler 1 kunnen identificeren met de gemeng-

de strategie e c 3" en een zuivere strategie (kolom) j van speler

2 in het bimatrixspel met de strategile ej E-Sn temeer omdat

E.le,; e.) =va., enB. (e, . F bl veor elked e {1, wuig @k,
(R 7, 17 2l 7 i)

gue d1, o ot o Hiepbiy i e de vector met de i-de coordinaat 1

en de andere coordinaten 0 en correspondeert met de gemengde stra-
tegie waarmee met kans 1 rij 1 wordt gekozen en met kans 0 de ove-

rige rijen.

4.13. Als in een partijtje van het bimatrixspel (A, B) de spelers

1 en 2 onafhankelijk van elkaar de gemengde strategieen p =

(p13 Poy e pm) en q = (q1, PTERRY qn) gebruiken, dan is met
kans piqj de cel (i, j) van de bimatrix, corresponderend met de
uitbetalingen (aij’ bij) de uitkomst van de partij; E1(p, q) en

E2(p, g) kunnen dus worden geinterpreteerd als de verwachte uit-
betalingen aan de spelers 1 en 2 opvolgend bij keuze van de stra-

tegieen p en q.

Belangrijke eigenschappen van gemengde uitbreidingen van matrix-

en bimatrixspelen worden gegeven in de volgende twee stellilngen.

STELLING 4.4 (J. won Neumann, 1928.)
De gemengde uitbreiding van elk matrixspel bezit een waarde en

optimale gemengde strategieen voor beide spelers.

STELLING 445 (J. Nash:, 1950.)
Voor elk bimatrixspel bezit de gemengde uitbreiding ten minste

één evenwichtspunt.
VOORBEELD 4.6. Voor het steen-papier-schaar-spel is de waarde van
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de gemengde uitbreiding gelijk aan 0 en de gemengde strategie
0%,-%,-%) is zowel optimaal voor speler 1 als voor speler 2.
VOORBEELD 4.7. Voor het bimatrixspel uit voorbeeld 3.3 is

[C%,-%J, (%y %J] een Nash-evenwicht met een verwachte uitbetaling

L
5

12 aan speler 1 en 4= aan speler 2. Voor het vinden van dit Nash-

evenwicht zie 6.

OPMERKING 4.8. Het probleem van het vinden van waarde en optimale
gemengde strategieen voor een matrixspel kan worden omgezet in
een lineair programmeringsprobleem (zie 6) en kan worden opgelost
met behulp van de simplexmethode. Het vinden van gemengde even-
wichtspunten voor bimatrixspelen is equivalent met een zg. line-
air complementariteitsprobleem en kan worden opgelost met behulp
van het Lemke-Howson-algoritme. Voor het vinden van evenwichts-

punten voor 2 x 2-bimatrixspelen beschrijven we een methode in 6.

5. Het normaliseren van tweepersoonsspelen in uitgebreide vorm

In een tweepersoonsspel in normale vorm doen beide spelers één
zet en wel onafhankelijk van elkaar. Gezelschapsspelen zijn meestal
meerzetsspelen (ook wel spelen in uitgebreide vorm of boomspelen
genoemd ). Hierbij zetten de spelers om de beurt en een speler komt
vaak meermalen aan zet, terwijl soms ook het toeval een rol speelt
(verdelen van kaarten). John von Neumann merkte op dat in
principe de meeste gezelschapsspelen kunnen worden gereduceerd
tot spelen in normale vorm en zelfs tot matrixspelen of bimatrix-
spelen. Het idee is hierbij (grofweg), onder een strategie van een
speler te verstaan: een volledig uitgewerkt speelplan vooraf, dat
de speler (of een vervanger ) precies vertelt wat te doen in elke
situatie van elke mogeliljke parti] waarin de bewuste speler een zet
moet doen. Als beide spelers ieder zo'n speelplan aan een scheids-
rechter opsturen, dan deze uitmaken tot welke uitbetalingen de
gekozen strategieen leiden. We zullen hier geen formele behande-
ling geven van dit 'normalisatieprocédé' (zie hiervoor bijv.

H. W. Kuhn, 'Extensive games and the problem of information',
blz. 193-216 van Contributions to the theory of games, vol. 1T,
Annals of Mathematics Studies, nr 28, Princeton University Press,

1953 ) maar ons beperken tot het geven van enkele voorbeelden.
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VOORBEELD 5.1 (NIM met een hoopje van 4 lucifers)

Spelers I en II mogen om de beurt, te beginnen met speler I, één

of twee lucifers uit een hoopje wegnemen en wel van een hoopje
lucifers dat aan het begin van elke partij 4 lucifers groot is,
totdat alle lucifers weg zijn. Degene die de laatste lucifer neemt,
krijgt f 1 van de andere speler. Dit spel laat zich zd visualiseren.

uitbetaling aan

T LT
1 1
T Ifs it :
e —
o 1 =%

If:z::;?__ﬁf;::i::::: 1 -1

5 -1 1
In de figuur 1is bi) de punten die met zetten corresponderen, de
persoon aangegeven die aan zet is. Bij de punten corresponderend
met het einde van een partij staan de uitbetalingen aan de spe-
lers vermeld.
Een 1 (resp. 2) bij een pijl correspondeert met het wegnemen van 1
lucifer (resp. 2 lucifers). De strategieen van speler I kunnen we
aangeven met (1, 1), (1, 2) en (2). Hierbij is (1, 1) de strate-
gie: 'neem bij de eerste zet 1 lucifer en als speler 11 dan 1 lu-
cifer neemt, neem dan bij de tweede zet 1 lucifers (i = 1, 2)'.
Met (2 ) bedoelen we de strategie: 'neem bij de eerste zet 2 luci-
fers en maak zo nodig de partij op de voor de hand liggende manler
af'. De strategieen van speler II kunnen we aangeven met (1; 1),
(Vs 2),0002: 1) en (2 2) waarbij (L 79 betekent: 'heem i  lucifers
als speler I in de eerste zet 1 lucifer heeft genomen en neem j
lJucifers als speler I in de eerste zet 2 lucifers heeft genomen'.

Voor het strategieenpaar (1, 2) en (1; 2) loopt de partij als volgt:
i 1 I 1 I 2

o — O— > o =>: 0

resulterend in een uitbetaling 1 aan speler I door speler II.
Evenzo kan men voor de andere 11 strategieenparen de uitkeringen
ultrekenen.

Dit resulteert in het 3 x U-matrixspel:
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(1:52) 1 1 1 1
(2) 1 1 =1 =

De uitbetalingen corresponderend met (zuivere) zadelpunten zijn
vet gedrukt. De waarde van dit matrixspel is 1 en (1, 2) is de
enige optimale strategie voor speler I, terwijl alle strategieen

van speler II1 optimaal zijn.

VOORBEELD 5.2 (Eensimpel pokerspel)

We bekijken een spel waarin een kanselement een rol speelt. Aan
het begin van een partij krijgt (trekt ) speler I een van de kaarten
uit een stok {K, A} bestaande uit een koning en een aas, en wel

een A. Speler I bekijkt dan (on-

P

een K en met kans

o=

met kans
zichtbaar voor speler II) de getrokken kaart en zegt vervolgens:
'pas! of 'bied' (naar eigen keuze). Als speler I past, moet hij]

f 1 betalen aan speler II. Als speler I biedt, komt speler II aan
zet. Hij kan dan passen of zien. Past speler 11, dan moet hij [ T
betalen aan speler 1. Ziet speler 11, dan betaalt hij aan resp.
ontvangt hij van speler I al naar gelang 1 een aas resp. een ko-
ning had getrokken. We kunnen dit spel z6 systematisch weergeven.

uitbetaling aan

P = pas 31 1T
B = bied : :
4 = zien

1 -1
1 2 =,

2
kKans 7 1 -1

2
-2 2

[In dit tweepersoonsspel is speler II, wanneer hij aan zet (bod)
komt, niet volledig geinformeerd over het verloop van de partij
tot dan toe. Hij weet wel wat speler I gedaan heeft maar niet wat
het toeval (ook wel de kansspeler genoemd) deed aan het begin
van de partij. In de figuur is dit gestippeld aangegeven. ]

Laten we dit spel in normale vorm brengen. Speler I heeft hier 4

strategieen tot zijn beschikking, die we zullen aangeven met:
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R ]

 Waanﬁ Bﬁv [g K].de strategle is: "bled 1ngeval een aas 15 gé; .
_trokken en pas als een konlng 1s getrokken' enz _
.Speler II heeft twee strategleen welke we aangeven met P (pas) enI-
Z (zlan) Veronderstel dat speler I védr een match beslult tot

strategie [ ] en-speler II tot strategle Z Dan kan dit .af—-

'hankeluk van het kansmechanlsme (ultdelen kaart) resulteren 1n

een van de volgende twee partuen en wel belde met kans X
K. p N
| kans_ T 'iI T . 1
. | A - B s o
; . .
katim F=="=g——— =, ' B

Na de eerste partij volgt een uitbetaling -1, na de tﬁeEdE'een-uite

betaling +2 aan I door II. De verwachte uitbetaling van II aan I

bij keuze wvan bovengenoemde strategleen 1s dan z(- 1) + 2(2) =
Op analoge manier kunnen de verwachte ulitbetalingen aan speler ks
door speler II in de zeven andere gevallen_worden berekend.

Het artikel 'Kansspelen' wordt voortgezet op blz. 19% van.jg,75 aflevering 5,
alwaar het hlierboven staande tekstgadeslfe zal worden herhaald. De omvang van

het artikel liet plaatsing in 88n aflevering niet toe. Bij het inbinden van de
jaargang (zonder omslagen) zal het vervolg met het vourafgaande éan gshesl vormen.
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A K A K A K A K
= 0o Tplaxp s o cpluixg = lpnpdo Xy = (g )

A K
B P

trokken en pas als een koning is getrokken' enz.

waarbij bijv. [ J de strategie is: 'bied ingeval een aas is ge-
Speler II heeft twee strategieen welke we aangeven met P (pas) en
Z (zien). Veronderstel dat speler I vddr een match besluit tot

: A K
strategie [B P] en speler LI tot strategie Z. Dan kan dit,. af-
hankelijk van het kansmechanisme (uitdelen kaart)

, resulteren in

een van de volgende twee partijen en wel beide met kans 3:

Na de eerste partij volgt een uitbetaling -1, na de tweede een uit-

betaling +2 aan I door II. De verwachte uitbetaling van II aan I

n|=

bij keuze van bovengenoemde strategieen is dan 2(-1) + 3(2) =
Op analoge manier kunnen de verwachte uitbetalingen aan speler 1
door speler 11 1n de zeven andere gevallen worden berekend. Het

resultaat van de rekenpartij kan in een 4 x 2-matrix worden gezet.

P Z
xlr—1 =
X2 O -1%
X3 | O 3
X. L 1 Q ¢
I = e Tl j
[K1(x2, 7Y = =13, Kz(XZ; 7 ) (-1%) enz.]
Men kan uitrekenen dat g-de waarde van dit matrixspel 1is, dat de

enige optimale strateglie van speler 1 de gemengde strategie

2
(8 =0 lJ 1s en dat (%1 EJ de enige optimale strategle van

3 3 3
speler 11 is. Optimaal spelen voor speler 1 betekent dus bluffen

(strategie X), spelen ) met kans l-en de 'realistische' strategie

5 3
X, sSpelen met kKans —.

3 3

6. Het oplossen van matrixspelen en bimatrixspelen

Laat: A= Lao g™ =
Lga=1 gl

waarde v(A) willen bepalen en ook ten minste één optimale stra-

een m x n-matrixspel zijn waarvoor we de

tegie voor speler 1. We laten zien dat dit probleem in feite
neerkomt op het oplossen van een lineair programmeringsprobleem.

Daartoe voeren we in:
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DEFINITIE 6.1. De uitkering o & R heet haalbaar (voor speler 1
in A) via de strategie p &-Sm als

f oy >
el el T
e P,
P17t Paras W
RpEE -
S m T gn Ll N
of kortweg pAeJ > 6 voor elke € {1, ey ok

OPMERKING 6.2. Laat H := {(p, a) G:Sm xﬂ?l @& is haalbaar via p} .
Dan geldt:

(i) H # ® omdat elk getal dat kleiner is dan de getallen in de
matrix A haalbaar 1is via'elke strategie.

(ii) Voor elke (p', a) € H geldt: o < v{(A) ofwel haalbare uitke-

ringen zijn nooit groter dan dan de waarde van het spel. Dit volgt

met v(A) = max min pAqt = max min pAe§ > min p'AeE > 0.

P g D 3 J
(iii) p is een optimale strategie van speler 1 precies dan als
(B A ))& #.

OPMERKING 6.3. 25 £: B®'' = R de linesire Fuhckie mek

_f(x1, " fn+1

oy e X @) = a voor elke (x],

Dan volgt met opmerking 6.2 dat v(A) gelijk is aan het maximum

N R Tl =
m

van de beperking van de lineaire functie f tot H en dat het maxi-

mum aangenomen wordt precies in de punten (x1, Xy ween X, Q)

waarbij (x1, Xon wees xm) optimaal is voor speler 1. Aangezien H
. , W . : :

een gebied in R™"'" is dat kKan worden gezien als oplossingsruim-

te van een stelsel van m + n + 1 lineaire (on)gelijkheden, hebben
we dus met een lineair programmeringsprobleem te maken.
Concluderend: ons probleem komt neer op het oplossen van het 1li-
neaire programmeringsprobleem:

Maximaliseer a onder de voorwaarden

> >
Xﬂ > 10, x2 >0, , xm > 0
x1 + x2 + + xm = =)
x1a11 + x2a21 + + xmam1 -a >0
1- 5§ p = Salss ¥ e R B
x1a1n + x2a2n + + xmamn - a > 0
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Evenzo kan het vinden van een optimale strategie voor speler 2
geschieden met behulp van het oplossen van een lineair program-
meringsprobleem (dat duaal is aan het bovenstaande). We illustre-

ren een en ander aan een voorbeeld.

o~ 3%
TR

VOORBEELD 6.4. Voor het matrixspel A = :

-

J bekijken we het
bjjbehorende programmeringsprobleem: |

Maximaliseer a onder de voorwaarden

X, > 10, x2 >0 Xy ey r 1
sz-GL?:O, 3x1—a;>,0,.x1+.3-:_2—&};0
wat equivalent is (x = X,y X5 = 1T - x1) met :

Maximaliseer a onder de voorwaarden

1 222 0,4« 4 >a; 32 0:; 15 a (6.1 )

~ -

en dit kan grafisch simpel worden opgelost (zie figuur 6.1).

Y
o 1 r
M
; ¥ C
5
D
X
Figuur 6.2
. 0 p
v(A)=1 .A—
A\
e C————————
e
0 P Q 1 4 1/5 /5 X
Figuur 6.1 173 3/4 ol Figuur 6.3

In figuur 6.1 is het toelaatbare gebied, gegeven door (6.1), ge-
arceerd. De (maximale) waarde voor dit lineaire programma blijkt 1
te zi)n en de punten waar dit maximum wordt aangenomen, zijn van de
vorm (x, 1) met 1/3 < x £ 3/4. We mogen dus concluderen dat v(A)=1
en dat de optimale strategieen van speler 1 precies die strategie-
en (x, 1 = x) zijn waarvoor 1/3 . x £ 3/4. Omdat v(A) = 1, is het

duidelijk dat e, optimaal is voor speler 2.

3
We bespreken nu de beste-antwoordverzamelingsmethode om o.m. voor:

bimatrixspelen (van kleine afmetingen) de evenwichtspunten te vinden.
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DEFINITIE 6.5. Zij <X, Y, kK, L> een tweepersoonsspel. Dan heet

B, :={(x, y)€ X x Y | x is een best antwoord op y}
de beste-antwoordverzameling van speler 1 in dit spel en

B, :={(x, y) € X xY | y is een best antwoord op x]}

de beste-antwoordverzameling van speler Z2.

Als B1 en B2 eenvoudig kunnen worden bepaald, dan is dat ook het

geval met de evenwichtspuntverzameling van dit spel aangezien de-

ze gelijk _s aan B1rﬁ 52. Ter illustratie het volgende voorbeeld.

{0, '9) (3,9 )
(1, 30 (2, &)
Laten we de strategieenruimten van speler 1 en van speler 2 iden-

VOORBEELD 6.6. Zij J het bimatrixspel uit (3.3).

tificeren met het segment [0, 1]. Hierbij betekent xe& [0, 1] dan

'kies met kans x rij 1 en met kans 1 - x rij 2'. Voor dit spel en
(y, 1 —y)e s2:

e1A(y, 1 -y)t — o ezﬁl(g, 1 -y)t = 2 = Y-
Dit impliceert dat

x = 0 het beste antwoord opy is als 3 - 3y < 2 -y

x = 1 het beste antwoord opy is als 3 - 3y > 2 -y

en elke x € [0, 1] een best antwoord is als 3 - 3y = 2 - y.
Dit levert de beste-antwoordverzameling voor speler 1 op als aan-
gegeven in figuur 6.2. Evenzo vindt men de beste-antwoordverzame-
ling voor speler 2 in figuur 6.3. De doorsnede van deze verzame-
lingen is (1/5, 1/2). Hieruit concluderen we dat

[C175, 415}, €142, 1/2))

het unieke evenwichtspunt is van het bimatrixspel.

T. Evenwicht voor een duopolymodel

In deze paragraaf komen we terug op het duopolymodel van A. Wald

maar bekijken het bijzondere geval <X., X5, K., K> waarbij X, = L@ ik
X2 - [0, 1] en voor elke X,y X5 € [0, 1] geldt
K&(x1, xz) = XWP(X1 - xz), K2(x1, x2) :.xgp(x1 +_x2).

We verwaarlozen dus de produktiekosten. Verder veronderstellen we
dat er een o € (0, 1) is (verzadigingspunt markt) zo dat

(C.1) plx) = 0 Voor elke x > &;

(C.2) p: [0, a] - R is tweemaal differentieerbaar en

p'x)< 0, p™x) < 0 voor elke x € [0, al.
Zie £ig: Tl
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2
p(c
B
I Q I |
S
1 X : a1 =
Figuur T.1 = Figuur T .2

We vragen ons af wat de (Nash-)evenwichten zijn voor dit spel.

In fig. 7.2 betekent een van een punt uitgaande pijl - dat speler 1
z1ich Kan verbeteren door af te wijken in de aangegeven richting en
dat het punt geen evenwichtspunt is. Evenzo geeft een pijl i aan dat
speler 2 zich kan verbeteren.

2)6[0, 161 1" 6 P metx1 + X, >0 is het

duidelijk dat bijvoorbeeld speler 1 er beter aan doet eenzijdig af

(i) Voor punten (x1, %

e wiken en bijv. a - x, - € te produceren waarbij € > 0 klein; zie P.

2
(ii) Merk op dat

=R 1
6K1(x1, xz)/ax1 & p(x1 + x2) + X.p (x1 + x2) (7<)
6K2(x1, x2)/6x2 :p(}r:1 +x2) + X,p (x1 +x2) (T s2)
Voor punten (x1, x2) met X, + X, =0, X >0, X5 > 0 volgt ‘uit

(7.1) en (7.2) p(a) = 0, p'(a) < 0, dat het gunstiger is voor beide

resp. x, te produceren maar minder; zie Q. Evenzo

spelers niet x 5

1

volgt voor de punten (x., 0) dat speler 2 zich kan verbeteren door

1

iets te produceren; zie R. Idem productieplannen (0, x_.) zijn niet

optimaal voor speler 1; zie oS. ;
(iii) Uit (i) en (ii) volgt dat eventuele evenwichtspunten in het

inwendige van de driehoek liggen, welke gevormd wordt door (0, 0),
(¢, O0) en (O, a). Ter opsporing kunnen we dan de differentiaalre-

Kening te hulp roepen.

Noodzakelijke voorwaarden opdat (x1, xz) in dit inwendige een even-
wichtspunt is, zijn:

1 —
p(}-:1 +x2)+x1p (){1 +x2)_0 (Ts:35)

! ==
p()s:1 +x2)+x2p ()r:1 +x2)_0. (7.4)
Maar dan x, = x,. Bekijk de functie g: [0, 2a] - R vastgelegd door

gix ) = pi(2x ) + xp '{(2x ).

Er blijkt precies één punt x* te zijn met g(x*) = 0 want
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g(O):p(O)>O;
glia) = zap "(a)r<0 en
g is strikt monotoon dalend en continu op L0, za)

gllx) = 3pr(2x) + 2xpM(2x) < 0

STELLING 7.1. Het unieke evenwichtspunt van het bovenomschreven

spel is (x*, x*) waarbij x* het nulpunt van g 1s.

BEWIJS. We hebben al gezien dat (x*, x*) de enige kandidaat 1s
voor de evenwichtspuntverzameling. Dat (x*, x*) ook werkeljjk een
evenwichtspunt is, volgt uit het feit dat de afgeleiden van

X -*p(x1+-x*)+-ngWx + X% D £ X, €6 =x%

1 1 1 l

L * ! * < P - *
X, p(x* + xz) + x2p (x* + x2) @ & x2 L « X

negatief zijn.

8. Spelen in karakteristieke functievorm
In deze paragraaf introduceren we n-persoons cooperatieve spelen
in karakteristieke functievorm. 1n zo'n spel wordt een samenwer-

kingssituatie tussen n personen gemodelleerd.

DEFINITIE 8.1. Een n-persoons cooperatief spel in karakteristieke

functievorm is een geordend tweetal <N, v> waarbij N = {1, 2,

en waarbij v een functie van >N © R is met v(@) = 0. (Met i geven

., nl!

we de familie van alle deelverzamelingen van N aan.) De elementen
van N zijn de spelers. De deelverzamelingen van N noemen we coali-
ties. De karakteristieke functie v voegt aan elke coalitie een re-
eel getal toe, de waarde van de coalitie.

Deze waarde geeft aan wat de leden van de coalitie kunnen bereiken,

onafhankelijk van de spelers die niet in de coalitie zitten, als ze

samenwerken.

VOORBEELD 8.2. Bekijk de situatie waarbij speler 1 een voorwerp bezilt
dat voor hem f 10,- waard is. Voor speler 2 is het voorwerp f 12,-

waard en voor speler 3 f 14,-. Deze situatie correspondeert met het

volgende 3-persoonsspel in karakteristieke functievorm:
N= {1, 2. 3}, v(@0) = w(12) =2%({3}) = 0, #({1}) = 10;
will, 230 & 12, (il 3F) = wlil; 2, 319 '€ 14,

VOORBEELD 8.3. Drie kruiers staan op een perron op een Klant te
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wachten. De trein komt aan en er zit een dame met een enorm grote
koffer in. De kruiers snellen toe. De dame wil f 10,- betalen om
de koffer naar een taxi vervoerd te krijgen. De kruiers kunnen geen
van allen de koffer alleen dragen. Dit correspondeert met het vol-
gende 3-persoonsspel in karakteristieke functievorm:

N =AY, 2,3k ¥0) = w1} )= w12}) =3 (3)) = 0,

etil, 2F) - s wldl, 3}) =00l2, -8) o=l ity 2,080 ) = 10k

VOORBEELD 8.4. Drie vrienden hebben ieder een bedrijf. Het bedrijf
van de een 1is op dit moment f 100.000,- waard, het bedrijf van de
ander f 200.000,- en de derde is failliet. Dat wil zeggen dat hij
een schuld van f 50.000,- heeft. Als hij die niet inlost, dan wordt
de schuld hem kwijtgescholden en mag hij nooit weer in zaken gaan.
Hij klopt bij zijn vrienden aan om hulp. Deze situatie modelleren we
met behulp van het volgende 3-persoonsspel in karakteristieke
functievorm:

Na= 4 24 3, v(B) = vwl{3F) = 0, #6{3}) = 100.000; w({2}) =

= 200.000, v{{1; 2}) = 300.000, v({1, 3}) = 50,000, w({2, 3}) =

= 150.000, v({1, 2, 3}) = 250.000.

DEFINITIE 8.5. Een spel <N, v> noemen we een superadditief spel
als »w{(S iy ) >v{S) # v(T) voor alle .S. Te 2N met SO T = @
en een additief spel als het >-teken wordt vervangen door een

gelijkteken.

De spelen in voorbeeld 8.2 en voorbeeld 8.3 zijn superadditief.
Het spel van voorbeeld 8.4 is niet superadditief. Superadditivi-
Ctelt van een spel geeft aan dat coalities door samen te werken ten
minste evenveel kunnen bereiken als wanneer ze apart werken.

Ook situaties waarbij het berekenen van v(S), S e EN\jG} iets ge-
compliceerder 1is, kunnen optreden. In het volgende bekijken we een
situatie waarbij het bepalen van v(S) voor elke S'EL2N\i®} een op-

timaliseringsprobleem is.

DEFINITIE 8.6. Een transportnet is een geordend vijftal <P, L, B, E, k>
waarbl] P en L eindige verzamelingen zijn met als elementen respec-
tievelilk de pijlen en de punten van het transportnet. B en E zijn

functies van L naar P die voor elke £ € L aangeven wat zijn begin-
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punt, respectievelijk eindpunt is. k is een functie van L naar R
die voor elke £ € L zijn capaciteit aangeeft, d.i. de hoeveelheid
die men per tijdseenheid maximaal door die pijl kan transporteren.
We noemen een punt a in dit transportnet een bron als geldt

a £ E(2) voor alle £ € L, dus als a niet het eindpunt van een pjjl
is. Een punt b noemen we een put als b # B(£) voor alle £ € L,
dus als b niet het beginpunt van een pijl is. In het vervolg nemen
we, zonder de algemeenheid te schaden, aan dat ons transportnet

één bron en één put bezit.

VOORBEELD 8.7. Lo
20
20 10
a > = » > b
20 20
d

De bovenstaande figuur geeft een transportnet aan met 7 punten en
8 pijlen. De capaciteiten zijn bij de pijlen aangegeven. De verzame-
lingen P en L en de functies B en E worden uit de figuur meteen

duidelijk .

DEFINITIE 8.8. In een traansportnet <P, L, B, E, k> met bron a
en put b is een stroom f van a naar b een functie van L naar [0, «)
met de volgende elgenschappen:

f(g )< k(2 ) voor alle £ &€ L.
(Men kan niet méér door een pijl transporteren dan zijn capaciteit
toestaat. )

) £(2) = ) f(2) voor elke p € P\{a, b}.

2:B(2)=p 0 B CR.)=p
(Alles wat in een punt ongelijk aan de bron of de put binnenstroomt,
stroomt er weer uit.)
Voor een stroom van a naar b geldt dat alles wat uit a stroomt, 1n
b aankomt. Dit getal noemen we de waarde v(f) van de stroom f£.

Formeel :

v(f) = ) Fla) = ) (2 )-
2:B(2 )=a g aER )=b

Fen stroom met maximale waarde noemen we een maximale stroom.
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VOORBEELD 8 .9. 40,20

Dit is het transportnet van voorbeeld 8.7 met daarin een maximale
stroom aangegeven. De getallen achter de capacitelten geven de

waarde van de stroom in elke pijl aan. De waarde van de stroom is 30.

Bij een transportnet kunnen we een transportspel maken. Laat N =

{1, 2, ..., n}de spelersverzameling zijn. Aan elke £ e L[ wijzen we
een 0(2) € N toe, de eigenaar van £. Een coalitie S kan g2 alleen
gebruiken als 0(2) € S. De waarde v(S) van coalitie S in het trans-
portspel <N, v> is de waarde van de maximale stroom, die coalitie

S van a naar b kan laten gaan, alleen gebruikmakend van de pijlen

waarvan haar leden eigenaar zijn.

VOORBEELD 8.10. N = {1, 2, 3, 4}. In de figuur geeft het eerste

getal de capaciteit van de pijlen aan, het tweede getal de eigenaar.

We hebben v(g) = w(li}) = @ yvoor gz & {1, 2, 3, 4F, «81,; 35
= vl 1, ULy =wlz) 3EY = w2, W)= w03, 1) =2, 3, 9)
vl 1. 23) 2wy, 2. 3V} = w1, 2, H}) = 10, vl T, 3008 ) =20y
vilN' ) = 30.

I
I

I
I
-

Tot nu toe hebben we alleen situaties bekeken waarbi)j de spelers
door samen te werken hun winst trachten de maximaliseren. We kun-
nen ook situaties bekijken waarbij ze kosten proberen te minimalil-

seren.Een n-persoons kostenspel in karakteristieke functievorm

noteren we met <N, c>.

VOORBEELD 8.11 (Goedkoopste-opspannende-boomspel).
Drie steden willen verbonden worden met een elektriciteitscentrale.

7Ze kunnen het rechtstreeks doen maar ze kunnen de verbinding ook
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via elkaar laten lopen. In de onderstaande figuur staat aangegeven

wat elk van de verbindingen kost.
l

2 30 3

Het kostenspel dat hierbij hoort is als volgt: c({1}) = 100,

clt2) ) = eld3}) =60, (il 2F).= e, 3k) = 135, ell2, ) = 90.
a0,y 2. 3k) 165.

DEFINITIE 8.12. Een spel <N, c> noemen we subadditief als

€S U T-X€05) + €(D) Vvoor alle. S, T & 2N met S N T = @,
Subadditiviteit van een kostenspel geeft aan dat de coalities door
samen te werken ten minste evenveel op hun Kosten kunnen besparen

als wanneer ze apart werken. Het spel van voorbeeld 8.11 is sub-

additief.

Het probleem dat optreedt bij samenwerking is hoe de winst of de
kosten onder de spelers te verdelen. In de speltheorie zijn ver-
schillende verdeelconcepten voor een spel in Karakteristieke func-

tievorm bestudeerd. Hier zullen we er één behandelen.

DEFINITIE 8.13. Zij <N, v> een n-persoonsspel in karakteristieke

. i .
functievorm. Een vector x € R 1is
i1ndividueel rationeel als xi > w({2} ) voor alle 1 & N

efficient als - §de, e wiN )

iEN
De efficientie van een vector geeft aan dat, als de winst volgens
die vector wordt verdeeld, precies alle winst van de grote coali-
tie N wordt verdeeld, niet meer en niet minder. Individuele ratio-
naliteit van een vector geeft aan dat bij verdeling volgens die
vector ledere speler ten minste evenveel krijgt als hij zou kunnen
Krijgen door zich van de groep af te splitsen en alleen te werken.

Voor een kostenspel blijft de definitie van efficientie dezelfde.

In de definitie van individuele rationaliteit wordt het >-teken
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een <-teken. Een vector uit R die individueel rationeel en effi-
cient is, noemen we een toewijzing of iImputatie. De verzameling van
alle toewijzingen noemen we de imputatieverzameling en we geven

deze aan met I(v).

VOORBEELD 8.14. De imputatieverzameling van het spel uit 8.3 is de

verzameling
3 2> = =
{(x1, X5 x3) c R I X, 2 0 voor alle i e 11, 2, 3} en x1+x2+x3 10}

Deze verzameling is in de onderstaande figuur aangegeven. Het 1s

de driehoek met hoekpunten (10, 0, 0), (0, 10, 0) en (0, 0, 10).

*3® (0,0,10)

A . R e S E— ——

De imputatieverzameling van een spel <N, v> is niet leeg dan en
slechts dan als Z v({i}) < v(N). Voor een kostenspel <N, c> is
1EN
de imputatieverzameling niet leeg d.e.s.d. als Z elli}l ) > elN)s:
1IEN
DEFINITIE 8.15. Zij <N, v> een n-persoonsspel in karakteristieke

functievorm. De core van dit spel 1s de verzamelilng

{x € Pn ! X X |5 v(N), Z X > VS voor alle S & 2N}.
1= N 1€ S
We noteren deze verzameling met C(v ). Het is duidelijk dat C(v) c I‘v).

Voor een vector in de core geldt dat ingeval de winst volgens die
vector wordt verdeeld, precies alles wordt verdeeld en dat geen
enkele coalitie méér kan Krijgen door zich af te splitsen van de
grote groep en op zichzelf te gaan werken. In deze zin 1s een ver-
deling die in de core van een spel zit een stabiele verdellng voor
dat spel. Voor een kostenspel <N, c¢> 1is de core

N
clc) := {xeR" ) X, = eN Y, ) X, S c(s) voor alle S &2 }.
1EN 1E€ES

Het zal duidelijk zijn dat er veel te zeggen valt voor een verdellng
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die in de core zit. Een probleem is echter dat de core van een
spel leeg kan zijn. Ook kan de core erg groot zijn en elementen
bevatten die voor ons gevoel niet echt een 'eerlilke' verdeliling

weergeven.

VOORBEELD 8.16. De core van het spel uit 8.3 is de verzameling

{x € R3 | X . 2 B -veor alle i €& {1, 2ea 3}, X X #x =10, 2. 4x_.210,
1 a2 o e

> 2 .
x1+x3,10, x2+x3_10}

Deze verza~-"'g 1is leeg. Dit voorbeeld laat zien dat een super-

additief spel een lege core kan hebben.

VOORBEELD 8.17. De core van het spel uit 8.2 is de verzameling

-~ R3 > > > > >
{xe R | x2__ O,}:B,,.-O,_,x1 ,1O,x1+x2, 12,x1+x3 14,
P 3 — =
X+ x3 >0, x1+¥2+x3 14}
{x € R3 X
bl Bl
{x € R3 (x1,
X
3

In de figuur is de imputatieverzameling van het spel getekend.
Het gearceerde deel binnen de imputatieverzameling 1is deelverza-
meling hiervan waarvoor geldt x., + x_. > 12. De deelverzameling

] 2
van I(v ) waarvoor geldt x. + x_ > 14, is de 1lijn x, + x_, = 14 die

1
een grenslijn van I(v) is. De cire 1s de doorsnede1van 2eze twee
verzamelingen en is dus het lijnstuk met eindpunten (14, 0, 0)
en (12..'0. 2).
We zien dat het punt (14, O, O0) in de core zit. Bij deze verdeling
krijgt speler 1 alles, terwijl hij toch echt speler 3 nodig heeft om

14 te bereiken. Eerlijker voor ons gevoel is de verdeling volgens

het core-element (13, 0, 1).

VOORBEELD 8.18. Zij <N, v> het 3-persoonsspel in karakteristieke
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Functievorm met N =41, 2, 3. wvl@) ‘= vl ie'vi2) =2 (3 ) =0

vt 2k (1,0 3N =ttt 2, 3 =5 vl e 230 s 0L Thiide

onderstaande figuur zijn I(v) en C(v) aangegeven.

Kalai en Zemel (1982) hebben bewezen dat transportspelen altijd

een niet-lege core hebben. Granot en Huberman (1981) dat goed-

Koopste-opspannende-boomspelen een niet-lege core hebben.

7ij N = {1, 2, ..., n}. Voor elke S € 2" wordt de karakteristieke
functie van S, 15, van N naar 10, 1} gedefinieerd door 15(1) = 1
alsiESen15(1)=OalsieS.

DEFINITIE 8.19. Een collectie B van een deelverzameling van N
wordt een gebalanceerde collectie genoemd als er voor elke S & B

gewichten A _ € (0, ) zijn z6 dat 1 = Z O [
S N e R ST
VOORBEELD 8.20.

(a) Zi3 N = 1, 2, 3, 4. 5}. Dan is de collectie B = {11, 2k,

{3}, {4, 5}} een gebalanceerde collectie met Ao = 1 voor

alle S & B.
(b)Y Zif N = 11, 2. 3}. Dan is de edllectie B = 411, 2k, 4713},

- )L{1,3} =

{2, 3}} een gebalanceerde collectie met k{1 3

Lo |
2-

g\
12,3}
DEFINITIE 8.21. Een spel <N, v> heet gebalanceerd als voor elke
gebalanceerde collectie B met gewichten (X _) geldt

S SEB

) Asv(S):gg v(N). Een kostenspel <N, c > heet gebalanceerd als
= .
goo% elke gebalanceerde collectie B met gewilichten (AS)SEB geldt
Z lsp(SJ > e LN ).
SEB
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De volgende stelling geeft het verband aan tussen gebalanceerde
spelen en spelen met niet-lege core. Een bewijs van deze stelling
kan worden gegeven met behulp van de dualiteitsstelling uit de

lineaire-programmeringstheorie.

STELLING 8.22. (Bondareva-Shapley)

7Zij <N, v> een n-persoonsspel in karakteristieke functievorm, dan

geldt: C(v) # @ ©® <N, v> 1is gebalanceerd.

9. Lineaire produktiespelen

In deze paragraaf kijken we naar een speciale klasse van spelen

met een niet-lege core. We zullen een stelling ult de lineailre-
programmeringstheorie gebruiken om voor deze spelen een core-ele-
ment te vinden. De situatie is als volgt. Laat N de spelersver-
zameling zijn. De spelers zijn producenten; ze hebben allemaal grond-
stoffen die ze kunnen gebruiken voor het maken van produkten die

ze Kkunnen verkopen voor een bepaalde prijs.
Voor elke 1 € N geeft de vector b - (bi,bg; e b;) aan wat spe-
i kan bijvoorbeeld de hoeveelheid

1

ijzererts aangeven die speler 1 bezit, b2 de hoeveelheid mankracht

enz. Met deze grondstoffen kunnen g goederen worden gemaakt. Om

ler 1 aan grondstoffen bezit; b

één eenheid van goed j, j e (I, ..., g) te kunnen produceren,
Zz1n ajk eenheden van de k- grondstof nodig. Eén eenheid van goed
7 kan worden verkocht tegen prijs pj.

Een coalitie S kan beschikken over de grondstoffen van zijn leden.
De grondstoffenvector die bij S hoort, is dus b(S) = Z bi waarbij
we coordinaatsgewijs optellen. Coalitie S zal die coﬁﬁiﬁgtie van
goederen produceren die haar bij verkoop het meeste zal opleveren,
maar S moet wel rekening houden met wat er aan grondstoffen be-

schikbaar en nodig 1is. We hebben dus

V(S = ma PX, + PXy + ... + pqxqonder de voorwaarden

r

X X > i)

1,}(2, e 4 q

d X

<&
ik 7 b, (5)

aq1xq s ,l

<
-+ + aquq = bz(s)

) T T T

+

- I

_‘J.‘"
L

< :
a1mx1 2t a2mx2 + 3 aquq < bm (S.)




Het bovenstaande kunnen we korter opschrijven als we gebruik maken
q m

ajl'{]jzdljr K=1’

de vector p = (p1, vecalis pq), de prijsvector geheten. We Krijgen dan

van de matrix A = [ de produktmatrix geheten, en van
v(S) = max p * x onder de voorwaarden x € |]-‘eq, x >0, Ax ib(S).
Om een core-element van het hierboven beschreven spel te vinden,
hebben we de volgende stelling uit de lineaire-programmeringsthe-

rie nodig.

STELLING 9.1 (Dualiteitsstelling)

m .
Zij A een m X g-matrix, be R , p & [Rq zO0 dat.-max p °* x onder de
voorwaarden xue[Rq, xar 2 AR < b bestaat.'Dan 1s dit maximum

gelijk aan min b °* y onder de voorwaarden yGE[Rm, y: >0, Ay > p.

We zijn nu klaar voor een stelling over de core van het lineaire-

produktiespel.

STELLING 9.2 (Owen, 1975)

Zij A een m x g-produktiematrix, ch[Rq een prijsvector, N = {1,

el

de spelersverzameling, b e R" de grondstoffenvector voor elke 1 & N,

dan heeft het lineaire produktiespel <N, v> gegeven door

v(S) = max p * X onder de voorwaarden szﬂQq, Xor 22 Ol AX E_b(S)

voor alle S E—2N, een niet-lege core.

BEWIJS. We hebben v(N) = max p * x onder de voorwaarden x-EERq,
x >0, Ax E_b(N). Volgens de dualiteitsstelling geldt v(N) =

= min bN) >y ye R,y 2.0, Ay > p.:Laat y* = (y?, ieslyl G T )

een oplossing van dit probleem zijn. Dan geldt

(53 v(N) = b1(N) . yT g bm(N) . y;

(i )sawvis) =b1(8) . y*f g iy bm(S) . yn";

omdat v(S) volgens de dualiteitsstelling gelik is aan min b °* vy

m
onder de voorwaarden y€ R, y >0, Ay > p, en y* aan de voorwaar-

den voldoet. Het minimum is dus kleiner dan of gelijkk aan b(S) * y*

We definieren de vector u:(u1,....,luﬁ) door ui:zbﬁ gT+...+bm y;.
Dan geldt voor elke S = 2N:
m _ m _ m ;
D g A et g ol Wl b et s e U RIEE Vs
G E =S 1€S k=1 k=1 1&€S k=1 1&S
m
) k; YTy A DS e FhLAL g S
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Met (i) hebben we dus z u, = vI(N) en met (4ii.) Z u_ z_v(S).
1 e N I o

Dus de wector zit in de core en de core i1s niet leeg.
De vector y* die in het bewijs van stelling 9.2 voorkomt, kan worden
gezien als een prijsvector voor de grondstoffen. Eén eenheid van

grondstof b1 kost dan y?, één eenheid van grondstof b, kost g;,

2
.., één eenheid van grondstof b kost y*. De vector u kent aan

iedere speler het bedrag toe datmhﬂ ZOoUu irﬂgen als hij zijn grond-
stof fen zou verkopen tegen de prijzen y?, y;, Rt s y;.

VOORBEELD 9.3. Laat N = {1, 2, 3}. De grondstoffen zijn koffie,
suiker en melk. (Water is overvloedig aanwezig.) De produkten die
op de markt iets opleveren zijn koffie met melk en suiker (ksm),
koffie met suiker (ks) en koffie met melk (km). Naar andere com-
binaties 1s geen vraag en die kunnen dus niet worden verkocht. De

onderstaande produktiematrix geeft aan wat nodig is voor de samen-

stelling van een liter ksm, een liter ks en een liter km.

koffie sulker melk

. 3

Ksm 3 2 2

KS 2 2 0

Km 2 0 2

Eén liter ksm kan worden verkocht voor f 3,-, één liter ks voor
f 2,- en één liter km ook voor f 2,-. De prijsvector p is dus

]
(3, 2, 2). Speler 1 heeft U4 eenheden koffie, dus b = (4, 0, 0).

Speler 2 heeft U4 eenheden suiker, b2 = (0, 4, 0). Speler 3 heeft

4 eenheden melk, b3 = (0, O, 4). Voor het lineaire produktiespel
<N, v> dat hierbij hoort, geldt: vw(11}) = vw({2}) = »(13}) = 0O,
viib1, 2F) = wfit, 33y e N, w12, 3F) =0, w1, 2, 3}) & Hs

De core van dit spel is de verzameling { (4, 0, 0)}.De vector y*

dit bij dit core-element hoort, is de vector (1, 0O, 0).

10. Opgaven

1. (Two-finger Morra ) Reeds door de Romeinen werd dit spel gespeeld
(alleen niet met guldens). Partijtjes verlopen als volgt: de spelers
1 en 2 steken gelijktijJdig 1 of 2 vingers in de lucht en raden hoe-

veel vingers de tegenstander opsteekt. Als één van de spelers goed
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raadt, wint hij evenveel guldens als er door beide spelers vingers
in de lucht zijn gestoken; als beiden goed of beiden fout raden,
volgt er geen ultbetaling.

In dit spel hebben beide spelers vier strategieen ter beschikking
en wel (il V), €1,.20, G2, 1), (25-2); hierbi} wordt met: (i, 77) be=
doeld de strategie: "steek i wvingers in de lueht en raad j'. Dit

spel correspondeert met het 4 x 4-matrixspel

Tk
(L Y, 20T 42 L2 2
(1,1)[ 0 2 '"
(1. 2) =2 0 0
1}
(25 1) 0
(2,2)[

>

waarvan een gedeelte hierboven is ingevuld. Vul zelf aan.

2. We bekijken het volgende tweepersoonsnulsomspel waarbl] in een
partij speler 2 zich verbergt in een van de kamers genummerd van

1 tot en met n (ne N). Vervolgens moet speler 1 net zo lang num-
mers raden totdat het kamernummer is genoemd dat de schuilplaats
van speler 2 aangeeft. Elke keer raden kost speler 1 f 1,-, te be-
talen aan speler 2. De strategieen van speler 2 kunnen we identi-
ficeren met de getallen 1, 2, ., n op de voor de hand liggende
manier; de strategieen van speler 2 kunnen worden geidentificeerd
met de n! permutaties van de getallen 1, 2, ..., n als we afspre-
ken dat we met de permutatie (p1, Poy ==es pn) bedoelen: noem de
eerste keer het getal p,; noem zo nodig de tweede keer het getal

Poi =v- - Met n = 3 kunnen we dit verberg- en raadspel identifi-

ceren met het matrixspel dat als uitbetalingsmatrix heeft:

(1 2 3) J=1 =2 =3
(1 3.2) =1 =3 =2

(2 1 3) . =2 =i
(2345, b =

(S A )

(3 2 N i {

Vul zelf aan. Wat is de waarde van de gemengde uitbreiding van
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dit spel? Verzin optimale strategieen voor beide spelers.

3. Vier voorwerpen V V., en Vu hebben achtereenvolgens een

j 7 MgV
waarde 1, 2, 3, 4 voor speler 1 en een waarde 2, 3, 4, 1 voor spe-
ler 2. Om de beurt mogen speler 1 en speler 2 voorwerpen kiezen
tot er geen meer zijn, waarbij speler 1 begint. Ga na dat deze situ-
atie kan worden herleid tot een 32 x 81-bimatrixspel; geef een

evenwichtspunt voor dit bimatrixspel.

N. Zij <10, 11, [0, 1], K., K.> het tweepersoonsspel met

o2
- o 2 = Nap €
K1(x1, xz) 3 Hx1x2 + Mx1x2 X 5 voor elke X 4 [0 st en
x, € L0 1] en Koo 2 Ko Bereken de waarde en de optimale stra-

tegieen voor beide spelers in dit spel.

]m Il

o L) A = o ]
2 J [dlj s Kot | R [0

een m x n-matrixsoel en B het matrixspel

B = [aij+1O]T_1, ?_1. Wat is het verband tussen waarde en opti-
male strategieen van de matrixspelen A en B?

ol 2| & et . ot 4
bz A1 = [O 2], A2 = [3 1 7) en A3 = [1 2]. Bereken waarde

en optimale strategieen voor de gemengde uitbreidingen van A

A2 en AB'
T. Bereken de zuivere Nash-evenwichten voor

D S ) el s )
(4, B)) = (0" 1) (3 1) (A By) = [(o, 2yl

8. Bewijs dat de benedenwaarde van een nulsomspel ten hoogste gelijk

is aan de bovenwaarde.

9. Bewijs de eigenschappen (E.3) en (E.4) uit paragraaf 3 (blz. 185)

voor nulsomspelen met een waarde.

10. Bewijs dat een zadelpunt (x X S

f2) voor een nulsomspel <X1, 5

‘] )
een evenwichtspunt i1s van het spel <X1, X2, Ko =K20

11. Vind met behulp van de beste-antwoordverzamelingsmethode de
Nash-evenwichten van de gemengde uitbreiding van

(i) het bimatrixspel uit voorbeeld 2.2;

(ii) het bimatrixspel uit voorbeeld 2.3;

(1iii) het bimatrixspel uit voorbeeld 3.3.

12. Bereken van het 4 x 2-matrixspel uit voorbeeld 5.2 de waarde

en een optimale strategie voor speler 2 door middel van het op-
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lossen van een lineair programmeringsprobleem.

13+ Z1j o = 1 en plx). = 1 =tx voor x e [0, |l in het duepolyspel
uit par. 7. Bereken het evenwichtspunt. Ga na dat fuseren voor de
producenten voordeliger is in deze situatie. Hoeveel moet bij fusie

worden geproduceerd, wil de opbrengst maximaal zin?
14. Laat zien dat een transportspel altijd superadditief is.

15. Laat zien dat een superadditief spel een niet-lege imputatie-

verzameling heeft.

16. Zij <N, c> een n-persoonskostenspel in karakteristieke functie-

vorm. We definieren een winstspel <N, v> door v(S) = Z c({zE ) = cls),
' IES

S&2' . Laat zien dat “(x x ) EC(v) e (c.=x C —xn)egi(c).

b (e, X 1T X s wley TE

1T Zi <N 'v>-het spel met Nz 41,2, 3k, wl@) = 0 vilzl)h=10 als
i € {1, 2, 3k, viN) =1 en vi(S) = & [0, o) als#S"= 2. Ga na dat

clv) 2 @ « o > 2/3. Bereken €(v) als-'a € [0, 2/3].

18. Ga na dat B, = {20 aiiiss IE5 23k il en
B, = i{1,.2, 3}, {1, 4, {2, U, {3}} gebalanceerde collecties

ziln van N =0, 2 3 Ak

19. Zij <N, v> een superadditief driepersoonsspel met
v({1}) = vwd2}) = v({3}) = 0 en.v({1, 2. 3}) = 1. Bewijs dat de
volgende uitspraken equivalent zin:

(i) iClv) #.0p Ol vt 2k swwidn;  3F e v, 35 ) s02:

20. Bereken het transportspel <N, v> corresponderend met het hier-

onder gegeven netwerk en geef een element van de core.

(1051 (1Q,M)
a b

Het getal v &or de komma geeft de capaciteit aan, het getal erach-

ter de eilgenaar.
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