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Resonant　Faraday　Rotation　and　Holography　for

the　Measurement　of　Spatial　Magnetic　Field　and

　　　　　　　　　　　　Atomic　Density　iR　a　Plasma

Shun－ichi　HIMENo“，　Tal〈eaki　ENoTo““，　Hitoshi　MocmzuKi“，

　　　　　　Kei－ichi　HIRANo“““，　and　Yasutomo　OzAwA＊“＊“

　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　December　27，　1983）

Abstract

　　　This　paper　describes　a　method　of　measuring　spatial　distributions　of　magnetic　field

by　resena就Faraday　rotation　in　combination　with　resonant　holographic　inter－

ferometry　using　a　tunable　dye　laser．

　　　The　sensitivity　and　selectivity　of　these　resonant　methods　are　high　iR　comparison

with　conventional　Faraday　rotation　and　holographic　interferometry．

1．　　　夏n£rGd【uc重io鷺

　　　The　determination　of　spatial　distributions　of　magnetic　field　is　an　important　subject　in

the　diagnostics　of．high　temperature　p｝asmas．　At　high　energy　densities，　magnetic　probesi）

not　only　perturb　the　plasma　but　are　frequent｝y　destroyed　by　contact　with　it．　The　use　of

spectroscopic　methods　or　scattering　methodi｝　in　plasmas　is　extremely　difflcuk　because　of

the　iarge　Doppler　and　Stark　broadening　of　spectra！　lines　or　complicated　devices．　The

measurement　of　the　magnetic　field　by　observation　of　the　conventional　Faraday　rotatlon’）　of

the　plane　of　polarization　of　visible　light　by　free　electrons　in　applicable　only　for　fairly　dense

plasmas　in　strong　inagtietic　fields．

　　　Here　we　examlne　theoretically　the　possibility　of　determining　spatial　distribution　of

magr｝etic　field　in　a　plasma　from　the　resonant　Faraday　rotation　by　residual　Beutral　atoms

or　specially　introduced　impurity　atoms　ln　the　p｝asma．　ResonaRt　holographic　inter－

feromeery　is　used　to　determine　the　densi£y　of　ehe　atoms　in　the　plasma，　lf　the　wavelength

of　the　light　is　adjacent　to　the　wavelength．of　an　atomic　or　ionic　transition，　the　change　・in　the

polarization　of　light　and　the　enhancement　in　the　index　of　refraction　is　caused　by　a　resonant

interaction　of　light　with　atoms　or　ions．　A　tunable　dye　｝aser　is　the　most　successful　candi－

date　as　a　light　source　for　resonant　Faraday　roeation　and　holographic　interferametry．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Resowant　koNographic　interfereTnetry

　　　Tke　method　of　resonant　holographic　interferometry　in　based　on　obtaining　inter－

ferograms　ln　the　light　close　to　the　absorption　｝ines　of　one　component　of　the　plasma　to　be

studied．

　　　We　shall　first　discuss　about　the　classical　theory　of　dispersion．

The　light　propagation　in　a　absorbi’ng　and　dispersive　media，　can　be　written　with　the　help　of

complex　refractive　iRdex2）

　　　　　　　　　　　b　

＝n（！－ix）　（　2　．　1　）
where　R　and　M　are　ordinary　refractive　indexes　and　absorption　indexes，　respectively．　The

light　wave　propagating　in　the　z－direction　with　angular　frequency　6e）　＝　2　n　y　＝＝　2　rrc／A　1s　written

by

　　　　　　　　　　A＝　AoeiW（t－nZtC｝　，，，，　Aoe　rm　WnXZ／C　eiw（t－nZIC）　（2．　2）

where　A　and　Ao　characterize　the　electric　or　magRetic　vector．　The　absorption　coefficient

per繰n圭t　leng£h　is

　　　　　　　　　　k－2ωぎx－4π量κ　　　　　　（・，3）

The　cornplex　refractive　index　n　is　connected　witk　the　polarization　P　in　c．g．s．　units

　　　　　　　　　　ft2E　＝＝　E十4rrp　（2．　4）
where　E＝　Eoe　itot　is　the　electric　field　at　the　oscil｝ators．　The　po｝arization　is　also　written　by

　　　　　　　　　　P　：Nex　（2．　5）
where　N　is　the　particle　Rumber　per　unit　volume　（harmonic　oscillators　with　eigen　frequency

bl　＝2zvo）　and　x　is　the　displacemeRt　of　oscillators．

　　　　Let　us　cons1der　the　equation　of　motion　for　an　electron　of　mass　m

　　　　　　　　　　mX＋　in　teZx＋　7k＝　eE　（2．　6）
where　y　is　the　damping　constant　of　the　oscillators．　lf　we　make　a　periodic　oscillation　x＝xo

e　iwt C　Eq．　（2．6）　becomes

　　　　　　　　　　（一　to　2十　to　g“itu　7）　x＝eE／m　（2．　7）
then　Eq．　（2．5）　becames

　　　　　　　　　　P：一＝2Sl，ISi！iilEiifi－a」一s7e2／．M2＋i．　（2・s）

Therefore　Eq．　（2．4）　is　written　as

　　　　　　　　　　k2－1…N・x／E一響ω＆一。1＋i，ω　　（・・9）

The　ordinary　refractlve　kidex　and　absorption　coefficient　can　be　obtained　by　separating　the

real　part　and　the　imaginary　part．　Frorr｝　Eq．（2．1）

　　　　　　　　　　fi2－1　＝＝　n2（！一　x2）一1－i　2n2x　（2．　10）
From　Eq．　（2．9）　and　（2．10）　we　have

　　　　　　　　　・・（！＋1－4π嘗2（。器一二予卑2γ・ω・　　（・・1！）
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　　　　　　　　　　2n2x＝一IZtllli：lii－Ne2　m（Et；g　lmtigwwto2）2to＋2te2　（2・／2）

Le£　us　restrict　the　region　of　the　eigenfrequency　of　the　osci｝lators　tu　：　too　and　write

　　　　　　　　　　Ate　＝to－too＜＜　to　or　tuo　（2．13）
we　have　the　simp｝e　forrn　from　Eqs．　（2．11）　and　（2．12）　：

　　　　　　　　　　・・（1一・・）一1一一訟（、。）鵯／、）・　　　（・ユ4）

　　　　　　　　　　　　　　　　rre2N　7
　　　　　　　　　　2n2x＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　2．　15）

　　　　　　　　　　　　　　　　mcao　（Ato）2十（7／2）2

1n　a　fully　thiR　gas　x＜＜1　aRd　n　u　1．　We　can　obtain　refractive　index　n　and

absorption　coefficient　K　directly　from　Eqs．　（2．14）　and　（2．15）　：

　　　　　　　　　　・一！一髪訟（。。）・2鞘／、）・　　　　（・・16）

　　　　　　　　　　K一一一2tuigx　u－lstt　SLcN　det．），＋（72），　（2・17）

Near　the　absorption　line　the　refractlve　index　of　atoms　and　ions　is　described　in　wave｝ength

bY@nwwi：di．i，2　AgN－cx：rmxuSiil－A，2iAiitllilA，．．－h

j2　（2－i8）
where　Ao　is　the　absorption　wavelength，　A　A，v　is　the　ful｝　width　at　half　maximum　of　the

absorptlon　line，　Z　is　the　wavelength　of　the　diagnostic　light，　N　is　the　atomic　density　at　the

absorbing　！evel，　and　the　oscillator　streRgth　f　for　the　｝ine　is　introduced．

　　　　The　shape　of　the　absorption　line　is　described　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　△λを

　　　　　　　　　　K＝2rrth．”c2　AgNf－IIMIt；IIJIIIIIirm（MII－A，）2．t－rmAfA｝ixi一一2　（2・ig）

Then　the　fringe　shift　F，　due　to　excited　atorns　is　given　by

　　　　　　　　　　F・一飛’dl

　　　　　　　　　　　　イ、。gA♂・3Nf（∵て≒・アdl　（・…）

where　dl　is　a　path　length　element．　This　means　that　by　using　a　wavelength　near　the

absorption　line　£o　obtaiR　iRterferograms　we　caR　greatly　increase　the　sensltivity　of　measur－

ing　ehe　atom　density．

　　　Taking　the　fringe　shifts　due　eo　free　electrons　in£o　account　and　neglectiRg，　we　can　write

the　corresponding　total　fringe　shiff　F　as

　　　　　　　　　　F一藩、一張。∫Nd・

　　　　　　　　　　　　　rmk．2．，2　Af’iedl　（2・2i）
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where　ne　is　the　electron　density．　We　can　distinguish　between　the　two　contributions　to　the

fringe　shifts　if　the　refractive　index　is　measured　for　two　wavelengths．

　　　The　wavelength－dependence　of　the　fringe　shift　Rear　a　spectral　llne　is　shown　in　Fig．　1．

We　can　see　from　this　figure　thae　the　friRge　shift　due　to　bound　electrons　is　larger　than　the

one　due　to　free　electrons　and　the　fringe　shift　increases　as　the　difference　be£ween　the

diagnostic　line　’and　the　abserption　line　decreases．
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3． 翼eso魏島聡重Fa響a《翫軋y　ro£a意io蟄

　　　TakiRg　the　same　procedures　in　resonant　ho｝ographic　interferometry，we　can　derive　the

Faraday　rotatioB　formttla．　When　a　linearly　polarized　light　close　to　the　absorption　lines　of

the　plasma　is　transmitted　in　the　z－direction．　parallel　to　an　applied　magnetic　field　B，　an

enhaRced　rotation　in　the　plane　of　polarization　is　observed．

　　　The　equation　of　motion　for　aR　electron　of　mass　m，　bound　with　a　force　constant　m　blg

driven　by　an　e｝ectric　field　E　and　a　static　magnetic　field　B，　inc｝udes　a　damping　term　y，

　　　　　　　　　　　酬m・9・…＋m・・一・（・＋÷・×・）　　　　（3．！）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲwhere　e　ls　the　electron　charge　and　r＝ro　e　iω七is毛he　position　vector。

　　　Let　us　iRtroduce翫e　follow圭ng　variables　corresponding　to　right　and　left　circular

polar圭zat三〇n2）

　　　　　　　　　　　r士＝x±iy

　　　　　　　　　　】巨】±；石）×±iEy　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

　　　　　　　　　　　P，＝P×＝t＝iPy

We　have　now

　　　　　　　　　　（一．2＋．grd，　seB　．＋i7tu　　　　　　　m）・・一・E，／m　　　　（3．3）

and　theretore

　　　　　　　　　　？．＝Ner＋

　　　　　　　　　　　　　　　Ne2　　　　　　E＋

　　　　　　　　　　　　　　　　m一。・＋。巷÷iγ。±eB。　　　　　（3・4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mc

The　complex　refractive　indices　cons量der圭ng　oscillator　strength　f　are　given　by

　　　　　　　　　　瀕一4π薯e÷。・“。｝、γ±。B／。）　　　（3・・）

If　we　introduce　the　mean　index　of　refractlon　n＝（n＋一nの／2and　neglect　theγterm，　the

difference　of毛wo　indlces　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n÷一捻■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　n÷一n＿　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n

　　　　　　　　　　　　　　　　一一4π響e2書酷（。1・一ll。，）、　　　（3・6）

Thus　the　Faraday　rotation　Or　d賢e　to　bound　e至ectro轟s　can　be　measured　by

　　　　　　　　　　θ・一一f音k（一⇒dl

　　　　　　　　　　　　イ4π響e22壽m（　（022　．．2ω〇一ω）、d1　　　（3・7）

Taking　the　free　electron　contribution　into　account　aRd　replacing　（h）　with　A，　the　total

rotation　angle　0　can　be　written　as

　　　　　　　　　　O＝一21tlkiE－iTf12c‘－tt2－6R2，）2　fBBedl

　　　　　　　　　　　　　＋k．123／3fBRedl　（3．8）

where　N　and　ne　are　exci£ed　the　atom　density　and　electron　density，　respectlvely．

　　　Figure　3　shows　that　the　rotation　due　to　bound　electrons　is　much　｝arger　than　the　one　due

to　free　electrons　and　the　former　increases　as　the　diagRostic　line　approaches　the　absorption

line．
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Fig．3　The　resonant　Faraday　rotation　er
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　　　　　λ一λo

　　　　　The　lines　indicated　by　na　are　for　er

　　　　　and　those　by　ne　are　for　6ち．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　　B＝104G、」＝102cm，λe　・6563　A（Ha）．

　　　　　　　　　　4．　Quantum　theory　ef　dispersion　without　magnetic　fieNd

　　　Let　us　suppose　that　each　atom　has　one　electron　w圭th　a　bound　state縣（r）lni£ially　which

is　excited　to　q），　（r）　by　the　external　electric　field

　　　　　　　　　　　E（t）＝Excos　tot　（4．　1）
　　　Electron　wave　function　is　described．by

　　　　　　　　　　　gp（r，　t）　＝＝　e’me－iEmtJrt十2cngne－i’Entt”　（4．　2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

Here　we　apply　a　time－dependent　perturbation　theory．　lf　we　put　Eq．　（4．2）　into　time－de－

pendent　Schrbdinger　equation　the　coefficients　in　the　excited　states　satisfy　the　next　differ－

ential　equation

　　　　　　　　　　i娼lnイ・細・）・・）・・e・（・・一・一d・　　　（・．3）

The　solution3）　is

　　　　　　　　　　Cn　：de／　feExX，．（eiWt÷ermitut）ei（En－Em）tiffdt

　　　　　　　　　　　　　一吉・E・X一〔1濡e睾欝箒

　　　　　　　　　　　　　　一！署；讐農llπ〕　　　　（・・4）

where
　　　　　　　　　　　X一イ・蓋…d・　　　　　　　（・・5）

which　is　the　matrix　e1ement　of　the　electron　dipole　moment　in　the　dlrection　of　the　e｝ectric

field　vector，　between　states　（prti　and　tpn．
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From　Eqs．　（4．4）　and　（4．5）　we　have

　　　　　　〈・x（・）〉イ・蓋（・，・）・x・・（・，・）d・

　　　　　　　　　　　　　　　：2（exmnCn（t）ermi‘tit十exnmC，“（t）ej‘”t］

　　　　　　　　　　　　　　　　　”

　　　　　　　　　　　　　　　一E・多e21釜鍔12〔。。≒＋。。1。〕（・…＋e一・・1）（4．6）

Hence　aeomic　polarization　a（＝P／NE）　is　given　by

　　　　　　　　　・ず21傷mni2ω篶、

Here　oscillator　strength　of　the　n－th　transition　is　defined　by

　　　　　　　　　f・謬酬X－1・

　　　　　　　　　　2fi　1

　　　　　　　　　　n

Then　we　have

　　　　　　　　　・（・）一回。言聖。，

If　N　is　the　number　of　atoms　per　unit　volume，　dielectric　constant　is　given　by

　　　　　　　　　X（　ca）　：1＋4rr　N　a（　to）

　　　　　　　　　　　　　　…1＋4π皆2賑皇。、

which　is　consistent　with　Eq．　（2．16）　neglecting　the　y　term．

（4．7）

（　4．　8）

（4．　9）

（　4．　10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　Qua難加臓theoτy　of　Faraday　roね乳ion

　　　We　now　consider　the　Faraday　rotation　due　to　electroRs　bound　in　atoms．　We　neglect

the　spin－orbit　and　Doppler　effect　and　assume　that　the　electron　may　be　described　by　a

hamlltonian　of　hydrogen　form　in　c．g．s．　units，

　　　　　　　　　H：th1（p－e一，’A）2－fl？1一　（5．1）

where　E　is　the　static　dielectric　constant，　m　is　the　electron　mass，　P　＝一ifa　grad．　For　the

exterRai　magnetic　field　B　along　the　z－direction　we　may　choose　the　vector　potential　A＝　（B

x　r）／2．　Then　Eq．（5．1）　becomes

　　　　　　　　　　H一、蓋〔（P曜y）・＋（P・一字x）・＋P司一暮　　（…）

The　eigenstates　and　eigenvalues　of　Eq．　（5．2）　caR　be　written　in　pairs　as　follows‘）

　　　　　　　　　　Tn，m（r，0，s5）　：din，lnaE（r，0）eiMdi

　　　　　　　　　E　一E巾1＋去Z・・m　　　　　　　（5・3）

Where　m＝　e，　±1，　±2，．．　and　blc”eB／mc　is　the　cyclotron　frequency　of　electrons．　The

transitions　from　the　ground　state　indicated　by　the　right一　and　left一一handed　wave　correspond
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to　the　states（R，　m＝1）and（n，　m＝一1），respect圭vely．

　　　　The　methods　of　time－dependent　perturbation　theory　can　be　use（董to　obtain　an　express－

ion　for　the　die玉ectric　constantもensor3・5）in　the　same　manner　as圭n　section　3：

　　　　　　　　　　…一…一黒星2習誌、〔（V‘鴇詫L（WW”ih，，（一Vtl判

　　　　　　　　　　　　　　　一・結2習。1，h〔（Vi）」t　it’（V」’）・’・δ（・＋・…）

　　　　　　　　　　　　　　　実（磁（磁δ（・…一・）〕　　　　（…）

Here　the　frequencyω脈are　such　that充ωk，lc量s　the　energy　reguired　to　excite　an　electron

from　state歪（to　k■．　The　velocity　operator　is　related　to　the　p◎sit圭on　opez’ator　by

　　　　　　　　　　（v）h・h＝”iCVk・h（r）h’パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5，5）

　　　　At　freq鷲encies　where　there三s　hardly　any　absorptioR，　a　rotatlon　of　the　plane　of　polarl－

zation　Or　per　un圭t　path　length　is　g至ven　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　θr一一一・釜（・・一n⇒一一8，n÷孟R一

　　　　　　　　　　　　　一一、害。（・・一ε一）一一ン　　　　　　（5・6）

Here　n＝（n＋一n一）／2　may　be　approxinmated宅。　the　refractive　index　at　zero　field　andε躍ンis

the　xy　component　of　the　imag三nary　part　of　dielectric　constant　tensorεiゴ．

　　　　If　we　ca茎culate　the　component　e　xy　neglec乞lag　theδイunction　term　ln　Eq．（5．4）we　have

the　Faraday　rotation　from　Eq．（5．6）as

　　　　　　　　　　・一霧習（Vx）扁率一（要M磁　　　（5．7　　　　　　CV　ft’1｛　nv　（O）

Equation（5．7）can　be　written　in　terms　of　velocity　matrix　elements　for　the　right　and｝eft

circularly　polarized　wave　as

　　　　　　　　　　　ト吾£謡　（＋）v弩菰場￥崩（一閃（一）　（・・8）

ln　which　v（±）＝Vx±：iVy．

　　　　The　def圭nition　of　oscillator　strength　for　absorpt圭on　of　the　right－and　left－handed

polarization　is

　　　　　　　　　　fh’k（±）＝　mv鴬’k（±）v々・々（±）／力CVh・h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

Then　Eq．（5．8）becomes

　　　　　　　　　　ト鑑謙畢　（fk・h（十）一f，・，（一1　　　2　　．2　　te　Mk’k一　tu））　．（5・1・）

Equation（5．10）g圭ves　the　rotation　Or　per　bound　e玉ectron　as

　　　　　　　　　　・・一一岩謙〔媒f吉　　　　妬f汀（　te　．’　）2一　to2　（　tu　，um　）2一　to2〕　　（・・1！）

in　which　the　transit呈on　frequencies　are，　by　Eq．（5．3）

　　　　　　　　　　・蒔・・±吉・・　　　　　　　（5・12）
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where　Abln　＝　E，，i．　From　Eq．　〈5．12）　and　the　definition　of　oscillator　strengths，　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　f苛　　　　　　　fざ

　　　　　　　　　　　tut＋Xt　2ca．）：一ritl］evllrZ［jilZ－to，i’2．，）Efn　（s．13）

then　Eq．　（5．11）　becomes

　　　　　　　　　　　・・一一磯細〔藷凹凹一誰嘉鮮。魂，

（　5．　14）

Equation　（5．14）　becomes，　to　the　first　order　in　B

　　　　　　　　　　・・一魯謙（tuc　ca　2fn　2　．．2to　fi　一　to）・

per　unit　length　and　bound　electron，　which　is　consistent　with　Eq．　（3．7）．

Here　f，　is　the　osciliator　strength　in　the　zero　fleld．

（　5．15）

6． Experimental　apparatus　prepesed

　　　The　experimental　apparatus　proposed　in　the　investlgation　of　resonant　Faraday　rota£ion

and　holographic　interferometry　is　shown　in　Fig．　4．

　　　The　tunable　dye　laser　DL　is　used　as　a　light　source　in　this　experiment．

　　　Hoiograms　are　recorded　on　Kodak　type　649F　holographic　plates　HP，　with　a　plasma　and

a　non－plasma　exposure　superimposed．

　　　A　small　angular　shift　of　the　reference　beam　is　made　by　the　mirror　M3，　be£ween

exposures　to　provide　a　background　fringe　pa£tern．

　　　On　the　other　hand，　’the　light　from　the　source　is　linearly　polarized　by　the　Nichol　prism
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Fig．4 Proposed　arrangement　of　the　experimental　apparatus　for

resonant　Faraday　rotation　and　holographic　interferometry

of　a　e－piRch　plasma．

TP－e－pinch　apparatus；　DT－discharge　tube；　DL－dye　laser；

PH－pinhole　；　P－poralizer　；　BS一一beam　splitter　；　Li

～L3－Lens；M1～Mゴfixed　mirror；M3－rotatlng　mirror；
FW－Faraday　wedge　；　A－analizer　；　HP一一holographic　plate　；

LG一｝iquid　gate；　C一一image　converter　camera；　S一一shield

plate．
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P　and　then　traverses　the　discharge　tube　DT　before　passing　through　the　analyzing　N　ichol　A

to　the　holographic　plate．

　　　The　Faraday　wedge　FW　made　of　a　high　Verdet－coRstant　material　is　inserted　into　the

object　beam　in　order　to　produce　fractionai　background　fringes　in　the’　Faraday　rotation

photographs．

　　　The　plates　are　developed　in　Kodak　D－19　developer，　stopped，　fixed，　washed，　and

bleached　in　the　liquid　gate　LG　for　a　rapid　in　situ　processing　in　real－time　holographic

interferometry．

　　　With　a　high　speed　image　converter　camera　C，　holographic　interferograms　and　Faraday

rotation　photographs　of　a　0－piRch　plasma　are　obtained．
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