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ABSTRACT.- The Importance Sampling Technique is a method for reducing
the computational effort in Montecarlo simulations for obtaining the
relative frequency of an event having a very low probability. While
this method is well known in general Operations Research /1//2//3/

and Radar /4//5//6//7//8//9//10/, it has not been considered in
digital communication problems. This paper aims to introduce the
Importance Sampling concept in this communication context.

INTRODUCCION

E1 método de Montecarlo es una alter-
nativa para la evaluacidn de muchos proce
sos de deteccidn cuyo andlisis, sea por
la estructura del receptor o por las esta
disticas de la sefial recibida, resulta
complejo o inviable.

En sistemas de comunicaciones digita-
les (CCDD) de prestaciones elevadas (los
habituales), la caracteristica bdsica
(probabilidad de error,Pg) toma valores
muy reducidos; por lo que se requeriria,
en principio, un gran esfuerzo computacio
nal para su obtencidn. La técnica de mues
treo enfatizado ("Importance Sampling",
IS}, bien conocida en Investigacidn Opera
tiva general /1//2//3/ y Radar /4//5//6/
/7//8//9//10/, constituye una opcién que
se ha mostrado eficaz para reducir dicho
esfuerzo; perd, curiosamente, su aplica—
cidon a CCDD es practicamente inexistente.

En el presente trabajo, se introduce
el concepto del IS con la nomenclatura y

en el contexto habitual de las CCDD, insis

tiendo en sus posibilidades como herra-
mienta de evaluacidn de sus prestaciones.

EL PROBLEMA DE LA DETECCION

Nos ocuparemos de casos discretos, ya
que se pueden reducir a éstos Tos conti —
nuos /11/. Dado que las ideas bdsicas se
generalizan con facilidad, también nos 11
mitaremos inicialmente al caso binario.
E1 correspondiente esquema genérico del
detector se muestra en la Fig. 1.

Los observables r (representativos de
la sefial y el ruido recibidos en cada in-
tervalo de simbolo) son procesados por un
circuito en general no lineal, g¢(7); a cu
ya salida se sustrae un cierto valor numé
rico T (umbral), tras de 1o que se aplica

1 g(x) I nwqn
I: g + e 4
s ngn
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Fig. 1. Detector binario discreto

una decisidn por signo, adoptando como
cierta la hipdtesis "i" ("0", "1"). g(7)
puede establecerse con arreglo a algun
criterio de optimizacidn (caso de recep-
tores MAP y ML), siguiendo un esquema in
tuitivamente razonable o que se ha mos —
trado eficaz en la prdctica, o buscando
un comportamiento estable (y poco degra-
dado respecto a Optimos) frente a varia-
ciones en las estadisticas de la sefial
recibida (detectores robustos, libres en
distribucién o no paramétricos) /12//13/
/14//15/. En todo caso, g(¥) puede resul
tar tan complicada para ciertos observa-
bles que la evaluacidn de Pe puede hacer
se muy dificultosa o imposible.

En general,

T

- Pe= PL("O")jT fo(g)dg+ Pr("1"{[dnf1(g)dg

(1)

siendo f4 ( la densidad de probabilidad
(ddp) de cuando se ha transmitido

"i". Dada 1a analogia existente, nos ocu
paremos de la primera integral, Pey (que,
en muchas situaciones "simétricas", coin
cide con Pg).
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LA LIMITACION DEL METODO DE MONTECARLO

E1 método de Montecarlo recurre a ge-
nerar repetidamente (en ordenador) la va-
riable aleatoria (va) r segiin pg(r) (sien
do pn(7T) 1a ddp de dicha va bajo la hi-
potesis "i"); obteniendo tras ello g(¥) y
estimando Pog por la frecuencia relativa
del suceso g{r).> T:

% _ n° veces gue @) > T _
N N

N

% 5E “[g(rj) - T]

(2)

I

Claramente, el estimador es insesgado:
su media tiende al valor a estimar

P =Jf(w®=1-F(ﬂ=E ulg - T)
e0 T0 0 [ ](3)

con N + = 3 pero su varianza vale
n
var[E ] = [1-r, @] oo (@

de modo que, para que el resultado sea
confiable si Pag = Fo{T) es muy reducido,
se necesita elevar grandemente N {p. ej.,
N = 10/Pgg), y el esfuerzo computacional
implicito en ello puede no ser soportable,

EL MUESTREQ ENFATIZADO

E1 principio de aplicacidn del IS se
puede comprender a través de la siguiente
discusidn: si hg(.) es una ddp

Jm @ fo(g)

p =|f (g)dg=f ——— h_(g)dg (5)
e0 J 0 r Bpla) 0

brindandose la posibilidad de utilizar un
estimador_

oE\ . {fo[g(rj)] /ho[g(;j)]} n° veces que g(;j)rr

N N =
N £ g(r))

5 [+

1 —
=N B = uCI(}:j)—T
3=1 h, g(rj) ()
que también es insesgado, y ofrece la po-
sibilidad de reducir grandemente la varian
za de la estimacion si hg(.) se escoge
adecuadamente.

iQué quiere decir, en lenguajecorrien
te, hg(.) adecuado?. Estd claro queel pro
blema del primer estimador radica en que,
si Pgg €s muy reducido, resulta muy proba
ble ifa simulacion en 1a que no se produz
ca error alguno (salvo si N es suficien
temente elevado). Esto es debido a que 1a
va g(¥:) generada tiene una ddp fp(.) ca-
si comﬂletamente a la izquierda de T.
(Fig. 2).

Si se genera, por el contrario, una
va con ddp hg(.) cuya drea cubra aprecia-
blemente el intervalo de valores a la de-
recha de T, se producirdn muchos mis
"errores" en una simulacion de igual N;

por 1o que (previa la ponderacidn de(6) )
se conseguirduna estimacion mucho més con
fiable con N moderado.

Fig. 2. Enfatizado de la ddp de g.

Realmente, en el ordenador se.gene-—
ran las ¥j; de modo que To que debe bus—
carse es una ddp qg(F) (sustituyendo a
po{r))cuyo efecto sobre g sea el indica
do; entonces, y como también

PeO = po(r) dr (7)
2
siendo Zy la regidn del espacio de obser-
vacién que corresponde a decidir “1%, pue
de utilizarse

N p. (r.)
§ -1y 03 =5
Peon = N jE 3 qo(fi) U[g(rj) T] (8)

PRECAUCIONES ADICIONALES: UN EJEMPLO

Pese a la sencillez del principiodel
IS, no han de pasarse por alto unas mini-
mas atenciones en su aplicacion para evi-
tar obtener resultados no fiables pese a
su "apariencia". Recurriremos para sefia —

- Tar las precauciones fundamentales a un

ejemplo que permite ademds una inmediata

extension de la discusién para binario re
cién realizada: considerando el receptor

(coherente) por "correlacién maxima" para
cuatro sefiales ortogonales de igual ener~
gfa en ruido gaussiano y blancoe (Fig. 3),
que es un ML e implica Pgg = Pq (se admi-
te independencia entre simbolos consecuti

vos).
X
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p(t ¥ !.
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Fig. 3. Detector del ejemplo
Puede probarse /11/
® 2
P =1- / & )L exp[_ (x_-YZ—L)J -
- c (9)
habiendo tomado la densidad espectral de

ruido unitaria, y siendo ¢(.) la integral
gaussiana. (9) no admite expresidon mds



simple.
Los observables tienen, bajo la hipd
tesis "0", las ddp:

) y=l2
pO(r(O)]= 1 expi~ LE___iglﬁil_} (10a)
V2m
T ()] 2
. lr(i)]= b expl- L5f~§l~——}, iFo
0 2 (10b)

y son independientes (la ddp conjunta es
producto de las individuales). Se produ-
ce error (bajo la hipdtesis "0") cuando

() _

gj=méx {r r(o)} >0, i #0 (11)

y puede enfatizarse tomando:

o L 4 [©@]?
4, {r ] = ;ggexp {- 5~5——-}

(12)

con lo que se constituird el estimador:

o 2 2
N 9. & %= [,
Z exp{ - 3 J

1 2

1
eN N
3

(13)

La Tabla 1 muestra los resultados de
3 pruebas (P1, P2, P3) en funcidn de E y
N, precedidos de los valores derivados
de una integracidén numérica (IN). Para
los efectos ilustrativos y 1a discusidn
aqui pretendida, es suficiente con los
decimales mostrados.

3
Ju(gj)

E = 10 E =20 E =40
IN 3.0 .1072 12.5 .107> 1.2 .107°
p1 10 [1.22.10°2 [1.55.107% |1.75.1070
= 10% [1.81.1072 [4.37.107% |1.64.1077
107 13.15.107% |1.54.1073 2.15.10—9
P2 10 [1.82.107° {1.17.107° |5.28.16°
w= 10° 12.72.1072 |9.95.107% |6.65.107
10° |5.40.1072 |3.98.107% |9.06.107°
P3 10 [3.67.107° 13.60.107° [2.88.16
n= 10% |2.44.1072 |8.28.107% |5.07.107
10> 13.21.107% [2.01.107% |3.28.107°

Tabla 1. Resultados de las pruebas
"enfatizadas".

La Tabla 2 muestra resultados de 3
pruebas de simulacion “directa" (Ql, Q2,
Q3) con iguales pardmetros
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E = 10 E = 20 E = 40
Q1 10 = 1.00.10"" -
N- 102 | 1.00.1067% [1.00.107% -
10% | 4.00.1072 |2.00.107°> -
02 10 1.00.10"" |1.00.107" -
n= 102 | 3.00.107% |2.00.1072 -
10% | 3.10.107% |5.00.1073 -
03 10 - - -
N= 10° | 2.00.1072 - -
10% | 3.50.107% |2.00.1073 -

Tabla 2. Resultados de pruebas "directas"

Es inmediato observar la ventaja del
empleo del IS a medida que se viaja hacia
la derecha y arriba: es decir, que la pro
babilidad vuscada es mucho menor que 1/N;
tal como era de esperar.

Pero deben observarse los siguientes
efectos:

a) Cuando nos desplazamos hacia la izquier
da y abajo, la simulacidn "directa" es
preferible al IS: “distorsionar" las
ddp se hace innecesario y perturbador.

b) Si N es muy bajo respecto a las proba-
bilidades involucradas en el IS (N= 10,
p. ej., en este caso), hay una "oscila
cién" de valores debido a la "brevedad"
de Ta experiencia (interviene el punto
de "arranque" de las muestras seudoa —
leatorias). Es preciso comprobar la es
tabilizacidén de los resultados a medi-
da que se hace avanzar N.

c) Si E es alto (la probabilidad a esti—
mar es pequefia), puede ocurrir que, in
cluso para valores de N aparentemente
"razonables", los resultados de las ex
periencias del IS sean dispersos (que
sean sesgados se debe al efecto ante—
rior). Ello se debe a una no muy afor-
tunada eleccién de la enfatizacidn: en
nuestro caso, cuando E es elevado, el
factor exponencial de (13) es tan pe—
quefio que deteriora 1a varianza del es
timador. Un enfatizado menos violento
(p.ej., tomando E' entre 0 y E como me
dio para r(0), y como su varianza una_
"moderadamente" inferior a 1) conduce
a los resultados adecuados.

De ello se deducen como precauciones
a tener en cuenta:

1) Recurrir al IS cuando es efectivamente
necesario; T

2) Comprobar la estabilizacidn de resulta-
dos con el crecimiento de N;
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3) Elegir cuidadosamente q (Fj), y con —
trolar en todo caso la dispersidn en
varias experiencias.
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