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Resum

Paraules clau: Meétodes Numerics, Integracié Numerica, Meétode dels Elements Finits,
Deformacions, Corrotacional.

MSC2000: 65-01, 65-05, 656D30.

L’objectiu principal d’aquest treball de fi de grau és realitzar un estudi del comportament
dinamic d’objectes tridimensionals solids deformables en la seva interaccié amb forces ex-
ternes.

Amb aquest proposit, en el treball es dedueix un model fisic que descriu el comporta-
ment d’aquests objectes, es planteja la resolucié numerica del model obtingut mitjancant
el metode dels elements finits i el metode d’Euler enrere i es visualitza la solucié numerica
obtinguda aixi com s’interpreta i es critica aquesta.

A causa d’alguns efectes indesitjats obtinguts, es proposa el meétode Corrotacional com a
alternativa per a la resolucié del problema. Finalment, es comenta la solucié obtinguda
per aquest segon metode i es fa una comparacié dels dos métodes en termes de resultats
obtinguts i de rapidesa computacional.



Abstract

Keywords: Numerical Methods, Numerical Integration, Finite Elements Method, Strain,
Warped Stiffness.

MSC2000: 65-01, 65-05, 656D30.

The principal aim of this bachelor’s thesis is the study of the dynamic behaviour of tridi-
mensional deformable solid objects interacting with external forces.

In order to fulfill that purpose, we derive a physical model which describes the beha-
viour of these objects, we set out a numerical strategy for solving the stated model using
the Finite Elements Method and using the backward Euler method and we display, analize
and evaluate the numerical solution obtained.

Due to some artifacts that can be seen in the obtained solution, we suggest the War-
ped Stiffness method as an alternative to solve our problem. Lastly, we evaluate the
solution obtained using the suggested method and compare both methods regarding its
results and its computational efficiency.



Continguts

1 Introduccié

2 Nocions Preliminars

21
2.2
2.3
2.4

Medis continus .. .. .. .. .. .. .. .. o . o e

Cossos i configuracions
Deformacions ..
Propietats dels materials
2.4.1 Modul de Young

2.4.2 Coeficient de Poisson .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ...

2.4.3 Modul d'elasticitat transversal

3 Deduccié del model matematic

31
3.2

3.3
3.4
35
3.6
3.7
3.8

Descripcié del problema

Consideracions prévies .. .. .. .. .. .. . . i e el e e o

3.2.1 Desplacament
3.2.2 La Llei de Hooke
Deformacié

Tensié mecanica
Equacié constitutiva

Equacié del moviment .. .. .. .. .. .. .. .. 0000 oL
Condicions de contorn .. .. .. .. .. .. .. .. oo oo oo o

Model matematic del problema

4 Model numeéric

4.1

4.2
43

4.4

Métode dels elements finits tridimensional .. .. .. .. .. .. .. .. ..

4.1.1 Transformacié isoparamétrica

412 Funcionsdeforma .. .. .. .. .. .. .. .. .o oL
Formafeble .. .. .. .. .. .. .. .. . o

Sistema lineal d'equacions
4.3.1 Problema elemental
4.3.2 Problema global

Resoluci6 al llarg del temps: Euler enrere

ol W W W

© 0 ~N ~N ~N N

e e e i
o~ W= O

17
17
18
20
20
21
21
27
27



5 Simulacions
51 Barra .. .. .. .. .. .. ..
5.1.1 Deformacions petites
5.1.2 Deformacions grans

52 Bolet .. .. . o e

5.3 Armadillo

6 Metode Corrotacional
6.1 Motivacio

6.2 Meétode Corrotacional .. .. .. .. .. .. .. .. .. o0 oL

6.2.1 Matriu de rotacié

6.3 Resolucié al llarg del temps: Euler enrere

7 Simulacions Corrotacional
7.1 Barra .. .. .. .. .. ..
7.1.1 Deformacions petites
7.1.2 Deformacions grans

7.2 Bolet .. .. .. o s

7.3 Armadillo
7.4 Temps d'execucio

8 Conclusions

Referéncies

29
29
30
31
32
34

37
37
37
40
41

43
43
44
45
46
48
50

53

55



1
Introduccid

Avui en dia, és freqiient que els centres publics i les empreses contractin a experts
que utilitzin les matematiques com a eina per tractar de predir certs comportaments
fisics. Ja que, fent un estudi teoric d’aquestes situacions fisiques, s’obté un estalvi
en recursos i en capital. Per dur a terme aquesta tasca amb éxit, els experts han de
solucionar els problemes fisics proposats, aixi com visualitzar eficientment les solu-
cions trobades. Com els problemes que es volen resoldre representen situacions que
es donen al nostre dia a dia, les solucions obtingudes han de ser fisicament fidedignes,
ja que, d’elles s’espera extreure’n conclusions per tal de millorar certs aspectes.

Pero no només és important que les solucions siguin el més exactes possibles. Gracies
als avengos en mateéria de grafics obtinguts en els altims temps, també és important
que la visualitzacié d’aquesta solucié obtinguda sigui realista i que el client en pugui
interactuar en temps real.

Alguns dels estudis plantejats per les empreses son l'estudi del comportament de
fluids, I'estudi de la difusi6 de calor en certs materials o la difusi6 d’un contaminant
en un medi ambient, I’estudi del comportament dels mercats de borsa, ’analisi es-
tructural, etc.

Per aix0, és freqiient la creacié d’aplicacions grafiques que permetin visualitzar, per
exemple, el comportament d’'un organ en concret al ser tallat per un busturi, com
afectarien vents de velocitats concretes a la expansié d’un contaminant que surt con-
tinuament per una xemeneia industrial, comportaments dinamics de certs personatjes
de videojocs, etc.

En aquest treball ens proposem estudiar el comportament d’objectes solids no-rigids
tridimensionals que es deformaran sota ’efecte de diversos fendomens fisics, com poden
ser forces externes. El nostre objectiu sera trobar un model matematic que descrigui
el seu comportament dinamic i solucionar aquest numéricament, aixi com interpre-
tar la solucié trobada i fer una critica de la validesa d’aquesta mitjancant la seva
visualitzacio utilitzant el programa matematic Matlab.
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Nocions Preliminars

En aquesta primera secci6 presentem alguns dels conceptes fisics i matematics als quals
ens referirem reiteradament en les segiients seccions del treball. En concret, parlarem
dels conceptes de medi continu i isotropia d’un material, definirem matematicament
els conceptes de cos i configuraci6 i, per ultim, esmenarem certes propietats elastiques
dels materials que ens seran d’interés.

2.1 Medis continus

A la natura, tots els materials, ja siguin solids, liquids o gasosos, estan formats per
molécules. Aquestes molécules estan separades per espais buits, per tant, no tenim,
a escala microscopica, continuitat en el material.

Malgrat aquestes discontinuitats, assumirem que la matéria és continua. Es a dir,
considerarem que la matéria del cos esta distribuida uniformement per tot 'espai que
ocupa. Aquesta simplificacié a ’hora de modelitzar el comportament del material
sera valida quan la distancia entre les particules del material sigui molt petita en
comparaci6 a la mida del problema.

La hipotesi de continuitat del material ens permet considerar que les propietats carac-

teristiques de cada material sén continues, el qual, ens permetra definir-les matemati-
cament com a funcions continues.

2.2 Cossos i configuracions

Sigui B un cos. Considerant aquest com a continu, definim formalment un cos B com
una col.leccié d’elements volumeétrics que es poden posar en correspondencia bijec-
tiva amb una regi6 connexa R de 'espai. Un element volumétric p € B s’anomena
particula o punt material.

Es a dir, donat un cos B, existeix un morfisme bijectiu x : B — R tal que

x=x(p)onpeB,xeR (2.1)
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Per tant, el morfisme x porta les particules del cos a la seva ubicaci6 en ’espai. Com
aquest és bijectiu, existeix i esta ben definit el morfisme invers y ! : R — B.

Diem que el morfisme x és una configuracié del cos B, que x és la posicié que ocupa
la particula p en la configuraci6 x i que R és la regi6 de I’espai que ocupa el cos en la
configuracio y, per aixo, normalment es denota R = x (B).

Es remarcable el fet de que tant cos com particula son conceptes abstractes als quals
ens podem referir a través de les configuracions.

2.3 Deformacions

Com el nostre objectiu és estudiar la deformacié d’un cos, ens agradaria identificar la
posicio d’una particula en diferents instants de temps. Amb aquest proposit, diferen-
ciarem entre dos tipus de configuracions. Aquestes son, la configuracié de referéncia,
o inicial, i les configuracions donat instant de temps ¢.

Anomenarem configuracié de referéncia, o inicial, al morfisme yo : B — Rg que
envia les particules p del cos a la configuracié en qual el cos esta en repos, si en volem
estudiar la dinamica, o a una configuraci6 escollida.

Aixi mateix, donat un instant de temps ¢, anomenarem configuracié deformada en
Iinstant ¢ al morfisme x; : B — R; que envia les particules del cos a les posicions
d’aquest en l'instant ¢.

Donades dues configuracions, la inicial x¢ i la deformada passat un temps ¢, xi,
definim la deformacié del cos B com el morfisme ;0 . Aixi, definim la deformacio
d’un punt x € Ry passat un temps ¢ com el punt

P(x) =xioxp (x) = xt (x'(x)) € Ry (2.2)

De la mateixa forma, donats dos instants de temps t1, t2, podem considerar el mor-
fisme x¢, o x;, 1 0 la seva inversa Xt1 © X1, ! que ens relacionen les posicions del cos en
els dos instants de temps.

2.4 Propietats dels materials

A part de la hipotesi de continuitat de la matéria, per al nostre problema també
considerarem que els cossos estan fets de materials isotrops, és a dir, de materials en
els quals les seves caracteristiques no depenen de la direcci6 en la qual sén mesurades,
aixo és, que tenen el mateix valor en totes les direccions.

A continuacid, estudiarem algunes del parametres que mesuren la duresa i la resposta
a la deformacié dels materials elastics.
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2.4.1 Modul de Young

El modul de Young, E, també conegut com modul d’elasticitat, és la mesura de la
rigidesa d’un material elastic. El definim com la relaci6 entre la tensio, forga per uni-
tat d’area, i la deformacio provocada al material per aquesta. Es a dir, el modul de
Young és una mesura de quant un material es deforma sota 1’accié d’una forca donada.

Aquesta propietat mecanica dels materials té unitats de pressio, en el Sistema In-
ternacional es mesura amb pascals (Pa). Un modul de Young molt gran implicara
que tractem amb un material molt rigid.

Matematicament, podem considerar el modul de Young com una funci6 F : B — R.
Donat un material isotrop, és una funcidé constant per a tot el material, és a dir
E(x) = EgVx on Ep és el modul de Young del material en qiiestio.

2.4.2 Coeficient de Poisson

Considerem un prisma de material elastic lineal i isotrop que s’estd comprimint en
una direccié. Normalment, el prisma s’allargara en les dues direccions perpendiculars
a la direcci6 de compressié. El coeficient de Poisson, v, és una constant elastica que
mesura aquest fenomen. No té unitats.

Gracies a la hipotesi d’isotropia del material, podem considerar el coeficient de Pois-
son com la funcié constant v : B — R que envia cada punt de la regié R al seu valor
del coeficient de Poisson, en aquest cas, constant.

2.4.3 Modul d’elasticitat transversal

El modul d’elasticitat transversal, també conegut com modul de cisallament, és una
constant elastica que caracteritza el canvi de forma que experimenta un material
elastic quan s’apliquen esforgos tallants.

Sera una propietat del material que ens interesi perqué per a un material isotrop
elastic lineal aquest modul esta relacionat amb el modul de Young i el coeficient de
Poisson mitjancant ’expressio

E
G= 2(1+v) (2:3)

Gracies a (2.3), podem deduir que les unitats del modul d’elasticitat son les matéixes
que les del modul de Young, ja que el coeficient de Poisson és adimensional. Es a dir,
les seves unitats son els pascals (Pa).
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Deduccié del model
matematic

En aquesta seccié deduirem les equacions que governen la dinamica d’un objecte tridi-
mensional solid deformable sota ’acci6 de forces externes, aportant les interpretacions
fisiques de les nostres eleccions matematiques.

3.1 Descripcié del problema

El nostre objectiu és descriure matematicament el comportament en el temps, o, el
que és el mateix, la dinamica, d’un cos tridimensional solid no rigid, és a dir, que es
pot deformar a causa de 'acci6é de forces externes.

Per aquesta rad, assumirem continuitat en la materia, ja que no tractarem amb ob-
jectes d’escala microscopica. Aixi mateix, considerarem que el material pel qual esta
format el cos és isotropic, és a dir, que les seves propietats mecaniques, com poden
ser la densitat, el coeficient de Poisson, el modul de Young, etcétera, no depenen de
la direccié des de la qual sén mesurades.

3.2 Consideracions prévies

3.2.1 Desplacament

Com estem interessats en descriure el moviment que descriu un cos, necessitem poder
saber com es deforma a través del temps. Una forma de fer-ho és mesurant el seu
desplacament respecte un temps inicial, és a dir, calculant la diferencia entre certes
posicions que ocupava el cos en ’espai en la seva configuraci6 inicial i la seves respec-
tives posicions a la configuracié deformada.

Sigui B un cos situat a una regi6 de I'espai R. Considerem que la posici6 x = (z,y, 2)T
de lespai és la que ocupa una particula en concret del cos. Quan hi apliquem
una forca, passat un temps ¢, aquesta particula es desplaga fins a una nova posi-
ci6 p(x,t) = (7,9,2)7.
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Aixi, definim el desplagament d’aquesta particula passat un temps ¢ com el vector
u(x,t) =p(x,t) —x (3.1)

on notem les components del vector de desplagament com

El vector de desplagament u(x,t) indueix el camp de desplagaments u(-,¢) a €2, amb
el qual ens es possible mesurar el desplagament de totes les particules del cos passat
un temps ¢.

3.2.2 La Llei de Hooke

L’aplicaci6 de dues forces, amb la mateixa direccié pero amb diferents moduls, en un
mateix punt x déna lloc a dos desplacaments diferents de la particula que ocupava
la posicio x. Per aquest motiu, volem establir una relaci6 entre la forca exercida i el
desplacament ocasionat per aquesta.

Considerem primer el cas unidimensional. Suposem que tenim el problema d’una
barra unidimensional de longitud [ i de secci6 circular A col-locada sobre l'eix x.
Quan es produeix una forca f, en la direcci6 de les x, sobre la barra, aquesta s’estira
i la seva longitud augmenta en Al.

La llei de Hooke relaciona la forca exercida sobre la barra amb 'allargament d’aquesta
mitjancant 'igualtat

Al
% =E—- (3.3)

on F és el modul d’elasticitat, també conegut com modul de Young. Podem escriure
aquesta llei de forma més compacta com

o= Ee (3.4)

ono = % denota la tensié mecanica, és a dir, la forca aplicada per unitat d’area, i on

€= % és a deformaci6 produida per la forga aplicada.

Per al nostre cas, el tridimensional, volem generalitzar de la llei de Hooke per a
obtenir una equacié constitutiva que ens relacioni la deformacié amb les tensions
mecaniques del cos.
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3.3 Deformacié

Per poder dur a terme la generalitzaci6 de la llei de Hooke, és prioritari trobar
I’expressio de la deformacié que experimenta el cos tridimensional del qual n’estudiem
la dinamica.

Al cas unidimensional, la deformaci6 ¢ s’expressava mitjangant un escalar. Quan
treballem considerant tres dimensions, ladeformacié ja no es pot representar mit-
jangant un escalar, sin6é que es representa mitjancant un tensor simétric. Donada una
base de I'espai en el qual treballem, el podem expressar com la matriu simétrica

Exx Exy Exz
e=|¢€zy Eyy Eyz (3.5)

€xz Eyz Ezz

Considerem el punt p(x) = p(x,t), amb ¢ fixe, que pertany a un entorn de x. Es a
dir, considerem un desplacament petit del punt x passat un temps t. Podem suposar,
sense perdre la generalitat, que x = 0. Aix{, podem aproximar p(x) linealment com

p(x) = p(0) + Vo x-+ O(1x?) =p(0) + (2. 2.5 ) (| + 0xP) 3

Negligint els termes d’ordre superior a 1, obtenim l’aproximacié

Jp 0 op

z,9Y,2) ~p0)+ — 2+ — -y+ — -2 3.7

p(z,y,2) = p(0) + >~ AT (3.7)

En la nova configuracio, els punts que pertanyien a un entorn del punt x = 0,
s’expressen en el sistema de referéncia format pel punt p(x) = p(0), com a ori-

op Op 9 .
gen, amb els vectors 32, 8—‘;, %2 com a eixos.

Per tal de que 'entorn de 0 no es distorsioni, és a dir, que només es traslladi en
I’espai conservant les distancies entre els punts, hem de demanar que els nous eixos
siguin vectors unitaris, aixi com linealment independents. Aquests dos requeriments
es poden expressar de forma compacta com

(Vp)'Vp=1 (3-8)

8p|2 op  Op Op  Op
oxr Oy Jxr 0Oz

Ton_ |opT | (P 9P 9P\ _|op 9p (9pj2 9p.op
worve— |2t | (2 R P) -l e 22| 6o

opT gp . dp  Op . dp |Op)2
Da 0z Oz 0z 0Oy 0z
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Considerem un punt del cos x en la configuracié inicial. Passat un temps ¢, aquesta
particula del cos es troba en p(x,t). El compliment de la condicié (3.8) per part
d’aquest punt implica que no hi ha hagut cap deformaci6é en el seu entorn, aixi, és
coherent definir la deformacié d’un punt p(x), respecte el seu punt inicial x, com

e(x,t) = (Vp(x, )T Vp(x,t) — I (3.10)

Utilitzant aquesta definicié, obtindrem que les components de € positives si el mate-
rial s’estira i negatives si el material es contreu.

Si expressem (3.10) en funcié de u, tenint en compte que u(x, t) = p(x,t) — x implica
que, derivant respecte les coordenades espaials, Vu(x,t) = Vp(x,t) — I, obtenim

e(x,t) = (Vu(x,t) + DT (Vu(x,t) + 1) - T (3.11)

Expressio que, desenvolupada, déna lloc a la definici6 del tensor de deformacions

e(x,t) = Vu(x, t) + (Vu(x, t))T + (Vu(x, )T Vu(x, t) (3.12)

Aquest tensor es conegut com el tensor de deformacions de Green si hi afegim un
factor %

Per al nostre problema considerarem la linealitzacio del tensor de deformacions de

Green, és a dir, considerarem que el tensor de deformacions, per a cada punt x i per
a cada instant de temps ¢, és

(Vu(x,t) + (Vu(x, 1)) (3.13)

DN | =

E(X’ t) =
conegut com el tensor de deformacions de Green-Cauchy.

El fet de considerar la part lineal del tensor de deformacions és suposar que les forces
elastiques de I'objecte es comporten de forma lineal.

3.4 Tensié mecanica

La tensiéo mecanica és la magnitut fisica que representa forga per unitat d’area en
I’entorn d’una particula d’un material continu.

En lespai euclidi tridimensional, aixi com passava amb la deformacié, la tensio
mecanica es representa amb un tensor simétric. Donada una base de 1’espai euclidi
tridimensional, el podem expressar com la matriu simétrica

Oxx Oxy Ozxz
o= |0ye Oy Oy (3.14)
Ozx Ozy Ozz
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Donada una particula d’un cos, la seva deformacioé depén de la direcci6 en la qual la
mesurem. Aquesta mateixa idea s’aplica a la tensié mecanica: considerem que n és
el vector en la direcci6 en la qual volem mesurar la tensié mecanica. Aleshores,

df
— =on 3.15
TA=C (3.15)
Es a dir, la forca per area d’una particula respecte un cert pla amb normal n s’obté
multiplicant el tensor ¢ per la normal.

3.5 Equacié constitutiva

Un cop hem definit els conceptes de deformacié i de tensié mecanica en tres dimen-
sions, volem trobar una expressié que els relacioni, és a dir, una equacié constitutiva
d’aquests dos conceptes fisics, de la forma

o= De (3.16)

Per fer aixo, generalitzarem la llei de Hooke unidimensional. Considerem un cos B,
que ocupa una regié R de 'espai donada una certa configuracié x. Considerem que,
en la seva representacio fisica, el material pel qual esta format el cos és isotrop.

UZZ
’ O 2y Dintre d’aquest cos, considerem
_ un element de volum en forma de

cub, com a la Figura 1.1, on hem

o representat també les direccions
rz * 2 N .
Ty ™ Tyy de la tensié mecanica i on els es-
1
2 L.

calars o;; amb i,j € {z,y,2} que

Rl Oy representen la magnitud de la de-
,
T4 A
o O formacio, son les components de la
o matriu o.
Fig. 3.1

Si apliquem una forga normal, en direcci6 de les x i de modul o,,, al centre de
les cares del cub perpendiculars a ’eix x, obtenim una deformacio

1
Egvlw) = EUI% E?(le) = —%sza gg? = _%Uzm (3.17)

on F és el modul de Young i on v és el coeficient de Poisson.

Utilitzant el mateix raonament, si apliquem forces normals oy, 0., al centre de
les cares del cub perpendiculars als eixos y,z, en aquestes direccions, respectivament,
obtenim les deformacions
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1 v v
6?(3!) = EO'yya 6;22 = —any, 5222 = 7EUyy (3.18)
£B3) — lg JRE) N JG) (3.19)
zZz E zzZ xrx E zZZz)y yy E zZz

Considerem el cas en que el cub es sotmés a totes aquestes forces a la vegada. Com
suposem que l’elasticitat és lineal, la deformaci6é s’obté superposant les deformacions
en cada direccio. Aixi, tenim

1
coe =0 +02 40 = 5 (Opg — VOyy — V02) (3.20)
— o) @ @ 1
Eyy = Oyy + 0y +0oy) = 5 (—VOgy + Oyy — v0,2) (3.21)
o o®@ g = L
€rx=0y) ‘o) +0) = 5 (—VOga — VOyy + 022) (3.22)

A més, sabem que les tensions tangencials i les deformacions tangencials estan rela-
cionades mitjangant el modul d’elasticitat transversal, per tant, podem escriure

1 1 1
Exy = %O’Ew Eyz = ﬁayza Exz = %0’1‘2 (323)

Aixi, considerant totes les relacions obtingudes i utilitzant que treballem amb tensors
simétrics, podem expressar la relacié entre la deformacio6 i les tensions mecaniques
mitjancant la matriu

1 v v
Exax Ey _1E — ? 0 0 0 Oxx
Eyy “E E _IE 0 0 0 Oyy
€2z | _ -5 5 B 0 0 0 lo 94
Exy 0 0 0 o (1) 0 Oy (3.24)
Eyz 0 0 0 0 5 O Oy
€2z 0 0 0 0 0 5/ \om

Finalment, invertint la matriu donada a l'expressio (3.24), obtenim ’expressio del
tensor de tensié mecanica respecte el tensor de deformacions, donada per

Opa 1—v v v 0 0 0 Exg
Oyy v 1—v v 0 0 0 Eyy
2 E v v 1—-v 0 0 0 €2z
Oy o (1+v)(1-2v) 0 0 0 1-2v 0 0 Exy
Oy 0 0 0 0 1—-2v 0 Eyz
Osa 0 0 0 0 0 1—-2v €ra
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3.6 Equacié del moviment
La segona llei de Newton aplicada a un punt material x del cos, s’escriu com

0%x
m— =1f 3.26

772 (3.26)
En expressio anterior, tenim que x = x(¢) és la funcié que ens dona la posicio de la
particula x en Uinstant t, és a dir, x(¢) = p(x,t). Per tant, podem escriure

0*p
Mo = f (3.27)
on p = p(x,t). Aquesta expressio és valida donat un dnic punt x. El nostre objectiu
és generalitzar-la per a un element de volum infinitessimal dV = dxdydz situat a la
posici6 x en la configuracié inicial del cos. Com la massa m d’un element volumétric
dV mno esta definida, hem de dividir ’equacié del moviment pel volum de ’element
drdydz per aixi aconseguir 'equacié del moviment en funcié de la densitat (kg/m?),
en comptes de la massa (kg), i de forces de volum (N/m?), en comptes de forces
puntuals (V). Aixi, obtenim

9%p

on p és la densitat de ’element i f(x) és la suma de les forces externes, com la gravetat,
i les forces internes, ocasionades per la deformacio, que actuen sobre el cos.

Les forces internes que actuen sobre ’element de volum infinitessimal sén la suma
de les forces que actuen a cada una de les sis cares d’aquest.

Considerem primer les dues cares perpendiculars a ’eix x. Considerem que el centre
de la primera esta situat a (z,y,2)”T amb normal (—1,0,0)7 i el centre de la segona
cara esta situat a (z + dx,y, 2)T amb normal (1,0,0)7. Utilitzant (3.15), sabem que
les forces per unitat d’area que actuen sobre aquestes cares séon

Uza: UII
— | Ouy dydz, | oay dydz (3.29)
922/ |(2,y,2) 922/ |(a4da,y,2)

respectivament. Per obtenir les forces volumeétriques, hem de dividir les forces per
dV = dzxdydz. Aixi, la forca total de les dues cares és

fole ™
1 Oz Ozz 763;’
_— _ O
f = o — | Tay = | o (3.30)
Oz Ouz 004
[(z+dz,y,z) [(x,y,2) Oz

Considerant el mateix per les 4 cares restants de ’element volumeétric, obtenim
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00zx + ao'yz + 90 za

681: a@y 88,2
fin=f +f,+£. =V 0= %+8g;y+% (3.31)
00> Oyz 902
gz + BZ + gz
Aixi, podem escriure l'equaci6 del moviment (3.28) com
9’p
pﬁ =V.-o+ fext (332)

Aquest sistema d’EDPs hiperbolic és el que governa la dinamica dels materials elastics
i és el que s’utilitza per calcular les coordenades p(x,t) de totes les particules del cos
X per a cada instant de temps.

Si derivem (3.7) dos cops respecte el temps, obtenim que % = %, i aixi, tenim que
(3.32) es pot reescriure com
0%u

Utilitzant aquest sistema, expressat en funcio6 del vector de desplagaments, en comptes
de lobtingut a (3.32), enllacem les expressions obtingudes dels tensors de deformacio
i de tensié mecanica i, a més, ens sera més senzill, i fisicament intuitiu, imposar
condicions de contorn per al nostre problema.

3.7 Condicions de contorn

Considerem la frontera del domini €2, és a dir, la superficie tridimensional 0f2, com la
unié disjunta
=T, uly (3.34)

Donada aquesta definicié, distinguim dos tipus de condicions de contorn per a aquest
tipus de problemes de deformacions elastiques:

e El primer tipus de condicié de contorn es basa en imposar I’actuaci6 de forces
sobre la superficie T'; € 9. Es a dir, imposem

on=t (3.35)
per a forces t conegudes.

e El segon tipus de condicions de contorn que podem imposar és fixar la part de
la frontera I',, és a dir, imposar que no experimenti cap desplagament. Aix6
s’expressa matematicament com la condicié

u(x,t)=u=0 Vx € T, Vt (3.36)
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3.8 Model matematic del problema

El sistema d’equacions que modela el comportament d’un solid elastic sota ’acci6 de
forces externes és

ngt‘Q‘:V-U—i—fewt xeQ, t>0

u X’t),:() xel,, t>0 (3.37)
on=t xely, t>0

u(x,0) =ug x €

on 2 és l'espai fisic ocupat per I'objecte del qual volem estudiar el comportament
elastic.

El sistema d’EDPs del problema (3.37) esta format per 3 equacions amb 3 incog-
nites. Aquestes son les funcions components del vector de desplacaments, u, v i w.
No considerem les components de o, 055, com a incognites del problema ja que tenim
la seva expressié en funci6 del tensor de deformacions &, mitjancant (3.16), i aquest
es pot expressar en funci6 de les tres incognites del sistema, u, v i w, mitjangant (3.13).

Com a conseqiiéncia d’haver escollit que el tensor de deformacions sigui lineal i a
més, a causa de la isotropia del material, que la llei constitutiva que relaciona aquest
amb el tensor de tensié mecanica també tingui una expressio lineal, el nostre sistema
d’EDPs és un sistema lineal d’equacions en derivades parcials.
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Deduccié del model matematic




4
Model numeric

Amb el proposit de resoldre numéricament el problema tridimensional (3.37), dis-
cretitzarem ’espai i obtindrem un sistema lineal d’equacions mitjangant I'us del mé-
tode dels elements finits i utilitzarem el métode implicit Euler enrere per a la seva
resoluci6 al llarg temps.

4.1 Meétode dels elements finits tridimensional

Malgrat que, per a la construccié del model, hem considerat que ’objecte fisic que
correspon al cos és un medi continu, computacionalment no és viable resoldre el prob-
lema per als infinits punts d’aquest. La forma més usual d’abordar aquesta dificultat
és considerar una discretitzacié del nostre domini i calcular numeéricament la soluci6
del nostre problema en un conjunt finit de punts.

Donat un conjunt de Py punts del domini, considerarem una malla d’aquests for-
mada per tetraedres, és a dir, poliedres formats per quatre cares i quatre vértexs. On
els vértexs pertanyeran al conjunt dels Py, punts.

Per a la resolucié numérica de les incognites, considerarem ’aproximaci6 de la funcio
de desplagaments

Pqo Po u](t)
u(x,t) ~ug(x,t) =Y Njxul(t) =Y Ni(x) | v;(t) | = Nx)u(t) (41)
j=1 j=1 wj(t)
on N és la matriu
Ny 0 0 N, 0 0 ... Npy O 0O
N=[0 N, 0 0O Ny 0 ... 0 Np, O (4.2)
0 0 Ny 0 0O Ny ... 0 0 Ng,

en la qual, N; = N;(x) Vi, 1ion

T
u :(u1 v] Wi Uz Uy Wy ... Up, Up, wpn) (4.3)
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amb les components d’aquest vector dependents del temps.

Les funcions que conformen les components de la matriu N s’anomenen funcions
de forma, i son funcions N; : R3 — R tals que compleixen

_J 1 ifx=p,
NJ(X)_{ 0 ifx=p,isj

Per tal de treballar amb expressions de les funcions de forma el més senzilles possible i
facilitar els calculs a fer en cada tetraedre, aplicarem una transformacio isoparameétrica
a cada element per, aixi, treballar en el tetraedre unitat, és a dir, el tetraedre que té
com a veértexs els punts (O,O,O)T, (1,O7O)T, (0, 1,O)T7 (0,0, 1)T.

4.1.1 Transformacié isoparamétrica

Sigui €2, el tetraedre que té com a vértexs els punts py, pPs, Ps, P4, 00 P; = (T4, Y, zi)T

Una factor a tenir en compte és com escollim aquests punts, és a dir, el criteri de
numeracio dels nodes. Per a numerar els nodes, el nostre criteri és, agafant un node
qualsevol com a p,, numerar els restants en sentit antihorari quan s’observa la cara
que formen des de p,. Escollim aquest criteri perque aixi el volum V del tetraedre,
que es calcula com

1 1 1 1

1 P
V= _det | T2 Ts
6 Y1 Y2 Y3 Ya
Z1 z9 z3 zZ4

sera positiu. Un volum negatiu no té cap significat fisic.
Considerem les coordenades baricéntriques del tetraedre per descriure els punts d’aquest,

és a dir, donat un punt p = (z, y, z)T que pertany a l'interior del tetraedre, el podem
descriure com

P=pP1+(P2—P1){+(Ps—P1)n+ (Ps—P1) K (4.5)

per a &, n, u € [0,1]. L’expressio (4.5) es pot escriure com

x x1 Tg— X1 T3— T T4— T ¢
yl=lwnn|+|v2—v1 vs—v1 va—wy1i| |7 (4.6)
z Z1 zZ9 — 21 zZ3 — 21 Z4 — 21 14

Diem que p = (§,m,u) sén les coordenades baricéntriques del punt p respecte el

tetraedre Q..
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El jacobia d’aquest canvi de coordenades és

To —T1 X3 — X1 T4 — X1

J=ly—yn Ys—y1 Ya— % (4.7)
Z9 — 21 zZ3 — 21 Z4 — 21

Mitjangant I'equacié (4.6), podem expressar les coordenades baricéntriques en funcio
de les coordenades cartesianes com

-1

§ T2 —T1 X3 —T1 T4 — L1 r— I
nl=\v2—vn Ys—vy1 ya—u Y= (4.8)
2 Zg—Z1 23— k1 24— 21 Z—z

Aixi, donat un tetraedre )., definim la transformacié isoparamétrica, ¢, com

T ¢ To —T1 X3 — X1 Ta— T T — T
ely ) =In|=1Y2—"¥Y1 ¥Ys—Y1 Ya—W Yy—1n (4.9)
z 14 Z9 — 21 Z3 — 21 Z4 — 21 z— z1

on ¢ : Q. — Q, on Q denota el tetraedre unitat.

I
n
£

Fig. 4.1

Suposem que tenim una funcié6 f : Q. —»  definida al tetraedre ., aleshores, podem
expressar [ en funcié de les coordenades baricéntriques definint-la com la composicio

f(X) = Fle(x)).

A més, utilitzant la regla de la cadena, obtenim que

V= (JT) V] (4.10)

on J és la matriu jacobiana del canvi de base.
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4.1.2 Funcions de forma
Gracies a l'aplicacié d’una transformacié isoparamétrica sobre els diferents tetraedres
que conformen el domini, treballarem tnicament amb el tetraedre unitat. Aixi, ne-
cessitem definir les funcions de forma sobre aquest.
Per tant, busquem funcions Z\~7j :R3 — R que compleixin

- 1 ifx=p,

N;(x) = { O A

J _
0 ifx=p;,i#J

on, pel tetraedre unitat Q, p, = (O,O,O)T, py = (1,O,O)T7 p; = (O,l,O)T ipy =
(0,0,1)".

Com les coordenades dels punts del tetraedre unitat son senzilles, les expressions
de les funcions de forma sén també senzilles. Aquestes son

Ni(&mp)=1—&—n—p
No(&m,p) =€
Ns(&,m,1) =1
Va(&,m 1) =

Podem trobar les expressions de les funcions de forma expressades en funcié de les
coordenades cartesianes utilitzant que N;(X) := N;(p(x)), és a dir, aplicant un canvi
de base.

4.2 Forma feble

Aplicarem el métode de Galerkin per trobar la forma feble del nostre problema.
Aquest meétode consisteix en multiplicar el sistema d’EDPs per unes certes funcions,
anomenades funcions de pes, que compleixen les condicions de Dirichlet homogénies
en la frontera de Dirichlet, i en integrar sobre el domini tota I’equacié.

Considerem ’equacié vectorial

9%u

pﬁ*v'o—*fezt =0 (411)

obtinguda de ’equaci6 (3.33) de la secci6 anterior.

Multiplicant (4.11) per una funci6 escalar w = w(x), que compleix que w € V() =
{v(;,t) : Q@ = Q| v(x,t) =0Vx € T',}, i integrant respecte el domini €2, obtenim

0%u
/Qw <p8t2 —VU—femt) dQ =0 (412)
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Separant les integrals, tenim

2
/prgtgdQ—/ﬂw(V-U)dQ—/waewtdQ:O (4.13)
()

i integrant () per parts,

82
/pwa—;dQ—/ wa-ndF—&—/UdeQ—/wfemdQ:O (4.14)
Q le) Q Q

Per tultim, considerant la definicié de la frontera (3.34), tenim que

2
/pwa—gdﬂ— / wo - -ndl —/ wa-ndF+/ UdeQ—/ wletdQ) =0 (4.15)
o Ot T. T, Q Q

—_—
=0, ja que weV(Q)

Aixi, definim la forma feble, o integral, del nostre problema com:

Busquem u € V() = {v(-,t) : Q@ = Q| v(x,t) =0Vx € ', } tal que

2
/pwaing—i—/JdeQ: wEdr+/wfmdQ (4.16)
Q ot Q T Q

Yw € V().

4.3 Sistema lineal d’equacions

A partir de la forma feble del problema, busquem trobar un sistema d’equacions,
en aquest cas, lineal. Per tal de trobar el sistema per al problema global, és a dir,
amb domini €2, primer calcularem l’expressié de les matrius i vectors que conformen
el sistema d’equacions elemental i després les ensamblarem per a obtenir el sistema
global.

4.3.1 Problema elemental

Considerem primer la forma feble del problema (4.16) considerant €. com a domini
en comptes de Q. Es a dir, considerem el problema per a un sol element. Aquesta
s’escriu com:
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Busquem u® € V(Q.) = {v(, ) : Qe = Q| v(x,t) =0Vx €T, } tal que

2,.€e
Q. ot Q r Q

e te e

Yw € V().

Per trobar I'expressioé de les matrius que formen part del sistema d’equacions, consid-
erarem

w(x) = N;(x) perai=1,234 (4.18)

A més, en un element format per 4 nodes, com és el cas dels tetraedres lineals, podem
aproximar la funcioé de desplagaments com

4 4 u$(t)
w00 % i) = SN0 (0 = 300 | 50 | = N
Jj=1 j=1 wj t

(4.19)

on N és la matriu

Ny 0 0 N, 0 0 Ny 0 0O Ny O O
N=[0o N 0O 0 N 0 0 Ny O 0O Ny O (4.20)
0 0 N 0 0 N 0 0 Ny 0O 0 N

en la qual, N; = N;(x) Vi, i on
T
u = (u§ vf w§ u§ vy w§ u§ v§ w§ u§ v wg) (4.21)
amb les components d’aquest vector dependents del temps.

Aixi, introduirem les expressions de w i u®(x), (4.18) i (4.19) respectivament, a
I’equaci6 integral de la forma feble elemental

2..€
Qe ot Qe Tte Q2

e

(1) (2) (3) (4)

on hem diferenciat les diferents integrals per a fer les substitucions de cada part per
separat.

(1) Matriu de massa.

Substituint 'expressio (4.19) en (1), trobem
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82116 82ue,H d2ue,H
dQ, = N, ———(x,1)dQ, = N; NdQ, ———(t
v G ane= [ on T eendo.= [ ()
| ——
M.,
(4.23)
on N és la matriu donada per (4.20).
Aixi, obtenim la matriu de massa elemental
« Mj — i1 12 13 14
F Me _> € € € (&
ME — 2 _ 2,1 2,2 2,3 2,4 4.94
Mg Mg, My, Mg, | S M (020
— Mj — Mi,l MZ,2 MZ,?, MZ,4
on
fQ P N; Nj a2, 0 0
ij = 0 fQ p N; N; dd. 0 (4.25)
0 0 er 1% Nl Nj dQe

(2) Matriu de rigidesa.

Per trobar l'expressié de la matriu de rigidesa del sistema, necessitem primer
trobar ’expressio de la matriu que representa la tensié6 mecanica. Amb aquest
fi, considerem la definici6 de la deformaci6é amb el tensor de Cauchy.

Tenim que aquest és € = % (Vue + (Vue)T), on
du® ou® u®
e _ | ov¢  Ov° v©
Vu® = | G- G 52 (4.26)
ow*® ow*® ow*®
ox oy 0z
Per tant, I’expressio del tensor simétric € en funci6é de les derivades espaials de
les components de u® és
ou® 1 (0ou® ov° 1 (0ou® ow*
ox §(6y+8x> 5(82+3m)
_ |1 (ov | ouc v 1 (v | ow®
€= 2<8w+8y) oy 2(8z+8y) (427)
1 (ow* ou’ 1 { ow® ov® w®
5(87;+8z) §(By+W) 0z

Aixi, podem obtenir, utilitzant I’expressio de la deformacio trobada, I’expressio
de la tensié mecanica en funci6é de les derivades espaials de les components de

u®, que és
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w®

(1—1/)8“ Jruay +1/az

Ozx
U-yy + (1 )Bu + l/
Oz o FE V 8:1: + Vav + (1 - V) aw (4 28)
owy | A4+1v)(1 —20) IEQV e ) '
Oyz 1—2v dw*®
o 2

1—221/ (Bu BL)

Un cop tenim lexpressio del tensor simétric, substituint aquesta a l'integral (2),

trobem
/ oVw dQ2, = / oV N;dS),
Qe Qe
on
AN, ON; ON; AN,
Ozx Oxy Ogzxz Bz 69:1 Ozz + 8y1 Ozy + é)zl Oz
. IN; ON;
oVNi= |0y oy 0y 7 | = | 52 0ue + 8y Loyy + 3Z Loys | (4.29)
N; ON; N; N;
Ozz Ozy Oz ‘98; dazl Ozz + 88y’ Ozy T+ %Uzz

Desenvolupant les components d’aquest vector, i agrupant-les degudament, obtenim

oVNi= —— | (%)2 (4.30)

amb

Z‘*: aN ON; (1-2v)8N;ON; (1—2v)ON; ON; (t
= 637 or 2 Oy Oy 2 0z 0Oz Y
4
ON;ON; | (1-20) ON;i 0N}
+;<V Ox ay 2 Jy Ox )U‘(t)
4
NiON; | (1-20)ON;
+Z<yax 9 2 6x>wj(t)

1

<.
Il

(1 —2v) ON; ON; y ON; ON; (1)
oxr Oy dy Ox Y

i
M"&

.
Il
—

+
M»

(1 —2v) ON; ON; . )GN ON; +(1—2y)8N ON; v (1)
Oxr Oz dy Oy 2 0z 0z

j=1

M=

ON; ('“)Nj (1 —2v) ON; ON;
+ ws(t)

f Vay 2 Oxr Ox

<.
Il
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4
(1 —QU) 6N1 3NJ’ 6Ni 6Nj e
(x)s ;( 2 Or 0z v 0z Ox 4 ()
4
(1 - QV) aNl 6Nj 8N,» 8Nj e
(T
+;( 2 Oy 0z +V8z oy v (1)
4
_ e(t
+;( 2 Ox Ox + 2 dy Oy (1-v) 0z 0z w; (1)
Podem expressar el vector cVN; de forma més compacta com K jue’H , on
ON, 0\ fa b b\ [Z2 0 0
e ON; ON;
K{;=1 0 By a?\f b a b A ag (4.31)
0 0 P b b a 0 0 ol
AN, AN, ON;  ON;
oy 0 0z c 00 oy ox 0
+(%e 2% o | {0 c o] o 2N 2N (4.32)
IN; 9N, 0 0 ON,; y N,
0 oy ox ¢ 8; 0 OwJ
. _ E(1-v) o Ev s . _ _ E(1-2v)
on tenim que a = G ya_g,)" b= Iry(1—20) ' €= 2a+mya—20)"
Per tant, tenim
E ()1 E
oV N;dQ, = — | (% dQde = — K¢ .dQ.u%"
I8 |, o= o [, o
(4.33)
i, aixi, I’expressio de la matriu de rigidesa elemental és
Ki, Kip, Kiz; Ki,
K¢ — K5, K5, Kj3 K3, € Migyis (4.34)

e e e e
Ks, K5, K53 K§,
e e € €
K, K4,2 Ki{; Ki,

on les matrius K¢, son les definides a (4.31).

(3) Forces de traccio.

Quan parlem de forces exercides sobre el tetraedre, en distinguim dos tipus.
Per una banda, tenim les forces que actuen tnicament sobre la superficie dels
elements, tals com la pressio, o les forces de tracci6 i, per una altra banda, tenim
les forces que actuen sobre tot el volum que ocupa el tetraedre, com poden ser la
gravetat o les forces electromagneétiques. Aquestes ultimes també sén conegudes
com forces volumétriques.
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Sobre la superficie dels tetraedres, considerarem les forces de traccid, que s6n
forces que actuen a causa d’una pressié exercida, ja sigui per ser condici6é de
contorn, o deguda a la mateixa deformacio del tetraedre, que es deforma a causa
de la pressi6 exercida pels tetraedres colindants.

Aixi,
/zﬂﬂf: N, £ dT, (4.35)

Considerarem que les forces tracci6 imposades sén forces normals, és a dir, de
la forma

t=t,n (4.36)
on l'escalar t,, s’anomena coeficient de traccioé.

Per tant, tenim que el vector de forces de traccio del tetraedre ). és

£ff =] L2 | € Mo amb f; = N; t,ndl, (4.37)

e

t,4
A la practica, només calcularem les forces de traccio a les cares dels tetraedres €2,
que formin part de la frontera 012, ja que les forces entre els tetraedres interns,

creades per la pressio de la deformacié, es compensen a ’hora de d’ensamblar
el vector de forces per obtenir-ne el global.

Forces externes

Donada una forca volumétrica b, tenim

/ w £upy A = / N; b dQ. (4.38)
Qe Qe

Aixi, definim

e
ext,l
e

:It = feewt’Q € M12x1 amb feezt,i = / N; bdf), (4.39)
QE

ext,3
e

ext,4

Considerant els dos tipus de forces diferents que actuen sobre el tetraedre, i la
seva fontera, definim el vector de forces elemental com

£O=1 +1£5 € Mi2a (4.40)
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Aixi, per a cada element, obtenim el sistema d’equacions lineal

2.,e,H
Ld“u

M
dt?

+ Keu®t = f° (4.41)

Per trobar els valors numeérics de les components d’aquestes matrius, és a dir, per a
calcular les integrals corresponents, utilitzarem quadratures de Gauss-Legendre, de
segon ordre, adaptades a triangles i a tetraedres.

4.3.2 Problema global

Un cop hem trobat els sistemes lineals de tots els problemes elementals plantejats,
podem passar al problema global. Per tal de considerar aquest problema, que té com
a domini €2, ensamblarem la matriu de massa, la matriu de rigidesa i el vector de
forces

on A és I’operador utilitzat per indicar ’ensamblatge d’aquestes matrius.

Cal recalcar que les matrius obtingudes M i K, s6n matrius quadrades de mida
3Pq, 1ique fe Msp,x1.

Aixi, ensamblant, obtenim el sistema lineal d’EDOs de segon ordre

d?uf

M
dt?

+ Kuff =f (4.42)

4.4 Resolucié al llarg del temps: Euler enrere

Per trobar la soluci6 aproximada u(¢) del sistema (4.42), utilitzarem el métode
implicit d’Euler enrere. Hem escollit aquest métode perqué la seva implicitat ens
garanteix que és incondicionalment estable per a qualsevol pas de temps At que es-
collim. L’estabilitat de la soluci6 és vital per a simulacions a temps real.

Considerem, primer, transformar el sistema d’equacions de segon ordre en un sis-

tema d’equacions de primer ordre. Per a aixo, considerarem com a noves variables
. H
u =uf juy =2

Aixi, obtenim el sistema d’equacions de primer ordre

% =u 4

Recordem que el métode d’Euler enrere, donat un sistema d’equacions de la forma

y(t) = f(t,y(t))
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s’escriu com

Y =Y At F (T y(t ) (4.44)
on Y™ és la aproximacio6 a y(t") donada pel métode i At és el pas de temps escollit.

Aplicant el métode (4.44) al sistema d’equacions (4.43), obtenim

{u’f*‘1 = uf+Atuyt! (4.45)

= wp At M (f— Ku?“)

Introduint ’expressi6 de u’f+1 en la segona equacio vectorial de (4.45), treballem amb

I’equaci6 vectorial

W =uy + At M7 (- K (uf + Atudth)) (4.46)

Multiplicant aquesta per la matriu M i aillant els termes amb uZH cap a l’esquerra,
obtenim

(M + APK)ujt! = Muj — At (f— Kul) (4.47)
Aixi,
wptl = (M + APK) ™ (Mug — At (f— Ku})) (4.48)

tn-‘rl

Obtindrem la solucié u’’ a temps amb u’f“, utilitzant

wtt = ul + Atuj ™! (4.49)
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Simulacions

En aquesta secci6 comentarem els resultats de resoldre, seguint la metodologia expli-
cada a les seccions anteriors, i simular la soluci6é obtinguda del problema plantejat en
aquest treball utilitzant diferents exemples d’objectes tridimensionals.

5.1 Barra

Per comencar, hem considerat el nostre problema utilitzant un objecte relativament
petit i que té una geometria senzilla, com és la d’un prisma rectangular.

Sigui una barra, com la representada a
la Figura 5.1. Considerem la seva dis-
cretitzacio en ’espai mitjangant una malla
formada per 81 nodes i 192 tetraedres.
Per a aquest exemple, hem utilitzat una
malla senzilla, on tots els tetraedres tenen
el mateix volum.

Hem escollit, per a caracteritzar el
material del qual estd formada la barra,
un modul de Young F = 100 MPa i
un coeficient de Poisson v = 0.33. Aixi
mateix, hem considerat que l’estructura té
una densitat p = 1000 kg/m?>.

Fig. 5.1

Matematicament, com a condicions de contorn per a aquest problema, imposarem
que u(x) =0onx el = {(x,y,z)T | y = 12}, per als punts que pertanyen a la
barra. La interpretacié fisica d’aquestes condicions és considerar que la barra esta
fixa a una paret pel seu extrem esquerre, respecte la Figura 5.1.

Suposarem que 'inica forga externa que actua sobre la barra és la gravetat.
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A més, considerarem, com a condicions inicials, que apliquem una for¢a sobre la barra
en la direcci6 negativa de l’eix z. L’aplicaci6 d’aquesta fa que la barra es desplagi en
la direccio6 de la forga. Per al nostre problema, aixo equival a dotar a cada node d’una
taxa de canvi del desplacament en el temps de la forma u9 = (0,0, —f).

Estudiarem el comportament dinamic de la barra resolent el problema utilitzant meé-
tode d’Euler enrere, diferenciant entre dos casos segons si el valor f donat genera
deformacions petites o grans.

5.1.1 Deformacions petites

Considerem que apliquem una forga inicial petita en direccié negativa de ’eix z sobre
la barra, el que implica una taxa de canvi del desplacament dels nodes com la definida
anteriorment. Escollim el valor f = 20.

Resolem el problema considerant un pas de temps At = 7-1072s i realitzant 100
iteracions.

(a) Iteracio 1 (b) Tteracio 4

(c) Tteraci6 14 (d) Iteraci6 40

Fig. 5.2

A la figura 5.2 hem representat la solucié obtinguda en algunes de les iteracions
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realitzades. La barra respon a ’empenta donada com era d’esperar: oscil-lant ver-
ticalment i elasticament, amb oscil-lacions d’amplitud cada cop més petita fins que
s’atura.

5.1.2 Deformacions grans

Considerem ara el mateix problema, perd aquest cop amb f = 40. Es a dir, imposem
que el desplacament experimenta un canvi el doble de brusc.

Un cop fixades les condicions inicials, resolem el sistema utilitzant un pas de temps
At =7-1072 i realitzant 100 iteracions.

(a) Iteracio 1 (b) Tteraci6 4
: LNNL
S o . ON
(c) Iteracio 14 (d) Iteraci6 40
Fig. 5.3

A la Figura 5.3 podem veure que, com a I’exemple anterior, la barra respon a I'impuls
inicial donat oscil-lant verticalment, de forma elastica, fins que s’atura. Malgrat aixo,
aquesta vegada podem observar un creixement dels tetraedres de 'extrem dret de la
barra, que es produeix a les primeres iteracions, quan 'amplitud de les oscil-lacions
son meés grans.
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Per tal de conéixer la magnitud d’aquest creixement, hem representat el volum dels
tetraedres, al llarg de la simulacid, en la segilient figura. Esperem un creixement més
gran per part dels tetraedres situats a ’extrem dret de la barra.

olurm betraedres acadaiteracia
T T T

W alurnd ¥ olurnlnicial

L L
n 20 30 40 Hil [ T &0 an 100
iteracia

Fig. 5.4

Partint d’un volum inicial d’1 m2 per a tots els tetraedres, veiem que durant la simu-
lacio, els tetraedres experimenten un canvi en el volum que arriba, en el cas dels que
es troben en 'extrem dret de la barra, a un maxim de 2.0245 m?, aproximadament el
doble del volum inicial. Com ja véiem a la simulacid, aquest augment del volum és
més gran a les primeres iteracions, qual el moviment és més rapid i les oscil-lacions
son d’amplituds més grans.

5.2 Bolet

Considerem ara una estructura més gran, amb una geometria més complicada i amb
una malla amb tetraedres amb formes menys regulars.

Sigui una estructura amb forma de bolet,
com la de la Figura 5.5. En aquest cas,
hem considerat una malla formada per
219 nodes i 656 tetraedres, practicament
3 cops més nodes i més de 3 cops més . Sy
tetraedres que als exemples anteriors.

Per a aquesta estructura, hem utilitzat
els mateixos parametres del material que
en el cas de la barra, és a dir, considerem
E =100 M Pa, v = 0.331 p = 1000 kg/m?.
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Com a condicions de contorn, considerem fixats tots el nodes amb un valor de z per
sota de -10, aquesta condici6 és equivalent a suposar que el bolet esta soterrat per
sota d’aquesta alcada.

En aquesta ocasio, a causa de la forma de I'estructura i donat que repartim el pes de
forma uniforme entre els nodes, hem considerat que no hi hagi gravetat, ja que cauria
pel seu propi pes a causa de la distribucié d’aquest.

Considerant, en aquest cas, una taxa de canvi en el desplacament nodal de la forma
(f, f, O)T amb f = 2.5, i resolent el problema, amb un pas de temps At = 7 - 107 2s,
realitzant 100 iteracions, obtenim

40 30 20 1 o -10 =20 -30 40 40 30

(c) Iteracio 40 (d) Iteraci6 60

Fig. 5.6

Durant la simulacié, podem veure com el bolet es mou en la direccié indicada per les
condicions inicials donades, pero, passades 40 unitats de temps At, el capell del bolet
experimenta una rotacio i es fa gran repetidament.

Per veure la magnitud d’aquest creixement, hem representat el volum dels tetrae-
dres a la Figura 5.7
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Yolum tetraedres acadaiteracio
120

Volutn!¥ olurninicial

iteracio

Fig. 5.7

Com es feia patent a la simulacio, els tetraedres que formen part del capell del bo-
let experimenten un creixement del seu volum que, a 'altima iteracid, arriba a un
creixement maxim d’aproximadament 2.25 cops el volum inicial dels tetraedre.

5.3 Armadillo

Per ultim, considerem un cas amb un nombre elevat de nodes i tetraedres en el qual
actuen forces externes que no soéon les usuals.

Sigui una  estructura amb forma
d’armadillo que apareix a la Figura
5.8. En aquest cas, hem considerat una
malla formada per 285 nodes i 787 tetrae-
dres.

Per a caracteritzar el material d’aquesta 0
esctructura hem escollit que el valor del
modul de Young sigui E = 32 MPa,
v=0101ip = 1 kg/m3. Com és menys
pesat i menys dur que els exemples an-
teriors, en aplicar forces petites veurem . v
deformacions molt grans.

Fig. 5.8

En comptes d’utilitzar les condicions inicials per aconseguir moviment, el que farem
sera considerar condicions inicials nul-les i imposar una forga externa b = (0, —18,—9)" .

Resolent el problema, amb un pas de temps At = 1-1072s, realitzant 100 itera-
cions del métode, obtenim
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Fig. 5.9

Com es pot veure, ’Armadillo és arrossegat per la forca externa que hem imposat i,
quan la deformaci6é és molt gran, el seu volum augmenta considerablement. Malgrat
aquest fet, ’Armadillo torna a la seva posicié elasticament intentant trobar una posi-
ci6 d’equilibri pero, després, torna a ser empentat per la forga externa.

Un cop més, representem el volum dels tetraedres.
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4 Yolum tetraedres acadaiteracio

Volurn ¥ olurninicial

50
iteracio

Fig. 5.10

Com podem veure, es produeix un augment del volum més gran durant la primera
empenta que a la segona. FEn aquest cas, tenim que certs tetraedres s’inflen notable-
ment més que altres, fet que també era visible a la Figura 5.9. El maxim creixement
obtingut, que es troba a la 26* iteraci6, dota al tetraedre d’un volum de 3.45 - 10*m?,

que és 6.335 cops superior al volum inicial d’aquest.
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Metode
Corrotacional

6.1 Motivacié

El fet d’haver considerat que forces elastiques que actuen sobre el solid deformable
tenen un comportament lineal ens ha aportat diversos avantatges. El primer d’aquests
és que els coeficients de la matriu de duresa K sén constants. Gracies a aquesta carac-
teristica de la matriu, podem precalcular-la abans de resoldre el sistema d’equacions
que ens defineix la deformaci6 del solid. Per tant, només és necessari calcular-la una
sola vegada en comptes d’haver-ho de fer a cada iteracid, el qual suposa un estalvi
considerable en el cost computacional.

També gracies a que K és una matriu constant, per tant, no depén de les incog-
nites u, v i w, tenim que el sistema d’equacions resultant és lineal. Aixi, a ’hora
d’aplicar un métode implicit per a la seva resolucié, en el nostre cas utilitzant Euler
enrere, només hem de resoldre un sistema lineal a cada iteracié.

Per ultim, si tenim una malla raonable, és a dir, si la configuracié original dels
tetraedres és prou bona, obtenim una matriu del sistema (M + APK ) ben condi-
cionada durant tota la simulacio, el que minimitzaré la propagacié d’errors durant les
iteracions del métode d’Euler enrere.

Malgrat tots els avantatges obtingut gracies a I'assumpci6é de linealitat a les forces
elastiques, aquesta simplificaci6 només és valida per a deformacions petites i amb
poca rotacié. Quan calculem deformacions grans, i amb rotacio, que s’allunyen de
la configuracié d’equilibri, el fet de considerar elasticitat lineal causa un creixement
irreal del volum dels tetraedres, com hem pogut veure a les simulacions de la seccio
anterior, ja que el tensor de deformacions lineal de Green-Cauchy no és capag de rep-
resentar fidedignament els desplagaments amb rotacions.

Es proposa utilitzar el métode Corrotacional per a corregir aquest efecte indesitjat.

6.2 Meétode Corrotacional

Considerem un tetraedre €2, i considerem els seus vértexs, els quals, en la configu-
raci6 inicial, tenen coordenades X1, X2, X3 1 X4 i en la configuracié6 deformada tenen
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coordenades p;, Ps, P I Pys, o0 p; = p(X;,t) per a un temps ¢ donat.

Considerem les forces que actuen sobre els vértexs x d’un tetraedre 2., quan s’ha
produit una petita deformacié sobre aquests, quedant en les posicions p. Les podem
aproximar com

f°(p) =f°(x+u°) =£°(x) + Vi K°u®+ O(\ue|2)
= VK e+ O(uef?)
= VxK® (p—x) + O(lp — x|*)

El terme f.(x) es cancel-la perqué a la configuraci6é d’equilibri les forces que hi actuen
son zero. A més, considerant un desplagament petit u®, a prop de la configuracié
d’equilibri podem fer I'aproximacié Vx K¢ ~ K¢. Aixi, negligint els termes d’ordre
superior a 1, tenim que les forces es poden expressar com

f°(p) = K°(p—x) (6.1)

Observem que, a causa de ’elecci6 del tensor lineal de deformacions de Green-Cauchy,
aquesta expressio és lineal.

Suposem que coneixem la part rotacional R. de la deformacié d’un tetraedre (),
el métode utilitzat per a la seva obtencid s’explica a la subseccié 6.2.1. Aquesta és
una matriu 12x12 diagonal per blocs que conté 4 matrius de rotacié idéntiques de
mida 3 x 3.

Fig. 6.1

Considerem la Figura 6.1. Si x s6n les posicions d’un tetraedre a la seva configuracié
inicial i p son les posicions dels vértexs dels tetraedre a la configuraci6 deformada,
I’aplicaci6 de la inversa de la matriu de rotacié a les coordenades en aquesta configu-
racio, és a dir, (R)~!p, descriu les coordenades de I’element en una configuracié en
la qual el cos ha sigut deformat sense haver-se produit cap rotacio.
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El desplacament dels vértexs p del tetraedre en la configuracié deformada sense rotacio
és (R®)~1p — x. Aixi, les forces aplicades als vértex del tetraedre en aquesta configu-
raci6, seguint I'expressi6 (6.1), son K¢ ((R°)~'p — x).

Finalment, per tornar a la configuraci6 deformada, apliquem la matriu de rotacio

R¢. Aixi, obtenim que les forces que actuen sobre els vértexs del tetraedre en la
configuracio deformada sén

fr(x) = R°K® (R°) " 'p — x) (6.2)
son exactament les mateixes forces que haviem obtingut a (6.1) expressades de forma
diferent.

La idea principal d’aquest métode és calcular les forces que son aplicades a cada
vértex del tetraedre en la seva configuracié deformada a partir de la seva expressié en
una configuracié deformada perd que no inclou cap mena de rotacio, per a, aixi, un
cop calculades, tornar a la configuracié deformada mitjancant una rotacio.

Al realitzar el calcul de les forces en aquesta configuracié no rotada, la linealitat
de D’elasticitat no ens ocasionara el canvi de volum als tetraedres, gracies a la manca
de rotacid, i ens mantindra la linealitat del sistema d’equacions.

De cara a la utilitzaci6 d’aquesta expressio, (6.2), al sistema d’equacions que gov-
erna la dinamica del sélid, serda important, computacionalment, utilitzar que, com R*®
és una matriu de rotaci6, és ortonormal i, per tant, es compleix que (R¢)~! = (R®)T.

Per tant, no fara falta invertir cap matriu, només haurem de transposar-la.

L’expressio que utilitzarem en el sistema d’equacions sera

fr(x) = R°K® (R)" (u+x) — x) (6.3)

on hem utilitzat la definicio (3.1) del vector de desplagaments per evitar ’aparicio
d’una nova incognita p al sistema d’equacions.

Ensamblant la matriu (K¢) = A ReK¢(R®)T, i el vector f5 = A R¢K®x, en la
e e

matriu K’, i el vector fj respectivament, obtenim
fr(x) = K'p — fo (6.4)
o, de la mateixa forma, tenim

fr(x) =K' (u+x) —foy (6.5)
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6.2.1 Matriu de rotacié

Donada una matriu quadrada complexa A € C"*™ sempre existeixen les matrius U,
P e C* ™, on U és una matriu unitaria, és a dir, les columnes de U formen una base
ortonormal de C" respecte al producte escalar usual, i on P és una matriu hermitica
semidefinida positiva, tals que

A=UP (6.6)

A més, si A és regular, la descomposici6 és tnica.
Aquesta descomposicié s’anomena descomposicié polar de la matriu A.

Considerem un tetraedre €., els vértexs del qual tenen coordenades x1, X2, X3 1 X4 en
la configuracié inicial i tenen coordenades p;, ps, P53 i P4 en la configuracié deformada.

Considerant la configuracié inicial, podem descriure un punt x € ). com la com-
binaci6 lineal dels vértexs del tetraedre, com

T T T by
X = by (X1 —X0)+b2 (X2 —X0)+b3 (X3 —%X0) = [ X1 — X0 X2—Xo X3—Xo | | b2
\ \: { bs

(6.7)

Aixi mateix, en la configuraci6 deformada, si considerem el punt p = p(x), que
pertany al tetraedre deformat, tenim que

T ) T b1
P = b1 (P1 — Po)+b2 (P2 — Po)+b3 (Ps —Po) = [ P1 = Po P2—Po P3—Po bo
i) { i b3

(6.8)

on les b; son les mateixes que a la configuracié inicial. Aixi, tenim que aillant el vector
de les b; de (6.7) 1 introduint el resultat a (6.8), obtenim

-1

) 0 ) ) ) )
P(X)=|P1—Py P2—Py P3—Po| |X1—X0 X2—%X0 Xx3—%| x (6.9)
! | | ! | |

Aixi, tenim que la part sense translacié del morfisme entre la configuracié inicial i la
configuracio deformada del tetraedre €2, és la matriu 3 x 3

T T T T T T T
A=lag a1 as| =|p;— Po P2 —Po P3s—Po X1 —Xo X2 —Xp X3—Xp
4l { 4 { { { {

(6.10)
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Un cop trobada aquesta matriu de deformacio, el que volem és trobar la seva matriu
de rotacié R, és a dir, una matriu unitaria que compleixi

A=RP

El metode utilitzat per a la construccié d’aquesta matriu de rotacié és el métode
d’ortogonalitzacio de Gram-Schmidt per a les dues primeres columnes i el producte
vectorial d’aquestes per a la tercera. Es a dir, construim els vectors columna de la
matriu com

ap a; — (I',(Z;al) Iro

ro=-—— ry =
|laol|’ llar = (xFar) roll’

o =Tg XTIy

1 definim la matriu de rotacié R de la matriu A com

Tt 1
R= o Iy Ig (611)
Ll

Per construccid, garantim que els vectors sén ortogonals entre ells i, a més, que so6n
unitaris.

6.3 Resolucié al llarg del temps: Euler enrere

Introduint les noves forces (6.4) al sistema d’equacions (4.45), obtenim el sistema
d’equacions de primer ordre

{u?ﬂ =uf + Atugt! (6.12)

uptt o =uy At MT (f— K'p"™ — 1)

Com al sistema (6.12) tenim una nova incognita p"*!, el que farem sera utilitzar
Iexpressio (6.5) per tornar a les u} ™. Aixi, obtenim el sistema

{u?“ =uf + Atuy ™ (6.13)

wyt o =w At M (f- K (0t +x) — fo)

+

Com abans, substituint ’expressio de uy ! ala segona equacio6 vectorial del sistema,

obtenim

wyt =uf + At M (f- K ((uf + Atuy ) +x) — ) (6.14)
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Aixi, multiplicant tota ’equacié per M i aillant el terme ug"'1

igualtat, obtenim

a l'esquerra de la

(M + A K')upt! = Muj + At (f— K (u} +x) — fp) (6.15)

Finalment,
wptl = (M + A2 K') 7' [Muf + At (F— K’ (u} + %) — fo)] (6.16)
Trobem la solucié u?“ incorporant aquesta tdltima expressié a la primera equacid

vectorial de (6.13).

Cal remarcar que la matriu de rotacié R¢ canvia en cada iteracio en el temps, per
tant, per a cada interaci6 hem de calcular la matriu de tots els elements, i ensamblar
la matriu K’. Aixo implica un augment del cost computacional.
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Simulacions
Corrotacional

En aquesta secci6 repetirem les simulacions, fetes a la seccié 5, aquest cop utilitzant
el métode del Corrotacional per corregir I’augment en el volum dels tetraedres.

7.1 Barra

Tornem a considerar el problema amb un
prisma rectangular, com el de la Figura
7.1, utilitzant els mateixos parametres per
als materials que vam utilitzant a la seccio
5, és a dir, considerant un modul de Young
E = 100 M Pa, un coeficient de Poisson
v = 0.33 i una densitat p = 1000 kg/m?>.

Aixi mateix, tornem a considerar les
mateixes condicions de contorn, que

suposaven fixar la barra pel seu ex-
trem esquerre. Suposarem que ltnica
forga externa actuant és la gravetat
g=(0,0,—9.81)".

Fig. 7.1

Al afegir la correccio que proporciona el métode Corrotacional a la resolucié del prob-
lema, el que esperem és obtenir una disminucio significativa en el creixement del volum
dels tetraedres quan aquests experimenten grans deformacions i un resultat molt sem-
blant a I’obtingut pel métode d’Euler implicit quan les deformacions séon petites.

Com vam fer a la secci6 anterior, per a la barra considerarem dos casos, segons si
les deformacions d’aquesta sén grans o no.
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7.1.1 Deformacions petites

Tornem a imposar una taxa de canvi del desplagament de la forma (0,0 — f )T a tots
els nodes, on f = 20, i resolem el problema utilitzant, com abans, un pas de temps
At = 7-10725 i realitzant 100 iteracions.

(a) Tteracio 1 (b) Iteraci6 3

(c) Iteracio 10 (d) Iteracio 30

Fig. 7.2

A la Figura 7.2 hem representat la solucié obtinguda en diferents iteracions. Hem
escollit aquelles iteracions on Iamplitud de la oscil-lacié és més gran. Com, en aquest
cas tractem amb deformacions petites, ens trobem amb amplitud d’oscil-lacio petites
i, a ull nu, no s’observa cap tipus de creixement en el volum dels tetraedres, com
tampoc se’n observava en aquest cas sense utilitzar el métode Corrotacional.

Malgrat que el creixement del volum no és observable, hem representat a la segiient
figura el volum d’alguns dels tetraedres al llarg de la simulaci6. Observem que si
es produeix un creixement del volum dels tetraedres, malgrat aixo, estem parlant
de creixements petits. En les dues simulacions s’obtenen resultats molt semblants.
Podem concluir amb aquest exemple que, per a deformacions petites, ’assumpcio
d’elasticitat lineal és valida.
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Fig. 7.3: Sense la correcci6. Fig. 7.4: Amb la correcci6.

7.1.2 Deformacions grans

Resolguem ara el problema dinamic considerant que f = 40. Obtenim,

(a) Iteraci6 1 (b) Iteraci6 3

(c) Iteracio 8 (d) Tteraci6 35

Fig. 7.5
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Considerant, per a la resoluci6 del problema, com abans, un pas de temps At =
7-10~2s i realitzant 100 iteracions, hem obtingut els resultats representats a la Figura
7.5.

Malgrat que, en aquest cas, la barra es deforma notablement tampoc s’observa cap
creixement del volum dels tetraedres ni cap comportament no esperat. Si represen-
tem ’evoluci6é del volum dels tetraedres al llarg de la simulacié, obtenim les segiients
figures.

Wolumtetragdres a cada iterasia Wolumetraedres a cada iterasia

Walurmd ¥ ol urnlriicial
Wolurmd ¥ ol urnlriicia

L L L L L L L L L L L L L L
10 20 30 a0 50 &0 70 20 a0 00 10 20 30 a0 50 60 70 20 a0 100
iteracit iteracih

Fig. 7.6: Sense la correcci6. Fig. 7.7: Amb la correcci6.

El volum maxim assolit en un tetraedre en el cas de no aplicar el métode és de 2.024m3,
0.754 m3 més que en el de les deformacions petites, en canvi, en el cas d’aplicar la
correcci6, obtenim un volum de 1.45m? en el mateix tetraedre, 0.18m3 més que abans.
Per tant, veiem que en els dos métodes existeix un creixement del volum perd aquest
és més patent a la simulacié si no apliquem el métode Corrotacional.

7.2 Bolet

Tornem a considerar ’exemple del bolet.
Recordem que en la solucié aquest cas,
sense aplicar-ne cap tipus de correccio,
observavem un creixement del volum molt
accentuat.

Per a aquesta estructura, teniem, com a la . <+ E
barra, un modul de Young E = 100 M Pa,
un coeficient de Poisson v = 0.33 i
una densitat p = 1000 kg/m3. A més,
com a condicions inicials, imposavem,

nodalment, que la derivada del vector de ,
desplagament fos de la forma (f, f, O)T
amb f = 2.5. No consideravem l'actuacio
de cap forga externa.
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Aixi, tornat a resoldre el problema seguint 1’estratégia proposada pel métode Corrota-
cional, hem representat la soluci6 trobada per algunes de les iteracions a la Figura
7.9.

(a) Tteracio 1 (b) Iteraci6 20

(c) Iteracio 50 (d) Iteracio 70

Fig. 7.9

El bolet respon a les condicions inicials imposades amb moviments elastics en la di-
reccié marcada per aquestes, oscil-lant fins que s’atura. Durant la simulaci6é de la
soluci6é del problema no s’observa cap tipus de creixement del volum.

Per comprovar que realment no es produeix una variacié en el volum, representem
aquest en la segiient Figura, juntament amb la Figura 5.7, obtinguda a la secci6 5.
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Fig. 7.10 Fig. 7.11

En aquest cas es veu molt clara la millora que aporta el métode Corrotacional. Encara
que podem veure a la Figura 7.11 que si que hi ha petites oscil-lacions en el volum
dels tetraedres durant la simulaci6, aquestes no séon visibles a ull nu i, comparades
amb el creixement del volum representat a la Figura 7.10, so6n infinitessimals.

7.3 Armadillo

Per ultim, tornem a considerar el cas de 'armadillo, el qual experimentava també un
creixement molt gran del volum dels tetraedres de la seva malla sota grans deforma-
cions.

Considerem  l’estructura amb forma
d’armadillo representada a la Figura 7.12.
Recordem que la malla considerada esta _
formada per 285 nodes i 787 tetraedres. nl

Per a caracteritzar el material d’aquesta ] i
esctructura haviem escollit que el valor
del modul de Young fos £ = 32 M Pa,
que el coeficient de Poisson fos v = 0.10
i que lestructura tingués una densitat
p=1kg/m3. . )

Considerem b = (0, —18, —9)T com a forga externa.

Resolent el problema utilitzant el métode Corrotacional, amb un pas de temps At =
1-1072s i realitzant 100 iteracions, obtenim
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(e) Iteracio 60 (f) Iteracio 75
Fig. 7.13

Aquest cop, veiem com l’armadillo és empentat per la forca externa imposada i que
es mou impulsat per aquesta perd sense ser observable cap tipus de comportament
extrany o creixement del volum dels tetraedres que el formen.

Representem el volum dels tetraedres de I’armadillo durant la simulaci6, comparant
el resultat obtingut amb el que vam obtenir en la seva simulacié a la secci6 5.
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Fig. 7.14 Fig. 7.15

En aquest cas, observem que malgrat que el métode Corrotacional no aconsegueix
evitar totalment el creixement del volum dels tetraedres, aquest és un creixement
petit en comparacié al vist amb la solucié obtinguda amb en métode d’Euler enrere.
Per tant, com, a més, aquest petit creixement no crea un efecte irreal a la simulacio,
prendrem la solucié numérica obtinguda com una bona aproximacio a la solucio real.

7.4 Temps d’execucié

Com hem pogut comprovar en aquesta seccid, utilitzant el métode Corrotacional
resolem I’ efecte irreal que suposava el creixement del volum dels tetraedres. Malgrat
aixo, també hem de tenir en compte que el nostre objectiu és que les simulacions,
a més de fidels a la realitat fisica, siguin interactives. Per tant, necessitem que els
métode utilitzat siguin suficientment rapid com per a obtenir les solucions a temps
real.

Considerem primer el métode d’Euler enrere per a la resolucié del model.

Model Nodes | Tetraedres Metode Temps,/Tter. | Imatges/s

Barra 81 192 Euler Implicit | 0.002688s 372

Bolet 192 656 Euler Implicit | 0.009096s 109
Armadillo 285 787 Euler Implicit 0.009873s 101

Taula 7.1
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Hem representat a la Taula 7.1 el temps que triga aquest métode en resoldre les 100
iteracions per als 3 casos estudiats a les seccions anteriors.

Com podem interpretar de la taula, malgrat els resultats obtinguts, aquest métode és
molt rapid i podria fer-se servir per a simular la dinamica d’objectes a temps real i,
aixi, permetre interaccions de 'usuari amb aquests.

Considerem ara el métode Corrotacional. Ja haviem vist a seccions anteriors que,
en aquest métode, hem de calcular la matriu de rotacié per a cada element i ensam-
blar matrius en cada iteracid, per tant, sabiem que és computacionalment més costos.

Hem representat a la Taula 7.2 el temps que ha trigat el métode en resoldre els
exemples propostos a les seccions anteriors per, aixi, saber si el podriem utilitzar per
simulacions en temps real.

Model Nodes | Tetraedres Meétode Temps/Iter. | Imatges/s
Barra 81 192 Corrotacional | 0.083354s 12
Bolet 219 656 Corrotacional 0.37631s 2
Armadillo | 285 787 Corrotacional | 0.454307s 2
Taula 7.2

Amb els resultats en segons obtinguts per a aquest métode, en les condicions i amb
les eines amb les que s’ha dut a terme ’estudi dels dos métodes en aquest treball, no
seria viable utilitzar el métode Corrotacional per a simulacions en temps real.
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Simulacions Corrotacional
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Conclusions

En aquest treball, amb la finalitat de simular el comportament d’objectes deformables,
hem dedufit el sistema d’equacions que governen la dinamica d’objectes tridimension-
als solids no-rigids, hem plantejat una estratégia de resolucié numérica del sistema
lineal donat pel model proposat, hem simulat els resultats obtinguts utilitzant 1’eina
matematica Matlab, i, utilitzant dos métodes diferents, hem comparat el comporta-
ment numéric de les solucions obtingudes.

El primer métode que va ser considerat per a resoldre el sistema lineal d’equacions
obtingut va ser el métode d’Euler enrere. Malgrat la rapidesa del métode, per a grans
deformacions s’observa en la solucié un creixement anormal del volum dels objectes
simulats. Aixo es deu a que el considerar que el comportament de les forces elastiques
és lineal no és capag de representar fidedignament les deformacions amb rotacions.

Amb l'objectiu de solucionar el problema del creixement incontrolat del volum dels
objectes, es va proposar el métode Corrotacional, que consisteix en calcular les forces
exercides sobre 'objecte en la seva configuracié deformada pero sense rotacio i tornar
després a la configuracié deformada amb rotacié. Aixi, 'assumpcio de que les forces
elastiques es comporten de forga lineal sera una bona aproximacio al seu comporta-
ment real i no es produiran efectes com el creixement de volum de I'objecte. I, efec-
tivament, aconseguim que el volum dels objectes es mantingui pero, a canvi, obtenim
un métode bastant més lent que 'anterior.

En cas de voler utilitzar algun d’aquests dos métodes per a la simulacié a temps
real de la dinamica d’objectes deformables, s’escolliria el métode del Corrotacional,
ja que ens mostra resultats fisicament fidels a la realitat. Malgrat que, amb les eines
disposades per a la realitzacié6 d’aquest treball, no sigui possible una simulaci6 en
temps real amb els temps obtinguts amb aquest métode, amb un equip més potent
seria viable obtenir temps molt millor i, aixi, poder visualitzar la soluci6 del problema
en temps real.
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