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Presentacio

Per cursar qualsevol carrera d’enginyeria, és necessari tenir uns bons fonaments en les
disciplines cientifiques basiques, com és el calcul. Aquest llibre, fruit de la nostra experi-
éncia docent durant els darrers anys a I’Escola Teécnica Superior d’Enginyeries Industrial
i Aeronautica de Terrassa (ETSEIAT), pretén posar a I’abast de 1’estudiantat de 1’assig-
natura Calcul I (tant la que s’imparteix al Grau de Tecnologies Industrials com les que
s’imparteixen amb el mateix nom als graus d’ Aeronautica) un resum complet de la te-
oria d’aquesta assignatura. El resum tedric va acompanyat d’una extensa colleccié de
problemes resolts, que creiem que pot ajudar la persona interessada a entendre millor i a
consolidar els conceptes teorics. Alhora, els problemes resolts es poden utilitzar com a
model en el moment en que 1’alumnat hagi de resoldre altres problemes de forma auto-
noma. Per afavorir aquest aprenentatge autdbnom, s ha inclos un recull de problemes per
resoldre (amb les seves solucions respectives).

El llibre esta dividit en nou capitols. La materia del primer capitol, que hem titulat “Con-
ceptes previs”, no forma part, estrictament parlant, del programa de les assignatures de
calcul que s’han mencionat anteriorment. Tanmateix, ens ha semblat oportd incloure en
aquest capitol un breu resum d’alguns resultats tedrics i practics que, suposadament, ja
s’haurien d’haver explicat en assignatures prévies. Com que sovint aquesta suposicié no
és del tot certa, es recorden les beceroles del calcul. Per exemple, es repassen propietats
dels polinomis o conceptes basics de geometria, com ara les férmules per calcular arees
d’algunes figures planes o volums de solids regulars. També hi ha un resum de trigono-
metria plana i de geometria analitica. Es recorda com es resolen equacions de diversos
tipus (polindmiques, irracionals, trigonometriques...) i es repassa el calcul de derivades i
el de primitives. Aquest capitol comenga amb un test que serveix per mesurar els conei-
xements inicials de I’alumne o I’alumna. D’aquesta manera, cada estudiant pot decidir
en quins aspectes ha d’aprofundir més o menys.

Als capitols segiients es tracten els temes classics d’un curs de calcul d’una variable.
El segon capitol esta dedicat als nombres reals i complexos. El tercer, als conceptes
basics de les funcions d’una variable real, com les operacions amb funcions o I’esbds de
la grafica d’una funcié en coordenades polars. Al quart capitol, s’estudia el concepte de
limit d’una funcié en un punt, la noci6 de funcié continua i les seves propietats. El capitol

Presentacio %
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cinque esta dedicat a la derivaci6 de funcions i les seves aplicacions. Al sise, s’ introdueix
la integral de Riemann per a funcions d’una variable, es veuen metodes per determinar
primitives i s’estudien aplicacions de la integral al calcul d’arees planes, de volums de
cossos de revoluci6 i de volums de cossos de seccié donada. Al capitol sete, s’estudien
les successions i les seéries, comengant pel principi d’induccié matematica i acabant amb
les series de poteéncies, tant reals com complexes, que seran d’utilitat en assignatures
posteriors. Al vuite, s’introdueixen les corbes parametritzades com a funcions d’una
variable amb imatge vectorial i s’estudien conceptes geometrics com ara el triedre de
Frenet, la curvatura i la torsio.

Finalment, el capitol nove conté les solucions del test i de tots els problemes proposats
al llarg del text. També s’ha inclos un index alfabétic per facilitar la localitzacié dels
conceptes.

Per acabar, volem agrair la col'laboracié dels companys i les companyes de la Seccié de
Terrassa del Departament de Matematica Aplicada II; alguns d’ells han aportat desinte-
ressadament problemes que ara formen part d’aquest recull; d’altres han contribuit amb
els seus comentaris a configurar el material que finalment s’hi ha inclos. També volem
donar les gracies a Iniciativa Digital Politécnica, que s’encarrega de I’edici6 i la difusié
d’aquest llibre, versié ampliada i corregida d’un llibre anterior.

Terrassa, maig de 2011

M. C. Leseduarte, M. D. Llongueras i A. Magafia









Conceptes previs %

Conceptes previs

L’ objectiu fonamental d’aquest capitol és refrescar alguns conceptes ja adquirits en cur-
sos anteriors. L’enfocament és totalment practic. Inclou un test inicial que permetra a
I’estudiant, un cop I’hagi realitzat, decidir quins aspectes ha de repassar amb més inten-
sitat.

En destaquem cinc grans arees:

Polinomis i equacions: inclou basicament el desenvolupament d’expressions algebrai-
ques, I’extraccié de factor comd, les operacions amb polinomis i la resolucié d’e-
quacions.

Geometria elemental: comprén la semblanga de poligons, arees de figures planes i les
arees i els volums de solids regulars.

Trigonometria plana: engloba les raons trigonomeétriques (sinus, cosinus...), la resolu-
ci6 d’equacions trigonometriques i de triangles.

Geometria analitica plana: recorda les diferents equacions d’una recta, la perpendi-
cularitat i el parallelisme, i estudia les equacions i els elements principals de les
coniques.

Derivades i integrals: es recorda el calcul de derivades i el de primitives.

Objectius
Una vegada desenvolupat el capitol, I’estudiant ha de ser capag de:

= Manipular adequadament les principals operacions algebraiques.
Calcular arees i perimetres de figures elementals.

Determinar arees i volums de solids regulars.

= Congixer les raons trigonomeétriques dels angles notables.

= Congixer les principals identitats trigonomeétriques.

Resoldre triangles rectangles i obliquangles.

15
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= Resoldre equacions trigonometriques senzilles.

= Congixer les equacions de la recta.

= Calcular I’angle entre dues rectes.

= Congeixer les equacions reduides de les coniques.
= dentificar els elements principals de les coniques.
= Calcular derivades aplicant la regla de la cadena.
= Calcular primitives immediates.

1.1. Test inicial

Problema 1

Un pal de 2 m projecta una ombra d’1’5 m. L’altura d’un arbre que a la mateixa hora
projecta una ombra de 3’5 m és de:

a) 4m

b) 47m

c) 55m

d) 6m

e) 375m

Problema 2

El costat d’un triangle equilater mesura 2 cm. L’area és de:

a) 1cm?

V3

b) Tcm

¢) V3 cm?
d) V2 cm?

e) 4cm?

Problema 3

El volum d’un cilindre de radi 5 cm i altura 10 cm és:

a) 1257 cm?
b) 1007 cm®
¢) 507 cm®

d) 5007 cm?
e) 250 cm®
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Problema 4

L’equacié de la recta que passa pel punt (1, 1) i té pendent 5 és:

a) y=1ix+1
b) y=5x—4
c) y=—-5x+6
d) y=x+5
e) y=x+1
Problema 5

Tant la férmula de la gravitacié universal de Newton com la de [’atraccio eléctrica de

b
Coulomb tenen I’estructura F = C Z—Z. El valor de F expressat en notaci6 cientifica per
alcasC=9-10°,d=3-10*1a=b=4-107 és:

a) 16-10°°

b) 16-107

c) 16-108

d) 4-1071°

) 12:10°°
Problema 6

El resultat de desenvolupar i simplificar I’expressié (242 4 x*)? és:
a) X +4x° +2x*
b) x°+ 4x*

c) x5+ 2x*

d) x®+4x° +4x*
e) X +4x*
Problema 7

El desenvolupament de (1 —x)? és:

a) —x*+3x* —3x+1
b) —x*+1

c) X =x*—x+1

d) x*=3x*+3x—1

e) x5—1

17
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Problema 8

2

. . N . L, XY —X .
En simplificar el maxim possible la fraccié %, obtenim
xy? —x°

a) y—x
b) L
c) 0
d) y+x

e) =
Problema 9

La derivada de y = cos®4x és:

a) —12sin*4x
b) 4sin’4x
c) 3cos’4x
d) —3cos?4x

e) —12cos*4x-sindx

Problema 10

z

2
El valor de la integral / i dx és:
xX2+5
a) arctg (x*+5)+C, on C és una constant.
b) In(x*+5)+C, on C és una constant.
¢) arcsin(x*+5) +C, on C és una constant.

d) (x*+5)*+C, on C és una constant.

e) No es pot integrar.

1.2. Polinomis i equacions

Continguts:

= Propietats de les potencies i de les operacions.

= Binomi de Newton. Nombres combinatoris.

= Operacions amb fraccions i amb arrels.

= Equacions de segon grau, biquadrades i irracionals.
= Operacions amb polinomis.
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Breu resum teoric

Propietats de les poténcies.

Sia e Rin,m e R, llavors es compleix que:
™ an . am = a)H»m

n

a
n— ="
am
n (an)m = g™
1
g =—
ar
] aO = 1

mgr =/a® amb a>0

Binomi de Newton. Nombres combinatoris

Recordem que

(a+b)? = a*+2ab+b?
(a+b)la—b) = a*—b
(a+b)? = a*+3d’b+3ab* +b*.

En general, sin € N, es té

(a£b)" = (8) @+ (';) a b+ (;) a2 (;’) a3 e (=1 (Z) b,

Encara que no amb aquesta notacid, Tartaglia ja coneixia aquest desenvolupament. De fet,
Newton va demostrar que la igualtat anterior és valida per als enters i per als racionals.
Posteriorment, Euler la justifica també per als irracionals. Ara és coneguda com el binomi
de Newton.

L expressio ( ) s’anomena nombre combinatori i es defineix com
n

(':) = n‘(%n), on kl=k(k—1)(k—2)---3-2-1.

Recordem que, per definicid, 0! =1 i que <m> indica el nombre de subconjunts de n
n

elements que hi ha en un conjunt de m elements.

Observant I’expressio del binomi de Newton, veiem que:

= [a suma dels exponents de a i de b en cada terme és n.

= Fls coeficients del desenvolupament de Newton sén els nombres combinatoris de les
distintes files del triangle de Tartaglia-Pascal:

19
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o bé,
n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

El triangle es genera de manera que, sumant dos elements consecutius d’una fila,
obtenim el nombre compres entre els dos de la fila segiient.

Equacions de segon grau, biquadrades i irracionals

Definici6 1.1 Anomenem equacions biquadrades les equacions de la forma
ax+bx"+c=0, sentneNia #0,b,c € R.

Es a dir, I’exponent d’una de les poténcies és el doble de I’altra. La denominaci6
biquadrada deriva del cas particular n = 2, en coincidir que al mateix temps una
potencia €s el quadrat de 1’altra:

ax* +bx* +c=0.

Les equacions biquadrades es converteixen en equacions de segon grau mitjancant el
canvi

xrl =z x2n — Z2
D’aquesta manera, només cal resoldre 1’equacié de segon grau

az? +bz+c=0

i, després, desfer el canvi.
Anomenem equacions irracionals aquelles en que les incognites estan dins d’una arrel.

Generalment, per a la seva resoluci6 cal aillar el radical en un membre de 1’equacié i
després elevar els dos membres de la igualtat a la poténcia adequada perquée desaparegui
I’arrel. Repetim el procés tants cops com sigui necessari fins a eliminar tots els radicals.
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Mitjangant aquest metode, hi ha el perill que ens apareguin nombres que, de fet, no s6n
solucié de I’equaci6 donada. Per aix0, sempre cal comprovar si el resultat obtingut satisfa
I’equacio inicial.

Problemes resolts

Problema 1

. . . 8 8 9
Comproveu que es compleix la igualtat segiient: ) + = .

3 3
[Solucid]
En efecte,
8 8 8! 8! . 9 9!
<2>+<3> P TIRIETE T (3) =360 O
8 8 9
Final = .
1nalment, (2) + (3) <3>
Problema 2
5
Desenvolupeu i simplifiqueu el maxim possible (3 - g) .
[Solucid]

Utilitzant el desenvolupament del triangle de Pascal o de Tartaglia, tenim que

=) = 3-sa g0 () - () 52 () ()

i, després de simplificar, obtenim

X\’ ¥ 5, 10, )
(3—5) = o = X 300 — 13554243,

Problema 3

Aplicant el binomi de Newton, calculeu el terme de grau 1 en el desenvolupament de
(x— 1)1,

[Solucid]
El pendltim terme del desenvolupament de (x — 1)'® sera:
100 100!
- ( 99 )x = Tggut T 100

21



% Calcul I. Teoria i exercicis

22

Problema 4

Calculeu i simplifiqueu el maxim possible I’expressié segiient:

5v/75 — 848 + 327+ 12v/3 — 7\/108.
[Solucid]

Descomponent els radicands i després extraient factors fora del radical, en cas que sigui
possible, obtenim

575 —8V48+3v27 +12/3-7V/108 =
=53-52-8/3- 443333+ 12y/3-7V22-32. 3 =
=25v3-32V3+9V3+12V/3-42\/3 =
= —28V3.

Problema 5

Efectueu I’operaci6 segiient i simplifiqueu-la al maxim:

[Solucio]

Per operar més comodament, racionalitzarem els denominadors:

/5 _\/§-<\/§+1) Vi V3-(3+V3)

V5-1 4 T3-V3 6 '
Aixi,
Vi s V5 (VL) vaevE) WS
V5—1 3-v3 2 4 6 2
_ —V5-2V343
=
Problema 6

Calculeu i simplifiqueu:

2x374x276x+ 22X +5x*+4x -3
(x—1)2—-4 (x+1)(x—3)

[Solucio]
Tenint en compte que (x — 1) —4 = x* — 2x —3 = (x+ 1) (x — 3), podem escriure

20 —4x’ —6x 20 +5x4+4x—3 ¥ —2x—3

GolP—4 T eaDG-3) e DE=3) -
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Problema 7

Resoleu les equacions segiients:

a) X*—17x*+16=0
b) Vx+5+v2x+8=+Tx+21

[Solucid]
a) Es una equaci6 biquadrada; per tant,

17 £+/225 =16 =x==+2
x8—17x4+16:O<:>x4:7=>{

2 =1 = x==£l.

b) Es una equacié irracional i, per tant, hem de manipular-la adequadament per desfer-
nos de les arrels:

VX+5+vV2x+8 = Ix+21
X+542vVx+5-vV2x+84+2x+8 = Tx+21
V2x2+18x+40 = 2x+4
2x2+18x+40 = 4x*+16x+16.
Per tant,
2 —2x—24=0<=x, =4, x,=-3.
Si comprovem aquests resultats a I’equacio inicial, observem que x, = —3 no és valid.

Finalment, la solucié de I’equacié donada és x = 4.

Problema 8

Descomponeu en factors irreductibles:

a) 25x* —29x* +4
b) x* —5x*+2x+38

[Solucio]

a) Les arrels de I’equaci6 biquadrada 25x* —29x* +4 = 0 s6n x = £1, x = £2; aixi,
podem escriure:

b) Dividint pel metode de Ruffini (si més no, una vegada), obtenim que les arrels de
X =5 +4+2x+8=0s6nx=—1, x=21x=4. Per tant,

X =5 4+2x+8=(x+1)(x—2)(x—4).
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Problemes proposats

Propietats de les potéencies i de les operacions
Problema 11

Escriviu com a poténcia de x:

a) x*x7
b) )

c) ()c’(’)f2

2 (3)

Problema 12
Escriviu en poténcies de 10 els nombres segiients:

0'001; v10.000; gors  wiooes e (10V7-107%)7"; 20-100.
Problema 13

Desenvolupeu i reduiu les expressions segiients:

a) ( x—|-5y)(3x 2y)— (2x—1)(3x+2y) — (x—2y)(5y—1)
b) (ax* —Db)(ax* —2b) +3b(ax* —b) +b(b—1)
¢) (a—1)(a=2)(a=3)+6(a—1)(a=2)+7(a—1)
(%az ab2 +10b° +20) ( - %azb)

Binomi de Newton

Problema 14

Efectueu els desenvolupaments segiients:

(
[x+y ]

24
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Problema 15
1 7
Determineu el coeficient de x° en el desenvolupament de <5x — —) .
X
Problema 16

2 2 9
Quin és el terme independent de x en el desenvolupament de (% — —) ?
X

Notacio cientifica
Problema 17

Sabent que X =2 x 1072, Y =3 x 1073, Z =4 x 10*, calculeu els nombres segiients i
expresseu-ne el resultat en notacié cientifica:

a) Xv572
Zy4
X8

b)

Problema 18

Escriviu els nombres segiients en forma de producte d’un enter per una potencia de 10:
30%; 20.0007%; 0025%; (4'56%)%.

Operacions amb fraccions i amb arrels

Problema 19

Simplifiqueu les fraccions segiients:

4ax —2a’x
2a® —8a
a—2
x4 2yx +y?
x2 _ y2

a)

b)
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Problema 20

Efectueu les operacions segiients i simplifiqueu-ne el resultat:

a 1
a*—b* a+b
a+1l (a®+1)?
a—1 a*—1
b +2bc+c* b+1

b —1 b+c

a)

b)

c)

Problema 21

Desenvolupeu i redutu les expressions segiients:

a) (3v2-3vV3+6V5)(2vV2+2V3+4V5)
b) (V3+V5)(2v3+3V5) — (3v3—-2V5)(V3+2V5)
c) (V2+2)X(1—v2)?
Racionalitzacio de denominadors
Problema 22
Racionalitzeu els denominadors de les fraccions segiients i simplifiqueu-ne el resultat:
53412
143
6V'5
V3
2-V2
5-3v2

(3vV3+2)(V3—1)
V3+1

Problema 23

a)

b)

c)

d)

Efectueu les operacions que s’indiquen:

o) 24V2 V3-1
V3-1 242

" 5—\/§_S+\/§+i
54v5 5-v5 V5



Equacions
Problema 24

Resoleu les equacions de segon grau segiients:

Problema 25

Trobeu les solucions de les equacions segiients:

a) x*+5x*-36=0
b) (4x—T)(x* —Sx+4)(2% —Tx+3) =0
¢) (P43 -1 —(¥*—-2x+1)*=0

x> —32 28
D=t

Problema 26
Resoleu les equacions irracionals segiients i comproveu-ne els resultats:
a) V20+2x=4

b) vx+4=1++/x—1
c) Vx+19=12—+v/x—5

d) \/3+x+\/§=—%

Operacions amb polinomis

Problema 27

Conceptes previs %

Obteniu el quocient i el residu de les divisions que s’indiquen a continuacié (comproveu-

ne el resultat):

a) 3a®+10a> —5a+12): (a+4)

b) (x* —x’y+2x% —xy’ +3*) 1 (x* +)7?)
¢) (@ —41a—120): (i*+4a+5)

d) (x*=y%): (x+y)

27
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Problema 28

Descomponeu en factors irreductibles els polinomis segiients:

a) 2x> —5x—17

b) 2x* +x*—8x*—x+6

c) 2x* —Tx*4+8x—3

d) 4x* —2x3 —28x* +38x—12

Problema 29
Calculeu i simplifiqueu:

x—|—1_ 4 +5x—9
x—3 x+3 x*-9

a)

1 N X 14+x?
1—-x 1+x x*-—1

b)

3 x? xX*4+1

<) )c—|—27x2—|—x—2Jr x—1

x+2 N x+1 X433
@=Hx-1) x=2)x—1)? (x+2)(x—1)

d)

1.3. Geometria elemental

Continguts:
= Teoremes de Pitagores, de I’altura i del catet.

= Arees i perimetres de figures planes.
= Arees i volums de solids regulars.

Breu resum teoric

Donat un triangle rectangle ABC, amb angle recte en A, es tenen els resultats segiients:

Teorema del catet: c=a-m, b =a-n

Teorema de I'altura: h>=m-n

a * B Teorema de Pitagores: @ = b?+ ¢
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Figura Perimetre Area
Cercle de radi r 27r r?
Parallelogram d’altura /4 i costats a, b (base) 2a+2b b-h
Quadrat de costa a 4a a
Rectangle de base « i altura b 2a+2b a-b
. D-d
Rombe de diagonals d,D 2y d? + D? —
o . a: ha
Triangle d’altura h, i costats a,b,c a+b+c 3
b)-h
Trapezi d’altura / i costats parallels a i b —— %
.1 - apot
Poligon regular de n costats de longitud [ n-l %
. . a-r
Sector circular d’angle a i radi r a - r (arc) 7
Figura Area lateral Area total Volum
Parallelepipede 2(ab+bc) 2(ab+ac+ bc) a-b-c
(ortoedre) d’arestes
a,b,c
Prisma recte amb hx (perimetre base) 2Ap.s + area lateral Apge * 1
base d’area Ay, 1
altura h
RN . N . N Abase h
Piramide recta amb Suma d’arees triangles Apase+ area lateral
base d’area Ay, 1 3
altura h
Cilindre circular 2nrh 2nr(h+r) rth
recte de radi r i
altura h
2
h
Con circular recte de nrg rg + T d
radi r, altura /i i 3
generatriu g
4 3
Esfera de radi r ——— 4mr? Zr

Taula d'arees i
perimetres de figures
planes.

Taula d'arees i volums de
COSSO0S.
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Problemes resolts
Problema 9

Les projeccions dels catets d’un triangle rectangle sobre la hipotenusa mesuren 9 cm i
16 cm. Determineu la longitud dels catets i de I’altura relativa a la hipotenusa.

[Solucio]

h 16
= Pel teorema de I’altura, sabem que 9 = 7; per tant, 7 = 12 cm.

= Apliquem el teorema del catet dues vegades (o bé el teorema de Pitagores) i n’obtenim
la longitud dels catets: 15 cm i 20 cm.

Problema 10

Les arees de dos poligons semblants sén 36 m? i 900 m?. Si el perimetre del segon fa
125 m, quin €s el perimetre del primer poligon?

[Solucid]
Sabem que si dos poligons, d’arees A; i A,, sén semblants, i la rad de semblanca entre

A 900
els costats és k, llavors A—z = k>. Per tant, 36 = k* i, d’aqui, k = 5. Finalment, 5 =
1
125

1

Problema 11
Calculeu I’area de la superficie total d’un con de volum 247 i base de radi 1.
[Solucid]

A partir del volum del con, obtenim I’altura:
T ,
Vzgrh:%rc — h=72.

Dr’altra banda, I’area total ve donada per
Alotul == Alaleral +Abase - ﬂ:rg + 7'[]‘2

Tenint en compte la relacié g*> = 72> + 1, determinem la generatriu g = v/5.185. Final-
ment,

Area total = (v/5.185+ 1) 7.
Problema 12

Un solid esta format per un cilindre i dos cons iguals, construits sobre les bases del
cilindre, externament a aquest. El volum global és 1287, el radi és igual a4 cm i la
generatriu del con val 5 cm. Quina és 1’area de la superficie total del solid?
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[Solucio]

Fixem-nos que el volum total esta format pel volum del cilindre, més dues vegades el del
con. Siguin £ I’altura del con i H la del cilindre.

Aplicant el teorema de Pitagores, es dedueix que 2 = 3 cm. Per tant,

Volum total = Vi +2Ve, = 4°H+2174>.3=-..=128n = H=6cm.

Area total = A 4 2A et con = 27T 4-6+21-4-5 = 881 cm?.

Problemes proposats
Generalitats
Problema 30

En un triangle rectangle, I’altura sobre la hipotenusa la divideix en dues parts que mesu-
ren 3 cmi 12 cm. Esbrineu les longituds de I’altura i dels catets.

Problema 31

Les arees de dos poligons semblants sén 74 cm? i 1.850 cm’. Si el perimetre del primer
és de 37 cm, calculeu-ne el del segon.

Problema 32

Si un camp esta dibuixat a escala 1:500, quina sera sobre el terreny la distancia que en el
dibuix fa 3'4 cm?

Problema 33

El perimetre d’un triangle és 27 cm, i els costats d’un triangle semblant mesuren 2 cm, 3
cm i 4 cm. Calculeu les longituds dels costats del primer triangle.

Problema 34

Quants costats té€ un poligon regular tal que el seu angle interior és de 162°?

31



% Calcul I. Teoria i exercicis

32

Arees de figures planes
Problema 35

L area d’un trapezi isdsceles és de 420 cm?, les bases mesuren 40 cm i 30 cm. Determineu-
ne les longituds dels costats no parallels.

Problema 36

Donat un parallelogram de costats 24 cm i 36 cm, calculeu-ne el valor de I’altura, sabent
que la projecci6 del costat petit sobre el gran és de 12 cm. Determineu també 1’area del
parallelogram.

Problema 37
Trobeu I’area d’un hexagon regular de costat 2’5 m.

Problema 38

Determineu la longitud d’un arc de circumferéncia corresponent a un angle de 42°, sa-
bent que el radi és 4 m.

Problema 39

Calculeu la graduaci6 d’un sector circular de 104’72 ¢cm? d’area i 10 cm de radi. Trobeu
també la longitud de I’arc corresponent.

Arees i volums de solids regulars
Problema 40

L area de la superficie d’un cub és 600 cm?®. Determineu:

a) lalongitud de I’aresta;
b) lalongitud de la diagonal;
c) el volum del cub.

Problema 41

Un prisma recte té per base un hexagon regular de 8 cm d’aresta i 10 cm d’altura. De-
termineu 1’area total de la superficie i el volum del prisma.

Problema 42

Determineu el volum d’una piramide recta de base quadrada, sabent que 1’area de la base
és 64 cm? i I’apotema lateral de 5 cm.

Problema 43

Quina és I’altura d’un cilindre de 167t d’area de la base i d’area lateral el doble que
I’area de la base?

Problema 44

Determineu la superficie lateral d’un con I’area de la base del qual és 6’257t cm? i ’altura
és4 cm.
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1.4. Trigonometria plana

Continguts:

= Relacions fonamentals.

= Resoluci6 de triangles: teoremes del sinus i del cosinus.
= Raons trigonometriques d’angles notables.

= Raons trigonometriques de la suma d’angles.

= Férmules de 1’angle doble i de I’angle meitat.

= Férmules de transformaci6 de la suma en producte.

= [dentitats i equacions trigonometriques.

Breu resum teoric

Relacions fonamentals

C
b
sinB = ol — cosC = cos(90° — B)
a cosB= S =sinC= sin(90° — B)
b a
b sinB
tgB=—-=—— =cotgC =cotg(90°—B
g ¢ cosp colet=co g( )
1
A c B cosecB = B secC = sec(90° — B)

1
secB = —— = cosecC = cosec (90° — B)
cosB
Si a és un angle qualsevol, es compleixen:
sina+cos’a = 1 1 +tg’a=sec’a

Teorema del sinus:

a b ¢
sinA  sinB  sinC

Teorema del cosinus:
a® =b*>+c? —2bccosA

b> =a’>+c*—2accosB

> =a*+b*—2abcosC
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Raons trigonomeétriques d’angles notables

o radiants a graus sina cosa tga
0 0° 0 1 0
d 20 L] v3 V3
6 2 2 3
d 45° V2oV
4 2 2
T V3 1
3 O B B B I
v
- 90° 1 0 ——
2

Raons trigonometriques de la suma d’angles

= sin(a £ b) = sina cosb £ cosa sinb.
» cos(axb) =cosa cosbFsina sinb.
tgattgh

wtg(ath)= Tigatgh’

Raons trigonométriques de I'angle doble

m sin2a = 2 sina cosa.

® cos2a =cos’a—sin*a =1—2sin*a =2cos’a— 1.
2tga

1—tg2a’

m tg2a =
Raons trigonometriques de I'angle meitat
a 1—cosa signe + si § esta als quadrants I o IT
mSin- =4/ —— ) )
2 2 signe — si ¢ esta als quadrants Il o IV
a 14 cosa signe + si ¢ esta als quadrants I o IV
mCoOSz =+ —F . .
2 2 signe — si § esta als quadrants II o III
a N 1—cosa signe + si § esta als quadrants I o III
g =4y ——
£2 1 +cosa signe — si ¢ esta als quadrants I o IV
Transformacio de sumes de raons trigonometriques en productes,

i viceversa

a—>b
2

. . . a+b
= sina+sinb = 2 sin cos
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. . a . a—>b
® sina —sinb = 2 cos sin 5
a+b a—>b
® cosa+cosb =2 cos cos 5
. a . a—b
® cosa—cosb=2sin sin 5

= sing sinb = [cos(a—b)—cos(a—l—b)}

N S

® cosa coshb = 3 [cos(a—b) +cos(a+b)}

1
® sina cosb = 3 [sin(a —b) +sin(a +b)}

Les equacions trigonometriques sén aquelles en que les incognites apareixen
com a variables d’alguna funci6 trigonometrica.

Problemes resolts
Problema 13
Trobeu tots els valors que satisfan 1’equacié cos2x+sinx = 1.
[Solucid]

A partir de ’expressi6 del cosinus de I’angle doble cos2x = cosx — sin’x, substituint a
I’equacid inicial obtenim:

—2sin’x+sinx=0 <= sinx(—2sinx+1) =0.
Aixi,
sinx=0 <= x=mk

o bé,

x =Z+2nk

sinx =1 <
x =Zqomk, kel

Problema 14

Trobeu tots els valors de x que satisfan 1’equaci6

. ) 5
SInx 4+ Ccos“x = Z'
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[Solucio]

A partir de la igualtat fonamental sin®x + cos>x = 1, obtenim cos?>x = 1 — sin’x, i subs-
tituint a I’equacié inicial
—4sin’x+4sinx—1=0,

que és una equaci6 de segon grau en sinx. Aixi,

x =Z42mk
siny=1 =

x =742nk, kel
Problema 15
Una persona de 2 m d’alcaria, que esta a la vora d’un riu, veu la punta més alta d’un

arbre, situat a la vora oposada, amb un angle de 60°. En allunyar-se’n 40 m, aquest angle
es redueix a 30°. Determineu 1’altura de I’arbre 1 ’amplada del riu.

[Solucid]
Siguin & I’altura de I’arbre i a I’amplada del riu. Llavors,
h—2 h—2
tg60° = V3 = P
a _
w30 - h—2 <~ \/§ - h—2 <= -+ <<= a=20m.
a—+40 3 a+40

Finalment, i = v/3a + 2, és a dir, I’altura de I’arbre és de 20v/3 +2 m.

Problemes proposats
Identitats
Problema 45

Demostreu les identitats segiients:

1-— 2
a) sina = S cossa
2
1 2
b) cos’a = y

c) tga+cotga =

sin2a
d) 6sin” a+8cos’a =7+ cos2a
e) sin(a+f)-sin(a— ) =sin’a —sin’

) 1+tg’a=sec’a
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Equacions trigonométriques
Problema 46

Resoleu les equacions segiients:

a) 2sin’x = sin2x

Ccos2x

=2 —3sin’
3 sSin” x

b)

Resolucio de triangles
Problema 47

Calculeu I’area d’un trapezi isosceles de base petita de 14 m, sabent que els costats valen
5’3 mi que I’angle d’aquests amb la base petita és de 135°.

Problema 48

Esbrineu el valor del costat d’un pentagon regular tal que el radi de la circumferéncia
circumscrita és de 2 cm.

Problema 49

Dues forces de 14’5 N i 23’1 N donen una resultant de 10’5 N. Quin angle formen entre
si i quins angles formen amb la resultant?

Problema 50

A una distancia de 30 m d’una torre, n’observem el punt més alt sota un angle de 60°.
Si ens n’allunyem 10 m en la direcci6 torre-observador, amb quin angle veurem el punt
més alt de la torre esmentada?

Problema 51

Donat el grafic de la figura 1.1, calculeu la distancia BC.

B Fig. 1.1
Resoluci6 d'un triangle.

4m
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1.5. Geometria analitica plana

Continguts:

= Equaci6 de la recta. Angle i distancia entre dues rectes.

= Circumferencia: equacié reduida, recta tangent en un punt.

= Ellipse: equaci6 reduida, centre, semieixos, vertexs, focus, excentricitat i recta
tangent en un punt.

= Hiperbola: equaci6 reduida, centre, semieixos, vertexs, focus, excentricitat, asimp-
totes i recta tangent en un punt.

= Parabola: equaci6 reduida, vertex, parametre, focus, excentricitat, recta directriu i
recta tangent en un punt.

Breu resum teoric

Equacions de la recta

» Equaci6 vectorial: Y=d+AV ,AcRond = (a1,a,) és un punt particular de la
recta, V = (v1,v,) és el vector director i ¥ = (x,y) és un punt qualsevol de la recta.
X—a y—a

= Equaci6 continua: =
Vi V2

» Equaci6 cartesiana o implicita: Ax+By+C =0 (notem que vV = (—B,A)).
. A C . B
= Equaci§ explicita: y = — 35 equivalentment, y =mx+n , on m =tga = pen-

dent de la recta (a = angle format per la recta i ’eix d’abscisses).

Equaci6 de larecta, coneguts un punt, P = (x,,y,),1el pendentm: y—y, =m(x—x,) .

Angle entre dues rectes

Considerem dues rectes r i s de pendents respectius m i my, i sigui o I’angle que formen
les rectes r i s. Llavors,

m — ni

tga=|—
gd ‘ler'ml

(També podem determinar a mitjancant el producte escalar, un cop coneguts els vectors
directors de les rectes.)

Estudi de les coniques

Tota seccié conica o, simplement, conica, es pot descriure com la interseccié d’un con
de doble fulla amb un pla. Segons la inclinacié del pla respecte de la generatriu del con,
s’obtenen una parabola, una ellipse o una hipeérbola (figura 1.2). Si el pla passa pel ver-
tex, la figura resultant s’anomena conica degenerada i es redueix a un punt o una recta.

Aquest enfocament de les seccions coniques fou donat pel grec Apolloni de Perga el
segle I1I a.C. Hi ha, pero, diverses maneres de definir les coniques:
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Fig. 1.2
Coniques.

Parabola El'lipse Hipeérbola

= Com a intersecci6 de plai con.

= Algebraicament, mitjan¢ant una equacié de segon grau amb dues variables. En aquest
cas, una conica és el conjunt de punts (x,y) del pla que satisfan una equacié de la forma

Ax*+By* +Cxy+Dx+Ey+F =0.

Aquest procés el discutirem més endavant.

= Com una collecci6 de punts que satisfan una propietat geometrica determinada.
Aquest darrer punt de vista és el que considerarem tot seguit.

El-lipse
Definici6 1.2 Anomenem ellipse el lloc geomeétric dels punts P del pla tals que la su-
ma de distancies a dos punts fixos, F; i F,, anomenats focus (figura 1.3), és constant:
PF, +PF, =k.

Designem per a i b els semieixos. Si a > b, aquesta constant és k = 2a; mentre que si
a < b, tenim k = 2b.

Fig. 1.3
El-lipse.
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Fig. 1.4
Elements caracteristics | |
de I'el'lipse amb a > b.

(Xo— g,

: (X0,Y0—b) |
(0,0) ‘ 0.0)

L’ equacié canonica o reduida de I’ellipse de centre (xo,yo) i semieixos aib és

()C_xo)2 4 (y_YO)Z _

7 b 1.

Si a > b, té els elements caracteristics segiients (figura 1.4):

= centre (xy,Yo)
® q semieix major, b semieix menor
® vertexs (Xo — a,yo); (Xo + @ Y0); (Xo,Yo — b); (o0, Yo +b)

» 2c distancia entre focus, on a* = b*+¢*

Socus (xo—¢,¥0); (X0 +¢,y0)

.. c
m excentricitate = —, 0<e<1
a

Fig. 1.5
Elements caracteristics
de I'el'lipse amb a < b. |
I

I
: (X0, Yo+b) :

®
(x9> y($+C)

(%= 4,Y0) 1(X0,Y0) (Xo+ a,Yo)
|
|
(o Y‘p_ )

([ ]
I (X0,Y0=b) \
| |
0,0) ‘ (0,0) ‘
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Sia < b, té els elements caracteristics segiients (figura 1.5):

= centre (Xo,Yo)

® q semieix menor, b semieix major

» vertexs (xo —a,yo); (Xo+a,yo); (Xo,¥0 — b); (X0, ¥0 +b)
» 2c distancia entre focus on b* = a* +¢*

» focus (x0,¥0 — ¢); (X0, Y0+ )

.. c
m excentricitat e = = O<ex1

Cas particular. Notem que, si a = b, I’ellipse es transforma en una circumferéncia de
centre (xo,Yo) i radi r = a = b, com ens mostra la figura 1.6.

Definici6 1.3 Anomenem circumferencia el lloc geometric dels punts del pla que
equidisten d’un punt fix anomenat centre. Aquesta distancia es coneix com a radi.

Fig. 1.6
Circumferéncia de radi r.

(X0,Y0)

L’ equacid candnica de la circumferéncia de centre (xy,y,) i radi r és

(x—%0)*+ (y—y)* =1

Hipérbola

Definici6 1.4 S’anomena hipérbola el lloc geométric dels punts P del pla tals que el
valor absolut de la diferéncia de distancies a dos punts fixos, F; i F;, anomenats focus
(figura 1.7), és constant:

[PF, - PF5| = k.

Aquesta constant, k, és igual a la longitud de I’eix transversal, que va de vertex a
vertex.

L’ equacid candnica de la hipérbola de centre (x,,y,) i eix transversal 2a és

G=xmf  G-w?
a? o
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Fig. 1.7
Hipérbola.

Fig. 1.8

Elements caracteristics
de la hipérbola amb eix
transversal 2a.

42

Té els elements caracteristics segiients (figura 1.8):

= centre (xy,Yo)

® g semieix real, b semieix imaginari
vertexs (Xo — a,yo); (Xo +a, o)

2c¢ distancia entre focus, on ¢* = a*+b?
Socus (xo—c,0); (x0+¢,0)

b
» asimptotes y —y, = +— (x — xp)
a

. . c
m excentricitate = —, e >1
a

0,0) (0,0)

L’ equacié canonica de la hipérbola de centre (xo,y,) 1 eix transversal 2b és

_ w0

a? b? !

Té els elements caracteristics segiients (figura 1.9):

= centre (xy,Yo)
® g semieix imaginari, b semieix real
m vertexs (Xo,yo — b); (X0,y0 +b)
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» 2c distancia entre focus, on ¢* = a* + b*
» focus (x0,¥0 — ¢); (X0, Y0+ )

b
» asimptotes y —y, = +— (x — x)
a

.. Cc
m excentricitat e = > e>1

Fig. 1.9

Elements caracteristics
de la hipérbola amb eix
transversal 2b.

I
XoYo—b)
°
“ (x9>Xo—¢)

0.0)

Observacié 1.5 Si a = b, la hipérbola s’anomena equilatera. En aquest cas, les asimp-
totes son les bisectrius del Ir i el 3r quadrants, i del 2n i el 4t quadrants. Un exemple
especialment interessant d’hipérbola equilatera és la que té equacio

xy = k.

L’equacio xy = k s’obté a partir de I’equacié canonica, fent un gir de rad. En aquest
cas, les asimptotes son els eixos de coordenades (figura 1.10).

Fig. 1.10
Hipérboles equilateres
xy=k.

X

Parabola

Definicié 1.6 Anomenem parabola el lloc geométric dels punts P del pla que equi-
disten d’un punt fix, F', anomenat focus, i d’'una recta r, anomenada directriu (figu-
ral.11).

PF = Pr.
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Fig. 1.11
Parabola.

vertex

I
I
I . .
| directriu

L’ equacié canonica de la parabola de veértex (xg,y,), distancia del focus a la directriu
2c i eix parallel a I’eix d’ordenades és

(X—?Co)2 = Fdc(y — o).

Té els elements caracteristics segiients (figura 1.12):

Fig. 1.12
Elements caracteristics
de la parabola amb eix

paral-lel a OY. \ !
I

(xo,)'0+c)

| x=x, y=Yo+c

(X0,Y0)

|

|
¢

(xo Yo~ L‘)

|

|

(X(1,yo) — / |

0.0) I 0,0) =1,
! |

|

= vertex (Xo,Yo)

» focus F = (xy,y0 = ¢)
m eiX X = Xy

m directriuy =y, Fc¢

m excentricitat e = 1

L’ equacié canonica de la parabola de veértex (xg,y,), distancia del focus a la directriu
2c i eix parallel a I’eix d’abscisses és

(y =y0)* = Fde(x —xo).
T¢ els elements caracteristics segiients (figura 1.13):

= vertex (Xo,Yo)

Socus F = (xo£c¢,y0)
" eixy=yo

m directriu x = xy Fc¢

m excentricitat e = 1
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Fig. 1.13
_ R Elements caracteristics
F=Xo+e de la parabola amb eix
paral-lel a OX.
- 2T
Propietats reflectores de les coniques
= A cada punt P de I’ellipse, els radis focals F} P i F> P formen amb la tangent angles
iguals. La conseqiiéncia fisica és que la llum o el so emesos des d’un focus d’un re-
flector elliptic sén concentrats per aquest cap a l’altre focus. En podem veure una
illustraci6 a la figura 1.14.
| Fig. 1.14
: Propietat reflectora de
| I'el-lipse.
| |
‘ l
= A cada punt P d’una hipérbola, la tangent és la bisectriu de 1’angle format pels radis
focals F1 P i F, P (figura 1.15). La conseqii¢ncia fisica és que la llum o el so emesos
des d’un focus d’un reflector hiperbolic sén reflectits per aquest cap a la direcci6 de la
recta que passa per I’altre focus. S aplica en telemetria (calcul de distancies).
Fig. 1.15

tangent Propietat reflectora de la

hipérbola.

45



% Calcul I. Teoria i exercicis

46

Fig. 1.16
Propietat reflectores de
la parabola.

telescopi reflector

= La tangent a una parabola en un punt P forma angles iguals amb:

a) Larecta que passa per P i pel focus.

b) Larecta que passa per P i és parallela a I’eix de la parabola.

La conseqii¢ncia fisica és que la llum procedent d’una font situada en el focus d’un
mirall parabolic es reflecteix en el mirall i forma un feix parallel al seu eix; aquest és
el principi del projector. En tenim un esquema a la figura 1.16.

També significa que un feix de llum que arriba al mirall parallelament al seu eix
sera completament reflectit cap al focus; aquest €s el principi del telescopi de reflexio
(figura 1.16).

Problemes resolts

Problema 16

Calculeu el valor de b, de manera que les rectes 2x+2y —7 = 01 bx —y+ 14 = 0 formin
un angle de 45°.

[Solucio]

Considerem r: 2x+2y—7=01is: bx—y+ 14 = 0. Llavors, dedutm que

m=—1 1 m,=">~b
Per tant,
m, — m —1-b
1 =tg45° = L= > b=0.
& ‘ler,-m_v ‘ 1—b ‘

Problema 17

Determineu I’equacié d’una circumferéncia de la qual sabem que els punts A(3,2) i
B(—1,6) sén els extrems d’un dels seus diametres.
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[Solucio]

A partir dels dos punts donats, obtenim

_A+B
2

r=d[(3,2),(1,4)] = V8.

C =(1,4),

Per tant, I’equaci6 és

(x— 1)+ (y—4)> =8.

Problema 18
Trobeu el centre i el radi de la circumferéncia

xX2+y? —2x+4y—20=0.
[Solucidl

Podem completar quadrats a 1I’equaci6 donada, de manera que sigui immediat determinar-
ne el centre i el radi:

X4y —2x+4y-20=0 <= (x—1)+(y+2)°=25.
Aixi, deduim que C = (1,-2) ir=>35.
Problema 19

Determineu I’equaci6 de I’ellipse que té els focus a I’eix d’abscisses i el centre a I’origen
de coordenades, si sabem que 2a =201 2¢ =8.
. [Solucid]

10 A partir de @ = 10 i ¢ = 4, utilitzant la relaci6
@ =b+c?,
obtenim b* = 84. L’equacié demanada és

F 2 2
Py X X y

100 84

-0 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 0
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Problema 20

Determineu I’equacié de la hiperbola que té els focus a 1’eix d’abscisses i el centre a
I’origen de coordenades, si sabem que 2c = 101 2b = 8.

[Solucio]

A partir de ¢ = 51 b =4, utilitzant la relaci6
A =ad+ P,

obtenim a*> = 9. L’equacié és

2
A S
9

Problema 21

Determineu ’equacié de la parabola amb vertex a 1’origen de coordenades, si sabem
que esta situada en el semipla de les abscisses negatives, és simétrica respecte de OX i

_1
2¢= ;.
[Solucid]
Y .
1 El vertex de la parabola és (0,0) i c = ;.
1.5F s .. £
| L’equacié demanada és
i
| yi=—x.
5 § Directriu
Fy
® ! X
B 1 -0.290.25 1
-, 5 §
af
1.5} |
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Problemes proposats
Equacions de la recta. Paral lelisme. Perpendicularitat
Problema 52

Calculeu el valor de m de manera que els punts A = (1,1), B=(2,3) i C = (5,m) estiguin
alineats.

Problema 53

Determineu 1’equacié de la recta que passa pel punt A = (5,2) i és:

a) parallela alarecta2x—3y—5=0,
b) perpendicular a la recta x+ 5y —37 = 0.

Problema 54

Calculeu el valor de a, de manera que les rectes x+2y —1=0iax—y+3 =0 formin
un angle de 60°.

Circumferencia
Problema 55

Determineu I’equacié de la circumferéncia en cadascun dels casos segiients:

a) la circumferéncia passa per ’origen de coordenades i el seu centre és C(6,—8);
b) els punts A(3,2) i B(—1,6) s6n extrems d’un dels diametres de la circumferéncia;

¢) el centre de la circumferéncia és C(1,—1) i la recta Sx — 12y +9 = 0 és tangent a la
circumferencia.

Problema 56

Esbrineu quines de les equacions segiients determinen una circumferéncia. Trobeu també
el centre i el radi de cadascuna d’elles.

a) (x—5)*+(+2)>=0

b) X*+y*—2x+4y—-20=0
c) X*+y +4x—2y+5=0
d) *+y*+y=0

Problema 57

El centre d’una circumferéncia esta en la recta x +y = 0. Determineu 1’equacié d’aquesta
circumferéncia, si sabem que passa pel punt d’interseccié de les dues circumferéncies:

(x—1)*+(y+5)*=50, (x+1)>*+(y+1)>=10.
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El lipse
Problema 58

Determineu I’equaci6 de I’ellipse que té els focus a I’eix d’abscisses i el centre a I’origen
de coordenades en cadascun dels casos segiients:

a) els semieixos sén 51 2.
b) 2a=10i2c=8
c) 2a=20ie=1

Problema 59

Trobeu I’equaci6 de I’ellipse, sabent que 1’eix major és 26 i els focus sén F;(—10,0) i

Problema 60

Comproveu que cadascuna de les equacions segiients determina una ellipse i trobeu-ne
I’equaci6 reduida:

a) 5x*+9y* —30x+18y+9=0

b) 16> +25y% +32x — 100y — 284 = 0
c) 4x*+3y> —8x+12y—32=0
Hiperbola

Problema 61

Determineu I’equaci6 de la hipérbola que té els focus a I’eix d’abscisses i el centre a
I’origen de coordenades en cadascun dels casos segiients:

a) 2a=10i2b=38
b) 2c=10i2b=38
c) 2c =201 les equacions de les asimptotes sén y = i;—‘x.

Problema 62

Comproveu que cada una de les equacions segiients determina una hipérbola i calculeu-
ne I’equacié reduida:

a) 16x* —9y? —64x— 54y —161 =0
b) 9x* —16y* +90x +32y —367 =0
c) 16x> —9y* —64x—18y+199 =0

Problema 63

Trobeu I’equacié d’una hiperbola tal que, per a qualssevol dels seus punts, la diferéncia
de distancies als punts (—3,0) i (—3,3) és 2.



Parabola

Problema 64
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Determineu 1’equacié de la parabola amb vertex 1’origen de coordenades en cadascun

dels casos segiients:

a) la parabola esta situada en el semipla de les abscisses positives, €s simétrica respecte

de OX 12¢c=3;

b) la parabola esta situada en el semipla de les abscisses negatives, és simetrica respecte

de OX i2c=1;

c) la pardbola esta situada en el semipla inferior, és simétrica respecte de OY i 2¢ = 3.

Problema 65

Comproveu que cadascuna de les equacions segiients determina una parabola i trobeu les
coordenades del seu vertex, del focus i I’equaci6 de la directriu:

a) x+3+(y—2)*=0
b) y'—4y—4x=0

c) ¥ +4x+4y—4=0
d) ¥ =6y+2

1.6. Derivades i integrals

Continguts:

» Derivades de les funcions elementals.
» Primitives de les funcions elementals.

Breu resum teoric
Derivades de les funcions elementals

La taula segiient conté les derivades principals.

(xr)l — rxrfl

(f" (@) =rf~ () (x)

(a*) =a* - Ina

1
log x)' = - -1
(log,x) . log.e

1
&) = e* 1 [
() = (inxy =1
(sinx) (aresinx)' = ——
sinx)’ = cosx arcsinx)’ =
V1—x2
(cosx)/ = —si (arccos ) = ——
COSX) = —SsInx arccosx) =
V1—x2
i i 1
(tgx)' = ey 1+tgx (arctgx)’ = e
- —1
t f = t I =
(cotgx) Sinx (arccotg x) e
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Primitives de les funcions elementals

A la taula segiient teniu les integrals immediates més usuals. Per simplificar la notacio,

escrivim f en comptes de f(x).

fH—l
r+1

[rrax=

+C(r#-1)

/?dx:1n|f|+c

/f/-efdx:ef—&—C

: a'
/f’-afdx: EJFC (a€(0,00) —{1})

/f/-cosfdx:sinf—FC

/f’-sinfdx: —cosf4C

f/ / f/

dx=t C dx = —cot C
cos? f y=tef+ sin® f * cotg f +
f f f :

:1 — =
sinfdx ntg2 +C . \/1_—fzdx arcsin f +C
idx:arccosf—&-c /de:arctgf—kc
/l_fZ 1_|_f2

Problemes resolts
Problema 22

Calculeu la derivada de les funcions segiients:
a) f(x) = (" +3)*
b) f(x) =tg’x—e* +sin'x
[Solucid]

a) Notem que tenim una funci6 elevada a una altra funcid i, per tant, no podem derivar
directament utilitzant les derivades elementals. Es tracta d’utilitzar la derivacio lo-
garitmica, és a dir, aplicar logaritmes i tot seguit les propietats dels logaritmes amb
I’objectiu de poder derivar amb facilitat.

Apliquem logaritmes a banda i banda:
In f(x) = In(x* +3)°** = cosx In(x* +3);
derivem

! 4 3
A sinx In(x* +3) + cosxx%,

i, finalment,
3

f(x) = (x*+3)°* | —sinx In(x* +3) teosx o

b) Derivant i aplicant la regla de la cadena, obtenim

f'(x) = 2tgx — 6x¢* +4sin’ x cosx.

cos?x
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Problema 23

Calculeu les integrals segiients:

) / sina
a
3+2cosa

?
b/ dr
) VE+9
c) /tgzxdx

d) / 2x—|—5
2+25

[Soluciol
sina 1 —2sina 1
=—— | ——da=——-1In|34+2 C
@) /3—1—2003(1 2J) 342cosa ¢ 2 n|3+2cosal +
b) / Ldl /3t P49) di= \/t3+1+C
t"ﬂ
sinzx — cos? X,
tg’xdx = = =tgx—x+C
c) /gx * /cos2 / cos?x gr—xt
2x+5 2x dx 5dx
— = In(x3
)/2+% /ﬁ+%+ a5
2 5
Finalment, + dx = In(x* +25)+arctg +C.
X2 +25 5
Problema 24
3x—2
Calculeu la integral / 7x2dx.
[Solucio]
3 _3x—2 2 _3x—2
Dividint els dos polinomis, obtenim: al S ol = a 2 * 5
X —x X —x

Descomponem en fraccions simples:

¥-3x-2 x-3x-2 A B C  Ax(x—1)+B(x—1)+Cx

X —x? 2x—1) x 2 x—1 xX*(x—1)

Ara, igualant i donant valors a la x, obtenim

¥ =3x-2=Ax(x—1)+B(x—1)+Cx* = ---A=5B=2,C=—4.
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Finalment,

/x—3x 2
x3

=x— ——|—51n|x\ 4Injx—1|+C.
Problema 25

Calculeu la integral / sin®x dx.

[Solucio]
1 —cos2x X sin2x
)
sin“xdx= | —————dx=-— +C
/ () / 2 2 4
(¥) S’obté la identitat sin*x = = <X restant, terme a terme, les dues igualtats segiients:
1 = cos’x+sin’x
cos2x = cos’x—sin’x

Problemes proposats
Calcul de derivades
Problema 66

Calculeu la derivada de les funcions segiients:
a) f(x)=v4x>—Tx+2

b) f(x)=2x —Inv/4x?
c) f(x)=(2x+3)%(4x* —Tx)

t3
d) f(t)=1In
) r =t L
e) y=itg’x—tgx+x

L1-yE
hi yfcoszl_i_\/)_c

g) u=sin’(cos3v)

hoy=(@+1)"
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Calcul de primitives
Problema 67

Calculeu les integrals immediates segiients:
a) / Vxdx

c) /IOde

d) /(x+ 1) dx

e) /xﬂdx
f /xzxs/x3—+2dx
g) /sin3xcosxdx
h) / sm2x

cos?x

i) /cos3x sin2x dx

Problema 68

Calculeu les integrals immediates segiients:

21
a) / nx dx
X
b) /x+2
c) /sinsxcosxdx
sinx
d
) /1+0052
¢) /cosx
sin” x

f) /cos S5x dx
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Problema 69

Calculeu les integrals immediates segiients:

a) /sin(3x+ V2) dx

b) /e’so" dx

c) /\/ﬁdx

14 cos®x
d
)/1+cos2x

e) /tgzx dx

)
g)/ezfﬁdx
h) /)%de

3cos2x
) / ) dx
cos?x sin” x
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Els nombres

2.1. Diferents classes de nombres

Els primers nombres que vam coneixer, ja de petits, van ser els nombres naturals. Sor-
geixen de la necessitat de comptar: N = {1,2,3,4,...}. Aquests, perd, no sén suficients
per descriure moltes situacions quotidianes elementals, com ara una quantitat de diners
que devem a algu, una temperatura sota zero... Des d’un punt de vista estrictament ma-
tematic, la insuficiencia de N es manifesta en intentar resoldre I’equacié x + b = a, que
només té solucié en N si a és més gran que b.

Per tal de resoldre aquest tipus de situacions i d’altres de semblants, es construeix el
conjunt dels nombres enters: Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}. Tanmateix, si volem
repartir equitativament un litre de suc de taronja entre 3 persones, la quantitat exacta
que correspon a cadascuna d’elles no es pot expressar mitjangant un nombre enter. Com
abans, des d’un punt de vista matematic, equacions del tipus ¢ -x = p (amb g # 0) no
sempre tenen solucié en Z.

Necessitem, doncs, un altre conjunt més gran que Z, on les qiiestions anteriors tinguin

resposta. Aquest conjunt és el dels nombres racionals: Q = {x = f :p,qE€Z,qF# 0}.
D’aquests quocients entre dos nombres enters, en diem fraccions. Hi ha infinites fracci-
ons que representen el mateix nombre racional; penseu, per exemple, en %, %, % Es diu
que dues fraccions sén equivalents si representen el mateix nombre racional. De totes les
fraccions equivalents a una donada, s’anomena fraccio irreductible aquella tal que el ma-

xim comu divisor (m.c.d.) del denominador i el numerador €s 1 (és a dir, f és irreductible
sim.c.d.(p,q) = 1).

Observem que tots els nombres naturals sén enters i que tots els enters s6n nombres
racionals. Notem també que hem considerat el 0 com a nombre enter perd no natural.
Malauradament, tots aquests nombres son insuficients per mesurar exactament determi-
nades longituds.

Per exemple, donat un triangle rectangle amb catets d’una unitat, quant fa exactament la
hipotenusa? Si designem per x la hipotenusa i apliquem el teorema de Pitagores (figu-

Els nombres %
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Fig. 2.1
Diagonal /7.

Fig. 2.2
Els nombres reals.

ra 2.1), tindrem x> = 1+1, d’on x = V2. Perd resulta que v/2 no és racional. Com
ampliem ara el conjunt de nombres?

2.2. Els nombres reals

Els nombres reals constituiran el suport del nostre curs. En aquesta seccié, veurem com
es representen i quines propietats tenen.

Representacio dels nombres sobre una recta

Considerem una recta i, en un punt arbitrari, hi colloquem el nimero 0 (aquest punt
I’anomenarem [’origen). A la dreta del 0, a una distancia indeterminada que podem triar
com vulguem, hi colloquem el nimero 1, la unitat. Els altres nombres queden fixats
sobre la recta: els naturals ordenats cap a la dreta del O separats un del segiient per una
unitat. Analogament, perd cap a 1’esquerra, hi afegim els enters negatius.

Per dibuixar els racionals, dividim la unitat en parts iguals, tantes com indica el denomi-

nador, i n’agafem les que indica el numerador partint del O i tenint en compte el signe.

Entre dos racionals qualssevol, hi ha un altre racional (sabrieu dir-ne cap?). Amb tot ai-

x0 queden a la recta molts “forats”, com ara, /2, 7, e... Aquests “forats” representen els

nombres irracionals i els designarem per R \ Q. Finalment, la reuni6 de tots els nombres

que hem exposat constitueixen el conjunt dels nombres reals i els designarem per R. La

figura 1.2 esbossa aquest conjunt. Tenim R = QU (R\ Q).

T

| [ [ | I

N 1 T N I
-3 -2 -l 0 1 2 3

origen  unitat

-4/3 1/2 e
|

Els irracionals es designen R\ Q perqueé representen el complementari de Q dins R.
Clarament, les relacions d’inclusi6 entre els conjunts numerics que hem descrit sén

NCcZcQcCR
R\Q CR

A cada nombre real, li correspon un tnic punt de la recta i, a cada punt de la recta, li
correspon un unic nombre real. Aixi, la recta s’anomena recta real. D’aquesta manera,
parlarem indistintament de nombres i de punts (figura 2.3).
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® x nombre real Fig. 2.3

Equivaléncia entre
nombres reals i punts.

recta real

punt

Propietat de densitat de Q i R\Q en R

Entre dos reals diferents qualssevol hi ha infinits racionals i també infinits irracionals.
Per tant, no podem agafar cap segment de la recta real que estigui format només per
racionals, 0 només per irracionals (com illustra la figura 2.4). D’aix0, se’n diu propietat
de densitat de Q ide R\ Q en R.

infinits racionals infinits irracionals Fig. 2.4
Densitat dels racionals i

\ f els irracionals dins R.

a b

Ordenacio dels nombres reals

Els nombres situats a la dreta de I’origen sén els positius i els de 1’esquerra, els negatius
(figura 2.5). Utilitzem els simbols <, >,= per establir la posicié relativa entre dos punts
en la recta. Els podem combinar i obtenim els nous simbols <, >.

Fig. 2.5
Orientacié dels nombres
reals.

negatius positius

Lexpressio a < b significa que a és més petit o igual que b, i, analogament, a > b significa
que a és més gran o igual que b. Aleshores, son certes les expressions

5<7, 4<9, 7<7, 7=7, 6>2, 8>3, 1>1;
en canvi, son falses les expressions 7 <7, 5>15, 3> 5.

A T’hora de manipular expressions amb desigualtats, hem de tenir en compte les regles
segiients.

Propietats de les desigualtats. Per a qualssevol nombres reals a, b, ¢, es compleix:

" a<b 1 b<c=— a<ec.
" a<b=— atc<b+c 1 a—c<b-—c.
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m ag<b 1 ¢c<d=— atc<b+d.

ac<bc si c¢>0.

- a<b:>{ac>bc si ¢<O.

En particular, a < b = —b < —a.

1 1
B O<a<b— —>->0.
a b

1 1

B 0<0<bh = — <0< —.
a b

1 1

B a<b<0=0>-—>-.
a b

Intervals i semirectes

Els intervals i les semirectes (o intervals no fitats) sén subconjunts notables de R. Per
comoditat, a ’hora de designar-los (i per altres avantatges), introduirem els simbols oo
i —oo. Convé insistir especialment en el fet que 4-oo i —oo no s6n nombres. Més endavant
també es fara palesa la seva utilitat en ’estudi dels limits.

»  [nterval obert

(a,b)={xeR:a<x<b} & =
a b
»  [nterval tancat
[a,b] = {x eER:a < x < b} ® ®
a b
»  [ntervals mixtos
[a,b) ={xeR:a<x<b} ® &
a b
(a,b]={xeR:a<x<b} °
a b
m  Semirectes obertes
(a,4)={xeR:x>a} >
a
(—oo,b) ={x€R:x < b} < ©
b
m  Semirectes tancades
[a,4)={xeR:x>a} ® >
a
(—oo,b) ={xeR:x< b} < 7Y
b
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Inequacions

S’anomena inequacio tota desigualtat algebraica en que apareixen nombres i
incognites. El conjunt de nombres que compleixen la desigualtat s’anomena
solucio de la inequacio.

En el procés de resolucié de les inequacions, cal tenir en compte les propietats de les
desigualtats.

Exemple 2.1

. L 2x
Resolem la inequacié
x+1

< 1. Es compleix que

2x—1 2x—1 x—2
<1 —-1<0 «— <
x+1 1 x+1

Per tant, cal considerar els casos en que el numerador sigui positiu o 0 i el denominador
negatiu, o bé que el numerador sigui negatiu o 0 i el denominador positiu:

x—2 >0 ; x—2 <0
x+1 <0 © Ux+l >0

1 aixi,

x >2 ; x <2
o bé
x < -1 x >-—1

Finalment, el conjunt solucié és:  x € (—1,2].

Suprem, infim, maxim i minim

Sovint ens interessara situar un conjunt determinat dins la recta real, en el sentit de conei-
xer nombres que en limitin 1’abast; per exemple, nombres que siguin més grans o iguals
que tots els elements del conjunt.

Definici6 2.2 Sigui A un conjunt de nombres reals.

» Un nombre k € R és una fita superior de A, si x < k, Vx € A.
®» Un nombre k € R és una fita inferior de A, si x > k, Vx € A.

Obviament, si k € R és una fita superior (resp. inferior) de A, aleshores qualsevol nombre
real més gran (resp. petit) o igual que k també n’és fita superior (resp. inferior).

Definicio 2.3 Sigui A un conjunt de nombres reals.

= Si A té alguna fita superior, s’anomena conjunt fitat superiorment.
= Si A té alguna fita inferior, s’anomena conjunt fitat inferiorment.

Un conjunt fitat superior i inferiorment es diu conjunt fitat.
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Exemples 2.4

Estudiem uns quants conjunts de nombres reals.

a) Elsintervals [0,1] i (0,1) sén conjunts fitats. En efecte, qualsevol nombre més gran o
igual que 1 n’és fita superior, i qualsevol nombre negatiu o 0 n’és fita inferior. Aixi,
el conjunt de les fites superiors és [1,+o0), i el de les fites inferiors, (—eo,0].

b) El conjunt dels nombres naturals és fitat inferiorment, perd no superiorment, en R.
Es evident que 1 < n, Vn € N. Per tant, I’1 i qualsevol nombre real menor que 1 sén
fites inferiors de N. En canvi, no existeix cap nombre real més gran o igual que tots
els nombres naturals a la vegada.

¢) El conjunt dels nombres racionals no és fitat, ni superiorment ni inferiorment.

Definici6 2.5 Sigui A un conjunt de nombres reals.

= Si A és fitat superiorment, la més petita de les fites superiors de A s’anomena
el suprem del conjunt A i es designa per supA. Quan supA € A, aquest nombre
s’anomena el maxim del conjunt A i s’escriu maxA.

m Si A és fitat inferiorment, la més gran de les fites inferiors de A s’anomena [’infim
del conjunt A i es designa per infA. En cas que infA € A, aquest nombre s’ano-
mena el minim del conjunt A i es designa per minA.

Els conjunts fitats superiorment tenen suprem, perd no sempre tenen maxim. El maxim
d’un conjunt, quan existeix, és 1’element més gran del conjunt. Analogament, els con-
junts fitats inferiorment tenen infim; en canvi, I’existéncia del minim depén de cada cas.

Exemples 1.6

Vegem-ne un parell d’exemples concrets.

a) Considerem el conjunt A = (0, 1]. El seu suprem és 1. Ates que 1 € A, aquest suprem
també és el maxim. Aixo significa que I'1 és I’element més gran de Iinterval (0, 1].
Draltra banda, la fita inferior més gran de A és 0; aleshores, infA = 0. En aquest cas,
perd, 0 ¢ A; per tant, el conjunt A no té minim. Intuitivament, no hi ha cap nombre
real dins I’interval (0, 1] que sigui el més petit de tots dins el propi interval.

b) El conjunt N no té suprem —i, per tant, no té maxim— perque no €s fitat superior-
ment. Com que N é&s fitat inferiorment, té infim i val 1. A més a més, 1 € N i, per
tant, minN = 1 (1’1 és el nombre natural més petit).

Expressié decimal dels nombres reals

Els nombres reals admeten una representacié decimal de la forma a,'a,a,a; ... Aquesta
representacio és finita o infinita periodica (és a dir, es repeteix a partir d’un lloc determi-
nat) quan el nombre és racional, i és infinita no periodica quan el nombre és irracional,
com és el cas de 7 o de e. Aqui teniu, per exemple, les 100 primeres xifres decimals del
ndmero 7



Els nombres %

T = 3'141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592
307816406286208998628034825342117068...

L’expressi6 decimal d’un nombre irracional és inica. Tanmateix, hi ha nombres racionals
que admeten dues expressions decimals diferents: sén aquells que, a partir d’un lloc
determinat, tenen totes les xifres iguals a 9 o totes les xifres iguals a 0. Vegem-ne un
exemple: el nimero 123999... també es pot escriure com 1'24000... Per comprovar que
aquestes dues representacions decimals corresponen al mateix nombre racional, n’hi ha
prou a buscar-ne la fraccié generatriu, que és 31/25.

Valor absolut i distancia

Definicié 2.7 El valor absolut d’un nombre real x és

x| = x, si x>0.
] —x, si x<O.

Fig. 2.6
y Funci valor absolut.
y=Ixl
0 X
La funcié valor absolut té dues branques (figura 1.6). Observem que
|x| = max{x, —x}.
|x] = V/x2.
La nocié de valor absolut ens permet definir una distancia molt intuitiva sobre R. Geo-
métricament, |x| representa la distancia de x a 0, com podem veure a la figura 2.7.
- | x| — - x| — Fig. 2.7
Valor absolut. Distancia
} P Py % d’un nombre real a
0 x x 0 l'origen.

Analogament, per a tot x,y € R, la distancia entre x i y és
d(x,y) = [x—y[=[y—x|.
Propietats del valor absolut. Per a tot x,y € R, es compleix:

= x| >0, [|x|=0<=x=0.

= ==
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Fig. 2.8
Propietats del valor
absolut.

x| <c |xl>c
- - ——
o § o o | o
—c 0 c —c 0 c

Sic>0, |x|<c<= —-c<x<ec.
Sic>0, |x|<c<= -c<x<ec.
Sic>0, |x|>c<=x<-cox>c (figura2.8).
= <x <.

= oyl =[xl

n x+y| < x|+ 1y (desigualtat triangular).
= =yl < -

= =yl = ] =yl

- :M siy#0.

yioo bl

. lvl=

X

2.3. Els nombres complexos

L’equaci6 x* + 1 = 0 no t€ cap soluci6 real ja que no és possible trobar cap nombre real
tal que el seu quadrat sigui —1. En aquest cas, una solucié de 1’equacié anterior és un
nombre imaginari, designat per i, tal que i* = —1 (I’altra soluci6 sera —i). Repassem una
mica la historia. De fet, els nombres imaginaris s’ introduiren en la matematica com una
eina per resoldre equacions de tercer grau, no només de segon grau.

Situem-nos a Mila al segle X VI, concretament a I’any 1545. En la seva obra Ars Magna,
Gerolamo Cardano (1501-1576) déna un metode per resoldre 1’equacié cibica mitjan-
cant arrels. Ell parteix de 1’equaci6 ctibica

ax’ +bx* +cx=d.

Fent la substitucié x =y — % i dividint per a, obté

s 3ac—b’|  27a’d+9abc —2b°
Y 32 |0 274
pa n
Es a dir,
y +my =n. (2.1)

Per resoldre I’equacio (2.1), considera dues variables arbitraries, 7 i #, de manera que

y=t—u.
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Elevant al cub, obté
v =0 =3tu+3tu* —u =6 = 3tu(t —u) —u’ = - 3tuy —u’
és a dir,
V4 3tuy =1 —u’. (2.2)

Com que ¢ i u s6n arbitraries, comparant les equacions (2.1) i (2.2), considera ara
m = 3tu
n=r —u’

. . ., 3 - ., .
i aconsegueix 1’equaci6 #° — = nt> =0, que és una equacio de segon grau de la variable
[3

(°) = m () 5 =0.

Per tant, utilitzant només I’arrel quadrada positiva, obté!

Fenty =t —u,

_3n+ nz_'_m3 3 n_l_ nz_l_m3
Y=V Y Ty 27V a7

Finalment, substitueix m i n en funcié de a,b i c:

3ac—b* . 27a® +9abc —2b°
= — 1 =
=3 274 ’

desfa el canvi, x =y — ﬁ, i determina la solucio x.

Apliquem, per exemple, el procés anterior a I’equacié 2x* —30x> + 162x = 350. En aquest
cas, el canvi ens déna y* + 6y — 20 = 0 i tenim?

y=\3/10+\/108—\3/—10+\/10 =2,ésadir,x="7.

I, pera x> — 15x = 4, resulta

x:</2+m_d_z+m.

! Substituint lat a n = > —u? i aillant la .
2 No és immediat comprovar que, efectivament, aquesta expressi6 és 2; cal elevar al cub la igualtat dues
vegades.
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Que significa v/—121 7 Sembla facil dir que I’equacid anterior no té solucid, perd a
simple vista es comprova que x = 4 n’és una.

Davant d’aquesta situacié, Cardano abandona la recerca. Posteriorment, Rafael Bombe-

Ili (1526-1573) decidi treballar amb les arrels quadrades de nombres negatius aplicant
les mateixes regles que s’apliquen als nombres reals. S’observa que

Q2+V-1P =2+11V-1=2+—-121

Analogament,
(=2+V-1)'=-2+v-121

I lavors, Bombelli va arribar a la solucid

x:\“/2+m—\‘/—2+x/E=(2+\/—_1)—(—2+\/—_1)=4-

Definici6 2.8 Anomenem nombre complex, de part real a i part imaginaria b, una
expressi6 de la forma

z=a+bi, on abeR amb #=-—1.

Designem per C el conjunt dels nombres complexos.

Dos nombres complexos son iguals si i només si tenen la mateixa part real i la mateixa
part imaginaria. Si a tot nombre real a li associem el complex a+ 01, aleshores podem dir
que el conjunt dels nombres reals esta contingut dins el conjunt dels nombres complexos:

NczcQcRcC.

Operacions amb complexos en forma binomica

Amb els nombres complexos, també es poden fer les operacions aritmetiques usuals. La
suma i el producte de nombres complexos es defineixen de manera que respectin la suma
i el producte dels nombres reals.

Definicié 2.9 Donats els nombres complexos z; = a+bi i z; = ¢+ di, definim
» lasuma: z)+2z, = (a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+d)i

®» el producte: z; - 7o = (a+bi) - (c+di) = ac—bd + (ad + bc) i

» el quocient, si el denominador no és nul:

o _a+bi_ (a+bi)(c—di) ac—i—derbc—adi
z c+di (c+di)(c—di) cE+d>2  E+d?

si 2, #£0, ésadir,si ¢>+d* #0.
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Representacio grafica

Podem establir una relacié bijectiva (un a un) entre els nombres complexos i els punts
del pla —que anomenarem pla complex— analoga a la correspondéncia entre els punts
d’una recta i els nombres reals. L’eix d’abscisses es diu eix real, ja que correspon als
nombres reals, i I’eix d’ordenades €s [’eix imaginari.

Fig. 2.9
Representacié d'un
: (x,y) complex.
o x
N’hi ha prou a interpretar el nombre complex x + yi com un parell ordenat de nombres
reals (x,y):
x+yi +— (xy)
També representem un nombre complex com un vector dirigit des de I’origen fins al punt
(x,y) (figura 2.9). L’extrem (x,y) s’anomena gfix del complex.
Aquest enfocament permet aplicar als nombres complexos les mateixes lleis que s’ apli-
quen a les quantitats vectorials utilitzades en la fisica i en la mecanica: forces, velocitats,
acceleracions... Per exemple, la suma de complexos es pot obtenir geometricament amb
la regla del parallelogram.
Sigui z = x+ yi, aleshores
m 7=x—yi s’anomena conjugat de z.
" —7z=—x—yi s’anomena oposat de z.
La representaci6 grafica és molt aclaridora (figura 2.10).
Fig. 2.10
complex Conjugat i oposat d'un
z complex.
Yoo 3
X, X
; x
-z > z
oposat conjugat

Propietats de la conjugacio. Per a tot z,w € C, es compleix

" Ztw=Z+W

. ZTW=ZW

" 7=z

m z=Z<4<=z€eR

= 7= —7 <= zésimaginari pur.

2% Z=5
9= mla)="7"~

n
~
2
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Fig. 2.11
Modul i argument d’un
complex.

Modul i argument. Diferents maneres d’expressar un nombre complex

Definici6 2.10 Donat el nombre complex z = x + yi, anomenem modul de z la lon-
gitud del vector associat i el designem per |z|, és a dir,

lz| = VX +y =vz-Z.

Si z # 0, I’angle a, format per la direcci6 positiva de 1’eix real i el vector OZ (me-
surat en sentit positiu, és a dir, en sentit contrari al de les agulles del rellotge) s’ano-
mena argument de z (figura 2.11).

0

Geométricament, |z| representa la distancia de 1’afix (x,y) a ’origen, o la longitud del
vector corresponent. Quan y = 0, el modul es redueix al valor absolut dels nombres reals.

Notem que a no és Unic, ja que o+ 27, a+3m, a—2m... també sén valids per
representar-ne I’argument. Normalment, considerarem a € [0,27). Tanmateix, per co-
moditat, en alguns casos treballarem amb a € (—7, 7t].

A partir de la figura 2.11 observem que, si z # 0, aleshores

X .
cosa = —, sina = —.
|2 2|

Llavors, escrivim z =x+yi = |z|(cosa +i sina), expressié anomenada forma trigono-
metrica de z. De fet, tot nombre complex z es pot expressar en les formes:

bindomica z=x+yi

cartesiana 7= (x,y)

trigonométrica z = |z|(cosa+isina)

polar 2=zla

exponencial 7=|zle™

El pas de forma cartesiana a forma polar (x,y) — (|z],a) ve donat per les relacions
segiients:

el modul és |z| = +v/x% +)?
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i I’argument, a, queda determinat per les dues igualtats:

X
cosa = —,

|z
sina = l.

|z

Els nombres que corresponen a x = 0, y # 0, estan situats sobre 1’eix imaginari. Podem
veure’ls a la figura 2.12.

Fig. 2.12
Nombres complexos
imaginaris purs, a l'eix

y “‘\TC/Z imaginari.
0 0
3n/2

<

Es convenient representar graficament el nombre complex per determinar-ne 1’argument
amb facilitat.

El pas de forma polar a forma cartesiana (|z

,a) <> (x,y) és immediat:
x=|z]cosa, y=z|sina.

Propietats del modul d’un nombre complex. Per a tot z,w € C, es compleix

" 220, |7=0<=2z=0.

= fowl = lllwl.

» |z4+w|<l|zg+|w|  (desigualtat triangular).

= |zf=P=]-2=]-2

»  |Rez| <|z], [Imz| <[z

1
0 == siz#0.
z

s 6 modull.

Iz
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Exemples 1.11

a) Donat z = —V2+/2i, expressat en forma bindmica, passem-lo a forma polar.

Cal determinar-ne el modul i I’argument. Clarament, el modul és 2 i I’argument
a = arctg (—1) 4 = ¥, per tant

3 3
Z2<COSn+iSinn) =25 .

=%

4 4

b) Donat el nombre z = (%) 5. » en forma polar, escrivim-lo en forma binomica.
6

Directament, tenim

1 1 St 5m\ 1 V3 1. V3 o1,
Z—(E)h—§<cos?+lsm?)—§<—7+El>——T+Zz.

El concepte de modul ens permet definir una distancia en C. Per a tot z,w € C,
la distancia entre z i w és d(z,w) = |z—w| = |w — z|. En particular, si z,w € R, la
distancia entre ells coincideix amb la distancia entre nombres reals.

Exemples 1.12

a) Els complexos que satisfan |z — 2| = 3 es troben situats a distancia 3 del nimero
z = 2. Per tant, formen la circumferéncia de centre z = 2 i radi 3.

b) El conjunt {z € C: |z| < 1} és el disc unitat, és a dir, els nombres del pla complex
que disten de I’origen una unitat o menys.

Val a dir que el conjunt dels nombres complexos no admet una ordenacié6 —recordem
que R si que és ordenat—; només podem ordenar els moduls dels complexos (perque
son nombres reals).

Operacions amb complexos en forma polar

Hem vist com sumar, restar, multiplicar i dividir nombres complexos en forma binomica.
Ates que és senzill, sovint és més convenient fer el producte i el quocient en forma polar.

Producte i quocient

Considerem els complexos z = |z|, i w= |w|s en forma polar. Aleshores
z=|z[(cosa+isina), w=|w|(cosp +isinf).
» El producte dels complexos és
z-w=(|zl(cosa+isina)) - (|w|(cosf+isinf)) =...=|z|- |w|(cos(a+ ) +isin(a+fB))

per tant,

z-w=(lz]-[W])asp -
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Es a dir, el modul del producte és el producte dels moduls i 1I’argument del producte és
la suma d’arguments.

= Siw # 0, el quocient dels complexos és

7 |z[(cosa+isina)

w  |w|(cosB+isinf)

(multiplicant i dividint pel conjugat)

e

—— [cos(a—B) +isin(a— )]

wl

per tant,

2 (ﬂ) sempre que w # 0.
w |W| a—p

Es a dir, el mddul del quocient és el quocient dels mdduls i 1’argument del quocient és
la diferéncia d’arguments.

Exemple 1.13
Donats els nombres complexos z = V2=V2i i 7= —% — ?i calculem en forma
polar el producte z-z iel quocient E/ .

Z

Un esquema grafic ens ajuda a no equivocar-nos a 1’hora de determinar 1’argument. Ob-
servem que z es troba al quart quadrant i 7’ al tercer (figura 2.13). Aixi,

Fig. 2.13
27 Operacions amb
- complexos.

|Z|:‘/2+2:2; tga:_\/i~ a:7_7T,

"N /1 3_ T _47'[

Per tant, z = 27%, 7 = L. Obtenim, doncs,

7-7 =21 -1l =20,

wlf

73



% Calcul I. Teoria i exercicis

Potenciacié. Formula de De Moivre

Com a cas particular del producte, podem calcular les poténcies de complexos. Aixi,
2= (zla)" = (2["),e»  onneZ.
Aleshores,
[|z|(cosa+isina)]” = |z|"(cosna +i sinna)
En particular, si z té modul 1, obtenim
(cosa+isina)" = cosna+isinna

igualtat coneguda com a férmula de De Moivre.
Exemple 1.14
Calculem .

Resoldrem I’exercici de dues maneres.

a) La primera, expressant i en forma polar i determinant-ne la poténcia. Escrivim i =
0-+ 1i; per tant, |i| = ++/1 = 1. L’argument és, doncs, a = Z. Aleshores,

= (1:)" =1l = Lpo = — 1.,

b) La segona, directament. Observem que

~ .~ .
T Th T T
[Se]

(a partir d’aquf es repeteixen)

O & G

~, tNL L
~. oL L~
~

Llavors, qualsevol poténcia de i és sempre i, —1, —i o 1. Al nostre cas,

l'94 — i23~4+2 — i23'4.l'2 — 1 . (71) — 71.

Radicacié
Definici6 2.15 Donats z € C, z # 01in € N, anomenem arrel enésima de z qualsevol

nombre complex w tal que w" = z. Representarem per +/z totes les arrels enésimes
de z.
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Cada complex z # 0 té n arrels enesimes diferents. En efecte, suposem que w és una arrel
enésima de z = |z|,. Escrivim w = |w]|,. Aleshores, elevant I’arrel enésima a n, obtenim

w=z = (W) =kl = (w"), =
Aquests complexos, per ser iguals, han de tenir el mateix modul i els arguments han de
coincidir, llevat d’un miiltiple enter de 27t (és a dir, els arguments poden diferir en un
nombre enter de voltes). Aixo vol dir que

[w|" = |z, nb = a+2mk.

La primera equacio,

w|" =z

, és una igualtat entre nombres reals; la soluci6 és |w| =

v/|z|. Es a dir, el modul de les arrels és I’arrel enésima del mddul, com a tinic nombre
real positiu que ho satisfa. Per tant, totes les arrels en¢simes de z tenen el mateix modul.

. . a+2mk .,
Pel que fa a I’argument, n6 = a+ 27tk implica que § = ————. Aquesta expressio pren
n
exactament n valors diferents entre [0,27) (que corresponen a n valors consecutius de k).
Aleshores, obtenim n arguments diferents per a les arrels enésimes de z, que s6n

9:a+2ﬂ:k:g+

n n

@, k=0,1,2,....,n—1.

Es clar que, per a k = n,n+ 1,n+2,... obtenim arguments equivalents als que ja tenim.
Observem, doncs, que hi ha n arrels enesimes de z diferents, totes situades sobre la cir-

. . S . . . 2mk .
cumferéncia de centre ’origen i radi v/|z|, i equiespaiades per un angle ——. Resumint,
n

si z=|z|q, aleshores y/z = ({‘/|z|) > bera k=0,1,2,...,n—1.

Exemple 1.16

Donat el nombre complex z = —8 + 8v/31, obtinguem /z.
Hem de ser conscients que calcularem un total de quatre nombres complexos diferents.
En primer lloc, calculem el modul de z, |z| = /64 +64-3 = 16 . Després ’argument,
a = arctg (,\/g) = 27“ El modul de les quatre arrels quartes és v/16 = 2, ja que 2 és
I"dnic real positiu a tal que a* = 16. Els arguments de les arrels quartes sén

Zionk o=@

T_l_6+5k’ k=0,1,2,3.

Aixi, doncs, les arrels quartes son:

k=0 = wy=2:=2(cosZ+isinZ)=+3+i

k=1 = w; =2z =2(cosZ+isinZ)=—1++/3i
k=2 = wy=2x=2(cosZ+isinZ)=—y/3—i
k=3 = wy=2u =2(cos % +isin%)=—1-+/3i.
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Fig. 2.14
Les 4 arrels quartes. y

Graficament, tenim les quatre arrels wy, w;, w, 1 w; sobre la circumferéncia de centre I’ o-
rigen i radi 2 (el seu mddul). Les arrels s6n equiespaiades per un angle de 7/2 radiants,
és a dir, la quarta part de la circumferéncia sencera (figura 2.14).

Arrels enésimes i poligons

Els afixos de les arrels enésimes d’un nombre complex z # 0 sén els vertexs d’un poligon
regular inscrit en la circumferéncia de centre I’origen i radi /|z|. Les figures 2.151 2.16
illustren aquesta propietat.

Fig. 2.15

Arrels terceres i quartes. y y

n/2
Lox : 0 Lox
0 ; . ;

Fig. 2.16

Arrels cinquenes i y y
sisenes.

/3
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Descomposicio d'un polinomi en factors primers

En aquesta secci6, utilitzem el teorema fonamental de 1’algebra per descompondre els
polinomis en factors primers.

Recordem que un ndmero y és una arrel d’un polinomi P(z) si és solucié de I’equacié

P(z) =0, és a dir, si compleix P(y) = 0.

Teorema 2.17 Teorema fonamental de I’algebra. Tot polinomi de grau n > 1 amb
coeficients complexos, P(z) =ay+aiz+ @z +...+a,z", a,#0, té alguna arrel en

C.

Considerem P,(z) un polinomi de grau n. Pel teorema fonamental de 1’algebra, existeix
¥1, una arrel de P,(z); aleshores, podem descompondre’l com:

P(z)=ay+az+a?+...+a,2" = (z—11)P_1(2),

on P,_;(z) és un polinomi de grau n — 1. Si ara apliquem de nou el teorema fonamental
de I’algebra al polinomi P, ,(z), trobem una altra arrel 7, i, per tant, podem escriure

P2) = (x=11)(x=72) - Pia(2)-
Repetint el procés n vegades, arribarem finalment al resultat segiient.

CoroHari 2.18 Una altra versié del teorema fonamental de I’algebra. Sigui P,(z)
un polinomi de grau n > 1. Aleshores

P(z)=a,(z—11)(z—712).-- (2= Ta)>

ON Y,Y2,---, Y, SON les n arrels del polinomi P(z) i a, és el coeficient de z".

Les arrels y,,7»,...,7, no han de ser necessariament diferents. Una arrel que apareix més
d’una vegada s’anomena muiltiple i les que ho fan només un cop, simples.

Observacié 2.19 Els polinomis irreductibles o primers en C son de grau 1, mentre que
en R son els de grau 1 i els de grau 2 que no tenen arrels reals.

Per exemple, donat el polinomi P(z) = 3(z— 1)*(z+2i)(z—2i)(z+4)* (que ja esta
descompost en factors), tenim

1 és una arrel multiple amb multiplicitat 2 (o doble),
—2i és una arrel simple (o bé amb multiplicitat 1),

2i és una arrel simple,

—4 ¢és una arrel multiple amb multiplicitat 3 (o triple).

Es facil comprovar la propietat segiient:
Si un polinomi amb coeficients reals té una arrel complexa y = a + bi amb

multiplicitat s, aleshores el niimero ¥ = a — bi també €s arrel del polinomi i té
la mateixa multiplicitat.

Els nombres %
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Es a dir, les arrels complexes apareixen a parells. Aquesta propietat no és necessariament
certa si els coeficients del polinomi sén complexos, com ara

P(z) =2~ (2+3i)z—5+i= (z—(i— 1)) (z— (3i +3)).
Exemple 1.20
Donat el polinomi P(z) = z* — 1, en determinem
a) les arrels,

b) la descomposicid en factors primers amb coeficients complexos,
c) la descomposici6 en factors primers amb coeficients reals.

En primer lloc, observem que es tracta d’un polinomi amb coeficients reals.

a) Les arrels del nostre polinomi sén les arrels quartes del complex 1, és a dir, z =

v/1 =+/1,. Calculant aquestes arrels quartes, obtenim els quatre complexos 1=, per
ak=0,1,2,3,que sén 1,i,—1, —i. i

b) La descomposici6 en factors primers —o irreductibles— a coeficients complexos €s,
doncs,

F—1=(z—-1)(z+1)(z—i)(z+1i).

N’hi ha quatre polinomis irreductibles en C, tots de grau 1, és clar.

¢) Ladescomposici6 en factors primers —o irreductibles— amb coeficients reals s’obté
a partir de la descomposicié en C: z* —1 = (z—1)(z+ 1) (z—i)(z+1), 1 queda
N————

()
Z=1=(z- 1+ +1).

Aqui tenim tres polinomis irreductibles en R, dos de grau 1 i un de grau 2. Fixem-nos
que a I’expressi6 (*) consten dues arrels conjugades: i, —i; per tant, el producte (x)
és una expressi6é amb coeficients reals.

Problemes resolts

Problema 1

Resoleu les inequacions segiients:

a) ¥ —5x+4<0 b) X* > 49 o X4

[Solucid]

a) Tenim que x> —5x+4 =0 <= x, = 1,x, = 4. Observem, d’altra banda, que la grafica
de y = x* —5x+4 és una parabola convexa que talla 1’eix d’abscisses als punts x; = 1
ix, =4 (la primera parabola de la figura 2.17). Per tant,

¥ =5x+4<0<=xec[lL4].
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b) Observem que x> >49 <= x> —49> 0. Amés, x> —49=0<=x, =-Tix, ="7.
D’altra banda, la grafica de y = x> — 49 correspon a una parabola convexa que talla a
I’eix d’abscisses en x; = —7 i x, = 7 (el segon dibuix de la figura 2.17).
Fig. 2.17

Interpretacions grafiques
de les solucions.

1\74 -7 7

Finalment,
X =49 >0 <= x € (—o0,—7)U(7,+o0).

c) En aquest cas,

x+4 ] x+4<0 . | B .
<0 si <= x < —41ix> — (aix0 és impossible),
2x—1 2x—1>0 2
o bé
4 x+4>0 1 1
Xt <0 si x> dix<-<=xe|-4-=-]|.
2x—1 2x—1<0 2 2

1

La solucié és la reunié d’ambdues solucions anteriors, €s a dir, el conjunt [—4, 5).

Problema 2

. . Lox+2
Trobeu els nombres reals x que satisfan la inequacié 1

> 1.

[Soluciol

Resoldrem el problema de dues maneres. En primer lloc, observem que

x+2 x+2 2x+1
>1 <— —1>0 —

0.
1—x 1—x 1—x =

Per tal que aquest quocient sigui positiu, el numerador i el denominador han de tenir el
mateix signe, és a dir,

{2x+1>0 i 1-x>0} obé {2x+1<0 i 1—x<O0}.

_1
2 b
satisfaci la segona opcid, el resultat és el conjunt (—%, 1).

La soluci6 de la primera opci6 és I’interval ( 1). Ates que no hi ha cap nombre que
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Una altra forma de resoldre I’exercici €s la segiient. Clarament x # 1; aleshores, podem
estudiar els dos casos: x > 1ix < 1.

) ) x+2 ) e )
Si x > 1, el denominador de T és negatiu, el numerador positiu i el quocient resulta,
—Xx

doncs, negatiu. En aquest cas, la inequacié no té solucié perqué un nombre negatiu no
pot ser mai més gran que un de positiu.

Si x < 1, aleshores 1 —x > 0 i podem multiplicar les dues bandes de la desigualtat per
1 —x sense que canvii el sentit de la desigualtat. D’aquesta forma, obtenim

1
X+2>1—x < 2x> -1 <— x>—§

que, juntament amb la condicié x < 1, ens déna —% < x < 1. Per tant, el conjunt solucié
és I'interval (—1,1).

Problema 3
Resoleu la inequacié |x* — 7x + 8| < 2.
[Solucid]

Per les propietats del valor absolut, la desigualtat és equivalent a —2 < x> —7x+8 < 2.
Aix{ obtenim dues inequacions que s’han de satisfer simultaniament:

2<xX*—Tx+8 i xX*—Tx+8<2.

Fig. 2.18
Solucions grafiques de
les dues inequacions.

2\/5 1 6

Les ordenem i factoritzem, i es converteixen en

(x=2)(x=5)>0 i (x—1)(x—6)<0.

Fig.219 _ _ _ ______ ) C--------
Interseccid de les | | | |
solucions parcials. ‘61 ¥ ) ' 5 )‘6

La solucid de la primera inequaci6 és el conjunt (—eo,2) U (5,4o<) i la de la segona és
I’interval (1,6); el dibuix apareix a la figura 2.18. Finalment, la soluci6 de la inequacié
inicial és el conjunt interseccié dels dos anteriors (figura 2.19):

[(—e,2)U(5,+)] N(1,6) = (1,2) U(5,6).



Problema 4
Resoleu la inequaci6é |x — 3|+ |x+2| > 10.

[Solucid]
Observem que

x—3six>3 . x+2six> -2
x—3|= ) i |x+2|= )
—x+3s1x<3 —x—2s1x< =2

Aixi, ens convé distingir tres casos.

m Cas 1: x < —2. Tenim

x=3]+[x+2|>10 <= —x+3—-x—-2>10 <=
9 9
2x< -9 = xS_E — x€ —e |

m Cas 2: —2 <x < 3. Aqui
x=3|+x+2|>10 <= —x+34+x+2>10 < 5>10,

que és un absurd; aquest cas, doncs, no té solucid.

m Cas 3: x > 3. Tenim

x=3]+[x+2|>10 <= x—3+x+2>10 <=

11 11
2x > 11 <— xZE <~ x¢€ {2,+°°>.

Per tant, la soluci6 de la inequacié |x— 3|+ |x+2| > 10 és el conjunt uni6 de les solucions

dels tres casos:
— 72 U —11 +
T2 2’ ’

Sigui z un nombre complex de modul 1. Calculeu el modul de

Problema 5
1+2iz
7—2i "

[Solucio]

Considerem z = a + bi. Per hipotesi, |z| = 1. Aleshores, |z|° = > +b* = 1. Ara, tenint en

compte que 4 ::Z—lperatot 21,22 € C, z, # 0, obtenim
22 22
1+2iz| [L+2i(a+ bi)| . |l —2b+2ail
2=2i|  Ja+bi—2i  |a+(b—2)i

V(=202 +4  T—4b+4D +4a

@+ (b—2)? V@ —4b+4

Els nombres %
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Finalment, atés que a* + b* = 1, resulta

_ V5w
CV5—4b

1+2iz
z—21

Notem que 5 —4b # 0, ja que, si b fos 5/4, aleshores a® + b* > 1.

Problema 6

100
Calculeu la suma 2 i". Expresseu-ne el resultat de forma binomica.

n=1
[Soluciél
Sabem que i' =i, * = —1, > = —i, i* = 1 i que les poténcies successives de i es tornen a

repetir. Es clar, doncs, que la suma de cada grup de quatre sumands seguits déna zero. A

la suma proposada hi ha exactament vint-i-cinc grups de quatre sumands que s’ anullen.
100

Per tant, Z i"=0.
n=1
Problema 7

Quins nombres complexos satisfan I’equacié z° ++/3i= —1?

[Solucio]

L’equaci6 donada és equivalenta z° = —1 — V/3i . Per tant, z = v/—1 — /3i. Les solu-
cions s6n les cinc arrels cinquenes de —1 — v/3i. El modul d’aquest nombre complex és

. ar . . .
2 i I’argument val a = arctg /3 = ER ja que esta situat al tercer quadrant. Aixi,

Z2=42u.
3

Obtenim el mddul de les arrels: |z| = /2, i els arguments:

4 2k
Qk:I—ZJr?n perak=0,...,4.

Les cinc solucions sén
20 :\75%, 2 :\S/E'%ﬂ, 22 :\75%, <3 :\75%, U=V 2%
Problema 8

Una arrel quarta d’un nombre complex z val ? +i % Trobeu aquest nombre complex i
les altres tres arrels quartes.

4 4
De I’enunciat es dedueix que z = (— +i JTE ) . En forma polar, sera z = (% 3) = .

Per tant, el nombre z és — .
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Per trobar-ne les altres tres arrels quartes, només hem de calcular ,4/—1—16 =4 %n. El
modul de totes les arrels quartes val \‘/g = % Els arguments es determinen a partir de la
relacio

0, = T+ 2km

perak=0,1,213.

Les arrels quartes s6n, doncs,

Lo_ov2 V2 1 V2 ova L V2 V2 L V2V,
22 4 47 2& 4 47 2= 4 47 2= 4 4"
Problema 9
Calculeu totes les solucions de I’equacié z° = (z—1)°.

[Solucid]

L’equaci6 proposada és equivalent a z° — (z — 1)® = 0. Podem descompondre aquesta
expressié en suma per diferéncia:

[Z3+ (z— 1)3} [13 —(z— 1)3} =0.

Desenvolupant els cubs i simplificant I’expressid, obtenim 1’equacié polinomica de grau
5

(222 =322 +3z—1)(3 =3z +1) =0.
Les arrels del polinomi de segon grau sén

_3+V3Bi i 3—/3i
=" = .

21

El polinomi de tercer grau té almenys una arrel real. Aquesta arrel no és entera ja que els
unics divisors de —1 (el terme independent) sén 11 —1 i cap d’ells no és arrel del polino-
mi. Assagem les possibles arrels racionals (terme independent dividit pel coeficient que
acompanya la indeterminada de grau maxim): % Efectivament, z; = % n’és una solucid.
Ara, aplicant la regla de Ruffini, obtenim

1
27 =3274+3z—1= (Z_E) (222 —2z+2).

Les solucions d’aquest darrer polinomi de segon grau s6n

_ V3 1V
T2 ST

24

Per tant, I’equacié del comencament té exactament cinc solucions, una de les quals és
real:

3+3i  1++3i i1
6 2 2
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Fig. 2.20
El quadrat format per les
solucions.
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Problema 10

Determineu el valor de g € R* de manera que les solucions de I’equacié
W(z+4)(Z+4z+4+44) =0

formin un quadrat en el pla complex. Calculeu-ne 1’area.

[Solucio]

Es clar que dues de les solucions s6n z = 0 i z = —4. Per trobar-ne les altres dues, resolem
I’equacié de segon grau z2 +4z+4 + 44> = 0:

 —4x 167
e -

z = —242qi.

Si volem que els afixos dels quatre nombres complexos 0, —4, —2 + 2gi, —2 4 2qi formin
un quadrat —com a la figura 2.20—, la distancia entre —2+2gi i —2 —2¢qi (la diagonal
vertical del quadrat) ha de ser 4 (com 1’altra diagonal, I’horitzontal). Per tant, 4|q| = 4,
d’on g = £1. Aleshores ¢ = 1 ja que I’enunciat demana g positiva.

Per acabar, tenint en compte novament que les diagonals del quadrat valen 4, aquest té
area 8.

Problemes proposats

Problema 1

Resoleu les inequacions segiients:

a) (x+2)(x=3)>0

b) —9x* —-3x+2>0

c) 5x*4+2x+1<0

d) ¥ —9x*+11x+21<0
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Problema 2

Calculeu els nombres reals x que compleixen aquestes inequacions:

x—1
>3
a) P

1 1
b) —+——>0
x l—x

Problema 3

Determineu els conjunts de punts que satisfan les desigualtats segiients:

a) |x¥*=5x+5]>1
b) |x+4| < |x]
Problema 4

Esbrineu els valors de A € R de manera que les arrels de I’equacié x> + Ax—A+3 =0
siguin reals.

Problema 5
Trobeu els nombres complexos de modul 1 que satisfan la igualtat |z — 1| = |z — .
Problema 6

Sigui el polinomi P(z) = z* 442> + 16.

a) Calculeu la suma i el producte de les arrels de P(z).

b) Descomponeu P(z) en factors primers amb coeficients reals.
Problema 7
S N 1 _
Proveu que, si z és un complex amb modul 1, aleshores — = z.
Z

Problema 8
Descomponeu en producte de factors primers el polinomi 4z> + 4iz — iv/3.
Problema 9

Quins s6n els nombres complexos que satisfan |z — 1| = 2?
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Funcions

3.1. Conceptes basics
En aquest capitol, estudiarem les funcions reals d’una variable real.

Una funcié expressa la idea que una quantitat depén o esta determinada per una altra o
altres. Per exemple, la longitud d’una circumferéncia depeén de la longitud del seu radi,
el volum d’un cilindre depen de la longitud del radi de la base i de I’altura, el cost de
produir un article determinat depén del nombre d’articles produits, de la ma d’obra...

Definicio 3.1 Una funcid dels nombres reals als nombres reals és una relacié que fa
correspondre a cada nombre real (d’un conjunt determinat anomenat domini) un altre
nombre real, d’'una manera tnica. També s’anomena funcio real de variable real.

Usualment, per expressar simbolicament aquesta relacié es fa servir la notacié segiient:

f:DCR — R
x — y=f()

La f representa la relacié de dependéncia que existeix entre laxilay, D és el domini de la
funcid, i el fet d’escriure y = f(x) vol dir que hi ha una forma explicita (una férmula) que
permet calcular la y a partir de la x. Diem que x és la variable independent, i y la variable
dependent. Evidentment, les lletres per representar les variables poden ser unes altres.

Quan no s’especifica el domini d’una funcid, s’entén que aquest és el conjunt de R més
gran possible. En notacié abreujada:

Dom(f)={xeR|IyeR:y=f(x)}.

De vegades, també €s interessant congixer el conjunt imatge, recorregut o rang de la
funcié. Aquest esta format per tots els nombres reals que s’obtenen en aplicar la funci6 a
tots els nombres del seu domini. En notacié abreujada:

Im(f) ={yeR[3IxeR:y=f(x)}
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Fig. 3.1
Les funcions y = x*
iy=|x|
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Exemple 3.2

Considerem la funcié f(x) = x* (o, simplement, y = x). Es clar que el seu domini és tot
R, ates que qualsevol nombre real es pot elevar al quadrat. Tanmateix, la seva imatge és
el conjunt dels nombres reals més grans o iguals que 0.

Prenent un sistema de referéncia cartesia (és a dir, una recta horitzontal i una altra de
vertical que es tallen en un punt distingit, que anomenarem [’origen de coordenades), és
possible representar graficament una funcié donada explicitament. A I’eix horitzontal (o
eix d’abscisses), hi posarem les x, i a I’eix vertical (o eix d’ordenades) les y. Aleshores,
la grafica d’una funcié y = f(x) esta formada per les parelles de punts (x,y) de R? tals
que y = f(x), essent x un nombre del domini de f.

Exemple 3.3

A lafigura 3.1 veiem, a I’esquerra, un esbos de la grafica de la funcié y = x* i a la dreta,
un de la funcié y = [x] (anomenada part entera de x).

y
*—o
part entera
2 *—
yir--—° : 1 0
! X
‘ 3 =2 -10] 1 2 3 4
0.0) x —i_
[ ) _2
Gl -3

Atenent el comportament de la funcid, aquesta pot rebre diversos qualificatius.

Definicié 3.4 Diem que una funcié y = f(x) amb domini D és:

» Parellassi f(x) = f(—x), per a tot x € D.

= [mparella o senar si f(x) = —f(—x), per atotx € D.

s Periodica si f(x) = f(x+kT), T €R, k € Z (T és el periode de f).

» Creixent en A C D si, per a tot x;,x, € A, amb x; < x,, es té f(x;) < f(x,).
Estrictament creixent en A C D si la desigualtat anterior és estricta.

» Decreixent en A C D si, per a tot x;,x, € A, amb x; < x5, es té f(x;) > f(x,).
Estrictament decreixent en A C D si la desigualtat anterior és estricta.

® Monotona en A si és creixent o decreixent en A.
Estrictament monotona en A si és estrictament creixent o decreixent en A.

Exemple 3.5

a) La funcié f(x) = x? és parella, estrictament decreixent en I'interval (—eo,0] i estric-
tament creixent en [0, o).
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b) La funci6 f(x) = [x] és creixent en R, perd no estrictament creixent.
Exemple 3.6

a) Les figures 3.2 1 3.3 mostren les grafiques de funcions parelles i imparelles, respecti-
vament.

b) La figura 3.4 mostra dos exemples de funcions periodiques.

c) Les figures 3.5 i 3.6 corresponen a grafiques de funcions monotones creixents i de-
creixents.

d) Alafigura 3.7 podem veure les grafiques de dues funcions monotones a trossos.

Fig. 3.2
y y Funcions parelles.
|
X ! | X
| ]
| |
| |
| |
| |
| |
Fig. 3.3
y y Funcions imparelles.
X X
L 4
Fig. 3.4
T Funcions periddiques de
y T y _— periode 7.
éé:
/\ /\ . B
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Fig. 3.5

Funcions creixents. La y y
de la dreta és
estrictament creixent.

Fig. 3.6
Funcions decreixents. La y
de la dreta és \
estrictament decreixent.

Fig. 3.7
Funcions monotones a y
trossos.

IS
-@&

Definicié 3.7

= Una funci6 f(x) és fitada inferiorment en D C R si existeix un nombre real M, tal
que M, < f(x), Vx € D; en aquest cas, M, és una fita inferior de f(x).

= Una funci6 f(x) és fitada superiorment en D C R si existeix un nombre real M,
tal que f(x) < M,, Vx € D; en aquest cas, M, és una fita superior de f(x).

= Una funci f(x) és fitada en D C R si ho és inferior i superiorment, és a dir, si
existeixen nombres reals M, M, tals que M, < f(x) < M,, Vx € D.
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La definicié anterior de funcié fitada és equivalent a dir que existeix un nombre real
M > 0 tal que |f(x)| < M, per atot x € D.

Exemple 3.8
La funci6 f(x) = x? és fitada inferiorment perque, per exemple, f(x) > 0, per a tot x € R.

En canvi, no és fitada superiorment ja que, per a qualsevol constant K € R, existeix un
nombre real x tal que x* > K.

3.2. Les funcions elementals

En aquesta secci6, repassarem les funcions més usuals i n’introduirem algunes de noves.
Funcions polinomiques

Una funcié polindmica és del tipus

fx) =a+ax+ax*+-- +ax"

amb ¢; € R, a, # 01n un nombre enter més gran o igual que zero. Evidentment, el domini
d’una funcid polindmica és R.

Y Y Fig. 3.8
20 20 Polinomi de grau 4 amb
y un sol extrem i polinomi
’ 15 15z de grau 5 amb dos
10 10 extrems.
> ° /\
-4 1 2 3 £ -1 1 2 3 %
-5 -5
~10 -10
-15 -15
-20 -20

Si n =0, s’obtenen les funcions constants: f(x) = k. Les grafiques d’aquestes funcions
s6n rectes horitzontals.

Si n = 1, s’obtenen les funcions afins: f(x) = ax+ b. La grafica d’una funcié afi és una
recta inclinada de pendent a. Quan a > 0, la funcié és estrictament creixent i, quan a < 0,
estrictament decreixent.

Si n = 2, s’obtenen les funcions quadratiques: f(x) = ax’ 4+ bx + c. La grafica d’una
funcié quadratica és una parabola. Quan a > 0, la parabola decreix fins al seu vertex i a
partir d’ell creix. Quan a < 0, primer creix i després decreix.

A mesura que n augmenta, també augmenta la complexitat de les funcions polinomiques.
De vegades, per fer 1’esbés de la grafica d’una funcié polindomica, pot ser util coneixer el
nombre d’extrems que té.

En general, el nombre d’extrems d’una funcié polindmica de grau n és:

n—-1, o n—-1-2, o n—1-4 o n—-1-6, o
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Fig. 3.9
Funcions racionals.

Fig. 3.10
Funcié exponencial.

92

Efectivament, les rectes (grau 1 o bé 0) no tenen cap extrem, les paraboles (grau 2) tenen
1 extrem, les cibiques (grau 3) en tenen 1 o cap, les quartiques (grau 4) poden tenir 3
extrems o 1 de sol, etc. A la figura 3.8, en tenim dos exemples: f(x) = x*+3x° —x* +
x+2igx)=—x+2x*+x —x*+x

Funcions racionals

P(x)

0(x)

Una funcié racional és de la forma f(x) = ,en que P i Q sén polinomis.

El domini d’una funci6 racional €s tot R excepte els nombres que anullen el denomina-
dor (és a dir, aquells nombres que fan Q(x) = 0).

Per dibuixar la grafica d’una funci6 racional, cal fer-ne un estudi detallat: trobar-ne les
asimptotes, els punts de tall amb els eixos... A la figura 3.9, n’hem representat dos exem-

x? X
1 . = 1 = .
ples: f(x) il igl)= 5,

Funcions exponencials

Les funcions exponencials sén del tipus f(x) = a*, amb a > 0.

a<l 5 a>1
4
3
2
a=1
X X
-4 -4 -2 2 4

El seu domini és tot R. La grafica, segons si a és més gran o més petita que 1, ’hem
esbossada a la figura 3.10.

Observem que la imatge és el conjunt de nombres reals positius (excepte en el cas a = 1,
que és un punt). L’exponencial és estrictament creixent si a > 1 i estrictament decreixent
si0<a< 1.



Funcions logaritmiques

Propietats de la funcié exponencial

a-a =a"

ax
=g
a’

(V— 1
(a) =av

S’anomenen equacions exponencials aquelles en que la incognita apareix com
a exponent en algun dels seus termes. Per resoldre-les, cal tenir en compte les
propietats de les potencies i la injectivitat de la funcié exponencial, és a dir,

a' =a® = x; =x,.

Anomenem logaritme en base a d’'un nombre x la poténcia a la qual s’ha d’elevar a per

obtenir el nombre x. Es a dir,

log x=y<=a" =x

log x

Logaritme de base 1/2

10 12

La grafica, segons si a €s més gran o més petita que 1, és la que es veu a la figura 3.11.

Observem que y = log, x és estrictament creixent si a > 1 i estrictament decreixent si
0 < a < 1. La funcié logaritmica passa pel punt (1,0). Si la base és el nombre e (d’Euler),
la funci6 s’anomena logaritme neperia o natural i s’escriu y = Inx.

Propietats de la funcio logaritmica

log,(x-y) = log,x+log,y
log,x" = n-log,x

log, T log,x —log,y
y
log,1=0

Funcions %

Fig. 3.1
Funcié logaritmica.
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Fig. 3.12
Sinus i cosinus d'un
angle.

Fig. 3.13
Funcions sinus i cosinus.
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Si a i b s6n dos nombres positius, es compleix

log, x
log, b

log,x =

i amb aquesta relacié podem trobar el logaritme en base b de x, si coneixem els logarit-
mes en base a.

Les equacions logaritmiques sén aquelles en que la incognita forma part d’al-
guna expressi6 logaritmica. Per resoldre-les, cal tenir en compte tant les pro-
pietats com la injectivitat de la funcié logaritmica, és a dir,

logaxl = logaxZ — X =X

Funcions trigonomeétriques

Considerem un cercle de radi 1. A cada punt P del cercle, se li assignen un angle x €
[0,27T) i unes coordenades, de manera que I’abscissa és el cosinus que designem per
cosx, i I’ordenada és el sinus que designem per sinx (figura 3.12).

P = (cos x, sin x)

<
=

. COos X
sin X

|
N1
NI
w
>
5

N

Podem veure les grafiques de les funcions sinx i cosx a la figura 3.13. S6n continues,
amb domini R, recorregut [—1, 1], i periddiques amb periode 2.

D’altra banda, la funcid
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Y Fig. 3.14
Funcions tangent i
cotangent.
X
€s una funcié periodica, amb perfode 7, que en els punts de la forma x = 7 + k7 no esta
definida. El seu recorregut és R. La seva grafica es veu a la figura 3.14.
També podem definir les inverses algebraiques del sinus, el cosinus i la tangent, que
. g q .
anomenem cosecant, secant 1 cotangent, respectivament:
1 1
cosecx = —, Secx=——, cotgx= —.
sinx COSX tgx
Hem il'lustrat les seves grafiques a les figures 3.14 1 3.15.
¥ ¥ Fig. 3.15
Funcions cosecant i
: | 75 | | | | secant.
: | 5 | cosec X I ! 1| secx
| | | | |
: | 2.5 | | | |
I sinx | « | I cosx ! <
o 37 ek L 2 on 3% ~ x 3 on
=z ) 2 /N 2 2
| | | | | |
| - | | | I -5 | |
| | | | | | |
| =7.5 | | | =7.5 | I

Recordem algunes de les identitats trigonomeétriques més rellevants, que utilitzarem al
llarg del curs.

Identitats trigonomeétriques
» cos’a+sin‘a=1.

= sin(a+B)=sina cosf Lsinfcosa.

= cos(axf)=cosa cosf Fsina sinf.

tgattgf
= sin2a =2sina cosa.

®  cos2a = cos’a—sin’a.
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Les equacions trigonométriques soén aquelles en que les incognites apareixen
com a variables d’alguna funci6 trigonométrica.

Funcions hiperboliques

Algunes combinacions de les funcions exponencials ¢* i e sén forga freqiients en les
aplicacions matematiques i, per aixo, reben noms especials. El sinus hiperbolic i el co-
sinus hiperbolic es defineixen de la manera segiient:

. e —e " e + e
sinhx = — coshx = ————

La tangent hiperbolica es defineix com

X

sinhx e"'—e”

tghx = =
ghx coshx e*+e™

A partir d’aquestes, es defineixen altres funcions hiperboliques com la cotangent hiper-
bolica, la cosecant hiperbolica i la secant hiperbolica:

toh 1 coshx
cotghx = — = s
5 tghx  sinhx
h 1
cosechx = ,
sinh x
1
hx = .
seehx coshx

Les grafiques de les funcions hiperboliques s’aconsegueixen a partir de les grafiques de
les funcions ¢* i e *. A la figura 3.16 observem com s’obtenen les grafiques del sinus hi-
perbolic i del cosinus hiperbolic (també anomenada catenaria) a partir de I’exponencial.

Fig. 3.16 Y Y
Obtencio de les grafiques
de sinh x i cosh x 4
(catenaria)a partir de o
I'exponencial.
2 sinh x
X
-3 -2 -1 | —T 2 3
ol e
X
-4
-1

D’altra banda, la figura 3.17 mostra la grafica de la tangent hiperbolica.

Les funcions hiperboliques compleixen unes propietats semblants a les trigonometri-
ques.
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Y Fig. 3.17
1.5 Grafica de la tangent
y=1 hiperbolica.
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, l L
0.5 tgh x
X
-2 -1 1 2
0.5
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, l L
y=-1
-1.5

Identitats hiperboliques

® cosh’a —sinh*a = 1.

= sech’x+tgh?x = 1.

® sinh(a+b) = sinha coshb + cosha sinhb.

= cosh(a+b) = cosha coshb +sinha sinhb.
tghattghb

tgh(axtb) = ————.

= teh (e b) = T b

= sinh2a = 2 sinha cosha.

® cosh2a = cosh®a +sinh’ a.

2tgh

" tgh2a = -0

1+tgh a

Origen del nom de les funcions hiperboliques

El nom de funcions hiperboliques prové de comparar I’area d’una regi6 circu-
lar amb I’area d’una regi6 hiperbolica. A la figura 3.18, veiem els punts de la
forma (cost,sint), que estan sobre la circumferéncia x> +y* = 1 i els de la for-
ma (cosht,sinhz), que estan sobre la hipérbola x* — y* = 1. En ambdds casos,
I’area del sector ombrejat €s 7.

Fig. 3.18
Sinus i cosinus circulars i
hiperbdlics.

P =(cos t, sin t) P =(cosh ¢, sinh ¢)

x S
o (1,0) ¢

X

t
sector — sector —
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98

3.3. Operacions algebraiques amb funcions

En moltes situacions, hem de combinar dues funcions o més per obtenir la que necessi-
tem. Vegem-ne alguns exemples.

= Si C(x) és el cost de produir x unitats d’un article determinat i I(x) és ’ingrés obtingut
en la venda de x unitats, el benefici U(x) obtingut de produir i vendre x unitats ve
donat per

(obtenim una diferéncia de dues funcions)

= Si P(¢) indica la poblacié de Catalunya i (z) és I’ingrés per capita en el moment ¢,
I’ingrés total de Catalunya és

Cat(t)=P(t)-1(1)
(obtenim un producte de dues funcions)

= Si el que coneixem és I’ingrés total i la poblacié en qualsevol instant ¢, I’ingrés per
capita de Catalunya sera

_ Cat(1)

~P(1)

(1)

(obtenim un quocient de dues funcions)

Definici6 3.9 Donades dues funcions f i g, la suma, la diferéncia, el producte i el
quocient d’aquestes funcions es defineixen com

» suma: (f+g)(x) = f(x) +g(x)
w diferéncia: (f —g)(x) = f(x) —g(x)

= producte: (f-g)(x) = f(x)-g(x)
® quocient: (ch> (x) = gé; per a x tal que g(x) # 0.

Els dominis d’aquestes noves funcions sén

Dom (f £ g) = Dom (f - g) = Dom (f) NDom g),

f = om om X X)) =
Dom(g)—D (/) "Dom (g)\, x| g(x) = 0}.

Exemple 3.10

2
-9

Siguin f(x) = =
en cada cas.

i g(x)=+x+1.Calculem f+g, f-g, ! i determinem el domini
8
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a) Tenim que

(0= 4o TVATT, (Fg)) = "0,

() 0=ovr

b) Observem que f(x) = 9 tindra sentit sempre que x> —9 #£ 0, és a dir,

X2 —
Dom(f)={xeR:x# £3}, obé xecR\{£3}.
¢) D’altra banda, per tal que g(x) = v/x+ 1 tingui sentit, cal que x+ 1 > 0, és a dir,
Dom(g)={x€R talsquex>—1}, obé xe&[—1,+o0).
d) Finalment,
Dom (f+g) = Dom (f g) = Dom (f) 1Dom(g) = [~1,3) U (3, +<<),
Dom (g) — Dom () N Dom (g)\ {x | g(x) = 0} = (—1,3) U (3, +<=).
3.4. Composicié

Considerem 1’exemple d’una empresa de calcat esportiu. S’ha observat que el preu p
d’un article determinat esta en funcié de la demanda x:

200 —
p:f(x): 15 x'

Els ingressos mensuals I obtinguts per les vendes d’aquest article sén

1(p) = 200000 — 15p°.

Fig. 3.19

. 1
x — f()=p ——= 1(p) Composici6 de funcions.

]hf

Ens podem preguntar quins sén els ingressos en funcié de la demanda. Com podem veure
a ’esquema de la figura 3.19, determinar els ingressos en funcié de x equival a encabir
la funcié f dins de la I, és a dir, compondre les funcions f i 1.

Aixi,
(200 — x)?

(To f)(x) = 1(f(x)) =200.000 — ~—=
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Definici6 3.11 Siguin f i g dues funcions tals que la imatge de f esta dins del
domini de g. Llavors, la composicié go f (f composta amb g) es defineix com

. y £ _ gy

(gof)(x) =g(f(x))

amb Dom (g f) = {x € Dom (f) | f(x) € Dom (g)}

Exemple 3.12

Donades f(x) =x*—91 g(x) = Vx+ 5, determinem fog i go f, com també els dominis
on estan definides.

Fig. 3.20 £(x)
Grafiques f(x) =x*—9 23
i g(x)=vx+5. 20

-10 -6
En primer lloc, observem que

Dom(f) =R, Im(f) =[-9,+e), Dom(g) = [-5,+<°) i Im(g) =[0,+oo).

a) Estudiem I’existéncia de go f. Fent un cop d’ull a les grafiques de les funcions f i
g (figura 3.20), ens adonem que Im (f) € Dom (g) i, per tant, cal retallar el Dom (f)
perqué la composicié f o g tingui sentit. Aix{, tindra sentit si f(x) > —5 <= x>*—9 >
—3, és adir, si x € (—eo, —2] U[2,+4-<0). Llavors,

(gof)(x) =g(f(x)) = V> -4,

amb Dom (go f) = x € (—oo, —2] U[2,4-e0). Tenim un esquema a la figura 3.21.

b) Estudiem ara ’existéncia de fog. Com que Im(g) C Dom(f), té sentit trobar la
funcié composta f o g. Aixi,

(fog)(x)=f(g(x)) =x—4,
amb Dom (f o g) = Dom(g) = [—5,+oe). Podem veure la figura 3.21.
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geof fog Fig. 3.21
5 Grafiques de les funcions
compostesgo f i fo g

3.5. Funcio inversa

Definicié 3.13 Una funcié y = f(x) és injectiva en A si
f(x1) = f(x,) = x, =x;, peratotaparellax;,x, €A,
0, equivalentment, si
X1 #x = f(x) # f(x,), per atota parellax,,x, € A.
Notem que, si f és estrictament monotona, llavors f €s injectiva. Aix{i, cada element de la

imatge té una Gnica antiimatge. La funcid inversa de f, que designarem per f~', és aque-
lla que fa correspondre a cada valor de y I’dnic valor de x tal que y = f(x) (figura 3.22).

f Fig. 3.22
Esquema d'una funcié 1" i

la seva inversa /.

f1 \f>

Definicié 3.14 Una funcié ! és la inversa de f si
(f'of)(x)=x, peratotx € Dom(f), i
(foffl) (y)=y, peratoty € Dom (f’l) ;
Es clar que Dom (f) =Im (f~') i Im(f) = Dom (f ).

En general, donada y = f(x), en quines condicions podem considerar x en funcié de y?
El teorema 3.15 respon a aquesta pregunta.
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Teorema 3.15

a) Una funcid té inversa si i només si €s injectiva.
b) Si f és estrictament monotona a tot el seu domini, aleshores €s injectiva i, per

tant, t€ inversa.

Les figures 3.23 i 3.24 mostren exemples de funcions injectives i funcions no injectives.

Fig. 3.23
Exemples de funcions
injectives.
Fig. 3.24
Exemples de funcions no
injectives.
Fig. 3.25
Simetria, respecte !g y 2 Lo y=x Y
recta y = x, d'una funcié .7 3
i la seva inversa. Pt
” 2} e* P
(b,a) d o7y
, -
w0 e
e = x
L -3 -2 -1 - 1 2
L (a,b) -
. 7
e - Inx
/- X
g - 5
’ -3
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La grafica de f conté el punt (a,b) si i només si la grafica de f~' conté el punt
(b,a). Per tant, la graficade ' s’obté tracant la grafica simétrica de f respecte
de la recta y = x, com illustra la figura 3.25.

Exemple 3.16

Trobem, si és que existeixen, les funcions inverses de les funcions segiients:

2x—3

f)=vax—17, 1 glx) = e

Es facil veure que totes dues funcions sén injectives (de fet, estrictament creixents). A la
figura 3.26, n’hem representat les grafiques.

8" Fig. 3.26
Grafiques de les funcions
v f igiles seves inverses.
20 6x+3
6 15[ ™= 2% - -
1o y=xX - - 2x-3
4 5 - f(x)=

Per trobar la inversa de f(x), fem y = v/4x —7 i aillem x en funci6 de y:

2
7
V=4x-7 — x:y + .
4
. < ¥ +7 . . . .
La inversa sera f~!(x) = 4 (hem canviat y per x perque seguim el conveni de repre-

sentar la variable independent per x).

. .. . .. X . ..
A continuacid, calculem la inversa de g(x). Escrivim y = 6 i posem x en funci6 de
X

y:
3+6
yx+6)=2x—3 — yx—2x=-3-6y —> x:#.
-y

La inversa és, doncs,

3+ 6x

§ ) =5——
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A les figures 3.25, 3.27, 3.28, 3.29 1 3.30, hi ha més exemples de grafiques d’una funcid,
juntament amb la seva inversa. A totes les grafiques, s’ha considerat només un interval
o semirecta en que la funcié corresponent €s injectiva.

Fig. 3.27 4 Y
Les funcions sinus i arc sin x 3
cosinus i les seves 1.5 .
inverses. _y=x
1 - ; -
2 !
Z 1 are cos x
0.5 sinx |
- X
T T
_r z
2 / 2 X
! 0.5 T P T
1 7 2 -
- -1 -
e v
.
- -1.5
Fig. 3.28 Y
La funcié tangent i la
: | |
seva inversa. i |
| |
| | -
I I _ -
! tg X ly=x
| Tt [
"""""""""" e A S
: - [ t
: 1 oarctgx
; X
-7 T X b
[ - 2
- T |
,,,,,,,,,,,,,,,, B S
~ 2 i
- ! I
— I I
_ I I
I I
- | |
I I
I I
I I
Fig.329 ¥ Y
Lafuncié coshxila . 6 .
seva inversa. , e
’ cosh x ,
4 7
5 cosh x ’ -
7 2
4 7
4 s
a L7 e
s P y=x
4 s
. .
3 - arg cosh x -
7 7
X
7
-4 -2 , 2 4 6
2 e
7
- -2
7
1 s
P arg cosh x
7
i -4
X
4 1 2 3 4 5 6
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¥ ¥ Fig. 3.30
| argtghx ,~ Les fupmons sinhx i
3 sinh x , | | , tghx i les seves
4 ; 2 ; 3 inverses.
s | | s
s I I . y=x
2 7 y=X 1 s
s Vs
P |
7 s frmeees 5 P
1 , ! /.
arg sinh x ) 2 | tghx
% | X
-3 -2 -1 1 2 3 -2 -1 1 2
yy |
7, -1 7
4 T,
. Y A Lo e
Ve a |
s -2 s i
7 7
7 7
/ ’ [ 2 |
s -3 s
7
7

3.6. Esbos de grafiques de funcions a partir de funcions donades

Considerem la funcié y = f(x) i @ € R. A partir de la grafica de f(x), s’obté
I’esbds de la grafica de

= y=a- f(x), multiplicant, punt a punt, & per cada imatge.

La grafica s’estira o s’encongeix en sentit vertical.
= y= f(a-x), estirant o encongint la grafica en sentit horitzontal.

= y= f(x)+ a, fent una translacié a unitats al llarg de ’eix d’ordenades
cap amunt si o > 0,

cap avall si a <O.

= y= f(x+a), fent una translaci6 a unitats al llarg de 1’eix d’abscisses
cap aI’esquerrasi a > 0,

cap aladretasi a <O.

1
= y= 700 tenint en compte els punts on f(x) =0 ion f(x) — eo.
x
= y=|f(x)|, canviant a positius tots els valors negatius de f i deixant igual els

altres.

Vegem-ne uns quants exemples a les figures 3.31, 3.32, 3.33, 3.34, 3.35 1 3.36.
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Fig. 3.31 Y Y
Variaci¢ de la imatge. La 5 5
graflc,a s estqu 0 3 sin x
s’encongeix. 2 2
sin x
1
X X
—an 371 N -L x 31 An K 37 I n 37 S
2 ~ 2 2 71 2
2 -2 -3 sinx
-3 -3
Fig. 3.32 Y v
Variacio de la velocitat en 1.5 )
la grafica. sin x 1.5 X
1 sin —
1
0.5 sin 2x
0.5
X
-2 31 _ 3 hd .
0, : 2 B R T x fn
N 2 2 2 2
1 / sin X
-1
-1.5
Fig. 3.33 Y v
Translacio al llarg de I'eix
d'ordenades. 3 3
cos x +1 2
COs X
/ % %
-2rn _3 - LT Wl 27 2
2 2 4 2 2
COs X
-2
-3
Fig. 3.34 Y v
Translacio al llarg de I'eix 1.5 1.5
d'abcisses. P .
cos (x+—) cos (x——)
4 4

L

—277737T -7
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Y Y Fig. 3.35
Les funcions sinus i
cosech x tangent hiperboliques i
les seves inverses
2 algebraiques.
X X
-3 = -1 1 2 3 -2 2
2
sinh x
¥ ¥ Fig. 3.36
20 Una funci6
1 15 trigonométrica i una
polinomica amb els seus
0 valors absoluts.
\|/ Isin x| 5 H-2x0—5x° +x* 4+3x° —x2 +x—-10)
-2 37 - T 7 ST s B -4 -2 2 4 6 :
2 2 2 2 -5
-0, -]
sin x /\\
-15
-1
-20
3.7. Grafiques de corbes en coordenades polars
En les coordenades polars, el sistema de referéncia ve donat per un punt O (pol) i una
semirecta (eix polar). Cada semirecta que surt de O s’anomena un raig d’angle a (figura
3.37).
P Fig. 3.37
Coordenades polars del
punt P.
r
0 \ o

pol eix polar 0

Definicié 3.17 Un punt P esta representat en coordenades polars per (r,a) si es
troba a una distancia |r| del pol sobre el raig d’angle o quan r > 0 i sobre el raig
d’angle 4 o quan r < 0.

Notem que (r,a+ ) = (—r,a) sén dues maneres de representar el mateix punt de R?.
Les coordenades polars no sén tiniques. Tot i que, en general, acostumem a considerar
r > 0 —per comoditat—, fixada la r, n’hi ha moltes parelles (r,a) que poden representar
un mateix punt (figura 3.38). En efecte, només cal prendre un a concret i sumar-hi un
nombre enter de voltes (positives o negatives).

Aixi,
| |

=0, (0,a) representa I’origen, per a tot a.

,
s (r,a) = (r,a+27k), peratotk € Z.
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Fig. 3.38

Diferents
representacions en
coordenades polars.

(-2.00)
Tal com hem vist a la secci6 2.3, el pas de cartesianes a polars €s facil:

el modul és  r = +/x2+y?

i’argument, o, queda determinat per les relacions

X . y
cosa = —, sina = —
r r

Fig. 3.39
Punts ambx =0,y # 0,
és a dir, sobre el raig

a=Z20a=3¥ y"‘\n/z K-\

0 0
3n/2

y

Aquests ultims punts, els que corresponen a x = 0, y # 0, estan situats sobre el raig
d’angle a = /2 0 a = 31/2, que es correspon amb I’eix d’ordenades en coordenades
cartesianes. Els tenim a la figura 3.39.

El pas de polars a cartesianes és immediat:

x=rcosa, y=rsina.

Exemple 3.18

Passem a coordenades polars un parell d’equacions de corbes.

2
cosa’

a) x = 2. Es una recta vertical. Directament, obtenim rcosa = 2, d’on, r =

b) x*+ (y—2)* = 4. Es tracta d’una circumferéncia centrada a 1’eix OY . Primer 1’escri-
vim com x* +y* — 4y = 0, i després substituim x per rcosa i y per rsina. D’aqui,
P —4rsina=0 < r(r—4sina)=0.

Notem que r = 0 només representa 1’origen. Simplificant, obtenim r = 4 sin a.
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Exemple 3.19

Passem a coordenades cartesianes unes corbes donades en polars. Es convenient tenir
present que * = x> +y°.

a) r =2acosa. Multipliquem ambdues bandes per r:
r* =2arcosa <= x*+y’=2ax.
Ara completem quadrats i obtenim
X+y —2ax=0 < ¥ 2ax+d+y' =d* = (x—a)+y' =d.
Es la circumferéncia de centre (a,0) i radi |a|.
b) r*= ﬁ. Posem I’equacié en la forma r?sin2a = 2. A partir de la férmula del
sinus de I’angle doble, sin2a = 2sinacos a, deduim que

2r’sinacosa =2 <= rsinarcosa=1 <= xy=1.

Aquesta és ’equaci6 d’una hipérbola coneguda, que molt sovint escrivim com y = *

pp

En general, per dibuixar una corba donada en coordenades polars, r = f(a),
utilitzarem una raula de valors completa a partir de la grafica de f(x) en coor-
denades cartesianes, tenint en compte també les simetries.

Per taula de valors completa entenem una taula que ens proporcioni una informacié tant
qualitativa com quantitativa.

Exemple 3.20
A la figura 3.40, els valors que pren x a 1’eix d’abscisses son les nostres a i les imatges
de la funci6 f(x) = —2sinx corresponen als valors de r = f(a) = —2sina. La grafica en

coordenades cartesianes, doncs, fa el paper de taula de valors. Aixi, sabem que r(0) =0,
r(m) =0, r(2m) =0, r(%) = =2, r(3£) = 2. Aquesta informaci6 és de tipus quantitatiu.

y valors de r

y=-2sinx

L valors de o

p O

0 /2 [\ /2 x
: \

r=-2sin o

)

Funcions %

Fig. 3.40

Taula de valors completa
i grafica de
r=-2sina.
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Fig. 3.41

Rectes verticals
_ _k
Cosa

en coordenades polars.

Fig. 3.42

Rectes horitzontals
k

sina

en coordenades polars.

A més a més, podem observar que entre 0 i 5 els valors de r van decreixent des de 0
fins a —2. En definitiva, la r s’allunya del valor O fins a assolir una distancia |2| = 2. Per
tant, en la representaci6 dels punts de la corba en coordenades polars, la distancia al pol
creix des de O fins a | — 2| = 2, quan variem I’angle entre O i g Graficament, aixo0 vol dir
que els punts de la corba s’allunyen del pol. Aquesta informaci6 és de tipus més aviat
qualitatiu. Tanmateix, si necessitem el valor exacte de r per a una a concreta, només cal
que n’avaluem la funcié r = f(a). Seguint el comportament de la funci6 f(x) = —2sinx
per als altres valors de x, podem acabar de dibuixar la corba en polars. A ’exemple

considerat ens apareix una circumferéncia.

Resumint, per fer un esbds de la grafica de » = —2sin a, seguim els passos segiients:

a) fem un esbds de la grafica de y = —2sinx en coordenades cartesianes,
b) utilitzem I’esbds anterior com una taula de valors per a la grafica en polars,

c) dibuixem la corba en polars a partir de la informacié anterior (figura 3.40).

A continuaci6, presentem les grafiques d’algunes corbes en coordenades polars. Es un
recull forca rellevant i illustratiu. Els primers exemples corresponen a rectes i circum-
feréncies. Al segon grup mostrem altres families de corbes menys conegudes —cargols,
lemniscates i flors d’n pétals. Gairebé cada grafica en polars va acompanyada de la seva
taula de valors per tal de seguir-ne I’estudi amb tot detall.

Rectes

Les rectes que passen per 1’origen son de la forma o = k (dibuix de ’esquerra de la

k
figura 3.43); les verticals tenen equacié r = —— (figura 3.41) i les horitzontals, r =
cosa

k
—— (figura 3.42).
sina

A A
| |
ORH <————-————9+%
| k k |
| |
l k>0 k<0
A A
| k l
I |
0, 0.
| 'k
: k>0 ! k<0



Circumferéncies

Les circumferéncies centrades a 1’origen i radi k tenen ’equacié r = k (dibuix de la
dreta de la figura 3.43); les centrades en algun dels eixos coordenats també presenten
una equacié molt simple: r = ksina per a I’eix vertical (figura 3.44) i r = kcosa per a
I’horitzontal (figura 3.45).

A k>0

—— e m——— - — 4

— - - - - - =

Cargols

Les equacions dels cargols sén de la forma r =a+bcosa i r =a=+bsina, on a,b > 0.
Les figures 3.46, 3.47, 3.48 i 3.49 ens en mostren uns exemples concrets.

A

k>0

Funcions %

Fig. 3.43

Grafiques en polars de la
rectaac=rkila
circumferéncia r = k.

Fig. 3.44
Circumferencies
centrades en l'eix
d'ordenades:

r = ksina.

Fig. 3.45
Circumferéncies
centrades en l'eix
d'abcisses: r = k cosa.
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Y

r=1+2cos @

[
123
e
S
Q
¥
—

eix polar

r=1+2sin @

eix polar

Taula de valors i grafica

der =1+ 2cosa.

Y

Taula de valors i grafica

der=1+ 2sina.

1-sin @

r=

Y

Fig. 3.48
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Lemniscates

cos2a,ona € R.

2

rr=a

A les figures 3.50 1 3.51 podem observar-ne dos exemples concrets.

Les equacions de les lemniscates sén de la forma > = a®sin2a i
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Funcions

Taula de valors i grafica
der=3-2cosa.

Fig. 3.49

r=3-2cos @

eix polar

Taula de valors i grafica

Fig. 3.50
de 2

2 cos2a.

2 cos 2

=

N
KRN

eix polar

Taula de valors i grafica
de r2=2sin2a.

Fig. 3.51

2 sin 2«

l‘z=

g
ol

—~
o
Q
%

-
@

Les equacions de les roses o flors en coordenades polars sén dels tipus » = acosna i

r = asinna i tenen

= 75 petals si n és senar,
m 2n petals si n és parell (n > 2).

Roses

113



% Calcul |. Teoria i exercicis

A les figures 3.52 i 3.53 en tenim dos exemples: una rosa de tres petals i una de quatre,
respectivament.

Fig. 3.52
Taula de valors i grafica
der=-2cos3a.

r=-2cos 3«

eix polar

N r=3sin 2«

Fig. 3.53
Taula de valors i grafica
der=3sin2a.

eix polar

Problemes resolts

Problema 1
Determineu el domini de la funcié f(x) = Y+————.

[Solucio]

Hem de demanar que el denominador no sigui 0 i que dins de I’arrel quadrada del nu-

merador hi hagi un nombre superior o igual a 0. Es clar que el denominador s’anulla
només quan x = 1. Per tant, aquest punt no és del domini de la funcid.

Pel que fa al numerador, hem de resoldre la inequaci6 4 — |2x — 2| > 0 o, equivalentment,
|2x — 2| < 4. De les propietats del valor absolut, en resulta la cadena de desigualtats
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—4<2x—-2<4.
Tenim, doncs, dues inequacions que s’ han de satisfer conjuntament. De la primera, traiem
que x > —1, i de la segona, que x < 3. Resumint, el domini d’aquesta funcié és [—1,3]\
{1} o, escrit d’una altra manera, [—1,1) U (1,3].

Problema 2

Estudieu la paritat de les funcions segiients:

xcoshx
a) f) =71
b) f(x)=sin(x*)+cosx+3
c) flx)=x+3

[Solucio]

a) De les propietats del cosinus hiperbdlic, és clar que coshx = cosh(—x). Aleshores,

—xcoshx
T

f(=x)=
per a tot x. Per tant, es tracta d’una funcié senar.
b) Aquesta funci6 és parella ja que f(—x) = sin (x*) +cosx+3 = f(x), per a tot x.

¢) Enaquest cas, f(x) =x+31 f(—x)

ni f(x)=f(—x),Vx ni f(x)=—f(—x),"x.

Llavors, la funcié no és ni senar ni parella.

—x+ 3. No tenim cap de les relacions

Problema 3

Resoleu les equacions exponencial i logaritmica segiients:

> 1
33"76)’ —
@) 6.561

b) 2In (g> +3Inx>=0
X

[Solucio]

: 1 . Lo
a) Lequaci6 3° % = 6561 té 214 com a solucions ja que

’2*6\’

= =3 V=3 P —x=—-8 <= x =21, =4
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b) Aplicant les propietats de la funci6 logaritmica, tenim que

2
2In (—) +3Inx* =0 <= 2In2—2Ilnx+6Ilnx =0 <= Inx* =1n272
X

Per tant, de la injectivitat deduim que la soluci6 és x =

S

Problema 4
Resoleu I’equaci6 trigonométrica sinx + cosx = 1.
[Solucid]

Tenim una equacié amb dues raons trigonometriques diferents del mateix angle. Utilit-
. e ) . ..
zarem la igualtat auxiliar cos®x + sin”x = 1 per obtenir una relacié entre ambdues:

cos’x+sin’x =1 . o, o
<= (1 —sinx)’*+sin’x = 1 <= 2sinx(sinx—1) =0

sinx + cosx =1
és a dir,
sinx =0 —= x=2km
sinx =1 —=x= ngkTE, keZ
Problema 5

A partir de la grafica de y = sinx, feu un esbés de les grafiques de les funcions:

a) 14sinx
b) —2+sinx
c) —2sinx

d) sin(x+ %)
e) sin(xf %)

sinx
[Solucio]

Seguint les indicacions de la seccid 3.6, obtenim els apartats @) i b) a la figura 3.54, el ¢)
iel d) alafigura 3.55 i, finalment, els apartats e) i f) a la figura 3.56.



Y
3
2 1+sin x
1
-2 30 -~ 1 S 7 3r 7
2 -1 2 .
sin x
-2
-3
Y
2
sin X
- 37 _T s 37 s
e 2 2 2
-1
-2 -2 sinx
Y
1.5
. Vg
. sm(x—-z)
0.5

Problema 6

Considereu la funci6

Trobeu I’expressi6 analitica de f~! i indiqueu el domini i la imatge d’aquesta inversa.

Primer estudiem la injectivitat de la funci6 f(x). Six > 0, aleshores f és injectiva perqué
la funcié arctg x és estrictament creixent. D’altra banda, per a x < 0, la funcié també és

injectiva. En efecte,

fx) =

sin X
S s 3n s
2
—2-+sin x
Y
1.5
. Vg
1 sin(x+ —)
4
27 3m\- T T3 37 7T
- 4/t 4
2 b 4 2
-1
sin X
-1.5
Y
|
| ‘ 7.5 ‘
\ | 5 | cosec X
‘ I I
| | 2.5 |
I osinx |
—2n _ 37 v e EA 7‘T 27
7 i 2, 2 I 3 i
I : I I
| - | |
I I I
| -7.5 | |
six <0,
six>0.

[Solucio]

Funcions %

Fig. 3.54

Grafiques de
y=1+sinx

i y=—2+sinx

a partir de y = sinx.

Fig. 3.55

Grafiques de

y= —2sinx

i y=sin(x+2%)

a partir de y = sinx.

Fig. 3.56
Grafiques de
y=sin(x— %)
) 1

I y= Sinx

a partir de y = sinx.
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X1 X2

fa)=flxn) =

= — X — XX =X — XX —> X = X;.
lfxl 17XZ

Ara bé, per tal que f(x) sigui injectiva en R, no és suficient que ho sigui en cadascuna
de les semirectes on esta definida a trossos, (—e,0] i (0,4<). A més a més, cal
que la imatge de ;*- en (—oo,0] i la de arctg x en (0, +eo) tinguin interseccié buida.
Obseryem que, per a.x > 0, f(x) € (0,%). Pel que fa a x <0, vegem que la imatge és
negativa. Tenim

<0 = x>0 = 1-x>0 = ligo,

Fig. 3.57 Y
Grafica de la funcio f(x) A
definida a trossos 2
corresponent al
problema 6.
1
0.5
-20 -10 10 20
-0.
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1

perque és un quocient amb numerador i denominador de signes diferents, és a dir,
f(x) <0 perax<0. Ara si que queda demostrat que la funcié f(x) és injectiva en
R i, en conseqiiencia, té inversa. Concretem més la imatge quan x < 0. Ja hem vist
que, en aquest cas,

X

—<0.
1—x—
Trobem una fita inferior de la funcio: si x < 0, aleshores —x > 0 1

—Xx X
l—x> = — <1 = — > —1.
1—x 1—x
Per tant, six <0

X

<0

—1<
1

A la figura 3.57, tenim la grafica de la funcié f(x). Calculem I’expressi6 de la inversa
de f(x). Six >0, tenim

y=arctgx < x=tgy.

Si x <0, aleshores

= y(l-x)=x <= x(1+y)=y <= x=——.

= 1+y

1—x
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Finalment, la inversa de f(x) és iy =4 1ty amb

Dom(f ') =Im(f) = (—l,g) i Im(f') =Dom(f)=R.

Problema 7
Comproveu que 2sinh>x = cosh(2x) — 1 per a tot real x.
[Solucid]

A partir de la definici6 de sinhx i coshx en termes de la funcié exponencial, tenim

e —e 2 2x —2x_2
2sinh2x—2< ¢ ) :L

2x —2x 2x —2x 72
COSh(Zx)—lzi—lzL

Per tant, hem demostrat la igualtat que voliem.
Problema 8
Identifiqueu i dibuixeu les corbes de R® definides per les equacions segiients:

a) X*+y*—4=0

b) ¥*+y*=0
) X’y=y
d) x¥*—y=1

[Solucio]

a) Escrivim la corba com x* + y* = 2%. D’aquesta manera, la identifiquem: és la circum-
feréncia de centre 1’origen i radi 2 (és el primer dibuix de la figura 3.58).

Fig. 3.58
Dibuixos corresponents a
Yy Py —4=0

y
i 24y =0.
/\ 2 x (0,0) X
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Fig. 3.59
Dibuixos corresponents a
les corbes

¥ry=y
i xX2—y=1.

Fig. 3.60

Els conjunts
X4y >1
X2+ <1,

120

b) Atés que x* > 01iy* > 0, I’tinica possibilitat de tenir x> +y* =0és x> =01 y* =0,
ambdues condicions a la vegada. Es a dir, x = 01y = 0, que vol dir el punt (0,0) (és
el segon dibuix de la figura 3.58).

c) L’equaci6 és equivalenta y(x* — 1) = 0. Per tant, y = 0 0 bé x> — 1 = 0. Aixi, la solucié
esta formada per tres rectes: y =0, x = 1 i x = —1 (primer dibuix de la figura 3.59).

d) Aillem la y en funci6 de la x i obtenim I’expressié y = x* — 1, que correspon a una
parabola (segon dibuix de la figura 3.59).

x=—1 x=1

y=0

Problema 9
Dibuixeu els conjunts de punts (x,y) € R? tals que
a) X*+y*>1
b) ¥*+y* <1

[Solucio]

a) Sabem que els punts (x,y) que satisfan x> +y* = 1 formen la circumferéncia unitat
(disten una unitat de ’origen). Aixi, x* +y* > 1 correspon als punts que disten més
d’una unitat de 1’origen (primer dibuix de la figura 3.60)

b) Tenint en compte I’apartat anterior, la desigualtat x> +y* < 1 representa els punts del
pla tals que la seva distancia a I’origen és inferior o igual a 1: el disc unitat (segon
dibuix de la figura 3.60).

y y

. ap -
N

Problema 10

Dibuixeu la corba r = |1 +2cos a| en coordenades polars.



[Solucio]

La grafica en coordenades cartesianes de y = |1 + 2 cosx| —és a dir, la taula de valors—
ve donada pel primer dibuix de la figura 3.61. A partir d’aqui, podem considerar el valor
de r per a cada a i obtenim I’esbds de la corba en coordenades polars (segon dibuix de la

figura 3.61).

11 + 2cos x|

Problemes proposats

Problema 1

Trobeu el domini de les funcions segiients:

a) f(x)=2x+1
b) f(x)=4x—2x+3

2
c) f(X):xir;
6
@) ) =2

2x+3
h) f(x)= ~—5
i) f(x) =In(3x+5)
. x+2
DI =4
k) f(x) = e

|1+2cos a|
\
\
a2 n\\
-5
A\
eix polar
/ 1 2
/
PRLELY
3

Funcions %

Fig. 3.61

Taula de valors i grafica
de r=|1+2cosal.
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Problema 2

Calculeu el domini de la funcié f(x) =In(x —2) + /3 — |x2 = 5x+3|.
Problema 3

Determineu el domini i la imatge de la funcié f(x) = arccos (x* — 7x+11).
Problema 4

Resoleu les equacions segiients:

a) 2-2° 427 422 =64

b) 3010541 — |

) 4°—3.2—40=0

d) 3lnx+4Inx*+5Inx* =0

Problema 5

Calculeu:
a) log,s25

1

b) log, —

) log, 27
c) logg, 1
d) log% 81
Problema 6
Trobeu el valor de la incognita:
a) log,x=06

b) log,sx =4
c) log 125 = -3

2 2
d) In <—) +3Inx*=0
x

Problema 7

Resoleu les equacions i els sistemes logaritmics segiients (recordeu que cal comprovar
el resultat obtingut):
a) log(5 —x) —log(4 —x) =log2
b) log(x*+2x—39) —log(3x—1) =1
¢) 2logx—log(x—16) =2
) Inx+3Iny = 5}
2Inx—Iny=3
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Problema 8

Resoleu les equacions i els sistemes segiients:

a) 2sin’x = sin2x

2

b) X o 3gin’x
2

c) sin2x = —+/3cosx

2sinx+cosy = V2
d) 3v2

3sinx—2cosy =

Problema 9

Donades les funcions f(x) =+/2—x i g(x) = —x*>+2, determineu la composicié go f
i el seu domini.

Problema 10

Dibuixeu les grafiques de secx, cosec x i cotg x a partir de les grafiques de cosx, sinx i
tgx, respectivament.

Problema 11

A partir de la grafica de y = cosx, feu un esbos de les grafiques segiients:

a) 3cosx
b) —2cosx

c) cos2x

X
d s
)cos2

e) |cosx]|

COSXx

Problema 12

—4 . e
X u rr= i i dibuixeu- .
Expresseu la corba 7> > en coordenades cartesianes i dibuixeu-ne la grafica
cos2a

Problema 13
Escriviu la corba (x> +y*)* = x* en coordenades polars i dibuixeu-ne la grafica.
Problema 14

Doneu la corba (x*+y* —3x) (x* +)*+6y) = 0 en coordenades polars, digueu quina
corba és i dibuixeu-ne la grafica.
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Continuitat

4.1. Limit d'una funcié en un punt

La idea de limit és present de forma intuitiva en moltes situacions. Per exemple:

= una velocitat instantania €s el limit de les velocitats mitjanes,

» |’area d’una regio limitada per corbes és el limit de les arees de les regions determina-
des per segments,

= ]a suma d’infinits nombres es pot pensar com el limit d’una suma d’un nombre finit de
sumands.

Definicié 4.1 Definicié de limit. Cauchy (¢ — O).

Diem que una funcio f(x) té limit | € R quan x tendeix y
al punt a si, per a cada € > 0, existeix un 6 > 0 tal que si
0 < |x—a| <&, aleshores |f(x) —I| < e (figura4.1).

En aquest cas, escrivim

Fig. 4.1
Limit d'una funcié.

limf(x) = 1.

X—a

Intuitivament, limf(x) = [ significa que, quan x s’apropa al punt a (perd és diferent de
X—a

a), la imatge f(x) s’acosta a /.
Observacié 4.2 Si existeix el limit d’una funcié en un punt, aquest és linic.

Analogament a la definicié de 1imit d’una funcié en un punt, podem considerar els limits
laterals. Es tracta de fer tendir la x cap a a, perd només per un costat, €s a dir, o bé per la
dreta, o bé per I’esquerra del punt a.
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Definicié 4.3

» El limit de f(x) quan x tendeix al punt a per la dreta és [ si, per a cada € > 0,
existeix un 6 > 0 tal que

si 0<|x—al <& amb x >a, aleshores |f(x)—I| <e.

» El limit de f(x) quan x tendeix al punt a per I’esquerra és [ si, per a cada € > 0,
existeix un 6 > 0 tal que

si 0<|x—al <& amb x < a, aleshores |f(x)—I| <e.
Aquests limits els designem, respectivament, per

Wmf(x)=1 i lmf(x)=1.

x—a" x—a-

Es clar que, per tal que una funci6 tingui 1imit en un punt, és necessari i suficient que
existeixin els limits laterals i coincideixin:

limf(x) =1 <= limf(x) = lim f(x) = .

x—a x—at

Eventualment, si considerem el limit d’una funcié en un punt extrem d’un interval tancat
[@, D], només té sentit el 1imit lateral per la dreta en a i el limit lateral per 1’esquerra en b.

Val a dir que el concepte de limit és de tipus local; aixd significa que el limit d’una
funcié en un punt a només depén del comportament de la funcié en els punts propers al
punt a. Encara més, ni tan sols és necessari que la funcié estigui definida en a.

Teorema 4.4 Limits i operacions algebraiques. Siguin f(x) i g(x) funcions tals
que limf(x) =1, i limg(x) =/, on [;,l, € R. Aleshores, les funcions f+ g, f — g

i f - g també tenen limit en el punt a i es compleix que

- h;m(f+g)(x) =hL+h.

s lim(f—g)(x) =1 —1L.

X—a

® lim(f-g)(x) =1 -1,

xX—a

= lim(A f)(x) = AL, VA € R.

X—a

A més, si [, # 0, llavors

] h’mj—( (x) = l—l
xa g L
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Limits infinits i limits en lI'infinit

Ampliem el concepte de limit per a les funcions tals que, per exemple, quan x s’acosta al
punt a, la funci6 creix tant com vulguem.

Definicio 4.5

» El limit de f(x) quan x tendeix al punt a és +eo si, per a cada M > 0, existeix un
6 > 0 tal que

si 0<|x—a| <& aleshores f(x) > M.

» El limit de f(x) quan x tendeix al punt a és —es si, per a cada M < 0, existeix un
6 > 0 tal que

si 0<|x—a| <& aleshores f(x) <M.
Aquests limits els designem, respectivament, per

Hmf(x) =4 1 lmf(x)= —oco.

Aqui també tenen sentit els limits laterals i es compleix
limf(x) = £eo <= lim f(x) = lim f(x) = =eo.

Per a la primera funcié f de la figura 4.2, se satisfa

lim f(x) =+ lim f() =
i, per a la segona grafica de la mateixa figura, tenim

lim g(x) = oo, lim g(x) =0.

x—10* x—10~

y
1.5
Fig. 4.2
1 Y Diferents comportaments
0.5 de les funcions.
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Fig. 4.3
Comportament de les
funcions

) 5x%
fe) = 1+4x2
i g(x)=tghx

Ens preguntem també pel comportament de les funcions quan el seu domini és no fitat i
la x es fa tan gran o tan negativa com vulguem. Ara parlarem de x que tendeix cap a oo
i x tendeix cap a —oo.

Definicié 4.6

» El limit de f(x) quan x tendeix a 4+ és [ € R si, per a cada ¢ > 0, existeix un
M > 0 tal que

si x> M aleshores |f(x)—1| <e.

» El limit de f(x) quan x tendeix a —eo és [ € R si, per a cada ¢ > 0, existeix un
M < 0 tal que

si x <M aleshores |f(x)—1| <e.
Aquests limits els designem, respectivament, per

limf(x) =1 i limf(x)=1L

X—>+o0 X—r—oo

5x

1+4x?

Com a exemples, observem les grafiques de la figura 4.3. Tenim

5x% 5x%
Iim ——=1i =—, limtghx=1, Ilimtghx=—1.
x~1>I+noc 1 +4x2 x~1>7t>c 1 +4x2 4’ xirﬂc g * ’ inEc g *
A la segona grafica de la figura 4.2, veiem que lim g(x) = —3.

xX——c0

Finalment, també es pot parlar de 1imits infinits en I’infinit: lim f(x) = e de forma
X—roo

analoga als anteriors. Per exemple, lim e* = +-co. La funci6 de la dreta de la figura 4.2
X—oo

compleix lim g(x) = —eo.
X—r+too
Operacions amb infinits

Quan operem amb limits infinits no podem aplicar els resultats del teorema 4.4. També
hi ha algunes operacions que no es poden fer directament amb limits que valen 0. Tan-
mateix, esbossem primer un esquema de les operacions que no representen cap dificultat.
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Amb la suma:

o0 a +oo
—o0 a —o0
Amb el producte:
f g f-g
—o0 —o0 —+oo
—+o0 —o0 —oo
a>0 +Hoo —+oo
a>0 —oo —oo
a<(0 Hoo —oo
a<0 —oo o0
Amb el quocient:
f 1/f
Foo 0
0, f>0 oo
0, <0 —o0

De vegades, ens trobem amb limits que no tenen un resultat immediat perque no podem
aplicar cap regla o propietat. Aleshores tenim una indeterminacié i hem de fer-ne un
estudi concret en cada cas. Les indeterminacions sén:

Algunes es poden resoldre simplement manipulant 1’expressié de les funcions que hi
apareixen; en canvi, d’altres necessiten eines més sofisticades i les deixarem per al capitol
de derivaci6.

Vegem, per exemple, per que parlem de la indeterminaci6é =. El quocient de limits de la
forma = no sempre déna el mateix resultat; a priori, no podem concloure res. Considerem
els limits segiients

lim x* = 400, 1im x = +oo.
X—>too X—too

Tenim

X e L X e
lim = = 72 r_r=
Xt X Hoo xote X3 +oo

indeterminacions del mateix tipus, perd els resultats sén ben diferents. Es immediat
calcular-los:
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Fig. 4.4

Funcions continues en
R\ {a}amb
discontinuitats
evitables en x = a.

3
L X . X L1
lim =— = lim x> = 4o, lim = = lim — =0.
x—+too X X—>+oo x—+o0 X X—rtoo _Xz

Per acabar, veurem una altra eina per calcular limits.

Lema 4.7 Criteri zero per fitada. Siguin dues funcions f(x) i g(x) tals que
lim f(x) = 0 i g(x) és fitada en un entorn del punt a. Aleshores,

lim f(x)g(x) = 0.

X—a

El criteri zero per fitada ens diu que la funcié amb limit O arrossega la funci¢ fitada cap
al 0, encara que aquesta tltima no tingui limit en el punt a.

Exemple 4.8

Calculem lim (x+5)cos ;. Tenim, d’una banda, lim (x+5) = 0. De I'altra,

2

——| <1,
(x+5)?

Cos

2

Tisp o existeix. Per tant,

tot i que lim cos
x——=5

2
11’r{15(x+5)c057 =0.

(x+5)*

4.2. Continuitat d'una funcio

Intuitivament, una funcio és continua si la seva grafica no té interrupcions, ni salts; és a
dir, una funcié és continua en un punt a, si per a punts suficientment proxims al punt a,
les imatges es troben arbitrariament properes a la imatge de a.

Definicié 4.9 Una funci6 f és continua en a <= limf(x) = f(a).

Diem que f és continua en el conjunt A <=> f és continua per a tot punt a € A.
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Ens adonem que la definicié de continuitat en un punt demana, en realitat, que es com-
pleixin dues condicions:

= ha d’existir el limit de la funcié en el punt i

= aquest limit ha de coincidir amb el valor de la funcié en el punt esmentat.

Fig. 45

Funcions continues en
: R\ {a} amb
f discontinuitats
f essencials en x = a.
\ a \

Les funcions de les figures 4.4 i 4.5 sén totes continues en R\ {a}.

Discontinuitat
Diem que f és discontinua en a si f no és continua en aquest punt.

Vegem les causes per les quals una funcié f no és continua en un punt a:

= No existeix el limit de la funcié f en el punt a (inclou el cas 1im f(x) = o). Aleshores,

diem que la discontinuitat és essencial.

= Existeix el limit de la funci6 en el punt a, perd no coincideix amb f(a), ja sigui perqué
f(a) pren un altre valor, o bé perqué no hi esta definida. Aqui parlem de discontinuitat
evitable.

Comencem per aquest segon tipus. Quan f té una discontinuitat evitable en x = a, es pot
transformar en continua redefinint f en a.

Exemple 4.10

2 _

. X . . A . .
La funcié f(x) = té una discontinuitat evitable en x = 2 ja que

2y 2)(x—2
im 2 i SEDEZD) 0y
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2

Aleshores, podem redefinir 1a funcié com

xX*—4
six#2
fo={ w2 7
4 six=2

i la nova funci6 ja és continua en x = 2, de fet, a tot R, tal com es veu a les grafiques de
la figura 4.6.
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Fig. 4.6

La funcié /" té una
discontinuitat evitable en
x=2.Lanovay és
continua.

Fig. 4.7
1
Esbos de f(x) = sin;

en un entorn de l'origen.

132

Pel que fa a les discontinuitats essencials —no existeix el limit de la funci6 f en el punt
a—, poden presentar diferents aspectes. Per exemple, parlem de discontinuitat de salt
si existeixen els limits laterals perd son diferents. La diferéncia entre el valor d’aquests
limits s’anomena el salt de la funcio en el punt. Podem tenir-ne un salt finit o un d’infinit.
Si el limit en el punt no existeix perque la funci6 oscilla, parlem d’una discontinuitat
oscillatoria.

T

Exemple 4.11

La funci6 sin < és continua a R\ {0}. En x = 0, té una discontinuitat essencial ja que
no existeix limsin i En aquest cas, tampoc no existeix el valor de la funcié en x =0
—0

(figura 4.7).X
No obstant aixo0, la funcio

xsin —,
X

que veiem a la figura 4.8, no té imatge en x = 0, pero si que té limit en aquest punt. En
efecte,



1 .
lirr(} xsin— =0 (criteri zero per fitada).
X X

La discontinuitat en x = 0 és, doncs, evitable i podem definir f(0) = 0.

A continuacié, comentem les grafiques d’unes funcions que ens mostren diferents tipus
de discontinuitat, segons existeixin o no el limit i la imatge en el punt.

La figura 4.4 representa dues funcions amb discontinuitats evitables en x = a perque
existeix

lim £ (x),

X—a
tot i que en el primer cas f(a) no esta definida i en el segon si.

A la figura 4.5 s’esbossen dues funcions amb discontinuitats essencials en x = a. La
primera té una discontinuitat de salt.

Les funcions de la figura 4.9 també presenten discontinuitats essencials. La primera d’e-
lles és la part entera. Es una funci6 continua en tots els reals que no sén enters. En els
nombres enters, presenta discontinuitats de salt; els salts valen tots 1. La segona funcié
d’aquesta figura té una discontinuitat de salt infinit en x = a.

y
*—o
part entera .
2 *—o
1 [ )
. x -\ f
3 2 -1 0 1 2 3 4 §
—.1 I\
[ ) ) ;Cl \
[ ) _3
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Fig. 4.8
1
Esbos de f(x) = x sin T

en un entorn de l'origen.

Fig. 4.9
Funcions amb
discontinuitats de salt.
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Exemples de funcions continues

= Els polinomis, en R. = [ ’exponencial, sinus, cosinus, en R.
= E] valor absolut, en R. = El logaritme, en el seu domini, (0, +<o).
= /X, en el seu domini, [0, +oc0).

Propietats locals de les funcions continues

Les operacions algebraiques entre funcions continues en un punt conserven la continui-
tat. Aixd és una conseqiiencia immediata de 1’algebra de limits (teorema 4.4).

Teorema 4.12 Si f i g s6n continues en x = a, també sén continues en a les funcions

" ftg m kf, peratot keR
A ] g, si g(a) #0.

La composicié de funcions també respecta la continuitat.

Teorema 4.13 Si f és continua en a i g és continua en f(a), aleshores la funcié
composta g o f és continua en a.

Els teoremes anteriors ens permeten ampliar el ventall de funcions continues a partir
d’unes quantes de conegudes.

Propietats de la continuitat global

En aquesta secci6, estudiarem propietats de les funcions continues, no en un punt (visié
local), sin6 en un conjunt (visi6 global). Considerarem funcions definides en un interval
tancat [a,b] 1 veurem quatre grans teoremes de la continuitat global: el de la inversa
continua, el de Weierstrass, el de Bolzano i el dels valors intermedis.

Teorema 4.14 Teorema de la inversa continua. Sigui f : [a,b] — R una fun-
ci6 estrictament monotona i continua en [a,b]. Aleshores, la funcié inversa f~! és
estrictament monotona (del mateix caracter que f) i continua en f ([a, b])

El mateix caracter de f i f~! vol dir que, o bé ambdues sén estrictament creixents, o
bé ambdues son estrictament decreixents, cadascuna dins el seu domini. Observem, per
exemple, les parelles segiients ja conegudes: x* i 4/ s6n estrictament creixents (figura
3.25); €* 1 Inx son estrictament creixents (figura 3.25); cosx i arccosx sén estrictament
decreixents (figura 3.27).

Abans d’enunciar el teorema de Weierstrass necessitem els conceptes d’extrem relatiu i
extrem absolut d’una funcid.



Definici6 4.15 Siguin f:DCR — Ria€D.

» La funci6 f 2é un maxim relatiu en x = a si f(a) és el valor més gran que pren f(x)
en un cert entorn del punt a, és a dir, si f(a) > f(x) perax € (a—6,a+6), amb
algun 6 > 0.

» La funci6 f 2é un minim relatiu en x = a si f(a) és el valor més petit que pren f(x)
en un cert entorn del punt a, és a dir, si f(a) < f(x) perax € (a—6,a+ &), amb
algun 6 > 0.

m La funci6 f té un extrem relatiu en x = a si assoleix un maxim o un minim relatiu
en a. En aquest cas, el valor del maxim o del minim és f(a).

Si tenim una funci6 definida en un interval tancat [a,b] i volem estudiar si f té extrems
relatius en x = a o x = b, només hem de considerar la part de 1’entorn del punt que cau
dins de I’interval, és a dir, I’entorn [a,a + &) per al punt x = a i I’entorn (b — 8,b] per al
punt x = b.

Definicio 4.16 Sigui f: D CR — R.
= La funci6 f #¢ un maxim absolut en x = a si f(a) > f(x), Vx € D.
» La funcié f té un minim absolut en x = a si f(a) < f(x), Vx € D.

m La funcid f #é un extrem absolut en x = a si en t€ un maxim o un minim absolut.
En aquest cas, el valor del maxim o del minim és f(a).

Es clar que un extrem absolut d’una funcié és, en particular, un extrem relatiu. A I’inrevés
no sempre €s cert.

El teorema de Weierstrass ens assegura 1’existéncia d’extrems absoluts per a una funcié
continua en un interval tancat.

Teorema 4.17 Teorema de Weierstrass. (K. Weierstrass (1815-1897)) Si f(x) és
un funcié continua en [a,b], llavors f(x) assoleix un maxim i un minim absoluts en
[a,b].

Continuitat %

Fig. 4.10

Extrems absoluts d'una

funcié continua en un
interval tancat.
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Fig. 4.11

Funcions que no satisfan
les hipotesis del teorema
de Weierstrass.

Fig. 4.12
Interpretacié grafica del
teorema de Bolzano.

136

La funcié de la figura 4.10 és continua en I'interval tancat [a,b]; per tant, té maxim
i minim absoluts. El minim absolut és m i s’assoleix en x = a, mentre que el maxim
absolut és M i s’assoleix en x = c.

Naturalment, si alguna de les hipotesis del teorema de Weierstrass no se satisfa, aleshores
no podem garantir 1’existéncia d’extrems absoluts. Les grafiques de les funcions de la
figura 4.11 mostren que no podem eliminar cap de les hipotesis de I’enunciat. Les hem
seleccionat perque no assoleixen extrems absoluts. La primera d’elles esta definida en
Iinterval tancat [a,b], és continua en (a,b) perd no ho és ni en x =a ni en x = b. La
segona esta definida i és continua en 'interval obert (a,b), perd no en [a,b]. L’dltima
funci6 és continua en el seu domini, pero aquest no és un interval tancat.

e

pd

X |

;/

™

I
I
I
|
a b

El teorema de Bolzano ens permet localitzar zeros o arrels de funcions, és a dir, solucions
de I’equacié f(x) =0.

Teorema 4.18 Teorema de Bolzano (B. Bolzano (1781-1848)) Sigui f una funcio
continua en ’interval [a,b], de manera que

fla)-£(b) <0,

aleshores existeix almenys un ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

La interpretacié grafica del teorema de Bolzano diu que una funcié continua en un in-
terval tancat [a,b] amb valors de signes diferents en x = a i x = b talla I’eix d’abscisses
—s’anulla— almenys en un punt de I’interior de I’interval. La figura 4.12 illustra aques-
ta idea.
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\ les hipotesis del teorema
de Bolzano.
aL\ _ b 1a P b a b
. 1

La figura 4.13 mostra uns exemples de funcions que no compleixen alguna hipotesi del
teorema de Bolzano i, per tant, no podem assegurar-ne I’existéncia d’arrels. Aquestes
funcions satisfan f(a) - f(b) < 0 perd no sén continues en [a, b].

y y y Fig. 4.13
: / \ Funcions que no satisfan

K

Exemple 4.19
Polinomis de grau senar. Com a aplicaci6 del teorema de Bolzano, provarem que
tot polinomi de grau senar t€ almenys una arrel real.

Sigui un polinomi de grau senar n
-1
P(x)=ax"+a,_ X'+ -+ax+a a,#0.
Suposem primer que a, > 0. Aleshores, com que 7 és senar, és facil veure que

lim P(x) = 4, i lim P(x) = —eo.

X—oo X—p—00

Per tant, existeixen nombres reals a i b, a < b tals que f(a) <01 f(b) > 0. Com que P(x)
és continua en R, en particular, també ho és en [a,b]. El teorema de Bolzano ens diu que
hi ha almenys un ¢ € (a,b) tal que P(x) = 0. La demostraci6 és analoga al cas a, < 0. A
la figura 4.14 tenim un esquema de la grafica del polinomi P(x) amb a, > 0 a I’esquerra

iamb a, < 0 a la dreta. g
Fig. 4.14
Aplicacié del teorema de
Bolzano als polinomis
de grau senar.

R e [ S
a ¢ b a o\ b
Exemple 4.20

Trobeu les solucions aproximades de 1’equaci6

_x
lnx—3

amb un error inferior a 0'01.
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Fig. 4.15

Aplicacié del teorema de

138

Bolzano a la resolucid
aproximada de

— oz
Inx =5

Fig. 4.16
Grafica de

fx) =Inx—%

y

3

’J-)lx

2

1

A la figura 4.15 podem veure les grafiques de

T X
lnxlg

que ens ajudaran a determinar I’interval adient per aplicar el teorema de Bolzano.

Aixi, considerant f(x) = Inx— 3, que és continua en el seu domini, i els intervals [1,2] i
[4,5], observem que

f()-f(2) <01 f(4)-£(5) <0,

i, per tant, aplicant el teorema de Bolzano, sabem que en cada un d’aquests intervals
hi ha una arrel. Per determinar-les amb una precisié de 0’01 cal subdividir cadascun
dels intervals en 100 parts. Aleshores, seleccionem els punts que tenen imatges de signe
diferents i obtenim

f(1485/100) = —0'00148103,  f(1+ 86/100) = /000576488,
f(4453/100) = 0000721939,  f(4+54/100) = —0/000406321.

L X
1/2 3 4 10

-0.5

X

fx)=Inx — —

3
-1
-1.5

Deduim, doncs, que les solucions aproximades de 1’equacié
=X
Inx =3
amb un error inferior a 0’01 sén

x=185 1 x=4'53.



A la figura 4.16, podeu veure la grafica de
f(x) =Inx—3.
Finalitzem el capitol amb una generalitzaci6 del teorema de Bolzano.
Teorema 4.21 Teorema dels valors intermedis de Bolzano. Si f és una funcié

continua en Iinterval [a, b] i k és un nombre real entre f(a) i f(b), aleshores existeix
un nombre ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Problemes resolts
Problema 1

Calculeu els limits segiients:

a) lim e *sinx.

X—>oo

1
b) i —3)? _
) xlg}l(x ) cosx_3

[Solucid]

a) Es el limit d’un producte. Estudiarem cada un dels factors per separat. D’una banda,
Iim e = 0; de I’altra, lim sinx no existeix, ja que la funci6 sinus va oscillant entre

X—r+oo X—r+oo
—11i 1. Tanmateix, podem aplicar-hi el criteri “0 per fitada™: e~ tendeix a 01 | sinx| <
1, per a tot x € R. Aix{i, doncs, lim e *sinx = 0.

X—>+too
b) Tenim una situacié com la de I’apartat anterior. En efecte, lim(x—3)> =01 |cos 5| <
X3 -

1, per a tot x € R. Apliquem de nou el criteri “0 per fitada” i obtenim

1
11 —3)? — =0.
xlgl(x ) cosx_3

Problema 2

Calculeu el limit

lim (\/x4 +x2+\/x2—|—5x—x2—x>.

X—>+oo

[Solucio]

Observem que

lim (\/x4—|—x2—|—\/x2—|—5x—x2—x) = lim {\/x“+x2—|—\/x2—|—5x— (x2—|—x)}

X—>+oo X—>+oo

Continuitat %
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és una indeterminaci6 del tipus oo — co. Escrivim el limit agrupant els termes de manera
adequada

lim (\/x4+x2+\/x2+5x—x2—x) = lim (\/x4+x2—x2+\/x2—|—5x—x>.
(

X—>too X—>+oo
1) )]

D’altra banda,

VX +x 1
1) lim (\/x“ +x2—x2) — =~
( >H+°° Vx4 X2

Vx2i+5x+x 5
2) Ii (\/2—1—5—).7:—
()xgg' * e VxX24+5x+x 2

Finalment,
. ) 1 5
Im (V¥ +2+ VR +5x—x—x|=-+-=3
X—>+oo 2 2
Problema 3
Determineu els valors de a i b perque la funcid
—3sinx  si x< -7
flx)=1< asinx+b si —7<x<7
COSX siox>7

sigui continua en tot el seu domini.
[Solucidl

Clarament, la funcié f €s continua si x < —7, també pera —7 <x < 7 iperax> 7, per
a qualssevol valors de a i b, perqué és suma 1 producte de funcions continues: constants,
sinus i cosinus. Aleshores, només cal estudiar la continuitat en els punts —g i % Com
que la funcié esta definida a trossos, hem de considerar els limits laterals en aquests dos
punts.

Per tant, perque sigui continua, s’ha de complir:

—a+b=3
a+b=0.

D’aquest sistema, obtenim b = % ia=—

(Y[}
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Problema 4

Per qué podem afirmar que I’equacié x* = xsinx+ cosx t€ com a minim dues solucions
reals?

[Solucio]

L’equacié donada és equivalent a x* —xsinx—cosx=0. Sigui f(x) =x*—xsinx—cosx.
La funci6 f(x) és continua en tot R i, a més, és una funcié parella. En efecte,

f(—=x) = (=x)* = (—x) sin(—x) — cos(—x) = x* — sinx — cosx = f(x), Vx € R,

Fig. 4.17
Grafica de

8t f(x) =x* —xsinx — cosux.

x2—x sin X — ¢os X

3 P \_1\_/( 2 3

perque sinx és una funcio senar i cosx és parella. Observem que
f0)=-1<0 i f(n)=n"+1>0.
Per tant, segons el teorema de Bolzano, I’equacié
fx)=0

té almenys una soluci6 en U'interval (0, 7). Ara, per simetria —la funci6 és parella— 1’e-
quaci6 té almenys una altra solucié en (—m,0). Vegeu la grafica de f(x) ala figura 4.17.

Problema 5
Determineu graficament el nombre exacte d’arrels reals de I’equacié e ™ —x*> +3 = 0.
[Solucid]
Escrivim I’equaci6 de forma adequada
e =x*-3.
Es tracta de veure en quins punts es tallen les grafiques de les funcions continues
fx)=e™ i gx)=x"-3.

A la figura 4.18 observem que hi ha interseccié en dos punts, un amb abscissa positiva i
I’altre amb abscissa negativa. Per tant, la nostra equacid té exactament dues arrels.
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Fig. 4.18
Interseccio de les

grafiques de les funcions

142

flx)=e
ig(x)=x*—3.

N

Problema 6

La funci6 f : (0,1] — R definida per f(x) = 1 és continua pero no és fitada. Contradiu
aixo el teorema de Weierstrass?

[Solucio]
Efectivament, la funcio i no té maxim en (0, 1], perd el teorema de Weierstrass afirma
I’existéncia de maxim i minim si la funcié és continua en un interval tancat. En canvi,
en el nostre cas, I'interval no és tancat ja que el O no hi pertany. Per tant, no hi ha
contradiccié amb cap teorema.

Problema 7

Sigui f : [0,1] — [0, 1] una funci6 continua. Demostreu que f té almenys un punt fix
en 'interval [0, 1], és a dir, f(x) = x per algun x € [0, 1].

[Solucid]
Si f(0) =00 f(1) = 1, aleshores hem acabat. Suposem, doncs, que f(0) >01i f(1) < 1.
Considerem la nova funcié g(x) = f(x) — x, que també és continua en [0, 1]. Observem
que g(0) = f(0) > 01 g(1) = f(1) — 1 < 0. Pel teorema de Bolzano, existeix un punt
x €[0,1] tal que g(x) = 0, que equival a f(x) = x.
Problemes proposats

Problema 1

Dibuixeu una funcié f(x) que compleixi els requisits segiients:

m talla I’eix d’abscissesnomésenx =0ix=1;
= té una discontinuitat evitable en x = 5;

* lim f(x) = foo, limf(x) = —oo, lim f(x) =1, lim f(x) =0,

X—poo X—r—o0



Problema 2

Calculeu els limits segiients:

a) lim M

=y 22— y?

b) lim xz_4sin ! cosx—HT
=2 \3x+1  x-—2 x> —4

Problema 3
Siguinp € R i

3e*+xPsint si x#0
fx) = '
3 si x40

Per a quins valors de p és f continua en tot R?
Problema 4

Proveu que la funci6 x* sin(7tx) = cosx té, com a minim, dues solucions reals en I’interval
[-2,2].

Problema 5

Existeixen maxim i minim absoluts de la funcié f(x) = 1 —y/(1 —x)? en Iinterval [0,9]?
Per que?

Problema 6

Determineu graficament el nombre d’arrels reals de 1I’equacié e ™ — cosx = 0.

Continuitat %
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Derivacio

5.1. Definicio i interpretacio del concepte de derivada

A continuacid, introduim un dels conceptes clau de I’analisi matematica: la derivada
d’una funcio.

Definici6 5.1 Sigui una funcié f: D — R, on D €s un interval, una semirecta o tot
R. Diem que f és derivable o diferenciable en a € D si existeix el limit

o flath) — f(a)

h—0 h

iés finit. En aquest cas, el valor del limit s’anomena derivada de f en a i el designem

per f'(a).

Si el limit és +o0 0 —oo, diem que f té derivada infinita en a.

Si diem que f té derivada en a, s’entendra que f'(a) € R.

h Fig. 5.1
Increment de la variable.

| |
I I

a x=a+h

El limit de la definici6 de derivada es pot escriure d’una altra manera, que també és forca
usual. Posem x = a+ h; aleshores, I'increment / esdevé x — a. Dir que I’increment tendeix
a0 (h — 0) equival a dir que x s’acosta al punt a (x — a). Esquematicament, a la figura
5.1 tenim

x=a+h <= h=x—a
X—a <~ h—0
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Podem escriure el limit de la definicid de derivada com

f’((l) — lim f(x) 7f(a) .

x—a xXxX—da

A vegades, també s’utilitza la notacid

Jim A9
Ax—0 A)c

En qualsevol de les diferents notacions que hem considerat, queda palés que la derivada
és el limit d’un quocient incremental:

increment de la funcié

increment de la variable

Observacié 5.2 Assenyalem ara dues propietats de la derivada degudes a la seva defi-
nicié a partir d’un limit:
» ynicitat (si la derivada existeix, és tinica),

» caracter local (la derivada depen del comportament de la funcio en un entorn del
punt).

Si una funcié y = f(x) és derivable en cada punt d’un conjunt D, es diu que f és derivable
en D. Aix0 permet parlar de la funcio derivada de f. Per designar la funcié derivada, es
fan servir diverses notacions. Aqui en tenim unes quantes:

A o, 4f dy

), fyx,y, i (x), o dx(x), 1o ete

A la taula segiient, tenim tres interpretacions del concepte de derivada.

flat+h) - f(a) oy e Slath) — fla)
— e =lims=—— ==
Fisica Velocitat mitjana d’'un mo- | Velocitat instantania d’un mobil
bil en un interval de temps | en un instant de temps ¢ = a
[a,a+ h]
GEOMETRICA Pendent de la recta secant | Pendent de la recta tangent a f en
a fen (af(a) i (a+ | elpunt(a,f(a))
h. f(a+h))
MATEMATICA Variacié mitjanade f enun | Coeficient de variacié o variaci
interval [a,a + h] instantania de f en un punt x = a

Interpretacio fisica. El problema de la velocitat instantania

Suposem que un mobil es desplaga amb un moviment rectilini. Sigui y = f(¢) la fun-
ci6 que expressa la distancia recorreguda en funcié del temps 7. Volem determinar la
velocitat instantania en 1’instant ¢.
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| | Fig. 5.2
I I Increment de temps.

t I+At

La forma natural és considerar primer la velocitat mitjana del mobil entre dos instants de
temps ¢ it + Ar (figura 5.2). Obviament, sera 1’espai recorregut, dividit pel temps. Es a
dir,

_ 80— £()
" At '

La velocitat instantania s’obté fent tendir a O I’increment de temps Az:

y = limv,, = limw.

A0 A0 At

Interpretacio geomeétrica. El problema de la recta tangent

Considerem una corba donada per la grafica d’una funcié y = f(x). Es tracta de definir
la tangent a la corba en un punt P = (a, f(a)).

Fig.5.3
y Recta secant a la grafica

y=f(x) . de f'que passa per Pi Q.

f(a+h)

f(@)

Siguin r la recta secant que passa pels punts P = (a, f(a)) i Q = (a+h, f(a+h)), i a
I’angle que forma r amb 1’eix d’abscisses, com mostra la figura 5.3. Sabem que

flath) ~ f(@)

t =
ga 7

El pendent de r és precisament tg a. Aleshores, 1’equacié de la recta r queda

y= fla)+ DT gy

La idea clau és fer tendir # — 0, de manera que Q — P i la recta secant tendira a la recta
tangent que volem (la tenim a la figura 5.4).

Aleshores, la recta tangent a la corba y = f(x) en el punt (a, f(a)) tindra pendent el limit
dels pendents de les rectes secants anteriors quan 7 — 0
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Fig. 5.4
Recta tangent a /" en

(a.f (a)).

Fig. 5.5
Rectes tangent i normal

afen (a.f(a)).
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f@ |-

y=f(x)

tangent

£'(a) =1lim

h—0

fla+h)—f(a)
p :

Aixi, doncs, 1’equacié6 de la recta tangent buscada és y = f(a) + f'(a)(x — a) o, equiva-
lentment,

y—/fla) = f(a)(x—a).

Observacié 5.3 Sabem que, si una recta té pendent my, aleshores qualsevol recta per-

-1
pendicular a I’anterior té pendent m, = —. Entenem que, si m, = 0, aleshores m, = oo,

m;

i viceversa.

fla)

normal

f

tangent

Sigui f una funci6 derivable en un punt a. La recta normal a la grafica de f en
el punt (a, f(a)) és

—1

y_f(a):f(a)

(x—a).

Es a dir, la recta perpendicular a la tangent en el punt (a, f(a)) (com I’esquema
de la figura 5.5).
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Exemples 5.4

Derivada d’algunes funcions elementals. Estudiem la derivada d’algunes funcions a
partir de la definicié. Calculeu els limits segiients:

a) Sigui la funcié f(x) = x* amb D = R. Prenem a € R. Aleshores,

)= f(a) x—d

f'(a) =1lim =lim (suma per diferéncia)
x—a xXxX—a x—a X—d
i CFOEZD b a) = 2a
x—a X—da x—a

Per tant, la funcié f(x) = x* és derivable a tot R i la seva derivada és f’(x) = 2x.
Si mirem en uns punts concrets —com a la figura 5.6— tenim, per exemple,

Fig.5.6
Rectes tangents a
flx) =

en diversos punts.

0,0)
F(0)=0 — tangent horitzontal en (0,0),
f(3)=6 — tangent amb pendent 6 en (3,9),

f(=2)=—-4 — tangent amb pendent —4 en (—2,4).

b) Sigui la funcié f(x) = |x| amb D = R. Recordem que

x si x>0,
= —x si x<0.

Dividirem I’estudi en tres casos: a > 0,a < 0ia =0.

Sia > 0, llavors

f(a) =lim it
xX—a X—da x—=a X—d
=i =liml =
x—a X —d x—a
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Si a < 0, aleshores

f’(a) = lim |x| B |Cl|
x—a X—d
Cim 2 Y i 1) = -1
x—a X—a x—=a X—d x—a

Finalment, si a = 0, tenim

£(0) = 1im 2120 — i P

0 x—0 x>0 X

N’hem d’analitzar els limits laterals.

X X .
= |im u = lim — = 1. El limit per la dreta val 1.
x—=0t X x—=0t X
X —Xx .
® [im — = lim — = —1. El limit per I’esquerra val —1.
x—=0" X x—=0" X
Fig.5.7
Derivabilitat de
£ = Y

derivada 1

derivada -1

no derivable

Ates que 1 # —1, el limit ordinari no existeix i, per tant, tampoc no existeix f(0).
La derivabilitat de f(x) = |x| queda resumida a la figura 5.7.

¢) Sigui la funcié f(x) = /x, amb D = [0, +<0). Prenem a € D.

VA= Va o Jx-Va Jata

lim —— =1im . =

x—a XxX—a x—a XxX—a \/.i"—\/&
7z xi

= lim =

a . 1
O (VA +va)

[f'(a) =

d’on

Per tant, la funcié f(x) = /x és derivable si x > 0 i la seva derivada és f'(x) = A
x

En x = 0 no és derivable, ja que té derivada infinita.



diferents pendents

y

0

pendent infinit

Graficament, aix0 significa que la recta tangent a la grafica de la funcié en I’origen és una

recta vertical (pendent infinit). [Ilustrem les tangents per diferents punts a la figura 5.8.

Derivades laterals

El concepte de derivada lateral és del tot analeg al de derivada ordinaria, perd considerant

el limit lateral corresponent.

Definici6 5.5 Sigui una funcié f: D — R, on D és un interval, una semirecta o tot
R.

= Diem que f és derivable o diferenciable en a € D per la dreta si existeix el limit

i 1) = F(@)

x—at X

i és finit. En aquest cas, el valor del limit s’anomena derivada de f en a per la
dreta i el designem per f'(a*) o bé f! (a).

Si el limit és +o0 0 —oo, diem que f t€ derivada infinita en a per la dreta.
= Diem que f és derivable o diferenciable en a € D per I’esquerra si existeix el
limit
x)— f(a
) - f(a)
X—=a X—d

i és finit. En aquest cas, el valor del limit s’anomena derivada de f en a per
I’esquerra i el designem per f'(a”) o bé [’ (a).

Si el limit €s 400 0 —oo, diem que f t€ derivada infinita en a per ’esquerra.

Clarament, una funcié f és derivable en un punt a si existeixen f'(a*) i f'(a”) i sén

iguals. En aquest cas,

fa)=f(a")=f(a).

Derivacio %

Fig.5.8
Rectes tangents a
Jx) =vx

en diversos punts.
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Si el domini és de la forma D = [a, D], (—ee,d]..., cal prendre els limits laterals en el punt
a segons tinguin sentit.

Exemples 5.6

Derivades laterals

1) La funcié f(x) = |x| té derivades laterals diferents en x = 0. Obviament, hem vist
que f(0*)=11 f(07)=—1. Per aixd no existeix f'(0).

2) Sigui la funcié

—x si ox< -1,

ro={

X si x> -—1.

Notem que f és continua en R. En efecte, si x # —1, és clar perqué és un polinomi,

i per a x = —1 els limits laterals de f(x) s6n iguals:
Fig.5.9
Funci6 no derivable en
x=-1.
-X x2
x
-1 *

] HH}, flx)= '11’11’117(7)6) =1
® lim f(x) = lim ¥ = L.

x——1* x——1*

Examinem-ne ara la derivabilitat. Si x # —1, la funci6 és derivable perqué és un
polinomi. I si x = —1? Aleshores, les derivades laterals s6n diferents:

F1) =1 f(-17)=-2.

Per tant, no existeix f'(—1). Graficament, ho veiem a la figura 5.9.

Exercici

Penseu un polinomi de grau 1 —una recta— per a x < —1, de manera que f(x) sigui
derivableen x = —1iatotR:

fx) = )

ax+b si x<-—1
x> si x>-—1

Quin significat geometric té aquesta recta?
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Fig. 5.10
Grafiques de les funcions
y=xiy=|x|.
x? |x]

Idea grafica de la derivabilitat

Intentem esbrinar la diferéncia que hi ha entre les funcions y = x* i y = |x| respecte de

I’existéncia de la derivada en x = 0. N’hem fet I’estudi analitic. Ara considerarem un

punt de vista grafic. Mirem amb atenci6 les funcions de la figura 5.10.
Fig. 5.11

Estudi microscopic de la
graficade y =x*
x2 al'origen.

Imaginem que tenim una lupa adequada i augmentem la grafica de la funcié y = x* en un
entorn de I’origen. Com més augmentem la grafica al voltant de I’origen, la funcié y = x*
ila recta y = 0 (la seva tangent a 1’origen) sén més “semblants”, és a dir, tendeixen a
confondre’s. Aquesta propietat queda palesa a la figura 5.11.

En canvi, si procedim de la mateixa manera amb la funcié y = |x| en un entorn de I’origen,
aqui no tenim cap recta “semblant” que aproximi la funcié. Ho veiem a la figura 5.12.
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Fig. 5.12

Estudi microscopic de la
grafica de y = |x|
alorigen.

Fig. 5.13
Diferents tangents.

154

[ x|

Aproximacio per la tangent

Insistirem en la idea de 1’aproximacié de la grafica d’una funci6 per la recta tangent.
Suposem que la funcié f és derivable en un punt a. Tenim

m:f/(a):yiralf(x))c:g(a) — yll{}f(x)_f(‘:)_;m(x_a)

=0 (%)

Observem que el numerador i el denominador de 1'dltima expressi6 tendeixen a O quan
x — aiel quocient té limit 0. Fixem-nos en 1’estructura del numerador:

lim [@—(f(a)m(x—a))] =0.

funcié recta tangent
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La recta tangent €s la recta que “aproxima millor” la funcié f en un entorn del punt
(a, f(a)) en el sentit del quocient incremental ().

Naturalment, en cada punt de la grafica de la funcié f 1I’aproximacié per la recta tangent

és distinta, ja que les derivades son diferents (figura 5.13). Més endavant, veurem que la
recta tangent correspon al polinomi de Taylor de f de grau 1.

Derivada com a coeficient de variacio o raé de canvi
® Cas lineal. Comencem considerant el cas més senzill, el d’una recta,
y=f(x)=mx+n.

El pendent m d’aquesta recta ens déna la proporcié de variacié en y respecte de x, és a
dir, el coeficient de variacio o raé de canvi (figura 5.14).

Fig. 5.14
Pendent d'una recta.

y=2x

Ay

Ax

variacibeny Ay

variacibenx  Ax’
Es a dir, la variaci6 en y és m vegades la variaci6 en x. En el cas d’una recta, el coeficient
m és el mateix a tots els punts,

dy
!
X)=-—=m
Aix0 significa que la derivada és constant, s a dir, que les rectes tangents als diferents
punts son totes paral-leles; de fet, sén la propia recta y = mx +n.

= Cas general. Considerem una funcié qualsevol y = f(x).

Per a una funcié derivable qualsevol, el coeficient de variaci6, en general, no ha de ser
igual a tots els punts (figura 5.15). La y varia més rapidament o menys, depenent del
punt x:

_ Y

rw=1.
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Fig. 5.15
Coeficient de variacio.

Fig. 5.16
Variacié de 'area d'un

cercle segons la variacio

156

del radi.

Exemple 5.7

Determinem el coeficient de variacié de 1’area d’un cercle respecte del seu radi quan
aquest fa 3 cm (figura 5.16). Larea en funci6 del radi és A(r) = mr*. Ens demanen

dr
La derivada en un punt qualsevol val

dA(r)
dr

=A'(r) =2nr. Pertant, A'(3) = 67 cm.

dr

La derivada de I’area d’un cercle respecte del seu radi déna la variacié de I’area del
cercle segons la variacié del radi. Per un increment del radi Ar, I’area s’incrementa en
una corona de radis i r+ Ar.

5.2. Angle d’interseccio entre corbes

Ja sabem que significa I’angle format per dues rectes. T¢ sentit parlar de 1’angle deter-
minat per dues corbes?

Definicio 5.8 L’angle d’interseccié entre dues corbes que es tallen en un punt és
I’angle que formen les respectives rectes tangents a les corbes en aquest punt.

Graficament, la idea és molt senzilla. En tenim un esbés a la figura 5.17. Val a dir que
no cal coneixer I’equacié de les rectes tangents a les corbes; n’hi ha prou amb els seus
pendents. En efecte, siguin m, i m, aquests pendents respectius. Designem per f3; i f3,
els angles que formen les rectes tangents a les corbes amb 1’eix d’abscisses. Aleshores,

my; = tg B, my, =tgf,



Derivacio %

m, Fig. 5.17
Angle d'interseccid entre
o dues corbes.

L’angle d’interseccié que volem determinar és o = 3, — f3,. Tenim

tg(B1) —tg(B)
1+tg(B) tg(B)

tga=tg(fi—f) =

d’on
m; —nm,
tga = | —-——|.
‘1+m1'm2
— T
s Sil4+m-m=0 — m=— = a:E (les corbes son perpendiculars).
m
Sil+m-m#0 = a:arctglw.
14+my-m,

Exemple 5.9

Determinem els angles d’interseccié entre les paraboles y =x* i x =y

Es molt facil comprovar que les corbes es tallen només al primer quadrant, en els punts

(0,0) 1 (1,1). Estudiem-los per separat.

Fig.5.18

Interseccio de les corbes
y=x'ix=y.

0,0)

= Punt (0,0). Observem graficament (figura 5.18) que les paraboles sén perpendiculars
al’origen, ja que les rectes tangents sén y = 0 i x = 0. Per tant, I’angle d’intersecci6 és

azz.
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= Punt (1,1). La branca de x = y* que ens interessa és y = 1/x (la positiva).

1
Pera y=x*esté m =y (1) =2 i,pera y=/x, mzzy’(l)zi.

Aix{, I’angle d’intersecci6 és
_1
2

1421

2

a = arctg

3
= arctg 1 ~ 0’6435 radiants.

5.3. Derivabilitat i continuitat

La continuitat és una condici6 necessaria per a la derivabilitat, perd no és suficient.

Teorema 5.10 Siguin f: D — Riunpunta € D.

f derivable en a = f continua en a.

Demostracié. Volem veure que lim f(x) = f(a). Com que f és derivable en a, tenim

1t £ (x) = lim (f(a) + f'(a) (v~ a)) = f(@) +0 = f(a).

tal com voliem provar.
El reciproc del teorema anterior no és cert, és a dir,

f continua en a # f derivable en a.

Fig. 5.19 y
Grafica de la funcio
f)=xsint N\ 0e y
N /7
N 7/
N 0.4 7
N 7/
N =—X =X 4

Y y=x .

4 .
No0.2 , x sin —
N X

A /A
X
20.6 -0.4\ -o0. J\ﬁ%wﬂ/ 2 /0.4 0.6
N
7 N
-0.2
7 N
7 N
7 N
e -0.4 \
N
7 N
7 N
7/
, -0.6 h
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Exemples 5.11
Contraexemples

a) Recordem la funciéy = |x]|. Es continua en x = 0 (de fet, en tot R), pero no és derivable
enx=0.

1
L . xsin— si x#0
b) Sigui la funcié f(x) = x
0 si. x=0.
Comprovarem que f és continua pero no derivable en x = 0 (figura 5.19).

» Continuitat. Veurem que lirrol f(x) = £(0). Efectivament,
lim £(x) = lim xsin~ 20 = £(0).
x—=0 x—0 X

() Aquest limit val 0 ja que és el producte de la funcié x, que tendeix a 0, per una
funcié fitada, |sin % ‘ < 1 (recordem el criteri “O per fitada").

» Derivabilitat. Apliquem la definici6 de derivada

1

— (0 xsin —
70) = 1im =0 T i L
x—=0 X — x—0 X x—0 X

Aquest limit no existeix perque la funcié sin— va oscillant entre —1 i 1 quan
X
x—0.

5.4. Derivada i operacions algebraiques. Derivades d’ordre superior

Aquesta secci6 esta dedicada a I’algebra de derivades. La derivabilitat és una propietat
que es conserva a través de les operacions algebraiques (suma, producte, quocient). Les
regles de derivacié d’aquestes operacions algebraiques permeten calcular derivades de
funcions directament, sense necessitat d’aplicar la definici6.

Propietats algebraiques de les funcions derivables

Siguin les funcions f,g : D — R derivables en a € D. Aleshores, també sén derivables
en a les funcions segiients:

f+s. f& kf (VkeR), (si g(a) # 0)

o8 |

ies compleix que

= (f+8)(a) = f(a) +¢'(a).
" (f8)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (regla del producte).
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= (kf)'(a) = kf'(a).

o (1Y 1y = F(@g(a@) — fla)g'(@)
<g> (@) g*(a) ’

sig(a) #0 (regla del quocient).

Siguin fi, f>,..., f,, m funcions derivables en a. Per induccid, obtenim que també sén
derivables en a les funcions segiients: la suma f; + > +---+ f,, i el producte f, f>- - f,.
A més, es compleix que

2 (fitfoto ) (@) = fila) + fol@) + -+ £, (a)-
» (fifar--fu) (@) = fi(@) fa(a) - ful@) + fil@) f3(a) - fu(a@) + -+ fi(a) fol@) - £ ().

Sén derivables:

» Polinomis, a tot R. = Quocient de polinomis gi);))
si Q(x) # 0.

® sinx, cosx, tgx,... en el seu domini. = ¢', Inx, en el seu domini.

= /x,six>0. = |x|, six#0.

Derivades d’ordre superior

Sigui f : D — R una funci6 derivable amb funcié derivada f'(x). Aquesta funcié f pot
ser continua, no continua, derivable, no derivable...

Suposem que f’(x) sigui derivable. Aleshores, té sentit parlar de la derivada de f'(x),
que s anomena derivada segona de f(x) i es designa per f"(x), <L ...

dx?

Analogament, podem obtenir les derivades d’ordre superior: derivades tercera, quarta
..., vintena ..., enésima... (f”(x), f@(x), ..., 2 (x), ..., [P (x)...)

Exemples 5.12

Unes derivades successives

a) Sigui f(x) =3x*+2x— 1. Aleshores,

flx) = 6x+2
f'x) =6
/0 = 0
fOx) 0
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. . sinx
b) Les derivades successives de f(x) = —— sén
e

cosx e’ —e'sinx  cosx—sinx

fl (x) = ezx - e*
., (—sinx—cosx) e* — (cosx —sinx) ¢ —2cosx
i) = ==
2sinx e* +2cosx e* sinx + cosx
f " (x) = 62)( =2 A

Definici6 5.13 Diem que una funcié f : D — R €s de classe
= ¥°(D), si f és continua en D.

» ¢"(D)ambn € N, si f i les seves n primeres derivades f/, f”, ..., f") sén continues
en D.

m ¢=(D),si f iles seves derivades de qualsevol ordre sén continues en D.

Exemple 5.14

Els polinomis, ¢*, sinx i cosx son funcions de classe ¢ en R.

5.5. Regla de la cadena
Fig. 5.20

a —— f(a)=b gé g(b) Composicio de funcions:
| f composta amb g.

gof

Siguin les funcions f i g amb a € D(f) i f(a) € D(g). Volem estudiar la derivabilitat de
la funci6é composta g o f; en tenim I’esquema a la figura 5.20.

Teorema 5.15 Regla de la cadena

f derivable en a
g derivable en f(a) =b

Amés, (gof)(a) =g (f(a)) f(a)=g(b) f(a)-

} —> go f derivable en a.

Exemple 5.16

Siguin les funcions f(x) =x*+5 i g(x) = cosx. La composicié go f és

h:xi>x2+5i>cos(x2+5),

és adir, h(x) = (go f)(x) =g (f(x)). Llavors, /' (x) = g'(f(x)) - f'(x) = —sin (x> +5) 2x.
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Notacio classica de la regla de la cadena

Fig. 5.21 f g
Composicié go f. X y Z

gof

Siguin les funcions derivables

y=rx) i z=g()=¢(f(x).
Considerem la composicié go f (figura 5.21).
La regla de la cadena ens diu que

(g0 1)) =) -£10) =) 0) = E 2

La notaci6 classica €s

d _dzdy
dx  dy dx’

Aquesta idea es pot estendre a més variables. Per exemple, siguin

funcions derivables. Aleshores, y és funcié de ¢ i té sentit d—i), que és

_@_dydudxds

YO= 0 = quax ds ar’
Exemple 5.17
d 2
Determinem _y’ amb y=4u’+3¢" i u= ——.
dt t+1

Vist que y = y(u) i u = u(z), té sentit pensar que y = y(r). Per la regla de la cadena,
dy _dydu _ (=2)
dt  dudt (t+1)2

(16 g, (=2) =32 6em
"\ )T T G )

(8u—+3e")-

5.6. Derivada de la funcio inversa

En aquesta seccid, veurem com la derivada d’una funci6 invertible ens déna informacié
sobre la derivada de la seva inversa.
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Teorema 5.18 Derivada de la funcié inversa. Sigui una funcié f : D — f(D)
estrictament monotona i continua en D, on D és un interval, una semirecta o tot
R. Sigui f~' : f(D) — D la inversa de f. Si f és derivable en a amb f'(a) # 0,
aleshores f~! és derivable en f(a) = b i

/ 1 1
—1 b _ _
=50 = 7 ®)
f . 522
X é_l y Funci6 inversa.
\f/

Per recordar aquest resultat, només cal tenir en compte que vol dir funcid inversa i aplicar-
hi la regla de la cadena. Vegem I’esquema de la figura 5.22.

Tenim (fo f~')(y) =y. Derivant-hi respecte de y obtenim (fo f~')'(y) = 1. Ara, per
la regla de la cadena,

I

o)) o=1

d’on

Com a aplicaci6 del teorema anterior, estudiarem les derivades d’algunes funcions a partir
de les inverses respectives.

Exemple 5.19
La funcio arrel quadrada

Sigui f(x) = x?, amb x € [0, +e0). Considerem aquest domini per tal que existeixi la
inversa de f. Sabem que f'(x) = 2x. Aquesta derivada s’anulla en x = 0. Aleshores con-
siderarem, de moment, el domini D = (0, +<o).

2 f Fig. 5.23
- - X —_ x? Les inverses

(0,4 =0) (0,4 %) PR
_—

Jx Vi ' y

La imatge de f és f(D) = (0,+<e). La funci6 inversa de f és f~'(x) = y/x. Observem
I’esquema de la figura 5.23.

Pel teorema de la derivada de la inversa, si y € (0, o), aleshores
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Fig. 5.24
Grafiques de

i/

Fig. 5.25
La funcié f (x) = sinx en
un domini on té inversa.

164

2vx

Si ens agrada més, (y/x) = per a totx > 0.

Aprofitem I’expressi6 (x) per calcular (,/y)' en y = 9. Com que 9 AR P 9, sera

Ja sabem que la funci6 arrel quadrada no és derivable a I’origen; té derivada infinita.
Observem aquesta situacio a la figura 5.24. La recta y = 0 és la tangent a y = x> a I’ origen
i té pendent 0. La recta simétrica de 1’eix y = 0 respecte de y = x és x = 0. Aquesta recta
és la tangent a y = y/x a I’origen i té pendent infinit.

Exemple 5.20

La funcié arcsinus. Sigui f(x) = sinx. Considerem x € [fg, g] per tal que f(x) sigui
injectiva (figura 5.25).

sin x
14?
sin x
ﬁ S ) e CR)
1 1 s’ -1
T B 272 .
D) 5 arcsin x

s n

Tenim f'(x) = cosx. La derivada s’anulla, doncs, en —7 i 7.
domini D = (—Z,%). La imatge és f(D) = (—1,1).

2°

Aixi, considerarem el

La funci6 inversa de f(x) és I’arcsinus:
f7(x) = arcsinux.

Mirem la figura 5.26.
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f Fig. 5.26
X — = sinx Esquema de Ial funcié
| sinus i la seva inversa.

arcsiny _ y

Aplicant el teorema de la funci6 inversa per ay € (—1,1), obtenim

Iy 1 | G 1 1
(f ]) (y) =5 = = ) = 2"
f(x)  cosx \/l—smx Vi-y
A (%) escrivim cosx en funcié de y = sinx, fent servir que cos>x + sin’x = 1. Tenim

.2 . 2 . . . .
cos’x=1—sin"x = cosx ==£+/1—sin”x. Ara només cal esbrinar el signe que li cor-
respon. Notem que, quan x € (f

T T . . .
25 ) el cosinus és positiu —ho podem comprovar
amb la grafica de la funcié cosinus o mitjangant la circumferéncia goniometrica (figu-

ra 5.27)— i, en conseqii¢ncia, queda cosx = /1 — sin’x.

Fig. 5.27
™ El signe de cos x en
2 (.9
1 cosx |
1
I
|
x 1
L
T T ‘
T r |
2 2 ‘
.3
2
. R 1
Podem escriure, doncs, (arcsinx)’ = Wie peratotx € (—1,1).
—X
A la figura 5.28, podeu veure les grafiques de les funcions sinus i arcsinus.
Observacié 5.21 La funcio arcsinus no és derivable als punts —1 i 1; hi té derivada
infinita.
Y Fig. 5.28
. La funci¢ sinus i la seva
arc sin x inversa.
1.5 .
e
o ¥Y=X
1r P
/ ‘
Z i
0.5¢ sinx
| X
T z
2 0.5 2
I 4
i 7,
e ,1 L
e
e
- -1.5
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5.7. Derivades de les principals funcions elementals

A la taula segiient, hi ha les derivades de les funcions més usuals.

' . , 1
() =t (V) = 5
(@) =a"lna (log,x)' = % log, e
() =¢ (Inx)" = !
x
o V|
(sinx)’ = cosx (arcsinx)’ = Vi
I __ o I 7]‘
(cosx)' = —sinx (arccosx) = Wip
(tgx) = LI 1+1tg’x (arctgx) = !
cos?x 1+x2
(cotgx) = 721 (arccotgx) = !
sin”x 1+x2
. , : / 1
(sinhx)" = coshx (argsinhx)’ = T
(coshx)’ = sinhx (argcoshx) = !
xX2—1
(tghx) = 12 (argtghx)' = ——
cosh™x 1 —x?

5.8. Derivacid implicita

Suposem que tenim una equacié de la forma F(x,y) =0, com ara x*+)* —4 =0. Si
aillem la y en funci6 de la x: y* = 4 — x?, n’obtenim dues funcions (figura 5.29):

fil)=vA=—2  obé  filx)= VA2

Fig. 5.29
Dues funcions implicites f(x)
de la corba 1
X+y’—4=0.
X -2 2 x
2 2
£®
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Calculem la derivada als punts (0,2), (\/5, ﬁ) i (2,0). Per aquests tres punts, conside-
rem la funcié f;(x), que és y = v/4 — x2. Derivem-la respecte de x:

, . —2x =
y_2\/ —  VA—x

Avaluem-la en els diferents punts (figura 5.30).

= Six=0,y(0) =0. La grafica té tangent horitzontal.

—V2
= Six=12,y = \>/§_ = —1. La grafica té tangent amb pendent —1.

= Six =2, la funcié no és derivable ja que la derivada és infinita. La grafica té tangent
vertical.

N

La derivacié implicita ens permet fer aquests calculs sense necessitat d’aillar la y en
funci6 de la x. Prenem I’equaci6 x* +y* — 4 = 0 i pensem y = y(x), on aquesta y és una
funcié implicita de x.

Fig. 5.30

Tangents de la funci6
implicita en diversos
punts.

X +y*(x) —4=0.
Ara derivem implicitament aquesta equacio respecte de x:
2x+2y(x) -y (x) = 0.

Ens ha aparegut la derivada y'(x), que volem calcular. Evidentment, el seu valor depén
del punt considerat.

= Punt (0,2). Substituim x = 0, y = 2, i la incdgnita és y'(0).
0+4y'(0)=0 = »'(0)=0.
= Punt (v/2,+/2). Substituim x = v/2, y = /2, i la incognita és y'(v/2).
2V242V2y(V2)=0=1+y(V2)=0 = y(V2)=-1.
= Punt (2,0). Substituim x = 2, y = 0, i la incognita és y'(2).
440-Y(2)=0 = y(2)=2

Aixi, també es veu que no existeix y'(2). La funcié no és derivable en x = 2.

167



% Calcul I. Teoria i exercicis

168

La derivacié implicita resulta especialment ttil quan no és facil o no és possible aillar
una variable en funci6 de I’altra, per exemple, a I’equacié x* +y* — 6xy = 0. En general,
si una equacié F(x,y) = 0 defineix implicitament y = y(x) en un entorn del punt (a,b),
utilitzarem la derivada implicita.

Exemple 5.22

Recta tangent a la lemniscata. Determinem la recta tangent a la lemniscata (x* + ))2)2 =
8xy en el punt (—v/2,—/2).

Primer hem de comprovar que (—+/2, —/2) satisfa I’equacié de la corba (s immediat);
si no, el problema no tindria sentit.

Si pensem y = y(x) en un entorn del punt (—\/5,—\/5), la recta tangent té pendent
y'(—/2) ila seva equaci6 sera

Y+ V2 =y (—V2)(x+V2).

Calculem el pendent derivant implicitament respecte de x 1’equacié que defineix la cor-
ba, (x2+)?(x))> = 8xy(x). Tenim

2(F 432 (x)) (2x+2y(x) y'(x)) = 8y(x) + 8xy'(x).
Avaluem I’expressi6 anterior al punt x = —/2, y(—+/2) = —/2. La incognita és y' (—v/2):
2:4(-2v2-2V2y(-V2)) = -8v2-8V2y/(-V2),
d’on
2+2/(-V2) =14y (-V2) = Y(-V2)=-1
L’equaci6 de la recta tangent és, doncs, y+ V2 = —(x+ \/5), obéx+y+ 2/2=0.

Aplicacio. Derivada logaritmica

Per obtenir la derivada de funcions del tipus y = f(x)**), on f(x) > 0, prenem logaritmes
a cada banda i hi apliquem les propietats logaritmiques:

Iny=1In(f(x)*") = Iny=g(x)In(f(x)).

Aleshores ens apareix una funcié implicita y = y(x), que abans era explicita. Derivem
implicitament respecte de x.

f(x)
fl)

=& In(f(x)) +g(x)

Aixi,

Vegem-ne unes mostres.



Exemple 5.23
Un parell de derivades logaritmiques
(1) Siguiy =x*, amb x > 0. Calculem y'. Tenim
Iny=In(x") = Iny=xInx.
Derivant implicitament respecte de x, surt

/

1
y—:lnx—|—x7.
y X

Aleshores,
Y=y(nx+1) = y =x"(1+Inx).
(2) Calculem la derivada de y = sinx“* per a x € (0, 7). Tenim
Iny = In(sinx***) = Iny = cosx-In(sinx).
Derivant I’expressi6 anterior, queda

! . . cosx
= —sinx - In(sinx) 4+ cosx ——.
sinx

Llavors,

, ) : cos?x
y =y | —sinx-In(sinx) + — .
sinx

Finalment,

2
Ccos . . cos’x
Y =sinx®™* | —sinx - In(sinx) + — .
sinx

Derivades d’ordre superior implicitament

Retornem a I’exemple 5.22 de la lemniscata. Ara ens interessa calcular les derivades
d’ordre superior en x = —+/2 de la funci6 implicita y = y(x) definida en un entorn del
punt (—v/2,—+/2) per I'equacié (x> +y?)> = 8xy. Comencem per la segona derivada.
Pensem-hi y = y(x):

2
(@ +y%(x0)" =8xy(x)  (%).
Abans hem obtingut, derivant,
2(x +37(x)) (20 +2y(x) y'(x)) = 8y(x) + 8xy'(x).
Simplifiquem el resultat anterior,

(¥ (%) (x+y(x) ¥ (x)) = 29(x) +2xy'(x), ()

Derivacio %
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Fig. 5.31
Interpretacio grafica del
teorema de Rolle.

170

i derivem implicitament (xx) respecte de x per tal de fer apareixer y”(x):
(2x+2yy) (e yy) + (2 +37) (14 () ") =20 +2/ + 200" (%)

Avaluem en x = —/2, y = —/2, y/ = —1. La nostra incognita és y” (—ﬁ) . Aleshores,

(72\/§+2\ﬁ) (f\/§+\f2) 4 (1+1—\/§y” (\fz)) — 2 2-2V2y (\/E)

0

d’on
Y (—\@) =32.

Exercici. Determineu y"” (—ﬁ) derivant implicitament I’equacié (x ).

5.9. Teoremes del valor mitja i aplicacions

En aquesta secci6, veurem dues propietats globals de la derivabilitat. S6n resultats cer-
tament rellevants. En conjunt, es coneixen com els teoremes del valor mitja. En tots ells
apareix un punt intermedi de I’interval on la funcié és derivable. També en farem les
interpretacions geometriques corresponents.

Teorema 5.24 Teorema de Rolle. Sigui f : [a,b] — R una funcié continua en
[a,b] i derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), llavors existeix ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

La interpretacié grafica ens diu que, sota les hipotesis del teorema, existeix algun punt
de la grafica de f amb tangent horitzontal (figura 5.31).

fla) fla)

fib) | fb)

Teorema 5.25 Teorema del valor mitja de Lagrange. Sigui f : [a,b] — R una
funci6 continua en [a,b] i derivable en (a,b). Aleshores, existeix ¢ € (a,b) tal que

£(6) - fla)

rie =121
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rectes paral-leles rectes paral-leles Fig. 5.32
Interpretacio grafica del
f (b) b teorema del valor mitja
de Lagrange.
1
f(b) A
fla) - fla) 4
— e

Graficament, el resultat ens diu que existeix algun punt de la grafica de f amb tangent
parallela a la recta que passa per (a, f(a)) i (b, f(D)) (figura 5.32).

Aplicacions i corol-laris

A continuaci6, presentem una colleccié de conseqiieéncies dels teoremes del valor mit-
ja, com ara els criteris de monotonia en un interval, la caracteritzacié de les funcions
constants i els criteris d’extrems relatius.

CoroHlari 5.26 Funcions monotones
= f'(x) =0, VxE€ [a,b]<= f(x)és constanten [a,b].
= f'(x) >0, VxE€ (a,b) <= f(x) éscreixenten (a,b).

= f/(x) <0, Vxé€(a,b)<= f(x)ésdecreixenten (a,b).
En el cas de les funcions estrictament mondtones, ja no €s certa la doble implicacid.

Corollari 5.27 Funcions estrictament monotones

= f(x) >0, Vxé& (a,b)=> f(x) és estrictament creixent en (a,b). El reciproc no
és cert (<~).

= f'(x) <0, Vxé€ (a,b)=> f(x) és estrictament decreixent en (a,b). El reciproc
no €s cert (<£).

Fig. 5.33
La funcio f (x) = x*

171



% Calcul I. Teoria i exercicis

172

Fig. 5.34
Funcions que difereixen
en una constant.

Exemple 5.28

La funcié f(x) = x* és estrictament creixent en qualsevol interval (a,b) C R (en parti-
cular, en R). En canvi, la seva derivada no és estrictament positiva en tots els punts ja
que f(0) = 0. En tenim un esbos a la figura 5.33. Observem que la tangent a x> en x =0
travessa la grafica de la funcid.

Corollari 5.29 Funcions que difereixen en una constant

f(x)=¢'(x), Vx € (a,b) <

existeix k € R: f(x) = g(x) + &, Vx € (a,b).

Les funcions amb la mateixa derivada difereixen en una constant. Graficament, a partir
d’una d’elles podem obtenir-les totes; només cal desplagar la funcié donada k unitats cap
amunt o cap avall. Per a cada k n’aconseguim una altra (figura 5.34). Aquest corollari
jugara un paper important en el calcul integral.

NN
¢ | )
8

Teorema 5.30 Teorema de I’extrem interior. Si f t€ un extrem (maxim o minim)
relatiu en

fe)=0
¢ € (a,b) =< obé
no existeix f'(c).

La figura 5.35 mostra ambdues possibilitats. Si tenim una funcié amb un extrem relatiu
interior, o bé la funci6 és suau amb tangent horitzontal a I’extrem, o bé no hi és derivable
(per exemple, fa una punxa).

El reciproc del teorema 5.30 no és cert. Com a contraexemple, tenim la funcié f(x) = x*
perax € [—1,1]. En efecte, f'(0) = 0, pero la funcid no té cap extrem relatiu en el punt
interior x = 0.



f'©=0

no existeix f ' (¢)

Tanquem la seccié amb un criteri que ens relaciona el signe de la derivada amb 1’existén-

cia d’extrems relatius.

Teorema 5.31 Criteri de la primera derivada per a extrems relatius. Sigui f de-

rivable en (a,c) i (c,b).

f(x)>0 Vxe(c—6,¢)

"

fl(x) <0 Vxe(c,c+0)
flx) <0 Vxe(c—6,¢)

" i

fi(x) >0 Vxe(c,c+0)

= f'(x) té signe constant Vx € (¢ — 6,c+ &) => fno t€ extrem relatiu en x = c.

El reciproc no és cert (<=).

Observacié 5.32 Per a l’existéncia d’extrems relatius o absoluts d’una funcid, no sén
necessaries ni la continuitat ni la derivabilitat de la funcio. Els dibuixos de la figura 5.36
mostren una funcié no continua en c i una altra no derivable en ¢, ambdues amb extrems

absoluts i, per tant, relatius.

—> f t€ maxim relatiu en x = c.
El reciproc no és cert(<~).

—> f t€ minim relatiu en x = c.
El reciproc no és cert(<~).

Derivacio %

Fig. 5.35

Interpretacio grafica del
teorema de I'extrem
interior.

Fig. 5.36

Funcions no continues o
no derivables amb
extrems absoluts i
relatius.
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5.10. Extrems absoluts

El fet que una funci6é presenti un extrem relatiu en un punt només depen del compor-
tament de la funcié en un entorn d’aquest punt. L’existéncia d’un extrem absolut en un
conjunt, en canvi, depén de tots els valors que pren la funcié en aquell conjunt. Per tant,
I’estudi d’aquest segon tipus d’extrems requereix més informacié sobre I’actuacié de la
funci6 que el primer.

Extrems absoluts d’una funcié continua f en un interval tancat

Suposem que tenim una funcié continua f en Iinterval tancat [a,b]. Pel teorema de
Weierstrass sabem que la funcié f assoleix valors maxim i minim absoluts en [a,b]. El
problema és com determinar-los.

La colleccié de punts candidats a extrem —maxim o minim— absolut és la segiient:
= ytals que f'(x) =0,
= x tals que no existeix f'(x),

= punts extrems (o frontera) de I’interval tancat, és a dir, a i b.

El que hem de fer és avaluar la funcié f en tots aquests punts i comparar-ne els valors.
Llavors,

el valor més gran €s el maxim absolut,

el valor més petit és el minim absolut.
Extrems absoluts d’una funcié f (continua o no) en un interval, semirecta...

En aquest cas, no podem assegurar I’existéncia d’extrems absoluts per a la funcié f.
Aleshores, hem de fer un esbds de la grafica de la funci6 f a partir de I’estudi de

x tals que f'(x) =0,

= x tals que no existeix f'(x),

= els limits AI_I,TN f(x) (si escau),

= el limit limf(x) o el valor de la funci6 en a, f(a) (si té sentit), en cas que a sigui un
extrem égal’interval o la semirecta de domini,

= els punts de discontinuitat de f,

= ete.

Exemple 5.33
Determinem els extrems absoluts de la funcié f(x) = 2x—3x** en [—1,3].

Clarament, la funcié f és continua en [—1,3], ja que és la suma d’un polinomi i una
funcié potencial. El teorema de Weierstrass assegura 1’existéncia d’un maxim i un minim
absoluts. Examinem ara els punts candidats:
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= Punts on f'(x) = 0. Tenim

2 2v/x—=2
f)=2-2x"P=2-"=0 = VA =0 = x=1
El valor de la funci6 en aquest punt és f(1) = —1.

= Punts on no existeix f'(x). No existeix f'(0). El valor de la funci6 en aquest punt és

(0)=0.

= Extrems de I'interval: —1 i 3. N’avaluem la funcié i obtenim f(—1) = —-51 f(3) =
6—3v9 ~ —0,24.

Fig. 5.37

Funcié

fx) =2x—3x3.

0 X
1 1 3
f
BN

Finalment, si comparem tots els valors de la funcié obtinguts, podem concloure que el
maxim absolut és M = 0 i s’assoleix en x = 0; el minim absolut val m = —5 i s’obté en
x = —1. Tenim un esbds de la grafica de f(x) a la figura 5.37.

5.11. Regles de L'Hopital

(o]
En aquesta secci6, volem resoldre indeterminacions del tipus g 0 — que es presenten en
(o]

)

calcular limits de quocients de funcions: lim ﬁ En moltes ocasions, la solucid ens la
xX—a g X
donara la regla de L’Hopital.

Teorema 5.34 Regla de L’Hépital, cas 3. Siguina € RiU = (a—5,a+6) \ {a}

)
7

ya
\
a-9 a a+o

Considerem les funcions f,g:U — R derivables en U tals que g'(x) #0,Vx €U
amb lim f(x) = 0 i limg(x) = 0. Aleshores

f)

U
si existeix hmf( ) i val L,també existeix lim ——= i val L,

x=a g'(x) x=a g(x)

on L € RU{—oo,+oo}.
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El teorema és també valid per a limits laterals i limits en I’infinit. Evidentment, pero,
canvia I’entorn U. Si en comptes de fer-ne el limit quan x — a es considera

x—a', aleshores se’'npren U = (a,a+6),
x—=a, U=(a—6,a),
X — oo, U = (b, +),
X — —oo, U = (—,b).

Teorema 5.35 Regla de L’Hopital, cas =z, Siguina e RiU = (a—6,a+6) \ {a}

( )
N 7
a-9 a a+o

Considerem les funcions f,g:U — R derivables en U tals que g'(x) #0,Vx € U
amb 1im f(x) = feo i limg(x) = £eo. Aleshores

f)

U
si existeix lim f/ ) ival L, també€ existeix lim ——= ival L,
xX—a g (x) x—a g(x)

on L € RU{—eo,4oo}.
Com en el cas anterior, s’ha de modificar convenientment 1’entorn U depenent d’on es
vulgui calcular el 1imit.

Exemple 5.36

sinx . .., 0 . A
a) Calculem lim —. Se’ns presenta una indeterminacié o Aplicant la regla de L’H6-
=0 X

. .. (sinx)’  _ cosx 1
pital obtenim hm( ) =lim = — = 1. Com que aquest limit existeix i val 1,
x—0 (_x)’ x—0 l 1
.., sinx
tenim lim — = 1.
x—=0 X

X . . .. 0 .
b) Calculem lirgl i De moment, trobem una altra indeterminacio o Aplicant la
0" Sinx
1

A : . 2 2 , X
regla de L"Hopital tenim 1{im R o \/_
*=0% COSX x—=0° sinx

1 oo
c) Calculem lim E. En aquest cas, la indeterminacid és del tipus —. Per la regla de

X—rfoo X
1
. t Inx
L’Hoépital, lim <+ =0 = lim — =0.
x~>+w1 x>0 X
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Observacié 5.37 El reciproc de la regla de L’Hopital no és cert:

I )
e T H T Mgw Th

(x)

o fl) : o f()
En altres paraules, pot existir lim —— i, en canvi, no existir lim
xa g(x) xa g'(x)
aquesta observacio, només cal donar-ne un contraexemple.

. Per demostrar

Exemples 5.38

Contraexemples del reciproc de la regla de L’Hépital

_ X’sint
(1) Calculem lim ——.
x—=0  sinx
Directament surt una indeterminacié 2 (el numerador és “0 per fitada™). Si intentem
0

aplicar la regla de L’Hopital, tenim

f(x) lim 2xsini+x*cost- (fxi)

Iim =
=0 g ( x) x—0 COSX
_ [2xsint  cos?
=1lim £ — X
x50\ COSX cosx

aquest 1imit no existeix ja que és la diferéncia dels dos limits segiients:

2xsini 0
. ) N
= ]im = — =0, perd
=0 COSX 1
__cos? “oscillant” o
= lim L no existeix.
x—0 COSX 1

Per tant, no podem aplicar la regla de L'Hbpital. Tanmateix, podem determinar
2 oin 1

x*sin
lim ———= per un altre cami. Escrivim-lo de manera adequada, com un producte
x>0 8inx
Ly
o xfsint 0 x o1
im — =lim — -xsin—=1-0=0.
x>0  sinx x=0 Sinx X

Aixi doncs, el limit demanat val 0, mentre que el 1imit del quocient de les derivades
no existeix.

2
(2) Calculem lfm =~ ¢%8%.
x—+eo 3x — Sinx

Encara que 1im cosx no existeix, la funcié cosinus esta fitada entre —1 i 1. Per aixo,

X—r+oo

lim (2x+ cosx) = e. Analogament, al denominador tenim 1{m (3x — sinx) = co. Per

X—>+oo X—>+oo

tant, directament se’ns presenta una indeterminacié =.
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Es facil veure que el limit del quocient de les derivades és

. (2x+cosx) . 2—sinx
lim —5 = lim ——.
x=+ (3x—sinx) x—te 3 —COSX
El numerador oscil-la entre 1 1 3, i el denominador ho fa entre 2 i 4, de manera que
el limit de I’dltim quocient no existeix. Aixi doncs, no podem aplicar-hi la regla de
L’Hopital. Esbrinem el valor del limit demanat directament. Ates que els infinits que
provoquen la indeterminacid sén 2x i 3x, dividim numerador i denominador per x:

1
. 2x+cosx L 24 . 24 cosx
lim —— = lim L = ]fm ——
xotee Jx—sinx x4 3— M

Es clar que

1 ) 1.
Iim —cosx=0 1 lim —sinx=20
X—too X Xt X

pel criteri “O per fitada". Finalment,

. 2x+cosx 240 2
lim - = =—.
st 3x—sinx 3—-0 3

Aplicacio reiterada de la regla de L'Hopital

Suposem que volem estudiar un limit del tipus

0 oo
Iim @ amb indeterminaci6 —~ obé —,
x—a g (_x) O [}
de manera que
! 0 oo
lim f, (x) també és una indeterminaci6 —~ obé —.
xsa g (x) 0 oo
Si podem aplicar la regla de L’Hopital a f/ Ex)) , aleshores tindrem
g(x
TGS BN A
x—a g (x) x—a g (x) x—a g(_x)

Podem iterar la regla de L’Hd&pital un nombre finit de vegades, tantes com convingui.

Exemple 5.39

Vegem que lim -
x>0t xsinx

sinx —x . . ., .
——— = 0. Directament observem una indeterminacid g Tenim

. sinx—x ¢ . | L. .

lim ———— = (si existeix el limit segiient)
=0t xsinx

. cosx—1 R Lo .
lim ——————— = (si existeix el limit segiient)

x—=0" SINX 4+ XCOSX

; —sinx 0
Iim —M = —

— =—-=0.
=0t 2coSx —xsinx 2



Aplicacié a les indeterminacions 0-co, co — oo, (%, oo® j 1%
Les indeterminacions 0- oo, o0 —oco, 0° o® i 1~ es poden transformar en indeter-

minacions equivalents de la forma g o bé = mitjancant manipulacions algebraiques i

utilitzant les funcions exponencial i logaritmica. A continuacid, veurem com s’obtenen
les transformacions esmentades. Designem per U un entorn de a.

a) Indeterminaci6 0 - eo. Suposem que tenim el limit

lim f(x)g(x) amb limf(x) =0 i limg(x) = too.

xX—a xX—a xX—a

Posem el producte en alguna de les formes segiients:

f(x)glx) = S ) si g(x)#0,xeU,

Foe) = 2% ) 20, xeu,

i llavors obtenim una indeterminacio

l/—w, queés — enel primer cas,
obé
oo L, oo
——, queés — enelsegon cas.
1/0 )
Exemple 5.40
Calculem lim xInx. Es una indeterminacio O - oo. Escrivim
x—0*

Inx oo .
limxlnx = lim — = (es transforma en — 1, per I Hopltal)
x—0* x—0* l/x [

2

z. z. 'x z.
= lim —~— = lim —— = lim(—x) = 0.
x—0" — 1/_x2 x—0* X x—0*

b) Indeterminacid co — co. Suposem que tenim el limit

Hm(f(x) —g(x)) amb Ilimf(x)=4e 1 1limg(x)=+oo

X—a X—a X—a
obé Ilimf(x)=—c 1 limg(x)= —co.
x—a x—a

Fixem—nos que tots dos signes de I’infinit han de ser iguals ja que, en cas contrari, no
hi ha cap indeterminacié. Posem-ne la diferéncia en la forma

Derivacio %
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1
flx) —glx) = M, sif(x)#£0 ig(x)#0 perxeU

i obtenim la indeterminacid

Exemple 5.41
1
Calculem lim (1 — —>
=0t \ X sinx

Es tracta d’una indeterminacié e — oo, concretament (+oo) — (4-e0). Tenim, aprofitant
I’exemple 5.39

lim (11> — lfm SMYTX Sy,

=0 \ X  sinx x—=0°  xsinx

Per aconseguir la fracci6, no cal aplicar cap férmula; és suficient fer la resta de les
fraccions.

¢) Indeterminacié 0°,5", 1~. Estudiem els limits del tipus lfm f(x)*

x—a

amb limf(x)=0 i limg(x)=0,

X—a X—a

obé limf(x)=e i limg(x)=0,

x—a x—a

obé limf(x)=1 i limg(x)=-co.

x—a x—a

Escrivim f(x)$®) = "™/ = ¢80/ de manera que, per la continuitat de la funci6
exponencial,

Iim g(x)1In f(x
lim fa)) = ¢ §010 0,

Ara la indeterminacié queda a I’exponent, lim g(x)In f(x), i és de la forma 0-e per
X—a
als tres casos.

Exemples 5.42
Veurem un cas 0° i un altre 1.
1) Calculem h'rgl x*. Es una indeterminacié 0°. Mitjangant les funcions exponencial i
x—0*
logaritme, posem
Iim xInx

lim x* = lim ™ = =0

x—0* x—=0*

La nova indeterminacid és 0 - co. Abans I’hem calculada transformant—la per L' Hopi-
tal: lim xInx = 0. Aleshores, 11’r(1)1x* = =1.

x—0*



2) Calculem lim (% arctg x)x. Observem la indeterminacié 1%. Utilitzant les funcions
X—r+Foo

exponencial i logaritme, obtindrem a 1’exponent una indeterminacié oo - 0. Escrivim
el nostre limit com

2 ! 2
lim exp [ln (— arctg x) } = lim exp [xln (— arctg xﬂ =
X—+oo T X—+oo T
1 2 t
n| —arctgx
7 arete

[ 2
exp | lim xIn (—arctg x)} =exp | lim ————| =
_xa+w T X—>too l
X
r 1 2 1
5 i -
p arctg x m 1t+x 2
If = Im ——— | =
R —1 P [Ai‘i arctg x- (1 +x2)]
x
[ 1 (—x%) 2
i : = (=) =e "
°xp X—IEL arctgx x?+1 xp TE( )| =e

5.12. La formula de Taylor. Aplicacions

Al principi d’aquest capitol, hem vist que la derivabilitat d’una funcié f en un punt a
equival a I’aproximaci6 de la funcié per un polinomi de grau 1 —la recta tangent— y =
f(a)+ f'(a)(x — a). Ara ens interessa estudiar les aproximacions de funcions mitjangant
polinomis de grau n.

Aproximacio de funcions mitjan¢ant polinomis

Si P(x) és un polinomi, P(x) = ay+a;x+a,x* + asx’* + - - - +a,x", podem calcular la imat-
ge de qualsevol punt facilment; només cal fer sumes i productes. En canvi, si considerem
funcions com ara

e, Inx, sinx, cosx, sinhx...
com ho fariem, sense 1’ajut de la calculadora, per determinar
e*, In3, sin2...?

La idea que tingué el matematic anglés Brook Taylor (1685-1731) consistia a trobar
funcions polindmiques que s’aproximessin for¢a a una funcié f localment, de manera
que, donant el valor de la funcié polinomica en el punt desitjat, tinguéssim una bona
aproximaci6 del valor de f en aquest punt. La diferéncia entre el valor exacte i el valor
aproximat és 1’error comes.

f(a) = P,(a)+ error.

Abans d’entrar en aquest procés, perd, vegem com s’expressa una funcié polinomica en
termes de les seves derivades en un punt.

Derivacio %
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Considerem un polinomi de grau n desenvolupat en potencies de x — a,
P(x)=ayta(x—a)+a(x—a)*+a;(x—a)*+---+a,(x—a)".

Tenim que

P(a) = ay
P'(x)=a, +2a,(x—a)+---+na,(x—a)" P'(a)=aq
P'(x) =2a,+---+n(n—1a,(x—a)"? P’(a) =2a,
PO (x) =kla,+--- P (a) = kla
® (g
és adir, a, = T i podem escriure
P'(a P (a
P(x) =P(a)+P'(a)(x—a)+ 2(' ) (x—a)+---+ nE ) (x—a)".

Teorema 5.43 Teorema de Taylor. Sigui f una funcié amb derivades d’ordre n en
el punt x = a. Existeix un dnic polinomi P(x) de grau inferior o igual a n que satisfa

P(a) = f(a), P(a)=f(a), ..., P"(a) = " (a).

Aquest polinomi s’anomena polinomi de Taylor de grau n de la funcio f en el punt
aiés

1! a

Poal) = fl@) + £/ (@) x— ) + L (x—ap oo

f"(a)
2! n!

(x—a)".

A més, es compleix que

Demostracié. Es immediat comprovar les n+ 1 condicions

P(a) = f(a), P'(a)=f(a), ..., P"(a) = " (a).

I, aplicant n — 1 vegades la regla de L’Hopital, per tal de resoldre la indeterminacio,

tenim ,
WP W= @) = f@—@) = Dy
xX—a (_x — a)” xX—a (x — a)"
i £ @) @) a)
x—a nl(x—a)
— L lim? PO =S g )| = o0
n! | x—a X—da X—a

En aquest cas, diem que P, ,(x) i f(x) coincideixen fins a I’ordre n en a, o bé que f i
P tenen un contacte d’ordre n en a. Si a = 0, el polinomi de Taylor es coneix com a
polinomi de MacLaurin.
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Exemple 5.44

Sigui f(x) = ¢*. Els seus polinomis de Taylor en « = 0 de graus 1, 2, 3 i 4 s6n:
Po(x) =1+x, Poo(x) = 1+x+ §’
}%’O(x)zl—l_x_‘_%"';ﬁ!’ P4,0(X)=1+x+§+)3ﬁg+%.

A la figura 5.38 n’hem representat uns quants.

Y Fig. 5.38

10 Polinomis de Taylor de
fx)=e"ena=0.
Py 0(x)
P 0(x)
X
-10 5 10
P70(x)
Ps0(x)
-10
Exemple 5.45

Si f(x) = sinx, en @ = 0 obtenim, per exemple, els polinomis

3

Pio(x) =x, Pyp(x) = x— 7,

PS,O(x):x—§+§, P7,0(x):x_£l_|_£_%

que estan dibuixats a la figura 5.39.

y Fig. 5.39
Polinomis de Taylor de
Po(x) 3 f(x) =sinxena=0.
2
f(x)=sin 1 Ps.(x) P o(x
X

T 3T s l

2 -1 2
-2

P1o(x)

-4
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Teorema 5.46 Formula de Lagrange del residu. Sigui f una funcié n+ 1 vegades
derivable en un interval obert /, amb derivades continues fins a I’ordre n. Aleshores,
six,a € I, es compleix

o)+ f'(a )(

1) = @)+ £ @) (x—a) + L

_a)2+...+

or
L@ o ay + ()

on %, ,(x) és una funcié que depén de x i de a i pot expressar-se com
_ f(n+1) (C) n+1
%n,a (x) Residu d;‘agrange (n + 1) | ()C N a)

per a un valor ¢ determinat entre a i x.

La funcié %, ,(x) s’anomena el residu, la resta, 'error o el terme complementari de
Lagrange. La formula del residu ens permet interpretar el teorema de Taylor com una
generalitzacid dels teoremes del valor mitja. El residu o error és %, ,(x) = f(x)
i sabem, pel teorema de Taylor, que

—P,.(x)

tim Zna) _
X—a (_x — a)"

D’aix0 es diu que %, .(x) és una o petita de x — a quan x — a i es designa per %, ,(x) =
o(x—a)". De vegades, el residu també se sol escriure com t.0.s. (termes d’ordre superior).

Alguns desenvolupaments de Taylor A la taula segiient, presentem els desenvo-
lupaments de Taylor en a = 0 (MacLaurin) de les principals funcions elementals.

DESENVOLUPAMENT DE MACLAURIN CONVERGENCIA
1im%, ,(x) =0
2 3 X"
e —1+x+2+3'+ + +0(x") Vx eR
x? xS x? ., x2n+] onia
sinx = x §+§fﬂ+ +( )ero(x*) VxeR
? x4 xﬁ n x2" 2n+1
cosx=1 2!+576+ +( )®+o(x+) VxeR
X2 17K T
tgx = - 8 V. —, =
gx = x+3+15+315 o(x*) xe(— 5 2)
3 XS 7 x2n+l
2n+2
smhx7x+3'+5'+ +-- +(2n+1)!+0(x ) VxeR
2 4 6 n
— .. 2n+1
coshx—l+2'+ +6'+ +(2n)!+0(x ) Vx eR
x2 x} n+1 .
—_ v - 1)\ 1+ _
In(1+x)=x 2+3+ +(-1) n+1+o(x’ ) Vx e (—1,1]
—1 —1)(a—2
(1+x)*=1+ax+ a(a2 )x2+ ala 3)’((1 )x3+
vxe (—1,1);VaeR
alfa—1)---(a—(n—1
gl )
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A partir d’aquesta taula, podem escriure desenvolupaments d’altres funcions. Per exem-
ple, utilitzant el desenvolupament de

x2 3

e s'obté eF=1-—x +?—§+tos
x4 8
cosx s’obté  cos(x?)=1-— 2 + o t.o.s.
2 X
In(14x) s’obté In(l—x)=—x— 7773 +t.o.s.

Exemple 5.47

Els exercicis segiients mostren aplicacions dels desenvolupaments de Taylor al calcul
d’aproximacions i de limits.

a) Calculs aproximats. Determinem el valor de e amb un error més petit que 107>,
El desenvolupament de e* en a = 0 és

.xz a x.n ec

X 0<e<a.

Si prenem x = 1, I’estimaci6 de ’error és

eC
<
(n+1)! (0<e<yy (n+1)!

%n,o(l) = < 1075.

L’dltima desigualtat ens déna els valors de n que podem prendre. Aquesta desigualtat
es compleix per a n > 8. Prenent n = 8, obtindrem el que voliem. Per tant,

I T R S
~ 141 — ~ 27182
e l+1d oo+t tg Toy gy 271828,

b) Calculs aproximats. Calculem sin2 amb un error més petit que 10~*.
El desenvolupament de MacLaurin de sinx és

_ XX X Xt (=1)"sinc ,,,,
TR TR S VA o Ry o o SRR

TRETRET 0<c<ux.

Prenem x = 2 i estimem I’error,

‘(—1)"51116‘ 2n4+2| 2o

=———<10",
(2n+2)! (2n+2)!

que es compleix per a n > 5. Aixi,

. 23 25 27 29 211
s1n22275+§*ﬁ+57ﬁ“’09093
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¢) Calcul de limits. Calculem lfn(}
x—0 X

X —sinx

(1—cos3x)’

Tenim una indeterminacié del tipus % Si hi apliquem la regla de L’Hopital, hem de
repetir el procés fins a tres cops. En canvi, si considerem els desenvolupaments de
MacLaurin de sinx i cos3x, podem expressar el limit com

Iim

e o n a2
y x?(x,§+§+...+(71) (2n+|)!+t.0.s.)
=lim
0 x(l - COS3x) 0 [1 _ (1 _ % + % NI (_1)71((32':1);; -|-t.0,s_):|
B N bl a2
p 5_§_|_..._|_(_1) (2n+1)!—|—t.0.s.
= W 8Y 44 tos
2! 41 e
1 2
o L fitos
(dividint per x*) = lfm 22— ———
x—0 TR +t.0.8.
1
_x 1
===
5 27

Infinitésims. Aplicacions

Les funcions que tendeixen a 0 en un punt reben un nom especial. Moltes d’aquestes
funcions sén “equivalents” entre si i es poden substituir entre elles per facilitar els calculs

de Iimits.

Definici6 5.48 Diem que una funcié f €s un infinitésim quan x — a si

lim f(x) = 0.

X—a

Un infinitésim també s’anomena infinitesimal.

Exemple 5.49

Vegem-ne unes mostres.

® x—4 és un infinitésim quan x — 4, perqué liq}(x —4)=0;
X—

= sinx és un infinitésim quan x — 0, ja que limsinx = 0;
0

| |
x2+3
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és un infinitésim quan x — oo, perque 1im
X—p00

X—

1
=0.
x2+3



Definici6 5.50 Siguin f i g dos infinitésims quan x — a. Diem que f i g s6n infini-

tesims equivalents quan x — a si

. flx)
i e~

En aquest cas, ho designarem per f(x) ~ g(x) quan x — a.

Exemple 5.51
Sabem que lim L = 1. Llavors,
x>0 sinx

® sinx ~ x quan x — 0,

® gin(x—3) ~x—3 quan x — 3,

® sin— ~ — quan x — oo,
X X

Aprofitant els desenvolupaments de Taylor en x = O de les funcions elementals, podem
trobar aproximacions d’aquestes funcions. A la taula segiient en presentem algunes.

DESENVOLUPAMENT DE MACLAURIN APROXIMACIONS
(x—0)

x2 3 X!
e=1+x+§+§+---+a+o(x) e ~1+x
. 3 XS )C7 . x2r1+ 1 onin .
smx:xfiJrafﬂJr---Jr(fl) ero(x ) sinx ~ x

.X2 X4 X6 ., x2n - X2
cosx:I—i—&-Z—a—&-mﬁ-(—l) (2’1)!+o(x ) cosxwl—?
. +x3+2x5+17x7+ ) .
X=xX+—=4+— o(x X~ X
¢ 315 315 £
. x3 xS x7 x2n+1 mia .
51nhx:x+§+§+ﬂ+~-~+m+o(x ) sinhx ~ x

)CZ 4 X6 2n - x2
coshx:l+2—!+4—!+a+-~-+m+o(x*) coshxwl—&—?

2 3 xn+l
ln(1+x):x7%+%7---+(71)”n+1+0(x"“) In(14x) ~x
—1 —1)(a—2
(I+x)*=1+ax+ a(a2 )x2+a(a 3)'(0‘ )x3+ (I+x)*~1+ax
a(a—=1)---(a—(n—1
RSV UR)) R

Equivaléncies dels infinitésims més usuals

A partir de la taula anterior, obtenim diverses equivaléncies entre infinitésims.

me—1l~x quan x—0

® sinx~x quan x —0

Derivacio %
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2 2
X . X
. cosx—lw—z quan x — 0, obé l—cosxwz quan x — 0

mtgx~x quan x —0

In(l+x)~x quan x—0

(I+x)*~14ax quan x—0

Podem substituir la x per diferents infinitésims i tenim, per exemple,

x—3

s —1~x—3 quan x—3

= sin(x?) ~x* quan x—0
2

. cos(3x)—1~—% quan x — 0

1 1
tg—~— quan x — o0
X X

In(3+x)=In(1+2+x)~(2+x) quan x— —2

Exemples 5.52

Aproximacions de primer ordre. Vegem uns calculs d’aproximacions elementals a
partir de diversos desenvolupaments de MacLaurin fins a primer ordre.

sin0’'05 ~ 0'05
® sinl° =sin % =~ %= = 001745

180 " 180
1 401=11
" [n1'02 =072

1
VIT= (14012~ 147 -01=105

L, 0015
V0985

1
=1'0075 (a= k= —0'015)

Exemples 5.53
Calcul de limits amb infinitésims equivalents.

sin(9x?)
x(er—1)

Es tracta d’una indeterminacio % Tenint en compte que

a) Calculem lim utilitzant infinitésims equivalents.
x—0

sin(9x?) ~9x* quanx — 0, i ¢*—1~x quanx—0

obtenim
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In(x+2
b) Caleulem lim "~ +2)

-1 X342

Es una indeterminacié % Ates que

utilitzant infiniteésims equivalents.

In(x+2) =In(1+(1+x))) ~ 14+x quan x — —1

podem escriure

5.13. Estudi local d’una funcio

En aquesta seccid, estudiarem els conceptes de concavitat, convexitat i punt d’inflexio.

Per a les definicions que segueixen, suposarem que la funcié f és derivable en a.

Definicié 5.54 Diem que f és convexa en a si, en un entorn del punt (a, f(a)), la
grafica de la funcié esta per sobre de la tangent a la grafica de la funcié en el punt

(@, f(a)).

Es a dir, f és convexa en a si i només si

fx)> fla)+f(a)(x—a),vx € (a—¢,a+e)—{a}.

(a, fla))

tangent

|
|
|
|

a

Definicié 5.55 Diem que f és concava en a si, en un entorn del punt (a, f(a)), la
grafica de la funci6 esta per sota de la tangent a la grafica de la funcié en el punt

(@, f(a)).

Es a dir, f és concava en a si i només si

F(x) < fla)+f'(a)(x—a),Vx € (a—¢,a+¢e)—{a}.

(a, fla))

tangent

[
[
[
[
[
1
a
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Les definicions de funcié concava i convexa que hem donat més amunt sén les estan-
dards dins el que en diriem la matematica superior. En alguns textos de batxillerat, pero,
aquests conceptes s’expliquen a 1’inrevés. Tanmateix, amb la intencié de no provocar
confusions, en proposem els noms alternatius: funcié concava amunt si té la forma J i
funcié concava avall si és del tipus .

Definicié 5.56 Diem que f té un punt d’inflexio en (a, f(a)) si

f(x) < fla)+ f'(a)(x—a), perax€ (a—e,a) i
f(x)> f(a)+ f'(a)(x—a), peraxé€ (a,a+e),

o amb les dues desigualtats a I’inrevés.

Geometricament, una funcié té un punt d’inflexi6 si, en un entorn del punt, a I’esquerra,
la grafica de la funcié esta per sota de la tangent i, a la dreta, esta per sobre de la tangent
o al’inrevés (figura 5.40).

Fig. 5.40 tangent
Punts d'inflexié de la
funcio f (x).

tangent

(a, fla) (a, fla))

Per tancar el tema, veurem com les derivades successives en un punt ens donen infor-
maci6 sobre el comportament local d’una funcié.

Teorema 5.57 Aplicacié del polinomi de Taylor. Sigui f una funci6 n vegades
derivable en /, amb f’ () contfnua en a € I, de manera que

fl@) = '@ == @) =0 i f(a) £0.
Llavors,

® Sinésparelli f(a) >0, fésconcavaamunten (a, f(a)).Si, amés, f'(a) =0,
llavors f té un minim relatiu en (a, f(a)).

» Sinésparelli f(a) <0, f ésconcavaavallen (a,f(a)).Si,amés, f'(a) =0,
llavors f té un maxim relatiu en (a, f(a)).

= Sin és senar, f té un punt d’inflexid en (a, f(a)).
Demostracié. Podem expressar f com

f"(a) 2 " (a)
oy W@yt

f(x)=fla)+f(a)(x—a)+ (x—a)" +Zpa(%)-



Per hipotesi, obtenim

és a dir,

fNa) | Fna(x) >
+ :

n! (x—a)

7091+ @) = (e 09 = (e

— 0, podem deduir que

Aix{, tenint en compte que
(_x — (1)” x—a

a) Sin és parell, signe {f(x) — [f(a) + f'(a)(x — a)]} = signe { /" (a)} i, per tant:

" Si fW(a) >0 = f(x)> f(a)+f(a)(x—a) = fésconcavaamunten (a, f(a)).
" Si f"(a) <0 = f(x) < f(a)+f(a)(x—a) = f ésconcava avall en (a, f(a)).

® Si, amés, f'(a) =0, llavors signe { f(x) — f(a)} = signe { /™ (a)} i obtenim que

e f"(a) >0= f(x)> f(a)=> f té un minim relatiu en (a, f(a)).
s fW(a) <0 = f(x) < f(a)=> f té un maxim relatiu en (a, f(a)).
b) Sin és senar, signe { f(x) — [f(a) + f'(a)(x—a)]} = signe { (x—a)" f"(a) } . Consi-
derem el cas ) (a) > 0. Aleshores,

f(x) > fla)+ f(a)(x—a) si x>a

fx) < fla)+ f(a)(x—a) si x<a,
d’on podem concloure que f té un punt d’inflexi6 en (a, f(a)).

La demostraci6 és analoga per al cas " (a) < 0. O

Exemples 5.58

Extrems relatius. Donades les funcions segiients, esbrinarem si tenen un maxim relatiu,
un minim relatiu o un punt d’inflexi6 en x = 0.

2

a) f(x) =cosx—1+ % Hi ha un minim relatiu, ja que f'(0) = f"(0) = f”(0) =0 i
F@(0) > 0 (figura 5.41).

Derivacio %
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f(x) =cosx—1+ z

192

Fig. 5.41

La funcié
2

2
té un minim relatiu a
I'origen.

Fig. 5.42
La funcié
3

flx)= sinx+%

té un punt d'inflexié a
I'origen.

3

b) f(x) = sinx+ % Hi ha un punt d’inflexié, ja que f”(0) = f”(0) = f@(0) =0 i
£9(0) # 0 (figura 5.42).

40

20

Problemes resolts

Problema 1
Sigui la funcié f(x) =1— /(1 —x)2.

a) Estudieu-ne la continuitat i la derivabilitat.

b) Existeixen el maxim i el minim absoluts de f(x) en [0,9]? Per qué? En cas afirmatiu,
trobeu-los.

[Solucio]

a) Observem que Dom(f) =R i, com que 1 i y/(1 —x)? s6n funcions continues en R,
f(x) també ho és. La funcié /x és derivable en R\ {0}. La funcié que hi ha dins
de larrel, (1 —x)?, s’anul'la només quan x = 1; per tant, podem afirmar que f(x) és
derivable per a tot x € R\ {1} i la seva derivada val f'(x) = ;52— perax # 1.

b) Lafunci6 f(x) és continua a tot R; en particular, també ho és a I’interval tancat [0,9].
Pel teorema de Weierstrass, existeixen maxim i minim absoluts de f(x) en [0,9].



Els punts on la funcié f(x) pot assolir els extrems absoluts s6n:

= Els extrems de I'interval: 019, amb f(0) =01 f(9) = —3.

2
= Els punts on f'(x) = 0. En aquest cas, no n’hi ha, ja que f'(x) = T #0
/1 —x
per a tot x.

= Els punts on f(x) no és derivable: x =1, f(1) = L.

Comparant tots aquests valors de la funcid, obtenim que el maxim absolut és 1 i es
pren en x = 1; el minim absolut és —3 i s’assoleix en x = 9.

Problema 2

Sigui la funcié

f)=q ¥

Calculeu les derivades f'(0) i f”(0).
[Solucid]

Hem d’aplicar la definici6 de derivada al punt 0:

FO) =t B O Bl sinxex

x—0 X — O x—=0 X — O x—0 x2
Aquest limit s del tipus g . Per resoldre la indeterminacio, apliquem la regla de L’Hopital:

, sinx—x  cosx—1
lim = lim .
x—0 )C2 x—0 2)(:

Torna a donar una indeterminacié del mateix tipus. Utilitzem una altra vegada L’Hopital:

. cosx—1 —sinx
lim = =

= 0.
x—0 2x 2

Per tant, el primer limit del quocient incremental també val 0, és a dir, f'(0) = 0.

Per trobar la derivada segona, necessitem f’(x) en un entorn de x = 0. Calculem-la:

XCOSX — sinx

fx) = == six £0,
Ara apliquem la definici6 de derivada a f'(x) en x = 0:

XCOSX — Sinx 0

" . f'(x)=f'(0) %) - XCOSX — sinx

0)=lim—~——~—~ )
f"(0) =lim ~0

x—0 X

=lim =lim
x—0 X x—0 x3

Derivacio %
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Una altra vegada surt una indeterminaci6 del tipus (5’ Emprant repetidament la regla de
L’Hopital, obtenim:

XCOSX — sinx —xsinx —sinx

, , . . —Ccosx
Iim =1lim =1lim =1lim =

1
x—0 x3 x—0 3)(,'2 x—0 X x—0 3 3 ’

fo{ 11 _ 1
Aixi doncs, f"(0) = —3.

Problema 3

Determineu les equacions de les rectes tangent i normal a la corba d’equacié x* —axy +
3ay* = 3a® enel punt (a,a).

[Solucid]

Podem pensar y com a funcié implicita derivable de x. El pendent de la tangent a la
corba és la derivada de la funci6 y(x) al punt x = a. Derivant implicitament I’equacié de
la corba, tenim

3x* —ay —axy +6ayy =0.
Substituint-hi (x,y) per (a,a), resulta:

3a* —a’ —a’y(a)+6a’y(a) =0 = 5da*y(a) =—2ad.

2
® Sia#0, lavors y'(a) = -3 i la recta tangent és
2
y—a= —g(xfa).

5. .
El pendent de la normal és o ja que és perpendicular a la tangent. Per tant, la seva
equacié s’escriu

5
y—a= E(x—a).

= Si a = 0, aleshores la corba té equacié x = 0, que és I’eix d’ordenades. La tangent,
doncs, és ella mateixa i la normal és ’eix d’abscisses.

Problema 4

Resoleu els apartats segtients.
a) Una particula es mou sobre la hiperbola y = 1}—0 de forma que al punt (5,2) I’abscissa
x augmenta a raé d’una unitat per segon. Amb quina velocitat varia la seva ordenada?

b) En quin punt de la parabola y*> = 18x I’ordenada creix el doble de rapid que I’abscis-
sa?
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[Solucio]

a) Que la x augmenti a ra6 d’una unitat per segon vol dir que, si la pensem com a funcié
del temps ¢, aleshores x'(¢) = 1 al punt (5,2). Per veure com varia la y respecte del

m:

temps, n’hi ha prou a calcular-ne la derivada respecte de ¢ a I’expressié y(¢) =

Y= X0
Aleshores, al punt (5,2) tenim
(1) = -0 2 nitats/segon
YU =5 = 5 untatsisegon.

b) Tant la variacié de I’abscissa com la de I’ordenada sén les derivades d’aquestes
respecte del temps. Si volem que 1’ordenada creixi el doble que 1’abscissa, hem
d’imposar-hi y = 2x’. A més, el punt ha de satisfer I’equaci6 de la parabola y* = 18x.

Derivant respecte de ¢, s’obté 2yy’ = 18x' i, substituint y' per 2x’, ens queda 4yx’ =
18x’. Com que ens demanen que y’ sigui el doble de x’, suposarem que x’ # 0. Ales-
hores, tenim 4y = 18, d’on resulta y = g ix= g Per tant, el punt de la corba on es

compleix aquesta condici6 és (2,2).

Problema 5

Un trapezi isOsceles esta inscrit en una circumferéncia de radi r. Suposant que una de les
bases coincideix amb un diametre, calculeu la longitud de 1’altra base per tal que I’area
del trapezi sigui maxima.

[Soluciol

Fig. 5.43
El trapezi isosceles.

A la figura 5.43 tenim el trapezi isosceles inscrit en la circumfereéncia. Designem per
h T’altura del trapezi i per b la base petita. La base gran val 2r, essent r el radi de la
circumferéncia.

Sabem que I’area d’un trapezi és el producte de la semisuma de les bases per 1’altura. En
el cas que ens ocupa queda

2r+b
2

area (b, h) = h.
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Obviament, ha de ser b € [0,2r]. De fet, b € (0,2r), ja que si b =0, en comptes d’un
trapezi tenim un triangle i, si b = 2r, el trapezi es redueix a un segment (k2 = 0). Aplicant
el teorema de Pitagores, obtenim una relacié entre la base i I’altura
bz
W4+ = =r.
+ 7 r

Per tant, la funci6 area, que depen només de b (la base petita), és

2r+b b
Ab) = r; V=g

Aquesta és la funcié que volem maximitzar, quan b € [0,2r]. Es tracta d’una funcié
continua en un interval tancat. El teorema de Weierstrass assegura I’existéncia de maxim
absolut. Calculem-ne la derivada:

1 B 2r+b g

A A E
r2_7
4

Simplificant els calculs i igualant la derivada a 0, obtenim I’equaci6 de segon grau en la
variable b segiient:

—b*—br+2r*=0.

Les solucions d’aquesta equacid sén b = r i b = —2r. En descartem la segona ja que no
té sentit en aquest problema.

Per saber on es troba el maxim absolut de la funcié area en I'interval [0,2r], hem de
comparar els valors de la funci6 als punts b =0, b = r i b = 2r. Com que A(0) = r?,

Ar) = ¥r2 i1 A(2r) = 0, el maxim absolut s’assoleix quan la base petita és b = r.

Problema 6
Sigui
2 42
P(x)=m+V3(x+2)" - % +50(x+2)"
el polinomi de Taylor de grau 43 d’una funcié g(x) al punt x = —2.
a) Quin és el valor de g(x) enx = —27?
b) Té g(x) extrem relatiu o punt d’inflexi6é en x = —2?

[Solucio]

a) Sabem que, donada una funcié6 g(x), el polinomi de Taylor de grau 43 al punt —2 és

¢(-2) £(-2)

Py 2g(x) =g(—2)+¢(-2)(x+2)+ 21 43!

(x+2)+---+ (x+2)*.

A partir de I’expressi6 de P(x), podem afirmar que g(—2) = 7.



b) Comparant els termes de P(x) i Py _,g(x), observem que g'(—-2) =g"(-2)=--- =
g*(=2) =0, perd g*V(—2) # 0. En concret,

(40 (_
g (=2)
41! = V3.

Llavors, com que la primera derivada no nul-la és d’ordre senar (41), la funci6 g té
un punt d’inflexié en x = —2.

Problema 7

Demostreu que a I’ellipse z— + ;—2 = 1 es pot trobar un punt on la recta tangent és parallela
a qualsevol recta del pla fixada.

[Solucio]

Es clar que en els punts on 1’ellipse talla ’eix d’abscisses, la recta tangent corresponent
és vertical. Per tant, es pot trobar un punt de 1’ellipse on la recta tangent és vertical (de
fet, dos punts).

Una recta no vertical del pla sera de la forma y = mx + n. Ara veurem si hi ha cap
punt de I’ellipse on la tangent tingui pendent m. Per determinar-ne el pendent, derivem
implicitament a I’equaci6 de ’ellipse:

2x 2y
RN
Imposem y' = m:
x my
AT

De I’equacié anterior, podem trobar una relacié entre x i y:

b2
y=-_ %
Com que el punt que busquem ha de ser de I’ellipse, ha de complir la seva equacio:
x2 b*x?
@ mia‘b*
Adillant, obtenim dues solucions:

+ma®

Per tant, hi ha dos punts a I’ellipse on la tangent és parallela a la recta donada. Sén els
punts de coordenades

< ma’ m’a? N ) . ( —ma? —m*a? 4 )
’ n 1 ) n .
\/mzaz + b2 \/mzaz + b2 \/mzaz + b2 \/mzaz + b2
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Problema 8

Quina és la parabola que aproxima millor la funcié y = v/1+2x en el punt ¢ = 0?
Demostreu que I’error comes per a 0 < x < 1 és inferior a %
[Solucid]

Ens demanen el polinomi de Taylor de grau 2 de la funcié f(x) = (1 + 2x)'/? al punt
a = 0. Necessitem, doncs, la funci6 i les seves dues primeres derivades avaluades en
aquest punt:

fx) = (1+2x) - f0)=1,
fl(x)=(142x): - f(0)=1,
f'@)=—(1+2x)"F — f(0)=—1.

Per tant, la parabola que busquem és

1
y=Pyof(0)=1+x— Exz.

L’error comes és la diferéncia entre la funcié i I’aproximacié que utilitzem (és a dir, el
seu polinomi de Taylor de grau 2). Segons la férmula de Taylor,

Ry f(x) = f(x) = Poof(x).

Utilitzarem el residu de Lagrange:

_f"e) 5 3
R3f<x)— 3 x-3! 207

x*, per a un determinat ¢ € (0,x).

Comque 0 <x < lice(0,x),tenim /(142¢)® > 1,1en resulta

3

RSl <15, (1+2c)°

RETRRE

tal com voliem veure.

Problemes proposats

Problema 1

Trobeu els valors de a i b per als quals la funcié
2 .
— six < —1,

ax+bx* six>—1

és derivable a tot R.



Problema 2

Demostreu que la funcié y = In I satisfa larelacié xy' +1 = ¢’.

Problema 3

arcsinx

Proveu que la funcié y = satisfa I’equaci6 diferencial (1 —x?)y —xy = 1.

1—x?
Problema 4
En quin punt la tangent a la parabola y = x*
a) és parallelaalarectay =4x—35;
b) és perpendicular a la recta 2x — 6y +5 = 0;
c) forma una angle de 45° amb la recta 3x —y+ 1 =07?
Problema 5

Determineu la derivada primera de cadascuna de les funcions segiients, donades en forma
implicita:

(1) x —y = arcsinx —arcsiny ~ (2) x: +yi =a’, a€R
(3)xsiny—cosy+cos2y=0 (4)x=y".
Problema 6

Les rectes tangent i normal a la parabola 2y = x* 4 2 en el punt d’abscissa x, > 0 deter-
minen amb I’eix OY un triangle d’area A.
a) Calculeu A quan x, = 4.

b) Trobeu x, quan A = 15.

Problema 7

Calculeu I’angle entre les dues circumferéncies segiients als punts on es tallen:
(x—=32+(y—12=8, (x=2)>+(+2)*=2.

Problema 8

Considereu les corbes C, :y =x* —sin(xy+ax),i C,:y=x*+sin(xy+2x), amba € R.
Calculeu el valor de a per tal que C, i C, siguin ortogonals a I’origen.

Problema 9

2 2
Determineu les equacions de les tangents a la hiperbola ;—0 — % = 1 que sén perpendi-

culars alarectadx+3y—7=0.

Derivacio %
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Problema 10

Des del focus esquerre de 1’ellipse

2 2

X y

45 2071

s’ha dirigit un raig de llum amb una inclinacié d’angle a amb I’eix OX. Se sap que
tg a = —2. Trobeu I’equaci6 de la recta en que esta situat el raig reflectit.

Problema 11

Enuncieu el teorema de Rolle. Sigui f(x) = 4 —x*?. Comproveu que f(—8) = f(8),
perd la derivada primera f'(x) # 0, Vx € [—8, 8]. Contradiu aquest resultat el teorema de
Rolle?

Problema 12

Sigui I’elipse x> — xy +y* = 3.

a) Determineu els punts en que I’ellipse talla I’eix d’abscisses i demostreu que les rectes
normals en aquests punts son paralleles.

b) Trobeu la parabola que aproxima millor 1’ellipse anterior en el punt (1,—1).

Problema 13

Esbrineu les dimensions d’un con de volum maxim inscrit en una esfera de radi R. Quin
és aquest volum maxim?

Problema 14
Trobeu el punt de la corba y = x> —4x+5 més proper al punt (—10,2).
Problema 15

Determineu la tercera derivada de la funcié f(x) = sinx. Calculeu també la quarta deri-
vada de f(x) = cosx.

Problema 16

Trobeu la derivada enésima de:

1
a) y=-—
X

b) y=In3ux.
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Integracio

6.1. La integral de Riemann. Propietats

En aquesta seccid, generalitzem la idea d’area —tan intuitiva per a quadrats, triangles,
cercles...— a figures determinades per corbes al pla. Per fer-ho, hem d’estudiar la inte-
graci6 de funcions reals fitades en intervals tancats.

Construccio de la integral de Riemann

Sigui f: [a,b] = R una funci6 fitada.

1 [ 1 1 [ Fig. 6.1

I L 1 1 L Una particié de l'interval
a X| X2 X3 Xq b [a, b].

= Una particié, I, de [a,b] és un conjunt finit i ordenat de punts, {x;,x;,X,,...x,}, amb
A=Xg <X <X <+ <Xy <X, =b.

Els elements de la particié no sén necessariament equiespaiats, com es mostra a la
figura 6.1.

Designem per Ax; = x; — x;_; la longitud del i-ésim interval determinat per la particio.
Ates que f és una funci6 fitada, podem considerar

M; = sup {f(x)}

XE[xi1.x]

m; = inf {f(x)}.

x€[xi1.x]
La idea de la integral de Riemann és aproximar 1’area sota la grafica de f entre a i

b mitjancant rectangles que tenen com a base els subintervals de la partici6 i com a
altura els valors M; o m;. Definim
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» Suma superior S(f,I1) = Ax;M, + Ao,M, + - - - + Ax, M,
» Suma inferior s(f,11) = Axym; + Axamy + - - - + Ax,m,.

Aquestes sumes corresponen a les arees dels rectangles per excés i per defecte, respec-
tivament (figura 6.2).

Fent un procés de pas al limit quan Ax; — 0, se n’obtenen les integrals superior i inferior.

Fig. 6.2
Sumes inferior i superior.

b
= Integral superior/ f:irl%f{S(f,l'[)}

b
w [ntegral inferior/ f=sup{s(f.I)}
Ja I

Observaci6é 6.1 Clarament, la integral inferior de f sempre és més petita o igual que

b b
la integral superior de f, és a dir, / </ f

Definicié 6.2 Diem que f és integrable en [a, D] en sentit de Riemann si

b b
=17
b
Aquest valor s’anomena integral de f en [a,b] i el designem per / f o bé

/a ’ Fx)d.

a b a
Es defineixen, a més, / f= 7/ fi / f=0.
b a a

. Fig. 6.3
Area sota la grafica de 1.

|
f
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Si f(x) > 0, la integral s’entén com I’area sota la grafica de f(x) fins a ’eix d’abscisses
encabida entre x = a i x = b, com es veu a la figura 6.3.

A partir d’ara, si f és integrable en el sentit de Riemann, diem simplement que f és

integrable.
Exemples 6.3
Analitzem la integrabilitat d’un parell de funcions.
Fig. 6.4
L'area que determina
. S) = lxlen [~1.1]

-1

a)

b)

0 1

Sigui f(x) = |x|, x € [-1,1]. Estudiem si f és integrable i, en cas afirmatiu, calculem

/jl F(x)dx.

Per simetria (figura 6.4), considerem primer I’interval [0, 1] i la particié

H:{o’l,g,i...,n_l’ﬁ}'
nnn n 'n
Llavors, obtenim:
1 1 2 n—1 n—1
s(f,l_[)——<0+—+—+...+ )
n non n 2n
1/1 2 n n+1
st =3 (Fe et o
n\n n n m
i, per tant,
T N
= — =11 .
n—e 21 2 aoe 2n

és simetrica

! 1
Aleshores, / |x|dx = 5 Finalment, com que la grafica de f(x) = |x

0
respecte de x = 0, resulta

[1f(x)dx:2/01f(x)dx:l.

Estudiem si la funci6 segiient és integrable en [0,1].  f(x) =

1 sixe@Q
0 sixgQ.
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Un esbds de la seva grafica, juntament amb les corresponents integrals inferior i superior,
es troben a la figura 6.5.

Fig. 6.5 f

Grafica de f(x). -
Integrals inferior i 0000000000000 e ——
superior. !

1
Notem que, per a qualsevol partici6, es té s(f,IT) =01 S(f,IT) = 1. Per tant, / f=0
0

T 1
i / f =1, d’on deduim que no existeix / f(x)dx. No té sentit parlar de I’area sota la
1 0
grafica de f(x).

Proposicié 6.4 Soén integrables en qualsevol interval tancat [a, b] les funcions:

= fitades amb un nombre finit de discontinuitats,
= continues,
= monotones.

CoroHari 6.5 Suposem que tenim una funcié f integrable en [a,b]. Sigui g una
funci6 que es diferencia de f només en un nombre finit de punts. Aleshores, g també
és integrable i t€ la mateixa integral:

b b
fr=]s
La relaci6 entre les tres grans propietats que hem estudiat —continuitat, derivabilitat i
integrabilitat— en un interval 7 és la segiient:
f derivableen I = f continuaen/ = f integrableen /.
Les implicacions en sentit contrari no sén certes, en general.

Propietats de la integral

Una propietat basica de la integral és la linealitat. Aixo significa, d’una banda, que la
integral de la suma de funcions és la suma de les integrals de cadascuna de les funcions,
i, de I’altra, que les constants surten fora de la integral.
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Proposicié 6.6 Propietat de la linealitat. Siguin f,g : [a,b] — R integrablesi A €
R. Llavors, es compleix:

b b b
a) f+ g ésintegrable en [a,b] i /(f+g)=/f+/g-

b b
b) Af és integrable en [a,b] i / (Af) = A / 7.
Corollari 6.7 Siguin f,, f5,...,f, : [a,b] — R funcions integrables en [a,b], i

ki,ky,.. ..k, € R. Aleshores, també és integrable en [a,b] la funcié &, f, + ko f> +
---+k, f, 11la seva integral val

/lb(klf1+k2f2+~-~+kmfm):kl/abfl+k2/abf2+~~+km/abf,,l

Fig. 6.6
Additivitat de la integral.

Si trenquem un interval en dos subintervals consecutius, aleshores la integral sobre 1’in-
terval gran és la suma de les integrals sobre cadascun dels trossos. En altres paraules, la
integral és additiva respecte de I’interval d’integracid (figura 6.6).

Propietat d’additivitat respecte de I’interval d’integracio. Sigui f : [a,b] —
R integrable i ¢ € [a,b]. Llavors, f és integrable en [a,c] i [c,b] amb

b ¢ b
fa=fr]s
I el reciproc també és cert.

A continuacid, presentem una colleccié de propietats de la integral relacionades amb les
desigualtats (signe d’una funci6, comparacié de dues funcions, valor absolut i fites d’una
funcio).

Propietats d’ordre. Siguin f, g : [¢,b] — R integrables i A € R. Llavors, es compleix:

'f20:>/abf20. -f§0:>/abf§0. -ng:»/abfs/ubg.
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u[fglﬁﬂ
b

sm< f<M = (b—a)mg/ fF<(®b—-aM.

= |f| és integrable en [a,b] i

De la mateixa manera que hi ha teoremes del valor mitja per a les derivades, també
n’existeixen per a integrals. Un d’ells relaciona el valor de la integral d’una funcié en un
interval amb el valor de la funcié en un punt intermedi.

Proposicié 6.8 Teorema del valor mitja per a integrals. Sigui f : [a,b] — R con-
tinua. Aleshores, 3& € [a,b] tal que

[ r=r&6-a. .

Sovint s’utilitza la notacid

E=a+8(b—a), 0<5<1.

AN
/
;

b

a

Si suposem la funci6 f positiva, la interpretacié grafica ens diu que I’area sota la grafica
de f (és a dir, la seva integral) és la mateixa que la d’un rectangle que té com a base
la longitud de I’interval d’integracié i com a altura la imatge d’un punt determinat de
I’interval.

6.2. Integracio i derivacio

En aquesta seccid, estudiem la relaci6 entre la derivaci6 i la integracié. Veurem en quin
sentit una operacié és la inversa de I’altra.

Funcio integral
Sabem que, si una funci6 fitada és integrable en [a,b], aleshores també és integrable en

tot subinterval; en particular, en cada [a,x]. Aix0 ens permet donar la definici6 segiient.

Definicié 6.9 Sigui f una funci6 integrable en [a,b].

Definim la funcio integral de f com
§ f
n@:/fmw,xemw
Aquesta F(x) també s’anomena integral inde- Fx)
finida de f. N 1
a x b
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Exemples 6.10
1
A la figura 6.7 tenim un esquema de les funcions integrals de f(x) =sinx i f(x) = —.
X
Fig. 6.7
Esquema de les funcions
integrals |
F(x)= | sintdr
0 X ‘ F(x) = /1 n dt
1 X
Observacié 6.11 Convé insistir en la idea que la integral indefinida, F (x), és una funcid,
b
mentre que la integral definida, / f(x)dx, no és una funcid, siné un niimero.
Estudiem ara les propietats de la funcié F a partir de les de f.
Teorema 6.12 Si f és integrable en [a,b], llavors F(x) = / f(z)dt és continua en
[a,b]. ’
Demostracié. Sigui ¢ € [a,b]; volem veure que lim F(x) = F(c). Com que f és fitada
en [a,b], sabem que existeix M tal que |f| < M. Suposem que ¢ < x. Tenim que
rw-r@l=|[ 1= [ o=\ [+ [ o =|[ 1] < [1r1<m-el
Analogament per a ¢ > x. Per tant, lim |F(x) — F(c)| =0 i, llavors, lim F(x) = F(c).0)
X—C X—C
Observacié 6.13 Una funcié integrable no necessariament és continua, pero la seva
integral indefinida si que ho és.
Ara donarem exemples de funcions en un interval i en determinarem les funcions inte-
grals corresponents.
Exemples 6.14
Considerem les funcions segiients.
. 1 )
a) Sigui f(x) =2x,x€[0,1]. Aleshores, F(x)= §x2x =x.
Fig. 6.8
La funcio f(x) = 2x ila
217777 ! seva integral indefinida.
| f(x):Zx
|
! F(x)=x2
1 | 1=~ ‘
2x : :
| |
of x 0 |
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Fig. 6.9

La funcio f(x)

i la seva funcié integral
F(x).

0 sixe[-1,0),
1 sixel01].

{ 0 sixel-1,0),
b) Sigui f(x) =

Aleshores, F(x) =
x si xe[0,1].

I T I

-1 0 1 -1 0 1

Podem comprovar, analiticament i mitjancant les grafiques, que les dues funcions f(x)
dels exemples s6n integrables i, en conseqiieéncia, les integrals indefinides sén continues
(tant si la f és continua com si no ho €s). Fixem-nos en quins punts és derivable la funcié
integral. Quina relaci6 hi ha amb la f? Les grafiques d’ambdés exemples es mostren a
les figures 6.81 6.9.

Teorema fonamental del calcul

Integrar i derivar s6n processos inversos en el sentit del teorema fonamental del calcul.
Vegem-ho.

Teorema 6.15 Teorema fonamental del calcul. Sigui una funcié f : [a,b] — R
continua. Llavors, F(x) = / f(t)dr és derivable i la seva derivada val F’(x) =

a
f(x). Six=a ox=b, s’entén que F’(x) representa la derivada per la dreta o per
I’esquerra de F, respectivament.

Demostracio. Per definici6 de derivada tenim que

Fi(x) = lim X E = F©)

h—0

Fem el cas i > 0:

F(x+h)—F(x) = th(t)dt—/:f(t)dt:/:Mf(t)dt( = Jlr e

a T. v. mitja

on 0 < 6 < 1. Finalment,

F'(x)=lim 2" "0 = f(x).

h—0 h (f continua)
Analogament per a i < 0. ]
Observacié 6.16 En general, si f no és continua, F no té per qué ser derivable. Repre-

nem el segon exemple de 6.14. A la figura 6.9 observem que f no és continua en x =01,
clarament, F no és derivable en x = 0.



Teorema fonamental del calcul i regla de la cadena

Utilitzant el teorema fonamental del calcul i la regla de la cadena, podem calcular la
derivada de la integral d’una funcié quan els extrems de 1’interval d’integracié no s6n
constants, sind funcions.

Partirem de F(x) = / f(t)dt, amb f continua. Pel teorema fonamental del calcul, F

és derivable i F'(x) = f(x). Sigui g una funcié derivable. Considerem la composicié
segiient:

8(x)
" Fi(x)=(Fog)(x) = / f(t)dt. Per la regla de la cadena, F, és derivable i la seva

derivada val

Ja sabem, doncs, derivar integrals amb 1’extrem superior no constant. Analogament, en
podem variar I’extrem inferior. Sigui

" F(x)=—(Foh)(x)= /h . f(t)dt, amb f continua i h derivable. Observem que F>(x)

és una funcié del tipus —F; (x) i, per tant, és derivable. En efecte,
h(x)
B =- [ f0)d=-F.
Per tant, 1a seva derivada €s

F(x) = =F'(h(x)) ' (x) = = f(h(x)) I (x)-

Finalment, estudiem integrals amb els dos limits d’integracié variables. Sigui
8

%)
® Fi(x)= ” f(t)dt, amb f continuai g i h derivables. Per I’additivitat respecte de 1’in-

8(x) a
terval d’integracié, podem expressar aquesta integral com / f(t)dt = / f)de+
h(x) h(x)
(%) ,
/ f(t)dz. Es a dir, com la suma de funcions dels tipus anteriors:
Aixi, F;(x) és derivable i la seva derivada és F;(x) = F/(x) + FJ(x). Aix0 és,

Fi(x) = f (g(x)) &' (x) = f (h(x)) ' (x).

Resumint, siguin les funcions f(7) continua i g(x) i i(x) derivables. Aleshores,

= ([ o) = et g0 - 0K

dx \Jiey

Integracid %

211



% Calcul I. Teoria i exercicis

212

Exemples 6.17

Derivades de funcions integrals

4sinx
M$@M@:/ (=50 dr.
2

La funci6 f(t) = > — 5¢* és continua en R i g(x) = 4sinx és derivable en R. Alesho-
res, F(x) és derivable en R i

F'(x) = (64sin’x — 80sin’x) 4 cos.x.
3 t

wﬁywm:/

ot 1+ sin’s

La funcié f(z) és continua en R i A(x) = 2x+ 1 és derivable en R.

1 +sin’t
Aleshores, F(x) és derivable en R i
, 2x+1
F'(x)=— -2 .
1 +sin"(2x+1)

X2 16
c) SiguiF(x):/ mdx.

6
Com que o7 és continua en R i g(x) = i h(x) = x* s6n derivables en R, la

funcié F(x) també és derivable en R i la seva derivada val

) 213 3x%
o= T

Corol-laris del teorema fonamental del calcul

En aquest apartat, donem uns resultats molt utils per al calcul d’integrals basats en el
teorema fonamental del calcul.

Definicié 6.18 Diem que F(x) és una primitiva de f(x) si F(x) és derivable i

F'(x) = f(x).

Suposem que F'(x) és una primitiva d’una funcié donada f(x). Ens preguntem com po-
dem trobar-ne totes les primitives. Si G és una altra primitiva, tenim G'(x) = f(x). Ales-
hores, (G(x) — F(x)) = 0. Per tant, G(x) — F(x) = constant, és a dir, les primitives d’una
funcié difereixen en una constant (recordem la figura 4.34). Hem provat, doncs, el re-
sultat segiient.

Lema 6.19 Si F(x) és una primitiva de f(x), aleshores totes les primitives de f(x)
s6n de la forma

F(x)+k, keR.
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El conjunt de totes les primitives de f(x) es designa per / f(x)dx.

La versi6 operativa del teorema fonamental del calcul és la regla de Newton—Leibniz, més
coneguda com regla de Barrow (1630-1677), que enunciem ara amb dos resultats més.

Teorema 6.20 Regla de Barrow. Siguin f : [a,h] — R continua i F una primitiva
de f, és adir, F' = f. Llavors,

[ ayai=r) - Fa)

Proposicié 6.21 Férmula d’integracié per parts. Siguin u = f(x) i v = g(x) deri-
vables. Llavors,

/Hbf(x)g’(x)dx:/abudv: [u~v]i—/ahvdu

Proposicié 6.22 Formula del canvi de variable. Donada la integral

[ roax

fem el canvi x = g(¢), que ha de complir:
a) ser derivable i amb derivada no nul-la, dx = g'(¢)dt,
b) admetre funci6 inversa, és a dir, r = g~ ' (x).
g-]

Fig. 6.10
/—\ Canvi de variable.
X t
- -
a b c d Aleshores,

T [ rwax= [ fe)g) a

amb g(c) =aig(d)=>b (figura6.10).

Exemples 6.23

Els exercicis segiients s6n aplicacions de les proposicions anteriors.

a) Proveu que, fent el canvi de variable \/t = x, obtenim

S |
1441

9
di=2—1n~.
"2
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b) Fent un canvi de variable adequat, proveu que

Tox T
dx=—.
/01+;&x 8

c) Aplicant el métode d’integracié per parts, demostreu que

/arcsinxdx =xarcsinx+v1—x2+C.

d) Aplicant el metode d’integracié per parts, comproveu que

n

/ e sinxdx =

0

(2¢7 —1).

| =

e) Trobeu una funcié f i un valor per a la constant ¢, de manera que

* 1
/ f(t)dt:cosxfi, peratot x € R.

6.3. Calcul de primitives de funcions

Aquesta secci6 és eminentment practica. La dedicarem al calcul de primitives. Segons
el metode que utilitzem, podem fer la classificacid segiient de les primitives.

= Immediates

e Directes — a partir de les primitives elementals.
e Per descomposicio — desglossant convenientment la integral inicial.

e Per canvi de variable — de manera senzilla.

= Per parts. Utilitzem la férmula d’integracio per parts:

/udv:uvf/vdu.

Es clar que aquest métode és eficag quan Jvdu és més senzilla de calcular que [udv.
Les podem classificar en:

¢ No cicliques — després del procés (que potser s’ha de realitzar més d’una ve-
gada), n’obtenim la primitiva.

e Cicliques — després del procés, obtenim la integral inicial dins d’una equacio.
= Racionals

e Elementals — immediates, o bé completant quadrats.

e Generals — per divisi6 i/o descomposici6 en fraccions simples.
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= Trigonometriques i hiperboliques — s de relacions trigonométriques o canvi de
variable trigonometric (idem amb les hiperboliques).

= Irracionals — canvi de variable trigonomeétric o hiperbolic.
Integrals immediates usuals

A la taula segiient, considerem f = f(x).

r+1 f/
/f frdx = (r#—1) /?dlen\f|+C
: : ‘ o
/f/-efdx:e-/—&—C /f/-a/dx:K—FC (a € (0,00)\ {1})
a
/f'~cosfdx:sinf+C /f'~sinfdx:fcosf+C
f _ o
Os2fdx—tgf+C sinzfdx_ cotg f+C
f f 1 :
:1 — - —
sinfdx n tg2 +C mdx arcsin f +C
/1_{fzdx:arctgf+c /f’~coshfdx:sinhf+C
/f/.sinhfdx:coshf—I—C / fz dx=tghf+C
J cosh” f
! dx = —cotghf+C de:argsinhjﬂ—c
sinh’ f VT
\/f]:__ldx—argcoshf+c 1_fzd)c:argtgthrC

Integracié per descomposicio

En general, el metode de descomposici6 consisteix a transformar o descompondre I’inte-
grand en suma o resta d’altres, de manera que la integracié d’aquests és més senzilla. La
propietat de linealitat ens diu que

/[ f(x)+Bg(x) x*a/f dx+[3’/g dx, peratot a, €R.

Exemples 6.24

3 /x+4 3 4 i
a) /ﬂdx:/cf———&-—) dx:x——é\/;c—i—4ln|x\+C.
. X . VX oox 5

.2 l— 2
b) /tgzxdx:/smxdx:/ﬂdx:/ /dx—tgx x+C.
cos?x cos?x cos?x
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També es pot pensar com /tgzxdxz/(1+tg2x—l)dxztgx—x—i—C.

-2
dx sin x+cos2x
c) — = — 5 = o =tgx—cotgx+C.
J sin”xcos?x sin’xcos?x cos sin*x

Integracio per canvi de variable

Aqui presentem un parell de mostres de com poden ser els canvis de variable.

Exemples 6.25

e t 1 dt
) / veste¥ 42 (=) 3ttt 4+t 42 3J V4142

I, observant que

1\* 7 (2+1)72+7
2 = — _= —
t+t+2—<t+2> +7 2 ,

tindrem

2t+1
i >+C.

ar sinh
=3/ Jar s T /7 wion (235

Finalment, desfent el canvi, obtenim

1 . 263x+1)
I = — argsinh +C.
30 ( V7

b) /arcsm x/3 / Sl cost dt = /tdt = ﬁ = (arcsin{)erC
/9 — x2 (arcsin  =t) R /9795in2t o o 2 o 3 '

Integracio per parts

El primer exemple s’ha d’integrar dues vegades per parts; en el tercer, surt una integral
ciclica.

Exemples 6.26
a) 1= /(3)62 —2x+4)e™dx. Fent u=3x*—2x+4, dv = e*dx, obtenim

3x

du= (6x—2)dx,v= %.

3x

1
Per tant, [= (32 —2x+4) % -3 / ™ (6x—2) dx.
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Considerem ara les parts u = 6x — 2, dv = ¢*dx i queda

vl Y6 4 16
I(3x22x+4)€3[(6x2)e3/ ¢ dx} <x2x+>egx+c

b) I= /arctg xdx. Fent u = arctg x, dv =1-dx, obtenim

1
du = m dx, v =x.
Per tant,
X
I= [ 1-arctgxdx= tg x — dx =
/ arctg xdx = xarctg x /1+x2 b
1 2 1
=xarctigx—5 [ 7 sz dx = xarctg x — 3 In(1+x*)+C.
c) I = [ e‘cosxdx. Aquest exemple és un model d’integral anomenada ciclica. Hem

d’integrar-la dues vegades per parts. Fent u = e*, dv = cosxdx, surt du = e*dx, v =
sinx. Per tant,

I =¢"sinx — /e* sinxdx.
Siguin ara u = e*, dv = sinxdx. Aleshores,

I =e¢"sinx— [—e“cosx%—/e%osxdx] = e‘sinx+e‘cosx—/e"cosxdx,

—_——
1

d’on resulta I’equaci6

I=e¢'(sinx+cosx) —1 <= 2] =¢"(sinx+cosx)
. r .
Finalment, [ = Ee‘*(smx+cosx) +C.

Integracié de funcions racionals

P
Volem integrar expressions de la forma / % dx, on P(x) i Q(x) s6n polinomis amb
x

coeficients reals. En distingim dos blocs: elementals i generals.

a) Elementals

A
] /—dx:Aln|xfa|+C.
x—a

A A
. /(ra)r dx= 1= (x=a)""+C. r#D).

Integracid %
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A
L] / ———— dx, on el denominador ax® + bx + ¢ no té arrels reals.
ax® +bx—+c

Ax+B ) )
" / e dx, on el denominador ax® 4 bx + ¢ no té arrels reals.
ax?+bx—+c

Vegem com calcular aquestes dues ultimes integrals. Primer completem quadrats al
denominador de la manera segiient:

ax’ +bx+c=a ((x—M)2+N2) :

També podem arribar a I’expressié anterior considerant les arrels complexes del po-
linomi i descomponent-lo en factors primers. Aixi, si x; i x, s6n les arrels complexes
de ax’* +bx+c; x, =M+ Ni, x, = M — Ni, obtenim que

a’ +bx+c=a(x—(M+Ni)) (x—(M—Ni)) =a ((x—M)2+N2) .

Aleshores, podem integrar el nou quocient

/ - d—A/ L a= 2w (M) 4c
i tbitc " a (x—M)2+ N2 TN TN '

L’dltim tipus de les integrals elementals que ens queda es pot escriure com una suma
d’integrals més senzilles:

Ax+B X 1
— dx=A| ———dx+B | ———d
/ax2+bx+c o /axH—bx—i—c ot /axz—i—bx—l—c x

Notem que el segon sumand és una integral del tipus anterior; per tant, ens déna un
arctangent. Ara manipularem la primera integral per tal de posar-la com a suma de
dues integrals: una del tipus logaritme i I’altra del tipus arctangent.

A/ X d—A/ 2ax d_A/Zaanbfbd
ax’+bx+c x_2a ax?+bx+c x_2a ax?+bx+c .

7&/ 2ax+b d @/ dx
T 2a) a+bx+c . 2a ) ax*+bx+c
dx

4, lax® + bx + | Ab/
= —Inl|ax x+cl—— | —————
2a 2 ax’*+bx+c

a

Aixi doncs,

" Ax+B A Ab dx
—————dx=—In|aX*+b B—— /7
./ax2+bx+c 7 2a nax+ x+c|+< 2a> ax*+bx+c

A Ab\ 1 -M
= Zln|ax2+bx+c| + <B— Z) —yarcte <XT> +C.
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b) Generals. Distingim dos casos segons siguin els graus de P i de Q.

= Si grau P(x) > grau Q(x), aleshores dividim els polinomis i escrivim
Plx) Q) C(x)+R(x) R(x)
= =C A
0w~ 0w % o)

on, ara, grau R(x) < grau Q(x) i, per tant, podem considerar el cas segiient.

= Si grau P(x) < grau Q(x), llavors determinem les arrels (reals i complexes) de
I’equaci6 Q(x) = 0.

Podem obtenir-ne:

1. Arrels reals simples.
2. Arrels reals miiltiples.
3. Arrels complexes simples.

4. Arrels complexes miiltiples.

Cas 1. Arrels reals simples. La descomposici6 en factors irreductibles del denomi-
nador té la forma
Ox)=ay(x—a))(x—ay) - (x—a,).

Llavors, descomponem el quocient en fraccions simples

P(.x) 1 Al A2 An
—l = — + 4+ )
O(x) ay\x—a;, x—a, x—a,
onA;, A,,---,A, sén constants per determinar (cada arrel simple hi contribueix amb

una fracci6 simple). Per tant,

[a ([t s

1
= —(A11n|xfa1|+A21n|xfa2|+~~~+A,,ln|xfa,,|) +C.
Ao

Cas 2. Arrels reals multiples. La descomposici6 en factors irreductibles de Q(x) és
de la forma

Ox)=ap(x—a;)"(x—ay)* - (x—a,)".

Cada arrel amb multiplicitat k contribueix amb k fraccions simples. Llavors, posem

P(.X) 1 Al A2 A3 14,.1
_ L = 2+ 3_|_ 74'_
Ox) a \x—a, (x—o)* (x—oa) (x—ap)n
Si S, S,
x—a, (x—a,)? (x—a,)

Integracid %
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Aleshores, s’integra facilment:

P(x) Ar(x—oy)™! A, (x—oa; )"t
Q_x a0< Il|)C a1|+ 1 + + _r1+1 +
S(x—a,)™! S, (x—a,) !
4+ Sin|x—a,|+ 2 ) +- 4 At ) +C.
-1 —r,+1

Cas 3. Arrels complexes simples. El polinomi del denominador té I’aspecte segiient:

Ox) = ao(x— (a, —|—b.i)) (x— (a, —bli)) e (x— (a, +bni)) (x— (a, —b,,i))

i, aparellant les arrels conjugades, queda

0 =ao ((r—a) +8}) - ((x—a) +2}).

Llavors,
P(x) P(x) _
ox) ((x a) —&—bf) (( ) +b2>
1 ( Ax+ B, Ax+B )
ay \ (x—a,)*+b, (x—a,)*+b
Finalment,
.x |x—|—31 A X+B
d d s
Qx ao </(x a,)?+b? o +/ (x—a,)*+ b2 x)

on aquestes integrals son dels tipus estudiats anteriorment.

Cas 4. Arrels complexes muiltiples. Aqui és usual aplicar el métode d’Hermite (o
d’Ostrogradsky—Gauss), perd nosaltres no el tractarem.

Exemples 6.27

X —3x— 2
@) / X3 —x?

3 _3x—2 —3x-2
Dividint els dos polinomis, obtenim: % =1+ %
X —x X —x

Descomponem en fraccions simples:

F¥=3x-2 x¥-3x-2 A B+ C  Ax(x—1)+B(x—1)+Cx
¥-x  2x-1) x x® x—1 X(x—1)
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per tant, igualant i donant valors a la x, obtenim
¥—=3x—2=Ax(x—1)+B(x—1)+Cx¥* = ---A=5B=2,C=—4.
Finalment,

352
/’%dx /1dx+5/ dx+2/ dx— 4/—dx
X’ —X

2
x——+4+5Injx| —4In|x—1|+C.
x

3x—2
b) = — dx.
) /x2+x+1 .

Com que x* +x+ 1 no té arrels reals, completant quadrats obtenim

1>2 3 (241243

2 1: — —_ =
X +x4 <x+2 1 7

També podem arribar a I’expressi6 anterior tenint en compte que les arrels del deno-

minador sén x; = —% + ?i 1 x= —% — ?i; per tant,

12+§ (2x+1)+3
2) "4 ‘

PAxt+l=(x—x)x—x)= (x—i—— = y)

Llavors,

3x—2 X dx
= /7 dx—Z/i dx =
RAx+1 +x+ 1 xX>4+x+1 xX>4+x+1 (24xt1) =201

2x+1-— dx
Y A Y
2 x24+x+1 x2+x+1
2x+1 dx
14 | — gy =
2/x2+ 1 /(2x+1)2+3 *

= Eln|x2—|—x—i-1|— 7 arct (ﬁ> +C
2 Vae s )t

X*+2
I= ) ——d
1= [ oy
Descomponem la fraccié de I’integrand i reduim a denominador comu:

£¥2 A B C D _
(x—=2)(x+1) x—=2 x+1 (x+1)2  (x+1)3

A+ 1)P+Bx—-2)(x+ 1) +C(x—2)(x+1) +D(x —2)
- (x—2)(x+1)° '
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Igualem els numeradors:
X¥+2=A@x+1’+Bx-2)(x+1)*+C(x—2)(x+1)+D(x—2), VxeR.

En particular, podem substituir la x per 2, —1, 11 0, i obtenim

Llavors,
2 dx 2 dx 1
I=— | ——~ | —+ = 1)2d —/ N34
9/x—2 9 x+1+3/(”) ¥ )T
1 1 1 1

+s——+C.

2 2
= -2~ Sl ——
gk =2l =g+l =3 =9 +5 551

8x*+6x+6
) I_/x373x2+7x75 *

Les arrels del denominador sé6n x; = 1, x, = 1 +2i i x; = 1 — 2i. En conseqtiéncia,
X =304+ Tx—5=(x—1)(x—(142i)) (x— (1-2i)) = (x—1) (x—1)*+4)
i podem descompondre la fraccié de la manera segiient:

8x*+6x+6 A N Bx+C
B3 +Tx—5 x—1 (x—1)2+4
A(x—1)*+4A+ (Bx+C)(x—1)
(x=1)((x—1)>+4)

Igualant els numeradors
8 +6x+6=A(x—1)"+4A+ (Bx+C)(x—1), VxeR.
En particular, la igualtat anterior és certa per als valors de x 1, 01 —1. Aixi, obtenim
A=5,C=19 i B=3.

Integrant la fraccié descomposta, es té

/ 8x*+6x+6 dx—S/ dx +/ 3x+19 g
¥-32+7x—-5 " T/ x—1 (x—1)*+4

3 —1
:51H|X*1|+§ln(x272x+5)+11arctg )CT+C.
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Integracié de funcions trigonomeétriques i hiperboliques

Estudiem els casos segiients:

a) /sin’"x-cos”xdx.
b) / sin(ax) - cos(bx) dx, i semblants.

c) /%(sinx,cosx) dx , on Z és una funcié racional en sinx i cosx.
Comencem-ne pel primer tipus.
a) /sin'"x -cos” x dx.

i) Suposem primer que m o n és senar. Per exemple, si m és senar, escrivim:

sin”x = sinx-sin™ 'x, on m—1 és parell.
m—1
2

Utilitzant la igualtat sin®x + cos?x = 1, tenim sin” x = sinx(1 — cos?x) i, tot

seguit, fem el canvi de variable cosx = 1.

ii) Considerem ara que m i n sén parells. De les igualtats
cos’x +sin*x = 1
2 22
cos”x — sin” x = cos(2x)

sumant i restant les equacions en traiem

sinx — 1 —cos(2x)
2
cos?x = 1+ ccz)s(Zx)

Finalment, substituim I’integrand i I’integrem.
b) /sin(ax)~c0s(bx) dx, isemblants.
Utilitzem les férmules

sinAcos B = —[sin(A + B) +sin(A — B)]

cosAcos B = —[cos(A+ B) + cos(A — B)]

N = N =

-1
sinAsinB = - [cos(A + B) —cos(A — B)]

que ens transformen la integral de partida en suma o diferéncia d’integrals quasi im-
mediates.

Integracid %
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c) / 2 (sinx,cosx) dx, on Z és una funci6 racional en sinx i cosx.

i) En general, fem el canvi de variable tg 5 = i aleshores

. 2t 1-¢ 2 dt
SiInx = ——, COSx=——, X=—-7.
1412 1412 1+4¢2

Per recordar el canvi, ens podem ajudar del primer triangle rectangle de la figu-
ra6.11.

Estudiem també diversos casos particulars.

ii) Si % és imparell en sinx (és a dir, si Z(— sinx,cosx) = —Z(sinx,cosx)), fem el
canvi cosx = t.

iii) Si % és imparell en cosx, fem el canvi sinx = ¢.

iv) Si Z és parell en sinx i cosx, fem el canvi tgx = ¢ i, aleshores,

. t d dt
COSX = ——, Sinx= —, x=——.
V1t Vit 142
Fig. 6.11
Triangles pera canvislde
variable trigonometrics. 1+72 | 1472
2t t
x \ *
1-72 1

Per aquest tltim cas, podem utilitzar el segon triangle rectangle de la figura 6.11.

Observaci6 6.28 La integracié de funcions hiperboliques segueix un plantejament and-
leg a I’esmentat per a les funcions trigonomeétriques i, per tant, no el desenvolupem.

Exemples 6.29

a) I = [cos’xdx. Aqui n =3, senar.

I= /cosx~cos2xdx:/cosxo(1 —sin’x) dx

= /(cosx—cosx-sian) dx =
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b) I= / cos* x dx. Tenim n = 4 parella. Aleshores,

1_/<M>2 dx = %/(1+2005(2x)+0052(2x)> dx

2
1 4
i, posant cos®(2x) = —l—c%(x), obtenim
1 1 cos(4x) 3 sin(2x)  sin(4x)
I=- 142 2 = dx= - C.
4/<+ cos(x)+2+ > ) X 8x+ R D +
c) I= /sin3xcos4x dx. Posem
1= /sinx(l — cos’x) cos* x dx
~
i obtenim la suma de dues integrals immediates:
. 4 . p cos’x  cos’x
I = [ sinxcos’xdx— [ sinxcos’xdx = — 5 + 7 +C.
d) 1= / sin(3x) cos(5x) dx. Escrivim la integral com
1 . .
=3 / (sin(8x) + sin(—2x)) dx.
Tenint en compte que la funci6 sinus és senar: sin(—2x) = —sin(2x), queda

1 1
1= BT cos(8x) + 1 cos(2x)+C.

sin*x (—sinx)*

e) I = / tg*x dx. Fixem-nos que podem escriure tg*x = Six —

i, per tant, tg*x

costx (—cosx)*

és una funci6 parella en sinx i cosx. Aixi, apliquem el canvi

t t tgt, d —dt
xX=1t, Xx=arctgt, x =
g g 1412
1tenim
t 1
I= | —dt = -1 dt =
/ 1+41¢2 dividint / ( + 2+ 1)
r tg3x
B § —f + arCtg t + C desfengl canvi T o tgx+x+ C
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sin —sinx)? sin’x
hHI= / dx Ates que ( ) =— , I’integrand és una funci6 senar en
) cos? cos?x cos?x
sinx.
Apliquem el canvi
cosx=1, —sinxdx=dr, sinx=1-—¢
1surt
1— t2
1:—/ / m+/m —+HC—
1 14 cos*x
=——+cosx+C=——+C.
cosx cosx

H dx L . . .
g) I= / ——— Notem que la funcié integrand no és parella ni senar, ni en
0 y/cosx+cosix

COS x ni en sin x.

Aleshores, fem el canvi general

t X t — X arctg ¢ 2arctgt, d —2dl cos —1 -
— = — = , X = , dx = . X = .
£3 2 g & 117 112
Els nous limits d’integracié queden
T T 1
=0 —t=tg0=0, == S t=tg— = —.

* & =3 86 = /3

Per tant,
dz
N 0 \/—2t2+2_\/§ 0o V1—1¢?
1+t2 l+t

T 1 1
=/2[arcsint] ¥ = V2 [arcsin —— arcsinO} = v/2arcsin — .
[aresint] V3 V3

Integrals irracionals senzilles

Estudiem integrals de la forma / Vax? + c dx.

Considerem els casos segiients:

u /mdx, ona,c > 0; esfael canvix = \/g sint .

. /mdx, ona,c>0; esfael canvix = \/5 sinhz obé x= \/gtgt.
u /\/ﬂdx, ona,c > 0; esfael canvix = \/E cosht.
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Exemples 6.30
a) I = / vV x?> —4 dx. En aquest cas, tenim

x=2cosht, = dx=2sinhtdt, t=argcosh g
I, d’aqui,

h2t —1
I:/2sinht~\/4cosh2t—4dt:4/cosfdt:

inh2t ¢
—4 (X2 L) o =sinh2r —2r+C -
4 2 (argcoshu=In(u+vu2—1))

1 1
= 33V —4-2In (% + E\/x2—4) +C.

(Hem tingut en compte que sinh2¢ = 2sinhz - coshr; a partir de x = 2coshr i de la igualtat cosh?s — sinh? 7 = 1, deduim
que sinh2z = x4/ % —1= %X\/){Z —4).

b) I:/L.Fem el canvi
V(9 —x2)3

. . X
x=3sint, — dx=3costdt, t:arcsm§

i obtenim
3cost dt 1 dt 1
I= =— =—tgt+C=
/\/(9—9sin2t)3 9/ cost 98 +
1t ( i x)+c 1 sin (arcsin %) L 1 x +c
= —tg (arcsin = =-—F—% =3
98 3 9 cos (arcsin g) 9v9—x2
. . LX) X X 9—x* . .
Hem utilitzat que sin (a.rcsm §) =3 icos (arcsm §> =3 La primera igualtat

és clara; vegem-ne la segona
cos (arcsin x) =4/1—sin’ (arcsin x) = \/1 (x)2 _ V¥
3/ 3/ 3/ 3

6.4. Integrals impropies

Fins ara, en les integrals definides hem considerat:
= funcions fitades,

= domini d’integracié un interval tancat.
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Fig. 6.12

Funcié no fitada i funcié

228

definida en una
semirecta.

Fig. 6.13

Procés de calcul d'una
integral impropia.

Quan deixa de complir-se alguna d’aquestes condicions no podem aplicar la teoria d’in-
tegracid anterior sense fer-ne alguns canvis. A continuacid, intentarem ampliar la noci6
d’integral a

= funcions no fitades,

= funcions definides en intervals no tancats o semirectes (figura 6.12).

1 5
b a +oo

[ 5 e

El punt clau és treballar amb una integral ordinaria més un procés de pas al limit, com
es mostra a la figura 6.13.

— >+

PN
2t

1
Z

Q

Per exemple, en el cas de funcions definides en una semirecta, com ara [a, +<o), es tracta
Z
de considerar la integral definida / f(x) dx i després fer tendir z — +oo. Aixi, és

natural definir la integral com

/Nf(x) dx = lim Zf(x)dx.

=+ Jqu

Formalitzem aquestes idees.

Definici6 6.31 Diem que una integral és impropia si el domini d’integraci6 no és
un interval tancat, o bé la funci6 integrand no és fitada.

Considerem dos tipus d’integrals impropies.

a) Linterval d’integracid és infinit. En aquest cas, la integral —també anomenada de
primera espécie— és de la forma

i (x)dx o 7b f(x)dx o 7wf(x)dx.
a+ ; +
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Pel fet que

/ dx—/f yax+ | 7 ) d

ens limitem a estudiar

[ =i [war i [ =g [ g

i diem que la integral impropia és

m convergent, si el limit existeix i €s finit;

» divergent, en cas contrari.

b) La funcié f no és fitada en [a,b). Ara la integral —també anomenada impropia de

segona espécie— 8’escriu
b Z
/ fx)dx= h'I}E/ f(x)dx

Diem que la integral impropia €s

m convergent, si el limit existeix i €s finit;

= divergent, en cas contrari.

Exemples 6.32

Analitzem la convergeéncia o divergeéncia de les integrals donades.

a) I= / — dx. Es una integral impropia perque I’interval d’integraci6 és una semirec-
1 X
ta.

1 1] 1 1 1
= i — = 1Ii — = l/ .
I[=lim | ~5dx liri[ 2x2}1 Hﬂm{zz +2} 2
Per tant, la integral impropia és convergent. L’ area sota la grafica és finita i val —

=1 . .
b) I= / — dx. Ara també integrem sobre una semirecta.
1 X
A . :_ 1
I=1lim [ —dx=lim [Inx], = lim Inz = 0.
2=+ J1 X Z—too 7—r+oo

La integral impropia é€s infinita (divergent cap a +oo) i, per tant, I’area sota la grafica
també val infinit. En tenim un esbds a la primera grafica de la figura 6.14.

Integracid %
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Fig. 6.14
Esquema de les integrals
=1
impropies / —dx
10X
i / sinx dx. 1+----7 f
[ /2 \/ \/
1

oo
c) = / sinx dx. L’interval d’integracié és una semirecta.
/2
I=1lim [ sinxdx= lim [—cosx]| = lim (—cosz+0).
Z—rtoo n/2 Z—r+oo / Z—roo
Aquest limit no existeix, ja que va oscillant entre —1 i 1. Aixi doncs, la integral
impropia és divergent (segona grafica de la figura 6.14).

<1
d) 1= / = dx amb p € R. Hem de distingir la primitiva segons si p=10 p # L.
1 X

> 1 <1 x ]t
lSip;rélﬂ/1 ;dxflim dx—lim[ ]

oo )1 XP ot | —p+1 L

Z—p+1 1
i |7 ]
=t | —p+1  —p+1

1
— sip>1
o0 sip<l.
. =1 P z
lSlle—)/l ;dx:zliﬂ[lnx}lz+w.

Finalment, doncs, / = dx és convergent si p > 11idivergentsip < 1.
1 X

Fig. 6.15
Esquema de les integrals

"
1
impropies | —=d.
prop /“.‘/} X 0 1
i/lnxdx.
o f

054 T

Al | 1
e) I= /0 7 dx. La funcié 7 no esta definida en x = 0. Es compleix lgrol f(x) = oo

Es tracta, doncs, d’una funci6 no fitada en (0,4]. Tenim que
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I=lim de—hmpf] —alirgl[4—2\/ﬁ]:4.

a—0t a—0"

Per tant, la integral és convergent i I’area sota la grafica val 4 (primer dibuix de la
figura 6.15).

1
hHI= / Inxdx. Tenim un altre cas de funci6 no fitada quan x — 0.
0

1

I=1im [ Inxdx = Ilim [xlnx x}
a—=0" J, (per parts) a—0"

=—1-—1lim (a In a) (indeterminaci6 0- 00)

a—0*
ln a
=—1—1lim—— (aplicaci6 de la regla de L’Hopital)
a—0+t =
a
=—1+lima=—1.
a—0*

Per tant, la integral és convergent cap a —1 i 1’area sota la grafica val | — 1| = 1 (segon
dibuix de la figura 6.15).

41
g) I= / —dx. La funci6 no és fitada quan x — 0.
0o X

a—0* a—0* a—0*

/ —dx = lim dx = lim [lnx} = lim(In4 —Ina) = +oo.
Aix{, doncs, la integral és divergent cap a infinit i I’area sota la grafica és infinita.

6.5. Aplicacions de la integral definida

Aquesta secci6 esta totalment dedicada a les aplicacions de la integral definida. Hi calcu-
lem arees de regions contingudes en el pla donades en coordenades cartesianes i polars.
També hi calculem volums de cossos solids, els de revolucid i els de seccions conegudes.

Arees planes

Aqui estudiem arees de regions al pla limitades per funcions o corbes donades en coor-
denades cartesianes i en coordenades polars.

Arees planes en coordenades cartesianes

En primer lloc, considerem les arees en coordenades cartesianes.

Definicié 6.33 Sigui f(x) una funci6 continua en [a,b]. L’area determinada per la
grafica de y = f(x), ’eix d’abscisses i les rectes verticals x = a i x = b és

a= [ Irtlax

Integracid %
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Com a casos particulars, tenim

b
= Si f(x) >0en [a,b],’areaés A = / f(x)dx (primer dibuix de la figura 6.16).

b
= Si f(x) <0en [a,b], I'area correspon a A = — / f(x)dx (segon dibuix de la figu-

ra 6.16).
Fig. 6.16 .
Integrals de funcions PN
positives i de funcions _f " . -
negatives. - . . e
l, ~. . "
a b
= Si f(x) canvia de signe en [a, b], les integrals també canvien de signe i I’area ve donada
a trossos —per 1’additivitat sobre 1’interval— segons els signes. Per a la funci6 de la
figura 6.17, seria
c d b
A= / f(x)dx—/ f(x)dx+/ f(x)dx
a c d
Fig. 6.17
Lafuncié f canvia de
signe.

= Si I’area esta limitada per dues corbes, y = f(x) i y=g(x) entre x=a i x =b,
aleshores I’area corresponent és

a= [ 11700 - g

Vegem la figura 6.18.

) Fig. 6.18
Area encabida entre f
dues corbes. |
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Exemple 6.34

Calculem I’area determinada per y = sinxentre x =0 i x = 27.

Fig. 6.19
) Areade f(x) = sinx.
sin x

L area és

27
A= / | sinx|dx.
0
Per simetria i signes (figura 6.19),

A= 2/ sinxabc:Z[fcosx];I
0
= 2(—cosm+cos0) =2(+1+1)=4.
Notem, pero, que la integral de y =sinxentre x =0 1 x =27 val 0.

Observacié 6.35 Si la corba ve donada en la forma x = f(y), s’intercanvien els papers
dela xidelay, tal com veiem a l’exemple segiient.
Fig. 6.20

Area encabida entre
dues paraboles.

Exemple 6.36

Intercanvi del paper de la x i la y. Calculem I’area encabida entre les paraboles
nix=5-y i rrx=y-y

Veiem que s6n paraboles d’eix horitzontal. Aixi doncs, convé intercanviar els papers de

la x ila y. Mirem la figura 6.20. Es facil comprovar que les corbes es tallen als punts
(0,0) i (6,3). Aleshores, integrem respecte de y entre 01 3.

L’area sera
3

3 3 2
AZ/O [Sy—yz—(yz—y)]dyZ/o (=2y*+6y)dy = {—§y3+3y2} =9.

0
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Arees planes en coordenades polars

Ara estudiem les regions planes en coordenades polars. Vegem 1’esquema de la figu-
ra6.21.

. Fig. 6.21
Area d'una regié en
coordenades polars.

r=r (o)

10 X

Definicié 6.37 Sigui r(a) una funci6 continua en [a;, a,]. L’area determinada per
la corba en coordenades polars r = r(@) entre els raigs a = a,; i @ = a, és

Observacioé 6.38 L’expressié de ’area és consegiiéncia de 1’area d’un sector circular
de radir i angle a

i’ 1
N 2
areaperaarad:arad2 7 :Er a.
T ra

Exemple 6.39

Area de la cardioide. Calculem I’area limitada per la cardioide d’equacié r = a(l+
cosa).

Fig. 6.22 ! !
La cardioide

I r=r (o) I
r=a(l+cosa). ¢

2a

O=TC o=0

Obtenim la cardioide quan a varia entre 0 i 27t. Per simetria —en tenim 1’esquema a la
figura 6.22—, I’area és el doble que la determinada entre a = 01 a = 7. Aixi,

1 ™ s T
A:2§/ r(a) da:/ a2(1+cosa)2da:a2/ (1+2cosa+cos’a) da
0 0 0

T 1 2 3 in(2 "3
zaz/ 1+2005a+m da=d —a+2sina+sm( %) = Znd’.
0 2 2 4 |, "2
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Volums de revolucio

Dediquem aquesta secci6 al calcul de volums de cossos que s’obtenen en fer girar una
regi6 plana al voltant d’un eix. Només en considerem coordenades cartesianes.

Definici6 6.40 Si girem una regié del pla entorn d’una recta, el solid resultant
s’anomena solid de revolucio 1 1a recta, eix de revolucio.

Presentem dos métodes de calcul dels volums de revolucid: el métode dels discos i el
metode de les capes o tubs.

Metode dels discos

Sigui Q la regi6 limitada per la corba y = f(x) i I’eix OX entre x = a i x = b. El volum
de revolucié obtingut en girar la regié Q al voltant de ’eix OX (figura 6.23) és

V:ﬂ:/abfz(x)dx.

Fig. 6.23
y=f{x) y=f(x) Volum de revolucié

A entorn de I'eix OX.

\ \
/\ H : \l \ + b (\

a b v AR v

I §

El punt clau és el segiient.

dx Fig. 6.24
- Disc de gruix dx.

Tallem el solid en llesques o discos de gruix dx, com el de la figura 6.24. El volum de
cada un d’aquests discos (pensat com un cilindre d’altura dx) és

Vaise = T0f%(x) dx.
Sumem els volums de tots els discos. Aquesta suma es correspon amb la integral.
Exemple 6.41
Volum engendrat per un lla¢. Determineu el volum generat pel lla¢ de la corba
ay* =x*(a—x),a>0

en girar al voltant de I’eix OX.

235



% Calcul I. Teoria i exercicis

Fig. 6.25
Volum de revolucio
generat per

ay* =x*(a—x),a>0.

Fig. 6.26
Volum de revolucié
entorn de l'eix y = m.

236

Intentem escriure y en funci6 de x a partir de I’expressi6 y* = in’obtenim dues

ambdues amb domini D = (—eo,a]. N’obtenim una corba simétrica respecte de I’eix OX
figura 6.25). El llag de la corba (tros tancat) correspon a 'interval [0, a].

a “x*(a—x) [ ¥ X" nd
V= 2(x) dx = /7d =g -2 ==,
”/of(x)x T e @ a{“s 1),” 12

xX*(a—x)

funcions

Sigui Q la regi6 limitada per la corbay = f(x) i I’eix OX entre x = a i x = b. El volum de
revolucio obtingut en girar la regié € al voltant d’un eix horitzontal y = m (figura 6.26)
és

Vzrt/ab(f(x)—m)zdx.

La idea que cal tenir en compte ara és que cada disc de gruix dx (figura 6.24) té radi
r = f(x) —m. Per tant, el seu volum és

Viise = T(f(x) —m)* dx.

y=f{x)

8

La integral correspon a la suma de tots ells.

Intercanvi del paper de laxilay

Sigui Q la regi6 limitada per la corba x = f(y) i I’eix OY entre y = c i y = d. El volum
de revolucié obtingut en girar la regié Q al voltant de I’eix OY (figura 6.27) és

v=r [ ro)ar.
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Fig. 6.27
y Volum de revolucié
y entorn de I'eix OY per
d discos.
x=f(y)
cl X

- < |

Metode de les capes o tubs

Sigui Q la regi6 limitada per la corba y = f(x) i ’eix OX entre x = a i x = b. El volum

de revolucio obtingut en girar la regié Q al voltant de I’eix OY (figura 6.28) és

b
V:2Tc/ xf(x) dx .
Fig. 6.28
Volum de revolucié al
y voltant de I'eix OX per
q capes.
y=fix)
Q
X
a b

_ dx Fig. 6.29

@ -~ Capa cilindrica de gruix
dx i el seu volum.

|
| |
I I
I SRR fx)
I I
| |
| |

2mx

La idea clau és considerar un tub o capa cilindrica de gruix dx. El volum de cada capa és
V =2nxf(x)dx. Es molt facil calcular-lo si despleguem la capa; en tenim 1’esquema a la
figura 6.29. La suma de totes les capes correspon al volum del cos de revolucid, que es
calcula mitjangant una integral.
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Fig. 6.30
Volum de revolucié
entorn de l'eix x=m.

y=f(x)

Sigui Q la regi6 limitada per la corba y = f(x) i I’eix OX entre x = a i x = b. El volum
de revolucio en girar la regié Q al voltant d’un eix vertical x = m és

V= 27I/ab(x—m)f(x)dx.

Ara només cal tenir en compte que el tub té radi x — m, com illustra la figura 6.30.

Intercanvi del paperde laxilay

Sigui Q la regi6 limitada per la corba x = f(y) i ’eix OY entre y = ¢ i y = d. El volum
de revolucio obtingut en girar la regié Q al voltant de I’eix OX (figura 6.31) és

v =27f/ yf(y) dy.

Fig. 6.31
Volum de revolucié al y
voltant de I'eix OX per

tubs. d x=f(y) d
\
c

Exemple 6.42

Un tor és la superficie generada per una circumferéncia en girar a I’espai al voltant d’un
eix del seu pla que no la talla (figura 6.32).

Ara determinem el volum del tor generat per la circumferéncia (x —2)?+y* = 1 quan
gira al voltant de I’eix OY . De ’equaci6 de la circumferéncia (x—2)? +y* = 1, n’obtenim

dues funcions
y=4y1-(x=2)* i y=—/1—(x—2)2
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Fig. 6.32
Un tor.
El volum del tor és dues vegades el que genera la semicircumferéncia superior (figu-
ra 6.33).
3
V:2-27t/ x+/1—(x—2)dx.
1
Fem el canvi de variable x —2 = sint¢, d’on x = 2+ sint i dx = costdt. Els nous limits
d’integraci6 sén
x=1 — 1-2=sint — t=-7/2
x=3 — 3-2=sint — r=m/2,
d’on
V= 47'5/2 (2+sint)V/ 1 —sin’t cost dt
= 47'5/2 (24 sint)Vcos?t cost dt
= 47'5/2 (2cos’t +sint cos’t) dt
(. 1+4cos2t
= 47'5/ <2 % +sint cos® t) dt
sin2r cos’t]?
= 4 t — =...= 4 2.
i [ T3 3 ] i "
(*) Notem que, si t € [‘7“, g], aleshores cost > 0 i, per tant, v/cos?>t = cost.
Fig. 6.33
Tor generat per la
Q _y) circumferencia
(x=2)+y*=1.

N
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Volums de seccio donada
Considerem un solid del qual coneixem 1’area de les seccions transversals perpendiculars
a un eix determinat. Per comoditat, suposem que el solid I’esmentat té S(x) com a area

de la seccid parallela al pla x = 0 i esta compres entre x = a i x = b. Aleshores, el seu
volum és

b
V= / S(x)dx.
Exemple 6.43

Calculem el volum del con x* = 8y* +2z* pera x € [—2,4].

En aquest cas, ens convé estudiar els talls del solid pels plans x = constant. Les seccions
corresponents son les ellipses

8y* +27* = .

Per esbrinar-ne els semieixos, les escrivim de manera adequada

2

[N]

+2 =1

ocl'?q‘ <
SIS

. .. ., Cc . C N ..
Aixi, els semieixos son — i —. Aleshores, 1’area de cada secci6 val

V8 V2

S € _To
V8V2 4
Esadir, per a cada x fixa,
T
S(x) = = x2.
(1) =2x
Per tant, el volum encabitentre x = —2i1x=4¢€s
4 T 4
V= “Xdx=—x| =6
LAt T T,

Problemes resolts

Problema 1

x4 1
Sigui la funcié :/ ——dt, xe |—1,1].
igui la funcié f(x) L T [ ]

a) Comproveu que f(x) és una funci6 parella, és a dir, f(x) = f(—x) perax € [—1,1].

b) Trobeu els extrems absoluts de f(x) en [—1,1].
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[Solucio]

a) Observem que
(—x)*+(=x)? 1 d X x? 1 d
— = —dt = —dt = s
f(=) /0 1 +sin’t /0 1 +sin’t J)
és a dir, f(x) és una funcié parella.

b) La funcié f(x) és continua en [—1,1] perqué esta definida mitjangant una integral
i 'integrand és una funcié integrable. El teorema de Weierstrass ens assegura que
f(x) té maxim i minim absoluts en [—1,1]. Els punts on f(x) pot prendre els extrems
absoluts son:

= cls punts on s’anulla la derivada,
= ¢ls punts on no existeix la derivada i

= els extrems de I'interval [—1, 1].
El teorema fonamental del calcul ens permet afirmar que f(x) és derivable a tot I’in-
terval [—1,1], ja que

1
1+sin’s

és una funcié continua per a tot ¢, i x* 4+ x? és una funcié derivable per a tot x. A més
a més,

4x3 +2x

fo= 1+ sin’(x* +x2)

Busquem-ne els punts critics:
fx)=0 & 4°+2x=0 & x(2¥+1)=0,
in’obtenim x = 0 0 bé 2x* 4+ 1 = 0, equacié que no té arrels reals.

Per tant, els extrems absoluts poden assolir-se en x = —1, x =0 o x = 1. Comparem
els valors de la funci6 en aquests tres punts. De moment, com que f €s parella, sabem

que f(1) = f(—1). Tenim
0 1
0 :/ —dt=0,
) o 1+sin’t
2 1
f(—l):f(l):/ ————dt >0 (jaque'integrand és positiu).
o l4sin't

Finalment, O n’és el minim absoluti f(—1) = f(1) el maxim absolut.
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Problema 2

Trobeu la parabola que aproxima millor la funci6

? 41
= *+/ dt
flx)=e Nt

en un entorn del punt a = 0.
[Solucid]

La parabola que aproxima millor una funcié en un punt és el seu polinomi de Taylor de
grau 2 en aquell punt. En el cas que ens ocupa,

x2

Prof(x) = £(0) +£(0) + £7(0)

Per trobar—lo, necessitem f(0), f/(0) i f”(0). Substituint x per 0 a la funcié veiem que

f0)=1.

Per calcular la primera derivada, hem d’aplicar el teorema fonamental del calcul. Podem
fer-ho ja que la funcié

t+1
t*+1

és continua per a tot 7, i la funci6 x* és derivable per a tot x. Aixi,
xX*4+1
Vai41

Per tant, f'(0) = 1. La segona derivada la calculem a partir de f’(x). Sense simplificar,
tenim

2x.

fl=e+

8x7

(62 +2)V/x3+1— (2 4 2x) ————
2v/x8 41

x¥+1

fix) =€+
Fent x =0, s’obté f”(0) = 3.
Finalment, el polinomi de Taylor de grau 2 queda
3
Pof(x)=1+x+ Exz

Problema 3

Dibuixeu les corbes segiients i calculeu I’area comuna que contenen:

r=2|sinal, r=+2, pera0<a<2m.



[Solucio]

La corba r = 1/2 és la circumferéncia de centre I’origen i radi V2. Lacorbar=2 |sinal
esta formada per dues circumferéncies: una és r = 2sina per a a € [0,7], i I'altra és
r= —2sina per a a € [7,27]. A la figura 6.34 tenim les grafiques d’aquestes corbes
dibuixades conjuntament.

Per calcular I’area, aprofitem la simetria de la figura. L’area total sera quatre vegades
la que comparteixen al primer quadrant. En aquest quadrant, el sinus és positiu i, en
conseqiiéncia, en podem treure el valor absolut.

Es clar que es tallen per a @ = 0 i en un altre punt que trobarem igualant les dues equaci-
ons

2sina = V2.

La solucié d’aquesta equaci6 —al primer quadrant— és

Tenim, doncs,
Lri ., 1 /3 s
Ao = 4 5/ (2sina) dOH_E/ (V2) da ).
JO g

. 1 —cos2a . .
Recordant que sin’ o = — i operant, obtenim

Any = /14(1—0052(1) da+4/3da:
0

Integracid %

Fig. 6.34
Area comuna de

r=2lsinal i r=+2

pera 0 < a<2m.
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Fig. 6.35
x—1

X 4x

gira al voltant de I'eix
OX.

La corbay =

Problema 4

Determineu el volum del solid de revolucié generat en girar al voltant de I’eix OX la
corba

= —1 erax> 1
X .
y 3 p =

[Solucio]

X

2 4 6 8 10

En tenim I’esquema a la figura 6.35. El volum demanat s’expressa mitjancant la integral

impropia
+ 1 : + 1
“ [x— I
V = _— d = / — d .
ox 7'E/1 ( x3+x> X=T ] x(x2+1) X

Es tracta d’una integral racional. Per calcular-la, descomponem la fraccié en suma de
fraccions simples:

x—1 A Mx+N A(X+1)+x(Mx+N)

) x el X2+ 1)
Fent x = 0, s’obté A = —1. Fent primer x = 1 i després x = —1, obtenim el sistema
d’equacions
M+N=2
{M—N:Q

amb solucio M = N = 1. Per tant,

[ 5o [ o




La primera integral és immediata:

/_—1 dx = —Inx+C,
X

ila segona es pot escriure com

x+1 1 2x+2 1 2x 1
I = [ =2 [ 2y —d
/x2+1 * 2/x2+1 . 2/x2+1 x+/x2+1 x

1
= EIH(X2+ 1) +arctg x+C.

Finalment,
- 1 b
Vox = lim 7t | —Inx+ = In(x* + 1) + arctg x}
boteo | 2 .
b
211
= lim 7 |In i +arctgx]
b—-o0 L 1
Vbr+1
= lim 7 |In i +arctgb—ln\f—ﬁ}
boteo | b 4
e (Zomva-T) = (E o).
Problema 5
1
Considereu la funcié f(x) = e
X

a) Calculeu I’area sota la grafica de f(x) perax > 1.

b) Deduiu el volum que s’obté en girar la regié anterior al voltant de I’eix d’abscisses.
[Solucid]

a) L’area encabida entre la grafica i I’eix d’abscisses ve donada per la integral impropia
segiient:

=] 1 b
A:/ MY = lim {Elnzx] ~ foo.
1

X b0 .
Per tant, I’area demanada €s infinita.

b) El volum generat és

+e [n?
VOX:TC/ n—zxdx
1 X

Integracid %
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Aquesta integral es pot calcular aplicant el metode d’integracié per parts. Siguin
u=In’xidv=Ldx. Aleshores,

= In? n2x]” =21
voxzn/ n—fdx—n(lim {ﬂ] +/ x|
1 X b—r+oo X 1 1 X

2

El primer sumand és O ja que blfm = 0 (és facil veure-ho aplicant dues vegades
— oo

laregla de L"Hdpital) i, en substituir x per 1, també surt 0. Tornem a aplicar el metode
d’integraci6 per parts per calcular la integral que queda. En aquest cas, u = Inx i
dv = Ldx.

. Inx]’ el , 11”
Vox =2 | lim |—— +/ —dx | =2nlim |——| =2m.
b—rtoo x |, . X2 b—sfoo x|,

- Inx
Hem utilitzat que lim — =0.
x>t X

Curiosament, I’area sota la grafica d’aquesta funci6 és infinita i, tanmateix, el volum
de revoluci6 és finit i val 2.

Problema 6

Calculeu el limit segiient:

x—1
/ sin(r + 1)°
Hm<¥&®&

x—1 x2 —1

dt.

[Solucio]

Es tracta d’una indeterminacié del tipus g Apliquem la regla de L’Hopital i tenim en
compte que, per derivar el numerador, s’ha de fer servir el teorema fonamental del calcul.
La funci6 sin(¢ + 1)* és continua per a tot 7 i x* — 1 és derivable per a tot x. Aleshores,

f(ftl sin(r + 1)3dr és derivable i la seva derivada val 2xsin(x°®). Aixi,

-1 . 3 . 6
Ifm Jo " sin(r+1)3dr — lim 2xsin(x°)

x—1 )C2 — 1 x—1 2x x—1

: 6
) _ G,
Problemes proposats
Problema 1

Trobeu les integrals segiients pel metode d’integracid per parts:

1) [x-e"dx 2) [Inxdx 3) [xcosxdx  4) [arctg xdx
5) [sin(Inx) dx 6) [X*Inxdx 7) [ecos2xdx 8) [e*sinxdx.
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Problema 2

Calculeu les integrals segiients:

a) /vmd\/ b)/ ! dt ¢) /e"mdx

Vit —1
Inx Sox
d —d dx.
)/ P X e)/1 e X
Problema 3

Una particula es mou a una velocitat v = 2f + 4 cm/s. Trobeu la distancia que recorre la
particula els primers 10 segons.

Problema 4

A la caiguda lliure, la velocitat v és igual a g¢. Determineu la distancia recorreguda els
primers 5 segons de caiguda.

Problema 5

Representeu graficament les funcions segtients i calculeu 1’area del recinte limitat per
I’eix OX, la corba i les rectes que s’indiquen.

a) y=x*, x=2, x=3
b) y=2¢, x=-1, x=1.

Problema 6

Determineu el valor de k tal que

4/ (arctg t)*dt
Iim

L =2.002.
X—>+oo k\/ x2 +1

Problema 7

Siguin f(x) una funci6 derivable i y = —2x la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt
d’abscissa x = 0. Calculeu el polinomi de Taylor de grau 1 en @ = 0 de la funcié

O
G(x) = 2+/ e "dt.

Problema 8

Calculeu la integral impropia
3 1
J——
13 4+2x—x2
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Problema 9

Calculeu

= 1
— —dx.
/o ot DPar2)
Problema 10

Esbrineu I’area de la regi6 del pla limitada per les corbes x> +y* —2x=0 i x—2y* =0,
que conté el punt (1/2,0).

Problema 11

Determineu I’area de la regi6 plana exterior a la corba r =2 —2cos a i interior a la corba
r=—2sina.

Problema 12

Doneu I’area de la mitja lluna exterior a la cardioide » = 1 — sina i interior a la circum-
feréncia r = cosa.

Problema 13

Calculeu el volum del cos de revolucié generat per ’ellipse +3y* =1 quan gira

(x—3)
4

a) al voltant de I’eix OX.
b) al voltant de I’eix OY.

Problema 14

Sigui la funci6é f(x) = (a*> —x*)~'/* amb a > 0. Considereu la regi6 plana del primer

quadrant limitada superiorment per la grafica de f(x), la seva asimptota vertical i I’eix
d’abscisses. Per a quin valor de a el volum que s’obté en fer girar aquesta regid al voltant
de I’eix OX és igual al volum generat en fer-la girar al voltant de ’eix OY?

Problema 15

1
Feu un esbds de la grafica de la funcié f(x) = PR Calculeu el volum de revolucié

generat en girar la regi6 plana limitada per la grafica de f(x) i y = 0 per a x > 0 entorn
de I’eix d’ordenades.

Problema 16

Calculeu el volum de I’esfera centrada a I’origen de radi R, a partir de les seccions
paralleles a I’equador.
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Successions i series

7.1. Principi d'induccio matematica

En aquesta primera part, exposem un metode per demostrar propietats que es presenten
en termes dels nombres naturals; és el principi d’induccié matematica.

El problema consisteix a demostrar una determinada propietat P(n) —que depén dels
nombres naturals— per a tot n € N. Per exemple,

n(n+1)
2
n’*+ (n+1)°+ (n+2)* és multiple de 9 per a tot n € N.

142434 +n=

,VneN.

El binomi de Newton, (a+b)" =Y <;L> a b

j=0

/1(17 yax = M e N on (20)! = 20(2n—2)--2 i
| X X7(2n+1)!!’ n , n)!''=2n(2n

2n+1)!'=(2n+1)2n—1)---3-1.

La idea clau és una propietat del conjunt N = {1,2,3,--- ,n,n+ 1,--- }: partint de 1’1,
podem arribar a qualsevol natural amb un nombre finit de passos, passant de n a n+ 1.
Aquesta és la base de les demostracions per induccié. Vegem, doncs, com funciona.

Principi d’inducci6. Sigui P(n) una proposicié sobre n, per a cada n € N.
Suposem que

a) P(1) és certa.
b) P(n) certa=—> P(n+ 1) certa.
Aleshores, P(n) és vertadera per a tot n € N.
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En efecte, si es compleix a), ja tenim el resultat per a n = 1. Ara, per b), com que P(1)
és vertadera, també ho és P(2). Novament, aplicant la hipotesi d’induccid, seran certes
P(3), P(4), --- i, aixi successivament, i se satisfa P(n) per a tots els naturals.

A Dapartat b), la hipdtesi “P(n) és certa" s’anomena hipotesi d’induccio.
Com a mostra, provem per inducci6 una igualtat i una desigualtat.

Exemple 7.1

Progressié geométrica. Demostrem per inducci6 la férmula segiient per a r # 1:

17 n+1
1—|—r—|—r2+r3—|—'-"ﬂ=17’v"€N'
—r

Es tracta de la suma dels n+ 1 primers termes d’una progressié geometrica de primer
element 1 i rao r. En comprovem les dues condicions.

1—72

—r

a) n= 1. Vegem si la propietat és certaperan=1:1+r =

. En efecte,

1—7 1 1—
P_(n0-n
1—r 1—r

b) P(n) = P(n+1). Suposem que la férmula és valida per a n i veiem que també se
satisfa per a n+ 1. La nostra hipotesi d’inducci6 €s, doncs, 1 +r+ >+ + -7 =
L 'r” i volem demostrar que, llavors, 1 +7+72 4+ 7> 4 -+ = % Tenim, per
hipotesi d’induccid,

1 -y
L rd PP g = -+ 7' (i fent els calculs)
—r

| R T e s

1—r 1—r

com voliem veure.

Suposem que tenim la progressi6é geometrica
a+ar+ar’+ar---+ar"

de primer terme a i rad r, en comptes de I’anterior. Per calcular-ne la suma, només
cal treure factor comu la a i aplicar-hi el resultat anterior:

1!

a(1—|—r—|—r2—|—r3+-~-—|—r”):a =

Exemple 7.2

Una desigualtat. Demostrem que se satisfa 2! <n! peratotn € N.

a) n= 1. La desigualtat és certa per als primers naturals:
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n=1 — 0<1,
n=2 — 2<2,
n=3 — 4<12---
b) P(n) = P(n+1). Suposem que es compleix 2"~ < n! (hipotesi d’induccid) i veurem
que 2" < (n+1)! també és cert. Multipliquem la hipdtesi d’induccié per 2 a cada

banda de la desigualtat i el signe < no varia (perque 2 és positiu). Si tenim en compte
que 2 <n+1peracadan € N, resulta

7 '<nl = 22<2n! = (n+1)n! = 2<(n+1)!
com voliem provar.

Eventualment, podem trobar-nos amb una propietat per demostrar, perd no per a tot
n € N, siné per a n > ny, amb un determinat n, € N. Per exemple, per a n > 4 —en
aquest cas, no ens interessa o no és certa la propietat per a n = 1, 2, 3. Tanmateix, el
principi d’induccié funciona com abans, llevat de I’apartat a). En aquest cas, es tracta de
comprovar

a) P(ny) és certai
b) P(n) certa = P(n+1) certa.

7.2. Successions de nombres reals

En aquesta seccid, estudiem les colleccions infinites i ordenades de nombres, €s a dir, les
successions.

Definici6 7.3 Una successio de nombres reals és una aplicacié del conjunt dels nom-
bres naturals en R, és a dir,
p:N—R
n— p(n) = x,

Intuitivament, una successié en R correspon a una colleccié infinita de celles numera-
des (amb les etiquetes ordenades n = 1,2,3,...) i, en cada una d’elles hi colloquem un
nombre real. En tenim I’esbés a la figura 7.1.
p:N—R
1— (,0(1)
2— ¢(2) =x, (alasegona casella, hi ha un nimero x,)

x; (ala primera casella, hi ha un niimero x; )

n— @(n) =x, (al’enésima casella, hi ha un nimero x,)

Elements d'una

‘ ‘ ‘ ‘ Fig. 7.1
successio.

‘xl‘xz X3 | Xa| Xs | Xe | X7 | Xg | Xo | Xjo| X1
(1T 127 (3] (47 [57 167 [77 (87 [97 [10] (117 [12] [13] [14] [13]
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Designem la nostra successié per (x,), (x, : n € N), (x,),> 1, evidentment, amb altres
letres: (), (z4), (a.), (b,), etc.

Els nombres x;, Xy, X3,...,X,,... S’ anomenen els elements o termes de la successié i (x,)
en representa el terme general. Cal remarcar que hem de distingir entre la successié
—els seus elements— i la imatge —recorregut o rang— de ’aplicacié. Per exemple,

la successio 0,2,0,2,0,2,0,2,... seria (1 +(-1)":ne N), mentre que la imatge de
I’aplicacid que genera la successio és {0,2}.

Exemples 7.4
Vegem diferents exemples de successions i maneres de donar-les.
a) Successi6 dels nombres parells. Podem escriure la llista d’uns quants elements:
2,4,6,8,10,12,14,16,...
També podem considerar el terme general de la successié
x,=2n, neN.

b) Successio de Fibonacci.

x=1Lx=1x4=x+x_,n>2.

Aquesta successio ve definida mitjancant una llei de recurréncia, és a dir, cada terme
—excepte els primers— s’obté a partir dels anteriors. Aix{, queda

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,...

Operacions amb successions

Amb les successions, es poden realitzar les operacions algebraiques elementals. La su-
ma, la diferéncia, el producte i el quocient de dues successions es fan terme a terme.

Definicié 7.5 Siguin (x,) i (y,) dues successions en R. Definim les operacions se-
giients.

» Suma: (x,) + (y,) = (X, +y,)-

s Diferencia: (x,) — (va) = (%, — Y»)-

» Producte: (x,) - (y,) = (%, Yn)-

» Producte per un escalar: A - (x,) = (Ax,), VA € R.

= Quocient: g"; = (x,,) ,siy, #0,Vn eR.
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Exemples 7.6

Un parell d’operacions.

a) Siguin (x,) =2,4,6,8,10,12,14,16,18, ...
(v.) =1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Aleshores,

() + (v.) =3.5.8,11,15,20,27,37,52, ...

b) Siguin les successions x, =1+ (—1)",neN i y, =n,n € N. Llavors,

1
O’ 19 O’ ~°
() 2

O’ > O’ > O’

1
5

W=
ENAIS.

Limit d'una successio

Ens interessa coneixer el comportament de les successions quan n es fa gran. Per aixo,
tindrem en compte un nou concepte, el de limit.

Definici6 7.7 Sigui (x,) una successi6 de nombres reals. Diem que (x,,) #é limit x € R
si, per a cada € > 0, existeix 7, € N tal que

|x, —x| <&, peratot n> n.

En aquest cas, diem que (x,) és una successio convergent cap a x.
Si una successié no té limit, s’anomena divergent.

Quan (x,) té limit x, ho escriurem limx, = x, limx, = x, 0 bé x, — x.
1

n—oo ¥

Observacié 7.8 Unicitat del limit. Sigui (x,) una successié en R amb limit. Aleshores,
(x,) 2é un unic limit.

Demostracié. Suposem que la successié (x,) té dos limits diferents: x i x'. Sigui d =

|x — x| 1a distancia entre ambdds limits. Considerem & = 5 > 0. Com que x és 1imit de la

successio, existeix un n; € N tal que |x, —x| < € si n > n,. Analogament, com que x’ és
limit de la successio, existeix un n, € N tal que |x, — x| < & si n > n,. Sigui n, el maxim
de n, 1 n,. Llavors,

I, —x| <e i |x,—x|<e si n>n.
Aleshores, tenim per a n > ny,

d=x—xX|=|x—x,+x—X|<|x—x,|+ ¥ —x,| <e+e=d.

Hem obtingut un absurd: d < d. Aquesta contradiccié prové de suposar que x # x’; per
tant, el limit és unic.
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Fig. 7.2
Limit d’'una successid.

X E X, E X X

8 ng X Xnp+1 5 1

La idea de limit d’una successid ens diu que, a partir d’un determinat lloc, els elements
de la successid es troben arbitrariament a prop del limit (figura 7.2).

Es clar que el comportament d’una successié només depén dels elements a partir d’un
lloc suficientment gran, és a dir, de la cua de la successio. En aquest sentit, si conside-
rem una successio real (x,) i construim la nova successié (y, ), que consisteix a canviar,
eliminar o afegir un nombre finit d’elements de (x, ), obtenim que
limx, =x <= limy, =x.
n—yoo

n—voo

Exemples 7.9

Uns quants limits de successions.

1 . 1 1 . 1
a) — — 0. En efecte, donat € > 0, tenim ‘— —0| =— < ¢ sin > ny, prenent ny > —.
n n n £

b) 0,2,0,2,0,2,...no té limit. Si la successié tingués un limit x, hauria d’estar tan a
prop com volguéssim de x (per exemple, a una distancia més petita que %), a partir
d’un lloc determinat. Es evident que aixd no és possible, ja que la successié sempre
va prenent els valors 0 i 2, alternativament.

c)3,3,3,3,3,3,3,3,... = 3. Es trivial que una successié constant té limit el valor
constant dels termes.

—dn+3
) lim — 2 _ 4 Sigui & > 0. Aleshores,
n—ve n+1
—4n+3 —4n+3 7
’ n+1 ( )‘ ‘ n+1 ‘ nJrl’ n+l<€ St = Mo,

7
prenent g > — — 1.
€

Successions propiament divergents

Es convenient ampliar el concepte de limit a oo,

Definici6 7.10 Sigui (x,) una successié de nombres reals. Diem que

» (x,) tendeix a +oo (0 té limit +oo) si, per a cada K € R, existeix un natural n, tal
que, si n > ny, aleshores x, > K. En aquest cas, escrivim limx, = +-oo.
n

® (x,) tendeix a —oo (0 té limit —oo) si, per a cada K € R, existeix un natural n, tal
que, si n > ny, aleshores x,, < K. En aquest cas, escrivim limx, = —oo.
n

= (x,) és propiament divergent o divergent cap a infinit si limx, = +eo 0 limx, =
n n

—0Q,



Successions i séries %

Exemples 7.11

Successions divergents cap a infinit.

a) La successi6 3" tendeix a oo, és a dir, és propiament divergent.

b) La successio x, = —n? tendeix a —oo.

¢) La successi6 x, = (—1)"n és divergent, perd no és propiament divergent, ni cap a +oo
ni cap a —oo.

Teoremes sobre limits

A continuaci6, presentem uns resultats molt ttils per al calcul de limits. En primer lloc,
donem la definicié de successio fitada. Aixo ens permet “delimitar-ne” els elements dins
la recta real.

Definicio 7.12 Diem que una successié

= (x,) és fitada inferiorment si existeix un nombre real M, tal que M, < x,, Vn € N;
en aquest cas, M, és una fita inferior de la successio.

® (x,) és fitada superiorment si existeix un nombre real M, tal que x, < M,, Vn € N;
en aquest cas, M, és una fita superior de la successio.

= (x,) és fitada si ho és inferior i superiorment, és a dir, si existeixen nombres reals
M,, M, tals que M, <x, <M,,Vn € N.

Es trivial que la definicié anterior de successi6 fitada resulta equivalent a dir que existeix
un nombre real K > 0 tal que |x,| < K, Vn € N.

Exemples 7.13

Fitaci6 de successions.

1 1
a) Lasuccessi6 x, = — és fitada, jaque 0 < — < 1,Vn e N.
n n

b) La successi6 x, = n® no és fitada. En efecte, donat qualsevol nombre real M, sempre
existeix un nombre natural tal que n*> > M, és a dir, hi ha algun terme de la successié
més gran que M.

El primer resultat rellevant per a I’existéncia de limit d’una successié és la condicié
necessaria de fitacid.

Teorema 7.14 Condicié necessaria de convergencia. Tota successio convergent €s
fitada.

Demostracié. Sigui la successié (x,) una successié amb limit x. Considerem ¢ = 1.
Aleshores, existeix un natural n, tal que |x, — x| < 1 si n > n,. Podem escriure, doncs,
|x.| = |x, — x4+ x| < |x, — x| + |x| < 14|x| sin>ng. Sigui

M = max{x;, %, -, X,_1, 1+ |x[}.

Es clar que |x.] <M, per atot n € N. Aix0 significa que (x,) és una successio fitada. 0
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Observacié 7.15 El reciproc del teorema anterior no és cert. Com a contraexemple,
tenim (x,) =0,2,0,2,0,2,0,2,... Aquesta successio és fitada perqué 0 <x, <2, per
atotn € N, pero no té limit.

El teorema segiient relaciona els 1imits i les operacions basiques.

Teorema 7.16 Limits i operacions algebraiques. Siguin (x,) i (y,) successions
convergents amb limx, = x i h’my,, = y. Aleshores, també sén convergents les
n

successions (x, +y,), (x, —y,) i (x,, ¥.) 1 es compleix que

] lim(xn +y,) =x+y.

Vo) =X—Y.

Exemples 7.17

Aprofitant calculs anteriors, tenim

1 —4n+3 1 —4n+3
@) lim =+ ) il i =S g _4— g
n n+1 n n+1

—4n+3
n+1 °

Aleshores, lim(x, - y,) = (limx,) (limy,) = 3(—4) = —12.

b) Siguin (x,) =3,3,3,3,-- i (y,) =

Teorema 7.18 Limits i desigualtats. Siguin (x,) i (y,) successions de nombres re-
als convergents.

= Si existeix n, € N tal que x,, > 0 per a tot n > n, = lim(x,) > 0.
= Si existeix ny € N tal que x, <y, peratotn > n, — lim(x,) < lim(y,).

Un altre criteri que relaciona limits i desigualtats es coneix com el teorema de 1’entrepa
o teorema de compressio.

Teorema 7.19 Teorema de ’entrepa. Siguin (x,),(y,) i (z,) successions de nom-
bres reals amb limx, = limz, = L, on L € RU{+e0, —oo} i tals que existeix unn, € N,
n—eo n—soo

de manera que x, < y, < z, per atotn > ny; aleshores, limy, = L.

n—y00
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El criteri segiient ens déna resposta a limits en forma de producte, on un dels factors té
Iimit O i I’altre factor és fitat (i pot ser convergent o divergent).

Lema 7.20 Criteri infinitésim per fitada. Siguin (x,) i (y,) successions de nombres
reals tals que limx, = 01 (y,) és fitada. Aleshores, limx,y, = 0.
n—yoo n—yoo

Demostracié. Sigui ¢ > 0. Com que (y,) és fitada, existeix un nombre real M tal que
. £ , ..
[v.] <M, Vn € R. Considerem &, = T Com que limx, = 0, existeix un natural n, tal que

|x,| < & = ;. per an > ny. Aleshores,
3 .
%,y — O] = || |ya| < A_lM =g, sin>ny.

Hem provat, doncs, que limx,y, = 0. O

n—eo

Exemple 7.21

1 . . . 1 P
Calculem lim — sinzn. Tenim un producte de dues successions: —, amb limit O i sinn,

n—e N1 n

que no té limit. Aleshores, no podem aplicar que el limit del producte sigui el producte
dels limits, ja que un d’ells no existeix. Tanmateix, (sinzn) és una successié fitada. Con-
cretament, |sinn| < 1 per a tot n. Aixi, el criteri infinitesim per fitada ens assegura que

1 .
lim — sinn = 0.
n—e N1

Successions monotones

Definicié 7.22 Diem que una successié de nombres reals (x,) és

creixentsi x; <x < - <x, <X, <o

estrictament creixent si x; < X, < -+ <X, < Xy < -

decreixent si x| > Xy > <+ > X, > Xpy > - --

estrictament decreixent Si Xy > Xy > -+ > X, > Xy > -

monotona si €s creixent o decreixent,

estrictament monotona si €s estrictament creixent o estrictament decreixent.

Es clar que les successions estrictament monotones també sén monotones, pero el reci-
proc no és cert, en general.

Exemples 7.23

Monotonia de les successions.

a) La successi6 x, = —n? és decreixent (estrictament).

b) Lasuccessi6 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,... és creixent, per0 no estrictament.

¢) Una successio constant x, x,x,x,X,X,X, ... s creixent i decreixent alhora.
d) La successi6 0,2,0,2,0,2,... no és monotona —ni creixent ni decreixent.
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Observacio 7.24 Tota successio

= monotona creixent és fitada inferiorment, per exemple, per x,.
= monotona decreixent és fitada superiorment, per exemple, per x,.

Teorema 7.25 Teorema de la convergéncia monotona. Una successié (x,) de
nombres reals monotona és convergent si i només si és fitada. A més,

= Si (x,) és mondtona creixent i fitada; aleshores, limx, = sup{x, }.

= Si (x,) és mondtona decreixent i fitada; aleshores, limx, = inf{x,}.

Per a les successions monotones, doncs, la fitacid és equivalent a la convergencia.

Exemple 7.26

El nimero e d’Euler. Considerem la successio

1+1+1+1+ +1
Xp = D
2! 3!

n
Podem escriure x, = 2 ik recordant que 0! = 1. Es tracta de provar que aquesta suc-
k=0 """
cessié és monotona creixent i fitada. Un cop vist aix0, pel teorema de la convergéncia
monotona podem concloure que és convergent. El seu limit és, en realitat, el niimero e
d’Euler i es pren com a base dels logaritmes naturals o neperians. Vegem-ne la monoto-
nia i la fitacio.

Monotonia. Només cal observar que

X1 = X, + >x,, VneN.

1
(n+1)!
Per tant, (x,) és estrictament mondtona creixent.

Fitacio. Com que és monotona creixent, la successio és fitada inferiorment (per exemple,
pel primer terme): x; = 2 < x,, Vn € N. Ara és suficient estudiar-ne fites superiors. A

1 1
I’exemple 7.2 hem vist que 0 < 257! < k! per a tot k natural. Aleshores, o 2k - pera
tot k € N. Aix{, i tenint també en compte 1’exemple 7.1, obtenim
1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ —I—l !
X, = - =
1! 31 2 22 on-2 2n—1
1-4 1
=1+ —F<l+-5=3
1—% 1/2

D’aqui veiem que x, < 3, Vn € N. Per tant, la successio és fitada. Es defineix

EVRVORE U S 1
e=lim {14+ i+ 4o+t
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Observem que, segons les fites estimades, 2 < e < 3. De fet, e és un nombre irracional i
les seves primeres xifres decimals s6n

e =12'7182818284590452353602874713527 ...

Una manera alternativa —també molt habitual— de definir el ndmero e és a partir d’una
altra successio:
. 1"
e=lim(1+—-| .
n—yeo n

. . . " .
A continuacié, demostrem que la successio a, = (1 4+ — ) és convergent. N’hi ha prou
n

a veure que (a,) és monotona i fitada.
Creixement. Volem comprovar que
a, < da,.;, Vn€N.

Escrivim aquests dos termes i els comparem. Pel binomi de Newton, tenim

o= () = O e+ ()7 O

n nn-1)1 nh-1)n-2)1 nn=1)n-1)---11

S — ~ . -
+n+ 2! n2+ 3! n3+ + n! n"
Iln=-1 1 m-1)n-2) 1 (n—1)(n—-2)---1
=14+14+— — R
+ +2! n +3! n? + +n! nl
1 n-1 1ln—1n-2 1ln—-1n-2 1
=1+14+—= — 44— R
2! n 31 n n n' n n n

g (DD (- ()

Analogament,

1 n+l1
App1 = <1+n+1)

1 1 1 1 2

=14l (1—— ) +=(1- 1——= )+

* +2!( n+l)+3!< n+l)( n+l>+ *
1 1 2 n—1

(1= 1— 1=
+n!( n+l>< n+1> < n+l)+

1 1 2
+ 1- - ) (1=,

(n+1)! n+1 n+1 n+1
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Observem que tots els sumands sén positius i a,.,; en té un més que a,. Cada sumand de
a, es correspon amb un de a,,, que és més gran que el de a,. En altres paraules, estem
dient que

En efecte, tenim

1
O<n<n+l = —-> >0
n n+1
i, com que k > 0,
k k k k k k
- > >0 = ——<— = l—-<1— .
n n-+l1 n n+1 n n+1

Es clar, doncs, que a, < a,,;1, com voliem demostrar.
Fitacid. Ateés que la successié (a,) és monotona creixent, podem afirmar que és fitada
inferiorment, per exemple, per a;. Ara només cal veure que també es fitada superiorment.

Per I’exemple 7.2, sabem que 2! < k!; per tant, . A més, si k pren els valors

T

k
1,2,---,n—1, obtenim 0 < 1 — — < 1. En conseqii¢ncia,
n

1 1\ 1 1 2 1 1 2
ap=1+1 == )+ (1—=)(1=2)+- 1—=)(1=-=)--
ey (1m0) 75 0m0) (0 e () (-0)

n—1 1 1 1
. <1+l+ + + - =x,<3,
n 3!

Tl

gracies a la fita que ja haviem obtingut. El teorema de la convergéncia monotona ens
assegura I’existéncia del limit de a,,.

Per acabar, hem de comprovar que els limits de les successions (x,) i (a,) sén iguals.
Designem-los com

e=limx, 1 ¢ =lima,.

n—yeo n—seo

Hem vist més amunt que a, < x,. Per tant, pel teorema 7.18 tenim, de moment, ¢’ < e.
Només cal justificar aquesta desigualtat en sentit contrari. Per a cada n, considerem
m < n. Sigui

1 1 1 1 —1
by=1414 o (1= )+ +—-1——.~1—m .
2! n n

De manera clara,
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perqueé hem agafat menys termes. Fixem m i fem tendir n cap a e. Aleshores, limb, <

n—oo

lima,. Resulta que

n—roo

1 1
[ =

1
limb, =1+1+ '—|-3

n—yoo 2

Per tant,

X, <lima, =¢.
n—soo

Si prenem ara limit quan m — oo, obtenim e < ¢'. Aixi, doncs, e = ¢'. Es a dir, les dues
successions x, i a, tenen el mateix limit.

. 1\" 1 1 1 1
e=Ilim| 1+ - _11m1+ + _|_ —Foo +_
n

n—seo n—eo 3!

La versi6 del teorema de la convergencia monotona per a successions propiament diver-
gents és la segiient.

Teorema 7.27 Una successié de nombres reals monotona és propiament divergent
si i només si no és fitada. En particular,

= si (x,) és creixent, aleshores (x,) és no fitada superiorment <= limx, = o,

n—yeo

= si (x,) decreixent, aleshores (x,) és no fitada inferiorment <= limx, = —eo.

n—yoeo
Exemples 7.28
Successions monotones.

a) Considerem la successié x, = —(n+5). Vegem que és decreixent, és a dir, x,, > x,,;.
Tenim, per a tot n natural,

n+5<n+6 = —m+5)>—-(n+6) = x,>x.

Aleshores, la successio €s fitada superiorment, per exemple per x; = —6. Ara bé, no
és fitada inferiorment. En efecte, per a qualsevol nombre real K existeix un element
de la successié menor que K; només cal prendre x,, amb n > —5 — K. Per tant, la
successié divergeix cap a —eo.

b) La successio x, = és monotona creixent. Examinem-ne els primers termes:

n
Vn+2
1 1 3 4
—, N =1L, 8= —F, = —F""
V3 VT Ve

Sospitem que és una successio creixent. Comprovem—ho. Volem veure que x, < x,,,,
Vn € N, és a dir,

X, =

n ; n+1
vn+2 \/n—|—3'
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Com que operem amb nombres positius, la desigualtat anterior és equivalent a les
segiients

? ?

nn+3< (n+)Vn+2 <= n*(n+3) < (n+1>%(n+2) < 0<n*+5n+2.

L’dltima desigualtat és certa per a tot n. Aleshores, anant endarrere en les implicaci-
ons, obtenim que la successi6 és monodtona creixent. De fet, €s estrictament monoto-
na perque tots els calculs sén correctes substituint el signe “<” per “<”.

Considerem la funcié f(x) = % per a x € R associada a la successi6 (x,). Es
X
una funci auxiliar tal que f(n) = x,. Observem que lim f(x) = +-oo. Si conside-
X0

rem el limit de f(x) restringit a x = n, per a n € N, obtenim 1im f(x) = oo i, per
n—r+oeo

. n 9 : 2z N e
tant, lim ﬁ + oo, Es tracta d’una successié monotona divergent cap a +oo. En
n
conseqiieéncia, la successié no és fitada superiorment.
Infinits i infinitésims
En aquest apartat, considerem unes successions molt especials, les que tenen 1imit O 1

les que tenen limit infinit.

Definicié 7.29 Diem que una successio (x,) és un infinitésim —o un infinitesimal—
silim x, = 0.
Exemples 7.30

Sén infinitésims les successions

1 _2n—3
n+3’

Clarament, una successio y, té limit y si i només si y, — y €s un infinitésim.

Definicié 7.31 Diem que una successié (x,) és un infinit si limx, = 4+ o limx, =

—0Q,

Exemples 7.32

Sén infinits les successions

T, —n’ —3n+3 1

2n " 1—cosi’

De la mateixa manera que en 1’estudi de les funcions reals varem considerar infinitésims
equivalents, aqui, per successions, també ens seran molt utils.
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Definicié 7.33 Diem que dos infinitésims (i també dos infinits) (x,) i (y,) son equi-

valents si
X
lim= = 1.
Yn

En aquest cas, ho designarem per x, ~ y,.

A continuacid, en presentem uns exemples forca rellevants.

Infinitésims equivalents

Suposem que x, — 0, és a dir, x, és un infinitesim. Aleshores:

® x, ~ sinx, ~ tgx, ~ arctg x, ~ sinhux,.
= 1—cosx, ~x2/2.
coshx, — 1 ~x2/2.

In(1+x,) ~ £x,, (v, = 1 = Iny, ~y,— 1).

. Ina
" g —1~x,lna. (Un cas particular és a'/" —1 ~ —)
n

(I+x,)f—1~kx,.
Infinits equivalents

o gnf a0 an+ag ~ ant.
In(aun* + a0 '+ +an+a,) ~In(nt).

n! ~n"e™"v/2nn (férmula de Stirling).

(2n)!!

" Gn—yn VA

= In 1+1—|—1+ +1
" 172 n

Operacions amb infinits i infinitésims

Quan operem algebraicament amb infinits i infinitésims, no sempre podem assegurar
Iexisteéncia del limit i el seu valor. Aleshores, tenim un limit indeterminat, que s’ha

d’estudiar, en cada cas, d’'una manera particular.

En primer lloc, presentem un esquema de les operacions que no representen cap indeter-

minacio.

Amb la suma:

-xn yll 'xl‘l + yl‘l
Foo oo Feo
o0 a o0
— oo a —o0
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Amb el producte:

Xn Yn Xn " Yn
—oo —oo ~+oo
—+oo —o0 —o0
a>0 +o oo
a > 0 —00 —o00
a< 0 +°° —o0
a<(0 —oo +oo
Amb el quocient:

X, 1/x,

+oo 0

0, x,>0 oo

0, x,<0 —oo

A continuacio, exposem les indeterminacions:

Altres criteris de convergéncia per a successions

Alguns criteris usuals per a I’estudi de 1imits de successions sén els segiients.

» Criteri del nimero e

Si (a,) i (b,) sén dues successions tals que @, — +e< i b, — 1, aleshores es compleix
que

h/mba,, — e,l,‘l‘l arl(b1171)
0 .
n—yoeo

» Criteri de I’arrel enésima

Sigui (x,) una successié de termes reals positius. Aleshores,

m™t = — limy/x, =L onL € RU{+oo,—oo}.

n—soo xn n—ro0

= Criteri del quocient

Xnt1

= L. Ales-

Sigui (x,) una successi6 de nombres reals positius tal que existeix 1im
n—soo -xn

hores,
L<1 = limx,=0.

n—eo

m Criteri de Stolz

Siguin (x,) i (y,) successions de nombres reals amb (y,) estrictament creixent cap a
~+oo. Aleshores,

Xpr1 — X L, X
lm™" ™" = = lim~ =L, on L € RU {400, —oo}.
n=e Yyl — Yn e Y
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= Un altre criteri de Stolz

Siguin (x,) i (y,) successions de nombres reals tals que limx, = limy, = 0, amb (y,)

n—roo

monotona. Aleshores,

Hm2t ™ — ) — lim™ =L, onL € RU{+oo,—oo}.
n=eYpil — Yn e Y

= Criteri de la mitjana aritmetica

Sigui (a,) una successié amb limit /. Aleshores,

. 4 tap e ta
lim ———

n—poo n

=1l

= Criteri de la mitjana geométrica

Sigui (a,) una successi6 convergent de nombres positius amb limit /. Aleshores,

limy/a;---a, =1.

n—soo

7.3. Séries numeériques reals
En aquesta secci6, formalitzem la idea de sumes amb infinits nombres reals.

Intuitivament, podem dir que una serie és una suma que té infinits sumands. Considerem
I’exemple

LRI
22Ty 2

Es la suma de tots els elements d’una progressié geomeétrica de rad » = 1. Si aquesta suma
2

tingués un nombre finit de sumands, agafariem els dos primers termes i els sumariem: 1+
1= %; després sumariem el tercer al resultat anterior, 1+ 3+ ; = 2, i aixi successivament,

fins acabar amb tots els sumands. La nostra suma, en canvi, té infinits elements i aixo
requerira fer un procés de pas al limit.

1 12
| | | ‘
I 1 1
1 ‘ 12 174
1 1 1 \
1 12 1/4 1/8
| | | | |
‘ : : : RERE ‘

i.. successivament

Fig. 7.3
Suma de la série

11 1
Tty tgrtgrtotgto
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Interpretem la seérie

RTINS
2 22 23 on n+1

com una suma de longituds. El primer element, 1, correspon a un segment de llargaria
una unitat. El segon, %, representa un segment de longitud 1/2, etc. Observem que cada
sumand és precisament la meitat de 1’anterior. Graficament, tenim la figura 7.3. Sembla

natural, doncs, considerar la s€rie com una suma de valor 2.

En general, donada una successié (a, ), li associem una nova successio (s,), anomenada
successio de les sumes parcials, on

S1 =a;
S, =a1+a
S3 :Cll+a2+a3

Sy :al+a2+a3+“'+an

Definicié 7.34 Una série Zan de terme general a, és un parell de successions: la
n=1

dels termes, (a,), i la de les sumes parcials, (s,,).

Usualment, designem la série per Z a,, Z a, o, simplement, Zan.
n=1 n>1

Observacié 7.35 Eventualment, ens pot interessar el sumatori per an € {0} UN; ales-
hores, escriurem Zan. També podem considerar la serie només a partir d’un natural
n>0

més gran que 1’1, per exemple 44, llavors, tindrem 2 a,.
n>44

Notem que, donada la successié del terme general, és molt facil obtenir-ne la de les
sumes parcials. A I’inrevés, també és senzill jaque a; =s,1a, =s,—s,_ peran > 1.
Si la successi6 (s,) té limit s, és natural considerar aquest valor com la suma infinita
ai+a,+a3;+---+a,+--- Araja podem parlar del caracter d’una serie.

Definici6 7.36 Diem que la série

n Zan és convergent i que la seva suma val s € R si la seva successié de sumes

n=1

parcials (s, ) t€ limit s. Aleshores, escriurem Zan = 5; també, —co < Za,, < oo,

n=1 n=1

= za,, és divergent, si la seva successio de sumes parcials €s divergent. En aquest
n=1

cas, la serie no té suma un nombre real.
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Podem precisar més el concepte de divergencia. La série Zan és divergent cap a +o° 0
n=1

—oo si (s,) té limit 4o 0 —oo (respectivament) i la série és oscillant si no existeix el

limit de (s,,).

Observacioé 7.37 Si modifiquem un nombre finit de sumands d’una série, el seu caracter
no varia.

En les sumes infinites es presenten algunes situacions que no sén possibles amb sumes
finites. La suma d’infinits sumands pot

= ser un nombre real (série convergent),
= valer infinit (série divergent),
= no tenir cap resultat (serie oscillant).

Exemple 7.38
Série geomeétrica de raé r. Estudiem el caracter de la série

N =14r+r 4

n>0

El comportament de la série geometrica depen del valor de la rad r. Observem que, si
r =1, la série és trivialment divergent cap a oo, ja que les sumes parcials vénen donades
per

1,2,3,4,5,--- ,n,- -+ —> Hoo.

D’altra banda, si r = —1, la série esdevé 2(— 1)"*!, que és divergent perque oscilla entre
n>1
01 1 (vegeu I’exemple 7.44). Estudiem, doncs, el cas |r| # 1. Calculem-ne les sumes
parcials utilitzant I’exemple 7.1:
1— rn+l
Sp = 1+r+r2+r?++7ﬂ: 17
—-r

1
Si |r] < 1, aleshores limr/ ™' =0 i lims, = 1= Sir>1,limr"™ = e i, per tant, (s,)

és divergent. Finalment, si r < —1, llavors (s,) divergeix oscillant entre +e i —eo. En
conseqiiéncia, la série geometrica de raé r només és convergent per a |r| < 1 i, en aquest
cas, la seva suma val

=

n>0

1
1—r

Val a dir que, en general,

a

Nar=a+ar+ar+ar+---tar'+-- =

n>0 l—r

Lema 7.39 Condicio necessaria de convergencia. Si Za,, és convergent, aleshores
n=1

lima, = 0.
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Equivalentment, podem escriure:  lima, # 0 = Zan no és convergent.

n=1
La condici6 necessaria de convergeéncia no és, en canvi, una condici6 suficient. Com a

contraexemple, estudiem la seérie harmonica 2 -,

n=1

Exemple 7.40

La seérie harmonica. Considerem la serie Z —. Tot i que lima, = hm% = 0, aquesta
n
série no és convergent, siné divergent cap a +oo. Es clar que les sumes parcials constitu-
eixen una successié monotona creixent:
1 1

I 1 1 I 1
=1 — — — 1 — — — — — .
Sy +2+3—|— +n< +2+3+ +n+n+l Snt1

Ara n’hi ha prou a comprovar que les sumes parcials no sén fitades (superiorment).
Considerem els termes de la forma s,.. Tenim 1’estimacid

111 1 1
sp=ldt ottt >

213 22 23 2n =
- 2 22 22 2 23 22 2n
:14_14_3_,_2_2_*_...4_2"7':1+1+l+...+l:
2 222 2n 22 2
n

Aix{, la successi6 de les sumes parcials no es pot fitar superiorment i, per tant, té limit
+oo. Llavors, la série harmonica és divergent cap a +co.

Operacions algebraiques

Definici6 7.41 Siguin Y a, i) b, dues séries. Definim les operacions segiients terme
a terme.

» Suma: Y a,+Yb,=Yc,onc,=a,+b, VneN.
» Producte per un escalar: 1Y, a, = Y.c,,onc, = Aa,, Vn € N. A € R.

La diferéncia de series es defineix de manera Obvia a partir de les anteriors. A més, tenim
resultats sobre el caracter de les séries com a conseqiiéncia immediata de les propietats
dels limits.

Teorema 7.42 Linealitat. Si > a, 1Y b, son convergents, amb sumes a i b respecti-
ves, aleshores

] 2 (a,+b,) és convergent i la seva suma val a+ b.

= > (Aa,) és convergent i la seva suma val Aa.
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Si alguna de les series és divergent, les coses funcionen d’una altra manera.
Observacié 7.43 Siguin Y a, i Y.b, dues séries.

m Si Y a, és convergent i Y. b, és divergent, aleshores la serie suma és divergent.

m SiYa,iYb, sonambdues divergents, aleshores el caracter de la serie suma depén de
cada cas: tant pot ser convergent com divergent.

A més, les propietats que tenen les sumes finites, com ara 1’associativa o la commuta-
tiva, no son satisfetes, en general, per les seéries. Vegem-ne un exemple per al cas de
I’associativitat.

Exemple 7.44

Associativitat (introducci6 del parentesi). Sigui la serie

(1) =1—-1+1-14+1-1+1—-1+1—1+--

n>1
Aqui el terme general és a, = (—1)""' i les sumes parcials vénen donades per

1 si n és senar
S1:1,32:0,S3:1,5420,""Sn: . 2
0 si n és parell.

Ates que (s,) no té limit, la série » (—1)"*! és divergent. Vegem com varia el comporta-
n>1
ment si agrupem els termes de la serie anterior de distintes maneres.

= Considerem els paréntesis segiients:
1I-D)4+(1-)+(1-1)+(1-1)+(1=1)+---, ésadir, 0+0+0+0+0+---
Clarament, s, =0, s, =0,---,s, =0,--- Com que s, — 0, la série nova té suma 0.

= Fem-ne una agrupacié diferent:

I+ (=1+D)+(=14+1)+(=1+1)+(=1+1)+---,ésadir, 1+0+04+0+0+---

En aquest cas, s;, =1, s, = 1,---,s, = 1,--- 1, per tant, s, — 1. Aixi, la nova série
convergeix a 1.

Hem vist, doncs, com I’agrupacié dels sumands pot originar noves séries amb caracters
diferents; en altres paraules, la propietat associativa no és valida per a les séries.

Seéries de termes no negatius. Criteris de convergéncia

Les séries de termes no negatius sén particularment interessants ja que la successio de
sumes parcials és monotona creixent i, per tant, el caracter de ser sumable equival a la
fitaci6 de les sumes parcials.
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Teorema 7.45 Sigui (a,) una successi de termes positius. Aleshores,
Za,, és convergent <—> la successio de les sumes parcials €s fitada.

Demostracio. Ates que els termes de la série son positius, la successié de les sumes
parcials (s,) és mondtona creixent. Pel teorema de la convergéncia monotona, (s,) té
limit si i només si és fitada.

Els criteris principals per a I’estudi del caracter d’una série de termes no negatius sén
els segiients.

» Criteri de comparacié ordinari

Siguin Zan i an dues series de termes no negatius. Suposem que existeixen k > 0
n=1 n=1

iny € N, tals que a, < kb, per n > ny. Aleshores,

oo

an és convergent —> Zan és convergent.

n=1 n=1

Equivalentment,

Za,, és divergent —> Zb,, és divergent.

n=1 n=1
= Criteri de comparacié per pas al limit o generalitzat

TR SR o . o . a
Siguin z a,i 2 b, dues series de termes no negatius. Suposem que existeix / = lim—.

n—seo
n=1 n=1 n

Aleshores,

a) 1 #£0,1# 4+ = les dues séries tenen el mateix caracter.

b) =01 Zb,, és convergent —> Za,, és convergent.

n=1 n=1

c) l=+o0i 3~ b, ésdivergent = 3~ a, és divergent.

» Criteri de les séries harmoniques

La série Z — s’anomena harmonica generalitzada. Es convergent si k > 11 divergent
n
n=1

si k<1.

= Criteri de I’arrel o de Cauchy

Sigui 2 a, una serie de termes no negatius.

n=1

a) Suposem que existeix [ = limy/a, . Aleshores,

n—yo0

* [ <1 == laserie és convergent.
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* [ >1 = lascrie és divergent.
¢ Sil =1, el criteri no decideix.
b) Si existeix n, € N tal que, per a n > ny és y/a, < r per a un determinat r < 1,
aleshores Y | a, és convergent. Si per a infinits valors de n es té \/a, > 1, llavors
Zan és divergent.

n=1

= Criteri del quocient o de D’Alembert

Sigui Za,, una serie de termes no negatius.
n=1

Ay

a) Suposem que existeix [ = lim . Aleshores,

n—yeo (,Zn

e | <1 = laserie és convergent.
* [ >1 = lascrie és divergent.

¢ Sil =1, el criteri no decideix.

A1

b) Si existeix ny, € N tal que, per a n > n, és < r per a un determinat r < 1,

n

Ayt

aleshores 2“" convergeix. Si, per a n > n és > 1, llavors za,, divergeix.

n=1 a n=1
= Criteri integral

Aquest criteri compara una se€rie amb una integral impropia. Sigui f una funcié no
negativa, monotona decreixent, definida en [1, <) i localment integrable. Aleshores,

oo oo
Y f(n) és convergent <> / f(x) dx és convergent.
1

n=1

= Criteri de condensacio de Cauchy

Sigui (a,) una successié decreixent de nombres reals no negatius. Aleshores,

Za,, és convergent <= 22”@, és convergent.

n=1 n=0

= Criteri del logaritme

Sigui Y’ a, una série de termes estrictament positius.
n=1

1

a) Suposem que existeix / = h’ml—“". Aleshores,
n—e INN

e l>1 = Za,, és convergent.

n=1

<]l = Za,, és divergent.

n=1

e Sil =1, el criteri no decideix.
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Int
b) Si existeix ny € N tal que Vn > ny, es té l—“ > r, per a un determinat r > 1,
nn

1

[

1lavors Zan és convergent. Si existeix n € N tal que Vn > ny, es té Ton <1,
nn

n=1

aleshores za,, és divergent.

n=1

s Criteri de Raabe

Sigui Za,, una serie de termes estrictament positius.

n=1

a) Suposem que existeix [ = limn <i — 1) . Aleshores,

oo Ay

e l>1 = Zan convergeix.

n=1

<]l = Zan divergeix.

n=1

e Sil =1, el criteri no decideix.

. . a, .
b) Si existeix ny € N tal que Vn > nj es té n (— — 1) > r per a un determinat
Api1

- , . . a,
r > 1, aleshores Zan és convergent. Si per n > ny és n ( L 1) < 1, llavors
anJrl

n=1

Za,, és divergent.

n=1

= Criteri de Pringsheim

Sigui 2 a, una serie de termes no negatius.

n=1

a) limn®a, = A < oo, per a un determinat @ > 1 — Za,, convergeix.

n—eo
n=1

b) limn"a, = A > 0, per aun determinata <1 = zan divergeix (A pot ser o).
n—yoo n=1

Convergéncia absoluta i condicional

Definicié 7.46 Sigui (x,) una successié de nombres reals. Diem que la série

= Y x, és absolutament convergent si la série Y. |x,| és convergent.

m Y x, és condicionalment convergent si €s convergent perd no absolutament con-
vergent.

Observacié 7.47 Evidentment, per a séries de termes positius, no té sentit parlar de
convergencia condicional, i la convergéncia absoluta equival a I’ordinaria.
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Teorema 7.48 Si Y x, és absolutament convergent, aleshores és convergent. A més,

DRAESWCAR

Les séries condicionalment convergents tenen una propietat sorprenent: reordenant-ne
convenientment els termes, s’obtenen noves séries divergents o que sumen qualsevol
nombre real fixat a priori.

Series alternades

Finalment, estudiarem el comportament de les s€ries alternades, un cas particular que
combina els termes positius i negatius.

Definici6 7.49 Diem que una série Y, x, és alternada si el terme general té la forma
x,=(=1)""y, amby, >0 VneN,obéy, <0 VneN.

El criteri de Leibniz ens permet decidir el caracter d’algunes series alternades i obtenir
una estimacié de I’error de la suma en cada suma enésima.

Teorema 7.50 Criteri de Leibniz per a séries alternades. Sigui Y., (—1)”Jrl a,,
a, > 0, una série alternada amb (a,) decreixent. Aleshores,

oo

+1 P P
z (—=1)"" a, és convergent <= lima, = 0.
—l n—yoo

En aquest cas, si S és la suma de la série i s, la suma parcial enésima, es compleix

‘S_Sn| S Apy-

Exemple 7.51

1
n+1 Z  anomena-
n

Série harmonica alternada. Estudiem el caracter de la serie ) (—1)
n=1

da harmonica alternada. Sabem que la seérie harmonica Z% no és convergent. Per tant,

I’harmonica alternada no és absolutament convergent.

Estudiem-ne la convergeéncia condicional. El terme general és (—1)"*'1, amba, =1 >0,

i (a,) és decreixent. A més, lima, = 0. Aleshores, pel criteri de Leibniz, podem concloure

que la série Y (—1)"! 1 ¢s convergent; és, doncs, condicionalment convergent.

n

7.4. Series numeériques complexes

Formalment, els conceptes de successi6 i série de nombres complexos i moltes de les
seves propietats sén del tot analegs als corresponents amb nombres reals. Només cal
canviar “nombre real” per “nombre complex” a les definicions 7.3, 7.5, 7.7, 7.34, 7.36,
7.41, 7.46 i als teoremes 7.16, 7.42, 7.48. A la definicié 7.48, hem de tenir en compte
que |z| és el modul del complex z. Ja sabem, perd, que el mddul i el valor absolut d’un
nombre real coincideixen.
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Definici6 7.52 Sigui Y z, una serie de termes complexos. Podem escriure
z, = a,+1b,, amb a,, b, € R, per a cada n.

En aquest cas, les series Y. a, i Y, b, s’anomenen part real i part imaginaria de la
serie Y.z, (respectivament).

Aixi doncs, per estudiar la série complexa > z,, convindra considerar les series reals
corresponents a les seves parts real i imaginaria. De fet, tenim la propietat segiient.

Proposicié 7.53 Sigui z, = a, + ib,, amb a,, b, € R, Vn € N. Aleshores,
= Yz, ésconvergent <—> Y. a,, >.b, son ambdues convergents.

= 3z, és absolutament convergent <= Y a,, >,b, s6n ambdues absolutament
convergents.

En el cas de la convergencia condicional, perd, no podem concloure el resultat anterior.

Exemples 7.54

Unes series complexes. Estudiem el caracter d’un parell de series.

4 1
a) (=) —— +i> . La part real de la série és
g{( n+9 5

n+1 4 _ n+l 1
(=1 m—42(—1) P

n>1 n>1

Es tracta d’una série harmonica alternada; per tant, és convergent (condicionalment,

no absolutament). La part imaginaria és 2 <> una serie geometrica de rad r = é
n>1
amb |r| < 1; és a dir, convergent. Aix{ doncs, la série complexa és convergent.

1 1 . . (o1
b)Y < +i(=1)"" ) . La part real de la série és I’harmonica, que és divergent. Ales-
n>1 n

hores, la serie complexa és divergent, malgrat la convergencia de la part imaginaria
(I’harmonica alternada).

7.5. Seéries de poteéncies reals

Una série numerica, si es pot sumar, és un nimero; analogament, una série de potén-
cies ens dona una funcié definida sobre el conjunt de nombres x en que, avaluada, és
convergent:

Série numérica — numero

Série de potencies — funcid
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Definicié 7.55 Una série de la forma

oo

Y a,(x—x0)" = ao+ai(x—xo) + @ (x — %)’ + -+ @y (x —x0)" + - -

n=0

ona,(n=0,1,2,3,---), x,x, € R s’anomena série de poténcies real en x — x.

Fent una translacid, i sense perdua de generalitat, podem considerar x, = 0 i reduir el

nostre estudi a les series de poténcies en x, €s a dir, Zanx”.
n=0

Exemples 7.56

Vegem unes quantes séries de poteéncies.

a) in!(x+3)" =1+ (x+3)+2!(x+3)*+3! (x+3)* +- -
(x—4)?* (x—4)°

< (x—4)"
b) YT g x—a)+ + 4o
Zg) ! 2! 3!

) Y =1+x+24x+-

n=0

Definicié 7.57 Diem que la serie Zanx” és convergent en un punt x i que la seva
n=0
suma val I (I € R) si

lim i a,x' =1,
n=0

m—yoo

m
és a dir, si lim s,, = [, en que s, = Zanx" = ay+a;x+ ax* + - --+a,,x" s’anomenen
m—yoo
n=0
les sumes parcials en el punt x.
En cas contrari, diem que la serie és divergent.

La idea de convergencia i de sumes parcials és la mateixa que hem vist per a les séries
numeriques perque, de fet, una serie de poteéncies avaluada en un punt x €s una serie
numerica.

Clarament, qualsevol serie de poténcies en x €s convergent en x = 0 ja que

m

smzzanx” =ay+0+0+---4+0=aqy.
n=0 x=0

En aquest cas, doncs, [ = a,; la suma €s el primer terme. En general, qualsevol série de
0
poteéncies en x — x, és convergent en x, (i la suma val ay).
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Fig. 7.4

Interval de convergencia
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de la serie Zanx” .

El conjunt de punts on una série de poténcies convergeix té una estructura molt especial.

Definici6 7.58 Donada una serie de poténcies 2 a,x", sigui A =lim+/|a,|, amb
n—soo
n=0

1
A € [0,4o0) U {+-oo}. Definim el radi de convergéncia de la série com R = T En-
tenemque R=08i A = 4o0i R=+cosi A =0.

A partir del radi R, 1i associem a la série de poténcies I’interval (—R,R), anomenat
interval de convergéncia de la série. Si la série només és convergent en x = 0 (en general,
en x = x,), aleshores R = 0 i I’interval de convergencia es redueix al punt 0. En cas que la
série sigui convergent per a tot x € R, I'interval (—R,R) = (—eo, +o0) esdevé tot R. Aix{
doncs, interpretem (—R, R) com un interval, un punt o tota la recta real, segons escaigui.

Aquest interval (—R,R) ens indica el conjunt en que la série es pot sumar. Si avaluem
una serie de poténcies en un nimero, aleshores obtenim una série numerica. L’interval
de convergéncia d’una série de poténcies és el conjunt de punts on té sentit la seva suma;
en altres paraules, és el domini de la serie (figura 7.4). Vegem el resultat segiient.

~

. convergent ? divergent
< » )
R

-R 0

divergent

Teorema 7.59 Teorema de Cauchy-Hadamard. Sigui R el radi de convergencia
de la serie Za,,x”. Aleshores, la série és
n=0
= absolutament convergent si |x| < R,
= divergent si |x| > R.

El teorema no ens diu res sobre el caracter de la série en els extrems de I’interval perque,
si |x| = R, la convergencia o la divergéncia de la série en x depén de cada cas.

A la practica, a I’hora de calcular el radi associat a una série de poténcies, sovint és més
util aplicar el criteri del quocient en comptes de la definici6 7.58.

Teorema 7.60 Criteri del quocient. Sigui una serie Zanx” amb radi R.
n=0

Si existeix [ = lim
n—r—+oo

——|, amb/ € [0, +o) U{+} = R=1L.
Ay
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Exemples 7.61

Caracter d’unes series de poténcies.

a)

b)

c)

Zn! (x+3)". En aquest cas, a, = n! i el radi de convergéncia és
n=0

; n! ; n! )
R=1lim |——| = lim = lim =0.
n—tes | (n+ 1)1 nte (4 1D)n! ot (n41)
Aixi, la série només convergeix en x = Xy, és a dir, en x = —3.

. (x74)n £ 1 .
Z ———. El terme general és a, = ;. Tenim

1

R= lim |——| = lim
n—roeo | ——— n—roo
(n+1)!

= lim (n+1) = +oo.

n—r+oo

n!

Per tant, la serie é€s convergent per a tot nombre real.

oo

Z)ﬁl. El terme general és constant: a, = 1,Vn. Aleshores,
n=0

.1
R=Ilim - =1.
n—r+oo
Per tant, la série convergeix si |x| < 1 i divergeix si |x| > 1. Ara ens preguntem qué
passa en els extrems de I’interval de convergencia, és adir,six=10x=—1.Perax=
1, obtenim la série numerica 2 1=14+1+1+1+1+--- Les sumes parcials vénen
n>0
donades per s, = n, que €s una successio divergent cap a +oo. Per a x = —1, obtenim

una vella série coneguda, 2(— 1)", que és divergent (exemple 7.44). Resumint, doncs,
n>0
la série

o convergent per a |x| < 1,
Y és

=0 divergent per a |x| > 1.
De fet, es tracta d’una serie geométrica de rad x. Recordem que ja varem fer I’estudi
de la serie geometrica a I’exemple 7.38 i sabem que és convergent si i només si el
valor absolut de la rad és més petit que 1.

Continuitat i derivabilitat d’'una serie de potéencies

Sigui la serie

Za,,x” =ay+ax+ax’+ax’+---
n=0
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amb radi de convergéncia R. Designem per f(x) la funcié suma per a cada x de I’interval
de convergencia:

flx)= zanx" =ay+ax+ax* +asx’ +---, ¥x € (—R,R).
n=0

Les propietats de la funcié suma sén les segiients.

= La funcié f(x) és continua.
= La funci6 f(x) té derivades de tots els ordres per a |x| < R.
= A més, f(x) es pot derivar terme a terme, de manera que
fx)= 247161,,)("’1 =a, +2ax+3a;x° + - --
n=1

oo

F(x) =Y n(n—1)ax"? =2a,+ 6asx+ 12a,x° + - -

n=2

i cadascuna de les séries resultants convergeix per a |x| < R.

= Larelaci6 entre els coeficients a, i els valors de f i les seves derivades ve donada per

f0)=a+0+0+--- = 1(0)
f/(O):a1+0+O+ N alzf/(())
f"(0)=2a,+0+0+--- s gl
f’//(o):32a3+0+0+ s a3:f'3".(2°)

En general,

Observem que els coeficients coincideixen amb els dels polinomis de Taylor.

Integrabilitat d’una serie de potéencies

Sigui un interval [a,b] C (—R,R). Aleshores, la série ) a,x" és integrable en [a,b] i es
n=0
pot integrar terme a terme

b oo b b b
/ Zan)c” dx:/ aodx+/ alxdx+/ ax’dx+---
a ,—0 a a a



Operacions amb séries de poténcies

Siguin dues seéries de poténcies convergents per a |x| < R:

fx) =D ax" = ay+ax+ax +---

n=0

g(x) :anxn =by+bx+bx’+ -

n=0

Successions i séries %

Les series es poden sumar, restar i multiplicar terme a terme, com si fossin polinomis.

oo

= Suma: f(x)+g(x) = Z(an‘i‘bn)xn = ao+bo+ (a1 +b)x+ (@ +by) X' + - -

n=0

» Resta: f(x)—g(x) =

M

n=0

» Producte: f(x)-g(x) = Zc,,x”, on
n=0

co = apby
¢, = apb, +ayby

Cc, = aobn —|—a1b,,,1 —+ - +anb0.

Igualtat de séries. Unicitat dels coeficients

(@, —b,) X" = ag—by+ (@, — b)) x+ (@, — b)) x* + - --

Les series f(x) = Y a,x, i g(x) = Y. b,x, sén iguals si convergeixen a la mateixa funci6,

n>0 n>0

és adir, f(x) = g(x) per a |x| < R, i, en aquest cas, els coeficients han de ser els mateixos

aOZbO’ al:bl’ ""an:bn

Série de Taylor

Sigui f(x) una funci6 continua amb derivades de tots els ordres per a |x| < R, amb R > 0.

Ens preguntem si podem representar f(x) mitjan¢ant una série de poténcies.

™) (0
A partir dels coeficients determinats abans, a, = f $ ), és natural esperar que
n
< f7(0) , 1"(0)
f) =35 X = f0)+ f(0)x+ 5 P+

n=0

sigui valid per a |x| < R. Per0 aix0 no sempre és cert!

(7.3)
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Recordem la férmula de Taylor

_ = fY0)
f(x) _Rt(x)+Rn( )—Z A X +Rn( )’
on el residu és
_ f("+1>(c) n+1
R =Gy

per a un determinat punt ¢ entre 0 i x.

Si el residu tendeix a 0, aleshores és valida I’expressi6 7.1.

Teorema 7.62 Série de Taylor. SilimR, (x) = 0, per a tot x, amb |x| < R, aleshores,

f7(0)

n!

X', x| <R

) = 2

1 aquesta serie s’anomena serie de Taylor de f(x) en x = 0.

Vegem el cas general de les series de poténcies en x — x;.

Definicio 7.63 Si una funcié admet un desenvolupament en serie de poténcies en

un entorn del punt x, de la forma Y a,(x — x,)", diem que f(x) és analitica en x,.
n=0

S (x0)

n!

Quan f(x) és analitica en x,, els coeficients s6n a, = , n>0,ila serie

= £ (x,
Zf (x0)

. (x—x0)", |x—x| <R

n=0

es diu serie de Taylor de f(x) en x,.

Alguns desenvolupaments en série de Taylor

Els desenvolupaments en serie de Taylor en x = 0 de les funcions elementals s6n els
desenvolupaments de MacLaurin que vam obtenir al capitol de derivaci6, i ara conside-
rem els infinits sumands de la série.

2 3

=1 X R
e = +X+E+§+”'+a+"‘v X e

x3 xS x2n+ 1

L] Slnx:x—§+§—+(—l)nm+, XER



Successions i séries %

x2 x4 x2n
mcosx=1— E+E—-~~+(—l) 2! , x€R
x3 5 x2n+l
lsmhx—x—|—3'+5'—|— —I—W—&—m, xeR
2 x4 n
lcoshx—1—|—2'+4|+ (2n)!+m’ xeR
2 X x"
In(1 —_— = — ... )yt e 1
» In(1+x)=x 513 +(-1) ot , <
3 xS x2n+1
t — - — ... —1) s <1
"arclgx =x— =43 +( )2n+1+ |x|
k k(k—1 k(k—1)---(k— 1
s (14x)f=14+—x+ ( )x2+~~~+ ( Jooo(k=nt1) X', x| <1L,VkeR
1! 2! n!
-arcsmx—x—klxz—i— +1.3...(2n_1) . + x| <1
723 2:4--2n  2n+1
1x 1-:3---(2n—1) x**!
hx=x—-— —1)" . 1
®» argsinhx = x R 4+ (-1) A om 2n+1+ x| <

A partir dels desenvolupaments en serie anteriors, podem obtenir-ne d’altres directament.
Per exemple, per a e, simplement hem d’avaluar la série de e en —x, en comptes de x.

Exemples 7.64

Altres desenvolupaments en série de Taylor. Observem que les identitats entre funcions
equivalen a les identitats entre els desenvolupaments de Taylor corresponents: cos(—x) =

cosx, sin(—x) = —sinx, sinhx+ coshx = ¢, etc.
¥ ¥ ¥ X
u —17X+5*§+E*§+ , xeR
4 6 8
R +;+x+ xeR
x2 x4 xZn
= cos(—x ):1—2—!+4—!—--~+(—1) (Zn)!—l—n-:cosx, xeR
x4
] cos(xQ)zl—E—i—I—m, xeR
. X X X X .
] s1n(—x):—x+§—§+-~-:—<x—§+§—---):—smx, xeR
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En general, donada una série de poténcies, és molt dificil identificar quina funci6 repre-
senta. Poques series de poténcies tenen com a suma una funcié elemental.
Exemples de funcions analitiques

Algunes funcions es poden recongixer com analitiques a partir d’altres ja conegudes. En
donem unes mostres.

Els polinomis, e*, cosx, sinx, s6n analitics en R.

Si f(x) i g(x) s6n analitiques en x,, també ho sén

F) +8(). £()— (), Fx)-5() i {;((i (si g(xo) #0).

Si f(x) és analitica en xy i f'(xy) # 0, aleshores f~'(x) és analitica en f(x,).

Si f(x) és analitica en x, i g(x) és analitica en f(x,), aleshores (go f)(x) és analitica
€n xy.

7.6. Series de potencies complexes

Per acabar el capitol, fem cinc ceéntims sobre les séries de poténcies amb nombres com-
plexos.

Definicié 7.65 Una série de la forma za,, (z—z)",amb a,(n=0,1,2,---),z,2 €
n=0
C, s’anomena série de potencies complexa en 7 — z.

A cada serie de poténcies complexa Z a,(z—1z0)", se li associa un radi de convergéncia
n=0

R, de la mateixa manera que es fa a les séries reals. Aquest R es defineix com 1, on

A =lim+/|a,|, A € [0,40) U {+4oo}. El criteri del quocient 7.60 també és valid per a

n—roo

nombres complexos.

A partir del radi de convergencia, associem a cada série de poténcies real un interval
(—R,R), de manera que la série és convergent al seu interior i divergent a I’exterior.
Fixem-nos que I’interval (—R,R) és el conjunt de punts x tals que |x| < R, és a dir, que
estan a una distancia de 0 més petita que R. Aquesta idea, en el cas complex, ens déna
un disc, perque ara treballem en dimensié 2.

Definici6 7.66 El conjunt de punts del pla complex que disten de z, menys de R és
el disc |z—z9| < R, amb centre z, i radi R, i s’anomena disc de convergéncia de la

serie Y a,(z—2o)".

n=0

El disc de convergencia és tal que la série és absolutament convergent a I’ interior del disc
|z—z0|] < Ridivergent a I’exterior del disc |z— zo| > R. En els punts de la circumferéncia
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|z— 20| = R —la vora del disc—, el caracter de la série depén de cada cas; n’hi ha séries
que convergeixen en algun punt de la circumferéncia, en tots els punts o en cap. En tenim
I’esquema a la figura 7.5.

Fig. 7.5
divergent Radi i disc de
convergencia de la série

Ya,(z—2)"

20
convergent 9

Val a dir que, quan el radi de la série pren els valors 0 o +-oo, el cercle es collapsa en un
punt, zy, o esdevé tot el pla complex, respectivament.

Exemple 7.67

Estudiem el radi de convergencia de la serie

oo

-3 -1

n=0
Tenim a, = 1 — (—3)". Pel criteri del quocient,

1
(,3)/,_1 _’—1':1
1

e CINE

1—(=3)

= (=3 = lim

n—oo

R =1im

n—eo

Aleshores, la série és absolutament convergent si |z — 1| < 1 i divergent si [z — 1| > 1.

Problemes resolts
Problema 1
Demostreu la desigualtat (1+h)" > 1+nh pera h>—1, n> 1.
[Solucidl
Ho fem per induccié sobre n.
El cas base n =1 és clarament cert: 14+h > 1+h.

Suposem que la desigualtat és certa per a n — 1 i veiem que, llavors, també és certa per a
n. La hipotesi d’inducci6 és

(1+h)""'>1+(n—1)h

Multiplicant els dos membres de la desigualtat per 1 + A, i tenint en compte que h >
—1=1+4+h >0, resulta
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(1+h)" >[1+(n—1)h](1+h)=1+h+nh+nh*>—h—h
=1+nh+(n—1)h*>1+nh, jaquen>1,

que és el que voliem demostrar.

Problema 2

Sigui la successi6 (a,) definida per recurréncia:
3 \
a, = —5 i 3a,,,=24a, peran>1.

Demostreu que (a,) és convergent i calculeu-ne el limit.
[Solucid]

En primer lloc, comprovem que a, €s una successié monotona i fitada.

= Monotonia. Donem uns quants valors a la n per observar la tendéncia de la successio:

3 11> 3 -
=, Uy = —— — = =da,,da as, ...
27 2 24 2 1,43 2

a, = —

A partir dels primers termes, sospitem que la successié pot ser creixent. Tractem de
provar aquest fet per induccié.

El cas base n = 1 ja esta fet: a, < a,.
La hipotesi d’induccié és a,_; < a,. Volem veure que
a1 < a, - a, < an+l~

Com que x* és una funcié creixent, resulta

3
n—1

a<a, = a_ ,<a =

2 3 2 3
2+a  <2+a = %< —;a”

— a, < dyy.-

Per tant a, < a,,,, per a tot n € N i, efectivament, la successi6 és creixent.

» Fitacio. Una fita inferior és a, = —%, perque la successié és creixent. Veiem per in-
duccié que 1 és fita superior, és a dir, a, < 1, peratot n € N.

Elcas n =1 és evident: ¢, = —3 < 1.

La hipotesi d’inducci6 és a,_; < 1. Volem veure que
a, <1=a,<1.

Tenim

a, <1 =ad <1 =

n—1
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2 3
2+ad <3 = %<1:> a, < 1.

i, per tant, a, < 1, per a tot n € N. Concloem, doncs, que la successio és fitada: —% <
a,<l,peratotn € N.

El teorema de la convergéncia monotona ens permet afirmar que (a,) és convergent (atés
que és monotona i fitada).

Ara ja podem calcular-ne el limit. Si / = lima,, aleshores també és / = lima,,_,. El limit

n—oo n—oo

ha de complir la relacié de recurréncia
3l=2+DP < I’-31+2=0.

Aquesta equaci6 té per solucions / = 1 (arrel doble) i [/ = —2. A més, de la relacié de
fitacio resulta

|

N W
IN
IN
_

i, per tant, el limit ha de ser [ = 1.

Problema 3

Determineu el limit segiient segons els valors de la constant b € R*:

3 ( bn* 42 ) "
Iim .
n—soo n3

Aquest limit és del tipus b™; per tant, segons si b €s més gran, més petit o igual que 1,
el limit prendra un valor o un altre.

[Solucio]

® Sib < 1,ellimités 0.
m Sib > 1, el limit és +oo.

= Si b =1, tenim una indeterminaci6 del tipus 1*. Per resoldre-la, apliquem el criteri del
3

ndmero e. En el nostre cas, a, =n*ib, = . Per tant,

n—oo n3

42
3 n? Hm n? -1
L[ +2 e n’ m2
lim —e —e~"=e".

Aixi, finalment,

0 si. 0<b<1
bd +2\" ; .
) _ 2
152( o ) = 1fm<”f) — si b=1
n—oo n
) si b>1.
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Problema 4

2
-7
Esbrineu el valor de lim 1

n—yoo

[Solucio]

ra . . ., . e . ., .
Es una indeterminaci6 del tipus —. Per resoldre-la, considerem la funcié associada
oo

3x
i fem lim, ... f(x). Aplicant la regla de L’Hopital dues vegades, tenim

-7 2
lim —im—— =]

¢ —0.
A T T O 3

Com que aquest limit existeix i val 0, el 1imit de la successi6 també val 0.

Problema 5

PB4+34+5+..+2n-1)°
Calculeu lim R Z +(2n ) .
n—poo n
[Solucio]

Si intentem resoldre el limit directament, obtenim una indeterminacié del tipus

-
n—»oo yn [oe]
ambx, =1*+3*+5%+---+(2n—1)* iy, = n*. Com que la successi6 del denominador,
V., €s estrictament creixent cap a +oo, apliquem el criteri de Stolz:
— X, 2n—1)°
lim 2t g 27D
ne Y, — Y, 1 nsent—(n—1)*

_h,m8n3—12n2+6n—1 _
e A —6n2+4n—1

i, per tant, el 1imit demanat també és 2.

Problema 6

= 1
Estudieu el caracter de la série _
; n+Iny/n

[Solucio]

Com que > 0, podem utilitzar el criteri de comparacid per pas al limit, compa-

1
n+Iny/n

o Lol . o
rant-la amb la série harmonica Z — de la qual coneixem la divergeéncia. Observem que

n=1



Successions i séries %

1
1
L L N/ P N PR S
n—yoo 1 Nn—eo + ln N—yoo 1 + 11[1]’1
z n+=1Inn L mnn
n 2 2 n

Per calcular el limit de la successié que apareix al denominador, considerem la seva
funcié associada i hi apliquem la regla de L’Hopital:

1
Inx T In
lim— =lim* =0=1im— =0
x—roo X X—roo 1 n—e N
i, per tant,
1
lim
n—yoo 1 1 lnn
2 n
N . N , - 1 L.
Les dues séries tenen, doncs, el mateix caracter; és a dir, z ——— és divergent.
“n+Inyn

Problema 7

ala+1)---(a+n)

,a>0,b>0.
bbt 1) (brn) =007

Estudieu la convergéncia de la serie Z
n=0

[Solucid]

Es una série de termes positius. Si apliquem el criteri del quocient, per exemple, obtenim

ala+1)---(a+n+1)
a1 b(b+1)---(b+n+1) a+n+l

a, ala+1)---(a+n)  b+n+1
b(b+1)---(b+n)

. Apy . n+a+1
Iim =lim——— =
n—eo (1, nseonn+b+1

)

amb la qual cosa el criteri del quocient no decideix. Aprofitem aquests calculs per aplicar
el criteri de Raabe

a, n+b+1 b—a (b—a)n
n —1l)=n{——"——-1|=n =
[ n+a+1 n+a+1 n+a+1

limn (""1) i PO,
a

n—oo n+1 n%wn—i—a—i—l

Per tant,

" b—a>1&b>a+1 = laserie és convergent.
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" p—a<1&b<a+1 = lascrie és divergent.
" p—a=1<% b=a+1;llavors el criteri no decideix. Pero substituint aquest valor en
la série, tenim

oo

ala+1)---(a+n) & ala+1)---(a+n)
Sty s

(b+n) “S(a+1)(a+2)---(a+n+1)

n=0
> a

- 77

“a+n+1

i, en aquest cas,
e sia =0, tots els termes de la serie valen 0, i la série és convergent amb suma 0,

e sia # 0, per comparacid per pas al limit amb la série harmonica Zi resulta

. . a+n+1 1
Iim =lim = -
n—poo n—soo an a

a+n+1

SIS

iles dues series tenen el mateix caracter: sén divergents.

Problema 8

Esbrineu el caracter de la serie segiient segons els valors del parametre a > 0,

n!
“(14+a)(1+2a)---(14+na)’

M s

n

[Solucio]

Es una série de termes positius. Apliquem, per exemple, el criteri del quocient:

(n+1)!
a,n  (1+a)(1+2a)---(1+(n+1)a)  n+1
a n! T 1t (ntDa
(1+a)(1+42a)---(1+na)
Sigui
L Gy . n+1 1
[ =lim =lim— = —.
n—ree n—doo l+(n+l)a a
Tenim

= Sia> 1, aleshores [ < 11 la série és convergent.
= Sia < 1, llavors [ > 1 i la serie és divergent.

= Sia =1, aleshores [ = 1 i el criteri no decideix; pero, en aquest cas, el terme general
de la serie esdevé un vell conegut:
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n! n! 1

u+4x1+iy~a+n):(n+n!:n+1'

. N - g
Es tracta de la se¢rie harmonica Z PR que és divergent.

n=1

Problema 9

Determineu la convergéncia de la seérie Z =
n=0 3
[Soluciol

En primer lloc, calculem el radi de convergencia de la série. El terme general és a, = %
Llavors,

1

3n

1
3+l

R =1im

n—soo

=3.

Per tant, I’interval associat és (—3,3). Estudiem el caracter de la série als extrems, és a
dir, als punts x =31 x = —3.

Si x = 3, tenim la série numeérica

=
25 =Xl
n=0 n=0
que és divergent. Si x = —3, la serie és
c 3 Sy
:E: 3n = :E:(Ail)'
n=0 n=0

que també €s divergent. D’aqui podem concloure que la nostra série €s convergent si
|x| < 31idivergentsi |x| > 3.

Problema 10

Comproveu la identitat segiient a partir de les definicions de les funcions hiperboliques i
mitjancant les séries de Taylor.

sinhx +coshx = ¢*, Vx € R.
[Soluciol

Recordem que les funcions hiperboliques es poden definir a partir de I’exponencial. Ales-
hores, és immediat que

sinhx + coshx = ¢ —2e +e —;e =e".
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Ara utilitzarem les series de Taylor de les funcions anteriors. Tenim

3 b} 2n+1 2 4

X X X
h hx = — 1 ..
sinhx + coshx = X+3'+5 +- +(2n+1) +-+ +2'+4'+ +(2n)'+
.X2 3 X"
_1+x+2'+3'+ + + e, VxeR.
Problema 11
Trobeu la funcié suma de la série .
x n—
“dn—1
[Solucid]
L x4nfl
Sigui la funci6 suma f(x) = Z{) i1 Aleshores, la seva derivada és

f/(x)ZZx‘""z=x2—|—x6+x10+x'4+-~~=x2(1—|—x4—|—x8+x12+~--)

n=1

Es tracta d’una série geometrica de rad x* i primer terme x?, en qué podem treure factor
comii x°. Per tal que sigui convergent, s’ha de complir |x*| < 1 o, equivalentment, |x| < 1.
Llavors,

X
"(x) = —— 1.
f(x) 1 s x| <

Finalment, integrant la funcié derivada, obtenim la nostra f(x):

I+x 1
/1—1‘4 1 1T—Earctg)c pera |x| < 1.

Problemes proposats

Problema 1

Sén certes les afirmacions segiients?

a) n* —n-+5 és un nombre primer per a tot n > 2.

b) —1>4+2*—-3*44>—-5+...—(2n—1)*4+(2n)*=2n+nperatotn > 1.

En cas afirmatiu, demostreu-les per inducci6. Si alguna d’elles no és correcta, doneu un
valor (o valors) de n per al qual no es compleixi.

Problema 2

) o nt=1T
Esbrineu el valor del limit 1im

n—oo
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Problema 3

In(n!
Caleuleu 1fm ™02
n—seo ln(n”)

Problema 4

2

. R oS (n—-1Y\"
Analitzeu el caracter de la série z ( ) .

n

n=1

Problema 5
n
n—1

Estudieu la convergeéncia condicional i absoluta de la série Y (—1)"
n=2

Problema 6

Comproveu que, si Y.x, és convergent i Y.y, és divergent, aleshores ¥ (x, +y,) és diver-
gent.

Problema 7

oo

. . . nn
Analitzeu el caracter de la série

“plyer

Problema 8
Utilitzeu el criteri de la integral per determinar la convergencia o la divergencia de la
serie Zne’"z.
n>1
Problema 9

Identifiqueu la serie segiient i estudieu-ne la convergencia condicional i absoluta:

v cos(n’m)

= 5n43 7
Problema 10
Identifiqueu i calculeu la suma infinita segiient 2 2 + 2_2 + 2
ifiqueu i uleu la suma i gii 39 7 T a
Problema 11

(n)? . 2n+1
2 ./—n3_1>'

Determineu el caracter de la serie de termes complexos z (
n>2

Problema 12

> X"
Estudieu la convergencia de la série z —_—.
n=0 (n + 1)4n

Problema 13

Calculeu la funcié suma de la série de poténcies z 9"x™",

n=1
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Corbes parametritzades

8.1. Parametritzacio d’'una corba

Intuitivament, una corba és un filferro col-locat d’una manera determinada dins el pla o
I’espai.

Fig. 8.1
Corbes definides per
y funcions explicites:
—o y=x i y=[]
part entera
2 *—o
| 1| e—o
i X
(0,0) x 32 -1 0 1 2 3 4
—_]
[ ) 2
Q) 3

Hi ha diferents maneres de determinar una corba. Per exemple:
* mitjancant una equacié:
a) x*+3y?> =1 (definida implicitament),
b) y =3+ /x (definida explicitament en coordenades cartesianes),

¢) r=2(1l—cosa) (definida explicitament en coordenades polars),
d) les corbes de la figura 8.1.

 com la intersecci6 de dues superficies:

a) xX*+y*+72=11 (esfera)
x+y+z=3 (pla)
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Fig. 8.2

Corbes definides
mitjangant la interseccid
de superficies.

Parabola El-lipse Hiperbola

z=x*+y* (paraboloide)

b) _
y=2z (pla)

c) les corbes de la figura 8.2.

¢ amb una parametritzacié (observeu la figura 8.3):

(a) r(t) = (¢ —sinz,1 —cost), t€][0,67]
(b) r(t) = (cost,sint,z), t€R

En aquest tema, considerem usualment corbes donades per parametritzacions.

Definici6 8.1 Una funci6 vectorial r(1) = x(¢)i+ y(¢)j +z(t)k o, simplement,

derivable en I (essent / un interval, semirecta o tot R) serveix com a forma para-
metrica per a una corba C, en el sentit que, quan ¢ recorre 1’interval /, I’extrem del
vector r(¢) descriu la corba C.

Diem que C és una corba derivable (o diferenciable) i que esta parametritzada per r(t).
O també, que r(¢) és una parametritzacié de la corba C.

Fig. 8.3
Parametritzacio d'una

corba. z

/ r(t)
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Fig. 8.4

Recta que passa per
(1, 1, 1) amb direccio
(1,2, 3).

Identifiquem r(z) amb el punt extrem del vector i parlem del punt r(z) de la corba.

La parametritzacié r(r), amb ¢ € I, associa a la corba una orientacid, que representa el
sentit en que es recorre la corba segons avanca ¢t en /. Més endavant insistirem sobre
aquest aspecte.

Exemples 8.2

a) La funci6 vectorial r(z) = (1,2,3) +¢(1,1,1), o també

r(t) = (1+1,241,341) o, finsitot, (1) = (141)i + (2+1)j+ (3 +1)k

serveix com a forma parameétrica per a una recta, la que passa pel punt (1,2,3) i té
vector director 7 = (1,1,1).

Quan ¢ varia a tot R, I’extrem del vector de posicid, r(z), descriu una recta a ’espai
(figura 8.4).

b) La funci6 r(t) = (cost,sint), amb ¢ € [0,27], serveix com a forma paramétrica per a
la circumferéncia centrada a I’origen i de radi 1 (al pla XY). Vegem com actua aquesta
parametritzacid:

(0,1) Fig. 8.5
Parametritzacié i
orientacié de la
circumferéncia unitat.

(0,-1)

297



% Calcul I. Teoria i exercicis

Fig. 8.6
Corba parametritzada
amb una certa orientacio.

Fig. 8.7

La corba de la figura 8.6,
perd amb orientacid
contraria.

298

pera t=0 estemal punt (1,0),
pera t=7% (L,L2),
pera t=12 (0,1),
pera t=m (-=1,0),
pera =3 (0,—1),
pera t=2m (1,0).

Ates que r(0) = r(2m), es tracta d’una corba tancada. En aquest cas, com observem
a la figura 8.5, la circumferéncia és recorreguda una vegada en sentit antihorari o
positiu (contrari al de les agulles del rellotge).

Observacié 8.3 Es clar que diverses parametritzacions poden originar la mateixa cor-
ba. Per exemple, la funcié s(t) = (cos2t,sin2t), amb t € [0, ), també és una parame-
tritzacio de la circumferencia centrada a l’origen i de radi 1 (recorreguda en sentit
antihorari). Tanmateix, si considerem t € [0,27], aquesta parametritzacio fa que la cir-
cumferéncia es recorri dues vegades en sentit antihorari. De fet, u(t) = (cos wt, sin wt),
ambt € |0, %’T] és una parametritzacié d’aquesta circumferéncia per a tot w % 0.

S’ha de diferenciar, doncs, entre la corba i la parametritzacié considerada.

Si tenim una corba parametritzada per r(¢), una forma de trobar una altra parametritzacié
diferent és canviant-li I’orientacié. A continuacid, exposem dues maneres de com fer-
ho. (Aquest no és I’tinic procediment per trobar noves parametritzacions, pero és ttil, a
vegades.)

Sigui C una corba parametritzada per r(¢), ¢t € [a,b], amb una certa orientacié induida

per aquesta parametritzacié (figura 8.6).

r(b)=B

r(a)=A4

a) La parametritzacié r,(t) = r(—t), t € [-b,—a] inverteix I’orientacié de la corba
anterior. De fet, determina la mateixa corba —el mateix grafic—, perd recorreguda
en sentit contrari. La podem denotar, si cal, per —C (figura 8.7).

K(b)=B

K (Ca)=A
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b) La parametritzacié ry(t) =r(a+b—t), t € [a,b] també inverteix I’orientacié de C
donada per (7).

8.2. El vector tangent a una corba

Definici6 8.4 Sigui C una corba derivable parametritzada per r(¢) = (x(z),y(¢),
z(¢)). El vector ¥ (z) = (x'(¢),y'(t),Z'(¢)), si no és nul, es diu que és rangent a C en el
punt r(z).

Aquesta definici6 es pot justificar graficament, tal com veiem a la figura 8.8. Les corbes

de classe €' amb vector tangent no nul a cada punt s’anomenen regulars.

Fig. 8.8

Vector tangent a una

corba parametritzada en
el punt (7).

z r(t+h)- rt)

zZ
) — )
(0]
X

r(t+h)

La recta tangent a la corba C en un punt r(f)) = (xo,0,20) té per vector director
(¥ (t0),y'(t0),2 (t5)) 1 és:
(6,3,2) = (X0.Y0:20) + A (X (80),¥ (10), 2 (1)), A ER.

Observacié 8.5 Una corba C parametritzada per r(t) = (x(2),y(¢),z(2)), amb t € I, pot
interpretar—se també com el cami que descriu un mobil: podem considerar que t és el
temps i utilitzar r(t) per indicar la posicié del mobil a linstant t. Si r(t) és derivable
dues vegades, aleshores podem donar un sentit fisic a r'(¢) i ' (t).

Definicié 8.6 El vector /(¢) rep el nom de velocitat a I’instant ¢ i r’(¢) s’anomena
acceleracio.

Observacié 8.7 El vector tangent r'(t) és el que déna ’orientacié a la corba.

Retornem a I’exemple de la circumferéncia unitat parametritzada per
r(t) = (cost,sint), t € [0,27].

El vector tangent en cada punt és r'(t) = (—sint,cost), t € [0,27]. Tenim, per exem-
ple, ¥(0) = (0,1), r(§)= (f§,§), r'(3) = (—=1,0), etc. Si els representem gra-
ficament, observem que la circumferéncia esta orientada en sentit antihorari (vegeu la

figura 8.9).
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Fig. 8.9

Vectors tangents a | , r’(m/4)
" crumiarana on ri(ni2)
diferents punts.
r'(0)
r’(3n/4)
(0]
r(m)
Exemple 8.8

Considerem un satel'lit de massa m que es mou amb rapidesa constant v al voltant d’un
planeta de massa M en una oOrbita circular (plana) de radi r,, que €s la distancia al centre
del planeta, com s’il-lustra a la figura 8.10.

Fig. 8.10

Satél'lit de massa m al

voltant d'un planeta de
massa M. -

Trobem primer una parametritzacié de la trajectoria que descriu el satel'lit. Prenem com
a origen de coordenades el centre del cos esferic. La parametritzaci6 sera del tipus

r(t) = (rocoskt,rysinkt),

essent k una constant adequada que faci que la rapidesa sigui v. Per trobar &, n’hi ha prou
a calcular || (7)|]:

' (t) = kro(—sinkt,coskt)
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i, per tant,

[l ()| = [K|ro.

P . Vo oz . T
Imposant que coincideixi amb v, obtenim, per exemple, k = —. Es a dir, la trajectoria
)
que descriu el satellit ve donada per

vt %2
r(t) = <r0 cos —, rysin >
r,

0 ro

amb ¢ > 0. Observem que aquesta parametritzacié ens déna una orientacié antihoraria.
Aleshores, la velocitat del satél-lit és

) vt vt
r(t)=v|—sin—,cos — |,
o o

amb modul || (¢)|| = v, i I’acceleracid,

2 t t 2
r'(t) = v (—cos v—,—sinv—> = —v—r(t).
5

) ) ro

L acceleracié té la mateixa direcci6 que r(¢) pero el sentit és oposat. Es a dir, es dirigeix
cap al centre del cos esféric. Aquesta acceleracid, multiplicada per la massa m del satellit,
s’anomena forca centripeta.

Aquesta for¢a ha de coincidir amb la for¢ca amb que s’atrauen els dos cossos:

2
M
Yy =

2 3
o o

r(z).

Si calculem el modul de les dues forces i simplifiquem, obtenim

Si denotem per T el periode d’una revoluci6 (el temps que necessita el satel-lit per fer
2nry .. .
una volta completa al voltant de I’altre cos), llavors v = TO Si substitutm aquest valor
a I’expressi6 anterior, tenim
2
S4mn

T? = To s
GM

igualtat que ens diu que el quadrat del periode és proporcional al cub del radi (un cas
particular de la tercera llei de Kepler).

Definicié 8.9 Es defineix I’angle que formen dues corbes r(z) i s(#) en un punt on
es tallen com I’angle que formen els seus respectius vectors tangents en aquest punt.
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Exemple 8.10

Comprovem que les circumferéncies C, i C,, parametritzades per r(¢) = (cost,sinz,0),
t €[0,27] i s(u) = (0,cosu,sinu), u € [0,27], respectivament, es tallen en dos punts
formant angles rectes.

Primer, hem de trobar els punts d’interseccid. Igualem les dues parametritzacions i n’ob-

tenim cos? = 0, sinz = cosu i 0 = sinu. La primera equacié ens diuque t = 7 ot = 37"
De la tercera, deduim que ¥ = 0 o u = 7. Si combinem aquests valors amb la segona
igualtat, aconseguim els punts on es tallen C, i C,: P, = (0,1,0) i P, = (0,—1,0).

Pel que fa a P, li correspon t = % iu = 0. Per tant, els vectors tangents respectius a C; i
C, son:

r(%)=(-1,0,0) i s(0)=(0,0,1)
que, evidentment, sén perpendiculars. Analogament succeeix al punt P;.
Definicié 8.11 Sigui C una corba regular parametritzada per r(z), ¢ € [a,b]. Consi-
derem una funci6 ¢ bijectiva

¢p:le,d] — |[a,b]
u = (u)

tal que ¢ (u) és derivable amb ¢'(u) # 0, Vu € [c,d]. Aleshores, ¢ és un canvi de
parametre. El nou parametre és la variable u.

Podem pensar tot aixd com un canvi de temps, fent servir un “rellotge” diferent, que
s’obté amb la composicié:

o :[c,d) % [a,b] - R*( 0 bé R?).
Aixi, la nova parametritzacié de la corba és
o(u)=(rop)(u)=r(p)), uc [cd.
Observem que

* si@'(u) > 0,Vu, llavors el canvi de parametre conserva 1’orientacié de r(z),

* si¢'(u) <0,Vu, llavors el canvi de parametre inverteix 1’orientacié de r(z).

Exemple 8.12

Sigui C ’ellipse parametritzada per
r(t) = (3cost,2sint), amb ¢ € [0,27].
Considerem el canvi de parametre segiient:

¢:[0,1] — [0,27]
u =  eu)=2n(l-u).
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Per tant, la nova parametritzacié de C és

o(u) = (row)(u) =r(p(u)
o(u) = (3cos(2m(1—u)),2sin(27t(1 —u))), u € [0,1].

Clarament, ¢'(«) = —2m, Vu. Aixi, aquest canvi de parametre inverteix 1’orientacié do-
nada per r(¢), com podeu observar a la figura 8.11.

LS3 72\3
- Nl

r(2)

Fig. 8.11
Canvi de parametritzacio
que inverteix I'orientacio.

—
N

Noteu que, evidentment, el canvi de parametritzaci6 pot produir un canvi en la rapidesa
amb que es recorre la corba. De fet, es pot calcular exactament com varia la rapidesa en
canviar la parametritzacid.

o (u)

8.3. El triedre de Frenet

A cada punt d’una corba regular —donada per una parametritzacié r(¢)— es pot definir
un vector tangent unitari:

0
TO=T0r

Observacié 8.13 El vector T'(t) és perpendicular a T (t).
Per comprovar-ho, considerem la igualtat
T)- T@t)=1 (u-u=|ul*Vu)
i en derivem les dues bandes:
T'(t) - T(t)+T()-T'(r)=0 = 2T()-T'(r)=0.
La darrera igualtat ens diu que T'(¢) i 7'(¢) sén perpendiculars a cada punt de la corba.

Si T'(t) # 0, es pot construir el vector

T'(1)
NO= T

que anomenem vector normal principal a la corba.
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Fig. 8.12
Pla osculador en un punt
d’hélix.

304

pla osculador

Y

La recta normal a la corba donada per r(f) en un punt P és aquella que passa per P i té
la direccid del vector normal principal a la corba en P.

Els vectors T i N determinen, a cada punt de la corba, un pla: el pla osculador a la corba
(vegeu la figura 8.12).

Exemple 8.14

Sigui ’helix r(r) = (cost,sint,t), amb ¢ € R. En trobem els vectors tangent unitari,
normal principal i el pla osculador al punt P corresponent a ¢ = 7. Substituint 7 per 7
a la parametritzaci6, obtenim P = (0, 1, %) Comencem per calcular-ne el vector tangent
unitari.

r (1) (—sint,cost, 1) _< sint cost 1 >

e G IRVCARVAANG

N@) = =
17" 1
Al punt P, tindrem
A
N(E) — (0,-1,0).

Ara ja podem calcular el pla osculador. En donem I’equacié vectorial:

(X,y,Z) - (O,l,%) +A(_%505 \/LE) +M(O’_1’O)’
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i I’equaci6 implicita:

x -1 0 p
y—1 0 —1|=0, o,equivalentment,x+z= —.
=% 10 2

Observeu que hem substituit el vector (—5,0, 75) per (—1,0, 1), ja que tenen la mateixa
direccid.

En determinem també les rectes normal i tangent a la corba en P (figura 8.13). La recta
normal té com a vector director N(7t/2) o qualsevol de paral-lel. La seva equaci6 vectorial
és

(x,y.2) = (0,1,%) +A(0,—-1,0).
I la recta tangent en P, que té per vector director T'(7t/2) o qualsevol de paral-lel, és

(x,y,2) = (0,1,2) + A(—1,0,1).

Fig. 8.13
Rectes tangent i normal
en un punt de I'hélix.

recta tangent

P recta normal

el y

Hem vist que el vector tangent unitari i el vector normal principal generen el pla os-
culador. El vector T x N (vector associat al pla osculador) s’anomena vector binormal:

B(t) =T(t) x N(z).

Tal com esta definit, és clar que B(r) és perpendicular, en cada punt, a T(t) i a N(¢). A
més, també té modul 1. En efecte,

[BOI =T IIN(I)Ilsing =L
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Definicié 8.15 A cada punt d’una corba donada per r(¢), tenim tres vectors perpen-
diculars entre si: T(¢),N(¢) i B(z), que, en aquest ordre, determinen un sistema de
referéncia orientat positivament (figura 8.14). Aquests tres vectors formen 1’anome-
nat triedre de Frenet:

0
0= ol

T
NO =T

Exemple 8.16

Tornem a I’hélix d’abans r(¢) = (cost,sint,t), amb ¢ € R. El triedre de Frenet a cada
punt de I’helix ve donat pels vectors:

—(—sint,cost, 1
ﬁ( )

N(t) = (—cost,—sint,0)

B(t) =T(t) x N(t) = —=(sinz, —cost,1)

V2

Fig. 8.14
Triedre de Frenet. B

Observacié 8.17 Sigui C una corba parametritzada per r(t). Pensem-la com la trajec-
toria que recorre un mobil en funcio del temps. El vector acceleracio esta contingut al
pla osculador de la corba. Vegem-ho.

Les definicions de T (t) i N(t) ens diuen que

’(t) || /()H- (f> (1)

Derivem la primera relacio (1)

r(o) = A O -T @)+ 7@l - T'()

i hi substituim T'(t) per la segona (2). Aleshores, obtenim

re) =IO -T@)+F O IT O -N@) = ar-T(1) +ay-N(1),
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on ar i ay son les components tangencial i normal (o centripeta) de [’acceleracio, res-
pectivament.

Noteu que aquestes components també es poden calcular de la manera segiient:
r'(e)-r'@t) _alt)-v()
[ @)l vl

o PO <Ol @) <)
av =IO TOl= "= = ol

ar=7"(t)-T(t)=

Observacions 8.18

a) No és dificil veure que el pla osculador a cada punt de la corba també és el definit
pels vectors v'(t) i ¥'(t). Només cal adonar-se que el subespai generat per T (1) i N(t)
és el mateix que el generat per r'(t) i r'(z).

b) De I’apartat anterior no es dedueix que r" tingui la mateixa direccié que el vector
normal.

c) El que st que es dedueix és que, per trobar un vector amb la mateixa direccié i sentit
que el binormal, n’hi ha prou a calcular ¥ (t) x r'(t). En efecte, multiplicant r'(t) per
Dexpressio de r'(t) d’abans, s’obté

r(e)xr"(e) = [P @O I (@)1 B(2).

8.4. Lalongitud d’arc

Definici6 8.19 Sigui C una corba parametritzada per r(z) = (x(¢),y(¢),z(¢)) quan
t € [a,b]. La longitud d’aquesta corba ve donada per

1O = [ IF0ldi= [ VEOF+ @R Cwrd.

Ja hem vist que una mateixa corba es pot representar mitjancant diverses parametrit-
zacions. Cal remarcar que la longitud d’una corba no depén de la parametritzacié que
considerem. Per al moviment al llarg d’una corba, el parametre adient és el temps. Tan-
mateix, per estudiar les propietats geometriques d’una corba, és convenient fer servir el
parametre anomenat longitud d’arc —o parametre arc—, definit per

s0)= [/ 17w

Definicié 8.20 Una corba regular C donada per r(s) = (x(s),y(s),z(s)), amb s € I,
es diu que esta parametritzada pel parametre longitud d’arc si ||#/(s)|| = 1 per a tot
sel.
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Exemple 8.21
Sigui I’helix donada per r(s) = (bsins,bcoss,sy/1 — b?). El vector ¥’ a cada punt és
r'(s) = (bcoss,—bsins, v 1 —b?),

i el seu mddul val ||F/(s)|| = b*+ 1 —b* = 1. Per tant, es tracta d’una parametritzacié per
I’arc. Notem que, per calcular la longitud de I’helix, per exemple, des de s = O fins a

s = 3, hem de fer
3 3
/||r’(s)||ds:/ 1ds = 3.
0 0

En general, si una corba C ve donada per r(s), amb s € [a,b], i s és el parametre
longitud d’arc, aleshores la seva longitud és

b b
L:/ ||r’(s)||ds:/ e

és a dir, la longitud de I’interval on varia el parametre.

Val a dir que trobar parametritzacions de les corbes fent servir el parametre arc és, en
general, dificil.

Exemple 8.22
Trobem una parametritzacid en termes del parametre arc per a la corba donada per r(¢) =
(£,0,5)amb0 <7 <2.

En primer lloc, posem

s(1) :/01 1 ()| du = /le/mdu _

2

L 1 . 1 ,
:‘/2”“+“2du= S +1) =—(<r2+1)‘f—1)'
2 Jo 23 3

t
0
Després, aillem ¢ en termes de s:

t=4/(Bs+1)s —1.

Finalment, obtenim la nova parametritzacié substituint ¢ per 1’expressié anterior a la
parametritzaci6 inicial:

= (;((3”1)’% *1),0,%((3”1)% 1)3)_

El nou parametre s varia dins I'interval [0,3"39345] ja que, quan z = 0, s = 0 i, quan
t=2,5= %(\/? — 1) ~2 3/39345. Per tant, la longitud d’aquesta corba és %(\/57— 1)~
3'39345. ‘
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8.5. La curvatura d'una corba

Ara buscarem una manera de mesurar la rapidesa amb qué es doblega una corba. Si
observem la figura 8.15, sembla que la linia és més corbada en P que en Q.

Fig. 8.15
Q Diferents curvatures en
diferents punts.

Definicio 8.23 La curvatura és la magnitud de la taxa de variaci6 de 1’angle ¢ que
forma el vector tangent unitari amb 1’eix horitzontal respecte a la longitud d’arc:

d¢
ds

K=

Un dibuix ens pot ajudar a entendre aquesta definici6 (figura 8.16). L’angle que formen
el vector tangent a la corba i I’eix d’abscisses el mesurem en sentit antihorari.

Fig. 8.16
La curvatura mesura la
variaci6 de 'angle ¢.

Observacié 8.24 Una recta té curvatura k = 0, ja que ¢ és constant.

Curvatura per a corbes planes en coordenades cartesianes

Suposem que tenim una corba plana donada explicitament per y = f(x), amb x € [a,b].
d d d
Sabem que y' = d—y =tg¢. Per tant, ¢ = arctg d—y = arctg y'. Ara volem trobar —qs, ésa
X X

s
dir, la variaci6 de I’angle ¢ respecte de la longitud d’arc. Per la regla de la cadena,
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a9 _dpds_ v s
ds dxds 1+(y)*ds’

Recordem que

s(x) = /ax\/lJr(y’)zdx.

Aleshores, tenim que

ds
— 1 /)2
o + ()
1, per tant,
dx 1

ds 1+
Finalment, substituim aquesta derivada en (*) i obtenim

d¢
ds

‘(1+(y’)2)3 ‘
Curvatura per a corbes a l'espai

Observacié 8.25 El vector tangent unitari T (s) es pot escriure com

T(s) = (cos¢,sing)
i la seva derivada és

dT(s) dT d¢ _d¢

T'(s) = ds dpds ﬁ(—sinqb,cosd)).

El modul d’aquest darrer vector és precisament

_ |99
| ds

ar
') = |5
e =%

Aprofitem aquesta observacié per definir la curvatura d’una corba a I’espai.

Definici6 8.26 Sigui C una corba parametritzada pel parametre longitud d’arc. La
curvatura de C a cada punt és el modul de la variacié del vector tangent unitari en
aquell punt respecte a la longitud d’arc:

o4
|| ds
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Ara busquem una férmula alternativa per calcular la curvatura que no requereixi la para-
metritzacié per 1’arc.

Com que
dT _dT ds
dt  dsdt
tenim
dT
ar _ dr.
ds  ds’
dt
Si recordem que
ds ,
= N,
=l
obtenim
HdT
] ol
@l 1l @l

Aquesta férmula encara és massa complicada quan intentem posar-la en practica. Vegem-
ne una altra possibilitat.

Teorema 8.27 Sigui C una corba regular diferenciable dues vegades i parametritzada
per r(t), amb ¢ € I. Aleshores,

_F@x ol
“O="or

Demostracio. Ja sabem que
r(@0) = 1A O -T@) + 1P O - 1T @) -N (@)
Posem ||T'(¢)|| = x(¢)||#(¢)]] i n’obtenim
P =IO -T@E) + 17 @O« () -N@).
Multiplicant vectorialment per r'(¢), ens queda
() xr"(e) = [lF (@) x(e) - (7' (£) x N(2)).

Prenem moduls i tenim

7 (e) x ()| = [l (@I - 5 (£).
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Fig. 8.17

Diferents radis de
curvatura en diferents
punts.

Observacio 8.28 Aquesta formula també és valida per a corbes planes si les conside-
rem dins de ’espai ficades al pla z = 0; és a dir, si una corba plana ve donada per la
parametritzacio r(t) = (x(t),y(t)), podem pensar que, a I’espai, la parametritzacio és

de la forma r(t) = (x(t),y(t),0).

Definicié 8.29 S’anomena radi de curvatura d’una corba en un punt r(z) el nombre
I . . . L .
p(t) = pYoY i €s el radi d’una circumferencia (continguda en el pla osculador de la

corba) de centre r(z) + p () - N(¢) tal que al punt () té la mateixa curvatura que la
corba (figura 8.17).

8.6. La torsio d'una corba. Formules de Frenet-Serret

Una corba plana es pot doblegar més o menys dins del pla que la conté (el seu pla oscula-
dor). Una corba a I’espai es pot doblegar al seu pla osculador i també fora d’ell. Penseu,
per exemple, en una helix. Vista des de dalt, la confondriem amb una circumferéncia i,
per tant, la seva curvatura és constant. Tanmateix, 1’helix “se surt” del pla. Obtindrem
una manera de mesurar com una corba “se surt” del seu pla osculador. Aquesta mesura
ens la proporcionara la torsio.

Suposem que tenim una corba C parametritzada pel parametre longitud d’arc: r(s). Ales-
hores, el triedre de Frenet sera:
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Recordem que el vector binormal és el vector associat al pla osculador a la corba. Per
tant, la seva derivada ens diu com varia el pla osculador.

B'(s)=T'(s) x N(s) + T(s) x N'(s).

Observacions 8.30

a) k(s) = r"(s)|.-

b) T'(s)=7r"(s) = T'(s)=|"(5)|N(s) = T'(s)=x(s)N(s).
Com que 7'(s) = x(s)N(s), tenim B'(s) = T(s) x N'(s) (%) .

Es facil comprovar que N'(s) és ortogonal a N(s) (n’hi ha prou a derivar la igualtat
N(s)-N(s) = 1). Aleshores, esta contingut en el pla generat per T (s) i B(s). Es a dir,

N'(s) = A(s)T(s) +7(s)B(s).
Substituint N'(s) en (x), obtenim
B'(s) =T(s) x (A(s)T(s)+7(s)B(s)) = 7(s)(T(s) x B(s)) = —7(s)N(s).
Resumint
B'(s) = —7(s)N(s).

La funci6 7(s) mesura, a cada punt, la velocitat amb qué s’allunya la corba del pla oscu-
lador en aquell punt.

Definicié 8.31 Sigui r(s) una parametritzacié que fa servir el parametre longitud

d’arc d’una una corba C. La funci6 7 (s) definida per

T(s) = —B'(s) - N(s)

s’anomena forsio de C.

Cal observar que la torsi6 és independent de la parametritzaci6.

Si la torsié €s constant i val zero, aleshores la corba és plana (esta continguda en el seu
pla osculador).

Observacié 8.32 Si la torsié és nulla a tots els punts, aleshores el vector B'(s) també és
nul i, per tant, el vector binormal és constant. Aixo equival a dir que el pla osculador
també és constant (la corba és plana).

Es dificil trobar la torsi6 d’una corba fent servir la definicié que acabem de veure. Vegem
com calcular-la comodament.
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Teorema 8.33 Sigui C una corba diferenciable almenys tres vegades i parametrit-
zada per r(t), amb ¢ € [a,b]. Aleshores,

[r'(0) x r"(@)] - () _ det[F'(e),r"(2),r" (1)]
l7(2) x r"(@)]1? (@) < r @l

T(t) =

Exemple 8.34

Vegem que la torsié d’una helix és constant. Considerem I’hélix donada per r(f) =
(acost,asint,bt), amb ¢ > 0.

Fent calculs senzills, obtenim

¥ (t) = (—asint,acost,b)
r'(t) = (—acost,—asint,0) ¥ (t) x ¥'(¢t) = (absint,—abcost,a?)
(

r"(t) = (asint, —acost,0)
Com que det[r'(z),r"(¢),r"(t)] = a*b i ||/ () x F'(¢)|| = av/a® + b?, 1a torsi6 és
b
)= ——.
T =

Efectivament, la torsié és constant. Noteu que, si b = 0, la corba és una circumferéncia
i, per tant, és plana. En aquest cas, la torsi6 és nulla. Per a b > 0, la torsi6 és positiva i,
per a b < 0, és negativa.

a

Quant val la curvatura de I’helix anterior? Comproveu que és k(1) = Pyl
a

Les formules de Frenet-Serret

La curvatura i la torsié determinen la corba (llevat de moviments euclidians, és a dir,
moviments que sén composicié d’una translacié i una rotacio).

Les formules de Frenet-Serret ens donen relacions que permeten reconstruir la corba, si
se’n coneixen la curvatura i la torsi6.

Suposem que la corba esta parametritzada amb el parametre longitud d’arc. Aleshores,
es compleixen les igualtats segiients:

T(s) = x(5)N(s),
{ N'(s) = —=x(s) T(s) +(s) B(s),
B(s) = =7 (s)N(s).

Les relacions anteriors també es poden expressar matricialment:

T 0 k 0 T
B 0O —1 0 B
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8.7. Problemes resolts
Problema 1

Una particula viatja seguint la trajectoria r(¢) = (¢,£%,¢cost) i, en t = 7, s’escapa per la
recta tangent. On és la particula quan ¢ = 27?

[Solucidl
A linstant ¢t = 7, la particula es troba al punt r () = (7, 7?,—). La direccié de la
recta tangent a la corba en aquest instant ve donada pel vector tangent corresponent:

r' () = (1,2m,—1). Aleshores, a partir de + = 7, la trajectoria de la particula sera la
recta tangent:

(xy.2) = (m.7%—n) + (¢ — ) (1,27, 1), 1>
Aix{, per at = 27, la particula viatgera estara situada al punt

(xy.2) = (n, 7%, —n) + (n,2n%, —n) = (2m,37°,—27)..

Problema 2

Un mobil es desplaga sobre la superficie z = 1 — y*. Doneu una parametritzacié d’una
trajectoria sobre la superficie que vagi del punt P = (0,1,0) al punt Q = (0,2,—3).

[Solucid]
Observem que ambdds punts es troben sobre el pla x = 0. Aleshores, anirem des de P fins
a Q per aquest pla, descrivint una parabola sobre la superficie z = 1 —y?. Considerem, per
exemple, la parametritzaci6 de la trajectoria, amb x(z) = 0; y(z) =¢, que sera el parametre,
iz(r) =1—y* =1—1¢% per tal que r(¢) pertanyi a la superficie donada. Aixi, doncs,

rt)=(0,1,1—-¢*), t€][1,2]

comenga al punt r(1) = (0,1,0) = Piacabaen r(2) = (0,2,-3) = Q.
Problema 3

Considereu les superficies d’equacions

Xy +472 =4,

¥+y =1
a) Trobeu una parametritzacié de la corba interseccié de les dues superficies anteriors
que passa pel punt P = (§, 2 ?)

b) Determineu 1’equacié de la recta tangent a la corba en el punt P.
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[Solucio]

a) Es facil comprovar que el punt P pertany a les dues superficies alhora. D’altra banda,
la intersecci6 de I’el'lipsoide x* + y* + 47> = 4 i el cilindre x* 4+ y* = 1 esta formada
per dues corbes, tal com es veu a la figura 8.18.

Fig. 8.18
Interseccié entre
I'el-lipsoide i el cilindre.

En efecte, si substituim x*> +y> = 1 en x* +y? + 47> = 4, obtenim 47> = 3, d’on z =
:I:%, que s6n els dos plans de tall. Les corbes interseccié sén, doncs,

e C: X +y'=1,z= ?, una circumferéncia de radi 1 al pla horitzontal z = ? i
e G X+ =1,z2=— ?, una altra circumferéncia de radi 1 al plaz = — 73 Vegeu

la figura 8.19.

Fig. 8.19
Circumferéncies
interseccio entre

I'el-lipsoide i el cilindre.
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Per tant, la corba demanada, que ha de passar pel punt P = (?, ?, ‘/;) ,éslaC,.Una

possible parametritzaci6 n’és
3
Ciir(t)= (cost,sint, %) ,t€[0,2m].

b) Aprofitant la parametritzacié anterior, observem que r(§) = P. Llavors, un vector

2 2°
Per facilitar-ne els calculs, considerem un vector paral-lel a I’anterior, que també sera
vector director de la recta tangent demanada; per exemple, v = (—1,1,0). Aixi, la
recta tangent té per equacio

director de la recta tangent en el punt P és r’(%) = (— sin %,cos %,O) = (— V2 V2 )

y=¥

0, equivalentment,
X+y= V2
V3

i=

Problema 4

Sigui r(¢) = (acost,asint,bt) una parametritzacié d’una helix. Doneu-ne una parame-
tritzacié pel parametre longitud d’arc.

[Solucio]

Recordem que el parametre longitud d’arc —o, simplement, parametre arc— ve definit
per

0= [ @
Tenim

IIF (w)|| = ||(—asinu,acosu,b)|| = Va*+ b>.
Aixi,

t
s(t):/\/a“rbzdu: a+b .
0

En aquest cas, la funci6 inversa del parametre arc és

N

=
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i la parametritzaci6 per I’arc,

s . s bs
acos ,asin ,
( va+b? val+b* a+b?

on L és la longitud de I’héelix.

r(s) = ),sG[O,L],

Problema 5

Calculeu la longitud d’una corba regular plana donada en forma explicita en coordenades
cartesianes, y = f(x),entrex =aix=2.

[Solucio]

Una corba d’aquest tipus és molt facil de parametritzar. Prenem x com a parametre i es-
crivim r(x) = (x, f(x)), x € [a,b]. Després, en calculem el vector velocitat corresponent

i el seu modul:
) =(LAW),  IF@I =1+ x)

Aleshores, la longitud de la corba és
b 2
L:/ 1+ (f(x)) dx.

Problema 6

Considereu la corba parametritzada
C:r(t) = (cost +tsint,sint —tcost), 0 <7 < 27.

a) Determineu la parametritzacié pel parametre arc de C.

b) Per alacorbaCiel puntt = %, calculeu-ne la curvatura, la recta tangent, la recta
normal i el pla osculador.

[Solucio]

a) En el nostre cas,

¥ (t) = (—sinz +sint 4 £ cos#,cost — cost + £ sint)
= (rcost,tsint), t € [0,27].

El modul del vector velocitat és || (¢)|| =1, ja que

VP (t)-r(t) = \/12 (sin’t +cos?r) = V2 = |t| =1 (per ser ¢ > 0).
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Aleshores, el parametre arc ve donat per

t t t2
:/ 1 ()| du:/udu:—.
0 0 2

. r . .
Nosaltres volem la inversa de s = 2 que és t = £v/2s, i, com que ¢t > 0, prenem

t = t(s) = v/2s. Estudiem el domini de la s:
2
2

f=0 —s s=0: r=2m —)s:%:mr.

Llavors, la parametritzaci6 per 1’arc és

és a dir,
o(s)= (cosm—&- V/2ssin v/2s,sin v/2s — /25 cos \/ﬂ) ,s€(0,2m].

b) En aquest apartat, podem aprofitar la parametritzacié per I’arc obtinguda anterior-
ment. Notem que

Vi
2 8’

* Curvatura. Atés que k( ) H (%)

acceleracié. La velocitat de la corba és el vector tangent:

o'(s) = (cos 2s,sin \/Z) .

, necessitem calcular aquest vector

L’acceleracié sera, doncs,

1
o"(s) = sinv/2s, —— cos \/27s> .

2 2 2
Per tant, ” (rc_) = (——,0) ila curvatura és —
8 o T

; m? T b1 )
¢ Recta tangent. El punt corresponent és o )= r (§> = (5, 1), i el vector

2
director, o’ (Z) = (0,1). Aleshores, obtenim la recta tangent

‘ . T
que és la recta vertical x = 5
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* Recta normal. Com que la recta tangent és vertical, la recta normal ha de ser la
. T . .
recta horitzontal que passa pel punt (5, 1). Directament, aconseguim y = 1.

* Pla osculador. Hem d’esbrinar el pla determinat pels vectors tangent i normal a la
corba. En el cas particular que la corba sigui plana, com en el nostre exercici, el
pla osculador €s el pla que la conté. La corba C pertany al pla XY, és adir, z=0.

Problema 7
Sigui C la corba parametritzada per
r(t) = (fcost,1 —sint,—2cost), 1 €R.

a) Comproveu que C esta parametritzada per 1’arc.
b) Calculeu-ne la curvatura i la torsio.
c) Determineu-ne el triedre de Frenet.

d) Demostreu que C és una circumferéncia; calculeu-ne el centre i el radi.
[Solucio]

a) Es suficient veure que ||7'(¢)|| = 1,Vz. En efecte,
r(r) = 4 sint, — cost ésint
s ’5
16 9 L\
|17 (t)]| = (5 sin*t +cos’t + 55 51n2t) = (sin’t +coszt)l/2 =1.
Per tant, ¢ n’és el parametre arc. Hi posarem, doncs, ¢t = s.

b) Com que r(s) esta parametritzada per I’arc, la curvatura és

4 3
k=|r"(s)| = H <—§COSS,SinS,§Coss> H —1.

El vector binormal és B(s) = T (s) AN(s) =7'(s) Ar'(s).

i j k
. . 3 4
—%sins —coss Isins |=...= (——,O,——
5 5
—%coss sins  Zcoss

Com que B(s) és un vector constant, la torsié val 7(s) = 0.
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c) Triedre de Frenet:

| &~

)= (

4 3
N(s) = (—gcoss,sins, gcoss> ,

sins, —coss, 5 sins) s

d) Ates que T = 0, la corba és plana; a més, com que la curvatura és constant, C ha de

ser una circumferéncia. El seu radi és = 1. Ara cal esbrinar en quin pla es troba i

quin és el seu centre. Tenim

r(t) = (: cost, 1 —sint, 72 cost) = (x(1),y(t),z(1)).

Observem que les components de la corba satisfan 3x 44z = 0; és a dir, que C esta
continguda en aquest pla. També és facil comprovar que les funcions components
satisfan I’equaci6 de I’esfera

X+y—-1) +7=1.

Aleshores, la circumferéncia és la intersecci6 de 1’esfera amb el pla. Aquest pla passa
pel punt (0,1,0), que és el centre de I’esfera. Aixi, doncs, resulta que la circumfe-
réncia C és I’equador —un cercle maxim— de ’esfera i, per tant, té el mateix centre
(0,1,0) (i també el mateix radi).

Un metode alternatiu per calcular el pla on esta continguda la nostra corba consisteix
a obtenir tres punts qualssevol de la circumferéncia C (donant diferents valors a ¢) i
després determinar el pla que passa per aquests tres punts. El centre es pot calcular
com el punt mitja entre r(0) i r(7). En aquest cas,

i, per tant,

Problema 8

5

a) Escriviu-ne el vector tangent 7'(7) i proveu que la corba esta parametritzada per I’arc.

t t 4
Sigui (1) = <3 cos 5,3 sin —, gt) ,t € R, una corba de I’espai.

b) Calculeu-ne la curvatura k(¢) i el vector normal N(z).
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¢) Determineu-ne el vector binormal B(r) i la torsi6 7(z).

d) Trobeu les equacions paramétriques i I’equaci6 cartesiana del pla que passa per r(t)
i té per vectors directors T'(z) i N(z) (pla osculador).

e) Proveu que la recta p, que passa per r(¢) i té per vector director N(¢), talla I’eix OZ
i ho fa sota un angle de 7t/2 radiants.

[Solucid]

3

a) Derivant r(¢) obtenim 7 (¢) = (—— sin cos

L3 st
5705755

P11 = [ (s coe L)+ 31

Com que 7/(¢) té modul 1, la corba esta parametritzada pel parametre arc i 7'(¢) =

¥ (1).

4
,§> , t € R; per tant,

b) Aprofitant I’apartat anterior, tenim que ¢ és el parametre arc. Aleshores, obtenim la

curvatura com
t
0 = 1701 = | (- sy oos b sin 0 = 2

i el vector normal €s

70 _ 0 (st sink
|\T’<r>\|‘||r~<r>||‘( cos 5.—5in 5.0).

N() =

c) Ates que B(t) =T (t) AN(t), dels apartats (a) i (b) deduim

i j k
3.t 3 ot 4 4t 4 3
B(f)=| —zsing  _cos_ - | (2 T
(¢) 5 5 5 5 (5s1n5, 50055,5)
—cos£ —s1n£ 0
5 5

La torsi6 és tal que B'(1) = —7(¢)N(¢), és a dir,
4 t 4 t t t
B(t) = (E cos 2. gsing,O) =1(r) (fcosg,fsing,O).

N 4
D’aix0, en resulta 7(7) = 7
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d) Les equacions parametriques demanades s6n

t 3 .t t
x:SCosg—agsing—/Bcosg

t

t 3 t
y:3sin§+a§cos§—fo’sin§

—4I+OL4
‘=5 %s

amb a,f8 € R. Podem trobar I’equacié cartesiana del pla a partir del determinant
segiient:

t 3 t t
3cos§ —x(t) -3 sing —cos
3sins — (1) Ecosi —sint |=0
57 5°°5 5 '
4 4
—t—z(t - 0
5120 5

Un altre cami consisteix a tenir en compte que el vector binormal B(¢) és perpendi-
cular al pla; aleshores, I’equacio cartesiana sera

4sin %x(r) —4cos %y(l) +3z(t) = D.

Si imposem que el pla passi pel punt r(¢), determinem el valor de D. Per tant,

t t t t 4 12
4sin§3cos§ —4cos§3sin§+3§t:D:>D: ?t.
L’equacid cartesiana és, doncs,

t t 12

4sin§x(t) —4cos gy(t) +3z(t) = 5t

e) Larecta p té per equaci6
t t 4 t t
(x,3,2) = (3005 §,3sin§, §t) + A (fcos g,fsin §,0> ,AER.

Primer, comprovem que p i ’eix OZ s’intersequen. Recordem que aquest eix esta
definit per les equacions x =y = 0. Si igualem a zero les components x i y de la recta
P, tenim

t t
x:3cos§—kcos§:O

; ; — A=3.
y:3sin§—lsin§:0
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Aix0 significa que ambdues rectes es tallen en el punt corresponent a A = 3. Per tant,
té sentit calcular-ne I’angle d’interseccié. Com que el producte escalar dels vectors
directors de les rectes és (0,0,1) - (f cos é, —sin é, O) =0, les rectes s6n perpendicu-

, . T .
lars, és a dir, formen un angle de ) radiants.

Problema 9

Considereu I’helix parametritzada per r(¢) = (cost,sint,ar) amb a > 0.

a) Per a quin valor del parametre a el vector tangent a I’hélix forma un angle de 60°
amb el pla XY?

b) Suposeu que I’helix de I’enunciat és un cami que voreja un cilindre de radi 1 i altura
16. Per a quin valor del parametre a s’arriba exactament en quatre voltes des de la
base fins a la tapa del cilindre? Quina seria la longitud d’aquest cami?

¢) Per al’helix que s’obté quan a = 4, doneu-ne una parametritzacié amb celeritat 5.

d) Doneu una parametritzacié de la corba plana que formen els punts d’interseccid
de les rectes tangents a I’hélix amb el pla z = 0. (Feu servir de nou I’hélix r(r) =
(cost,sint,at), amb a > 0.)

[Solucid]

a) Hem de determinar a, de manera que <{(#(t),(z = 0)) = 60°. El vector associat al
plaz=06s (0,0,1). Es a dir,

a(F(1),(z=0)) = 60" = <(r (¢),(0,0,1)) = 30°

Llavors,
\/§ a
cos30°= — = — a=4+V3= a=+3 (ates que a > 0).
3 Tre (ates q )

b) Observem que, quan 7 =0, r(0) = (1,0,0) i, per a # = 27, s’ha completat una volta i
esta al punt (1,0,27a). Per tant, si s’han de completar quatre voltes, tindrem ¢ = 87,

2
amb 8ma = 16, és adir, a = p (figura 8.20).
Fig. 8.20

Cami que voreja el
cilindre.
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La longitud del cami la podem calcular de dues maneres

« Fent un tall vertical al cilindre i obrint-lo s’obté un rectangle (figura 8.21). Alesho-
res, la longitud demanada és quatre vegades la longitud de la diagonal d’un triangle
rectangle de costats 27 i 4:

1 =416+ 472 = 8V/4+ 12 =~ 29'79.

 Tenint en compte que la longitud d’una corba ve donada per

l:/buHr'(t)Hdt.

En aquest cas, de r/(r) = (—sinz,cost,a) = (—sint,cost, ) obtenim
8n
z—/ I1F(0)]| df = / 1+ dt 8v/A 1 2 ~29'79.
16 Fig. 8.21
Cami sobre el cilindre
desplegat.

/
/

¢) Partim ara de r(¢) = (cost,sinz,4r). Si volem canviar la celeritat amb qué es recorre
la corba, hem de fer un canvi de parametre t = ku, és a dir, determinem k de manera
que

r(u) = (cosku,sinku,4ku) satisfaci || (u)|| = 5.

Aixi, imposant ||/ (u)|| = 5, obtenim k = i, per tant,

S
V17
r(u)—(cos > u,sin > u 20 u>

d) Les rectes tangents a I’helix vénen donades per

(x,y,z) = (cost,sint,at) + a(—sint,cost,a).
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Fig. 8.22 o —
Dues vistes de la corba /// N
intersecci6 de les r
tangents a I'hélix amb = P
- _ 20 ~_
z=0. / =2 i \ e Fooo=8T N
/ J / o \
/ / / - -~ k\\
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La intersecci6 d’aquestes rectes amb el pla z = 0 s’obté fent ar + aa = 0. D’aquesta
igualtat, obtenim a = —¢. Per tant, els punts on les tangents i el pla z = 0 s’interse-
quen s6n de la forma

u(t) = (cost +tsint,sint —t cost,0).

Graficament, aquesta corba plana té forma d’espiral, com il-lustra la figura 8.22.

8.8. Problemes proposats

Problema 1

Doneu parametritzacions de les corbes segiients:

a) Larecta que passa pel punt (a,,a,,a;) segons la direcci6 del vector (v, v,,vs).

b) La circumferéncia centrada a 1’origen, de radi R, recorreguda una vegada en sentit
antihorari.

¢) La circumferéncia centrada a I’origen, de radi R, recorreguda dues vegades en sentit
antihorari.

d) Lellipse centrada en (0,0), de semieixos « i b, recorreguda un cop en sentit antiho-
rari.

Problema 2

Sigui C la circumferéncia parametritzada per
r(t) = (p cost,psint), amb p > 0 quan ¢ € [0,27].

Comproveu que el vector tangent a cada punt és perpendicular al radi vector.
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Problema 3

Sigui C la corba parametritzada per r(t) = (cost,sinz,t), amb ¢ € [0,o0). Comproveu que
I’angle que forma el vector tangent a la corba en cada punt amb el pla XY és constant i
val 7 radiants.

Problema 4

Sigui la corba r(¢) = (Int,e™,1?).

a) Determineu el domini de r(z).

b) En cas d’existir, trobeu ' (¢) i ¥ (z).

¢) Quin és el vector tangent al punt corresponent a t = 2?

d) Calculeu la curvatura i el radi de curvatura per at = 2.

Problema 5

Doneu una parametritzacié de la corba interseccié de I’esfera x> +y*+ 7% = a%, a > 0,
amb el con 72 = x* +y7.

Problema 6

Trobeu la trajectoria d’una particula r(z) tal que r"(r) = (2¢' cost,24¢2,0) per at € [0, 10],
sabent que en ’instant 7 = O es troba al punt (0,0, 3), amb velocitat (1,1,0).

Problema 7

Una particula segueix la corba r(t) = (¢',e™*,cost) fins a I’instant 7 = 1 en qué s’escapa
per la tangent a la corba. On és la particula quan ¢ = 2?

Problema 8

Sigui la corba y = y(x) per a x € [a,b]. Parametritzeu-la amb r(x) = (x,y(x)) i indiqueu-
ne la longitud.

Problema 9

Un tram de via de ferrocarril d’un parc d’atraccions té la forma de la corba 200x = y2.
a) Trobeu una parametritzaci6 regular de la corba.

b) Determineu els punts on la curvatura i la torsié sén maximes.

c) Siun tren circula de manera que la component normal de la seva acceleracié no pot
excedir els 25 m/s?, quina és la celeritat (mddul de la velocitat) maxima possible quan
pren la corba a (0,0)?

Problema 10
Una particula es mou sobre la corba r(¢) = (cost,2sinz, 1) quan 7 € [0,27].
a) Esbrineu els valors maxim i minim de la curvatura.

b) Escriviu les components tangencial i normal de 1’acceleracio.

c) Calculeu-ne la torsié en cada punt.
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Problema 11

Determineu els punts en qué la tangent a la corba r(t) = (3t —13,32,3t +1°), t € R, és
paral-lela al pla3x+y+z+2=0.

Problema 12

Demostreu que la corba r(r) = (e’/ V2cost, e/ sint, e'! ﬁ), t € [a,b] esta sobre un con.
Comproveu que al punt (1,0,1) I’angle entre la corba i el pla tangent al con és de 0
radiants.
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Solucions dels problemes

9.1. Conceptes previs

Problema 1

La resposta correcta és la b)

Problema 2

La resposta correcta és la ¢)

Problema 3

La resposta correcta és la e)

Problema 4

La resposta correcta és la b)

Problema 5

La resposta correcta és la b)

Problema 6

La resposta correcta és la d)

Problema 7

La resposta correcta és la a)

Problema 8

La resposta correcta és la e)

Problema 9

La resposta correcta és la e)
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Problema 10

La resposta correcta és 1a b)

Problema 11
a) x7!
b) x*

C) x12

d) x

Problema 12
1073; 10*3; 10*; 107%; 10%3; 10

Problema 13
a) 2x(y+2)
b) a*x*—b

c) ad—1

d) —sa*b* +3a’b’ — 8a’b* — 16a°b

Problema 14

a) a® —3a’b+3ab® — b?

b) 32x° —320x* 4 1.280x% — 2.560x% 4-2.560x — 1.024

¢) P+ 2xy+y +2° = x* +4x%y + 6x2) + 2%z + dxy® 4+ dxyz + 2y°2 +y 4 2
d) a*+4a’b + 6a*b* + 4ab’® + b*

Problema 15
—109.375

Problema 16

Es el terme 7& i el seu valor és 672.

Problema 17
a) 6'2208-107%
b) 81-10°!

Problema 18
81 x 10*; 125 x 1075; 625 x 107%; 89.906 x 107!

Problema 19
X

a+?2

a) —
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1
a—2

b)

xty
x—y

c)

d)é—l
C

Problema 20

Problema 21
a) 114 +24+/10
b) 32415

c) 2

Problema 22
1

a) E

b) 2v/3352

4+V2
7

c)

d) 435

Problema 23
a) V6
b) 0

Problema 24
a) x=1,x=6
b) x=2,x=-10
c) x=5x=-9
d) x=15x=4

Problema 25

a) x=2ix=-2.

Solucions dels problemes %
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7 1
b) XZZ,x=4,x:1,x:3ix:§
1 —14+vV7 . —1-7
c)sz,sz,x:—Z,x:flx— 3

d x=4,x=—-4,x=5ix=-5

Problema 26
a) x=-2

b) x=5

c) x=30

d) x=1

Problema 27

a) 3a* —2a-+ 3 (exacta).

b) x* —xy+y* (exacta).

c) a®—4a® + 11a— 24 (exacta).

d) ¥ —x*y+x3y? —x*y* +xy* —y° (exacta).

Problema 28
a) 23* —=5x—T=(x+1)(2x—7)

b) 2(x—1)(x=3) (x+2) (x+1)
) 2(x—3)(x—1)°=(2x—3) (x— 1)’
d) 4(x—1)(x=2)(x=3) (x+3)=2(x—1)(x—2) (2x— 1) (x+3)
Problema 29
x+2
@) x—3

-2
b)) ——
)xfl

X422 —x
x2—1

—x* 43 =3+ 13x—6
(x+2)(x—1)2(x—2)

c)

d)

Problema 30
6 cm, 6v/5 cmi 3v/5 cm.

Problema 31
185 cm
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Problema 32
17 m

Problema 33

6cm,9cmil2cm.

Problema 34
20

Problema 35

13 cm

Problema 36
h~ 20’78 cm; A~ 748 cm?

Problema 37

~ 1624 m?

Problema 38

2’9 m

Problema 39

2'09 rad. ~ 120°; [ = %=

Problema 40
a) 10 cm

b) 10v/3

¢) 1.000 cm®

Problema 41

V=960v/3 cm?; area total=480+192+1/3 cm?.

Problema 42

64 cm’

Problema 43
4

Problema 44
11'7197

Problema 45

Indicacio: utilitzeu la definicid i les igualtats conegudes.

Solucions dels problemes %
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Problema 46
{ X, = km
a)
Xy = % +kﬂ:

X, = %“rk’/—f
b) 2n
Xy = ?-’—kﬂ:

Problema 47
66'6 m?
Problema 48
2’35 cm

Problema 49

Entre si formen un angle de 72'2°. Amb la resultant, els angles sén de 26'6° i 45'6°,
respectivament.

Problema 50
52°24'39”
Problema 51
BC =3'62cm
Problema 52
m=9

Problema 53
a) 2x—3y—16=0
b) 5x—y—27=0

Problema 54

a= 72\@_1 obé,a= 72\/§+1
V3s2T T V32~

Problema 55

a) (x—6)*+(y+8)> =100
b) (x—1)°+(y—4)*=8
c) (x—12+(y+1)32=4
Problema 56

a) No és una circumferéncia.
b) C(1,-2);r=5
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¢) No és una circumferéncia.

d) C(0,5),r=1

Problema 57
(x+3)*+(y—3)’=10

Problema 58
a) 4x* +25y* =100

b) 9x* +25y* =225

2

y
2 42
) 100 " 6

Problema 59

(-2 ¥ _
169 25

Problema 60

2 2
o G0 O
p GE 020
(x Izl)z n (v 41‘62)2 _

1

c) 1

Problema 61
x2 y2

T T

x2 yZ
2
) 36 64

Problema 62

(x=2)* (+3)° _
Y 5 6
(x+5) O—-17_

=1
b) 64 36

(x=2?  O+1)?
c) — 9 + 16 =1

1

Solucions dels problemes %
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Problema 63

(v—3/2) - (x;/jy —1

Problema 64

Problema 65

vertex focus directriu
a) (-3,2) (=2,2) x=-4
b) (—-1,2) (0,2) x=-=2
c) (-2,2) (=2,1) y=3
d A=(0,-1) (0,1) 6y+11=0

3

O’

oS

Problema 66

, & —17
@) f(x)=3 Ae —Tx12

N 2
b) f(x)—6x2—§

¢) f'(x) = (80x* — 102x —21) (34 2x)’

30 2eVt+1
d ffx)=-——"F7——
) ) t e\t +2t
e) y =tg'x
sin2 S 1
fy=- I+vx .= S sin [Zi;ﬁ}
Vait ot (va) - VALV
g) u' = —6sin(cos3v)cos(cos3v)sin3v
i sinx
h) y =(@x+1)" In(x*+1)+2
)y =(x*+1) (cosxn( +1)+ xx2+1)
Problema 67
A totes les solucions, cal afegir-hi la constant d’integracio.
2
a) Va3
3
1
b) ——
X



Solucions dels problemes %

| o
“ 10

1 16
e) 7% (1—x2)3
f 2wy
18
g) isin“x
h) secx

2
i) —gcos5x

Problema 68

A totes les solucions, cal afegir-hi la constant d’integracio.

a) In’x

b) 3(x—2)In|x+2|
1
c) gsin6x

d) —arctg (cosx)

) 1
e) —
2sin’x
f) Lsin5x
Problema 69
A totes les solucions, cal afegir-hi la constant d’integracio.
cos (Sx + \/5)
a) 5
1
b _ ,—50x
) ~50¢
1
c) ———
v/ —4 + x2
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g) arcig ()
1
h) 2+/3arctg 3 V3x

i) —3cotgx—3tgx

9.2. Els nombres

Problema 1

a) (—eo,—2)U(3,4o0)
b) [=3:3]

c) 0, no té solucio.

d) (—oo,—1)U(3,7)

Problema 2

a) [-2,-1)
b) (0,1)

Problema 3

a) (—eo,1]U[2,3]U[4, +e0)
b) (—e0,—2)

Problema 4

A € (—oo, —5]U[1,+e0)

Problema 5

= 6\54‘6\61. i = —6\5—6\61..

Problema 6
a) La suma de les arrels val 0 i el producte, 16.
b) P(z) = (2 —2z+4) (% +2z+4)

Problema 7

Indicacid: preneu z = a+ bi, amb a® + b* = 1.

Problema 8

4(z— g - 2) (s 2+ 520)

Problema 9

Sén els complexos que formen la circumferéncia de centre 1 i radi 2.
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Solucions dels problemes %

9.3. Funcions

Problema 1

a) Tots els nombres reals.

b) Tots els nombres reals.

c) Tots els nombres reals menys el 3.

d) Tots els nombres reals menys el 2 i el —2.
e) [—2,+)

f) (=o0,=3]U[3,+o)

g) Tots els nombres reals.

h) [=3.+%)\ {5}

i) (=3.4e)

J) (=o2,=2]U (1, +ee)

k) Tots els nombres reals.

Problema 2
3,5]

Problema 3
Dom(f) = [2,3]U[4,5], Im(f) = [0,7]

Problema 4
a) 3

b) +1,%1
c)3

d) 1

Problema 5
a) 2

b) -3

c) 0

d) —4

Problema 6
a) 64
b) 0'0625
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c) s

d) 0707
Problema 7

a) x=3

b) x=29

c) x=20,1ix=80.
d) x=e*y=e
Problema 8

Cal tenir en compte que k € Z.

X = km X = %‘f’kﬂ'
a) . b) 2
x2:E+k7T .Xzi?ﬂ‘i“kﬂf
X =%+kn xi = Z+2kn
c) { X="+2kmn d) { x,=42%n
X3:%+2kﬂ y:%—‘,—kﬂj
Problema 9
(gof)(x) =x,Dom(go f) (x) = (—e°,2]
Problema 10
Y
¥
| | 7.5 | | ! | 7.5 |
! s ! | sec x : I 5 | cosec x
| | | |
| 2.5 | | : : 2.5 :
| | I cos x | . ‘ I osinx |
-2 ,L’T\ﬁ/,‘l M b -2n 37 oL 7 x e 2
2 225 2 2 ) 2 : 2 :
| | | |
| [ | | : : :
| | | | ‘ . ‘ |
| 1-7.5 | |
Y
| | P73 | | g
| | (- | | |
| | | | | |
| | 2.5 | I |
| | | cotgx
on 37 & b e an
B . 1 [
I I I I I I
| | I s | | |
| | | | | |
| | 1=7.5 | | |




Solucions dels problemes %

Problema 11

-2 cos X

3 cos x

[N}

Problema 12
Yy —x'=4

4

343



% Calcul |. Teoria i exercicis

Problema 13

r=cosa

r2=cos a

eix polar

Problema 14

Sén dues circumferencies d’equacions » =3cosa i r = —6sina.

r=3cos «

eix polar

9.4. Continuitat

Problema 1

Una possible funci6 és
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Problema 2
1

a) —4y\/§
b) 0

Problema 3
p>0

Problema 4

Solucions dels problemes %

Indicacié: apliqueu el teorema de Bolzano en els subintervals [—2,—1] 1 [1,2].

Problema b

Si, pel teorema de Weierstrass, ja que és una funcié continua en un interval tancat.

Problema 6
Infinites arrels.
9.5. Derivacio

Problema 1
a=—-6,b=—-4

Problema 2

Indicacié: deriveu i substituiu.

Problema 3

Indicacié: deriveu i substituiu.

Problema 4
a) (2,4)

Problema b

, VI=P(1-V1-2)
by= V12 (1—yT—y)

2) y’=—ﬁ
X
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3) y = siny
y= 2sin2y —siny — xcosy
y* —xylny

4) y=""""=
)y x? —xylnx

Problema 6

a) A=34

b) Xo = 3

Problema 7

90°

Problema 8

a=}

Problema 9

3x—4y—10=0;3x—4y+10=0
Problema 10
2x+11y—10=0

Problema 11

Es compleix f(8) = f(—8) = 0. La derivada primera és diferent de O per a tot x # 0; de
fet, f(x) no és derivable en x = 0. Per tant, no es contradiu el teorema de Rolle.

Problema 12

a) Els punts sén P = (—+/3,0) i Q = (/3,0). Les rectes normals sén paralleles perqué
ambdues tenen pendent —1/2.

b) El polinomi de Taylor de grau 2 entorn del punt (1,—1) és P, (x) =x* —3x+1.

Problema 13

L'altura del con és % R i el radi de la base val ? R. El volum maxim és 2% R°,

Problema 14

(—1,10)

Problema 15

f"(x) = —cosx; f@(x) = cosx
Problema 16

a) (—1)"25

n—1 (n=1)!
b) (=1

n



9.6. Integracio

Problema 1

A totes les solucions, cal afegir-hi la constant d’integracio.

1) xet —¢*

2) xlnx—x

3) cosx+xsinx

4) xarctgx — 3 1In(14x?)

5) 1x(sin(Inx) — cos (Inx))
6) 31X’ Inx—3x°

7) te*cos2x+ 2e'sin2x
8) —ie™cosx+ e sinx
Problema 2

9

J— 2 10
@) 55V (7 +9)0+C
b) ViP—1+C

3 s

c) Z(l—i—e)‘)i +C
1

d) E(lnx)z—FC
1

e) 5In13

Problema 3
140 cm

Problema 4
~ 1226 m

Problema b
a) 19/3

b) 2(e—)

Problema 6

7.C2

k= 3002

Solucions dels problemes %
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Problema 7

Po(x) = 12—3x

Problema 8

v

Problema 9
1—In2

Problema 10

4 3

Problema 11
A=4—1
Problema 12
1=
Problema 13
a) 8m/3

Problema 14

V92
4

a=

Problema 15

La grafica és

b) 6m*

. 2
i el volum val “7

Problema 16

LR




Solucions dels problemes %

9.7. Successions i séries

Problema 1

a) Es falsa; per an =5, obtenim un nombre no primer: 25.

b) Es certa.

Problema 2
0

Problema 3
1

Problema 4

La serie és convergent.

Problema b

La serie és condicionalment convergent.

Problema 6

Indicacio: si Y,(x, +y,) fos convergent, podriem expressar >y, com la suma de dues
series convergents.

Problema 7

La série és divergent.

Problema 8

La serie és convergent.

Problema 9

Es tracta d’una harmonica alternada. Es condicionalment convergent.
Problema 10

, : ) -1 3
Es la suma d’un progressié geometrica de rad K La seva suma val 3

Problema 11

La série és divergent.

Problema 12
La série és convergent si x € [—4,4) i divergent en altre cas.
Problema 13

La suma val o e:ra|\<1
uma val ———, x| < <.
1—o¢"P 3
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9.8. Corbes parametritzades

Problema 1

a) r(t) = (a,az,a3) +1(vi,va,v3), 1 ER.
r(t) =

c) r(r)

d) r(t) =

(Rcost,Rsint), t € [0,27].
(Rcost,Rsint), t € [0,47].
(acost,bsint), t € [0,27].

t

Problema 2

Indicacid: la figura 8.9 del capitol de corbes us pot ajudar.

Problema 3

Indicacid: trobeu el vector tangent en cada punt.

Problema 4
a) Dom = (0, +oo).

b) r(t) = (},—36’3’,2t), r(t) = (—%,96’3’,2), t€D.

c) ¥(2)= (%,—36’6,4).

d) k(2) ~ 00305, p(2) = 5 ~ 32'7507.

Problema 5

Una parametritzacié de la corba és r(t) = (ﬁ cost, 4 sint, \[) amb 7 € [0,27].

Problema 6
r(t) = (¢'sint,2¢* +1,3), ¢ € [0,10].

Problema 7
Al punt (2¢,0,cos1 —cos1).

Problema 8

1= [ VTE R

Problema 9
a) (&.1),t€R.

b) La curvatura és maxima en ¢t = 01 val k(0) =

c) 50 m/s.

Problema 10

a) La curvatura minima és 1/4 i la maxima, 2.

1 <z 2 .
705+ La torsi6 és nul-la en tot punt.



Solucions dels problemes %

b) ay = —3sin2¢t g — 2

! 2v/1+3cost’ N V1+43cost
c) 1=0.
Problema 11

Als punts (—2,12,14) i (—2,3,—4).

Problema 12

La corba esta sobre el con x* 4 y* = 72
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Acceleracié: component normal, 307
Acceleracié: component tangencial, 307
Afix, 69
Angle entre corbes, 156, 301
Aproximacid
de funcions per polinomis, 181, 182,
184

de primer ordre, 188
per la tangent, 154, 155, 181
Area
d’un sector circular, 234
plana, 231
en coordenades cartesianes, 231
en coordenades polars, 234
Argument d’un complex, 70
Arrel
d’un polinomi, 77
d’una funcié, 136
enesima d’un complex, 74
mdltiple, 77

Binomi de Newton, 19

Calcul algebraic, 18
Canvi de variable, 213, 216
Caracter
d’una serie de potencies, 278
d’una série numerica, 268
Coeficient de variacid, 155

index alfabétic %

Index alfabétic

Composicié de funcions, 99, 100, 134
Conjunt
fitat, 63
fitat inferiorment, 63
fitat superiorment, 63
Contacte d’ordre n, 182
Continuitat
global, 134
local, 130, 134
Coordenades
polars, 107, 108
cargol, 111
cicumferéncia, 111
flors, 113
grafica d’una corba, 109
lemniscata, 112
recta, 110
Corba, 295
parametritzada, 296
recta normal, 304
regular, 299
Criteri
de comparacié ordinari, 272

de comparaci6 per pas al limit o genera-
litzat, 272

de condensacié de Cauchy, 273
de I’arrel enésima, 266

de I’arrel o de Cauchy, 272

de la mitjana aritmetica, 267
de la mitjana geometrica, 267
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de la primera derivada per a extrems, 173
de Leibniz, 275

de les series harmoniques, 272

de Pringsheim, 274

de Raabe, 274

de Stolz, 266, 267

del logaritme, 273

del nimero e, 266

del quocient, 266

del quocient o de D’ Alembert, 273

infinitésim per fitada
(per a successions), 259

integral, 273
zero per fitada (per a funcions), 130

Curvatura, 309

d’una corba a I’espai, 310

d’una corba plana expressada en coor-
denades cartesianes, 309

Derivada

d’ordre superior, 160
d’una funcié en un conjunt, 146
d’una funcié en un punt, 145
de la funcié inversa, 163
idea grafica, 153
implicita, 166

d’ordre superior, 169
infinita, 145, 150
interpretacio fisica, 146
interpretacié geometrica, 147
lateral, 151
logaritmica, 168
per ’esquerra, 151
per la dreta, 151

Desenvolupament

de MacLaurin, 184, 187
de Taylor, 181, 184
en série de Taylor, 282, 283

Desigualtat, 61

Diferéncia

de funcions, 98
de successions, 254

Disc de convergencia d’una serie de

poteéncies
complexa, 284

Discontinuitat, 131

de salt, 132

essencial, 131, 132

evitable, 131

oscil-latoria, 132
Distancia entre dos nombres reals, 65
Domini, 87

Eix
d’abscisses, 88
d’ordenades, 88
imaginari, 69
real, 69
Equacio, 18
biquadrada, 20
de segon grau, 20
exponencial, 93
irracional, 20
logaritmica, 94
trigonometrica, 96
Error, 181
de Lagrange, 184
Extrem
absolut, 135, 174
relatiu, 135, 172, 173, 191

Férmules de Frenet-Serret, 314
Fita
inferior d’un conjunt, 63
inferior d’una funcid, 90
inferior d’una successio, 257
superior d’un conjunt, 63
superior d’una funcié, 90
superior d’una successio, 257
Férmula
de De Moivre, 74
de Lagrange del residu, 184
de Taylor, 181
Fraccio
equivalent, 59
irreductible, 59
Funcio, 87
analitica, 282, 284
arcsinus, 164
concava, 189
concava amunt, 190
concava avall, 190
continua, 130, 206
en un conjunt, 130
en un punt, 130



convexa, 189
creixent, 88, 171
decreixent, 88, 171
derivable, 145, 206
derivada, 146
diferenciable, 145
discontinua, 131

estrictament creixent, 88, 171
estrictament decreixent, 88, 171
estrictament monotona, 88, 171

exponencial, 92
fitada, 90
inferiorment, 90
superiorment, 90
hiperbolica, 96
imparella, 88
injectiva, 101
integrable, 204, 206
Riemann, 205
integral, 208
inversa, 101, 103
logaritmica, 93
monotona, 88, 171
parella, 88
periodica, 88
polinomica, 91
racional, 92
real, 87
senar, 88
trigonometrica, 94

Geometria elemental, 28

Helix, 304, 308, 324

torsio, 314

Triedre de Frenet, 306
Hipotesi d’induccid, 252

Identitat

hiperbolica, 97
trigonometrica, 95

Imatge, 87
Indeterminacions (Iimits), 179
Induccié matematica, 251
Inequacions, 63

Infim d’un conjunt, 64

Infinit, 264
Infinitésim, 186, 264
Infinitesimal, 186, 264

Infiniteésims equivalents, 187, 265

Integracio, 214

de funcions hiperboliques, 215, 223
de funcions immediates, 214, 215
de funcions irracionals, 215, 226
de funcions racionals, 214, 217

index alfabétic %

de funcions trigonometriques, 215, 223

per canvi de variable, 216

per descomposicid, 215

per parts, 213, 214, 216
Integral, 204

de Riemann, 203

definida, 209

impropia, 227, 228

convergent, 229
divergent, 229

indefinida, 208, 209
inferior, 204, 206

superior, 204, 206

Interval, 62
de convergencia d’una serie de poténcies

real, 278

mixt, 62
no fitat, 62
obert, 62
tancat, 62

Limit

d’una funcié

en l’infinit, 127, 128
en un punt, 125

d’una successio, 255

infinit, 127

lateral, 126

per ’esquerra, 126

per la dreta, 126
Longitud d’una corba, 307

Maxim
absolut, 135, 174

d’un conjunt, 64
relatiu, 135, 172, 173

Minim
absolut, 135, 174

d’un conjunt, 64
relatiu, 135, 172, 173
Modul d’un complex, 70
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Nombre, 59 Producte
combinatori, 19 de funcions, 98
complex, 68 de successions, 254
conjugat, 69 Propietat
forma bindmica, 70 d’additivitat respecte de I’interval, 207
forma cartesiana, 70 de densitat dels irracionals, 61

de densitat dels racionals, 61
de linealitat de la integral, 207
Punt d’inflexio, 190

forma exponencial, 70
forma polar, 70
forma trigonometrica, 70

oposat, 69 Quocient
part imaginaria, 68 de funcions, 98
part real, 68 de successions, 254

enter, 59
imaginari, 66

Quocient incremental, 146

irracional, 60, 64 Radi de c\on\./ergéncia d’una série de
natural, 59 potencies

racional, 59, 64 complexa, 284

real, 60 real, 278

Radi de curvatura, 312
Raé de canvi, 155
Recta
normal a una corba, 148
tangent a una corba, 147
Recta real, 60
Regla
de Barrow, 213
de I’Hopital, 175-178
de la cadena, 161, 162, 211
Residu de Lagrange, 184
Pla complex, 69 Resta de Lagrange, 184
Pla osculador, 304

expressié decimal, 64
Niimero e, 260

Ordenacié dels reals, 61

Parametre longitud d’arc, 307
Part
imaginaria d’una serie, 276
real d’una série, 276

Partici6 d’un interval, 203

. . Salt
Polinomi, 18 d’una funcié, 132
de MacLaurin, 182 finit, 132
de Taylor, 182 infinit, 132
aplicacid, 190 Semirecta, 62
Poteéncies, 19 oberta, 62
Primitiva, 212 tancada, 62
calcul de, 214 Serie
hiperbolica, 215 absolutament convergent, 274

alternada, 275
condicionalment convergent, 274
convergent, 268
de potencies
complexa, 284
convergent, 277
divergent, 277
Principi d’induccié, 251 real, 277

immediata, 214
irracional, 215

per canvi de variable, 216
per parts, 214

racional, 214
trigonometrica, 215
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de Taylor, 282
divergent, 268
numerica
associativitat, 271
complexa, 276
real, 267, 268
oscil-lant, 269
Successié
convergent, 255, 257
creixent, 259
de les sumes parcials, 268
de nombres reals, 253
decreixent, 259
divergent, 255
estrictament creixent, 259
estrictament decreixent, 259
estrictament monotona, 259
fitada, 257
inferiorment, 257
superiorment, 257
monotona, 259
propiament divergent, 256
Suma
d’una série, 268
de funcions, 98
de successions, 254
inferior, 204
superior, 204
Sumes parcials, 268

Suprem d’un conjunt, 64

Teorema
de Rolle, 170
del valor mitja de Lagrange, 170
de Bolzano, 136, 137
de compressid, 258
de I’entrepa, 258

index alfabétic %

de I’extrem interior, 172
de la convergéncia monotona, 260
de la inversa continua, 134
de Taylor, 182
de Weierstrass, 135
del valor mitja per a integrals, 208
dels valors intermedis de Bolzano, 139
fonamental de 1’algebra, 77
fonamental del calcul, 210, 211
Terme complementari de Lagrange, 184
Termes d’ordre superior, 184
Torsié d’una corba, 312
Triedre de Frenet, 303, 306

Triangle de Tartaglia-Pascal, 19

Valor absolut, 65
Variable
dependent, 87
independent, 87
Vector acceleracid, 299
Vector binormal, 305
Vector normal principal, 303
Vector tangent, 299
unitari, 303
Vector velocitat, 299
Velocitat
instantania, 146
mitjana, 147
Volum
de revolucid, 235
per capes o tubs, 237, 238
per discos, 235, 236
de secci6 donada, 240

Zero d’una funcié, 136
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