POLITEXT

Salvador Cardona Foix
Daniel Clos Costa

Teoria de maquinas

EDICIONS UPC






POLITEXT 95

Teoria de maquinas






POLITEXT

Salvador Cardona Foix
Daniel Clos Costa

Teoria de maquinas

EDICIONS UPC



Primera edicion: febrero de 2001
Segunda edicién: septiembre de 2008
Reimpresion: abril de 2011

Disefio de la cubierta: Manuel Andreu

Los autores, 2001
De la traduccion: Guillermo Reyes, 2000

Edicions UPC, 2001

Edicions de la Universitat Politecnica de Catalunya, SL
Jordi Girona Salgado 31,

Edifici Torre Girona, D-203, 08034 Barcelona

Tel.: 934 015 885 Fax: 934 054 101

www.upc.edu/idp

E-mail: info.idp@upc.edu

Depésito legal: B-32238-2008
ISBN: 00000000000000000

Cualquier forma de reproduccién, distribucién, comunicacién publica o transformacion de esta obra sélo
puede realizarse con la autorizacion de sus titulares, salvo excepcion prevista en la ley. Si necesita foto-
copiar o escanear algin fragmento de la misma, dirijase al Centro Espafiol de Derechos Reprogréaficos
(CEDRO, <http://www.cedro.org>).



Presentacion 7

Presentacion

Este texto, escrito inicialmente para ser utilizado en la asignatura Teoria de mdquinas de la Escuela
Técnica Superior de Ingenierfa Industrial de Barcelona (ETSEIB) de la Universidad Politécnica de
Catalufia, hace de puente entre la mecdnica vectorial y el cdlculo y disefio de maquinas. Este espacio
no lo cubren los textos cldsicos, que parten de unos conocimientos de mecanica muy elementales y no
introducen las herramientas analiticas adecuadas para el estudio de los sistemas multis6lido. Otros
textos, dirigidos a la simulacién de sistemas mecénicos, no son adecuados como libros de texto para
asignaturas introductorias a la teoria de maquinas y mecanismos.

En el desarrollo que se ha hecho de los diferentes temas se presuponen conocimientos previos de la
cinematica del sé6lido rigido y de los teoremas vectoriales y de la energia aplicados al sélido rigido.
Los temas se tratan de manera que el texto pueda ser utilizado como libro de consulta mds alld del
ambito de una asignatura de teorfa de maquinas. Si se seleccionan los ejemplos de trabajo y se aligera
el contenido conceptual de algunos puntos, sobre todo de los que se presentan en los anexos, este libro
puede ser utilizado también en una escuela de ingenieria técnica.

El contenido del texto se inicia con un capitulo, Mdquina y mecanismo, en el cual se introducen los
elementos y conceptos propios de la teorfa de mdquinas y mecanismos. En los capitulos 2, Movilidad,
y 3, Cinemdtica de mecanismos, se presenta el estudio general de la cinematica de sistemas mecanicos
y se hace énfasis en el movimiento plano. Este estudio se presenta tanto desde un enfoque vectorial,
destinado principalmente al estudio del movimiento plano, como desde un punto de vista analitico, a
partir de las coordenadas generalizadas que describen la configuracién del sistema. El capitulo 4,
Mecanismos leva-palpador, se destina al andlisis de los pares superiores. También se estudia el disefio
de funciones de desplazamiento mediante curvas de Bézier no paramétricas para obtener perfiles de
levas. La cinematica de los engranajes se trata de manera monografica en el capitulo 5.

Los cuatro capitulos siguientes se centran en el estudio de la dindmica desde diferentes puntos de
vista. En el capitulo 6, Andlisis dindmico, se introduce la utilizacién de los teoremas vectoriales en el
estudio dindmico de los sistemas mecdnicos multisélido y se hace una introduccion al equilibrado de
mecanismos. La importancia que tienen las resistencias pasivas en el funcionamiento de las maquinas
hace que se dedique el capitulo 7, Resistencias pasivas y mecanismos basados en el rozamiento, a su
estudio. Este capitulo incluye una introduccién a los principales mecanismos que basan su
funcionamiento en el rozamiento. El capitulo 8 se destina al mérodo de las potencias virtuales,
teniendo en cuenta su utilidad para la obtencién selectiva de fuerzas y ecuaciones del movimiento en
los sistemas mecdnicos. La energia, que aparece en todos los dmbitos de la fisica, es objeto de estudio
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en el capitulo 9, Trabajo y potencia en mdquinas, para analizar la transformacién de energia en las
maquinas y el intercambio con su entorno.

En la elaboracién de este texto se ha utilizado material preparado con la colaboracién de profesorado
con experiencia docente e investigadora en los temas que se tratan. Esta experiencia es el resultado de
la imparticion de las asignaturas de mecénica y teorfa de maquinas, la direccién de proyectos de fin de
carrera y el desarrollo de actividades de tercer ciclo, como son las asignaturas de simulacién de
sistemas mecdnicos y de introduccién al disefio geométrico asistido por ordenador.

La primera version de unos apuntes para la asignatura de teoria de maquinas fue escrita para el curso
1996-1997 y coordinada por Salvador Cardona. Intervinieron, aparte de los autores, los profesores
Jordi Martinez, en los capitulos 6 y 8, Javier Sdnchez-Reyes, en los capitulos 4 y 5, y la profesora M*.
Antonia de los Santos, en los capitulos 1,3y 7.

Al inicio del curso 1997-1998, se realizé una segunda versién de los apuntes ampliada y revisada por
los autores, que incorporaron cambios que, sin afectar los contenidos bésicos, los pulieran. Asi, en el
cuerpo se introdujeron algunas modificaciones y algunos ejemplos nuevos y, en lo referente a los
ejercicios propuestos, se introdujeron enunciados nuevos y la mayoria de las soluciones.

Durante los cursos 1997-1998 y 1998-1999 se ha utilizado esta nueva version, al mismo tiempo que se
ha hecho un andlisis critico del contenido y de la ordenacién de los temas y se han resuelto todos los
ejemplos propuestos. En esta tarea han colaborado los profesores Joan Puig y Eduard Ferndndez-Diaz.

Tomando como material de base esta versiéon de los apuntes y toda la informacién recogida, a
principio del curso 1999-2000 se inicia la estructuracién del libro que ahora presentamos. En esta
dltima etapa, colabora la profesora Lluisa Jordi, que revisa el formato final.

Queremos manifestar nuestro agradecimiento a todos aquellos, familiares y compafieros, que de una
manera u otra nos han ayudado durante la realizacién de este libro, en particular, a todas las personas
mencionadas.

Segunda edicién. Desde el afio 2000 este libro ha pasado por manos de muchos profesores y
alumnos, entre todos lo hemos analizado a fondo y estamos convencidos de su vigencia. El hecho de
utilizarse como herramienta diaria durante tanto tiempo ha permitido detectar y corregir pequefios
detalles.

En el marco de la nueva ordenacién de estudios en el territorio espafiol continua siendo un libro
védlido; ya sea aligerando su contenido conceptual para estudios de grado cercanos a la Ingenieria
Mecénica, profundizando en los detalles en un mdster o tal cual para grados de Ingenieria Mecénica o
Industrial.

Barcelona, mayo de 2008 Salvador Cardona

Daniel Clos
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1 Maquinay mecanismo

Lateoria de méguinas y mecanismos (TMM) es una ciencia aplicada que trata de |as relaciones entre
la geometriay el movimiento de los elementos de una méguina o un mecanismo, de las fuerzas que
intervienen en estos movimientos y de la energia asociada a su funcionamiento.

L os conocimientos de mecanica constituyen la base para €l estudio de los mecanismosy las maguinas.

En e ambito de la teoria de méguinas y mecanismos se diferencian e andlisis y la sintesis de
mecanismos. El andlisis consiste en estudiar la cinemética y la dindmica de un mecanismo segun las
caracteristicas de los elementos que lo constituyen. Por tanto, el andlisis de un mecanismo permitird,
por giemplo, determinar la trayectoria de un punto de una barra o una relacion de velocidades entre
dos miembros. Inversamente, la sintesis consiste en escoger y dimensionar un mecanismo que cumpla
0 que tienda a cumplir, con un cierto grado de aproximacion, unas exigencias de disefio dadas. Asi,
por giemplo, en un disefio se habré de emprender la determinacion de un mecanismo —sintesis- que
permita guiar un sdlido para pasar de una configuracion a otra.

Este curso estara dedicado fundamentalmente a analisis de mecanismos.

1.1 Maquinasy mecanismos. Definiciones

En este apartado se presentan algunas definiciones de conceptos que aparecen en laTMM.

Mé&quina. Sistema concebido para realizar una tarea determinada que comporta la presencia de
fuerzas y movimientosy, en principio, larealizacién de trabajo.

M ecanismo. Conjunto de elementos mecanicos que hacen una funcion determinada en una méquina.
El conjunto de las funciones de |os mecanismos de una méaguina ha de ser el necesario para que ésta
realice la tarea encomendada. Asi, por egjemplo, en una maquina lavadora hay, entre otros, los
mecanismos encargados de abrir las valvulas de admision del aguay el mecanismo que hace girar €l
tambor. Cada uno de ellos tiene una funcién concreta y e conjunto de las funciones de todos los
mecanismos de la lavadora permite que lamaquinarealice la tarea de lavar ropa.

Grupo o unidad. Conjunto diferenciado de elementos de una maguina. Asi, € conjunto de elementos
implicados en latraccion de un automévil es el grupo tractor. A veces, grupo se utiliza como sinénimo
de méaquina; por gjemplo, un grupo electrégeno es una maguina de hacer el ectricidad.
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Elemento. Toda entidad constitutiva de una maquina o mecanismo que se considera una unidad. Son
ejemplos de elementos un pistén, una biela, un rodamiento, una rétula, un muelle, el aceite de un
circuito hidraulico, etc.

Miembro. Elemento material de una miquina o mecanismo que puede ser sdlido rigido, sdlido
flexible o fluido. En la contabilizacion de los miembros de un mecanismo no se debe olvidar, si existe,
el miembro fijo a la referencia de estudio, que recibe diferentes nombres segin el contexto: base,
soporte, bancada, bastidor, etc.

Cadena cinematica (Fig. 1.1). Conjunto o subconjunto de miembros de un mecanismo enlazados

entre si. Por ejemplo, la cadena de transmisién de un vehiculo, el mecanismo pistén-biela-manivela,

etc. Los miembros de una cadena cinemadtica se denominan eslabones.

— Cadena cerrada o anillo. Cadena cinemadtica tal que cada uno sus miembros estd enlazado nada
mads con dos miembros de la misma cadena.

— Cadena abierta. Cadena cinematica que no tiene ningtn anillo.

a) b)

Fig. 1.1 Cadena cinemdtica cerrada a)y abierta b)

Inversion de una cadena cinematica (Fig. 1.2). Transformacién de un mecanismo en otro por medio
de la eleccién de diferentes miembros de la cadena como elemento fijo a la referencia. En todos los
mecanismos obtenidos por inversion de una misma cadena cinemadtica los movimientos relativos son
evidentemente los mismos, hecho que facilita el estudio.

Fig. 1.2 Las cuatro inversiones del mecanismo piston-biela-manivela

Restriccién o enlace. Condicion impuesta a la configuracién —condicién de enlace geométrica— o al
movimiento del mecanismo —condicién de enlace cinemadtica. En estas condiciones puede aparecer el
tiempo explicitamente o no.
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Par cinematico. Enlace entre dos miembros de un mecanismo causado por el contacto directo entre
ellos y que puede ser puntual, seglin una recta o segin una superficie. En la materializacién del enlace
pueden participar sélidos auxiliares de enlace (SAE); por ejemplo, las bolas en una articulacién con
rodamiento.

Junta. Ligadura entre dos miembros de un mecanismo que se realiza mediante elementos intermedios,
como puede ser una junta eldstica, una junta universal, etc.

Carga. Conjunto de fuerzas conocidas, funcién del estado mecédnico y/o explicitamente del tiempo,
que actdan sobre los miembros del mecanismo. Las cargas pueden ser muy diversas: el peso, la
sustentacioén de un ala de avidn, la fuerza de corte de una maquina herramienta, etc.

1.2 Clasificacion de pares cinematicos

Los pares cinemdticos se clasifican por el tipo de contacto entre miembros: puntual, lineal o
superficial. Tradicionalmente los pares cinemdticos con contacto superficial se denominan pares
inferiores y los otros pares superiores.

Pares superficiales o pares inferiores. La materializacion de estos pares implica el deslizamiento
entre las superficies de ambos miembros. Si no hay deslizamiento, mantener tres puntos o mds no
alineados en contacto equivale a una unién rigida.

Par cilindrico (C). Las superficies en contacto son cilindricas de revolucion, de manera que permitan
dos movimientos independientes entre los miembros, uno de translacién a lo largo de un eje comun a
ambos miembros y uno de rotacién alrededor del mismo eje. Por lo tanto, permite dos grados de
libertad de un miembro respecto del otro. Si predomina el movimiento de rotacién, el elemento
interior del par se denomina pivote y el exterior cojinete. En caso de que el movimiento predominante
sea la translacidn, el elemento mds largo se denomina guia y el mas corto corredera.

[ DR ,,,,,},

Fig. 1.3 Par cilindrico a) y par de revolucion b)

Par de revolucion o articulacion (R). Las superficies de contacto son de revolucién excluyendo las
totalmente cilindricas, de manera que permiten Gnicamente la rotacién de un miembro respecto al otro
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alrededor de un eje comiin. Por tanto, deja un grado de libertad relativo entre los miembros.
Usualmente el elemento interior del par se denomina pivote, mufion o espiga y el exterior cojinete.

Par prismatico (P). Las superficies en contacto son prismaticas, de manera que permiten sélo una
translacion relativa entre los miembros a lo largo de un eje comin. Por tanto, permite un grado de
libertad relativo entre los miembros. Usualmente el miembro mads largo del par se denomina guia y el
mads corto corredera.

a) b)
X
/ <
0
Fig. 1.4 Par prismdtico a)y par helicoidal b)

Par helicoidal (H). Las superficies de contacto son helicoidales, de manera que permiten entre los dos
miembros un movimiento de translacién y uno de rotacién relacionados linealmente. Deja s6lo un
grado de libertad relativo entre los miembros. La relacién lineal se puede establecer como
x=p6/2m, donde p es el paso de rosca, x es el desplazamiento y 6 el 4ngulo girado. El miembro que
tiene la superficie de contacto exterior —rosca exterior— se denomina tornillo o barra roscada y el que
tiene la superficie de contacto interior —rosca interior— fuerca.

Par esférico (S). Las superficies de contacto son esféricas, de manera que permiten una rotacién
arbitraria de un miembro respecto del otro manteniendo un punto comin, el centro de las superficies
en contacto. Se denomina también rotula esférica. Deja tres grados de libertad relativos entre los
miembros.

\/

Fig. 1.5 Par esférico a) y par plano b)

Par plano (P;). Las superficies de contacto son planas, de manera que permiten dos translaciones y
una rotacién alrededor de una direccién perpendicular al plano de contacto de un miembro respecto al
otro, las tres independientes entre ellas. Por lo tanto, deja tres grados de libertad relativos entre los
miembros.
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Pares puntuales y lineales o pares superiores. En estos pares, el contacto se establece a través de un
unico punto o de una generatriz recta en superficies regladas. Estos contactos pueden ser con
deslizamiento y sin él.

El contacto puntual se puede establecer entre:

— Un mismo punto de un miembro y un mismo punto del otro miembro. Este enlace tiene poco interés
préactico (sélo para ejes muy ligeros acabados en punta apoyada en un soporte cénico) y es
equivalente a una rétula para al movimiento en el espacio y a una articulacién para el movimiento
plano.

—  Un mismo punto de un miembro y un punto de una curva fija al otro miembro. En este caso, el
punto se puede materializar con un pasador o botén y la curva con una ranura, y se obtiene el par
pasador-guia o botén-guia.

—  Un mismo punto de un miembro y un punto de una superficie fija al otro miembro.

— Puntos variables de cada uno de los sélidos. En este caso, y también cuando el contacto se
establece entre generatrices variables, el movimiento relativo se denomina rodadura. Son ejemplos
de rodadura el de una rueda respecto al suelo o el de una bola de cojinete respecto a la pista.

a) b)
Fig. 1.6 Contacto punto-punto a) y contacto punto-curva b)
En un planteamiento bidimensional de la cinematica, los pares que se pueden presentar son solamente

el de revolucién o articulacion, el prismatico, el contacto a lo largo de una generatriz, que a efectos
cinemadticos equivale al contacto puntual entre curvas planas, y los contactos punto-punto y punto-

curva.
E % a) b)

Fig. 1.7 Contacto punto-superficie a) y contacto entre puntos
variables de cada uno de los solidos —rodadura— b)
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1.3 Clasificacion de miembros

Los miembros se clasifican segtin diversos criterios. Atendiendo al comportamiento del material,
pueden ser rigidos, eldsticos o fluidos. Si se presta atencion a sus caracteristicas inerciales, pueden ser
de inercia negligible o no.

Otra clasificaciéon de los miembros se puede realizar segin el niimero de pares a los cuales se
encuentran ligados. Asi se dice que un miembro es binario, terciario, etc., cuando estd ligado con dos
pares, tres pares, etc.

Los miembros también se pueden clasificar segiin el tipo balancin

de movimiento. Asi, un miembro con un punto articulado
fijo se denomina manivela si puede dar vueltas enteras y
balancin si solamente puede oscilar. Si el miembro no
tiene ningln punto articulado fijo, recibe el nombre de
biela o acoplador.

manivela

Fig. 1.8 Cuadrildtero articulado con la
nomenclatura de sus miembros

1.4 Esquematizacion. Modelizacion

A la hora de hacer el estudio de un
mecanismo, conviene primero hacer una
representacion que incluya las
caracteristicas suficientes para realizar el
estudio que se quiere hacer y obviar el
resto. Esta representacién se denomina
esquema o representacion esquemdtica. Z

Fig. 1.9 Ejemplos de esquematizaciones: a) esquema de
sitmbolos de un robot y b) esquema de bloques de la cadena
— Si la informacién que se quiere de transmision de un vehiculo

representar es Unicamente la de las
relaciones o conexiones que hay entre los diferentes grupos o unidades que forman una méquina,
se puede hacer un diagrama de bloques.

— Para estudiar las posibilidades de movimiento de un mecanismo, hace falta hacer un esquema de
simbolos que ha de incluir una representacién de cada miembro y una de cada par cinemético. En
el anexo 1.I se presenta una coleccién de los simbolos normalizados de diferentes elementos y
pares cinemdticos que se pueden emplear en la esquematizacién de mecanismos.

— Si el estudio que se quiere realizar es geométrico o cinemadtico, es necesario afiadir al esquema de
simbolos la localizaciéon de los pares respecto a cada miembro: distancia entre puntos —por
ejemplo, entre centros de articulaciones— y dngulos entre direcciones —por ejemplo, entre la
direccion definida por dos articulaciones y la de una guia de un par prismaético.

— Si el estudio es dindmico, se han de incluir, ademas, las caracteristicas inerciales de los elementos,
asf como también las cargas que actian.

En funcién de la informacién que se quiera
obtener o del estudio concreto que se
quiera realizar, se hard un esquema u otro:
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Para hacer el esquema de simbolos de un mecanismo se puede proceder de la manera siguiente:

Identificar los miembros y pares cinematicos sobre el mecanismo real, la maqueta, la fotografia o
el dibujo de que se disponga.

Situar los simbolos de los pares en un dibujo, de manera que su disposicidn espacial se aproxime a
la real, y unir mediante segmentos —barras— o superficies poligonales los que pertenecen a un
mismo miembro (Fig. 1.10). Algunas veces, si la complicacién del mecanismo lo requiere, se
pueden esquematizar primero cada uno de los miembros por separado —con los pares cinematicos
que contienen— y juntarlos posteriormente en otro dibujo. En todo caso, hace falta obtener un
dibujo comprensible y puede ser necesario a veces partir el esquema y utilizar la misma
identificacion para los miembros y enlaces compartidos (Fig. 1.11).

p6: articulaciéon ~ pS5: articulacién

p4: articulacién

p3: articulacién

pl(par 1): Guia-botén o p2: articulacién
guia-corredera con articulacién

Fig. 1.10 Bisagray esquemas de simbolos. a) Utilizando una corredera con articulacion y
b) utilizando un par pasador-guia
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En los mecanismos con movimiento plano, es necesario hacer coincidir el plano del dibujo con el del
movimiento, y dibujar todos los miembros en un mismo plano, aunque realmente estén en planos
paralelos (Fig. 1.11). De otra manera, la representacién se complica innecesariamente. Se ha de tener
presente, sin embargo, que esta representacion plana de los mecanismos no es adecuada para hacer su
estudio dindmico completo, tal como se explica en el anexo 6.1I1.

A
Fig. 1.11 Mecanismo de barras y su esquema de simbolos, completo a) y partido en dos b)

Asi mismo, para hacer el estudio de un mecanismo hace falta establecer el modelo global que ha de
describir el comportamiento fisico y que tiene en cuenta la representacién —matematica— de las
diversas realidades fisicas que intervienen —rozamiento seco de Coulomb, sélido rigido, etc.—, de
manera que la modelizacion se puede definir como aquel proceso en el cual se establece una
representaciéon matematica del comportamiento fisico del mecanismo a fin de obtener una descripcién
cuantificable.
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1.5 Mecanismos de barras

Los mecanismos mds simples son los que se pueden esquematizar mediante barras con pares
inferiores. Estos mecanismos se utilizan tanto para generar trayectorias de puntos concretos de las
bielas o acopladores —que reciben el nombre de curvas de acoplador— como para guiar y relacionar el
movimiento de diversos miembros. Dos mecanismos de barras se denominan cognados si pueden
generar una misma curva de acoplador. Su estudio tiene interés en la sintesis de mecanismos, ya que
permite dar mas de una solucién a un requisito establecido.

El mecanismo formado por cuatro barras y cuatro articulaciones se denomina cuadrildtero articulado
y, con una barra fija a la referencia, se presenta como uno de los mas empleados a la hora de resolver
muchos problemas de generacién de movimientos en mecanismos de un grado de libertad.

Si el mecanismo ha de ser impulsado por un motor rotativo —que
es lo frecuente—, hay que garantizar que la barra accionada
pueda dar vueltas enteras. Para los mecanismos de cuatro barras,
la ley de Grashof permite averiguar de manera sencilla si se
cumple esta condicién. La ley de Grashof afirma que la barra
mds corta de un mecanismo de cuatro barras da vueltas enteras
respecto a todas las otras si se cumple que la suma de la
longitud de la barra mas larga / y la de la mas corta s es mas
pequeiia o igual que la suma de las longitudes de las otras dos p
y q: s+l < p+q. Fig. 1.12 Cuadrildtero
articulado con sus dimensiones
para ilustrar la ley de Grashof

Fig. 1.13 Tres inversiones de un cuadrildtero de Grashof
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En el enunciado de la ley no interviene el orden en que se conectan las barras ni cudl es la barra fija.
Si un cuadrildtero articulado cumple la ley de Grashof —cuadrildtero de Grashof—, la cumple para sus
cuatro inversiones, de manera que:

— Si uno de los dos miembros contiguos al mds corto se fija a tierra, se obtiene un mecanismo
manivela-balancin. De los dos miembros articulados a tierra, el mds corto serd la manivela, y el
otro el balancin (Fig. 1.13.a).

— Si el miembro que se fija es el mds corto, se obtiene un mecanismo de doble manivela. Tanto los
dos miembros articulados a tierra como la biela dardn vueltas enteras (Fig. 1.13.5).

— Fijando el miembro opuesto al més corto se obtiene un mecanismo de doble balancin. Los dos
miembros articulados a tierra oscilan y la biela —el miembro mds corto— da vueltas enteras
(Fig. 1.13.¢).

Aparte del cuadrildtero articulado, el otro mecanismo
empleado com mas frecuencia es el tridngulo articulado con
un lado de longitud variable. Es un ejemplo el mecanismo
piston-biela-manivela.

. . . . Fig. 1.14 Piston-biela-manivela
Este mecanismo (Fig. 1.14) —donde el eje ss’ contiene la

articulacién fija O— se utiliza, por ejemplo, en motores y compresores alternativos para convertir el
movimiento rotativo de la manivela en movimiento de translacién alternativo del pistén, o viceversa.
Para que la manivela pueda dar vueltas enteras, debe cumplir la condicién evidente [ > r .

1.6 Mecanismos de levas

a)

77777 777777,

d)

2 “
s

Fig. 1.15 Tipos de levas: de placa a), de cuiia b), cilindrica c) y frontal d)

Se denomina mecanismo de leva el conjunto de dos miembros —leva y palpador o seguidor—, ambos en
principio con un grado de libertad, que quedan relacionados mediante un par superior. La leva impulsa



Mdquina y mecanismo 23

el palpador a través del contacto establecido por el par superior, a fin de que desarrolle un movimiento
especifico. Los mecanismos de leva se pueden clasificar segtn la forma y el movimiento de la leva y
segin la forma y el movimiento del seguidor, entre otros criterios.

La leva puede tener movimiento de translacién —leva de cufia— o movimiento de rotacién. En este caso
la forma de la leva puede ser de placa —también denominada de disco o radial—, cilindrica o de tambor
frontal-o de cara— (Fig. 1.15). La mds comin es la de placa y la menos usual de todas ellas es la de
cuiia, a causa del movimiento alternativo necesario para accionarla.

El movimiento del palpador puede ser de translacién o de rotacién. La forma del palpador da lugar a
diferentes tipos: puntual, plano —de platillo—, de rodillo, de extremo curvo. (Fig. 1.16)

L0209 2

plano de rodillo puntual curvo

Fig. 1.16 Tipos de palpadores: de translacion a) y de rotacion b)

El enlace entre una leva y un palpador es, en principio, un enlace unilateral. Para garantizar que
siempre haya contacto se puede proceder de dos maneras: cierre por fuerza y cierre por forma. En el
cierre por fuerza se garantiza el contacto con una fuerza que actda sobre el palpador y tiende a unir los
dos elementos, ya sea por medio de un muelle o, si el palpador actda en el plano vertical, por el propio
peso. En el cierre por forma, la leva y el palpador mantienen siempre dos puntos opuestos en contacto.
En este caso se denominen levas desmodromicas (Fig 1.17).

Fig. 1.17 Leva desmodromica
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1.7 Engranajes y trenes de engranajes

Un engranaje es un conjunto de dos ruedas dentadas que engranan entre ellas a fin de transmitir un
movimiento de rotacién entre sus ejes. En el engranado, una rueda transmite el movimiento a la otra
por el hecho de haber contacto entre un diente de cada rueda como minimo.

En un engranaje, es usual denominar pifion a la rueda més pequefa y simplemente rueda dentada a la
grande. Si el didmetro de ésta es infinito, se obtiene una barra dentada que se denomina cremallera.

El perfil de los dientes que se utiliza, con muy pocas excepciones, es el Evolvente de circulo
perfil de evolvente de circulo con medidas normalizadas. La evolvente

de circulo es, por ejemplo, la curva relativa a un rodillo que describe un

punto del hilo que se enrolla o se desenrolla.

Los dos ejes de un engranaje pueden ser paralelos, cortarse o cruzarse.

En el primer caso, se utilizan engranajes rectos o helicoidales, y cuando

los ejes no son paralelos se utilizan engranajes que, en general, son

helicoidales cruzados, de tornillo sinfin, cénicos o hipoidales. Si los ejes

son paralelos o se cortan, se puede conseguir que el deslizamiento en los Fig. 1.18 Generacion de
puntos de contacto sea pequefio y, por tanto, el rendimiento alto. Si los un perfil de evolvente
ejes son cruzados no se puede evitar un deslizamiento alto y, por tanto,

el rendimiento serd més bajo.

Un conjunto de engranajes se denomina tren de engranajes. Si los ejes de algunas ruedas dentadas no
son fijos, el conjunto de engranajes constituye un tren epicicloidal o planetario.

1.8 Prestaciones de un mecanismo

Tanto en el andlisis como en la sintesis de mecanismos, es importante poder definir indices de calidad
para evaluar numéricamente las prestaciones —cualidades que caracterizan cuantitativamente las
posibilidades de una maquina o mecanismo. Estos indices pueden hacer referencia a diversos aspectos
como, por ejemplo, el volumen accesible, la precision de posicionamiento en un entorno, etc.

Son muchos los mecanismos en que se puede considerar que hay un miembro de entrada y un
miembro de salida. En estos mecanismos, un indice para evaluar su prestaciéon puede ser el factor de
transmision, definido como la relacion entre el movimiento, una fuerza o un par en el miembro de
salida, y el movimiento, una fuerza o un par en el miembro

de entrada.

En los mecanismos de barras, se utiliza como indice de
buen funcionamiento el dngulo de transmisiéon o dngulo
relativo entre barras. En los mecanismos de leva se utiliza
el dngulo de presion, definido como el dngulo entre la
normal a las superficies en el punto geométrico de Fig. 1.19 Angulo de transmisién en un
contacto y la direccién de la velocidad del punto de cuadrildtero articulado

z 2
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contacto del seguidor. Si el palpador es de rodillo, hay que considerar la direccion de la velocidad de
su centro.

Fig. 1.20 Angulo de presion para una leva de placa con palpador plano a) y palpador de rodillo b)
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Anexo 1.I Representacion simbdélica de elementos

Coleccién de simbolos para la representacion de elementos y pares cinematicos que hay que emplear
en la esquematizacion, segin la norma UNE-EN ISO 3952.

variables y

parametros
a o

coordenadas
de posicion ! | a
y de orientacion

miembros
en general

elemento barra

elemento fijo 0
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movimento plano movimento en el espacio
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par helicoidal

par cilindrico

par plano

rétula esférica

b
4
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7—
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junta universal

o]

corredera con
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leva plana con articulacién
de rotacién fija
leva plana
de traslacion —
de traslacién de rotacién
plano Ag—[l ;(1 Z
de rodillo —g—@ © o(/
2

palpadores

puntual —g—b \7 —( 2

ruedas de friccion
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ruedas dentadas

T+

transmisioén por
ruedas dentadas

cilindrica exterior cilindrica interior conica
g L g
cilindrico c6nico hipoide

(engranajes)
tornillo sin fin tornillo sin fin  pifién-cremallera
cilindrico glébico

embragues

y frenos

embrague freno

transmisiones por
correa y cadena

O (Omo
= & = <

correa cadena
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Problemas

En los mecanismos representados en las figuras adjuntas:

a) Identificar los elementos: miembros y pares cinematicos.

b) Hacer un esquema de simbolos acompafiado de los pardmetros necesarios para el estudio
cinematico.

¢) Sugerir variables adecuadas para estudiar el movimiento del mecanismo.

P1-1 P1-2

P1-3 P1-4

ANNNN\Y
NSO




Mdgquina y mecanismo

31

P1-5
Articulaciones fijas a la bancada

11 2 excéntricas

P1-6 Junta de OldHam

P1-7
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P1-8 Mordaza de presion P 1-9 Obturador de un proyector cinematografico

P1-10 Pala excavadora P1-11 Bisagra
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2 Movilidad

La descripcién de las posibles configuraciones que puede adoptar un mecanismo y el estudio de la
distribucién de velocidades y aceleraciones se puede hacer a partir de un conjunto de variables: las
coordenadas generalizadas y las velocidades generalizadas. En este capitulo se plantea cudntas
variables hay que emplear como minimo para describir la configuracién de un mecanismo —
coordenadas independientes— y cudntas para describir su distribucion de velocidades —grados de
libertad. Se presentan también las relaciones que hay que establecer entre las variables cuando se
utiliza un conjunto no minimo —ecuaciones de enlace—y cémo hay que proceder en este caso para el
estudio de configuraciones y velocidades.

2.1 Coordenadas y velocidades generalizadas. Grados de libertad de un mecanismo

Coordenadas generalizadas. Se denominan coordenadas generalizadas (cg) las variables geométricas
q; de posicién y orientacién empleadas para describir la configuracién de un sistema mecénico. El
conjunto de coordenadas generalizadas {q;,q>, ...,q,} se puede expresar como el vector:
T
q=191-925qn}

donde n es el nimero de coordenadas generalizadas empleadas. Este conjunto de variables ha de ser
suficiente para describir cualquier configuracién del mecanismo.

Las coordenadas generalizadas suelen ser distancias y dngulos, absolutos o relativos, y se intenta,
siempre que sea posible, que estén asociadas a distancias y dngulos facilmente identificables en el
mecanismo: posicion de un punto caracteristico (rétula, centro de inercia de un miembro, etc.), 4ngulo
relativo entre dos miembros articulados, distancia entre dos puntos de dos miembros enlazados por
una guia prismadtica, etc.

Tipos de coordenadas generalizadas. Una primera clasificacion de las coordenadas se establece en
funcién de si se definen a partir de una referencia solidaria al miembro fijo —coordenadas absolutas— o
a partir de una referencia solidaria a un miembro mévil-coordenadas relativas. Asi, por ejemplo, en el
mecanismo de la figura 2.1, 6, y 6, son coordenadas generalizadas absolutas y ¢ es una coordenada
generalizada relativa.

Otra clasificacién de las coordenadas generalizadas se hace atendiendo a aquello que se posiciona o se
orienta. Asi, las coordenadas referenciales sitian un triedro de referencia —un punto origen y tres
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direcciones ortogonales— solidarios a cada miembro. Las coordenadas naturales se asocian a puntos y
direcciones fijas a un miembro. En cualquier caso, sin embargo, estos dos tipos de coordenadas
pueden ser tanto absolutas como relativas.

—
x1=x1

p——1
x2 =XZ

Y1 XG2» YG2)

Y1

(xg1-YG1)
6,

0)

Fig. 2.1 Ejemplo de coordenadas generalizadas en un mecanismo

En los estudios dindmicos, cuando se emplean coordenadas referenciales, el origen del triedro de
referencia solidaria a un miembro se acostumbra a tomar en su centro de inercia. Las coordenadas a
que da lugar esta eleccién se denominan coordenadas inerciales.

En el ejemplo de la figura 2.1, las coordenadas 6, y 6, pueden ser pensadas como referenciales si se
consideran los triedros x;, y; y X,, ¥, fijos a las dos barras y de origen O y O’, respectivamente. Las
coordenadas (xg;, Yg1» 1) ¥ (Xgo» Ygo» 6p) serfan las coordenadas inerciales y las coordenadas
cartesianas de los puntos G, O’ y G, podrian ser consideradas como coordenadas naturales.

Velocidades generalizadas. Para establecer la distribucion de velocidades de un mecanismo en una
configuracién determinada, se utiliza un conjunto de variables cinemdticas que se denominan
velocidades generalizadas (vg). Este conjunto {u;,u,,...,u,} se puede expresar como el vector:
T
u={u,uy,....u,}

donde 7 es el nimero de velocidades generalizadas. Este conjunto de variables cinemadticas ha de ser
suficiente para describir la velocidad de cualquier punto en cualquier configuracién.

En general, las velocidades generalizadas que se utilizan son las derivadas temporales de las
coordenadas generalizadas, u; =¢;, si bien también se pueden emplear combinaciones lineales
u;=2b; r Si una velocidad generalizada no es la derivada de ninguna coordenada generalizada se
dice que estd asociada a una pseudocoordenada. Un ejemplo claro de velocidad generalizada asociada
a una pseudocoordenada es la velocidad longitudinal de un vehiculo convencional, la cual no se
corresponde a la derivada de ninguna coordenada generalizada. En la cinemdtica de sdlidos en el
espacio, si se toman como velocidades generalizadas las componentes del vector velocidad angular
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del sélido en una cierta base, éstas a menudo estdn asociadas a pseudocoordenadas, ya que no son las
derivadas de ninguna coordenada (ver el anexo 2.II). En el movimiento plano, en cambio, la velocidad
angular es la derivada temporal del dngulo girado.

Coordenadas independientes. Grados de libertad. Un conjunto minimo —necesario y suficiente— de
coordenadas generalizadas para describir la configuracién de un sistema mecédnico se denomina
conjunto de coordenadas independientes (ci). Si bien para un cierto sistema se pueden definir diversos
conjuntos de coordenadas independientes, la dimensidén de estos conjuntos es una caracteristica del
sistema y se denomina niimero de coordenadas independientes.

Cualquier conjunto minimo —necesario y suficiente— de velocidades generalizadas que describan la
distribucién de velocidades del sistema se denomina conjunto de grados de libertad (gl). La
dimensién de estos conjuntos es también una caracteristica del sistema y se denomina niimero de
grados de libertad.

Desde un punto de vista intuitivo, se asocian los grados de libertad a los movimientos independientes
a corto término que puede realizar el sistema, y las coordenadas independientes a los movimientos a
largo término.

El niimero de grados de libertad y el nimero de coordenadas independientes de un sistema no tienen
por qué coincidir, si bien en la mayoria de los mecanismos coinciden. Es por eso que a menudo en el
ambito de la teoria de mdquinas y mecanismos se obvia la diferencia y se habla de “nimero de grados
de libertad de un mecanismo” o bien de “movilidad de un mecanismo”, para referirse tanto a
velocidades como a coordenadas independientes.

2.2 Ecuaciones de enlace. Holonomia

Ecuaciones de enlace geométricas. Si se describe la configuraciéon de un sistema mediante un
conjunto {q} = {q, g5, ..., g,,} no minimo de coordenadas generalizadas, entre ellas existen mg
relaciones de dependencia denominadas ecuaciones de enlace geométricas ¢(q) =0 i=1, ..., My, que
usualmente se expresan de forma compacta como ¢(q) = 0. ¢(q) se denomina vector de ecuaciones de
enlace. Estas ecuaciones de enlace son de dos tipos: las que describen analiticamente las restricciones
impuestas por los enlaces entre los diferentes miembros del mecanismo y las que describen la
invariabilidad de la distancia entre puntos de un sélido —ecuaciones de enlace geométricas
constitutivas. En principio, nro. ci = nro. cg - my

Si en el mecanismo de la figura 2.2 se ha decidido trabajar con un conjunto de 5 coordenadas
q ={x1,%x2,Y1.Y2,¢}, se pueden escribir entre ellas las 4 relaciones siguientes:

X1 —1ljcose
y1 —ljsing
(=2 + (1 =y -1
Y2 —d

9(q) =

La tercera componente del vector de ecuaciones de enlace es una ecuacién de enlace constitutiva que
describe la invariabilidad de la distancia entre P y Q.
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P(xla yl)

Fig. 2.2 Mecanismo piston-biela-manivela

De las 5 coordenadas generalizadas empleadas, s6lo hay una independiente (se han establecido 4
relaciones entre ellas). El mecanismo tiene, por tanto, una coordenada independiente. Hay que hacer
notar, que si bien con una sola coordenada se puede describir la configuracién del mecanismo, no
sirve cualquiera de ellas. Este es el caso evidente de la coordenada y,.

La decisién de cudles y cudntas coordenadas generalizadas se ha de utilizar en cada caso no es simple
y depende de muchos factores: resultados que se quieren conseguir, herramientas de cdlculo de que se
dispone, complicacién o simplicidad del mecanismo, etc. En general, sin embargo, la utilizacién de
muchas coordenadas generalizadas dard lugar a muchas ecuaciones de enlace de formulacién simple,
y la utilizaciéon de pocas coordenadas generalizadas dard lugar a pocas ecuaciones, pero de
formulacién mas compleja.

Ecuaciones de enlace cinematicas. Al describir la cinemética de un sistema, el planteamiento es
similar al caso anterior. Si se utiliza un conjunto de velocidades generalizadas no minimo, entre ellas
existen m, relaciones de dependencia —ecuaciones de enlace cinemdticas— que describirdn
analiticamente las restricciones impuestas por los enlaces entre los diferentes miembros, como
también las restricciones impuestas por la invariabilidad de distancia entre puntos de un sélido. En
principio, nro. gl = nro. vg - m,

Si la descripcién de todas las restricciones impuestas por todos los enlaces de un sistema se puede
hacer a nivel geométrico y se toman como velocidades generalizadas las derivadas temporales de las
coordenadas generalizadas, entonces el conjunto de ecuaciones de enlace cinemdticas se puede
obtener derivando temporalmente las ecuaciones de enlace geométricas.

Asi, si en el ejemplo anterior de la figura 2.2 se utilizan las velocidades generalizadas
N ¥
u=q={x,%,5,52.¢}
las ecuaciones de enlace cinemadticas se podrian obtener por derivacion:

X ==l ¢sing

Vi =l cosg

(x1 = x)(xX1 —X) +(y1 = y2)(y1 = ¥2) =0
y2=0
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De las 5 velocidades generalizadas empleadas, tan sélo hay una independiente. El mecanismo tiene,
por tanto, un grado de libertad. De la misma manera que sucede con la geometria, la cinematica de
este mecanismo quedaria descrita con una sola velocidad generalizada, pero no por cualquiera de
ellas. Asi, evidentemente, y, no serviria para establecer la cinemética del mecanismo en cualquier
configuracion.

Las ecuaciones de enlace cinemdticas no siempre se obtienen por derivacion de las ecuaciones de
enlace geométricas, sino que se pueden obtener directamente a partir de las relaciones impuestas por
los enlaces a las velocidades. Este procedimiento es ineludible en caso de trabajar con
pseudocoordenadas o cuando alguna condicién de enlace s6lo es establecida por las velocidades,
como por ejemplo en el no-deslizamiento.

Ecuaciones de enlace rehénomas o de gobierno. En algunos sistemas mecdnicos, y a causa de
elementos de control exteriores al propio sistema, se pueden establecer ecuaciones de enlace, tanto
geométricas como cinemadticas, en que el tiempo aparece explicitamente, ¢(g,f). Son las denominadas
ecuaciones de enlace rehonomas o ecuaciones de gobierno. Estas ecuaciones estin normalmente
asociadas a actuadores o a obstiaculos méviles —elementos capaces de imponer la evolucién temporal
de alguna coordenada. Las ecuaciones de enlace en que el tiempo no aparece explicitamente se
denominan ecuaciones de enlace escleronomas.

A menudo, en el estudio de maquinas y mecanismos, los grados de libertad se cuentan considerando
s6lo las ecuaciones de enlace esclerénomas (provenientes en las maquinas y mecanismos usuales de
los pares cinematicos) y, a partir de estas, los grados de libertad eliminados por las ecuaciones de
enlace rehénomas o de gobierno se denominan grados de libertad forzados. Asi, por ejemplo, un carro
portaherramientas que se mueve sobre una guia prismdtica tiene un grado de libertad que pasa a ser
forzado cuando se considera el actuador que controla la posicién del carro.

Determinacion de las ecuaciones de enlace. La determinacion de las ecuaciones de enlace no es
facilmente sistematizable, excepto en el caso de que se utilicen coordenadas referenciales para cada
miembro (6 en el espacio y 3 en el plano). En el caso que el planteamiento del estudio del mecanismo
se haga a mano o se emplee un conjunto reducido de coordenadas, la determinacién de las ecuaciones
de enlace dependerd de cada sistema y de las coordenadas que se utilicen. En cualquier caso, hay que
plantear un conjunto suficiente de ecuaciones y prestar atencion a que todas sean independientes.

En los mecanismos con anillos, es usual establecer ecuaciones de enlace geométricas mediante la
condicion de cierre del anillo. Para el mecanismo de la figura 2.3 la ecuacién de cierre del anillo
OABCO es OA+AB+BC+CO =0, que, haciendo
uso de las coordenadas generalizadas indicadas y
expresdndola en la base 1,2, da lugar a las ecuaciones

de enlace:
[j cospy Iy cose, 3 cosgs -X 0
[y sing I singp, —l3sing; o

[icosgq +1ycospy +13c0803 —x
#(q) = =0

Fig. 2.3 Mecanismo con un anillo lising; +1;sing, —I3sings
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A partir de la condicién de cierre también se pueden obtener ecuaciones de enlace cinemdticas. Se
parte de la velocidad de un punto —por ejemplo O- y se calcula la velocidad de los puntos A, B 'y C
haciendo uso de la formulacién de la cinematica del sélido rigido (ver el capitulo 3) aplicada a cada
uno de los miembros. Finalmente se vuelve a calcular la velocidad de O para igualarla a la de partida.
Proyectando esta igualdad en una base, se obtienen las ecuaciones de enlace cinemadticas.

v(0) » v(A) » v(B) - v(C) » v(O)

En los mecanismos con movimiento plano, si se usan las coordenadas generalizadas de orientacién de
los miembros y de desplazamiento relativo en los pares que lo permitan, las ecuaciones de enlace
obtenidas a partir de las condiciones de cierre son suficientes.

Holonomia. Se dice que un sistema es holénomo cuando el nimero de grados de libertad coincide con
el de coordenadas independientes. Por el contrario, un sistema es no holénomo si tiene mads
coordenadas independientes que grados de libertad. Se puede pensar en los sistemas no holénomos
como aquellos que no pueden llegar directamente, sin maniobrar, a todas las configuraciones
accesibles. Un vehiculo convencional, por ejemplo, no se puede desplazar transversalmente, pero
puede llegar a una configuracién que corresponda a una translacién transversal si hace maniobras.

Si la descripcién de todas las restricciones impuestas para todos los enlaces de un sistema se puede
hacer desde el punto de vista geométrico, entonces se podrdn derivar las ecuaciones de enlace
cinemdticas y se obtendrd el mismo nimero que de geométricas. En este caso, el sistema serd
seguramente holénomo.

Si las condiciones de enlace —todas o algunas— se establecen a nivel cinematico, como en el caso de la
rodadura sin deslizamiento entre sélidos, en que la restriccién impuesta para el no-deslizamiento
tangencial se ha de establecer a nivel de velocidades, har4 falta integrar en principio las ecuaciones de
enlace cinemadticas para obtener las geométricas. Si esta integracién no es posible, el sistema tendra
mas coordenadas independientes que grados de libertad y serd no holénomo.

Un sistema de un grado de libertad es siempre holénomo, ya que su evolucién se puede conocer a
priori por el hecho de que depende tinicamente de una velocidad generalizada. Es a partir de dos
grados de libertad que se puede presentar la no-holonomia, ya que en este caso la evolucion de las
configuraciones del sistema puede depender de las evoluciones relativas que se hagan entre las
diferentes velocidades generalizadas independientes.

2.3 Determinacion del nimero de coordenadas independientes

Teniendo en cuenta la complejidad del sistema de ecuaciones geométricas de enlace (en general, no
lineales con las coordenadas generalizadas), la determinacién del ndimero de coordenadas
independientes hay que hacerla por inspeccién directa.

Si se puede garantizar que el sistema es holénomo, por ejemplo porque todos los enlaces provienen de
pares cinemdticos, excepto de la rodadura sin deslizamiento, o porque se puede llegar a todas las
configuraciones accesibles directamente, sin maniobrar, entonces el nimero de coordenadas
independientes coincide con el nimero de grados de libertad.
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En caso contrario, si se puede garantizar que el sistema es no holénomo, por ejemplo porque se pone
de manifiesto la necesidad de maniobrar para llegar a algunas configuraciones accesibles, entonces el
nimero de gl +1 es una cota inferior del nimero de coordenadas independientes.

2.4 Determinacion del nimero de grados de libertad

En mecanismos con estructura de drbol —sin ningtin anillo—, la determinacién del nimero de grados de
libertad se puede hacer de manera sistematica y sencilla por inspeccién directa. En mecanismos con
algin anillo, la inspeccién directa no es ni sistemdtica ni simple y los métodos sistematizados basados
Unicamente en la superposicion —transformacion a estructura de drbol o criterio de Griibler-Kutzbach—
dan, en sistemas mecdnicos con enlaces redundantes, un nimero inferior al de grados de libertad.

Mecanismos con estructura de arbol. En los mecanismos sin ningin anillo cerrado, la
determinacidn del niimero de grados de libertad es muy simple. Nada mds hay que sumar el nimero
de grados de libertad relativos de cada miembro respecto al precedente atendiendo al tipo de par
existente entre ellos.

Mecanismos con anillos. En los mecanismos con anillos, la determinacién del nimero de grados de
libertad se ha de hacer, en principio, por inspeccién directa. Hay que ver cudntos posibles
movimientos puede tener o, lo que es lo mismo, cudntos movimientos hay que detener para que el
mecanismo quede en reposo. Se ha de entender que detener un movimiento es anular una velocidad
generalizada y no detener un miembro —que puede implicar detener mds de una velocidad
generalizada. En definitiva, un sistema mecdnico tiene tantos grados de libertad como velocidades
generalizadas haya que anularle para que todos sus puntos tengan velocidad nula.

Un procedimiento sistematico para contabilizar, en principio, los grados de libertad de un mecanismo

con anillos es el siguiente:

— Eliminar un conjunto suficiente de enlaces para suprimir todos los anillos.

— Contar los grados de libertad de la estructura de arbol resultante.

— Restar las restricciones cinemdticas impuestas por los enlaces individuales eliminados
anteriormente.

Otro procedimiento similar al anterior es el criterio de Griibler-Kutzbach:

— Eliminar todos los enlaces del mecanismo.

— Contar los grados de libertad de todos los miembros sin enlaces (6 por sélido o 3 por sélido, si se
considera el estudio en el plano).

— Restar las restricciones cinemdticas impuestas individualmente para cada uno de los enlaces.

Se puede considerar que deriva de este dltimo método el procedimiento que consiste en ir eliminando
del mecanismo grupos de Assur. Los grupos de Assur son conjuntos de enlaces y miembros tal que los
grados de libertad restringidos per estos enlaces es igual a los grados de libertad de los miembros sin
enlaces —6 o 3 per sélido. Dos barras articuladas entre ellas y unidas al mecanismo mediante dos
articulaciones constituyen, por ejemplo, un grupo de Assur.

Estos tres métodos tienen el inconveniente de que, si algtin enlace de los considerados es redundante,
dan un ndmero inferior al de los grados de libertad del mecanismo y que puede llegar a ser negativo.
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Ejemplo 2.1 Determinacién del nimero de grados de libertad de un mecanismo.

— Por inspeccién directa del mecanismo de la figura 2.4, vemos que no tiene ningin grado de
libertad. Si intentamos encontrar el centro instantaneo de rotacion (CIR) de la barra 2 observamos
que, por una parte, estaria sobre la interseccién de la prolongacién de las barras 1 y 3, pero por la
otra estaria sobre la interseccidn de la prolongacién de las barras 3 y 4. Por tanto, la barra ha de
tener forzosamente velocidad nula.

— Para la transformacién a mecanismo con estructura de
arbol, hay que romper los enlaces suficientes para que el
mecanismo no tenga ningln anillo, por ejemplo, los
enlaces a Py a Q. A continuacién hay que contabilizar los
grados de libertad del mecanismo resultante, que serdn 4
(barral/tierra, barra2/barral, barra3/barra2, barra4/barra2).
Teniendo en cuenta que los enlaces a P y a Q son
articulaciones y que restringen dos grados de libertad cada

Fig. 2.4 Estructura de 5 barras uno el nimero de grados de libertad serd 4 — 4 = 0.

—  Criterio de Griibler-Kutzbach. El mecanismo tiene 4 barras y 6 enlaces que son articulaciones. Por
tanto, nro. gl=4x3 -6 x2=0.

— Grupos de Assur. Este mecanismo no contiene ningtin grupo de Assur.

Ejemplo 2.2 Determinacién del nimero de grados de libertad de un mecanismo.

— Por inspeccién directa se observa que este mecanismo tiene 2 grados de libertad. El CIR de la
barra 2 no queda definido; por tanto, tiene mds de un grado de libertad. Si detenemos la rotacién
de la barra 1 respecto a tierra, el sistema aun tiene un grado de libertad —se puede definir un CIR
por cada sélido—; por tanto, en total el sistema tiene dos.

— Por transformacién a mecanismo con estructura de
arbol, si se rompen los enlaces a P y a Q se
contabilizan cinco grados de libertad (barral/tierra,
barra2/barral, barra3/barra2(2 gl), barrad/barra2).
El enlace a P restringe dos grados de libertad y el
enlace a Q uno. Per tanto, nro. gl=5-2-1=2.

— Ciriterio de Griibler-Kutzbach. El mecanismo tiene 4
barras, 4 articulaciones que restringen dos grados de
libertad cada uno y 2 enlaces de guia-corredera articulada que restringe uno. Por tanto, nro. gl =4 x
3-4x2-2x1=2.

Fig. 2.5 Mecanismo de 5 barras

— Grupos de Assur. Se pueden eliminar los grupos:
a) Barra 3, articulacién Py corredera R (3(barra)-2(articulacién)-1(corredera)=0)
b) Barra 4, articulacién S y corredera Q (3(barra)-2(articulacién)-1(corredera)=0)
Por tanto, el mecanismo queda reducido a las barras 1 y 2 y, evidentemente, tiene 2 grados de
libertad.
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2.5 Redundancia total. Redundancia tangente

Un enlace es redundante cuando impone alguna restriccion en el movimiento del sistema —
redundancia tangente— o en las configuraciones y el movimiento del sistema —redundancia total- que
ya ha estado impuesta por otros enlaces. La redundancia en los mecanismos es, en principio,
indeseable porque implica fuerzas en los enlaces y tensiones internas desconocidas en los sélidos —con
la hipétesis de solido rigido— y que pueden ser muy grandes.

Redundancia total. Si en un sistema con un conjunto de enlaces no redundantes se introduce un
nuevo enlace y el sistema puede adoptar las mismas configuraciones que antes, al menos en un
entorno de la configuracién estudiada, entonces se dice que este enlace es totalmente redundante
respecto al conjunto inicial.

La redundancia total en los mecanismos implica fuerzas en los enlaces desconocidas y que pueden
asumir valores grandes. Estas fuerzas se incrementan de manera finita a causa de la aplicacién de
fuerzas finitas exteriores al sistema. La consideracion de la flexibilidad de los sélidos y de los enlaces
y de la existencia de tolerancias en los enlaces hace que, en la prictica, muchas veces la redundancia
total sea tolerable. La limitacién de carga que pueden soportar los miembros de un mecanismo hace
que aquella a menudo sea necesaria.

Un ejemplo claro de este hecho son las puertas con tres bisagras: si consideramos una bisagra como
una junta de revolucién, entonces las otras dos son claramente redundantes —el movimiento de la
puerta es exactamente el mismo con una que con tres bisagras. La construccién de puertas con una
sola bisagra, sin embargo, seria en general un mal disefio, ya que ésta deberia de ser muy robusta para
aguantar todas las cargas aplicadas. Por otra parte, la tolerancia de cada bisagra, la flexibilidad de la
puerta y el procedimiento de montaje hacen que las posibles desalineaciones no provoquen fuerzas
internas demasiado grandes.

A medida que la rigidez aumenta, se han de disminuir las tolerancias de fabricacién ya que, si no, las
redundancias dan lugar a fuerzas elevadas y a dificultades de montaje y funcionamiento que conducen
a soluciones inviables. Este podria ser el caso de la puerta de una caja fuerte.

Una manera de observar si un mecanismo presenta enlaces redundantes es modificar ligeramente
algin pardmetro —longitud de una barra, posicién de una articulacion, etc. Si el sistema presentaba
alguna redundancia, el sistema modificado cambiard su funcionamiento: no se podrd montar,
presentard una redundancia tangente o bien perderd algin grado de libertad.
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Fig. 2.6 Paralelogramo articulado redundante
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El mecanismo de la figura 2.6, formado por las barras 1, 2 y 3, es un paralelogramo articulado de un
grado de libertad —basta con parar la velocidad generalizada ¢ asociada a la variacién del dngulo entre
la barra 1 y la tierra para inmovilizar el mecanismo. En su movimiento, el punto P describe un circulo
alrededor de O. Si se une la barra OP con articulaciones a los extremos —que obliga a mantener la
distancia constante entre dos puntos—, el mecanismo puede conseguir exactamente las mismas
configuraciones. Seria, por tanto, un mecanismo con una redundancia total.

Redundancia tangente. Si en un sistema, con un conjunto de enlaces no redundantes, se introduce un
nuevo enlace que, sin restringir en principio las velocidades, restringe las configuraciones accesibles,
se dice que este enlace es redundante tangente respecto al conjunto inicial.

No es facil encontrar ejemplos reales de sistemas con redundancia tangente, ya que nunca funcionan
correctamente y su presencia es indicativa de un mal disefio.

Fig. 2.7 Cuadrildtero articulado con redundancia tangente

El cuadrilatero articulado ABCD de la figura 2.7 tiene un grado de libertad y en esta configuracién el
centro instantdneo de rotacién de la biela es el punto I. Si, para inmovilizarlo, se une la barra
articulada PO, las configuraciones accesibles quedan reducidas a una —la dibujada— pero no se
restringe, en principio, la velocidad angular de la biela alrededor del punto I. Serd, entonces, un
mecanismo con redundancia tangente.

La presencia de redundancia tangente en un mecanismo es siempre indeseable, ya que fuerzas
exteriores finitas conducen, en general, a la aparicién de fuerzas interiores tedricamente infinitas. En
el sistema anterior (Fig. 2.7) las fuerzas de enlace que actiian sobre la biela BCP provenientes de las
barras AB, OP y CD dan una resultante nula y un momento resultante nulo, ya que se cortan en el
punto I. Si se aplica un par exterior sobre la biela, hardn falta fuerzas infinitas en las barras para que
con una rotacidn infinitesimal de la biela puedan dar un momento resultante finito.

La presencia de redundancia tangente en un sistema puede confundir en la determinacién del nimero
de grados de libertad por inspeccién directa, ya que en este procedimiento se tiende a asociar las
velocidades a desplazamientos mds o menos pequefios. Eso hace que una velocidad generalizada
analiticamente independiente se puede dejar de considerar como tal.
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Grado de redundancia. El grado de redundancia de un mecanismo sin redundancias tangentes se
define como el nimero de condiciones de enlace cinemadticas que se pueden eliminar sin modificar la
distribucién de velocidades del mecanismo. El grado de redundancia se obtiene como la diferencia
entre el nimero de grados de libertad y el nimero n’ que se obtiene aplicando los procedimientos de
superposicién —el criterio de Griibler-Kutzbach o el criterio de abrir anillos.

nro. grados de libertad = 3 n (o bien 6 n) — nro. eq. independientes
n’ =3 n (o bien 6 n) — nro. eq.
nro. eq. dependientes = grado de redundancia = nro. eq.— nro. eq. independientes = nro. gl — n’

Si se analiza el paralelogramo de la figura 2.6, formado por las barras 1, 2, 3 y 4, se observa que tiene
un grado de libertad. El criterio de Griibler-Kutzbach, en cambio, darfa:

4 s6lidos x 3 gl/sélido — 6 articulaciones x 2 restricciones/s6lido = 0

Por tanto, el mecanismo tiene un grado de redundancia igual a 1.

2.6 Espacio de configuraciones. Subespacio de configuraciones accesibles

Espacio de configuraciones. Se denomina espacio de configuraciones de un sistema un espacio
puntual de dimensién n —ntimero de coordenadas generalizadas— en que los puntos tienen como
coordenadas las coordenadas generalizadas que se han considerado en la descripciéon de la
configuracién del sistema.

Subespacio de configuraciones accesibles. Aquellos puntos del espacio de configuraciones que
cumplen las ecuaciones de enlace geométricas forman el subespacio de configuraciones accesibles.
Es, por tanto, el conjunto de configuraciones que el mecanismo puede conseguir sin romper los
enlaces. Este subespacio tendrd como dimensién el nimero de coordenadas independientes. Asi, si un
sistema de una coordenada independiente se define mediante 3 coordenadas generalizadas, el espacio
de configuraciones serd de dimensién 3 y el subespacio de configuraciones accesibles tendra
dimensién 1; serd una curva —conexa o no— dentro de este espacio.

Si para el mecanismo de yugo escocés de la figura 2.8 se toman como coordenadas generalizadas el
angulo ¢ de rotacién de la manivela y el desplazamiento x del pistén, el espacio de las configuraciones
es el plano x, ¢ y el subespacio de configuraciones accesibles es la curva dibujada.

X

S

! ‘It}/Z T

Fig. 2.8 Subespacio de configuraciones accesibles de un yugo escocés
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2.7 Resolucion de las ecuaciones de enlace geométricas. Método de Newton-Raphson

El andlisis de un sistema mecédnico definido con un conjunto no minimo de coordenadas generalizadas
requiere la determinaciéon de cudl es el subespacio de configuraciones accesibles o, lo que es lo
mismo, encontrar soluciones de las ecuaciones de enlace geométricas para un instante determinado si
son funcién explicita del tiempo. La resolucién de este sistema muy pocas veces se puede hacer
analiticamente y hay que recurrir, en general, a métodos numeéricos de diferentes tipos —minimizacién
de funciones escalares, aproximaciones sucesivas, etc.—, el mas conocido de los cuales es el método de
Newton—Raphson.

Método de Newton—Raphson. Este método resuelve el sistema de ecuaciones de enlace ¢(g)=0 por
aproximaciones sucesivas a partir de una configuracion inicial aproximada y linealizdndolo en el
entorno de la configuracién obtenida en el paso anterior. La linealizacién de una ecuacién de enlace
¢,(g)=0 alrededor de una configuracién ¢ da lugar a la expresion:

0o 0o ;
6@ =0= ;@) + 20 (g1 -0+ 2 (g, — g0
6‘]1 aQn

Si se linealizan todas las ecuaciones de enlace ¢(g)=0, se obtiene en forma matricial:

#(q)=0=p(g")+¢,(q°)Aq @.1)
9. 91
0q, dq,

con ¢q:
0q, aQn

donde ¢q es la matriz jacobiana o la matriz de derivadas parciales del sistema de las ecuaciones de
enlace geométricas respecto de las coordenadas generalizadas.

El método de Newton—Raphson itera la ecuacion 2.1 hasta que ¢(g) es inferior a una tolerancia e.

d)+¢,(9)Ag=0
)
Aq=-4;" (@) $(q) <
)
qg+Aq—q
)
Si ¢(q) > €

El método de Newton-Raphson converge rdpidamente hacia la solucién si la aproximacién es
suficientemente buena pero puede, también divergir. Existen modificaciones del algorismo de
Newton-Raphson que aseguran mds la convergencia en detrimento de la velocidad.
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La base de otros métodos es la minimizacién de una funcién escalar que cuantifica el error cuadratico
en el cumplimiento de las ecuaciones de enlace: error(q)=¢1(q) ¢(q)

2.8 Configuraciones singulares

Se denominan configuraciones singulares de un mecanismo aquellas en que el mecanismo presenta un
funcionamiento diferenciado respecto al de las otras configuraciones accesibles, y se pueden
distinguir, en principio, dos tipos: los puntos muertos y las bifurcaciones.

Puntos muertos. Se dice que una configuracién accesible de un
mecanismo es un punto muerto para la coordenada ¢; cuando esta
coordenada toma un valor extremo, ya sea un maximo o un minimo.

En un mecanismo piston-biela-manivela como el de la figura 2.9,
por ejemplo, hay 2 puntos muertos para la coordenada generalizada
x que mide el recorrido del piston dentro del cilindro: la
configuraciéon en qué x=1[/+r —conocida como punto muerto /
superior— y aquella en que x = /- r —conocida como punto muerto X
inferior. En cambio, la coordenada ¢, que mide el dngulo girado por
la manivela, no presenta puntos muertos, ya que nunca puede llegar
a un extremo —el dngulo ¢ puede crecer indefinidamente.

r
En un punto muerto, la velocidad generalizada correspondiente ¢
seguro que tiene siempre un valor nulo independientemente de N
como se esté moviendo el resto del mecanismo. Esto hace que esta
velocidad generalizada no sirva para describir la cinemédtica del Fig. 2.9 Mecanismo piston-
mecanismo y no describa ningin grado de libertad en esta biela-manivela

configuracién. En el mecanismo de la figura 2.9, por ejemplo, la

velocidad generalizada x puede utilizarse como grado de libertad en todo el subespacio de
configuraciones accesibles, pero no en los puntos muertos de la coordenada x. Por el contrario, ¢
puede ser velocidad generalizada independiente sin ningin tipo de problema.

La determinacién de los puntos muertos de un mecanismo no es simple, ya que es un problema
geométrico, y en principio no lineal, y normalmente se hace por inspeccién visual del mecanismo.
Mis adelante se verd una condicién necesaria para la determinacién de puntos muertos en
mecanismos de un grado de libertad.

Bifurcaciones. Una configuracién accesible de un mecanismo es una bifurcacién cuando el
mecanismo puede evolucionar, a partir de ella, por mds caminos de los que podria hacerlo en otras
configuraciones. En una configuraciéon que no presente ninguna singularidad, un mecanismo de un
grado de libertad puede evolucionar tan solo por un camino. En una bifurcacién, la evolucién podra
ser por mds de un camino.

En la figura 2.10 se representa un paralelogramo articulado en una configuracién accesible cualquiera
y su evolucién posible.
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Fig. 2.10 Paralelogramo articulado en una configuracion accesible cualquiera

En la figura 2.11 se ve el mismo paralelogramo cuando las tres barras son colineales —configuracion
singular y bifurcacién— y las evoluciones que puede tener a partir de esta configuracion.

N I
/”é" N

Fig. 2.11 Paralelogramo articulado en una bifurcacion
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Anexo 2.I Geometria de triangulos y cuadrilateros

En el estudio de mecanismos de barras planos, es frecuente que se haya de resolver la geometria de
tridngulos y cuadrilateros. Los tridngulos aparecen sobre todo en las inversiones del mecanismo
pistén-biela-manivela y los cuadrildteros lo hacen evidentemente al estudiar el cuadrilatero articulado.

Geometria de triangulos b

En el estudio de un tridngulo (Fig. 2.12) se pueden presentar 4 u ' '

situaciones diferentes, segiin se conozcan:

a) Los tres lados a, b, c. Los dngulos se pueden determinar ’ c
directamente a partir del teorema del coseno:

cos(a) = (b% + c2 —a?) /2 b c (Fig. 2.13).

b) Dos lados y el dngulo que forman, a, b, y. El tercer lado se Fig. 2.12 Tridngulo
determina también a partir del teorema del coseno: ¢ = @+b2-2ab cos(y))l/z. Un segundo
dngulo se obtiene, por ejemplo, del teorema del seno: sin(a) = (a/c) sin(y) (Fig. 2.15).

¢) Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos, a, b, a. El tercer lado viene dado por la expresion
c=bcos(a) + (a® - b2 sinz(a))l/z. Un segundo dngulo se puede obtener como en el caso anterior
(Fig. 2.14).

d) Un lado y dos dngulos. Los lados se obtienen a partir del teorema del seno y teniendo en cuenta
que sin(a+B)=sin(y) (Fig. 2.16). Asi, si se conoce:

- a,B,y; b=asinB)/sin(y+f); c = a sin(y)/sin(y+f)
- a,a,y; b=asin(a+y)/sin(@) ;c = a sin(B)/sin(@)
Estas situaciones se presentan en los ejemplos siguientes:

a) Determinaciéon de la inclinacion ¢ de la b) Determinacion del largo / del cilindro PQ en
barra OP en funcién del largo p del cilindro. funcién del dngulo girado por la manivela
OP.

Fig. 2.15
Fig. 2.13
'8 d) Determinacién de la posicién d del pistéon Q
¢) Determinacion de la posicion d del pistén Q en funcién del dngulo girado por el balancin
en funcién del dngulo girado por la OP.

manivela OP.
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Geometria de cuadrilateros

El andlisis del cuadrilatero (Fig. 2.17) se realiza a
partir de las ecuaciones obtenidas de la condicién de
cierre:

[y cosgq +1, cosgy +I3co8¢3—14 =0

[y sing| +Iysingy —Il3sinp3 =0

Fig. 2.17 Cuadrildtero articulado

En este anexo se presenta la determinacién de los dos
dngulos, ¢, y @3, en funcién del dngulo ¢, y de las longitudes de los lados 4, [5, I3 y 1.

De las ecuaciones anteriores se puede eliminar el dngulo ¢, de la biela y se obtiene la ecuacion de
Freudenstein:

cos(¢ —p3)—c3cosp; —cycosps+cy =0 con ¢y =1/
Cc3 214/13
o= -+ +13)/20 1

A partir de las expresiones del seno y del coseno de un dngulo en funcién de la tangente del dngulo
mitad' para el dngulo (3, se obtiene la ecuacion siguiente de segundo grado:

(c1 +cy +cos@y(—1—c3))i3 +(=25in @ )t5 +(—cy + ¢4 +cos@y(1—c3)) =0

(2.2)
donde 13 = tan‘p—z3

De manera similar, con la eliminacién de ¢, se obtiene:
cos(¢) —py)—CyCcosp—ciCospy +c5=0 con ¢y, =g/l
cs=(E+13-13+13)/20 1,
(c1 +c5—cos@y(1+¢))t5 +(2sin@y )ty +(—c; +cs +cos@y(1—¢)) =0, on 1, = tan(’D?2 (2.3)
La posible doble solucién real de las ecuaciones 2.2 y 2.3

corresponde a la posibilidad de que, dado ¢, existan dos
configuraciones posibles del cuadrilatero (Fig. 2.18 ).

Fig. 2.18 Doble solucion del
cuadrildtero

, 2tanar /2 1-tan’(@/2)
—_— , oS =————————

sina = 3 ; S = 3 .
1+tan“(a/2) 1+tan“(a/2)
Hay que observar que este cambio de manera general pasa de expresiones trigonométricas a polinomios racionales.
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De manera similar se pueden resolver los cuadrilateros con correderas como, por ejemplo, el de la
figura 2.19.

Fig. 2.19 Cuadrildtero con
corredera

rcosgy +scosg, +lsing, —d =0
rsing +ssing, —lcosg, =0

Eliminando la variable s
rsin(p; —¢@,)—Il+dsing, =0 y utilizando 1, = tangz%2

(rsing; +l)t% +2(rcosp; —d)ty +(I—rsing;) =0
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Anexo 2.I1 Orientacion y velocidad angular de un sélido rigido

En el andlisis de mecanismos, un punto especialmente complejo es el estudio de la orientacién y la
velocidad angular de los sélidos en el espacio.

Si un sélido tiene movimiento plano, su orientacién queda definida por un dngulo contenido en el
plano del movimiento y su velocidad angular es la derivada temporal de este dngulo, que si hay que
tratarla como vector es perpendicular al plano del movimiento.

Orientacion de sélidos en el espacio

Para estudiar la orientacién de los sélidos en el espacio se parte de bases vectoriales, una base fija B
en la referencia respecto a la cual se estudia el movimiento, y una fija al sélido B’. La matriz de

cambio de base [S] se asocia a la orientacién del sélido respecto a la referencia

{u}B = [S]{u}B, con [S] ortonormal.
El teorema de Euler afirma que todo cambio de orientacién se puede considerar como una rotacién
simple ¢ en el entorno de una direccién de versor v . Esta direccion corresponde a la del vector propio
asociado al valor propio unitario de la matriz de cambio [S] y se puede encontrar, por tanto, mediante
la expresion

[S-1I]v=0

El 4ngulo girado ¢ en el plano perpendicular a v es tal que

cosp = {VJ'}T[S]{VJ'}

T
sing = {v X VJ'} [S]{VJ'}, donde v és un versor normal a v.

Si lo que se conoce es el versor v y el dngulo girado ¢, la matriz de cambio de base es

[S]=[T]cose + wl(1-cosg) +[v]sing
0 -vy3 vy
definiendo [v]=| v3 0 -v
-V, 0

Analiticamente, es interesante definir los pardmetros de Euler como
ey = cosZ
2

e:vsin% {8}2{61,62,63}T

se observa que e(% + 612 + e% +e32 =1
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En funcién de los pardmetros de Euler, la matriz de cambio se expresa

0 —€3 €y
[S]=(2e} —~DI+2ee™ +2[e]e, definiendo[e]=| e3 0 —¢
—€) €] 0

y si se conoce esta matriz, los pardmetros de Euler se obtienen a partir de

COsp = (Sll +S22 +S33 -1/2

S32 =523

dabyewms RIEIRDES
sing

S21 =512

El interés analitico de los parametros de Euler no es paralelo a la facilidad de su interpretacion fisica y
cuando ésta es necesaria para la definicion del problema o la interpretacién de resultados, la
orientacion se define a partir de los dngulos de Euler.

Los 4dngulos de Euler son 3 rotaciones simples i, 8 y ¢ sucesivas alrededor de 3 ejes, cada uno de los
cuales es orientado por las rotaciones anteriores. Al ser rotaciones simples, en las maquinas a menudo
quedan materializadas por pares cinematicos cilindricos o de revolucién. En la figura 2.20 se muestran
los dos juegos de dngulos de Euler: @) dngulos de Euler empleados tradicionalmente en la orientacién
de rotores rapidos, por ejemplo los giroscopios, y b) angulos de Euler de tres ejes empleados
normalmente en la orientacién de vehiculos.

A partir de las matrices de cambio elementales asociadas a cada una de las rotaciones introducidas por
los angulos de Euler [¥/], [0] y [¢] la matriz de cambio total es [S] = [y] [6] [¢].

Cuando se presta mds atencién a la orientacidn inicial y final que a su evolucién se pueden utilizar

también rotaciones @, f y y alrededor de ejes fijos, introducidas por orden. Igual que en el caso
anterior, la matriz de cambio global a partir de las asociadas a cada una de las rotaciones es

[S] = [a] [B] [¥].
Vector velocidad angular

La velocidad angular w es una magnitud vectorial asociada al cambio de orientacién que no aparece
directamente como derivada temporal de ninguna coordenada.

En el estudio de la distribucion de velocidades en un sélido rigido se obtiene ficilmente que
»(P)=»(0)+[S]'[$]OP

[S ]_1[5' ]=[w] es una matriz antisimétrica a la cual se puede asociar el operador lineal producto
vectorial de manera que

[5]71[3]@: [w]ﬁ: wxOP
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Secuencia 1-2'-1"

1”51'”

Fig. 2.20 Angulos de Euler a) de dos ejes y b) de tres ejes

Si la orientacién se define por medio de los dngulos de Euler, el vector w resulta particularmente
intuitivo. A cada rotacién simple le es asignado un vector ¥, y ¢ —de médulo la derivada temporal
del angulo girado, de direccidn la del eje de rotacién y de sentido el dado por el avance de un tornillo
con rosca a derechas que gira segtin la rotacién— y la velocidad angular es la suma de los tres vectores.

w=9+0+¢
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La relacién entre los pardmetros de Euler y la velocidad angular viene dada por las expresiones

siguientes:

w=2Ep

p= %ETa) , donde

—e;
E = (%)

—e3

€o
€ —€3 €
. €1
€3 e —e€ |1 p=
)

VS| €0 ¢
3
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Problemas

P2-1 En el mecanismo de la figura:
a) Definir conjuntos suficientes de coordenadas generalizadas y velocidades generalizadas.

Determinar:

b) El ntimero de grados de libertad, conjuntos de coordenadas y velocidades generalizadas
independientes.

¢) Ecuaciones de enlace geométricas y cinemadticas, si se toma el conjunto {x,y} de coordenadas
generalizadas.

P2-2 Estudiar la movilidad del mecanismo pistén-biela-manivela.

a) Definicién de un conjunto suficiente de coordenadas y velocidades generalizadas.

b) Planteamiento de las ecuaciones de enlace si se utiliza el conjunto {¢;, ¢,, x} como coordenadas
generalizadas.

¢) Obtencion de los graficos ¢, (¢1) y x ().

d) Determinacién de los puntos muertos para las coordenadas ¢y, ¢, x.

e) (Qué enlaces se pueden establecer entre los diferentes miembros para no tener redundancia en la
materializacién de este mecanismo?
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P2-3 Para el mecanismo diferencial de la figura, determinar:

a) El nimero de grados de libertad.

b) Las ecuaciones de enlace geométricas y cinematicas cuando se toma el conjunto de coordenadas
generalizadas {y;, ¥,, y3}.

P24 En el tecnigrafo representado en la figura:
a) Definir un conjunto de coordenadas generalizadas suficiente que incluya las rotaciones en los
pares cinemadticos de revolucion y las coordenadas cartesianas del punto O.

Determinar:

b) El nimero de grados de libertad.

¢) Las ecuaciones de enlace geométricas.

d) Los puntos muertos para las coordenadas empleadas.




56 Teoria de mdquinas

P2-5 La lampara de la figura puede girar alrededor del eje vertical s-s’ y el plano de la pantalla
coincide con el plano de las barras articuladas.
a) Determinar el nimero de grados de libertad.
b) Definir tres rotaciones que permitan situar el punto P.
¢) Estudiar la orientacién de la pantalla y el grado de redundancia del mecanismo en su
materializacidn (especificar que tipo de pares considera).

P2-6 Para el sistema de la figura, se pide estudiar la redundancia y las configuraciones singulares
en los casos de una biela y de dos.

P2-7 La corona circular de la figura puede moverse sobre
una superficie plana. Para guiarla de manera que gire
alrededor de O, se colocan pasadores que pueden
deslizar dentro de una ranura circular de la superficie
plana. Estudiar el nimero y la colocacién adecuada de
los pasadores.
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P2-8 La figura representa un mecanismo de pinza mévil que se acciona a partir del
desplazamiento de las dos barras extremas.
a) Determinar el niimero de grados de libertad de la pinza.
b) Relacionar la posicion x del centro O y la apertura & de la pinza con el desplazamiento de las dos
barras extremas, mediante el establecimiento de las ecuaciones de enlace geométricas.

d
X d =80 mm
l; =33 mm
Pr_ I L | p l, =17 mm
[ hy=6 mm
=== 0 s =18 mm
s
(777747 O h (/77777
77777 \ 77777
L=
P29 Los dos discos de la figura pueden girar en el entorno de sus ejes O; y O,. El disco 1 tiene

dos ranuras a 90° por donde pueden correr los botones A y B fijos al disco 2.
a) Determinar el niimero de grados de libertad y hacer un estudio de las redundancias.
b) Establecer la relacién entre los dngulos girados por los dos discos.
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P2-10  Determinar la relacion entre los dngulos ¢; y ¢, del cuadrildtero articulado de la figura y
establecer las configuraciones singulares.

P2-11  Enel tren epicicloidal de ruedas de friccién de
la figura, la rueda mas grande es fija. Todas
las ruedas en contacto tienen movimiento
relativo de rodadura sin deslizamiento y las
ruedas intermedias no tienen ningin otro
enlace que los puntos de contacto.

Determinar:
a) El nimero de grados de libertad.
b) Las posibles redundancias.

P2-12  Determinar el nimero de grados de libertad del mecanismo de la figura. Establecer un
conjunto de a) 5 y b) 4 coordenadas generalizadas y las ecuaciones de enlace entre ellas.
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P2-13  En el mecanismo de pantégrafo de la figura:

a) Determinar el nimero de grados de libertad.

b) Relacionar las coordenadas de P con el desplazamiento p; de la barra horizontal y p, de la barra
vertical.

[y =75 mm

l, =225 mm
3 =150 mm
[y =450 mm
h =225 mm

P2-14  Para manipular una placa que puede deslizar sobre una mesa plana, se dispone:
a) De dos palpadores en forma de casquillo esférico que no deslizan respecto a la placa. Los
casquillos estdn articulados a la mesa mediante dos rétulas esféricas.
b) De dos ruedas de friccién que mantienen contacto sin deslizar con la placa.
Definir un conjunto suficiente de coordenadas y velocidades generalizadas y determinar el
nimero de coordenadas independientes y de grados de libertad.
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3 Cinematica de mecanismos

En este capitulo se estudia la cinemdtica de los mecanismos a partir de las ecuaciones de enlace
cinemdticas que se pueden encontrar, o bien derivando las ecuaciones de enlace geométricas, o bien a
partir del estudio cinemético de los enlaces.

El estudio del caso particular del movimiento plano tiene un interés especial porque se presenta en
muchos mecanismos y da lugar a procedimientos de andlisis simplificados que tienen una
interpretacion grafica sencilla.

3.1 Estudio cinematico de los mecanismos a partir de las ecuaciones de enlace
geométricas

Para un mecanismo del cual se conoce: la configuracién descrita mediante un conjunto de n
coordenadas generalizadas, los enlaces descritos mediante un conjunto de ecuaciones de enlace, y
otras restricciones entre coordenadas generalizadas o velocidades generalizadas, se pueden plantear el
andlisis de configuraciones o de montaje, el andlisis de velocidades y el andlisis de aceleraciones.

El andlisis de configuraciones consiste en determinar el conjunto de valores de las coordenadas
generalizadas que satisface todas las ecuaciones de enlace geométricas, dados los valores de las
coordenadas generalizadas independientes y el tiempo, si aparece explicitamente, tal como se ha visto
en el capitulo anterior.

El andlisis de velocidades consiste en determinar el valor de las velocidades generalizadas de un
mecanismo en una configuracion, dados los valores de las velocidades generalizadas independientes y
el tiempo, si aparece explicitamente en la formulacién de las ecuaciones de enlace. Posteriormente se
puede encontrar la distribucion de velocidades de todos los miembros del mecanismo.

El andlisis de aceleraciones consiste en determinar el valor de las derivadas de las velocidades
generalizadas de un mecanismo en una configuracién, dados los valores de las velocidades
generalizadas independientes y los valores de las derivadas de las velocidades generalizadas
independientes, asi como también del tiempo, si éste aparece explicitamente en la formulacién de las
ecuaciones de enlace. Posteriormente se puede encontrar, a partir de las velocidades generalizadas y
sus derivadas, la distribucion de aceleraciones de todos los miembros del mecanismo.
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Analisis de velocidades. Para hacer el analisis de velocidades se deriva el sistema de ecuaciones de
enlace geométricas ¢(q.r) respecto al tiempo y se obtiene un sistema de ecuaciones cinemadticas
lineales para las velocidades generalizadas:

9 5gn=22 4.9 _ G+, =
dtrﬁ(q,t)—aq 9+ 0 ¢4+, =0 (3.1)

donde ¢, es el vector de derivadas parciales de ¢(g.f) respecto del tiempo y é, es la matriz jacobiana
del sistema de ecuaciones. Si el vector de ecuaciones de enlace es

¢1(q.1)
¢(q,t) = : la matriz jacobiana ¢q y el vector ¢, son
Py (q:1)
a¢l(q’t) a¢l(q’t) a¢1(q,t)
dq, 9, ot
¢q = : : ¢t = :
O, (@.1) 0By (g,0) I, (g-1)
94 g, o

El sistema de ecuaciones de enlace cinematicas obtenido asi sélo tiene en cuenta las restricciones
geométricas. Por lo tanto, si el sistema es no holénomo, se han de afiadir las ecuaciones de enlace
cinemdticas no establecidas a partir de la derivada de las ecuaciones de enlace geométricas.

Para determinar todas las velocidades generalizadas en una cierta configuracién accesible del

mecanismo y en un cierto instante, se ha de resolver este sistema de ecuaciones lineales (Eq. 3.1), que

tiene tantas variables como velocidades generalizadas n y tantas ecuaciones como ecuaciones de

enlace cinemdticas m,. Para resolverlo se puede proceder de dos maneras:

a) hacer una particiéon del conjunto de velocidades generalizadas en velocidades generalizadas
independientes qi, tantas como grados de libertad, y velocidades generalizadas dependientes qd

[¢3¢2]{‘§}=—¢, 0y -atvoidt =0, ¢ =0l [a+0}4] (3.2)

donde la matriz ¢2 es una matriz cuadrada de dimensién m.
b) ampliar el sistema de ecuaciones introduciendo tantas ecuaciones de gobierno cinemadticas como

grados de libertad tenga el mecanismo n-m. El sistema ampliado tendrd una matriz jacobiana
cuadrada de dimension n:

a="o;]" (3.3)

donde ¢, y ¢/ son, respectivamente, la matriz jacobiana y el vector de derivadas parciales
temporales del conjunto de ecuaciones de enlace y de gobierno.
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Analisis de aceleraciones. Para hacer el anélisis de aceleraciones de un mecanismo, una vez se ha
hecho el andlisis de velocidades se ha de encontrar la derivada temporal de las velocidades
generalizadas. Por eso, se vuelve a derivar respecto del tiempo la expresion 3.1, empleada para hacer
el andlisis de velocidades, con lo que se obtiene

¢q'q+¢q'q+¢t=0 ¢q'q=_(¢q'q+¢t) (34)

Esta expresion se puede escribir empleando tan sélo derivadas parciales del vector de ecuaciones de
enlace, lo que facilita el tratamiento sistematico, ya que, tanto en el andlisis de velocidades como en el
de aceleraciones, todas las derivadas que se han de calcular son parciales:

by d+]$qd] 442044+ y =0
?, 'q'=—[[¢q 4] -a+24, 'q+¢n}

Para resolver este sistema de ecuaciones lineales para las derivadas de las velocidades generalizadas,
se puede proceder de manera andloga a como se ha hecho con las velocidades. Si en la expresién 3.4
se hace la particién en velocidades generalizadas dependientes e independientes se obtiene

i = o8] [ol-d' +,a+9.] (3.5)
y si se afiade al sistema de ecuaciones de enlace un conjunto de ecuaciones de gobierno, entonces
i=-o;] " @-a+ )
Ejemplo 3.1 Andlisis de velocidades y aceleraciones del mecanismo de la figura 3.1.

Yy De la condicién de cierre del anillo ABCO se
obtienen las dos ecuaciones de enlace

rcos@ +lcos@, +lcospz—d =0
rsing +Ising, —Ising; =0

que, escritas en forma vectorial, son

rcosg; +Ilcosg, +1lcosp; —d
$( )={ : =0

rsing; +Ising, —Ising;

y su matriz jacobiana es

_|-rsing; —Ising, —Ising;
7" rcosg; lcosp, —lcospj

Fig. 3.1 Mecanismo articulado
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Si se considera el dngulo ¢; como coordenada independiente, la expresiéon 3.2 del andlisis de

velocidades lleva a:

4 = —rsing|=Ising, —Ising;
7| rcosg; | Icosp, —lcoseps
¢ ¢

) . -1 .
. 17 L —Ising, —Ising; —rsmeyq | 0
q° =—[¢‘3,] : ¢;+¢;-q‘]={l ' Y1 ()
I cosy, —lcosyps —rcosg 0
r {Sin(¢1+¢3)}¢ _{9272}
i a—— 1=3.
Isin(py +¢3) [sin(e —¢7) ¥3

El andlisis de aceleraciones a partir de la expresion 3.5 da lugar a la expresién

" . . -1
4 _ P2 ATV Tpi i x ae g —Ising, —Isings
q {‘P}} [¢q] [¢q q ¢q q ¢t] |:lCOSg02 —lCOS(p3
. ; ; . 1
sy | TT1Cosey —lpycospy  —lpzcosez | |||
—rcosg roysing;  —lp,sing,  lp3sings ?2 B
3
_ 1 lgb% +rgb% cos(¢y —(,03)+lgb% cos(@, +¢3)+ 7Py sin(e —¢3)
Isin(@y +@3) | 193 cos(@y +@3)+ 1T cos(@) +@a) +1p3 + ) sin(g; +¢,)

Tanto el andlisis de velocidades como el de aceleraciones se pueden hacer introduciendo una ecuacién
de gobierno que describa, por ejemplo, la evolucién de ¢(¢) =f(¥) impuesta por un motor de
accionamiento. En este caso, el sistema de ecuaciones de enlace, su matriz jacobiana y las

expresiones de las velocidades y las aceleraciones son:

rcosgq +lcosp, +lcospsy —d

¢’(q)=1rsing; +Ising, —Isings =0

1= f@)

[—rsing, —Ising, —Isings
¢y =| recosgy lcosg, —lcosgs

|1 0 0

0 0
¢/=7 0 =10

L] o

@ —-rsing; -Ising, —Ising; o
g=1¢,=—| rcosgp; lcosp, —lcosyps 4 0

@3 1 0 0 @
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o —rsing; —lsing, —Ising;
G=1p,p=—| rcosgp; lcosp, —lcosys
$3 1 0 0
—rgycosgy  —lpycosgy —lpzcoses | (@ 0
rgpsing;  —lp,sing,  Ipysings |-3¢, r+y O
0 0 0 e3]

3.2 Redundancia y configuraciones singulares

Las redundancias, ya sean totales o tangentes, y las bifurcaciones descritas en el capitulo 2 se ponen
de manifiesto en la matriz jacobiana de las ecuaciones de enlace en forma de una deficiencia en el
rango —rango por filas menor que el nimero de ecuaciones. En este caso, no se podrad resolver el
sistema de ecuaciones de las velocidades (Eq. 3.1) ni el sistema de ecuaciones de las aceleraciones
(Eq. 3.4). El estudio de la causa de la deficiencia en rango requiere el andlisis de las ecuaciones
geométricas en el espacio de las configuraciones.

Puntos muertos en mecanismos de un grado de libertad sin ecuaciones de gobierno. Tal como se
ha visto al capitulo 2, cuando un sistema estd en un punto muerto para una determinada coordenada
generalizada, su derivada no se puede tomar como independiente ya que forzosamente tiene un valor
nulo. Si se hace uso de la ecuacién 3.2 en la configuracién de punto muerto, tomando la coordenada
que estd en punto muerto como independiente, el término ¢;4' es nulo. Para que el sistema de
ecuaciones  resultante ¢7g¢ =0 tenga solucion diferente de la trivial —las otras velocidades
generalizadas no son necesariamente nulas—, el determinante de la matriz ¢; ha de ser nulo.

Para determinar las posibles configuraciones que son puntos muertos para una coordenada
generalizada, se puede considerar ésta como independiente y resolver el sistema siguiente de
ecuaciones no lineales:

#(@)=0
det ¢(; =0

Las configuraciones encontradas asi serdn puntos muertos siempre que no hagan que la matriz
jacobiana ¢ g Sea deficiente en rango; en este caso, la configuracién corresponderia a una redundancia
o0 a una bifurcacién.

Ejemplo 3.2 Determinacién del punto muerto del mecanismo del ejemplo 3.1 (Fig. 3.1)
correspondiente al mdximo de la coordenada ¢;.

Por inspeccién visual se comprueba, por ejemplo, que a partir de la configuracion del dibujo, ¢5 puede
ir aumentando hasta que las barras AB y BC queden alineadas, configuracién que corresponde, por
tanto, al punto muerto buscado. Si las medidas del mecanismo son las dadas en la figura, este punto
muerto corresponde a ¢3=90°.
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Si se considera la coordenada ¢; como independiente

| —rsing;  —Ising,
7 rcosg;  lcosy,

y la condicién necesaria para la existencia del punto muerto para ¢;
Det g, = ri(sing cosg, +cos@sing,) = risin(p, —¢1) =0

comporta que las barras AB y BC han de estar alineadas ¢;=¢,, como ya se ha establecido por
inspeccién visual.

3.3 Estudio cinematico de los mecanismos a partir de las ecuaciones de enlace
cinematicas

A veces, el estudio cinematico de un mecanismo se hace para una configuracién conocida. En estos
casos, es posible plantear el andlisis de velocidades y de aceleraciones a partir de las ecuaciones de
enlace cinemadticas obtenidas directamente de las relaciones cinematicas.

Distribucion de velocidades y aceleraciones en un sélido rigido. En el estudio cinematico de un
sélido rigido, la expresion vectorial que permite encontrar la distribucién de velocidades a partir de la
velocidad de un punto O-v(O)- y de la velocidad angular —w— del sélido da lugar a un conjunto de
ecuaciones escalares lineales para las velocidades y para las velocidades angulares.

v(P) =»(0)+w x OP

Expresando los vectores en una base vectorial, esta igualdad se puede escribir en forma matricial
como

0 z -y 0 -w;3 w
v(P)=v(O)+|-z 0 x |-w, obien v(P)=v(O)+| w3 0 - -OP
y —x 0 -wy Wy 0

con OP = {x,y,z}T iw= {wl,wz,a)3}T.

Asi mismo, para las aceleraciones también se obtiene un conjunto de ecuaciones escalares lineales
respecto de las aceleraciones y las aceleraciones angulares (a):

a(P) =a(0)+wx(wx@)+ax@
—(w% + w%) Wwy —@3 WW3+a,
alP)=a (O)+ wwy + a3 —(cu% +w%) Wyw3 —a -OP
ww3 =y Wyw3ztag —(w% + w%)

donde a = {afl,a'z,a3}T.
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Relaciones cinematicas establecidas por los enlaces. Las relaciones cinemadticas que se establecen
entre miembros rigidos de un mecanismo son lineales respecto de las velocidades angulares de los
miembros y las velocidades de puntos de los miembros. Estas relaciones se establecen a partir de las
condiciones cinemadticas que imponen los enlaces, en particular el contacto con o sin deslizamiento
entre sélidos rigidos, como por ejemplo la igualdad de velocidades de puntos y de velocidades
angulares en determinadas direcciones. Para los enlaces generados por contacto entre miembros de un
mecanismo, estas relaciones son:

Articulacién entre los miembros s1 y s2 en el punto A (Fig. 3.2):
A V(A =v(Ay)
s2
a(A)=a(Ay)

Fig. 3.2 Articulacion

Guia-corredera entre los miembros sl y s2 (Fig. 3.3):
A sl
V(A corredera )=Vv(A guia )+ Y deslizamiento ‘
Worredera = Wguia s2

Fig. 3.3 Guia-corredera

a (Acorredera )=a(A guia )+ @ deslizamiento T 2w guia X Vdeslizamiento

@ corredera = ¥ guia

La primera expresion y la tercera corresponden a una composiciéon de movimientos si se toma la guia
como referencia relativa y la referencia de estudio como referencia absoluta. La velocidad y la
aceleracién de deslizamiento corresponden a la velocidad y la aceleracién relativas.

Guia-botén o guia corredera articulada entre los miembros sl y s2. El punto A corresponde al
botén o a la articulacién de la corredera (Fig. 3.4):

v(Abotén) = v(Aguia) * Vdeslizamiento & A sl
<

_ O s2
a(Abotén) - a(Aguia) * @geslizamiento T 20 guia V

X Vdeslizamiento
. . Fig. 3.4 Guia-boton

Como en el caso anterior, estas expresiones corresponden a una

composiciéon de movimientos si se toma la guia como referencia

relativa y la referencia de estudio como referencia absoluta. La velocidad de deslizamiento
V deslizamiento €S 1@ velocidad del centro del botén respecto a la guia y tiene la direccién tangente a la
guia en el punto A. La aceleracion de deslizamiento @ 4. amiento €5 1@ aceleracion del centro del boton
respecto a la guia —aceleracion relativa— y tiene una componente en la direccién tangente a la guia en
el punto Ay, si la guia no es recta, una componente normal que depende de la velocidad de

. . . 7 . —p4
deslizamiento y del radio de curvatura p de la guia en el punto A: |a,| = V§eglizamiento / P -
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Rodadura entre los miembros s1 y s2 en el punto J de contacto. Jg Direccién normal /
es el punto geométrico de contacto (Fig. 3.5):

con deslizamiento {v(J S1)|n =v({J S2)|n

vdsp)=vUg) Fig. 3.5 Rodadura
sin deslizamiento ¢ vs1(Jg) =ver (Jg)

ap ) =-aJ ) =—ws0 %Xvo(Ug)

Contacto puntual entre los miembros sl y s2 en el punto J fijo a uno
de los miembros (Fig. 3.6):

v(J sl) =v(J 52) * Vdeslizamiento

Fig. 3.6 Contacto puntual

La velocidad de deslizamiento v 4. amiento € 12 velocidad del punto J¢; relativa al miembro s2 y su
direccion estd comprendida en el plano tangente en el punto de contacto.

Determinacién analitica de la distribucion de velocidades y de aceleraciones. Si para el estudio de
la distribucién de velocidades de un mecanismo se toma un conjunto de velocidades generalizadas y
entre ellas se imponen las relaciones introducidas por los enlaces y las ecuaciones constitutivas, se
obtiene, igual que en el apartado 3.1, un sistema de ecuaciones lineales entre estas velocidades
generalizadas. Los términos de la matriz ¥ son, en principio, funcién de la configuracién y g agrupa
los términos independientes, constantes o funcion del tiempo, de las velocidades generalizadas.

[Plu+g=0
Les velocidades generalizadas u se pueden dividir en velocidades generalizadas independientes ul, de

las cuales se conoce su valor, y velocidades generalizadas dependientes ud, de las cuales se quiere
determinar su valor, que se obtiene a partir de la particién de la matriz ¥

‘I’dud+\I’iui+g=O

-1 . .
u! =—[‘I‘d] Y'u'-g
Estas dltimas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones 3.2.
Para el estudio de la distribucidn de aceleraciones no es usual partir de la expresion anterior y derivar,

ya que para hacerlo se necesitaria un planteamiento general en lo tocante a las configuraciones y, en
este caso, seria preferible emplear el procedimiento descrito en el apartado 3.1.
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Para una configuracién dada, en ocasiones es viable determinar el sistema de ecuaciones entre las
derivadas de las coordenadas generalizadas directamente a partir de las relaciones impuestas a las
aceleraciones por los enlaces.

3.4 Movimiento plano

El procedimiento analitico para resolver la cinemdtica de los mecanismos visto en el apartado 3.3 se
puede aplicar de manera muy simple en los mecanismos con movimiento plano. Por otra parte, el
concepto de centro instantdneo de rotacion (CIR o bien I) facilita la interpretacion del movimiento de
los mecanismos con movimiento plano y ayuda su estudio cinemaético.

Resolucién matricial de la cineméatica de un mecanismo con movimiento plano. Para a un sélido
rigido con movimiento plano, la expresion de la distribucién de velocidades se puede reescribir como

»(P) =v(0)+wOP" =»(0)+w R-OP

0 -1
R= L 0 :' matriz de rotacion

donde

— w es la velocidad angular asumida positiva en el sentido positivo del eje perpendicular al plano del
movimiento.

~ opPt=0P girado 90° en el sentido positivo del eje perpendicular al plano del movimiento.

— R es la matriz de rotacién que gira un vector 90° en el sentido positivo del eje perpendicular al
plano del movimiento.

De la misma manera, para las aceleraciones:

a(P)=a(0) —w 0P +aOP~ = a(0)+Q-OP

donde « es la aceleracién angular asumida positiva en el sentido positivo del eje perpendicular al
plano del movimiento.

En el estudio de mecanismos con movimiento plano, es usual:

1. tomar como velocidades generalizadas las velocidades angulares de los miembros y las
velocidades de deslizamiento a las guias con corredera o botén,

2. establecer las ecuaciones de enlace a partir de la condicién de cierre de anillos. A partir de las
velocidades generalizadas se puede obtener, si se quiere, la velocidad de cualquier punto del
mecanismo.
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Ejemplo 3.3 Estudio de la cinematica de un mecanismo con movimiento
ecuaciones de enlace cinematicas.

+ R T S S S S S

+ e T ++ o+

+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+ + o+ w 1 1 rad/s + o+ o+
S

+ + o+ o+ + o+ a = 0 + o+ o+
sl

+ + o+ o+ + o+ + o+ 4+

Fig. 3.7 Ejemplo. Mecanismo de barras

Para el mecanismo de la figura 3.7, haciendo uso de las condiciones de

plano a partir de las

los anillos ABCEA

¥(A)—v(B) -v(C) -v(E) -v(A)) y ABCDA (v(A) -v(B) —v(C) -v(D) -v(A)), las expresiones
de la cinemitica del sdlido rigido y las velocidades generalizadas mencionadas, se obtienen las

ecuaciones de enlace cinemdticas siguientes:

v(Eg)=v(A)=0
v(E3)

v(C)

v(B)
L ==L L
{ wAB” +wp BCT +w s3 CE™ +Veglizamiento (E) =0

— L ==l L
W ABT + w0 BCT + w3 CD™ + ¥ geglizamiento (D) = 0

Si se toma como velocidad independiente w;, se pueden reescribir como

sl>
S~L L 5L
wyBCT +w s3 CD™ +Vgeslizamiento (D) = —w s AB

S~L L L
woBCT +w s3 CE™ +Veslizamiento (E) = —w  AB

(3.6)

Estas ecuaciones vectoriales se pueden expresar en la base indicada o en forma matricial:

'BC, CD, vpl  [-AB,
BC, D, 0 AB,
BC, [“2 7B, [T 0 [T )-AB, [
BC, CE, VE AB,
BC, CD, 1 0|[wy,)| [-AB,

BC, CD, 0 0||wg AB,

-BC, -CE, 0 0||vp [ |-AB,[”
BC, CE, 0 1||vg AB,
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Substituyendo los términos geométricos y tomando d =10 mm (Fig. 3.7), se obtiene

0 0 1 0f|lwgp 10 W 05rad/s

20 40 0 O||wgs -10 w3 —0,5rad/s
= e =

0 -20 0 Of|vp 10 VD 10 mm/s

20 0 O 1]|vg -10 VE —20 mm/s

Para el andlisis de aceleraciones, las relaciones entre las aceleraciones en las guias son

L
{a (Ecorredera) = 0= a(E3) +ageglizamiento (E) + 2w s3Vdesl. (E)
L
a(Dorredera) =0= a(D3) +ageglizamiento (D) + 2ws3vdesl. (D)

Las condiciones de cierre de los anillos ABCEA y ABCDA dan lugar a las expresiones de

aceleraciones:
a(E)=a(A)=0

a(E3)

a(C)

a(B)
~w4AB+a o BCT -0 BC+agCE —wLCE+20g vy (E) +age (E) =0
~w  AB+ayBCT w3 BC+a 3 CDT —w%CD+ 2w 3 vk (D) +agy (D) =0

Si se toma «y; (en el ejemplo tiene un valor nulo) como aceleracion independiente, se pueden
reescribir como

@ BCT +a 3 CEY +ay.y (B) = 0 AB + w5 BC+w5CE- 2w vk (E)

@ BCT +a3CDT +ay.y (D) = w2 AB + w5 BC+w3CD 2w 3 viy (D)

Si se expresa en forma matricial, se obtiene

-BC2 -CD2 1 0 (02%) ABl BCl CEl 2w 3VE
BC CD; 0 Of|a AB BC CE 0

1 1 s3 _ 2 w31+ 2 w32+ 2 w33+
-BC2 -CE2 00 ap ABl ’ BCl ) CDl ) 0
BCI CEl 0 1 ag AB2 BC2 CD2 —20.)53\/])

Substituyendo los valores numéricos, el resultado final es

25 ap)| [ 45rad /s

20 a ) 2
A= s $3{ _ 1,75rad/;

35 ap 25mm/s

15 ag -75mm/ s>
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Centro instantaneo de rotacion. Todo sélido con movimiento plano tiene a cada instante un punto de
velocidad nula, el denominado centro instantdneo de rotacion o polo de velocidades (1). Su existencia
queda demostrada viendo que, si se conoce la velocidad de un punto O del sélido y su velocidad
angular w, siempre se puede encontrar el vector OI que lo posiciona:

(D) =v(0)+wR-OI, siv()=0
Ol=-w 'R"'W(O)=w 'Rv(0) yaque R'=RT =—-R

Es util recordar que:

a) El CIR se encuentra sobre la recta que pasa por O y es normal v(O). O lo que es lo mismo: la
velocidad de un punto es siempre perpendicular a la recta que lo une con el CIR.

b) El médulo de la velocidad de un punto es siempre proporcional a su distancia al CIR y el
coeficiente de proporcionalidad es la velocidad angular del sélido.

La determinacién de I se puede hacer conociendo la direccion de la velocidad de dos puntos, ya que I
queda determinado por la interseccion de las rectas que pasan por estos puntos y son perpendiculares a
las respectivas velocidades (Fig. 3.8).

Fig. 3.8 Determinacion del CIR a partir de dos velocidades no paralelas

V(P) /\’\ V(Q)

Direccion del CIR

a) b)

Fig. 3.9 Determinacion del CIR a partir de dos velocidades paralelas

Si las velocidades de dos puntos del sélido son paralelas y perpendiculares a la recta que los une, éstos
estan alineados con I. El polo de velocidades se determina como el punto al cual corresponde
velocidad nula en la distribucién de velocidades (Fig. 3.9.a). Si las velocidades de los dos puntos son
paralelas e iguales, el sélido se traslada y, por tanto, el polo de velocidades estd en el infinito en la
direccién perpendicular a la de las velocidades (Fig. 3.9.D).
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La utilizacién de los CIR es especialmente interesante en los mecanismos de un grado de libertad, ya
que estin univocamente definidos en cada configuracion por la geometria del mecanismo
independientemente de las velocidades.

Centro instantaneo de rotacion absoluto y relativo. Para cada miembro de un mecanismo se pueden
definir el centro instantdneo de rotacién respecto a la referencia de estudio —CIR absoluto— y los
centros instantdneos de rotacién respecto a las referencias solidarias a cada uno de los otros miembros
—CIR relativos.

Si se dispone de dos miembros —1 y 2—, el CIR relativo I,; —punto del miembro 2 que tiene velocidad
nula respecto al miembro 1- coincide con el centro instantineo de rotacion relativo I}, —punto del
miembro 1 que tiene velocidad nula respecto al miembro 2. Este hecho se demuestra a partir de la
composicion siguiente de velocidades, tomando la referencia solidaria al miembro 2 como absoluta y
la referencia solidaria al miembro 1 como relativa:

v (1)) =vg () +veo (Tn) +wge X1 Ing
-0 -0 -0

donde los tres primeros términos son nulos y, por tanto, al tener que serlo el cuarto, I}, ha de coincidir
con I,;. Ademds, la velocidad de estos puntos en cualquier referencia es la misma, como se puede ver
con la nueva composicién de movimientos, y es evidente si los miembros 1 y 2 estdn unidos
directamente por una articulacién o par prismatico.

v(Iy) =ve Iy +vyp) +wg xIjp Iy
=0 =0

El nimero total de centros instantdneos de un mecanismo es igual a las combinaciones del nimero de
miembros méviles +1 —el miembro fijo a la referencia— tomados de 2 en 2:

n+Dn , . s
C%H = % , dondenesel nimero de miembros méviles

Los centros instantdneos relativos permiten obtener informacién de los movimientos relativos entre
miembros.

Teorema de los tres centros o de Aronhold-Kennedy.
Dados tres sélidos, sl, s2 y s3, con movimiento plano,
los tres centros instantdneos de rotacion relativos que se
pueden definir, I,, I3 y I,5 estdn alineados (Fig. 3.10). )
Para demostrar esta afirmacién se pueden considerar tres
s6lidos con movimiento plano, s1, s2 y s3, y sus centros
instantdneos de rotacion relativos, 1y, I;3 y I53. En una
referencia fija al sé6lido sl se puede determinar la
velocidad de 1,3 como punto del sélido 2 y como punto

del sélido 3: Fig. 3.10 Teorema de los tres centros
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va(oz) =vg () +wg s X I1pIys =
—_—
=0
=va13) +wgye X313
\éf_/
=0
don  wgg XTIz = wg X131

Para que esta igualdad se cumpla I;5,I,3 y I{3I,5han de tener la misma direccién y, por tanto, los
centros I;,, I3, I,5 han de estar alineados.

El teorema de los tres centros ayuda a encontrar CIR a partir de los que se obtienen por inspeccién
directa. El CIR de la biela de la figura 3.8, por ejemplo, se puede encontrar como la interseccién de
dos rectas; la que pasa por los puntos O y P y la que pasa por Ry Q.

Polo de aceleraciones. Todo sélido con movimiento plano tiene en cada instante un punto con
aceleracion nula, el polo de aceleraciones (1,). Para demostrar su existencia, se puede partir de la
expresion de aceleraciones en un sélido rigido:

a(l,)=a(0)+Q-OI, 1y sia()=0

_ 1 —w? a
o, =0 ' a0)=——— -a(O
! Q" a) w* +a? l: - —w2:| 9)

En general, el polo de velocidades y el polo de aceleraciones no coinciden, OI # OI, . La aceleracién
del polo de velocidades, que no tiene por qué ser nula, responde a la expresion:

Ol=w 'R v(0)

a(l)=a(0)+Q-OIl=w~'Q-R-¥(0)+a(0)

(0% (02

a(I)za(O)+w1{ s }-v(O)

—W (%
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Anexo 3.1 Utilizacién de los niimeros complejos para representar los vectores en
cinematica plana

Los vectores con dos componentes que aparecen en la cinemadtica

., . Imag.
plana se pueden representar con notacién compleja tomando una
componente como parte real y la otra como parte imaginaria. u
J
u ~ cosy
e .
u={ }=ure+Juim=ueJ""=u{, } ¢ Real

Uim Sme ea
Esta notacién permite, en algunas ocasiones, obtener expresiones
compactas.

La rotacién ¢ de un vector u, que en notacién matricial se representa como:

S ]

sinys  cosy
en notacién compleja se representa como:

well = el iV = yei@+)

Si se quiere girar un vector y, al mismo tiempo, escalarlo (homotecia), entonces se ha de hacer el
producto con un vector de médulo el factor de escala A y de argumento el dngulo girado ¥, u A e. En
el caso particular de que el dngulo i sea de 90°, queda:

.

J
ule 2 =jlu

Las expresiones de la distribucién de velocidades y aceleraciones en un sélido rigido con movimiento
plano, haciendo uso de la notacién compleja, son:

y(B)=v(A)+w jAB

a(B)=a(A)-w’AB+a jAB
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Anexo 3.II Sintesis de mecanismos

En el estudio de mecanismos presentado hasta este capitulo, las medidas y los componentes de los
mecanismos son dadas y el problema que se resuelve es el andlisis del movimiento. Bien diferente es
el caso de comenzar con un movimiento requerido como dado e intentar encontrar el mecanismo que
da lugar a este movimiento. Esta situacidn se conoce como sintesis de mecanismos, se enmarca en el
contexto del disefio y, como tal, puede presentar muchas alternativas de solucién: exacta, aproximada,
de compromiso, materializable, etc.

El problema de la sintesis se divide en tres partes:
1. Tipo de mecanismo que se ha de emplear,

2. nimero de miembros y enlaces necesarios, y
3. medidas de los miembros.

A menudo se hace referencia a esta division hablando de la sintesis de tipo, de nombre y dimensional.

Como ayuda para la sintesis de tipo y de nimero se ha de contar, en general, con la intuicién y la
experiencia del disefiador, ya que hay poca teoria. No obstante, para la sintesis dimensional se dispone
de un buen cuerpo de doctrina. Por otra parte, la facilidad de plantear y resolver el andlisis de
mecanismos concretos hace que el disefio muchas veces se base en la seleccion de un caso de entre un
conjunto de los estudiados.

Los problemas en la sintesis se pueden situar en una de las categorias siguientes: generacion de
funciones, generacion de trayectorias y guiado de sélidos.

Ruedas directrices

Elemento fijo al chasis

Barra accionada
por la direccién

Fig. 3.11 Mecanismo de Ackerman

Dentro de la categoria de generacidén de funciones, hay todos aquellos problemas de sintesis que
pretenden conseguir que una coordenada generalizada del mecanismo evolucione segtin una funcién
determinada de otra coordenada. Un ejemplo serfa conseguir una funcién sinusoidal a partir de la
rotacion del eje motor. En este caso, el mecanismo piston-biela-manivela proporciona una solucién
aproximada y el mecanismo de yugo escocés, una solucién exacta. Un problema mds complejo de
generacion de funciones y que resuelve el mecanismo de Ackerman (Fig. 3.11) es conseguir que las
ruedas directrices de un automdvil se orienten adecuadamente para evitar el deslizamiento.
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En la categoria de la generacién de trayectorias se incluyen los mecanismos que buscan que un punto
de un miembro describa una trayectoria concreta. Un problema clasico es la generacién de trayectorias
rectas sélo con articulaciones, que ha dado lugar a mecanismos con solucién exacta —_mecanismo de
Peaucellier, de Sylvester— y otros con solucién aproximada —mecanismo de Watt, de Roberts, de
Chebyshey, etc.

En los problemas de guiado de sélidos se pretende que uno de los sélidos del mecanismo pase por un
cierto nimero de configuraciones preestablecidas. Entrarian dentro de esta categoria, por ejemplo, el
disefio del mecanismo de recogida y vaciado de contenedores de bolsa o el disefio de bisagras que
permiten un movimiento complejo de la puerta respecto del marco (Fig. 3.12).

Portén abierto

X Articulaciones fijas
a la carroceria

Portén cerrado

/

Fig. 3.12 Esquema de un mecanismo de guiado del capo posterior de un vehiculo
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Anexo 3.II1 Determinacion de mecanismos cognados

Es posible determinar facilmente mecanismos cognados de un cuadrilatero articulado y de un
mecanismo piston-biela-manivela. La determinacion se puede hacer graficamente o analitica.

Determinacion de los cuadrilateros articulados cognados a partir de uno dado

Se parte de un cuadrilitero articulado,
OABQ, como el de la figura adjunta (Fig.
3.13). Los miembros mdviles se pueden
representar como vectores u, v, w y el
miembro fijo OQ como el vector u+v+w. El
punto P del acoplador se sitia desde el
punto A mediante el vector nv con
n:noeja si se utiliza la notacién compleja.

Para encontrar los cuadrildteros cognados,

se hace la construccion siguiente (Fig. 3.14): Fig. 3.13 Cuadrildtero OABQ

— Se construyen los paralelogramos OA;B|A y QB,A,B.

— Sobre el lado A|B, se sitda el tridngulo A B P, similar al tridngulo ABP. Se procede de manera
andloga con el tridngulo A,B,P;.

— Finalmente se construye el paralelogramo P;PP,R.

Fig. 3.14 Mecanismos cognados del cuadrildtero articulado OABQ. Construccion geométrica
Con esta construccién, el punto R es un punto fijo, ya que:
OR=npv+nu+nw=nv+u+w)=n0Q =cte. alser OQ i 5 constantes

El cuadrildtero OA PR con el punto B; del acoplador y el cuadrilitero QB,P,R con el punto A, del
acoplador (Fig. 3.15), son cognados del original al ser el punto P comun a los tres.
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Fig. 3.15 Dos cuadrildteros cognados del cuadrildtero OABQ

Asi, por tanto, dos cuadrildteros cognados del cuadrilitero OABQ por el punto P son los definidos
por:

a) OR=70Q b) QR=10Q
OA, = AP =17, AB QB, =BP =1, AB
AP, =1 OA B,P, =1, BQ
PR =7, BQ P,R =1, OA
AIBI :OA B2A2 :QB

Determinacion del mecanismo piston-biela-manivela cognado a partir de uno dado

De manera similar al cuadrildtero articulado, se puede determinar el cognado de un mecanismo de
piston-biela-manivela haciendo la construccién de la figura 3.16. El tridngulo A P ;B es similar al
tridngulo APB vy, al ser n = 1 e/* = constante, se obtiene que OP; = n(u+v)=nl es de direccién
constante. Este hecho pone de manifiesto que OAP; es un mecanismo de piston-biela-manivela, el
punto B, del cual describe la misma trayectoria que el punto P del mecanismo original.

Fig. 3.16 Cognados de un piston-biela-manivela
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Anexo 3.IV Cinematica grafica

Antiguamente, cuando los medios de cdlculo eran escasos y poco elaborados, se desarrollé la
cinemdtica grdfica de mecanismos de un grado de libertad con movimiento plano como técnica de
célculo que, por tradicién y desconocimiento, ha sobrevivido en algunos ambitos cuando la
justificacion de su utilidad ya ha desaparecido.

La cinematica gréfica resuelve los sistemas de ecuaciones lineales en las velocidades (Eq. 3.1) y en las
aceleraciones (Eq. 3.4) utilizando una fuerte dosis de inspeccién visual, de manera grifica por
interseccion de rectas relacionadas con las ecuaciones. La formalizacion del método se basa en los
denominados cinema de velocidades y cinema de aceleraciones del mecanismo, superposicién de los
cinemas de cada uno de sus miembros.

Cinema de velocidades (Fig. 3.17). El cinema de velocidades de un miembro es la figura formada por
los extremos de los vectores velocidad de todos los puntos del miembro si se dibujan a partir de un
mismo origen.

La expresién v(P) =v(0O)+w R-OP se puede interpretar como una transformacién geométrica lineal
del vector OP al vector v(P) y que consiste en la superposicion de una translacién v(O), una rotacion
R de 90° y un escalado de factor w de manera que, aplicada al s6lido —los vectores que posicionan los
puntos del sélido, a partir del punto O—, genera una nueva figura, girada 90° respecto al sélido,
escalada segin w y trasladada v(O).

Trasladado v(O)

Cinema de velocidades. Trasladado v(O),
rotado 90° i escalado w

Trasladado v(O),
rotado 90°

Fig. 3.17 Cinema de velocidades del miembro OPQ

Si en lugar de tomar como punto de referencia un punto arbitrario O se toma el CIR, la expresion de la
distribucién de velocidades se puede escribir como v(P) = w R-IP . En este caso, la transformacién de
TP a v(P) es la superposicién de una rotacién de 90° alrededor de I 'y un escalado w.
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Cinema de aceleraciones. El cinema de aceleraciones de un miembro es la figura formada por los
extremos de los vectores aceleracién de todos los puntos del miembro si se dibujan a partir de un
mismo origen.

La expresién a(P)=a(0)+Q-OP se puede interpretar como una transformacién geométrica lineal
del vector OP al vector a(P) y que consiste en la superposicién de una rotacién R’ de dngulo ¢, un
escalado de factor (w*+a?)!/2 = (Det Q)12 y una translacién a(O).

La matriz Q se puede escribir como
1 -

@+ |« -o?

0=*+e»H"’R amb R=

R’ es una matriz de rotacion, ya que la norma de los vectores columna es 1 y los vectores columna
son ortogonales. Asf, por tanto, el factor de escala es (w*+a?)!/2 y el dngulo girado alrededor del eje
positivo perpendicular al plano es:

p=n-— arccos[cu2 / (Det Q)Uz] = arcsin[a / (Det Q)I/Z]

Hay que dar las dos expresiones para evitar la ambigiiedad de las funciones trigonométricas.

La cinemdtica gréafica actualmente sélo tiene interés como herramienta de ayuda en el planteamiento

analitico de casos sencillos. Se ha de tener en cuenta, sin embargo, que:

- En el dibujo del cinema de velocidades de los miembros de un mecanismo, éstos se escalan segin
su w, de manera que se ha de prestar mucha atencién al escalado —figuras demasiado grandes o
demasiado pequefias.

— El problema anterior se agrava en el cinema de aceleraciones, ya que el escalado es segin
(w i 2)1/2'

— Facilmente se llega a situaciones de dibujo mal condicionado —rectas casi paralelas— y/o de poca
resolucién y saturacion —figuras pequefias o grandes.
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Problemas

P3-1 En el mecanismo de la figura, determinar la trayectoria del punto P —hacerlo de manera
implicita con un conjunto de ecuaciones con las variables ¢, ¢,, x, ¥ (coordenadas de P).
Eliminar el dngulo ¢, del conjunto de ecuaciones y discutir si esto introduce alguna
ambigiiedad. Para los valores numéricos dados y para el conjunto de coordenadas
generalizadas {x, y, ¢}, dibujar la trayectoria de P y escribir la matriz jacobiana del
conjunto de ecuaciones de enlace.

r=1m
/ =4m
e=2m
d=2m
d
P3-2 Dos actuadores lineales gobiernan la posicién de los puntos Q; y Q, del mecanismo de la
figura.

a) Establecer el conjunto de ecuaciones de enlace y la matriz jacobiana para el conjunto de
coordenadas generalizadas {x, y, p{, p5}.

Se quiere que el punto P describa la recta que pasa por C y tiene pendiente .

b) (Qué relacién se ha de establecer entre p; y p,? Dibujarla para los valores numéricos dados.

¢) (Cudl segmento de la recta anterior se puede describir?

y

P(x,y)

/=5m
tan @ = 0,5

C2m,3m)
Pyl A
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P3-3 Para el cuadrildtero de corredera en el espacio:

a) Determinar y(¢) (posiciéon de la corredera en funcién del dngulo girado por la manivela) y
y({@,y},¢) (velocidad de la corredera en funcién de la configuracién {¢, y} y la velocidad
angular ¢).

b) Estudiar las configuraciones accesibles y las configuraciones singulares para los valores numéricos
dados.

r=1m
d=2m
[ =4,3,2m
P3-4 En el mecanismo de la figura se toma el vector de coordenadas generalizadas

a={¢y, ¢y x}T. Determinar:
a) El sistema de ecuaciones de enlace y su matriz jacobiana.
b) La ecuacién de las velocidades y la de las aceleraciones si se toma ¢ como coordenada
generalizada independiente.
¢) Los puntos muertos para la coordenada ¢, y los valores de x y x para €stos.
d) Los puntos muertos para la coordenada x y los valores de ¢, y ¢, para éstos.

/[=40mm d=60mm r=15mm
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P3-5 Parala bomba manual esquematizada en la figura:

a) Determinar las velocidades ¢, y § cuando la barra BD es horizontal si ¢ =1rad/s.

b) Si se toma el vector de coordenadas generalizadas g={¢;, ¢,, s}T, determinar el sistema de
ecuaciones de enlace y su matriz jacobiana.

¢) Determinar los puntos muertos para las
coordenadas ¢, y s y las velocidades

@51 § en estas configuraciones.

d) La ecuacién de las velocidades y la de e =0,lm
las aceleraciones, si se toma ¢; como I, =0,1m
coordenada generalizada independiente. L, =03m

[3 =02m

P3-6 Para el mecanismo de la figura, determinar en la
configuracién dibujada: o
a) Los centros instantaneos de rotacion de los miembros T
mdviles. T
b) La direccién del movimiento absoluto de los puntos B y D.
B
P3-7 Para el mecanismo de la figura, determinar en la configuracién indicada:

a) Los centros instantdneos de rotacion de los miembros.
b) La velocidad y la aceleracién de deslizamiento de P tomando w = 1 rad/s @ = 0 rad/s? y d =10 mm.

C
e
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Determinar, en los mecanismos siguientes, la velocidad y la aceleraciéon angular de todos los
miembros méviles y la velocidad y aceleracion de deslizamiento en las gufas.
Tomar wy; = 1rad/s, g =0y d =10 mm.

P3-8

P3-9

P3-10
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P3-11  Parael sistema de la figura, tomar el vector de coordenadas generalizadas
q={¢;. 3. 3, ¢y d;}T y determinar:

a) Las ecuaciones de enlace y la matriz jacobiana.

b) Las expresiones de p y & funcién de los dngulos empleados.

c) Las ecuaciones de las velocidades y la de las aceleraciones, tomando ¢; y ¢3 como coordenadas
independientes.

d) Las velocidades y aceleraciones para la configuracion dada, si se toma d =10 mm,
p1=¢3=1lrad/sy §;=p3 =0rad/s2.

P3-12  Determinar analiticamente la trayectoria de los diferentes puntos P de la barra AB del
mecanismo elevador de la figura.
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P3-13  El mecanismo de cruz de Malta representado en la figura permite una rotacién intermitente
del miembro 2 a partir de una rotacién uniforme del miembro 1. Determinar:

a) La velocidad angular del miembro 2. Hacer la representacién gréfica.

b) Les velocidades de deslizamiento del centro del pasador respecto a la guia del miembro 2.

=50 mm

s =+2r

P3-14  Para el robot de brazos articulados esquematizado en la figura:

a) Definir un conjunto de coordenadas generalizadas que incluya las rotaciones en los pares
cinematicos de revolucién y las coordenadas cartesianas del extremo del brazo.

b) Determinar el nimero de grados de libertad.

¢) Determinar las ecuaciones de enlace geométricas y cinematicas.

d) Comparar la utilizacién de rotaciones absolutas y relativas en las juntas.
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4 Mecanismos leva-palpador

Mecanismo leva-palpador. En muchas mdquinas se quiere que una pieza determinada se desplace
siguiendo una ley mds o menos compleja. Son un ejemplo tipico las valvulas de admisién y escape de
los motores de combustidn interna, que han de abrirse o cerrarse en funcién del giro del cigiiefial en
unas posiciones determinadas, de acuerdo con el ciclo termodindmico del motor. Para conseguir este
desplazamiento se podria recurrir a accionamientos de diversos tipos: electromagnético, hidraulico,
etc., que, controlados por un microprocesador, permitirian funciones de desplazamiento totalmente
arbitrarias. Ahora bien, una solucién mucho mas sencilla, econdmica y compacta es el cldsico
mecanismo leva-palpador.

En este capitulo se estudian en detalle las levas planas de rotacién, porque son las més frecuentes y de
analisis mas sencillo, si bien la mayoria de los conceptos que se exponen son aplicables a cualquier
tipo de leva.

Secuencia de disefio. La misién de un mecanismo leva-palpador consiste en impulsar el palpador

segin la ley de desplazamiento d(¢) deseada, en funcién del dngulo ¢ girado por la leva —en el caso de

levas giratorias. Por tanto, la secuencia de disefio del mecanismo, en lo concerniente a aspectos

geométricos y cinemadticos, es la siguiente:

1. Especificacién de la ley d(¢) de desplazamiento.

2. Obtencién del perfil de la leva que impulsa un palpador determinado segin la ley de
desplazamiento especificada.

3. Comprobacion de que el perfil obtenido no presente caracteristicas que impidan un contacto leva-
palpador correcto.

Una ley arbitraria d(¢) origina un perfil de leva que no es facilmente calculable ni mecanizable sin la
utilizaciéon de ordenadores y maquinas de control numérico; eso hace que antiguamente sélo se
pudiese proceder de manera inversa, estudiando primero perfiles de leva tipicos, de mecanizacién
facil, y después se escogiese aquel que producia el desplazamiento mds aproximado al que se
pretendia.

4.1 Analisis del mecanismo leva-palpador

Objetivo. El andlisis del mecanismo leva-palpador consiste en estudiar el movimiento de dos sélidos
—la leva y el palpador— de perfiles conocidos, cada uno con un grado de libertad, que se ponen en
contacto mediante un par superior. Este estudio permite determinar:
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— Laecuacién geométrica de enlace —ley de desplazamiento—, que relaciona el desplazamiento o giro
del palpador con el de la leva.

— La ecuacidén cinemadtica de enlace, que relaciona las velocidades de la leva y del palpador en una
configuracién dada.

— Lavelocidad de deslizamiento en el punto de contacto.

— El 4ngulo de presién, un indice del buen funcionamiento del mecanismo.

Para una leva disefiada segin la secuencia descrita en la introduccién, la ecuacién geométrica de
enlace es la ley impuesta a priori por el disefiador, de manera que el andlisis se reduce al estudio de los
dos ultimos puntos.

Un ejemplo sencillo es la denominada leva de excéntrica (Fig. 4.1), formada por un disco de radio r
que gira alrededor de un punto fijo O situado a una distancia e del centro C de la leva. Para un
palpador plano de translacién, es inmediato comprobar que la ley de desplazamiento es sinusoidal:
d(p) =r+esing. Al existir una férmula explicita para d(¢), la velocidad y la aceleracién del palpador
se obtienen simplemente por derivacién.

Fig. 4.1 Leva de excéntrica con palpador de translacion plano. Mecanismo equivalente y ley d(y) resultante

Si el palpador es un rodillo de radio 7, la ley de desplazamiento d(¢) se puede deducir considerando
que el mecanismo equivale cinemdticamente a un mecanismo pistén-biela-manivela, en el cual la
manivela tiene la misma longitud que la excentricidad e y la biela tiene longitud r+r, (Fig. 4.2.a). Para
un palpador de rotacién con rodillo, el mecanismo equivale a un cuadrildtero articulado, donde la
longitud de la biela es r+r, (Fig. 4.2.b). Un palpador puntual corresponderia simplemente al caso
particular de un rodillo con r_ = 0.

Ecuacién de enlace geométrica. Con un palpador y una leva de perfiles arbitrarios, encontrar la
ecuacion de enlace geométrica no resulta sencillo. Para un palpador de translacidn, la distancia d(¢) se
obtiene al ir variando la distancia d a la cual se encuentra hasta conseguir que sea tangente a la leva en
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un cierto punto J (Fig. 4.3.a) cuando ésta ha girado un dngulo ¢. Este es un problema matematico
complejo que, en principio, se ha de resolver numéricamente y que no lleva a una expresién explicita
de la funcién d(¢). Ademds, pueden presentarse problemas de acceso del palpador al punto tedrico J
de contacto, como se muestra a la figura 4.3.b en los tramos céncavos de una leva con palpador plano.

a)

b)

Fig. 4.2 Equivalente cinemdtico de una leva de excéntrica con palpador de rodillo
a) de translacion b) de rotacion

Fig. 4.3 a) Obtencion del valor d(¢). b) Problemas de acceso del palpador a la leva
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No obstante, la ecuacién de enlace geométrica puede formularse con facilidad para palpadores de
translacién con perfiles sencillos que, por otra parte, son los mas empleados. Para palpadores de
rotacién, la formulacion es similar:

— Palpador puntual: d(¢) es la altura del punto J, interseccion del eje de la guia con la leva.

— Palpador plano horizontal: d(¢) es la altura del punto J de la leva mas elevado.

— Palpador de rodillo de radio r: el centro C del rodillo se encuentra siempre a una distancia r de la
leva, es decir, sobre la denominada curva offset o curva de paso. Si se dispone de la ecuacién
paramétrica OJ(s) de la leva, la expresién de la curva offset es OC(s) = OJ(s) + r n(s), donde n(s)
es la normal unitaria exterior a la leva. La altura d(¢) es la correspondiente a la interseccién de la
guia con la curva de paso.

d(¢)

Fig. 4.4 Andlisis de leva con palpador de translacion a) puntual b) plano c) de rodillo

Analisis de velocidades. Si se dispone de una expresion explicita para d(¢), la velocidad del palpador
se obtiene simplemente por derivacién. Si no se dispone de esta expresion, el andlisis de velocidades
para una configuracién concreta del mecanismo se hace a partir del estudio del par superior formado
por la leva y el palpador. La condicién de contacto puntual en un punto J implica que la velocidad
relativa entre los puntos de contacto J; de la leva y J, del palpador es tangente a las superficies de
contacto. Por lo tanto, segun el teorema de los 3 centros, el centro instantdneo I de rotacién relativo
leva-palpador serd el punto de interseccién de las rectas siguientes (Fig. 4.5):

— Linea de presién o empuje: linea por J perpendicular a la tangente leva-palpador.

— Linea de centros: linea que une los centros de rotaciéon O; de la leva y O, del palpador. Para un

palpador de translacién, O, se encuentra en el infinito en la direccién perpendicular a la guia.

Los puntos I; de la leva y I, del palpador que coinciden con el centro instantdneo relativo I tienen la
misma velocidad y, por tanto, ¢,/, = @1/, donde [, y [, son las distancias desde los centros O; y O, a
I. Se ha asumido el convenio de signo contrario para cada una de las velocidades angulares, para no
provocar que aparezca un signo negativo.

Por lo tanto, para un palpador de rotacién, su velocidad angular ¢, en funcién de la velocidad angular
¢ delalevaes

) L.
Y2 =791
)
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Para un palpador de translacién, su velocidad d en funcién de la velocidad angular ¢ de la leva es
d =1,¢. Es interesante observar que la distancia [ 1 es la derivada —d’(¢)— de la funcién d(¢) respecto
al pardmetro ¢:

d=d'(@)p=0¢ (4.1)

Va=vn=v(ry)

Linea de Linea de
presion presion !
\

Fig. 4.5 Andlisis de velocidades para palpador a) de rotacion b) de desplazamiento

Angulo de presién. El dngulo S que forman la velocidad v(J,) del punto de contacto del palpador y la
linea de presion se denomina dngulo de presion o angulo de empuje. En ausencia de rozamiento, la
linea de presion indica la direccién de la fuerza F |, de contacto leva-palpador, ya que ésta es normal a
las superficies. La transmisién optima se produciria cuando =0 ya que en estas condiciones, para un
palpador de rotacién, el par respecto a O, que hace F, es mdximo. Para un palpador de translacién
s6lo se hace fuerza en la direccion de la gufa, hecho que disminuye las posibilidades de acufiamiento.

Velocidad de deslizamiento. Otro valor que interesa conocer para intentar minimizarlo es la
velocidad de deslizamiento en el punto de contacto (Fig. 4.5):

Vaest. = V1) =vJ>5) (Se podria tomar también vg.q = v(J,)—v(J;))

Esta diferencia de velocidades es la misma en cualquiera referencia. En particular, en la referencia
relativa palpador, vgeq =V.;(J1), donde vale el producto de la distancia del punto J al centro
instantdneo de rotacién relativo I de la leva respecto al palpador por la velocidad angular relativa de la
leva:

Palpador de rotacion: Vdesl. = |ﬁ|[90 I gbz]
_ (4.2)
Palpador de traslacion:  vgeq = |IJ |<,'o

Asi pues esta velocidad es nula sélo si J coincide con I 'y, por tanto, se encuentra sobre la linea de
centros.
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Mecanismo de barras equivalente. El andlisis de velocidades y de aceleraciones en una
configuracién concreta se puede realizar sustituyendo el mecanismo leva-palpador por un mecanismo
de barras equivalente, es decir, que en esta configuracién tenga la misma distribucién de velocidades y
aceleraciones.

Para eso es suficiente considerar que la distribucién de velocidades y aceleraciones s6lo depende de
las derivadas primeras y segundas de los perfiles en el punto J de contacto. Por tanto, los perfiles de la
leva y del palpador se pueden reemplazar por sus circulos osculadores en J (Fig. 4.6). Si estos circulos
tienen radios ry, r, (radios de curvatura) y centros C;, C, (centros de curvatura), se efectdan las
substituciones siguientes:

— Leva - rodillo de radio ry y copgr Cy que gira alrededor de O,

— Palpador - rodillo de radio r; y opero C5 que gira alrededor de O,

Hay que observar que la equivalencia del perfil por el circulo osculador es vdlida en toda situacién de
rodadura, tanto si se trata de un par leva-palpador como si no. En el caso de rodadura en el espacio, la
equivalencia se haria con una cuédrica osculadora.

En este nuevo mecanismo, la distancia C;C, es ahora r;+r, = constante y, por tanto, el mecanismo
equivale —para palpador de rotaciéon— a un cuadrildtero articulado constituido por los miembros
siguientes (Fig. 4.6):

— Barra OC; solidaria a la leva que gira en el entorno de O;.

— Barra O,C, solidaria al palpador que gira en el entorno de O,.

— Biela C,C, de longitud r|+r,.

Fig. 4.6 Mecanismo de barras equivalente para un palpador de rotacion y uno de traslacion

Para un palpador de translacién O, se encuentra en el infinito, de manera que la barra O,C, pasa a ser
una corredera que puede trasladarse en la direccion de la guia del palpador (Fig. 4.6).

El mecanismo de barras es equivalente s6lo en la posicién considerada y hasta las aceleraciones. La
equivalencia cinemética serfa completa y en cualquier posicion tan sélo si los dos perfiles tuvieran
curvatura constante, es decir, en los casos ya comentados de leva de excéntrica con palpador circular o
plano.
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Ejemplo 4.1 Determinacién de la cinemética de un mecanismo leva-palpador a partir del mecanismo
de barras equivalente.

Fig. 4.7 Ejemplo de par superior

En el ejemplo de la figura 4.7 los puntos C; y C, son los centros de curvatura de los balancines 1 y 2,
respectivamente. La determinacion de la velocidad y la aceleracion angular del balancin 2 se puede
hacer a partir del andlisis del mecanismo de barras equivalente (Fig. 4.8).

0, 1 G

Fig. 4.8 Mecanismo equivalente del ejemplo de la figura 4.7

La barra que une los centros de curvatura tiene un movimiento de translacion y, por tanto, la velocidad
de los dos puntos —C; y C,— es la misma. La velocidad angular del balancin 2 se puede encontrar,
entonces, COmMo

0,C
0,C,

wy = w; tomando w; = 1 rad/s, @ =1rad/s> y d =10 mm se obtiene w, = —1,5 rad/s

La condicién de cierre del anillo O;C;C,0, da lugar a la expresion siguiente que permite determinar
las aceleraciones angulares del balancin 2 y de la biela.

P — Y — — 1 L
—05101C + 1 01C; 7 —03CCy +03CCy 7 -0, C0, + 0 C,0,™ =0

~60w2 +10a; —40w% = 0
60@51 +40a52 =0

[ 0 10]{%} 60w} +400% | {150} _ %o =15 rad /s’
40 0]lag] |-60ay, ~60] " oy =15rad/s?
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4.2 Ejemplos de andlisis de levas con palpador de translaciéon, conocida la ley de
desplazamiento

Palpador plano horizontal. Con un palpador plano horizontal de translacién (Fig. 4.9.a), el analisis
de velocidades resulta particularmente sencillo. El dngulo de presién es nulo (6 =0) y el punto J de
contacto siempre se encuentra sobre la vertical de I. La expresion de la velocidad de deslizamiento
queda, en este caso:

Vaest. = [T = d()¢ 4.3)

Ya se ha visto (Eq. 4.1) que la distancia de J a la vertical de O es [;=d’(¢). Por tanto, para asegurar que
J siempre se encuentre sobre la superficie fisica del palpador, las dimensiones a y b de éste han de
verificar las siguientes desigualdades:

a>e—d i ()
b>d’ 4 (p)—€

donde e indica la excentricidad (distancia del centro O de giro de la leva al eje de la guia del
palpador).

2 2

Linea de\\
presién

N

d(e)

Fig. 4.9 Andlisis de levas con palpador plano de translacion a) B = 0, b) B+ 0

Palpador plano de inclinacién arbitraria. En el caso de un palpador plano con inclinacién arbitraria
B, el angulo de presioén coincide con esta inclinacién y, por tanto, es constante. Como punto fijo al
palpador para medir la altura d(¢) se toma el punto C en la interseccidon del eje de la guia con la
superficie del palpador. La distancia |LJ|, que permite calcular la velocidad de deslizamiento, se
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obtiene descomponiéndola como |IJ|=|ID|+/BA | y analizando los triangulos rectdngulos ABC y DBI
indicados a la figura 4.9.b:

Vdesl, = |ﬁ|¢7, |ﬁ| =(d’(¢)—€)sin f+d(p)cos B (4.4)

Palpador circular. Para un palpador circular de translacién, el dangulo de presién S se obtiene a partir
del andlisis del tridngulo rectangulo de la figura 4.10:

d'(p)—€
d(p)

tan B =

donde el desplazamiento d(¢) indica la altura del centro C del
palpador respecto a la horizontal que pasa por O. Al aumentar la
excentricidad € se consigue disminuir el valor absoluto del angulo
[ en la subida (d’(¢) > 0), pero en cambio aumenta en la bajada

(d(p) <0).

Si r denota el radio del palpador, el valor de la velocidad de
deslizamiento es

d(e) _ _
’ vt =[0les D] =yd2@)+ (@) -€) -1

Este estudio se puede aplicar al caso de palpador puntual
simplemente imponiendo r = 0.

Si se materializa el perfil con un rodillo que pueda girar en el
entorno de C, el rodillo girard con velocidad angular w = vy /1y
Fig. 4.10 Andlisis para un se evitard el deslizamiento en el punto de contacto. Esta
palpador circular de construccion afiade complejidad al mecanismo, si bien mejora el
translacion comportamiento.

4.3 Especificacion de una ley de desplazamiento

Definicion por tramos. Normalmente la funcién d(¢) se disena a partir de un conjunto de
especificaciones como son (Fig. 4.11):
— Puntos de paso, es decir, valores concretos del d(p)
desplazamiento en algunas configuraciones ¢.
— Tramos horizontales d = constante en que el
palpador se encuel?tra en reposo. J=constante
— Rampas de pendiente constante, en que el
palpador se mueve con velocidad constante. /

- etc. Teposo

rampa punto de paso
o

L
0 360°

Fig. 4.11 Definicion de la ley de desplazamiento
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Los puntos de paso o tramos rectilineos se han de unir de manera adecuada mediante tramos

curvilineos. Ejemplos tipicos de leyes de movimiento son los siguientes (Fig. 4.12):

— Leva con detencion simple: el palpador sale de una posicién inferior de reposo, entonces sube
hasta un valor miaximo e inmediatamente inicia un descenso hasta llegar de nuevo a la posicién
inferior de reposo.

— Leva con doble detencion: el palpador parte de una posicién de reposo, sube, se detiene durante un
intervalo y finalmente baja hasta llegar a la posicién inicial de reposo.

d(y) d(e)

Detencién simple Doble detencién

} [ } } @
0 Yo P (2 0 Yo Y1 P2 P3

Fig. 4.12 Levas con detencion simple y doble

Un ejemplo de leva con detencién simple puede ser el que acciona el cabezal de una grapadora. Este
cabezal estd en reposo hasta que una méaquina de alimentacién le sitiia un fajo de papeles para grapar
debajo. En este momento el cabezal se desplaza, hace contacto con el fajo y le clava la grapa.
Inmediatamente después se retira, para dejar que la maquina alimentadora retire el fajo ya grapado.

Un ejemplo de leva con doble detencion es la que posicionaria un recipiente vacio que se ha de llenar.
Se recibe un recipiente en la posicion inicial, se desplaza a la estacién de llenado, donde permanece
inmévil durante un tiempo mientras dura la operacién, y finalmente vuelve a la posicién inicial, donde
otro mecanismo lo retira.

Condiciones de continuidad. las leyes de desplazamiento han de verificar ciertas condiciones de

continuidad en el tiempo, en particular en las uniones entre tramos:

— Es imprescindible que la velocidad del palpador sea una funcién continua y, por tanto, d(f) ha de
ser al menos C!. Discontinuidades en la velocidad originarfan aceleraciones teéricamente infinitas
y, por tanto, fuerzas muy elevadas que conducirian, excepto en madquinas muy lentas, a la
destruccién del mecanismo o a la pérdida de contacto del seguidor.

— Es muy conveniente que la aceleracién del palpador sea continua y, por tanto, d(f) deberia ser al
menos C2. Si la aceleracién presenta saltos bruscos —sobreaceleraciones tedricas infinitas o
variaciones muy grandes—, se producirian variaciones importantes en las fuerzas que actdan en el
mecanismo y, a causa de la elasticidad y los juegos, se originarian vibraciones que darfan lugar a
ruido, fatiga, etc.

Estas condiciones de continuidad en el tiempo se traducen en las mismas condiciones respecto a ¢ si
(1) es suficientemente continua.

d=d ()¢
d=d (9)¢*+d ()¢
etc.
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Definicién matematica de los tramos de unién. Para definir matematicamente las uniones de la
curva de desplazamiento se pueden utilizar, en principio, cualquier tipo de funciones —se han utilizado
clasicamente funciones polinémicas, sinusoidales, cicloidales, etc. A causa de su sencillez,
flexibilidad de disefio y rapidez de cdlculo mediante ordenador, se propone la utilizacién de funciones
polinémicas como una opcién mejor. En el anexo 4.I se presentan las curvas de Bézier no
paramétricas, por su utilidad en la definicién de funciones por tramos. Si es necesario utilizar
herramientas mds flexibles se puede recurrir a las curvas B-Spline.

4.4 Obtencion del perfil de la leva, conocidos la curva de desplazamiento y el palpador

Parametros de disefio. Una vez definida la ley de desplazamiento y seleccionado un palpador, el paso
siguiente es encontrar el perfil de la leva necesario. En este apartado se estudia con detalle solamente
el caso de un palpador de translacién —para un palpador de rotacién el estudio es andlogo.

ro=dy rg=dg cos - €sin §

Fig. 4.13 Radio de base r(y para palpadores de translacion puntual, circulary plano

En el perfil de la leva, influyen la excentricidad € de la guia del palpador respecto al centro de giro O
de la leva y el perfil del palpador.
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Para los palpadores mds habituales, si se sitda el palpador en la posicién inferior d = dy, el radio de un
circulo de centro O que sea tangente al palpador —o que pase por la punta del palpador si este es
puntual— se denomina radio de base r\, y es el radio minimo de la leva (Fig. 4.13). En el caso de un
palpador circular de centro C y radio r, la magnitud r; = r + r se denomina radio primario ¢ indica la
distancia minima entre C y O.

Inversion cinematica. El perfil de la leva se obtiene conceptualmente de manera muy sencilla,
haciendo una inversién cinemadtica (Fig. 4.14). En la referencia solidaria a la gufa, la leva gira un
angulo ¢ y el palpador se desplaza segun la funcién d(¢). Desde la referencia leva, se observa que la
guia gira en sentido contrario —un dngulo -¢— y el palpador continua desplazdndose respecto a la guia
segin d(y). Para un palpador puntual de vértice J, el perfil de la leva serd la curva que va dibujando J
en la referencia leva al hacer el movimiento descrito. En la base 1,2 indicada, de orientacidn fija a la
guia:

Ref.

Leva

Fig. 4.14 Generacion del perfil de la leva para un palpador puntual

Pasando a la base x,y de orientacidn fija a la leva, se obtiene la ecuacién paramétrica del perfil de esta
leva:

()] ppre— _ cosp  sing
{Y(Qﬂ)} - {OJ((’D)}x,y - [Sw]{OJ(‘p)}Lz [S‘p] = [ ] (4.5)

—sing cosg

donde [S¢] es la matriz de cambio de base, correspondiente a una rotacién de dngulo ¢ en sentido
antihorario.

Haz de curvas. Si el palpador no es puntual, al ir girando la gufa y desplazando el palpador, la
interseccion de dos perfiles muy cercanos del palpador determina un punto de la leva. Si se dispusiese
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de una herramienta de corte con la forma del palpador y un movimiento de vaivén perpendicular al
perfil por el corte, se irfa generando el perfil de la leva.

En términos matematicos, si el palpador se define mediante una curva implicita F(x,y) =0, los
sucesivos perfiles del palpador conforman, en la referencia leva, un cierto haz de curvas:

Fx,y,p)=0 4.6)

Tal como se comenta en el apartado 4.1, el perfil de la leva ha de ser en todo momento una curva
tangente al palpador, es decir, tangente a cada una de las curvas del haz. Esta curva se denomina
envolvente del haz, y avanzando por ella para todos los valores de ¢ el valor de la funcién F(x,y,p) se
mantiene nulo y, por tanto, se verifica que

9F _»
e

La ecuacién del perfil de la leva viene dada por el sistema formado por la ecuacién 4.6 —ya que los
puntos del perfil son puntos del haz— y por la ecuacion anterior

F(x,y,¢)=0
I _y 4.7)
Oy

Ecuacion paramétrica del perfil. En general, no siempre es posible disponer de una herramienta con
la forma del palpador y que pueda ser impulsada con el movimiento de corte apropiado. Para poder
definir la trayectoria de otro tipo de herramienta de corte, que corte la leva o su molde a partir de un
bloque de material, es necesario reconvertir el sistema anterior (4.7) a la ecuacién paramétrica
explicita del perfil de la leva:

{x = X(p) .8)

y=Y(p)

Para los palpadores habituales y en los tramos en reposo la ecuacién paramétrica es muy sencilla, ya
que corresponde a la de un arco de circunferencia de centro O.

o o
a) b)

Fig. 4.15 Tramos circulares del perfil de una leva con detencion a) simple b) doble
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La ecuacion paramétrica 4.8 puede obtenerse directamente, sin necesidad de plantear el sistema 4.7,
para palpadores sencillos, como es el caso de un palpador plano o de un palpador de cabeza circular o
de rodillo. como se puede ver a continuacion; basta con aplicar los resultados obtenidos en el analisis
de velocidades.

Palpador plano. Para un palpador plano el perfil de la leva es la envolvente de un haz de rectas. Si el
palpador es perpendicular a la guia (dngulo de presion S = 0), en el andlisis de velocidades se habian
deducido las componentes de vector de posicién OJ(¢) del punto de contacto J, en la base 1,2
solidaria a la gufa:

— - |d(p
OJ(QD)—{d((p)}L2 (4.9)

Como en el caso del palpador puntual, pasando a la base (x,y) fija a la leva se obtiene la ecuacién
paramétrica de su perfil.

@) o
{)’((ﬁ)} B {OJ((’D)}X,Y - [S(P ]{OJ((’D)}LQ

Obviamente, en este caso concreto de palpador plano con =0, el perfil de la leva no depende de €.

Ref.
Leva

Ref.
Leva

Fig. 4.16 Generacion del perfil de leva para palpadores a) plano y b) de rodillo

Para un palpador plano con inclinacién arbitraria (3, el perfil de la leva se deduce de forma andloga, a
partir del vector de posicién OJ(@)en la base 1,2 solidaria a la gufa (Fig. 4.9). Este vector se puede
descomponer como OJ = OI +1J, donde IJ se obtiene a partir de la expresién 4.4.
___ d’(¢)cosf
{01}, = . (4.10)
1, d(p)cos B—esin B

Palpador circular. Con un palpador circular de centro C y radio r, el haz de expresién 4.6 es una
familia de circulos en la cual los centros se encuentran sobre la curva de paso (Fig. 4.16):
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— €
{0C)},, = { d(@} (4.11)

La envolvente del haz, el perfil de la leva OJ(¢), equivale al lugar geométrico de puntos situados a
una distancia r de la curva de paso en la direccion de su normal —n(¢)— interior —hacia el drea cerrada
por la curva:

0J(p) = 0C(p)+ m(yp)

Por esto, el perfil de la leva es la curva offset a la curva de paso, de la misma manera que, como se ha
comentado en el apartado 4.1, la curva offset al perfil de la leva es la curva de paso. La distancia entre
una y la otra es r = constante.

Si se dispusiese de una fresa cilindrica de radio r, impulsada con un movimiento de giro alrededor de
su eje adecuado para el corte, se podria mecanizar la leva haciendo que el centro C de la herramienta
siguiese la trayectoria OC(yp).

Palpadores de rotaciéon. Para los palpadores de
rotacién, la ecuaciéon geométrica de enlace es
¥y = @5(¢;), donde ¢, es la rotacion de la leva 'y ¢,
es la rotacién del palpador. Para el palpador
puntual de rotacién, y atendiendo a la figura 4.17,
se obtiene:

— §1 — 8 COS®Yy
0J(901)={ . }
§p SIng) 12

Fig. 4.17 Palpador puntual de rotacion

y la ecuacién paramétrica del perfil de la leva es {OJ (¢1 )}X’y = [Sw . ]{OJ (¢4 )}1’2
Para el palpador plano de rotacién (fig. 4.18) a partir del anélisis de velocidades (pdg. 92) se obtiene:

. . d
dy = grdy : dy =24, = ,
L dy =51/ (1+¢7) 5 s53=dpcospy =

d1+d2=S1 1+(10’2

51 COS(Py

— s1+ 8y sing, — 53 COSPy
0J(901)={ }
1,2

§5 COSP, +535in¢Y,
Y

de donde la ecuacién paramétrica del perfil de la
leva es

{O_J(901)}X,y=[S¢1]{0_J(901)}1,2 O Z ‘
d; d,

51

Fig. 4.18 Palpador plano de rotacion
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4.5 Caracteristicas geométricas del perfil de la leva

Una vez obtenido el perfil de la leva, se ha de inflexién  ¢éncavo
comprobar que éste no presente caracteristicas (r<0) §
geométricas no deseadas que impidan un contacto oJ
leva-palpador correcto. Los problemas que se pueden v
presentar son basicamente de 2 tipos:

— Imposibilidad de acceso del palpador al punto —

. rect
tedrico de contacto a causa de que el palpador J ( cto )
. . r.=
invada otros tramos de la leva al intentar acceder a =@
este punto.

— Existencia de degeneraciones en el perfil de la  CONVEXO
leva. A pesar de que la ley de desplazamiento sea (r>0)
continua y suave, es posible que el perfil de la leva
presente vértices o autointersecciones. Fig. 4.19 Radio de curvatura

Radio de curvatura. Para detectar estos posibles problemas del perfil de la leva, se ha de determinar

su radio de curvatura:

jor
_ (4.12)

o3

Este valor también resulta de interés en el dimensionamiento de la leva para calcular la presién de
contacto leva-palpador.

Como que el perfil es una curva cerrada, a fin de facilitar el andlisis se puede seguir el convenio de
considerar r, > 0 para los tramos convexos y 7, <0 para los tramos céncavos (Fig. 4.19). Los puntos
de inflexion son aquellos en que se pasa de r, = oo a r, = —oo. Si se sigue este convenio de signos, el
subindice en el denominador de 4.12 indica la componente normal de OJ" hacia a la zona interior
cerrada dentro de la curva.

Las derivadas de 4.12 son evidentemente en la referencia leva y respecto al pardmetro utilizado para
expresar 0J, en este caso @. Para su célculo, resulta mas comodo utilizar la base 1,2 solidaria a la
guia —donde se conocen los componentes de OJ —, si bien entonces al derivar OJ(¢) se ha de afiadir a
la derivada componente a componente de OJ(¢) el término complementario correspondiente a la
derivacién en base movil:

101}, =[s,}ior},

B

for} =i, =[scJfon),, +[s.]fo7,,

-1
y multiplicando por [S‘p]

for} -|° fon),+foi,
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Palpador plano. Para un palpador plano con 8 = 0, derivando 4.9 respecto a ¢ en la base mévil 1,2:

{O_J(QO)}I’Zz{d’(SO)} d/de Jd"'d'} adg [ - }

d(g) | o |-(d+a"

La direccién normal a la curva es la del eje 2 negativo. Sustituyendo en 4.12, el radio de curvatura es:

r.() = d(@)+d" (), d(¢) = 1y +b(¢)

Para un palpador plano con inclinacién arbitraria, procediendo de manera andloga a partir de la
expresion 4.10, el radio de curvatura que se obtiene es

r.(¢) = (d(¢)+d"(p))cos B—€sin B

r=0

A A

Fig. 4.20 Posibles problemas del perfil de una leva con palpador plano

Analizando el signo de la funcién r(¢), se deducen las caracteristicas del perfil de la leva:

— Si siempre 7.(¢) >0, la leva es convexa y el palpador podrd acceder al punto tedrico de contacto
sin problemas.

— Cuando aparece un punto con r(¢) = 0, se tiene un pico —un vértice o una punta (Fig. 4.20)- en el
perfil de la leva y, por tanto, presiones muy elevadas en el contacto leva-palpador.

— Un tramo con 7, (¢) <0 entre 2 puntos de retroceso —7,(¢) = 0— corresponde a un rebaje que,
ademds de originar un pico, impide seguir la ley de desplazamiento especificada.

El perfil es tal que, al ir avanzando por él con dngulos ¢

crecientes siguiendo la parametrizacion, el dngulo que forma la

tangente respecto a una direccién fija a la leva es

monétonamente decreciente, ya que es igual a -¢. Asi, por lo v
tanto, es imposible que una leva obtenida por generacién

presente puntos de inflexién, como en el caso que se muestra a

la figura 4.3. Q

Para eliminar los tramos problemdticos y asegurar que siempre
r.(¢) > 0, es suficiente con aumentar el radio de base r(, ya que
r.(¢) es una funcidn creciente de d, y d;, es creciente en funcién
de r(,. A pesar de todo, se ha de tener en cuenta que un valor muy
elevado de ry no es recomendable, ya que con r; aumentan el Fig. 4.21 Efecto de variar ro en el
tamafio de la leva y la velocidad de deslizamiento (4.2). perfil de la leva (palpador plano)
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Al incrementar d(, no se modifica la linea de presion (Fig. 4.9), ya que ésta sigue siendo la linea que
pasa por I y forma un dngulo § con la guia del palpador. Por tanto el nuevo punto de contacto se
encuentra segtin la normal por el punto J original de contacto, a una distancia Ad,, cos = Ar,. En
otras palabras, al ir variando d, se va obteniendo una familia de curvas offset (Fig. 4.21).

Palpador circular. Para una leva con palpador circular, el radio de curvatura del perfil de la leva, 7,
y el de la curva de paso, Teps difieren en el radio r del rodillo, ya que la primera es la curva offset
interior a la segunda:

rc(‘p): cp(‘ﬁ)_r

Para calcular r;, se deriva la ecuacion 4.11 de la curva de paso:

P

_ € d 2d'—€
{OC(SO)}Lz:{d((p)} = {d’—e} e {d"—d}

Esta curva cerrada se ha parametrizado en sentido horario, de manera que la componente normal
(hacia el interior) de la derivada se puede expresar como

oc 0OC xOC |ge 3

B

n oC

(d2 +(d’—e)2)3/2

(d—€)(2d'—€)—d(d"—d)

¥, por tanto, el radio de curvatura de la curva de paso es 1., (¢) =

Los problemas que se pueden presentar en el contacto leva-palpador son los siguientes:

— Tramos céncavos (r, < 0) del perfil de leva. Se ha de verificar que |r.|>r. En caso contrario, el
rodillo no puede acceder al punto teérico de contacto (Fig. 4.22.a).

— Tramos convexos (r,>0) de la curva de paso (Fig. 4.22.b). El andlisis es similar al caso del
palpador plano. Se ha de verificar que Fep> T Si Fep =T8¢ generarfa un vértice (7, = 0) en el perfil
de la leva. Si Fep <T-s€ produciria un rebaje.

rcp_r GC<V7<;>
s \\\\\\
TN /// / RN
A RNCENEY
RS ~ 4 /// \\\ / / /
[/Cd \\ \ // /><\\\\\\ //>/\<
\ | C . -
a VY \
\
\
N -
a) b)

Fig. 4.22 Posibles problemas del perfil de una leva con palpador circular
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Anexo 4.1 Curvas de Bézier no paramétricas

En este anexo se presentan las curvas de Bézier no paramétricas —funciones polindmicas definidas
sobre la base de los polinomios de Bernstein— como una alternativa a la utilizacién de funciones
polindmicas definidas sobre la base monomial.

Independientemente de que este anexo se incluya en el capitulo dedicado a las levas, su utilizacién no
se ha de restringir a la definicién de funciones de desplazamiento. La sencillez en la especificacién de
condiciones de continuidad y su definicién intuitiva las hacen muy dtiles en el disefio de leyes
temporales del movimiento a partir de especificaciones dadas. La utilizacién de las curvas de Bézier
es, por ejemplo, la manera mas sencilla de definir la curva de arrancada de un ascensor hasta la
velocidad de régimen sin superar una determinada aceleracion dada.

Funciones polinémicas monomiales. Un polinomio b(u) de grado n se expresa en la base de
monomios o canodnica (1, u, u?, u3,.. .) como la combinacién lineal:

b(u)= Zaiui (4.13)

i=0
donde q; son los coeficientes del polinomio en la base de monomios.

Esta base no resulta recomendable en la definicién de curvas por tramos por los motivos siguientes:

— Problemas de estabilidad numérica, especialmente si n es elevado. Pequefios errores en el cilculo
de los coeficientes, inevitables en cédlculos numéricos, dan origen a variaciones inaceptables del
valor de la funcién fuera del entorno u = 0 y a discontinuidades en las uniones.

— Los coeficientes a; de la ecuacidn 4.13 no tienen ningtin significado geométrico. Una modificacién
de un coeficiente no produce ningin efecto intuitivo sobre la forma de la funcién b(u).

— La imposicién de condiciones de continuidad en la unién entre dos curvas no es trivial, ya que
involucra todos los coeficientes de una de ellas, incluso en el caso de continuidad C©.

Polinomios de Bernstein. Los problemas mencionados de la base monomial se solucionan si se
emplean los denominados polinomios de Bernstein que constituyen también una base. Sobre un
dominio unitario, los polinomios de Bernstein de grado »n son

n!

B! (u)=Clu'(1-u)""  i=0,.,n  donde Cl =—""—
il(n—1)!

(4.14)

En la figura 4.23 se muestran los polinomios de Bernstein de grados 1, 2 y 3 asi como también los
monomios hasta grado 3.

Es interesante observar que los polinomios de Bernstein disfrutan de tres propiedades especialmente
interesantes:

— Comportamiento simétrico respecto a los dos extremos del intervalo de definicién.

— En cada extremo s6lo hay un polinomio de valor no nulo.

— Presentan un maximo para la abscisa u = i/n.



108

Teoria de maquines

Bernstein Bernstein
n=1 n=2
1 1
B B
0 1 B(Z) B%
2
Bi
u=0 1 u=0 172 1
Bernstein Monomial
n=3 n=3
3 u
By B3
B{ B3
u
u2
u3
u=0 1/3 2/3 1 u=0 1

Fig. 4.23 Polinomios de Bernstein de grados n = 1, 2, 3 y monomios hasta grado 3

Puntos de control. Una funcién polindmica b(u) de grado n se expresa en esta base como

b(u)="Y bB] (u) uel0,1] (4.15)
i=0

donde los n+1 coeficientes b; se denominan ordenadas de Bézier. El grifico de la curva b(u) se
denomina curva de Bézier no paramétrica. Para cada ordenada b; se define un punto b; de
coordenadas (i/n, b;) denominado punto de control y el conjunto de los puntos de control definen el
denominado poligono de control de la curva.

En la expresion 4.15, el polinomio B} (1) se puede interpretar como la influencia de b; en la curva
b(u). Esta influencia es mdxima en u =i/n, ya que B} (u) presenta un maximo. Eso hace que la
representacion grafica de la curva b(u) tienda a ser cercana al poligono de control (Fig. 4.24), y si se
desplaza verticalmente un punto de control —se modifica la ordenada b; correspondiente— la curva
presenta la modificaciéon mas acusada en el entorno de este punto.
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-
-
-

\
\
0 1/3 2/3 1 0 1/3 2/3 1

Fig. 4.24 Curva de Bézier no paramétrica de grado n = 3. Influencia del punto b,

Esta propiedad y las siguientes dan un significado geométrico a las ordenadas de Bézier que facilita el

disefo y la modificacion interactiva de una curva de Bézier:

— La curva pasa por los puntos extremos by, b, y es tangente al poligono de control en estos puntos.

— La curva se encuentra contenida dentro del dominio convexo de los puntos de control (Fig. 4.25).
El poligono de control permite establecer una caja contenedora dentro de la cual se puede asegurar
que se encuentra la curva.

Ademids, resulta interesante observar los casos particulares siguientes (Fig. 4.26):
— n=1; segmento rectilineo de extremos b, b.
— n=2;segmento parabdlico de extremos by b, ., tangentes en estos puntos que se cortan en b;.

b max. |
bmin. —+
\ \
u u
Fig. 4.25 Dominio convexo y caja contenedora de una curva de gradon = 3
\
| &
\
\ \
0 1 0 12 1

Fig. 4.26 Curvas de Bézier no paramétricas de gradosn = 1, 2
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A causa de las propiedades favorables de las curvas de Bézier, estas curvas son empleadas
ampliamente en aplicaciones de CAD (carrocerias de automévil, fuselajes de aviones, etc.). De hecho,
fueron desarrolladas por el ingeniero P. Bézier mientras trabajaba durante la década de los sesenta en
el diseflo de carrocerfas para Renault. Ademds, las curvas de Bézier son un estindar en paquetes
graficos (OpenGL, PHIGS, lenguaje PostScript) y en programas de ilustraciéon (Adobe Illustrator,
FreeHand, etc.). En estas aplicaciones, se utiliza la version paramétrica de las curvas de Bézier, en la
cual los puntos de control se pueden situar libremente en el plano o en el espacio.

Derivadas e integracion de una curva de Bézier no paramétrica. La derivada b’(1) de un

polinomio b(u) de grado n es un polinomio de grado n’=n— 1. En la base de Bernstein, se puede
comprobar que los coeficientes b; de la derivada se obtienen como

b{=n(b,-+1—bl~) i=0,...,n—1 (416)

En la figura 4.27 se presenta como ejemplo la derivada de una curva cubica (n = 3), que es una curva
parabdlica. Esta tltima se ha representado con una escala ampliada 3 veces para el eje de ordenadas.

b
2 1
‘ bw) d/du
\
ik | e | " ’
| | | P
| | L 0 12 L
0 1/3 2/3 1 ‘
\
\
-3
Fig. 4.27 Derivada de una curva de Bézier no paramétrica (grado n = 3)
De la expresién 4.16 se deduce que, en el proceso de integracion,
b}
by =b+— 4.17)
n

siendo b/ les ordenadas de Bézier de la funcion de partida, b; las ordenadas de la funcién integrada y n
el orden de esta. Para definir la constante de integracién se puede tomar un valor concreto para una
coordenada; el més sencillo es by,.

La utilizacién de las curvas de Bézier para definir una funcién b(s) de la variable independiente s entre
5oy 51 s€lsg,s1], y el hecho de que las curvas de Bézier b(u) se definen en un dominio unitario
u €[0,1], hace que usualmente se utilice el cambio lineal de variable u = (s — 57) / (5] — 5()-
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Con este cambio de variables, la relacién entre la derivada d’(u) respecto a u y la derivada d’(s)
respecto a s es

d’ (u)

S1 =50

d'()=d (uw (s)=

Imposicion de condiciones de continuidad. La expresion 4.16 pone de manifiesto que las derivadas
r-ésimas en los extremos u =0, u =1 sélo dependen de los r+1 puntos de control mds cercanos, es
decir, en u = 0 s6lo depende de los coeficientes by,...b,, y en u=1 de los coeficientes b, _,...b,,.
La imposicién de condiciones de continuidad
r-ésima en la unién entre dos curvas resulta
entonces mucho mds sencilla en la base de
Bernstein que en la base de monomios, ya que sélo
se ven involucrados r+1 coeficientes de cada curva.

En el caso particular de unién de una curva de

/ Bézier con una recta, para conseguir continuidad
/ CT respecto al pardmetro s es suficiente con que los
7/ r+1 puntos de control mds cercanos a la unién
/ 7 estén sobre la prolongacion de la recta (Fig. 4.28).
/
Fig. 4.28 Union C? recta-Bézier c(s)

En el caso mds general, se plantea determinar la curva de
Bézier que se une con continuidad C” con otra curva
conocida (Fig. 4.29). Si la curva conocida es de Bézier —
b(s), de orden n; e intervalo de definicién As;—, las
derivadas respecto a s en el punto de unién se pueden
encontrar de manera recurrente utilizando la expresion
4.16 y teniendo en cuenta que las curvas de Bézier pasan
por los puntos de control extremos. Por ejemplo, si la
unién se hace con el ultimo punto de esta curva: Fig. 4.29 Unidn de dos tramos de Bézier

b, b(smax.) = by

by_y = (b, —by_1)n b (s) =b (1) LA &
n—1 n n—1)"1 . u=l ASl n—1 Asl
byy =(by_y —bpa )iy =1 b () =by_

" ( " " ) S1maéx. " (Asl)z

Conocidas estas derivadas, las ordenadas de Bézier c; de la curva de Bézier —c(s), orden n, e intervalo
de definicién As,— que empalma con continuidad C” con la primera se pueden encontrar a partir de la
expresion 4.17, y teniendo en cuenta que las curvas de Bézier pasan por los puntos extremos
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’ ’
C &
CO:bn,C1=C0+n—0,C2=C1+nl—,"‘
2 2
As cl
Ay =b'(s)], Ay =byE . =chr—
SImdx. ASI I’lz—l

cy = c’(u)|u:0 = c’(s)|s2 min.

2
” __” 2 L7 ASZ
g =b"(s); _ (Asy) _b”[A_le

Como casos particulares al unir dos curvas de Bezier:

a) Si se quiere continuidad C!, sélo se necesita que los dos dltimos puntos de control del primer
tramo estén alineados con los dos primeros del segundo tramo —las curvas de Bézier en los
extremos son tangentes al poligono de control.

b) Silas dos curvas de Bézier son del mismo orden y estdn definidas en el mismo intervalo (n;=n,y
As = As,), las ordenadas de Bézier respectivas guardan la relacion:

ol [1 0 0 0 0]fb,
al 2 =1 0 0 0|lb,
b=l4 -4 1 0 0lb,
el [8 -12 6 -1 0f|b,5

1 bn—4

Ejemplos de disefio de funciones de desplazamiento mediante curvas de Bézier

Tramo de leva con detencién simple. En el caso usual en que se quiere simetria entre la subida y la
bajada (Fig. 4.12), el disefio con una tnica curva de Bézier es trivial. Si se quiere unién C” con los
tramos de reposo, por las propiedades de continuidad en los extremos de las curvas de Bézier, se
habran de situar 7+1 puntos de control a cada extremo alineados con las rectas de reposo. Ademds, se
necesitard al menos un punto de control intermedio para gobernar la altura médxima b, .. Por esto, se
necesitan como minimo 2r+3 puntos de control, que corresponden a un grado n=2r+2 de la curva de
Bézier.

A la figura 4.30 se ha ilustrado el caso habitual =2 (n=6). Si el reposo es para la altura de
referencia b(u) = 0, se verifica b; = 0 para todos los puntos de control, menos para el central b;. Asf:

b(u) = byBS (1) = b3 201 —u)* >
y la altura maxima obtenida es, por simetria, en el punto medio sobre la abscisa u = 1/2:
biax. = %b3

Les secuencias de ordenadas de Bézier de las sucesivas derivadas, indicadas a la figura 4.30, se
obtienen ficilmente a partir de la ecuacién 4.16. Para representar cada una de estas derivadas se han
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empleado escalas diferentes en el eje de ordenadas. Si se quiere obtener una curva no simétrica, es
suficiente emplear un grado n > 6, con lo que aparecerdn mds puntos de control interiores y se
dispondra de un mayor nimero de grados de libertad para controlar la forma de la curva.

by
A -
{bl}: b3{09070a17070’0}

b i \ d/du
l=5
L {b'.}= 6 b3{0,0,1,-1,0,0}
b"(u) \ : d/du

ll 4
/\ {b",}=56 b5{0,1,-2,1,0}

b"'( V 4/du

(b")=456 by(1,-33,-1}

b(u)

Fig. 4.30 Tramo de subida y bajada para una leva con detencion simple y derivadas sucesivas

Tramo de subida de una leva de doble detencion. Si se pide, como en el caso anterior, unién con
continuidad C2, ser4 suficiente situar 3 puntos de control en cada extremo alineados con las rectas de
reposo. Por tanto, se necesitardn al menos 3+3=6 puntos de control (grado n = 5).

Si el reposo inicial es para la altura de referencia b(u)=0 y el reposo final es a una altura b3, en el caso
n =15 se verifica b; = 0 para los 3 primeros puntos de control, y b; = b5 para los 3 dltimos. Por tanto:

b(u) = b3[ B3 (u) + B (1) + B3 ()] = b3 [10(1 = )? +5(1 - w)ue + 1]
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En la figura 4.31 se ha dibujado este tramo de subida y sus derivadas sucesivas. El tramo de bajada se
obtendria de manera andloga. Si para conseguir mds control de la forma del tramo se necesitasen mas
grados de libertad, seria suficiente utilizar un grado mas elevado.

b(u)

n=5
{ {bl}:bS{O’O»OJa]vl}

b'(u)
d/du
|=4 ,
{b'}=5 b5{0,0,1,0,0}
: i d/du
n"=3
‘ {b";}=45 b3{0,1,-1,0}

b™(u) d/du

A\ /':2 (6" )= 345 by{1,2.1)

Fig. 4.31 Tramo de subida y derivadas sucesivas para una leva de doble detencion
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Problemas

P4-1 El desplazamiento de una leva de doble detencién es de 10 mm en 60°. Definir el tramo de
subida utilizando:

a) Una curva de Bézier que imponga continuidad C! con los tramos de reposo.

b) Una curva de Bézier que imponga continuidad C2 con los tramos de reposo.

¢) Una funcién arménica. ;Qué continuidad tiene con los tramos de reposo en este caso?

P4-2 Una leva plana ha de proporcionar la ley de d(¢)
desplazamiento de diente de sierra como se
indica en la figura. Determinar las curvas de
Bézier que produzcan uniones C! y C2 y
estudiar las 3 primeras derivadas del
desplazamiento.

P4-3 La ley de desplazamiento de una leva plana es triangular simétrica, como se muestra en la
figura. Determinar las curvas de Bézier que produzcan uniones C! y C? y estudiar las 3
primeras derivadas del desplazamiento.

d(y)
a
T T T ‘p
01 789 1516  x2m/16
) d(y)
P44 La curva de desplazamiento de una leva
plana ha de pasar con pendiente horizontal
por los puntos indicados. Determinar los a

tramos de Bézier que generan una curva
global C!. Estudiar las 3 primeras derivadas.

0 3 4 X 21/4
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P4-5

P4-6

P4-7

Una leva plana de rotacién con palpador
circular de translacién genera la curva de
desplazamiento siguiente:

d(p) =asin ¢ + a

La excentricidad de la guia del palpador es
nula. Determinar la curva de paso —descrita por
el centro del palpador-y el radio de base r; —
radio minimo— de la leva.

(r=10 mm ; a = 20 mm ; a, = 60 mm)

Una leva plana de rotacién con palpador plano
horizontal de translaciéon genera la curva de
desplazamiento d(¢) = a sin ¢ + a
Determinar el perfil y el radio de base de la
leva.

(a=15mm; ay =40 mm)

La curva de desplazamiento de una leva plana
de rotacién con palpador plano horizontal de
translacién es

d(p) = a (1-u)u® + a

con u=¢2n, a=200 mm y ay=25 mm.
Determinar el perfil y su radio de curvatura.
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P4-8 La curva de desplazamiento de una leva plana de rotacién con palpador circular de
translacién es
d(p) = a sin’p + a,.

La excentricidad de la guia del palpador es nula. Determinar la curva de paso descrita por el
centro del palpador y el radio de curvatura tanto de esta curva como del perfil de la leva.
(r=10mm ; @a = 10 mm ; a; = 30 mm)

2

, A

r
€
d X
0 L
P49 Las dos correderas, 1 y 2, estdn unidas mediante un par superior formado por superficies

cilindricas de radio r . Determinar, en la configuracion representada:

+
N
N
.
.
N
.
.

a) La velocidad y la aceleracion de la corredera 2 en funcién de la velocidad y de la aceleracién de la
corredera 1.

b) La velocidad de deslizamiento en la generatriz de contacto.

¢) La ecuacion de enlace entre las coordenadas s; y s,.
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P4-10  En el par superior de la figura, determinar
para la configuracién representada y funcién
del movimiento de la corredera 1:
a) La velocidad y la aceleracién angular del balancin 2.
b) La velocidad de deslizamiento en el punto de
contacto.
¢) Laecuacion de enlace entre las coordenadas s y ¢.

P4-11 La figura muestra una leva de desplazamiento rectilineo que avanza con velocidad
constante v=0,5 m/s, la cual mueve un seguidor montado sobre un cuadrildtero articulado.
El punto Q, es el centro de curvatura del tramo circular AB de la leva.

Determinar en la configuracién representada:

a) Los centros instantaneos de rotacion absolutos
de los miembros del mecanismo.

b) La velocidad angular absoluta de los miembros
4y5.

P4-12  En un tren de conduccién automadtica se desea programar la puesta en marcha de forma que
evolucione del reposo a la velocidad de régimen de 15 m/s en 15 segundos y la aceleracion
sea continua.

Determinar, utilizando curvas de Bézier de grado minimo, la ley temporal de la velocidad y la
aceleracién maxima para esta maniobra.

P4-13 En una méquina de taladrar la velocidad de aproximacién de la Cabezal
broca a la pieza es v{ =20 mm/s y la velocidad de avance v l
durante el taladrado es v, = 5 mm/s. Broca
Si la transicién de velocidad debe hacerse en 0,6 s y manteniendo la
aceleracién continua (C), utilizando curvas de Bézier de grado minimo: Pieza
1

a) Dibujar la gréfica de la velocidad de la broca en funcién del tiempo.
b) Determinar el valor de la desaceleraciéon maxima.
c) Dibujar la curva de desplazamiento indicando la posicién de los puntos de control.
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P4-14  Una escalera mecédnica estd en reposo hasta que detecta la presencia de una persona,
momento en el que inicia la puesta en marcha hasta alcanzar una velocidad constante
v =0,8 m/s. Para evitar brusquedades en esta maniobra el control de la miquina impone
una evolucién de la velocidad con continuidad C! y una aceleracién méxima
— 2
Anax. = 0,6 m/s=,

Determinar para esta maniobra y utilizando curvas de Bézier de grado minimo:

a) La expresion polinémica de la velocidad, de la aceleracion y del desplazamiento.
b) La duracién de la maniobra en segundos.
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5 Engranajes

En muchas méquinas, se hace necesaria la transmisiéon de movimiento de rotacién entre dos ejes, y a
menudo se quiere que la relacién entre las velocidades angulares de estos ejes sea constante e
independiente de la configuracién. Para conseguirlo, se utilizan ruedas de friccién, correas, cadenas o
engranajes.

En este capitulo, se estudian los engranajes desde el punto de vista cinemadtico, y las condiciones que
se ha de imponer al perfil de los dientes de las ruedas dentadas para que el engranaje sea
cinemdticamente correcto.

5.1 Transmision de la rotacién entre ejes

La transmisién de la rotacion de un eje a otro es necesaria por motivos tales como:

Relacion de transmision. En un mecanismo de

La existencia de ejes no coincidentes por razones funcionales. Este es el caso del diferencial de un
vehiculo con motor longitudinal, necesario para transmitir el movimiento de la salida de la caja de
cambios a las ruedas.

La necesidad de establecer una relacién de velocidades precisa entre dos ejes. Por ejemplo, el ciclo
termodindmico de un motor de 4 tiempos impone que el drbol de levas gire exactamente a la mitad
de velocidad que el cigiiefial, o la aguja horaria de un reloj mecédnico ha de girar a una velocidad
angular 1/60 de la correspondiente a la minutera.

La necesidad de invertir el sentido de giro de un eje. Es el caso del mecanismo que permite a una
motonave invertir el sentido de giro de la hélice para maniobrar.

La adecuacion de la velocidad de un motor a las caracteristicas de la carga. Por ejemplo, la turbina
de un avién de turbohélice gira a una velocidad demasiado elevada para poderse conectar
directamente con la hélice con un rendimiento aceptable, y se ha de interponer un reductor entre
ellas. Otro ejemplo es el de un aerogenerador en que las palas giran demasiado lentamente para
accionar el generador eléctrico y se ha de interponer un multiplicador.

transmision, el cociente 7 entre la velocidad angular
w, del eje conducido o de salida y la velocidad “1 “
angular w; del eje conductor o de entrada se . : .
. . L Eje conductor Eje conducido
denomina relacion de transmision: .
o de entrada o de salida

w
T="2

Wi Fig. 5.1 Relacion de transmision T
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El signo de esta relacién de transmisién depende del criterio de signos escogido para definir las
velocidades angulares. Esta ecuacion se puede interpretar como la ecuacidn cinematica de enlace:

Tw;—wy =0

que relaciona las velocidades angulares de dos s6lidos —eje de entrada y eje de salida— respecto a una
carcasa (Fig. 5.1). En este capitulo, se estudia el caso usual 7 = constante.

En los reductores, mecanismos de transmisién con 7 < 1, algunas veces se define la relacién de
reducciodn i:

1 _ Weje conductor

T Weje conducido

Mecanismos para la transmision de la rotacion entre ejes. Engranajes. Para ejes paralelos o que

se cortan, una solucién para la transmision del movimiento es utilizar una pareja de ruedas de friccién

que mantengan contacto sin deslizar. De esta manera surgen las combinaciones siguientes, ilustradas

en la figura 5.2:

a) Contacto entre ruedas por sus caras exteriores. Para ejes paralelos, las ruedas son cilindricas y los
ejes giren en sentido inverso. Para ejes que se cortan, las ruedas son troncocénicas.

V:rl (l.)l

b)

Fig. 5.2 Axoides cilindricos para la transmision del movimiento entre dos ejes paralelos

b) Contacto de la superficie exterior de la rueda pequefia con la superficie interior de una mds grande.
Con ejes paralelos los ejes giran en el mismo sentido.
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¢) Caso limite de una rueda de r=oco que establece contacto con la superficie exterior de la otra
rueda. Un segmento finito de la rueda de r = oo tiene movimiento de translacién.

El par que se puede transmitir con esta solucién es proporcional a la presién de contacto y al radio de
las ruedas. En la mayoria de aplicaciones, para transmitir el par necesario con ruedas de una medida
razonable serfa necesaria una presion superior a la admisible, de manera que las ruedas de friccién no
suelen ser una solucién adecuada. Se ha de pasar a transmitir el par por medio de fuerzas normales
entre superficies, hecho que conduce a la aparicién de dientes en las ruedas.

Otros mecanismos alternativos son las poleas con correas —dentadas o no— o las ruedas con cadenas.
La utilizacién de una solucién u otra depende del problema concreto que se ha de resolver. Por
ejemplo, en una motocicleta con motor transversal la transmisién a la rueda posterior se suele hacer
mediante una cadena, mientras que si el motor es longitudinal resulta mds ventajoso un arbol de
transmision y un engranaje conico.

Este capitulo se dedica nada mds al estudio de los engranajes, conjunto de dos ruedas dentadas que

engranan entre si. En funcién de la disposicidn relativa de los ejes, se utilizan diversos tipos de

engranajes:

— Ejes paralelos: engranajes cilindricos, también denominados paralelos, con dientes rectos,
helicoidales o dobles helicoidales.

— Ejes que se cortan: engranajes conicos con dentado recto o espiral.

— Ejes que se cruzan: engranajes cilindricos helicoidales cruzados o engranajes hipoidales.

Para los engranajes cilindricos y cénicos, las ruedas de friccién equivalentes coinciden con los axoides
por el movimiento relativo.' Para los ejes que se cruzan los axoides de las ruedas dentadas son
hiperboloides de revolucién reglados que ruedan y deslizan entre si. En este caso, el deslizamiento
inherente al funcionamiento es una causa del bajo rendimiento de la transmision.

Otras aplicaciones de los engranajes. Se ha de
decir que los engranajes también pueden
utilizarse como elementos de bombas o
compresores volumétricos. Este es el caso de la
bomba de aceite que se puede encontrar en un
motor de explosion, o del compresor Roots que se
muestra a la figura 5.3. El engranaje se encuentra
encerrado en una carcasa y, al girar, las dos
ruedas dentadas, denominadas en este caso
rotores, van transportando el fluido por la
periferia desde la cdmara de entrada a la de salida.

El reflujo en la zona central se impide por el Engranaje auxiliar para la

contacto entre los rotores, y por eso el perfil de transmisién del movimiento.

los rotores se escoge de manera que garanticen la

estanqueidad en el contacto. Fig. 5.3 Compresor volumétrico Roots

' Lugar geométrico definido en cada rueda del eje instantdneo de rotacién y deslizamiento relativo (centro instantdneo de

rotacion en el movimiento plano).
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Estos perfiles no acostumbran a ser los mas adecuados para transmitir el movimiento de un rotor al
otro, y por eso se suele situar un engranaje auxiliar convencional.

Estas bombas o compresores generan un caudal proporcional a la velocidad de giro de los rotores. Por
tanto, si se interpone la bomba en una conduccién y se dejan girar libremente los rotores, la bomba
puede servir como medidor de caudal.

5.2 Perfiles conjugados

La relacion de transmisién entre ejes usualmente ha de ser constante no s6lo de media —por ejemplo,
considerando el cociente entre el nimero de vueltas de cada eje por unidad de tiempo— sino también
en todo instante para evitar esfuerzos y vibraciones innecesarios. Si se confia la transmisién a un par
de perfiles en contacto, éstos han de cumplir la condicién de engranaje.

Condicion de engranaje. Dos perfiles planos 1 y 2 que forman un par superior plano y giran,
respectivamente, alrededor de los puntos O; y O, se denominan conjugados y se dice que cumplen la
condicion de engranaje si mantienen constante la relacién de transmision 7= w,/w;. El centro
instantdneo de rotacién relativo entre ambos s6lidos se encuentra (ver el capitulo 4) en la interseccién
de la linea de centros y la linea de presion o de empuje (Fig. 5.4).

r

/ .
| N
\// axoides \\/

\\
/

Fig. 5.4 Condicion de engranaje

Para conseguir un valor 7 constante, I ha de ser un punto fijo sobre la linea de centros. La relacion de
transmisién tiene el valor:

w 15
T=—2 =—1

wp n

donde 7| y 7, son las distancias desde los centros O; y O, a I y son, por tanto, los radios de los dos
axoides del movimiento relativo.
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El lugar geométrico de los puntos que va ocupando el punto J de contacto a medida que los perfiles
van girando se denomina linea de engranaje.

En el estudio de engranajes, la orientacién de la linea de empuje suele caracterizarse mediante el
angulo @ de empuje que forma la linea de presién con la perpendicular a la linea de centros. Se ha de
observar que esta definicién del dngulo de empuje @ es diferente de la del dngulo de presién S,
definido en el estudio del mecanismo leva-palpador.

Velocidad de deslizamiento. La velocidad de deslizamiento entre los perfiles en el contacto en J es
un parametro que interesa minimizar. Esta velocidad es proporcional a la distancia entre J y I:

Vdesl. = |ﬁ|[w1 +w,]

Por tanto, para conseguir el valor vy, =0, J tendrfa que encontrarse constantemente sobre la linea de
centros y los perfiles conjugados serfan dos circunferencias de centros O; y O,; en definitiva, un par
de ruedas de friccién. Para limitar la velocidad de deslizamiento interesa una linea de engranaje corta,
es decir, que el punto J de contacto no se aleje mucho de I.

Obtencion de perfiles conjugados. Dado un perfil arbitrario y una determinada relacién de
transmision, encontrar un perfil conjugado es un caso particular del estudio del mecanismo leva-
palpador en el cual el palpador es el perfil inicial, la leva el perfil buscado y la ley de desplazamiento

€S Py =T .

5.3 Dentado de los engranajes

A fin de obtener soluciones viables para la transmisiéon del movimiento entre ejes mediante perfiles, se
confia la transmisién a una pareja de perfiles nada mds durante una pequefia fraccién de vuelta —
dngulo de conduccion. Para garantizar la continuidad en la transmisién se dispone de una sucesion de
parejas de perfiles uniformemente espaciados y de manera que, antes que el punto de contacto
abandone la superficie fisica de una pareja, se inicie el contacto con la siguiente. El cociente entre el
dngulo de conduccién y el dngulo entre perfiles sucesivos se denomina coeficiente de recubrimiento 'y
evidentemente ha de ser superior a la unidad.

Al ser el par superior un enlace unilateral, una pareja de perfiles nada mds puede transmitir fuerzas en
un sentido. Para conseguir la transmision de pares de un eje a otro en ambos sentidos se han de utilizar
dos familias complementarias de perfiles conjugados y entonces aparecen los dientes caracteristicos
de las ruedas dentadas. Los dientes han de tener una cierta anchura, por razones de resistencia y para
que los perfiles de los flancos no lleguen a cortarse. Entre dos dientes consecutivos de una rueda ha de
dejarse el espacio suficiente para permitir el acceso de los dientes de la otra rueda.

Cada juego de flancos asegura la transmision de par en un sentido, como se observa en la figura 5.5,
en la cual se han dibujado los pares exteriores ejercidos sobre las ruedas. Es importante observar que
la linea de presion cambia de direccion al invertirse el sentido de los pares. Asi, si en un automoévil se
saca el pie del acelerador y el motor pasa a actuar como freno, en los engranajes de la transmision deja
de utilizarse el juego de perfiles correspondiente a la propulsién del vehiculo y se pasa a emplear el
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juego inverso. Como esta segunda familia de perfiles suele estar menos pulida por el uso que la
primera, al desacelerar normalmente se incrementa el ruido de la transmision.

linea de presién

Fig. 5.5 Modos de funcionamiento de un engranaje

Paso, médulo y grosor. En las ruedas cilindricas, se denomina paso p la distancia entre dos puntos
homdlogos de dos dientes consecutivos, medida como el arco sobre una circunferencia del axoide. El
paso coincide para las dos ruedas del engranaje, ya
que los axoides ruedan sin deslizar y, por tanto, los
arcos que los puntos de contacto recorren sobre ellos
coinciden. En una rueda con z dientes

-
2nr axoide
p=—"o
z

El paso es una medida indicativa de la dimensién de Fig. 3.6 Espacio e y grosor e

los dientes y el arco de axoide se reparte entre el arco correspondiente en el espacio e vacio entre
dientes y el correspondiente al grosor e’ del diente (Fig. 5.6).

p=e+e’ (5.1

Normalmente en lugar del paso se suele utilizar el médulo m, expresado en mm:

A fin de obtener ruedas dentadas intercambiables, los modulos estdn normalizados. Los valores
preferentes segtn la norma ISO 54-1996 son: 1, 1,25, 1,5, 2, 2,5, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 16, 20, 25, 32,
40y 50.

En los engranajes cénicos, el paso, el médulo y el grosor se definen sobre la circunferencia del axoide
en el extremo mds grande de las ruedas.
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Dimensionamiento de los dientes. A parte de criterios de resistencia, las dientes han de
dimensionarse (en grosor y altura) teniendo en cuenta los factores siguientes:

Recubrimiento suficiente en el engranaje: los flancos han de tener longitud suficiente para que
antes que una pareja de ellos pierda contacto entre en funcionamiento la pareja siguiente, y asi
garantizar la transmision del giro.

Juego de funcionamiento: para que la inversioén del sentido de los pares transmitidos sea suave y
sin choques y que el juego entre ejes sea pequefio, interesa que el juego entre el diente de una
rueda y el hueco de la otra sea minimo. Si el diente de la rueda 1 encajase perfectamente en el
vacio de la rueda 2 (e’|=e,), se tendria juego nulo. Como, ademds, las ruedas han de tener el
mismo paso, de la expresion 5.1 resulta que la condicién de engranaje sin juego se puede expresar
como

ej+ey=e[+e)=p

Interferencia entre dientes. Si la altura del diente respecto al axoide fuese muy grande, la cabeza
del diente de una rueda interferiria con la base del diente de la otra rueda antes que pudiese
iniciarse el contacto entre los flancos, y el sistema no se podria montar o quedaria bloqueado.

Tabla 5.1 Posibles configuraciones de engranajes en funcion de la disposicion de los ejes y de la relacion de

transmision
Posicidon relativa | Relacion de Tipos de engranaje
de los ejes transmision
lag8 Engranaje simple con cambio en el sentido de rotacién
(mdximo: 10) = — Engranaje exterior

Engranaje simple sin cambio en el sentido de rotacién
— Engranaje interior
Paralelos — Engranaje con rueda intermedia
Ejes coaxiales
— Tren planetario
>8 — Engranajes simples en serie
— Trenes planetarios simples en serie
— Tren planetario especial

laé — Engranaje simple
Concurrentes 6a40 — Engranaje cénico y engranaje paralelo en serie

> 40 — Engranaje cénico o de vi-sinfin y engranajes paralelos

en serie

1a20 — Engranaje helicoidal para cargas leves
Perpendiculares | 20 a 60 — Engranaje de vi-sinfin
pero no 60 a 250 — Engranaje de vi-sinfin y engranaje paralelo en serie
concurrentes > 250 — Engranajes de vi-sinfin y engranajes paralelos en serie.

se ha de prestar atencién al rendimiento global

Fuente: Henriot, 1968

Relacion de transmision en funcién del mimero de dientes. La relacion de transmisién en un
engranaje puede expresarse en funcién del nimero de dientes de las ruedas como
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Por lo tanto, con un par de ruedas dentadas s6lo pueden conseguirse relaciones de transmision

racionales, de manera que si se quiere obtener una relacién no racional habrd que hacer una

aproximacion. Ademds, se ha de tener en cuenta las limitaciones constructivas siguientes:

— El nimero de dientes estd limitado aproximadamente entre un minimo de 10 y un médximo de 80
para ruedas cilindricas.

— No es conveniente utilizar un pifion muy pequefo con una rueda muy grande. La relacién de
transmisién usualmente estd comprendida entre 1/8 y 8 para los engranajes cilindricos y entre 1/6
y 6 para los cénicos.

Si no es posible conseguir la relaciéon 7 deseada con estas restricciones, se habrd de proceder a
descomponerla como un producto de relaciones racionales y recurrir a un tren de engranajes, como se
verd mds adelante. En la tabla 5.1 se dan posibles configuraciones para conseguir diferentes relaciones
de transmision, segtn la disposicion de los ejes.

5.4 Perfil de evolvente

Generacion. Practicamente los tnicos perfiles conjugados utilizados en los engranajes cilindricos son
los denominados perfiles de evolvente. Para entender su generacién podemos imaginar que el
movimiento de dos ejes, 1 y 2, con una cierta relacién de transmisién se podria conseguir con el
sistema que se muestra a la figura 5.7. Se disponen dos rodillos y un hilo que, sin deslizar, se va
enrollando en un rodillo y desenrollando del otro. Los radios 7y, 7, de las poleas se denominan
radios de base,y para conseguir la relacion de transmisién 7 deseada han de verificar:

r=22_ Dl (5.2)

Fig. 5.7 Engranaje de 2 perfiles de evolvente

A continuacién se escoge un punto J cualquiera, fijo al hilo, y se observa su trayectoria en las
referencias solidarias a cada una de las poleas. Intuitivamente, se engancha a cada rodillo una
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cartulina que se extienda mds alld de los radios de base y se estudian las curvas que un trazador
arrastrado por J irfa marcando sobre cada cartulina. Este punto siempre tiene, en las referencias
solidarias a las poleas, velocidad perpendicular al hilo y, por tanto, las trayectorias de J respecto a
estas referencias son, en todo momento, perpendiculares al hilo y tangentes entre si en el punto J. El
par superior formado por los perfiles definidos a partir de las curvas dibujadas por el trazador genera
exactamente el mismo movimiento que el hilo.

Ventajas del perfil de evolvente. El perfil de evolvente tiene propiedades muy ventajosas, todas ellas

deducibles de un andlisis de la figura 5.7:

— Lalinea de engranaje es una recta —el tramo libre de la cuerda imaginaria—, por lo que el angulo
de empuje a es constante a lo largo del engrane. Por tanto, la direccién de la fuerza de contacto
entre dientes serd constante, cosa que evita vibraciones y ruido.

1 7i
cosa =L =02

n n

— Aunque se varie la distancia entre ejes, dos perfiles cualesquiera de evolvente siempre son
conjugados, es decir, siempre engranan correctamente y, ademds, siempre con la misma relacién
de transmisién dada por la ecuacion 5.2. Al separar los dos rodillos de la figura 5.7, si bien varfan
los radios de los axoides y el dngulo «, la forma de las evolventes continda siendo la misma, ya
que sblo depende de los radios de base ry, 1y, esta propiedad permite gran versatilidad en los
acoplamientos entre ruedas y en los procedimientos de corte, y los pequefos errores de fabricacién
en la distancia entre ejes no afectan desmesuradamente la calidad del engranaje.

a)

Fig. 5.8 a) Cremallera evolvente b) Utilizacion como herramienta generadora

— En el caso de un perfil de r=co—cremallera— la evolvente es una recta (Fig. 5.8.a). Esta
cremallera, al tener flancos rectos, resulta muy fécil de construir, y puede emplearse como
herramienta generadora para ruedas con dentado exterior. En la figura 5.8.b se ilustra el proceso de
corte de una rueda con una cremallera, observado desde una referencia fija a la rueda generada.
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Paso de base. En una rueda dentada con perfil de evolvente, el radio » del axoide no es una
caracteristica intrinseca de la rueda sino que, como se ha dicho, varia en funcién de la distancia entre
ejes. Es decir, se trata de una caracteristica de funcionamiento. Eso hace que no se normalice el
moédulo m medido sobre el axoide, sino el médulo de base my, medido sobre la circunferencia de base,
moédulo que si es una caracteristica intrinseca de una rueda dentada con perfil de evolvente. Esta
normalizacién se consigue normalizando las caracteristicas de la cremallera generadora, su médulo m,,
y la inclinacién del flanco a, que coincide con el dngulo de empuje.

El paso de la cremallera —m_—y de la rueda medida en el axoide —m— han de coincidir, por tanto:

mm, =Tm
y a partir de la relacién entre el radio de base y el del axoide (Fig. 5.7):

I, =7Cosa
se obtiene la relacion entre el médulo de base y el de la cremallera generadora:

2l’b 2r
— =——C08@qy ; My =m CO08Q
Z Z

El dngulo usual de la cremallera es o = 20°.

Condiciones para el engranaje entre ruedas dentadas. Si dos ruedas dentadas tienen el mismo
médulo de base, tendran el mismo mddulo sobre el axoide ya que, como se puede ver en la figura 5.7

2r, _ 2rcosa
z z

my, = =mcosa

Por tanto, las ruedas en principio podrdn engranar correctamente con independencia de la distancia
entre ejes a partir de una distancia minima que asegure el contacte entre las dientes. A medida que la
distancia entre ejes disminuye, aumenta el recubrimiento y disminuye el juego y el dngulo de presion,
hasta que se llega a la distancia minima posible, que corresponde al funcionamiento con juego nulo.

5.5 Trenes de engranajes

Un sistema con mds de un par de ruedas dentadas se denomina tren de engranajes. La necesidad de

utilizar mas de un engranaje puede quedar justificada por los motivos siguientes:

— Obtencion de una relacién de transmisién imposible de conseguir con un solo par de ruedas. Es el
caso de un reductor 1/20 de ejes paralelos, relacién de transmisién fuera del rango aconsejable con
un Unico engranaje.

— Poder disponer de una gama de relaciones de transmision. Es el caso de una caja de cambios de un
vehiculo.

— Limitaciones del espacio disponible. Por ejemplo, si se ha de transmitir el movimiento entre dos
ejes paralelos muy alejados, con s6lo dos ruedas dentadas, éstas tendrian un tamafio excesivo. Es
el caso de un vehiculo con motor transversal y traccién total. La transmisién a las ruedas
posteriores se efectia mediante un eje intermedio longitudinal y engranajes conicos.
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— Transmisién del movimiento de un eje a diversos, simultdneamente. Por ejemplo, el motor paso a
paso de un reloj mecdnico ha de accionar simultineamente las tres agujas que sefialan los
segundos, los minutos y las horas.

— Obtencién de mecanismos con mds de un grado de libertad. Es el caso del diferencial empleado en
los automoviles.

Trenes de engranajes de ejes fijos. Dado un par de ruedas dentadas, 1 (conductora) y 2’ (conducida),
si al eje de la rueda 2’ se conecta una rueda 2, que engrana con una rueda 3’°, y asi sucesivamente
hasta una rueda final n’, se obtiene un tren de n-1 engranajes de ejes fijos (Fig. 5.9).

_________ ) p-1
444 4:4v w,
! 74
o I P o
3

Fig. 5.9 Tren de engranajes de ejes fijos

Este tren de engranajes equivale a un tnico engranaje con una relacién de transmision:

En funcién del nimero de dientes de las diferentes ruedas, el valor de 7 es

2 23 Zn-l 1 —+ Hzconductoras (5.3)
2 gl L HZconduCidas

T=1%7

Si se utilizan engranajes con ejes paralelos, se ha de recordar que dos ruedas engranando con contacto
exterior giran en sentidos contrarios. En consecuencia, se invertird el sentido de giro entre el eje 1 de
entrada y el eje n de salida si hay un nimero impar de engranajes exteriores.

Cuando la rueda es, a la vez, conducida y conductora (es el caso de la rueda 4 =4’ de la figura 5.9), su
nimero de dientes aparece simultdneamente en el numerador y en el denominador de la ecuacién 5.3,
de manera que no influye en el valor final de 7. Este tipo de ruedas intermedias puede servir para
invertir el sentido de giro o simplemente para llenar un vacio entre dos ejes alejados, y se denominan
ruedas locas.

Trenes epicicloidales simples. Un tren de engranajes epicicloidal o planetario es aquel en que alguna
rueda no gira alrededor de un eje fijo. Un tren epicicloidal se dice que es simple si consta de 2 ruedas
y un brazo porta-satélites coaxiales. Los satélites forman un tren de ejes fijos al brazo y transmiten el
movimiento entre las dos ruedas coaxiales.
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La figura 5.10 muestra el ejemplo mas sencillo de tren epicicloidal simple, que estd constituido por los

elementos siguientes:

a) Una rueda central o planeta que gira alrededor del punto central O.

b) Un brazo porta-satélites que gira alrededor de O y que en su extremo arrastra una rueda (satélite)
que puede girar respecto al brazo.

¢) Una corona con dentado interior que gira alrededor de O.

2 = Corona

I—“—II—]

[ES

b =«

1 = Planeta

T

Fig. 5.10 Tren epicicloidal simple

Si se analiza el sistema desde la referencia relativa Rb solidaria al brazo, no es mds que un tren fijo
con una rueda loca intermedia (el satélite), en el cual el planeta y la corona giran en sentidos opuestos.
Tomando el mismo convenio de signos para las velocidades angulares absolutas w, wy, y w, de los 3
elementos (planeta, brazo y corona):

Wy ] Wy —W z
7y =Y2Rb _@27Wy a1

wilgpy W1—wy 2

Esta ecuacién puede interpretarse como una ecuacién cinemdtica de enlace que relaciona las
velocidades w(, wy, y w, de 3 s6lidos y que, por tanto, elimina un grado libertad. Los coeficientes de
las velocidades de esta ecuacién son constantes, lo cual se observa mejor si se reescribe como la
denominada ecuacion de Willis:

wa1+(1—7'b)wb—a)2 =0 (54)

Asi, el tren epicicloidal simple tiene dos grados de libertad, hecho fécil de observar por inspeccién
visual.

Variantes constructivas de trenes epicicloidales simples. Hay diferentes variantes de la disposicion
constructiva de la figura 5.10 para construir con engranajes cilindricos trenes epicicloidales. Todas
estas variantes se analizan de manera andloga, a partir de la observacién desde la referencia relativa
brazo.
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La primera posibilidad (Fig. 5.11.a) consiste en emplear dos satélites solidarios (s, s’), con un niimero
de dientes diferente (en lugar de un tnico satélite), de manera que el valor de 7y, en la ecuacién de
Willis 5.4 pasa a ser:

L _wmey_ a %y (5.5)
b W] — Wy iy Zg .
L) '
T T T I
L] .
bz I 2 o b -J: -|J:i;¢;1

a) b) <)

Fig. 5.11 Diferentes variantes constructivas de trenes epicicloidales

También se puede reemplazar el planeta 1 por una corona
(Fig. 5.11.b) o bien la corona 2 por un planeta (Fig. 5.11.c).
En estos dos casos, el valor de 7y es el de 5.5, pero con signo
positivo.

Se pueden obtener otras variantes de trenes epicicloidales
simples haciendo mds complejo el tren de ruedas fijas al
brazo.

Hay que comentar también que, por razones de equilibrado y
mejor distribucién de la carga, se suelen disponer diversos
satélites equiespaciados angularmente (Fig. 5.12).

Funcionamiento de un tren epicicloidal como sistema de Fig. 5.12 Tren epicicloidal con 3
un grado de libertad. El tren epicicloidal simple que tiene satélites

dos grados de libertad puede funcionar como un sistema de un grado de libertad inmovilizando alguno
de los tres ejes 1, 2 o 3 coaxiales. A partir de la ecuacién 5.4, anulando la velocidad angular
correspondiente al eje inmovilizado, las relaciones de transmisién que se obtienen son

w w w T
T =|—%| =l-7 T =| =2 T, =|—2 =0
1 b b 2 ]
“b JR1 “1 JRrp “iJrz TbT

donde los subindices indican el miembro inmovilizado. Imponiendo que 7, sea muy préximo a la
unidad, al inmovilizar 1 o 2 pueden obtenerse relaciones de transmision extremas, dificiles de
conseguir con un tren fijo de pocas ruedas.
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Mecanismo diferencial. Un tren epicicloidal simple en -
que 1, =—1 se denomina diferencial. En este mecanismo,

de acuerdo con la ecuacién 5.4, la velocidad angular wy,

del brazo porta-satélites es la semisuma de las velocidades 1
angulares de los elementos 1, 2:

I
|
i)

Wy tw
T =-1 wp = —2 1
b b )
U S

El diferencial se emplea en los vehiculos automéviles en
la etapa final de la transmisién, en la cual las ruedas
motrices no pueden ser solidarias, ya que en las curvas la
rueda exterior ha de poder girar a una velocidad superior que la interior. El brazo estd conectado a la
salida de la caja de cambios, y 1 y 2 son los semiejes que transmiten la rotacion a las ruedas. Asf se
consigue imponer la velocidad media de rotacién de las ruedas —es decir, la del punto central del eje
del vehiculo- y, al mismo tiempo, se permite la diferencia de velocidades de las ruedas en las curvas.

Fig. 5.13 Mecanismo diferencial

Normalmente el diferencial se construye con engranajes cénicos, mejor que con ruedas cilindricas,
con lo que el brazo porta-satélites pasa a ser una caja porta-satélites (Fig. 5.13).

Trenes epicicloidales compuestos. Conectando entre si diversos trenes epicicloidales simples
1, 2, ..., n, se consigue un tren epicicloidal compuesto.

Por ejemplo, si a un tren epicicloidal simple se afiaden otros, de manera que cada tren adicional tenga
dos ejes solidarios a ejes de trenes anteriores, el tren compuesto resultante continda teniendo dos
grados de libertad, ya que cada nuevo tren no afiadird nuevos grados de libertad. A pesar de todo,
escogiendo un eje de entrada y uno de salida permanente, si ahora se quiere que el tren compuesto
funcione como un mecanismo de un grado de libertad, hay n posibles ejes para inmovilizar, y asi se
pueden obtener n posibles relaciones de transmision entre el eje de entrada y el de salida.

De esta manera se puede conseguir una caja de cambios de n relaciones. Mientras no se inmovilice
ninglin miembro, la caja de cambios estd en “punto muerto”, es decir, no hay transmisién de par entre
los ejes de entrada y de salida. Al inmovilizar el miembro escogido, el mecanismo pasa a tener un solo
grado de libertad, es decir, se introduce una relacién de transmisién entre los ejes de entrada y de
salida. Esta inmovilizacién se puede efectuar con progresividad mediante un freno, eliminando la
necesidad de un embrague. Por este motivo, los cambios automadticos utilizan trenes epicicloidales
compuestos, en lugar de los trenes de ejes fijos tradicionales con elementos desplazables.

Ejemplo 5.1 Estudio del tren epicicloidal compuesto de la figura 5.14.

Este tren estd formado por dos trenes simples de ejes coaxiales, 1, 2, 3 y 4, 5, 6. Las ecuaciones de
Willis para estos trenes son:

BN

Tow+(1-7p)wy —w3=0 con 7, =

252

s43 ademds, w| = wy y w3 = ws.
4 Zo”

Thwy +(1=15)ws —wg =0 con 74 =227

%57 26
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Entonces, el tren tiene 2 grados de libertad —6 velocidades generalizadas y 4 ecuaciones de enlace
cinemdticas. Si se eliminan las dos ecuaciones triviales y se toma w; = wy = Wy y W3 = W5 = w35, las

dos ecuaciones de enlace son

T26L)14 +(1—T2)0.)2 —LL)35 =0
Thwis +(1-T5)wss —we =0

Si se considera el eje 2 como el de entrada y el eje 6 como el de salida, para encontrar la relacién de
transmision 7 = wg/w,, se ha de establecer una nueva condicién entre las velocidades angulares y asi

obtener 3 ecuaciones que permitan obtener wss, w4 y 7.

J—
S s'
5 3
1 ST
_~_

Fig. 5.14 Tren epicicloidal compuesto

La condicién mas facil de establecer corresponde a frenar uno de los ejes intermedios, que da lugar a

las relaciones de transmisién siguientes:

(L) ’
w =0 = —C=(1-1)1-1%)
Wy
ﬁ=_7'2(1—7'2)

W) L)

w35 =0 =

R
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Problemas

P5-1 Determinar la velocidad angular de cada uno de los ejes y la relacion de transmision global
de los siguientes trenes de ejes fijos.

a)

z;=50 z5= 57
22: 25 Z6: 19
23: 50 Z7: 95
24: 25 28: 19

21: 14 25: 14
22: 84 Z6: 70
Z3: 14
Z4: 84

z;=50 zs=16
z,=25 2= 76
23= 50 z7=19
z,=38

P5-2 Disefiar trenes compuestos de ejes fijos revertidos —el eje de entrada colineal con el eje de
salida— para relaciones de transmisién de a) T =18 y b) 7 =23. Estudiar la posibilidad de
que todas las ruedas sean del mismo paso.

P5-3 Disefiar trenes compuestos de ejes fijos para obtener las relaciones de transmision
a)t=133,b)7=1961,c)7=3,12yd) 7= 1,63.

P54 En un cambio de machas de dos ejes paralelos se quieren obtener 5 relaciones de
transmisién 7 = w,/w, distribuidas segtin la férmula 7, ; = 1,5 7}, con 7 = 0,4.
Determinar 5 pares de ruedas dentadas con el mismo paso para conseguir unas relaciones
de transmision cercanas a las que se quieren obtener.
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P5-5 Determinar la ecuacién de enlace —ecuacién de Willis— entre las velocidades angulares de
los tres ejes alineados de los trenes epicicloidales siguientes. ;Qué relaciones de

transmisién se establecen entre cada dos ejes si el tercero es fijo?

3 ~T _ T 4 z,= 60
Zl = 40 z.=130
1 2, =80 b 3_
b Z4_ 20
-‘- 23 =20
2 2
~_J
z;="70
. 2;=40 ¥ z;= 80
Ve — £ )
3 ) 2,= 90 A f 23=20
ﬂ 23= 20 3H 24=30
b Z4: 30
. . y 73 b P
d l 777 777
2 ! 2
~ __J ~
P5-6 En los trenes epicicloidales compuestos de la figura, determinar las ecuaciones de enlace

entre las velocidades angulares de los ejes alineados. ;Qué relaciones de transmision se

pueden obtener al fijar cada uno de ellos?

~_
~_ 1 T
~
21:40 25: 30 21:20 Z4: 40
Zzz 20 Z6= 20 Zz= 30 25= 30
z3= 80 z7=70 z3=20 z6= 90
Z4: 80

IR
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P5-7 La barra de roscar de un torno —que sincroniza la rotacién del cabezal con el avance de la
herramienta— tiene un paso de 6 mm. Determinar un tren de ejes fijos entre el cabezal y la
barra adecuado para roscar a) M16 x 2,0 ; b) M20 x 2,5 y ¢) M24 x 3,0. Si la distancia
entre ejes es superior a la que se puede conseguir con las ruedas dentadas necesarias y
disponibles, ;qué solucién se puede adoptar?

o Cabezal

=] | =—=>

- [ T Herramienta
para roscar

Husillo de roscar ~_

SIS

DSBS

\ Carro porta-

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ herramientas W a')b=">

BHBHINY
P5-8 En el tren planetario de la figura, las ruedas 3
y 4 engranan entre ellas y, respectivamente,
con las ruedas 1 y 2. Determinar la ecuacién ~
de enlace (ecuacién de Willis) entre los tres "{
~b

ejes colineales y expresar la velocidad angular
del brazo en funcién de las otros. ;Cudl es la /
(5

velocidad angular de las ruedas 3 y 4?

Z1:ZZ=45
Z3:Z4=15

P5-9 En el tren epicicloidal compuesto de la figura, determinar las ecuaciones de enlace entre las
velocidades angulares de los ejes alineados.

6 (Qué relaciones de transmisiéon se pueden
obtener al fijar cada uno de ellos?

IS
r k:lqh——4ka~47

IR

k———L—ﬁﬂk;J~—45

21: 40 Z4: 40
Zzz 20 ZSZ 30
23=80  z,= 100
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6 Analisis dinamico

La dindmica aplicada al estudio de mecanismos permite relacionar su movimiento con las fuerzas.
Esta relacion lleva a establecer las ecuaciones que rigen el movimiento, asi como también a
determinar las fuerzas y los momentos que aparecen en los enlaces.

Los movimientos de un mecanismo suelen ser controlados por accionamientos, de manera que de
forma exacta o en primera aproximacioén estos movimientos se consideran totalmente conocidos. Por
medio de las ecuaciones de la dindmica, se obtienen entonces las fuerzas y los momentos introducidos
por los accionamientos para garantizar estos movimientos. Con este planteamiento, los grados de
libertad del mecanismo son gobernados —o forzados—, y las ecuaciones de la dindmica que se obtienen
son de tipo algébrico. Este planteamiento se llama andlisis dindmico inverso —o andlisis cinetoestatico.
El andlisis estdtico de un mecanismo en reposo o de una estructura no es mds que un caso particular
de este andlisis en el que todas las velocidades y aceleraciones son nulas.

Un planteamiento mads realista, e ineludible cuando el mecanismo tiene grados de libertad no forzados,
consiste en considerar que no todos los grados de libertad del mecanismo evolucionan de manera
conocida y que lo realmente conocido es la formulacién de las fuerzas y los momentos introducidos
por los accionamientos funcién del estado mecédnico del sistema, del tiempo y de otras variables. En
este caso las coordenadas utilizadas para describir estos grados de libertad son incégnitas y se
obtienen a partir de la resolucién de las ecuaciones del movimiento del mecanismo, ecuaciones
diferenciales libres de acciones de enlace que, una vez integradas, proporcionan la evolucién temporal
de las coordenadas. Este planteamiento conduce a lo que se conoce como andlisis dindmico directo.

Tanto si se considera la presencia de grados de libertad no forzados en un sistema, como si no, los
procedimientos a utilizar para la obtencién de las ecuaciones de la dindmica son los mismos. En este
libro analizaremos dos procedimientos: el procedimiento vectorial, basado en los teoremas
vectoriales, y el método de las potencias virtuales, presentado en el capitulo 8. A continuacién se
presenta un resumen de los teoremas vectoriales para el caso de sistemas de masa constante, y se
plantea el procedimiento vectorial. La referencia de estudio se considera galileana en todos los andlisis
que se presentan.

6.1 Teoremas vectoriales

Teorema de la cantidad de movimiento. La version general del teorema de la cantidad de
movimiento (TCM) para un sistema mecénico establece:
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d . o .
ZFext = d—p , donde p es el vector cantidad de movimiento del sistema.
t

Para sistemas mecdanicos formados por diversos miembros, como por ejemplo un mecanismo, el
vector cantidad de movimiento se puede calcular segiin

N
p=mv(G)=Y m¥(G;)
i=1

donde G es el centro de inercia del sistema, m es la masa total del sistema, G; es el centro de inercia de
cada miembro, m; es la masa correspondiente y N es la cantidad de miembros. La expresién préctica
que se deriva del TCM es

N
Y Foyy = Y, ma(G;) (6.1)

i=1

Hay que recordar que, como consecuencia del principio de la accién y la reaccidn, sélo intervienen en
el teorema las fuerzas exteriores que actian sobre el sistema. Esto explica la importancia de establecer
claramente cudl es el sistema mecdnico para el que se plantea el teorema —delimitacion del sistema.

Ejemplo 6.1 Un tren, formado por 3 vagones que se pueden mover libremente en la direccion de la

via horizontal, se pone en movimiento con la fuerza horizontal F 5.

— Tomando como sistema todo el tren, la tnica C B A
fuerza exterior horizontal es F, —conocida— y 43 a2 o™l o™ L LN
la aceleracién es, por lo tanto, a=F,/ 3 m.

— Si se toman como sistema los vagones 2 y 3, la
fuerza exterior horizontal —que en este caso es
incégnita—es Fg =2 m a.

— Considerando como sistema tnicamente al vagon 1, las fuerzas exteriores horizontales son F y —
Fy y se verifica que Fp+(—Fg) = m a.

S—o—C—2 o—C— ~——C—

Fig. 6.1 Tren de vagonetas

Teorema del momento cinético. La versién mds general del teorema del momento cinético referida a
un punto B cualquiera, fijo o mévil (TMC en B), establece

dL(B)

Y M., (B)-BG xma(B) = = L(B) (6.2)

El vector momento cinético L(B) para un sistema multis6lido formado por un conjunto de N
miembros, enlazados o no, se calcula, teniendo en cuenta la aditividad y la descomposicién
baricéntrica del vector momento cinético, segtin la expresion:

N —
L(B) = Y [L(G,)+BG; x myrp(Gy)| (6.3)
i=1

donde vr1g(G;) es la velocidad del centro de inercia de cada miembro respecto a la referencia que se
traslada con B, y L(G;) es el vector momento cinético de cada miembro respecto a su centro de
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inercia. Para un miembro rigido, el vector momento cinético se obtiene haciendo el producto de la
matriz de su tensor de inercia en G; —I 5~ para su vector velocidad angular o', L(G)) = I;; w;.

Como en el TCM, el principio de la accién y la reaccidn justifica que s6lo intervengan los momentos
exteriores al sistema.

De esta versién general del teorema se deriva una expresion practica apta para el estudio de
mecanismos y otros sistemas multisélido:

N
Y My (B) =Y [ L(G))+BG,; x ma(G,)] (6.4)
i=1

Demostracion: Si se deriva la expresion del calculo de L(B) (Ec. 6.3) se obtiene:

. ) dvr7e(G;)
L(B) = L(G; RIBAM
(B)=> LG+, " ©5)

Y L(G)+ Y vrrp(Gy) X myrrp (G + . BG; X magtp(G;)

dBG; -
" Lxmyrrp(G;)+ Y BG; xm,

El segundo sumatorio es nulo porque sus términos son productos vectoriales entre vectores paralelos.
Por otro lado, agg(G;) = a(G;)—a(B) y, al sustituir en el tercer sumatorio, se obtiene

Y BG; xmag7p(G;) =Y BG; xm;a(G;)- Y BG; x m;a(B) =
> BG; xmia(G;)-[ Y, BG;m;|xa(B)= (6.6)
Y BG, xm;a(G,;)-BGmxa(B)

Al sustituir la expresién 6.6 en 6.5 y esta en 6.2, el término BG m x a(B) se simplifica y se obtiene la
expresion 6.4.

Ejemplo 6.2 Los tres rodillos homogéneos de la figura 6.2 son iguales, pueden rodar sin deslizar
libremente sobre el plano horizontal y estin unidos mediante barras articuladas de inercia
despreciable. Se pide la aceleracién a del
conjunto si se tira de la primera barra con
la fuerza F horizontal. Considerando todo
el mecanismo como un sistema las fuerzas
exteriores son ademds de F, el peso y la
fuerza —vertical y horizontal- en los
puntos de contacto de cada rodillo con el
suelo. Aplicando la expresién 6.4 con el
punto B sobre el suelo, para la direccién Fig. 6.2 Ejemplo 6.2
perpendicular al plano de la figura (ver el anexo 6.1I)

— es fécil comprobar que la resultante del momento de las fuerzas exteriores vale M, (B)=Fry
— la derivada del momento cinético de cada rueda es I5(a/r), de manera que

m, I

F

Fr=3Ug<+mar) a=——
r G tmar a 3(m+IG/r2)
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6.2 Aplicacion de los teoremas vectoriales al planteamiento de la dindmica de
mecanismos

a Los teoremas vectoriales son de aplicacién general para cualquier sistema
m, Ig mecénico, ya sea un solo miembro, un mecanismo entero o una parte.

En el estudio de un problema concreto, la aplicacién de los teoremas
vectoriales a un sistema u otro depende de la informacién disponible y de
la que se desea obtener. Para tomar una decisién, se ha de hacer una
inspeccion visual mas o menos compleja. Asi, en el ejemplo 6.2 se ha
aplicado el TMC a todo el sistema porque se querfa encontrar la
Fig. 6.3 Particion del aceleracion del conjunto. Si lo que interesa es encontrar la fuerza
sistema de la figura 6.2. horizontal en la articulacién G, se puede aplicar el TMC en B sélo al
primer rodillo (Fig. 6.3) y entonces se obtiene Fgy =(m+1Ig/r?)a=F/3.

Si lo que se quiere es proceder sistemdticamente y analizar el comportamiento dindmico de todos los
miembros de un mecanismo, asi como también las fuerzas y los momentos en los enlaces, es necesario
recurrir a la aplicacion de los teoremas en cada miembro por separado. Este planteamiento se expresa
frecuentemente por medio del diagrama de cuerpo libre de cada miembro, en el que se representan el
miembro y las fuerzas y los momentos exteriores que actian.

El planteamiento de los teoremas vectoriales en cada miembro de un mecanismo lleva a la obtencién
de un sistema de ecuaciones algébricodiferencial; algébrico por las fuerzas y diferencial por el
movimiento libre. Para cada miembro se pueden plantear seis ecuaciones, y para al mecanismo entero
habra seis por el nimero de miembros. En el caso de mecanismos con movimiento plano, si se
prescinde de la determinacién de las fuerzas y los momentos de enlace que garantizan que el
movimiento sea plano, se utilizan tres para cada miembro.

Analisis dinamico inverso. En un sistema donde todos los grados de libertad son conocidos, ya sea
porque son gobernados o porque se han resuelto las ecuaciones del movimiento, el sistema resultante
de ecuaciones dindmicas es lineal por lo que concierne a las fuerzas, tal como se manifiesta, por
ejemplo, en las expresiones 6.1 y 6.4. Esto permite aislar las variables de fuerza y momento y obtener
un sistema de ecuaciones de la forma

[C]{F}={b} 6.7)

donde el vector F representa las fuerzas y los momentos desconocidos. La matriz C depende de la
configuracién del mecanismo y el vector de términos independientes b depende de las fuerzas
conocidas, del estado mecédnico del sistema —posiciones y velocidades— y de las aceleraciones —en
ultimo término, depende del tiempo. Este sistema de ecuaciones tiene solucién si el sistema mecédnico
no tiene condiciones de enlace redundantes. Esta formulacién es la misma para los valores globales
como para los incrementos. De este modo, por ejemplo, el incremento de fuerzas desconocidas AF
proviniente de un incremento de fuerzas conocidas que provoca un incremento Ab del vector de
términos independientes es C AF = Ab.

Con un planteamiento parcial como el que se ha expuesto al inicio del apartado, lo que se obtiene por
inspeccién visual es una reduccién del sistema 6.7 que permite obtener directamente una fuerza o un
momento o, en otros casos, un subconjunto de ellos.
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Ejemplo 6.3 En el sistema de la figura 6.4 los dos bloques 1g X |

son iguales y estan unidos mediante una barra articulada de

masa despreciable. Un cilindro hidrdulico gobierna la

posicién del bloque A aplicindole una fuerza Fc. Se %G= AO\

desprecian también los roces en las articulaciones y en los / y
enlaces con el soporte. Se trata de plantear el andlisis 9‘77\ B
dindmico del mecanismo. o

El movimiento del mecanismo se describe con las tres

coordenadas generalizadas {x, y, ¢}T y tiene un grado de Fig. 6.4 Mecanismo de un grado de
libertad gobernado por el cilindro hidrdulico; por tanto, se libertad gobernado
han de establecer dos ecuaciones de enlace:
x=1Icos tanp =y/x
] ” o alternativamente 2 14 2 Y 2 (6.8)
y=Ising x“+y =1
En la figura 6.5 se muestran los diagramas de mg
cuerpo libre de los dos bloques. En ellos se ha R
contemplado que la barra, al ser de masa Fe A Ng \\ B
despreciable y sin roce en las articulaciones, - © R ©
s6lo transmite fuerza en su direccién. |
NA‘ MB
La aplicacién de los teoremas vectoriales a los ~1 M, vmg
bloques lleva a la obtencién de seis ecuaciones
dindmicas, de las que ya se deduce que los Fig. 6.5 Diagrama de cuerpo libre de los dos bloques
momentos de enlace M, y My son nulos. del ejemplo 6.3
Rcosp + Fo = mi Rsing + mg = my
Np +Rsing—mg=0 Ng +Rcosp=0
MA = 0 MB = 0

Si se prescinde de las dos ecuaciones triviales de los momentos de enlace, el sistema de ecuaciones
dindmicas se puede expresar en forma matricial como

cosp 0 O 1]|[R mx

sing 1 0 Of [Ny _ mg 69)
sing 0 O Of|Np my —mg

cosp 0 1 0| Fc 0

Esta expresion es un sistema algébrico de cuatro ecuaciones lineales para las fuerzas de enlace y la
fuerza del cilindro. Su resolucién implica la resolucién previa del problema cinemético. Conocida x(z),
controlada por el cilindro, el andlisis cinemdtico proporciona y(t), ¢(f) y sus derivadas. Utilizando el
primer conjunto de ecuaciones de enlace, el andlisis de velocidades y de aceleraciones adopta la

forma:
y 0 Ising E y 0 Ising “(x] Jo o lpcose *
= b= - NS 60
) 1 —lcosyp 0 o 1 —lcosyp 0 0 0 lIpsing ||
¢
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Analisis dinamico directo. Si el sistema mecanico tiene grados de libertad no forzados, el principio
de la determinacién garantiza que del sistema de ecuaciones se pueden aislar las ecuaciones del
movimiento, tantas como grados de libertad no forzados tenga el mecanismo. Una vez resueltas las
ecuaciones del movimiento, se pueden determinar las fuerzas y los momentos en los enlaces, como
también las fuerzas y los momentos desconocidos introducidos por los accionamientos, siempre que el
sistema no presente redundancias.

Ejemplo 6.4 Si en el mecanismo del ejemplo 6.3 se sustituye el cilindro hidraulico por un muelle, el
grado de libertad del mecanismo pasa a ser libre. Suponiendo que el muelle es lineal, de constante &, y
que estd sin tension para x = x,, €l conjunto de ecuaciones dindmicas pasa a ser

Rcosg +k(xy —x)=mi Rsinp +mg = my
Np +Rsing—mg=0 Ng +Rcosp=0
MA =0 MB =O

Y en forma matricial, y prescindiendo de las dos ecuaciones triviales de los momentos de enlace,

cosp 0 O R mi+k(x—xg)

sing 1 O mg

i Np = . (6.11)
sing 0 O N my —mg
cosp 0 1 B 0

De la tercera ecuacién se puede aislar R y sustituirla en la primera para obtener la ecuacién del
movimiento

R=m(y—-g)/sing — m(j—g)coty=mx+k(x—xq)

que junto con las ecuaciones

. )

. 1

= (l+—s
tang Ising tan” ¢

¢ = arccos x/

obtenidas, respectivamente, del andlisis de velocidades y aceleraciones (Ec. 6.10) y del sistema de
ecuaciones de enlace 6.8, constituyen un sistema mixto algébricodiferencial en las variables x, y y ¢.
Estos sistemas se han de resolver casi siempre numéricamente.

Una vez conocido el movimiento por integracién de la ecuacién del movimiento, se obtienen las
fuerzas de enlace a partir del sistema de ecuaciones dindmicas 6.11. Ahora las cuatro ecuaciones 6.11
no son linealmente independientes, y se han de elegir tres de manera adecuada para que formen un
sistema de ecuaciones determinado por lo referente a las fuerzas. En este caso, se pueden tomar, por
ejemplo, las tres dltimas.

En el anexo 6.1 se presenta un planteamiento mds global del an4lisis dindmico, basado en los teoremas
vectoriales, de manera que las ecuaciones dindmicas y las del andlisis cinemdtico se agrupan en un
Unico sistema para ser resueltas conjuntamente. En el anexo 6.1 se recogen algunas peculiaridades del
planteamiento de los teoremas vectoriales en mecanismos con movimiento plano.
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6.3 Torsor de las fuerzas de inercia de d’Alembert

Para un sistema mecdnico, los teoremas vectoriales, refiriendo el TMC a G, se pueden reescribir
como:

Y Feo —ma(G)=0 , Y M (G)—L(G)=0 (6.12)

Si se definen F = -m a(G) y M(G) = —L(G) como una fuerza —fuerza de inercia de d’ Alembert—y un
momento —momento de las fuerzas de inercia de d’Alembert o par de inercia de d’Alembert—, que
constituyen el llamado forsor de las fuerzas de inercia de d’Alembert, entonces el planteamiento de la
dindmica de un sistema multisélido por medio de los teoremas vectoriales se puede expresar
enunciando: la suma de fuerzas y la suma de momentos, incluyendo el torsor de inercia de
d’Alembert, es cero.

Esta manera de plantear los teoremas vectoriales es totalmente general, aplicable a un mecanismo, a
grupos de miembros agrupados en subsistemas o a cada miembro por separado. Cuando se utiliza el
torsor de las fuerzas de inercia de d’ Alembert, es usual incluirlo en los diagramas de cuerpo libre para
escribir facilmente las expresiones 6.12.

Hay que advertir sobre la posible confusién entre los diferentes tipos de fuerzas de inercia que
aparecen en la mecdnica. Las fuerzas de inercia de arrastre y de Coriolis se han de considerar cuando
se plantea la dindmica en referencias no galileanas. Son funcién de la posicién y de la velocidad de
cada particula material relativas a la referencia no galileana, como también del movimiento de esta
referencia respecto del conjunto de las referencias galileanas. Las fuerzas de inercia de d’ Alembert se
introducen cuando se reescribe la segunda ley de Newton para una particula en la forma
F(P)-ma(P)=F@®P)+ F(P), donde F(P)=-ma(P) es la fuerza de inercia de d’Alembert de la
particula. En ambos casos, se ha de remarcar que las fuerzas de inercia no describen ninguna
interaccién fisica. Esto hace que, por ejemplo, no sea aplicable el principio de la accién y la reaccion.

En el anexo 6.11I se deduce la expresion del torsor de las fuerzas de inercia de d’ Alembert a partir de
su definicién para una particula.

6.4 Equilibrado de mecanism os

En un mecanismo en movimiento, aparecen componentes de fuerza en los enlaces internos y en los
soportes con el exterior, frecuentemente de magnitud elevada, a causa del comportamiento dindmico
de los miembros del mecanismo. Estas fuerzas pueden provocar vibraciones e influir negativamente
en su integridad mecdnica —rotura y fatiga de piezas, desgaste en los elementos de enlace, etc. Al
mismo tiempo, el comportamiento dindmico de los elementos influye en las fuerzas y los momentos
que han de realizar los actuadores para conseguir el movimiento deseado.

Hay que minimizar estas fuerzas siempre que sea posible. Los teoremas vectoriales ponen de
manifiesto que esto se consigue, en principio, si el centro de inercia tiene la aceleracién mas pequefia
posible y el momento cinético en G varia lo minimo posible. Los procedimientos utilizados para
conseguir este objetivo se conocen como procedimientos de equilibrado y las causas que hacen
alejarse de €l son los llamados desequilibrios.
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El equilibrado implica el disefio de los miembros, o conjuntos de miembros, con una distribucién
adecuada de masa. Las tolerancias de fabricacion, el desgaste, etc. pueden requerir el equilibrado
experimental de un sistema una vez construido, ya sea afiadiéndole contrapesos o eliminando material
en los lugares adecuados. El equilibrado sélo se puede abordar de manera sencilla en casos concretos,
como el de los rotores y el de algunos mecanismos planos, por ejemplo, el cuadrilatero articulado y el
mecanismo piston-biela-manivela, como mads usuales.

Equilibrado de rotores. Un tipo de elemento que se presenta frecuentemente en las maquinas es el
rotor: elemento que gira con una componente de velocidad angular importante alrededor de un eje fijo
—rotores de motores, bombas, turbinas, ventiladores, ruedas dentadas, poleas, ruedas de vehiculos, etc.
La dindmica del rotor girando puede implicar la aparicién de componentes de fuerza importantes en
los enlaces, causadas por la distribucion particular de masa. Si bien en el disefio de un rotor
usualmente se tiene en cuenta su equilibrado, frecuentemente es necesario realizar un equilibrado
experimental posterior; este es el caso de las ruedas de un automévil. El equilibrado de rotores se
estudia en una referencia donde el eje de giro se mantiene fijo y se supone que el rotor gira con
velocidad angular w = constante y se soporta mediante rétulas en sus extremos (Fig. 6.6). En los
rotores rigidos, se distinguen dos tipos de desequilibrios: el estitico y el dindmico.

Fig. 6.6 a) Desequilibrio estdtico b) Desequilibrio dindmico

Desequilibrio estatico. Se presenta cuando el centro de inercia G del rotor se encuentra fuera de su
eje de giro (Fig. 6.6.a). La aplicacién del TCM al rotor manifiesta que este hecho provoca la aparicién
de componentes de fuerza F| y F, en los soportes del eje con la misma direccion y sentido, que giran
solidarios con el rotor y que son las responsables de la aceleracion centripeta de G: Fy + F, = mew?,
donde m es la masa del rotor, e la excentricidad del centro de inercia y w su velocidad angular en
rad/s. Estas fuerzas, al depender de w?, pueden alcanzar valores importantes. Asf, por ejemplo, para
un rotor que gira a n = 3000 min’!, si la excentricidad e es 1 mm, la resultante de las fuerzas causadas
por el desequilibrio es aproximadamente 10 veces el peso del rotor, F{ + F, =10mg.

El nombre de desequilibrio esttico proviene del hecho que este se manifiesta incluso con el rotor en
reposo a causa de la tendencia del centro de inercia a ocupar la posicién mds baja posible.

Desequilibrio dinamico. Se presenta cuando el eje de giro no es paralelo a un eje central de inercia —
eje principal de inercia en G (Fig. 6.6.h). El vector momento cinético L(G) gira junto con el rotor,
pero no tiene la direccién del eje de giro, y la aplicacién del TMC en G pone de manifiesto que su
variacién L(G) es perpendicular al eje. En este caso, las componentes de fuerza que aparecen en los
soportes también giran junto con el rotor, tienen la misma direccién pero pueden tener sentido
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contrario. Estas fuerzas son las que crean el momento responsable de la variacién del momento
cinético L(G) y, al depender de w?, pueden alcanzar también valores importantes.

L(G)=M4 =GP, xF, +GP, xF,

Se demuestra que el momento causado por el desequilibrio dindmico es

172
My =(I5+13) o (6.13)

donde 1,5 y I3 son los productos de inercia asociados al eje de giro 3.

Equilibrado del cuadrilatero articulado. En el equilibrado de un cuadrildtero articulado
clasicamente se plantea anular la resultante de las fuerzas transmitidas a los soportes. Esto comporta
forzar que la posicién del centro de inercia G del cuadrildtero sea fija, independiente de su
configuracién (ver el anexo 6.1V).

Equilibrado del mecanismo pistén-biela-manivela. En este mecanismo, la manivela gira alrededor
de un eje fijo y, por lo tanto, puede ser equilibrada mediante las técnicas para el equilibrado de rotores.
No asi el pistdn, que tiene movimiento de translacién alternativo, ni la biela, que realiza un
movimiento complejo. El planteamiento tradicional del equilibrado de este mecanismo consiste en
conseguir que la fuerza de enlace, que a causa de su inercia aparece en el soporte de la manivela, sea
la minima posible (ver el anexo 6.1V).
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Anexo 6.1 Planteamiento global del analisis dinamico mediante los teoremas vectoriales

Sea un sistema mecdnico definido por un conjunto de coordenadas generalizadas ¢ que permite
posicionar cada miembro por separado. Al aplicar los teoremas vectoriales a cada miembro por
separado se obtiene un conjunto de ecuaciones con un nimero de 6 X nimero de miembros. Este
conjunto de ecuaciones es lineal en las fuerzas, momentos y aceleraciones. Si se afslan como
incdgnitas las fuerzas y los momentos de enlace asi como las fuerzas y los momentos desconocidos
introducidos por los accionamientos, el sistema de ecuaciones dindmicas se expresa matricialmente
como

C(q)-F =b(q.4.4.1) (6.14)

donde C(g) es una matriz del sistema, funcién de las coordenadas, F es el vector de fuerzas y
momentos desconocidos y b es un vector funcidn de las coordenadas y sus derivadas hasta orden dos —
es decir, funcién del estado mecédnico y de las aceleraciones— y del tiempo. Este vector recoge los
términos de inercia de las ecuaciones dindmicas y los términos asociados a fuerzas y momentos de
formulacién conocida y se puede descomponer en

b(q,qsq'sf)=—M(‘I)"'I'+f(q,q,t) (615)

donde la matriz M no coincide, en general, con la matriz de inercia asociada al cdlculo de la energia
cinética. Si para cada sélido se utilizan coordenadas inerciales, la submatriz de M correspondiente a
un soélido es

, donde m es la masa del sé6lido e I; su tensor de inercia.
[16]

Del conjunto de ecuaciones dindmicas 6.14 se pueden aislar las ecuaciones del movimiento, tantas
como grados de libertad sin forzar tenga el sistema, si bien para resolverlo se han de considerar las
relaciones establecidas entre las coordenadas. Estas relaciones, vistas en la cinemdtica, dan lugar a la
expresion

¢q'q:_¢q'q._¢t (616)

En el caso de que el sistema sea no holénomo, en la obtencién de esta ecuacion se ha de afiadir a la
ecuacion las velocidades, ¢, -¢ +¢; =0, las condiciones de enlace no holénomas.

El conjunto de ecuaciones dindmicas 6.14 se puede combinar con las ecuaciones cinemdticas 6.16
para formar un Unico sistema de ecuaciones algebricodiferencial (Ec. 6.17) donde las incdgnitas son
fuerzas y momentos desconocidos, y las aceleraciones asociadas a grados de libertad. Este sistema de
ecuaciones constituye el modelo matemético del sistema mecénico.

s o [p(= 6.17)
q

M(q) C(q) '{q} f(g.q.1)
| -b,-4- 9,
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Ejemplo 6.5 En el ejemplo 6.3 del apartado 6.2, cuando se considera el grado de libertad forzado, es
decir, cuando el cilindro hidraulico gobierna el movimiento, las ecuaciones dindmicas 6.9 y las dos
ecuaciones de enlace 6.8, junto con la ecuacién de gobierno de la coordenada x, son:

—-mi+Rcosp+F-=0

. x—Ilcosp=0
—-my+ Rsing = —mg .
: , y—Ising =0
Rsinp+ Ny =mg
x—=s()=0

Rcosp+Ng =0

De las ecuaciones dindmicas se obtienen las matrices M(q) y C(q) y el vector f(g,q,t). Ordenando
las incégnitas segin el vector {X,y,@,R, Np, Ng, FC}T son

-m 0 0 cosp 0 0 1 0
-m 0 sing 0 0 O mg

M = b C = b ’.’t =
(9) ol €@ sing 1.0 0 f(4,4.1) g
0 0 O cosp 0 1 O 0

Derivando dos veces respecto al tiempo el conjunto de ecuaciones de enlace, se obtienen las
relaciones cinemadticas siguientes:

1 0 Isingp |[[x 0 0 lpcosep|[x 0
0 1 —lcosgl|iyr=—0 0 Ilpsing|{yr—y O
10 0 @ 00 0 @ —5(t)

-m 0 0 cosp 0 O 1| x 0
0 -m 0 smp 0 0 O] ¥ mg
0 0 0 sing 1 0 O] @ —mg
0 0 0 cosp 0 1 O R = 0
1 0 Ising Na —l(,b2 cosp
0 1 —lcosyp 0 Np —lgb2 sing
| 1 0 0 1 Fc 5(1)
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Anexo 6.I1 Aspectos a considerar en el caso de mecanismos con movimiento plano

Al plantear la dindmica de mecanismos con movimiento plano, frecuentemente se prescinde de la
determinacidn de las fuerzas de enlace perpendiculares al plano del movimiento y de los momentos de
enlace contenidos en este plano, ya que se presupone que los elementos de enlace son capaces de
garantizarlos. En este caso, s6lo se utilizan tres de las seis ecuaciones que proporcionan los teoremas
vectoriales para cada miembro. Por otra parte, cuando interesa conocer estas fuerzas y momentos; por
ejemplo, a efectos del disefio de los enlaces, se ha de recurrir al planteamiento completo de los
teoremas. Hay que remarcar que su valor usualmente no es nulo a causa de los siguientes hechos:

— La accién sobre el mecanismo de fuerzas perpendiculares al plano del movimiento o momentos
contenidos en este plano.

— La propia estructura de los enlaces. En un par de revolucion,
por ejemplo, las dos barras que une no son coplanares (Fig.
6.7) y aparecen momentos de enlace contenidos en el plano del
movimiento a causa del momento que hacen las fuerzas de
cada barra.

— La existencia de algin miembro del mecanismo con la
direccién normal al plano del movimiento no central de inercia
(Fig. 6.8). El vector momento cinético referido a G para un
miembro es

LG)=1g Lo’ = {113w,123w,133w}T Fig. 6.7 Junta de revolucion

y s6lo en el caso de que la direccion 3 sea central de inercia (113 = I3 = 0), los vectores L(G) y
L(G) son perpendiculares al plano del movimiento, condicién necesaria para que el movimiento
del miembro no requiera momentos en el plano.

LG)={0,0,/3530} — L(G)={0,0,I330}" =3 M.((G), donde a =

Plano del movimiento

Fig. 6.8 Momento cinético en un rotor
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Anexo 6.III Torsor de las fuerzas de inercia de d’Alembert

El principio de d’Alembert establece que la suma de fuerzas sobre una particula, incluida la llamada
fuerza de inercia de d’Alembert, es cero: F(P)-m a(P) = F(P)+F(P) =0

En el caso de un sistema mec;inico general, el torsor de fuerzas de inercia de d’ Alembert referido a G
es F=-ma(G), M(G)=—-L(G). Para comprobarlo, hay que aplicar la definicién de torsor. La
resultante es

F = -m(P)a(P) =Y —m(P)|agrg(P;)+a(G)] =
i=1 i=1

2| n n
_:7|i m(Pl)G_E]—{Z m(P; )]a(G) =-ma(G)
1

i= i=1

donde RTG indica la referencia que se traslada con G respecto a la de estudio y m es la masa total del
sistema. El primer sumatorio es nulo por causa de la definicion del centro de inercia.

Por lo que se refiere al momento resultante —par de inercia de d’ Alembert:

M(G) =Y GP; x-m(P,)a(P;) = ¥ GP; x—m(P;)agrg (P;) +a(G)] =
i=1 i=1
Y GP;m(P, )} xa(G)=-L(G)

i=1

n
=Y GP; xm(P))agyg (P;) -
i=1

n
ya que nuevamente Zm(Pi)GP,- =0 vy, por otro lado,
i=1

. d & —
L(G) = ” > GP; xm(P;)vgrg (P; )} =
i=1

" 4GP, n__
Y " xm(P;)vrrg (P) + > GP; x m(P;) agyg (P;) =
i=1 i=1

n
Y GP; xm(P;)agrc (P;)
i=1

donde el primer sumatorio es nulo al tratarse de productos vectoriales entre vectores paralelos. Hay
que subrayar que, en este desarrollo, en ninguna etapa se ha impuesto al sistema de particulas la
condicién de sélido rigido y, por lo tanto, el concepto de torsor las fuerzas de inercia de d’ Alembert es
aplicable a cualquier sistema mecénico.
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Anexo 6.IV Métodos de equilibrado

El equilibrado experimental de un rotor. El desequilibrio estitico de un rotor se cuantifica mediante
la magnitud u = me, tal que F +F, =uw?* (Fig. 6.6.a). Evidentemente, si a un rotor perfectamente
equilibrado se afiade una masa puntual my, situada a una distancia r del eje de giro, el desequilibrio

estdtico introducido es u = m,r, ya que F+F 2:mprw2.

El momento causado por el desequilibrio dindmico
(Ec. 6.13) se puede hacer igual al momento que
produciria un rotor formado por dos masas puntuales
iguales situadas en el plano axial perpendicular a M,
como se indica en la figura 6.9, a partir de las cuales

My =(myrw?l =uw’l

Fig. 6.9 Modelo equivalente de un
desequilibrio dindmico

El desequilibrio dindmico se cuantifica mediante este
desequilibrio u y la distancia /, que usualmente se
toma igual a la distancia entre soportes.

Normalmente los dos desequilibrios, estdtico y dindmico, se presentan conjuntamente y dan lugar a
una fuerza giratoria en cada uno de los soportes que se puede asociar a un desequilibrio u=F/w?
situado en el plano radial del soporte.

La experiencia ha llevado a definir el grado de calidad de equilibrado de servicio de un rotor como
G = ew. Para un desequilibrio estitico, e corresponde a la excentricidad del centro de inercia y w es la
velocidad de rotacion; asi, G es la velocidad del centro de inercia. La tabla 6.1 presenta los grados de
calidad de equilibrado admisibles para diferentes tipos de rotores de maquinas segiin la funcién que
tengan que realizar. La informacién proviene de la norma ISO 1940 sobre el equilibrado de rotores.

Para la aplicacion en el caso general del grado de calidad de equilibrado, éste se multiplica por la
masa m del rotor y por su velocidad angular w, y asi se obtiene una fuerza mixima admisible
Gmw=mew? atribuible a un desequilibrio maximo admisible u=Gm/w, que se reparte entre los dos
soportes en funcién de la distribucién de masa del rotor y de la capacidad de carga de los soportes.

Para corregir el desequilibrio, se parte de medidas experimentales de la vibracién producida por los
rotores en montajes especificos —mdquinas de equilibrar— o montados en el lugar de trabajo —
equilibrado in situ— Las técnicas utilizadas se pueden subdividir en dos grupos:

— Técnicas basadas en la localizacién del centro de inercia del rotor, por su tendencia a ocupar la
posicién mds baja posible, y correccidn posterior de esta posicién por adicién o substraccién de
masa. Estas técnicas s6lo permiten corregir el desequilibrio estatico.

— Técnicas basadas en la medida del efecto producido en los soportes por la rotacién del rotor
desequilibrado. Estas técnicas permiten corregir simultdneamente los dos tipos de desequilibrio y,
cuando es posible, son preferibles a las anteriores para corregir el desequilibrio estitico, ya que
permiten una precisiéon mds elevada.
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Tabla 6.1 Grado de calidad admisible

Grado de calidad G
(mm/s)

Tipos de rotores. Ejemplos

4000

Cigiiefiales de motores marinos diesel lentos con niimero impar de cilindros y
montados rigidamente en la bancada.

1600

Cigiiefiales de grandes motores de dos tiempos montados rigidamente en la
bancada.

630

Cigiiefiales de grandes motores de cuatro tiempos montados rigidamente en la
bancada. Cigiiefiales de motores marinos diesel montados con elementos
eldsticos en la bancada.

250

Cigiiefiales de motores diesel rdpidos de cuatro cilindros montados
rigidamente en la bancada.

100

Cigiiefiales de motores diesel rdpidos de seis cilindros o mds. Motores enteros
(de gasolina o diesel) para automéviles, camiones y locomotoras.

40

Cigiiefiales de motores rdpidos de cuatro tiempos (gasolina o diesel), de seis
cilindros o mds y montados con elementos eldsticos en la bancada. Cigiiefiales
de motores para automéviles, camiones y locomotoras. Ruedas de automévil,
poleas y drboles de transmision.

16

Arboles de transmisién con requerimientos especiales. Componentes de
maquinaria trituradora. Componentes de maquinaria agricola. Componentes
individuales de motores para automoéviles, camiones y locomotoras.
Cigiiefiales de motores de seis cilindros 0 mds con requerimientos especiales.

6,3

Componentes de mdquinas de produccién. Engranajes en turbinas para
propulsién marina. Volantes de inercia. Rodillos de bombas. Componentes de
mdquinas herramienta. Rotores de motores eléctricos de tamafio normal.
Componentes de motores con requerimientos especiales.

2,5

Turbinas de gas y de vapor. Rotores rigidos de turbogeneradores.
Turbocompresores. Accionamientos en maquinas herramienta. Rotores de
motores eléctricos medios y grandes con requerimientos especiales. Rotores
de motores eléctricos pequefios. Bombas accionadas por turbinas.

Accionamientos en magnet6fonos y reproductores. Accionamientos en
maquinas rectificadoras. Rotores de motores eléctricos pequefios con
requerimientos especiales.

0,4

Ejes, discos y rotores en rectificadoras de precision. Giroscopios.

Fuente: Norma ISO 1940

El método de equilibrado més frecuente es el de los coeficientes de influencia.

Si un rotor perfectamente equilibrado se hace girar alrededor de su eje con velocidad constante no
requiere fuerzas exteriores y, por tanto, no genera vibraciones en los soportes ni, a través de ellos, al
exterior. Si se introduce a este mismo rotor un desequilibrio, al hacerlo girar a velocidad constante se
generan vibraciones en sus soportes —fuerzas y/o momentos— y al exterior. Al desequilibrio
introducido, por una masa m descentrada —supuesta puntual- localizada en un determinado plano
normal al eje —plano de equilibrado—, se le asocia el nimero complejo u = m s e/®. En la vibracién de
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un punto —de frecuencia igual a la de giro del rotor— Punto fijo
v =vyycos(wt+¢) se le asocia el nimero complejo v. El Real

angulo de fase ¢ se mide, por ejemplo, considerando 7 =0 el / Testimonio
instante en el que un punto fijo en el rotor —testimonio— pasa

por un punto fijo del suelo (Fig. 6.10). m® /a//

El cociente entre v y u, ¢ = v/u se conoce como coeficiente de

s
Imag.

influencia del desequilibrio en la vibracién del punto

considerado y se considera independiente del desequilibrio y

funcién del plano de equilibrado, del punto en que se mide y

de la velocidad de giro.

El proceso para equilibrar mediante los coeficientes de

influencia es el siguiente:

a) Se mide la vibracién producida por el rotor en un
conjunto de puntos —los soportes u otros puntos— a una o mas velocidades de giro y se obtiene un
conjunto de n medidas de vibracién inicial v; que se desearfa que fuesen nulas. V.= {v|, v,,...v,}T

b) Se introducen uno a uno / desequilibrios u; en planos diferentes; para cada uno de ellos se repiten
las medidas de vibracién V' = {v{,v5,...,v,}T —en los mismos puntos y en las mismas velocidades
anteriores— y a partir de los incrementos de vibracidén se calculan los coeficientes de influencia

Fig. 6.10 Representacion del
desequilibrio introducido

v{ —v; =c;;u; que definen la matriz de influencia C =|[c;;]

¢) Se plantea la expresién de la vibracién V” = {v{,v%,...,v7}T al introducir un conjunto de [
desequilibrios m; de correccién M = {m;,m,,...,m,}T y se intenta determinar M para que V” sea
nula o minima. En forma matricial, la expresién de la vibracién es V=V +CM

Observaciones:

— Se puede plantear el procedimiento sin eliminar los desequilibrios sucesivos que se van
introduciendo en el rotor.

— El procedimiento se puede reiterar con el fin de mejorar la precision, que queda limitada
fundamentalmente por la precision en la obtencién de los datos experimentales y por la no-
linealidad.

El equilibrado en un plano, uno de los mds habituales, es frecuentemente utilizado cuando el rotor
sélo tiene un soporte —par de revolucion— y la distribucion es suficientemente plana —rueda de un
vehiculo, ventilador, etc. En este caso,

v —v=cu —y
—m=——u
v+em =0 v —y

El equilibrado en dos planos, también muy habitual, es utilizado usualmente en los rotores rigidos. Se
dispone de dos planos de equilibrado, A y B, de donde poner y quitar masa, y de dos puntos de
medida, 1y 2, situados usualmente en los soportes. El proceso de equilibrado lleva a

’ — . ’ —
V1=V =ClaAlA 5 V2 = V) =CopaUp -1

” _ s _ ma| |16a CiB V1
Vi —Vy =CIBUB ; V) V) =CBUB [ — =

m c c 14
V+CM=0 B 2A 2B 2
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Equilibrado de rotores flexibles. Un rotor rigido equilibrado genera un minimo de vibraciones —
tedricamente nulo— para todo el rango de velocidades de operacién. Si después de un equilibrado en
dos planos, un rotor genera pequefias vibraciones en la velocidad de equilibrado, pero vibraciones
elevadas a otras velocidades, no se puede considerar un rotor rigido y se ha de proceder con métodos
especificos de equilibrado.

Equilibrado de un cuadrilatero articulado. En el cuadrilatero de la figura 6.11 se definen las
coordenadas angulares que describen el movimiento de cada barra, ¢;, y las coordenadas polares, 7; y
B;» que sitdan los centros de inercia de cada barra G;.

x (Re)

Fig. 6.11 Cuadrildtero articulado

En él se pueden establecer la posicién del centro de inercia G del conjunto, y la ecuacién vectorial de
enlace:

mrg zmlAGl +m2AG2 +m3AG3 =
mrn +m2[l1 +r2]+m3[l1 +1, +r3] , donde m es la masa total. (6.18)
lo = ll +12 +l3

Utilizando la representaciéon compleja de los vectores en el plano del movimiento, de la segunda
ecuacion de 6.18 se puede aislar uno de los versores complejos, por ejemplo el asociado a ¢,

. je e [
S0 _ loe?0 — [l — 1’3
h

y sustituirlo en la primera. De esta manera se obtiene una ecuacién que sélo depende de las variables
$1Y P3:

; mynly ;
mrg ={m1r1ejﬁ1 +myl — 21 21 ejﬁz]e]‘/Jl +
2

{_ mzlrzl3 P2 — sl +m3r3gjﬁ3}jw3 + (6.19)
2

|:—m217'210 €j'62 + m3loj|€j‘p0
2
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A partir de esta ecuacién y teniendo en cuenta que el dltimo término es constante, una posibilidad para
fijar G es anular los coeficientes de los versores asociados a las rotaciones ¢ y ¢3. Estos coeficientes
dependen de las masas y las longitudes de los miembros y de las posiciones de sus centros de inercia.
Esta anulacién permite obtener las cuatro ecuaciones escalares 6.20 (separando la parte real y la parte
imaginaria) para determinar nueve parimetros.

mynl

mn Cosﬂ1+m211— COSBZ =0

. mynly .
myK sin B — 2121sm,82 =0

z 2 (6.20)
My 1~
£C08ﬁ2 + Wl3l3 —m3r3 COSIB3 =0
2
I
21253 Gin By — msrysin By =0
2

Si se considera fijada la distribucién de masa de la biela 2, los pardmetros a determinar a partir de 6.20
son los desequilibrios de los miembros 1y 3: mry, 51, myry y 5,.

En resumen, disefiando adecuadamente las manivelas y los balancines es posible equilibrar totalmente
el cuadrildtero articulado por lo que se refiere al movimiento de su centro de inercia. Entonces, se
anula la resultante de las fuerzas exteriores en los soportes causadas por la inercia del sistema, pero no
cada una de ellas. Se pueden plantear procedimientos de equilibrado donde se impongan otras
condiciones.

Este procedimiento es también aplicable al sistema piston-biela-manivela, pero ahora, mds que anular
la resultante de las fuerzas en los soportes, el objetivo es minimizar la fuerza de enlace que hay en la
articulacién de la manivela con su soporte. Por eso se presenta a continuacion el planteamiento clésico
del equilibrado de este mecanismo.

Equilibrado del mecanismo piston-biela-manivela. Para establecer procedimientos de equilibrado
hay que determinar la aceleracién del centro de inercia de cada miembro. En el caso de la biela, la
determinacién se acostumbra a simplificar substituyéndola por un sistema equivalente (Fig. 6.12)
formado por dos masas puntuales, m, y mg, con la intencién de que una se mueva junto con el pistén
y que la otra lo haga con la manivela. Esta equivalencia es posible gracias a los dos planos de simetria
(1-2, 1-3) que normalmente presenta una biela, de manera que G se encuentra en el plano diametral
que contiene los centros A 'y B de las articulaciones. La articulacién B con el pistén, usualmente mas
pequeiia, se conoce como cabeza de la biela y la articulacién A con la manivela se denomina pie de

biela.
VB ‘ _
) G. 7@1
\A L —p

Fig. 6.12 Modelo equivalente de una biela.

| SA | SB |

A G B

ma mg
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Para que el sistema de las dos masas sea equivalente en la biela, se han de cumplir las relaciones
siguientes:

Mm=mp +mp , MpSA = MBSy ,IG=mAs/i+mBs]% (6.21)

Si se escoge sg = I, €s decir, se sitia la masa mp en la articulacién con el piston, de las expresiones
6.21 se pueden aislar los otros pardmetros:

Ig erBZ‘ mlg
SA = v MA=—""%5 mp=—"%
mrg Ig +mrg Ig +mrg

En una biela cldsica, m, se sitia cerca de la articulacion A. Esto permite aceptar en un estudio
aproximado que la masa m,_ se sitiie justo sobre la articulacién A. En este caso, para determinar m, y
mp se utilizan sélo las dos primeras igualdades de 6.21 y se acepta que el momento de inercia difiere
del real.

2

mn mr
mpy =B A
FA+FB FA+FB

La masa m, fija en la manivela junto con esta
constituyen un sélido que se puede equilibrar
haciendo coincidir, mediante un contrapeso, su
centro de inercia con la articulacion fija a O.

La aceleracion del piston se encuentra a partir de  p ig. 6.13 Modelo equivalente del mecanismo piston-

las ecuaciones de enlace biela-manivela
2 1/2
Xx=rcosg; +Icosp, g
. . — x=rcosgy +1 1——25111 ©1
rsing; =Ising, 1

La coordenada x es una funcién periddica del dngulo ¢, que se puede descomponer en serie de
Fourier:

X=Cg+cpcospp+cycos2pp +c3co83p) +cycosdp+...  , con
co=11 _r2 +_3r4 + c=r, c l—r2 _r4 +
0= — e . 1= N 2: - DY
ar* e4lt ar* 160t
4
C3—0, C4—l —+
l4

Ya que 7/l << 1 en los mecanismos piston-biela-manivela usuales, los coeficientes correspondientes a
los arménicos de orden elevado decrecen rdpidamente. Si se aproxima x hasta su segundo arménico y
se considera ¢ = constante, la expresién para la aceleracién del piston y la masa mg es
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% =—@7(rcosg +4c, cos2¢;)
y la fuerza procedente de la articulacién O para conseguir esta aceleracion es

_J(mp +mp)<,b12(rcos<pl +4c,cos2¢)

F(B) = 0
#1 P 2 El término funcién de cos ¢, se llama fuerza primaria y el
A término funcién de cos 2 ¢, fuerza secundaria. La fuerza
primaria podria eliminarse totalmente utilizando un sistema
de dos masas iguales contrarrotantes equivalentes al
"Dl/ 0 1 desequilibrio (mg + mp)r/2, una que girase conjuntamente
o . con la manivela y la otra en sentido contrario (Fig. 6.14),

manteniendo la simetria respecto a la direccién 1, de
manera que ejerzan sobre la articulacion la fuerza

. )
%\\Q F = —(mg +my, ) rey cosg;

0
Fig. 6.14 Sistema de contrapesos
contrarrotantes Se podria proceder de la misma manera para contrarrestar la
fuerza secundaria, pero en este caso las dos masas contrarrotantes han de ser equivalentes a un
desequilibrio (mg + mp)c2/2 y girar a una velocidad angular 2¢;.

Estos procedimientos de equilibrado, utilizados en algunos motores, complican bastante el
mecanismo, ya que requieren una transmision de la manivela a las masas contrarrotantes —
normalmente por medio de engranajes.

En la préactica, s6lo se introduce un tnico desequilibrio en la manivela, el valor y la localizacién del
cual se establecen segtin un criterio de optimizacion referido en la fuerza de enlace en el soporte de la
manivela.

Caso de los motores multicilindricos. Un motor multicilindrico no es mas que un conjunto de

mecanismos pistén-biela-manivela colocados en

paralelo, de manera que las manivelas constituyen un 2,3 3

unico miembro, el cigiiefial. Las caracteristicas

fundamentales del equilibrado de wun motor

multicilindrico son: 4

— Los codos del cigiiefial, que actian como las
manivelas de cada pistén-biela-manivela, tienen
entre ellos dngulos escogidos especialmente para
minimizar la aceleracion del centro de inercia.

— Los codos del cigiiefial se han de disponer a lo
largo de este con la finalidad de que no se
introduzcan  momentos  transversales  que
provocarian en los soportes reacciones no
deseadas.

Fig. 6.15 Cigiienial de un motor policilindrico
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Problemas

Pé6-1 En la estructura articulada de la figura —torre de alta 3d
tensién—, determinar las variaciones de las tensiones
de las barras y de las fuerzas de enlace en las

articulaciones A, B y F causadas por la aplicacién
de los sistemas de cargas indicados.
a) P1:P2:P3:100kN
o]
P6-2 En Ia silla plegable de tijera de la figura, se considera que el roce en las articulaciones C, D

y E es despreciable y que el contacto en las patas es puntual. Determinar el incremento de
las fuerzas de enlace causado por el sistema de fuerzas exteriores indicado si la fuerza
horizontal en las patas delanteras es nula.

by =125 mm
by =125 mm
by =200 mm

e =50mm
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P6-3 En la lampara de la figura, el roce en las articulaciones se considera despreciable.
Determinar:

a) La fuerza del muelle para que las diferentes configuraciones asequibles sean de equilibrio.
b) Las fuerzas en las articulaciones en las condiciones anteriores.

¢) La masa minima del pie para que no vuelque.

d) Las constantes de un muelle de comportamiento lineal adecuado.

e
[
G\ |
h
[ =100,2mm
e =75mm
h =37,5mm
d, =100 mm
d, =125 mm
dy =25 mm
dy=25mm
P6-4 Las ruedas 1 y 2 del mecanismo de la figura pueden girar al rededor de sus centros fijos O

y O, y estdn unidas mediante un enlace guia-boton. Las ruedas estdn equilibradas y sus
momentos de inercia respecto del eje de giro son Il=10‘5 kgm? y 12=10‘4 kg m2. Si los
roces son despreciables y la rueda 1 gira con velocidad angular ¢; =100x rad/s:

a) Determinar el par motor que actda sobre la
rueda 1 y la fuerza en el par guia-botdn.
Utilizar las coordenadas generalizadas que
se crean oportunas.

b) Encontrar la aplicacion numérica para
¢=0° para ¢=180° y para las
configuraciones extremas de la rueda 2.
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P 6-5 En el manipulador de la figura, las coordenadas x y ¢ estdn gobernadas por actuadores para
poder realizar una maniobra con velocidades constantes ¢ = 0,1 rad/si x=10mm/s. La
inercia de las barras 1 y 2, como también el roce en los enlaces, se consideran
despreciables.

a) Determinar las fuerzas en las articulaciones A y A,.

b) Hacer la aplicacién numérica para la configuracién x = 400 mm y ¢=60°.

¢) Representar la evolucién del par motor y la tensién de la barra 2 si la maniobra se realiza desde

x =250 mmy ¢ = 15° durante 10 s.

Ya
3
N my= 50 kg x3 =150 mm
my=100kg  y; =100 mm
d =150 mm y, =200 mm
r =400 mm
P 6-6 El mecanismo de leva de la figura ha de
accionar la valvula de manera que ésta quede en
reposo para 0 < ¢ <240° y alcance su mdxima \jgp
apertura de 5 mm para ¢ = 300°. Z

a) Determinar una curva de Bézier adecuada para
describir la ley de apertura de la vélvula.

Si la compresion del muelle es tal que la fuerza que realiza
m =0,2kg

se puede considerar constante,

b) (cudl es la fuerza de contacto leva-palpador?
c) ¢para qué velocidad de rotacién de la leva se inicia la %
pérdida de contacto leva-palpador?
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P 6-7 El esquema de la figura representa una puerta posterior de un vehiculo. El grupo muelle-
amortiguador PQ facilita el accionamiento: el muelle actia de contrapeso y el amortiguador
ralentiza los movimientos rdpidos. Determinar la fuerza que deberia hacer el muelle para
mantener la puerta en equilibrio en las diferentes configuraciones y sugerir las
caracteristicas de un muelle —tension inicial y rigidez— adecuada.

S

d; =200 mm m =30kg
d, =150 mm -30°<p<45°
dy = 600 mm
d, =700 mm d,
ds =60 mm
v I
P 6-8 La figura muestra el esquema de una escalera desplegable de desvéan accesible a través de la

trampilla PQ. La escalera estd unida al suelo del desvdn por medio de la barra articulada
BD y del pasador A respecto al que puede deslizar. Determinar:
a) Lainclinacién de la escalera cuando estd totalmente desplegada (AD=100 mm).
b) La fuerza vertical que hay que hacer para desplegar la escalera y las fuerzas de enlace que se
originan —se desprecian las resistencias pasivas, la masa de la barra BD y las aceleraciones.

/
[ =075m lg
s =055m D
m=25 kg ; G /
A B
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P6-9 El mecanismo de la figura representa una mesa plegable que puede pasar de la posicién
vertical adosada a la pared a la posicién horizontal. Para moverla, se le aplica una fuerza

/; =350 mm
I, =280 mm
[ =70 mm
d =140 mm
lg m =10 kg

que le es perpendicular, situada en el centro de la
arista A. Determinar esta fuerza y las fuerzas de
enlace generadas con las hipétesis siguientes: inercia
de las barras BE y CD, roces y aceleraciones
despreciables. (Sugerencia: utilizar un conjunto
adecuado de coordenadas generalizadas y establecer
las ecuaciones de enlace entre ellas.)

Cuando la mesa estd horizontal, se deja de manera
que la arista C se apoya en la pared (barra CD
vertical). ;Cuédles son ahora las fuerzas de enlace?

P6-10  Los dos discos de la figura pueden girar libremente alrededor de la articulacién fija O y son
accionados por el pasador P que desliza dentro de las ranuras de cada disco.
Determinar la fuerza que ha de actuar sobre el pasador para conseguir que el dngulo ¢ siga

la ley temporal siguiente:

(t) —£+£cost
TR

b =150 mm
e =200 mm
Io=1kgm?
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7 Resistencias pasivas. Mecanismos basados en el rozamiento

Las fuerzas que aparecen en el contacto entre sélidos —par cinemético— se pueden clasificar en fuerzas
de enlace y en resistencias pasivas. Asi como las fuerzas de enlace tienen siempre el valor necesario
para impedir algin movimiento, las resistencias pasivas s6lo se oponen sin llegar a impedirlo.

Tanto las fuerzas de enlace como las resistencias pasivas se caracterizan mediante un torsor: el torsor
de las fuerzas de enlace y el torsor de las resistencias pasivas.

Las resistencias pasivas en los pares cinemadticos
estdn asociadas a los tres movimientos relativos entre
dos sélidos que mantienen contacto: el deslizamiento,
la rodadura y el pivotamiento. El deslizamiento tiene
lugar cuando los puntos de contacto tienen velocidad
relativa entre ellos. El pivotamiento entre dos sélidos
con contacto puntual es la rotacién relativa alrededor
del eje normal a las superficies en el punto de
contacto. La rodadura entre dos s6lidos en contacto
puntual o lineal es la rotacién relativa alrededor de un
eje tangente a las superficies en el punto de contacto.

wpivotamiento

Wrodadura

Fig. 7.1 Movimientos relativos entre dos
En las méaquinas aparecen otras resistencias pasivas solidos
que se oponen al movimiento de sus miembros y que
no provienen de los pares cinemdticos. Un caso usual son las resistencias pasivas asociadas al
movimiento de sélidos dentro de fluidos, por ejemplo la resistencia al avance de los vehiculos
proveniente de la interaccion con el aire.

Si el movimiento relativo asociado a una resistencia pasiva se anula, las fuerzas y/o los momentos
correspondientes son sustituidos por las fuerzas y/o los momentos de enlace capaces de impedir este
movimiento relativo. Es por eso que se dice que el torsor de las fuerzas de enlace y de las resistencias
pasivas asociadas con un contacto entre sélidos son complementarios.

Las fuerzas de enlace son siempre una incégnita del problema dindmico, mientras que las resistencias
pasivas han de ser de formulacién conocida a priori —funcién del estado mecdnico y/o explicitamente
de las fuerzas de enlace — por medio de los modelos matematicos. En este capitulo se estudian algunos
de estos modelos.
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Siempre que hay movimiento relativo entre sélidos aparecen resistencias pasivas no deseadas, ya que
disipan energia mecdnica de los sistemas. Un buen nimero de mecanismos, sin embargo, basan su
funcionamiento en el rozamiento —origen principal de las resistencias pasivas—, como es el caso de los
frenos y embragues, entre otros.

7.1 Resistencia al deslizamiento

Las fuerzas tangenciales entre superficies de sélidos directamente en contacto —superficies secas—
provienen de fenémenos fisicos complejos, como la rugosidad de las superficies, la adhesion, la
formacién de microsoldaduras y la creacién de enlaces intermoleculares. Eso hace que se hayan de
establecer modelos que formulen estas fuerzas de forma simplificada. EI modelo mds usual es el de
rozamiento seco de Coulomb. Cuando entre las superficies s6lidas hay lubricante, el modelo de
rozamiento viscoso da una aproximacién razonable de la fuerza tangencial.

Modelo de rozamiento seco. La experiencia pone de manifiesto que en un contacto puntual, lineal o
superficial entre superficies secas pueden aparecer fuerzas tangenciales de valor limitado que tienden
a impedir el deslizamiento. Si consiguen evitarlo son fuerzas de enlace, ya que valen lo que haga falta
para garantizar la condicién cinematica v4. = 0. La resultante de estas fuerzas se denomina firerza de
rozamiento.

Si las fuerzas tangenciales no consiguen evitar el deslizamiento, dejan de ser fuerzas de enlace y pasan
a ser resistencias pasivas. En este caso, la resultante se denomina fuerza de friccion. El paso de no-
deslizamiento a deslizamiento —de fuerza de rozamiento a fuerza de friccién— corresponde a la
condicién limite del enlace establecido por el rozamiento.

El modelo de rozamiento seco establece que, en un punto de contacto y en ausencia de deslizamiento,
el médulo de la fuerza de rozamiento F,, estd condicionada a |Fy,,|< u N, siendo N la fuerza
normal de repulsién en el punto de contacto y p, un coeficiente adimensional que se considera
constante para una pareja de superficies en contacto y que se denomina coeficiente de rozamiento
estdtico.

En presencia de deslizamiento, la fuerza de friccién se opone —misma direccién y sentido contrario— a
la velocidad relativa de deslizamiento, y su médulo es |Fiiccign| = g N, donde py es un coeficiente
adimensional que se denomina coeficiente de rozamiento dindmico. Se suele considerar constante y
normalmente su valor es més pequefio que y.. En la tabla 7.1 se muestran algunos valores de
rozamiento seco estitico que se pueden encontrar en la bibliografia. La amplia dispersiéon de valores
se debe a la gran diversidad de factores que influyen: rugosidad, tratamiento superficial, estado
quimico, limpieza, presién, etc. La introduccién de una capa delgada de lubricante entre las
superficies metdlicas divide el coeficiente de rozamiento por dos o més.

Consideraciones que se han de hacer en el estudio de mecanismos con rozamiento seco. El hecho
de que la fuerza tangencial pueda ser tanto de enlace —incognita dindmica— como de friccién —de
formulacién conocida— presenta fuertes dificultades a la hora de resolver la dindmica de los
mecanismos. Se desconoce, en principio, si hay deslizamiento o no y, por tanto, se desconoce la
existencia o no de un enlace. Usualmente se plantea el estudio dindmico suponiendo que no hay
deslizamiento y se repasa el valor de la fuerza de enlace . Si ésta en algtn instante resulta mas grande
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que p.N, se replantea el problema considerando que hay deslizamiento y entonces se atiende a la
velocidad de deslizamiento. Si esta se anula, se ha de volver al planteamiento inicial —ausencia de
deslizamiento.

Este procedimiento se complica enormemente en los mecanismos con mds de un par cinematico con

rozamiento y con mas de un grado de libertad, ya que el nimero de modelos cinematicos posibles
puede ser elevado (Fig. 7.2).

Tabla 7.1 Coeficientes de rozamiento estdticos obtenidos de diferentes fuentes

| Elementos en contacto | En seco | Capa delgada de lubricante |
Madera — Madera 0,35-0,5
Madera — Metal 0,2-0,6
Cuero — Madera 0,25 -0,5
Cuero — Metal 0,3-0,6
Caucho - Hormigén/Asfalto 0,6-09
Caucho — Madera 0,5
Acero - Acero 04-0,6 0,03-0,2
Acero — Bronce 0,35 0,18
Acero — Fundicién 0,23 0,13
Fundicion — Bronce 0,22 0,08
Fundicién - Fundicion 0,15 0,065
Acero — Grafito 0,1
Acero — Teflon® 0,05
Acero — Cloruro de polivinilo 0,5
Acero — Nylon® 0,3
Acero — Poliestireno 0,5

Fig. 7.2 Posibles modelos cinemdticos en un mecanismo de 2 grados de libertad con dos guias con rozamiento
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Si las velocidades del mecanismo evolucionan de manera continua, es previsible que no se presenten
simultdneamente condiciones limites para mds de un enlace. No obstante, si se produce un cambio
repentino a causa del inicio del movimiento o de una sacudida, se han de analizar todas las
posibilidades —con la garantia de que sélo una puede ser buena si el problema esta bien formulado, ya
que el mecanismo real sélo puede evolucionar de una tnica manera.

Los enlaces introducidos por el rozamiento pueden ser redundantes y dar lugar a indeterminacién. El
caso mds evidente es el de un mecanismo en reposo con mas pares con rozamiento que grados de
libertad.

El hecho de que usualmente py<p, y que py puede ser funcién decreciente de la velocidad de
deslizamiento para algiin margen de valores, da lugar a fendmenos vibratorios a veces buscados, como
es el caso de los instrumentos musicales de cuerda con arco, y otras veces no deseados, como es el
caso del chirrido de las bisagras o del avance pulsante del carro de una maquina-herramienta.

Fenomeno de deriva. El hecho que la fuerza de a)
friccién tenga sentido contrario a la velocidad de - MaN Vdesl.
deslizamiento y su valor acotado, se puede
aprovechar para facilitar el deslizamiento entre

. . . . b
miembros de un mecanismo mediante el fendmeno ) Flansversal
de la deriva, que permite disminuir la fuerza de HgN } v
. . . . long.
friccién en una direccién determinada. -
Vdesl.

Se considera un sélido que se mueve con Vg,
respecto de una superficie, impulsado por elementos
que hacen la fuerza necesaria. Sobre el sélido actia Fig. 7.3 Movimiento de deriva

una fuerza de friccion en la direccién de la

velocidad de deslizamiento y de sentido contrario a ésta (Fig. 7.3.a), Fy;. = —tg N (V4eq / Vges)- En la
direccién transversal al movimiento no hay fuerza de friccién; por tanto, el bloque puede iniciar el
movimiento transversal —derivar— en esta direccién aplicando una fuerza practicamente nula. Una vez
se ha iniciado el movimiento de deriva (Fig. 7.3.b), hay una componente de la fuerza de friccién que
se opone, de valor

Vderiva

_ Vderiva
Rransversm - /JdN 5 5
v Vlong. *+ Vderiva

pero que se puede hacer tan pequefia como se quiera aumentando la velocidad longitudinal de
deslizamiento.

El fenémeno de la deriva explica, por ejemplo, la pérdida de control que se tiene en un vehiculo si se
hacen patinar las ruedas motrices. Si en una curva se hacen patinar las ruedas motrices, la fuerza de
friccién llega a ser longitudinal y el vehiculo no puede seguir la trayectoria curva porque no hay
fuerza transversal.

El fenémeno de la deriva se puede aprovechar, por ejemplo, para desplazar un eje con apriete dentro
de un alojamiento de manera suave y sin necesidad de aplicar una gran fuerza. Si se hace girar el eje
se puede conseguir que la componente de la velocidad relativa entre la guia y el eje en la direccion de



Resistencias pasivas. Mecanismos basados en el rozamiento 169

avance sea pequefia, comparada con la velocidad

. . Vderiva
de deslizamiento total y, por tanto, que la fuerza 5 9%’

de friccién que se opone al avance también lo sea. w

Una aplicacién menos tecnoldgica que la anterior,
pero no por eso menos practica, es el
aprovechamiento que se hace del fenémeno de la Fig. 7.4 Deriva en una guia
deriva para abrir una botella de cava.

Modelo de rozamiento viscoso. Cuando entre los sélidos en contacto hay lubricante —capa fluida—,
una aproximacién razonable de la fuerza tangencial es la que proporciona el modelo de rozamiento
viscoso con una fuerza proporcional a la velocidad de deslizamiento Fp.cign = —CV4esl.» donde c es
una constante.

Segun este modelo, la fuerza tangencial es siempre de friccién y, por tanto, de formulacién conocida.
En ausencia de velocidad de deslizamiento, la fuerza tangencial es nula. En este modelo la fuerza no
presenta discontinuidades como sucede en el caso del modelo de rozamiento seco.

En muchos casos, para conseguir un modelo realista harfa falta considerar una formulacién de
rozamiento seco, pero siendo la fuerza tangencial funcion de la velocidad relativa (Fig. 7.5).

Ftang. Ftang. Ftang.
Vrel. Vrel. A Vrel.
a) b) c)

Fig. 7.5 Grdficos de la fuerza tangencial funcion de la velocidad relativa segiin: a) modelo de rozamiento seco,
b) de rozamiento viscoso y c) de rozamiento seco con F = f{v,,; )

7.2 Resistencia al pivotamiento y a la rodadura

La velocidad angular relativa entre dos sélidos, en contacto puntual, se puede descomponer en una
componente normal a las superficies en el punto de contacto y una componente tangencial. La
componente normal se denomina velocidad angular de pivotamiento y la tangencial velocidad angular
de rodadura. Si el contacto es lineal a lo largo de una recta, la velocidad angular en la direccién de esta
recta se denomina también velocidad angular de rodadura.

La experiencia pone de manifiesto que, en un contacto puntual entre s6lidos, aparte de la resistencia al
deslizamiento hay resistencia al pivotamiento y resistencia a la rodadura. Estos fendmenos no se
pueden explicar considerando el contacto puntual, ya que en esta situacién se tendria M (J) = 0. Para
darles una explicacion, se ha de considerar que en realidad el contacto se produce en una zona en el
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entorno de un punto a causa de la deformacién de los sélidos. En esta zona se tiene una distribucién
de fuerzas normales y, si hay rozamiento, también una distribucién de fuerzas tangenciales.

Resistencia a la rodadura. La distribucién de presiones en la zona Punto tedrico
de contacto puede dar lugar a momentos en el plano tangente w de contacto
respecto al punto teérico de contacto —par de rodadura— a causa de la -

no-simetria producida por fendmenos diversos, como la adhesién y J _<

la histéresis de los materiales, que tienden a hacer disminuir la l

presién, o hasta a hacerla negativa, donde el contacto tiende a
desaparecer. Usualmente se admite una formulacién similar a la del
rozamiento seco:
— En ausencia de rodadura, hay un momento de enlace M
.. . y . .. r Fig. 7.6 Distribucion de
suficiente para garantizarlo sometido a la condicién |M,|< M, .
. r re presiones en el punto de
(M es el momento de rodadura estdtico). contacto
— En presencia de rodadura, hay un momento M, tal que su
proyeccién sobre w, 4 —velocidad angular de rodadura— es opuesta a esta velocidad y de médulo
|M|=M,q (M,qes el momento de rodadura dindmico). En la mayorfa de contactos con rodadura
con movimiento plano, las curvaturas de las superficies hacen que el momento de rodadura M,
tenga la direccién perpendicular al plano del movimiento —direccién de la w.

N

Pr|

Estos momentos se suelen tomar como funcién de la resultante de las fuerzas normales N de contacto
M. =p.N,My4=pyN, donde p,.ip,y son coeficientes que dependen del material y de las
curvaturas de las superficies. Estos coeficientes tienen dimensiones de longitud y tienen el significado
de distancia entre la recta de accién de la fuerza normal —recta respecto de la cual el momento
resultante de las fuerzas normales es nulo— y el punto teérico de contacto (Fig. 7.6).

Resistencia al pivotamiento. La distribuciéon de presiones en la zona de contacto —que aparece a

causa de la deformacién de los sélidos— da lugar, en presencia de rozamiento, a una distribucién de

fuerzas tangenciales que hacen un momento respecto al punto teérico de contacto en la direccion

normal a la superficie de contacto —par de pivotamiento. Para este momento se acepta una

formulacién similar al caso del rodadura de la forma:

— En ausencia de pivotamiento, hay un momento de enlace M, suficiente para garantizarlo, sometido
a la condicién |Mp| <My (M es el momento de pivotamiento estatico).

— En presencia de pivotamiento, hay un momento M de sentido opuesto a Opiy —velocidad angular
de pivotamiento— y de médulo |Mp| =Mpyq (Mpq es el momento de pivotamiento dindmico).

Estos momentos se suelen tomar como funcién de la resultante de las fuerzas normales N de contacto
Mpe = Ppe N, Mpd = Ppd N , donde Ppe Y Ppd Son longitudes que dependen del coeficiente de
rozamiento, de la forma de la zona de contacto y de la distribucién de presiones en su interior.

7.3 Acuiiamiento. Cono de rozamiento

Acufiamiento. Las fuerzas de enlace provenientes del rozamiento seco estdn limitadas a ser inferiores
a uN. Asi, en general, un enlace originado por las fuerzas de rozamiento se rompe por encima de
ciertos valores de las fuerzas exteriores que actiian sobre los sélidos enlazados. Se puede dar la
situacidn, sin embargo, de que las fuerzas exteriores hagan crecer la fuerza normal N de manera que el
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limite u N sea siempre superior al necesario para mantener el enlace. En este caso, se dice que hay
acuflamiento y el enlace no se rompera sea cual sea el valor de las fuerzas exteriores. El acuilamiento
es el fendmeno que aparece en sargentos, engranajes de vi-sinfin, algunos mecanismos de seguridad
de ascensores, escaleras manuales, mordazas para cuerdas, etc.

Se producira acufiamiento

Cono de rozamiento. En un contacto puntual 1 .
y el sélido no deslizara

con rozamiento, la fuerza de enlace que puede
existir tiene una direccién contenida dentro de
un cono de semiabertura ¢ = arctan y,
denominado cono de rozamiento. Si existe una
fuerza de enlace normal N, puede existir una
fuerza de enlace tangencial de valor maximo
uN. En el planteamiento de distribuciones de
fuerzas en un plano, este cono pasa a ser el
tridngulo de rozamiento (Fig. 7.7). El cono de
rozamiento es util para estudiar condiciones ¢ = arctan y
Iimites y acuflamiento en los enlaces. En un )
s6lido con un contacto puntual con rozamiento
en un punto J, si las fuerzas exteriores difieren
de la de contacto en este punto, son equivalentes
a una fuerza resultante tinica que pasa por J contenida dentro del cono de rozamiento, ésta siempre
podra ser equilibrada por la fuerza de contacto en J y habrd acufiamiento. La rotura del enlace se
producird cuando la direccién de esta resultante quede fuera del cono de rozamiento.

El s6lido deslizara para
cualquier valor de F

Fig. 7.7 Cono de rozamiento en un contacto puntual

El umbral de deslizamiento, o deslizamiento inminente, es el estado en el cual las fuerzas de
rozamiento llegan a su valor maximo sin, no obstante, iniciarse el deslizamiento. De manera similar se
pueden definir el umbral de pivotamiento y el de rodadura.

Ejemplo 7.1 Estudiar para que situaciones de G —centro de inercia de la escalera mds la persona— la
escalera recostada en los puntos A y B de la figura no desliza (Fig. 7.8).

Las condiciones necesarias y suficientes para que la escalera se mantenga en reposo —dejando de lado,
de momento, la unilateralidad de los enlaces— son que se cumpla XF ., =0y ZM_,(O) = 0 para algiin
punto O. Al actuar sobre la escalera sélo 3 fuerzas exteriores —las dos de contacto y el peso—, la
segunda condicién implica que las lineas de accién de las tres fuerzas concurran en un punto. Si se
dibujan los conos de rozamiento en los dos puntos de contacto, se delimita la zona donde se pueden
cortar las dos fuerzas de contacto si no hay deslizamiento (zona gris de la figura 7.8). Por tanto, para
que se corten las tres fuerzas en un mismo punto, hace falta que el centro de inercia G esté situado
sobre la vertical de esta zona. En esta situacion, la primera condicién, ZF = 0 se verifica siempre ya
que se dispone de dos fuerzas de enlace para equilibrar el peso.

Para evitar que el enlace en B deje de actuar —enlace unilateral- hace falta, ademads, que el centro de
inercia quede a la izquierda de la vertical del punto A, como se puede ver tomando momentos
respecto de este punto.

Este sistema, cuando se mantiene en reposo, es redundante y, por tanto, hay indeterminacién en las
fuerzas de enlace. Para la solucion indicada en la figura 7.8, cualquier pareja de fuerzas de contacto en
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A'y B que se corten en un punto del segmento PQ mantendra el sistema en reposo. Es facil comprobar
que si el rozamiento en B es despreciable, la solucidn es conceptualmente la misma —el segmento PQ
queda reducido a un punto y la indeterminacién se elimina. En el caso de que sea en A donde el
rozamiento es despreciable, se necesita un cono de rozamiento en B de semiabertura superior a § para
que la fuerza de enlace en B pueda ser vertical —como lo son el peso y la fuerza en A— y asi poder
verificar la condicién para que la escalera se mantenga en reposo.

Zona posible para
el centro de inercia

—
Ge
G e
® P
HB\
Q
TR
B 7
B
2 arctan pg
Ha
f A A
2 arctan pp

Fig. 7.8 Escalera de mano recostada. Interseccion de los conos de rozamiento de los enlaces en A’y B

7.4 Contacto multipuntual

El contacto entre miembros puede extenderse r F

a una linea o superficie —contactos _>[D:EE
multipuntuales lineales o superficiales— y, en
este caso, con la hipétesis de sélido rigido, la
distribucién de presiones es indeterminada, ya
que sb6lo se puede conocer el torsor de las
fuerzas exteriores que actian sobre un sdélido. \
En muchas ocasiones, sin embargo, se ha de
conocer esta distribucién de presiones tanto
para determinar los esfuerzos de los elementos
como para evaluar la distribucién de fuerzas
tangenciales de rozamiento, y en particular, de sus momentos. Para determinar estas distribuciones de
presiones en el ambito del sélido rigido, se pueden plantear diferentes hipétesis: la de existencia de
juego en el enlace, la de apriete entre las superficies y, para superficies con friccién intensa, la de la
superficie rodada.

Puntos de
contacto ——]

Fig. 7.9 Puntos de contacto en la guia de un sargento
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Interseccion de los dos Hipétesis de juego. Si entre las superficies en contacto no hay
tridngulos de rozamiento  precompresion, se supone un juego y que las fuerzas de enlace
normales se concentran en los puntos que las otras fuerzas
exteriores pondrian en contacto, como es el caso de la guia de un
sargento que se ilustra en la figura 7.9.

Y- Rozamiento en guias. A menudo se presentan pares guia-
/ corredera, en que la minima o nula precompresién, en principio a
fin de tener un deslizamiento suave, justifica la hipétesis de juego
/ para su estudio. Este es el caso de carros sobre guias, cajones,
; B sistemas de fijacion, etc.

Si las fuerzas exteriores que actian sobre la corredera, diferentes

F, de las de contacto con la guia, son equivalentes a la fuerza F

(Fig. 7.10), el contacto con la guia se establece en los puntos A 'y

B y el deslizamiento estd condicionado a la no-existencia de

acuflamiento. Los conos de rozamiento en los puntos A y B

Fig. 7.10 Tridngulos de rozamiento  delimitan la zona donde se pueden cortar las fuerzas de contacto

en una guia cuando no hay deslizamiento. Si la recta de accién de F corta

esta zona, existen fuerzas de enlace F, y Fg que se cortan con F'y, por tanto, verifican ZM_, = 0. Por

otra parte, FF, y Fg son de médulo arbitrario y pueden garantizar que XF,, = 0. En resumen, si la

fuerza F corta la zona mencionada —interseccion de los dos tridngulos de rozamiento— siempre existen

dos fuerzas de enlace que garanticen las condiciones de equilibrio, se produce acuflamiento y la

corredera no desliza respecto a la guia. Para evitar eso se han de disefiar correderas largas accionadas
para fuerzas poco alejadas del eje.

Rozamiento en cojinetes. En el contacto entre un cojinete y un bulén de radio 7, si se plantea la
hipétesis de que la resistencia a la rodadura entre los dos sélidos es nula y que las fuerzas exteriores al
bulén, diferentes de la de contacto, son equivalentes a una fuerza F, entonces el equilibrio —-XF_, =0
y M, = 0—requiere que el punto de contacto J esté sobre la recta de accion de F (Fig. 7.11). En esta
situacién, habra deslizamiento entre el bulén y el cojinete siempre que la resultante F esté fuera del
tridngulo de rozamiento que se puede definir en el contacto en J. La envolvente de todos los tridngulos
de rozamiento que se pueden definir sobre el cojinete al ir variando el punto J constituye el
denominado circulo de rozamiento. Las fuerzas aplicadas sobre el bulén que sean equivalentes a una
resultante que corte el circulo de rozamiento lo acufiardn, mientras que aquellas que no lo corten
provocaran el deslizamiento del buldn respecto del cojinete. El radio e de este circulo es

tan @ _ ru
\/1+tan2a \/1+u2

e=rsina=r

La existencia del circulo de rozamiento pricticamente imposibilita el equilibrado estdtico para
procedimientos estdticos de un rotor horizontal montado en cojinetes de friccién. Este puede quedar
en reposo en cualquier posicién angular siempre que la excentricidad de su centro de inercia G no
supere el radio del circulo de rozamiento —la fuerza exterior, en este caso, es el peso. Un ejemplo
numérico justifica la afirmacidn inicial: un eje de 20 mm de didmetro y un coeficiente de rozamiento
de 0,2 conducen a un radio del circulo de rozamiento de 1,96 mm, valor inadmisible como
excentricidad de G en un equilibrado.
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Esta fuerza producira

o ) Cojinete
acufiamiento en el bulén

Bulén

Circulo de rozamiento

Esta fuerza producira
el deslizamiento

del bulén
Punto de contacto.
Coeficiente de
rozamiento seco U
Fig. 7.11 Circulo de rozamiento
Hipatesis de apriete. Si entre las superficies en contacto hay un cierto apriete
o precompresion, o la hipdtesis de juego no es aceptable, se puede suponer

una distribucién de presiones simple que describa el efecto de la elasticidad
normal de las superficies y la unilateralidad, si se presenta. Este puede ser el
caso de un bloque que se apoya sobre un plano (Fig. 7.12), en el cual se

supone una distribucién de presion lineal.

Hipotesis de la superficie rodada. Si las superficies en contacto estdn o 712 Distribucion
destinadas a una friccién intensa, como es el caso de los frenos, embragues 'y  de presiones en un par
cojinetes, para determinar la distribuciéon de presiones se puede utilizar la plano

teorfa de las superficies rodadas. En ella se supone que las superficies se desgastan en la direccion
normal a una velocidad 6, proporcional a la velocidad de deslizamiento v4. en el punto y a la fuerza
tangencial por unidad de superficie ¢ p causada por el rozamiento (Eq. 7.1). Con esta hipétesis, el
desgaste de las superficies es proporcional a la energia disipada por el rozamiento:

4 =k(/.tp) Vdesl.

En el caso de que los sélidos a los que pertenecen las
dos superficies en contacto no tengan otros enlaces
entre ellas, se puede considerar la velocidad de
desgaste uniforme. En el caso que haya otros enlaces
entre los dos sélidos, la velocidad de desgaste estd
condicionada para estos enlaces y coincide con la
componente normal a las superficies de la velocidad
relativa de los puntos de contacto —prescindiendo
evidentemente de la condicién de impenetrabilidad de
los cuerpos.

(7.1)

. Y
—

%UE Zona desgastada

de la pastilla
tr

Fig. 7.13 Distribucion del desgaste
condicionado por los enlaces
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Las superficies en contacto con friccidn intensa aparecen en frenos, embragues y cojinetes de friccion
y pueden ser:

— Cilindricas en embragues centrifugos, frenos de tambor y cojinetes radiales.

— Planas en frenos de disco, embragues de disco y cojinetes axiales.

— Cébnicas en otros embragues y frenos.

Contacto entre dos conos. Se consideran dos conos con velocidad angular relativa no nula y que
mantienen contacto (Fig. 7.14). La hipétesis de la superficie rodada permite expresar la velocidad de
desgaste perpendicular a la superficie de contacto como 6 =k (u p)-(w,, p). Si los dos conos tienen
movimiento relativo de translacion, se puede considerar que esta velocidad es d, constante.

Para analizar el par de las fuerzas de rozamiento entre los dos conos, se ha de determinar la
distribucioén de presiones:

s K

p = =
kp(wep) p

La integral, sobre toda la superficie de contacto, de esta presion proyectada sobre la direccion axial es
la fuerza axial de contacto N entre los conos (Fig. 7.14):

) n
. k. dj N
N:J-psm(zds: J—sma(an P )zk?n(rz—rl) = k’=
p

sina 27 — 1)

n n

La distribucién de presiones normales obtenida permite calcular el momento de las fuerzas de
rozamiento respecto al eje de giro.

o) o)
d k’ d N (r +1
M=J#pp(2np p)=f#—p(2np .p)=’.l (1) (7.2)
p rl p sing ) sina 2

sina

En esta expresion se puede observar que el momento
obtenido es equivalente al que se tendria si el
rozamiento estuviese concentrado en el radio medio.

Si las superficies no estuviesen rodadas y por algin
motivo la presién entre las dos superficies fuese
constante, se obtendria

)
. d, N
N=jp081na(2np p ) = Do =ﬁ
/ " Sina TC(V2 -1 )

y el momento axial de las fuerzas de rozamiento
Fig. 7.14 Rozamiento entre dos conos coaxiales tendria la expresion

3 3
2 1 (n—-n)
):_# 2~

N— 217 (7.3)

rn dp
M=Jﬂpop(2np— : >
3 sina (ry; —rn")

sina
n

El caso de dos discos en contacto frontal corresponde al caso visto haciendo « = /2.
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Contacto lateral entre una zapata y un
tambor. En esta situacion, la velocidad de
desgaste de la zapata estd condicionada por
la articulaciéon A (Fig. 7.15). La velocidad
relativa normal a las superficies en un punto
P de contacto es la componente en esta
direccién de la velocidad absoluta del punto
P de la zapata —la velocidad del punto P del
tambor es perpendicular a la normal- y, por
tanto, es proporcional a la distancia entre A
y P en la direcciéon perpendicular a la
normal, d = s sin «. Fig. 7.15 Rozamiento entre una zapata y un tambor

Por tanto, la velocidad de desgaste en los diferentes puntos de contacto se puede expresar como una
funcidén del dngulo @ como 6 = k’ s sin @, y haciendo uso de la expresién 7.1 la presion es

k'ssina ,, .
p=——=FKk’sina
kp(wr)

El momento resultante respecto a A de estas presiones y de las fuerzas de rozamiento que actdan sobre
el tambor ha de coincidir con el momento resultante, My, respecto de este mismo punto de las fuerzas
exteriores que actdan sobre la zapata.

@
My = J.p(ssin(z-f-#(scosa—r))(rbda):

aq
(7.4)

@y
=k Jsina(ssina+ u(scosa —r))(rbda)

@)
donde b es el ancho de la zapata.

Si el tambor gira en sentido contrario, el signo del término asociado al rozamiento p(s cos @ —r) es
negativo.

A partir de esta expresion (7.4) se puede encontrar k” funcién de M, y posteriormente calcular el
momento de frenado M —momento respecto a O de las fuerzas de rozamiento que actdan sobre el
tambor— que tiene por expresion:

(1’2 (lz
Mg = J.#pr(rbda) = J-,uk”sinar2bda = uk’> r*b(cosa| —cosa,) (7.5)
@y 4]

En estos frenos se puede presentar acufiamiento en situaciones como, por ejemplo, la de la figura 7.15
si el tambor gira en sentido contrario y el rozamiento es suficiente. Con el planteamiento realizado, el
acuflamiento se produce si la integral de 7.4 no es positiva.
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7.5 Mecanismos basados en el rozamiento

La friccién entre dos piezas es en general no deseada, ya que produce Wy F _L
desgaste, calentamiento de las piezas y pérdida de energia. Por otra " s
parte, las fuerzas que intervienen en el fendmeno de rozamiento seco h(
tienen caracteristicas —limitacién de su valor maximo, dependencia de
este valor maximo de la fuerza normal entre las superficies en contacto —-
asi como la posibilidad de acufiamiento— que las hacen utiles en Fig. 7.16 Transmisién por
muchos mecanismos como son, por ejemplo, transmisiones por correa, ruedas de friccion con la
transmisiones por ruedas de friccién, embragues, frenos, mecanismos relacién de transmision
de escape, sistemas de seguridad, fusibles mecénicos, etc. regulable

X

Ruedas de friccion. Los mecanismos de transmisiéon basados en el rozamiento —transmisién por
correa y por ruedas de friccion— presentan caracteristicas que en ocasiones pueden ser ventajosas
frente a transmisiones por cadena o por ruedas dentadas, como la limitacién del par transmisible —
fusible mecanico—, la facilidad y simplicidad de construccién y montaje —reduccién de costos— y la
posibilidad de conseguir relaciones de transmisién variables continuas que no se podrian conseguir de
otra manera (Fig. 7.16 y Fig. 7.17). Pero son sistemas de los cuales no se puede esperar una relacién
de transmisién precisa ni constante —a causa del deslizamiento— y que presentan siempre un
calentamiento y un desgaste inherentes al propio funcionamiento, ya que el contacto se extiende a un

conjunto de puntos en parte con movimiento relativo.
. %
;i, — *

|

-
G

—

Fig. 7.17 Sistema de transmision por correa con relacion de transmision T regulable continuamente

Embragues. Los embragues son elementos que permiten unir —embragar— o separar —desembragar—
dos partes de una cadena cinemadtica para que haya transmisién o no de movimiento y de fuerzas. En
general, los embragues unen dos ejes giratorios (Fig. 7.18). Hay una distincién muy clara entre los
embragues que actian por cierre de forma y los que actian por friccion.

Los embragues que actdan por cierre de forma estdn constituidos por dos elementos, cada uno de ellos
fijo a uno de los ejes, con formas complejas que encajan entre ellos: dientes, estriados, pasadores, etc.
Para que la unién se pueda realizar, al menos sin sacudidas, es necesario que la velocidad angular
relativa entre los dos ejes que se han de embragar sea nula.
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En los embragues que actdan por friccidn, la unién entre los dos elementos se hace por medio de las
fuerzas de rozamiento en las superficies de contacto. Las posibles disposiciones de estas superficies de
contacto dan lugar a los diferentes tipos de embragues: de disco, cénicos o centrifugos (Fig. 7.18).

El sistema de accionamiento del embrague —hidrdulico, mecdnico, magnético, ...— es el encargado de

hacer aumentar progresivamente el valor de la presioén entre las superficies en contacto. De esta

manera, en el proceso de embrague, el par transmitido aumenta de manera continua a partir de un

valor nulo. Si el par transmitido por el embrague acelera suficientemente el segundo eje hasta anular

la velocidad angular relativa, la unién se mantendrd, no ya por un par de friccién, sino por un par de

enlace. Se pueden distinguir, por tanto, dos funciones realizadas por el embrague en el proceso de

embrague:

— Acelerar un eje de manera suave hasta sincronizar las velocidades angulares. En este proceso hay
friccidn, calentamiento y desgaste entre las superficies.

— Mantener el enlace mediante fuerzas de rozamiento. Mientras el enlace se mantiene —velocidad
relativa nula— no hay desgaste de las superficies.

En ocasiones los embragues de friccién se utilizan como paso previo a la actuaciéon de un embrague

por cierre de forma para igualar las velocidades de los dos ejes. Este es el caso de los sincronizadores

de una caja de cambios de automévil.

[777) | W74 [777)

Fig. 7.18 Tipos de embragues mds usuales: de disco, conico 'y centrifugo

Frenos. Los frenos son elementos que sirven para Elemento fijo del freno
ralentizar, parar y mantener en reposo los elementos de
una maquina. Si el freno actda entre dos elementos con
movimiento relativo de rotacién, puede ser
considerado como un embrague con uno de los

elementos fijo a la bancada. Hay, sin embargo, Disco giratorio
diferencias importantes entre los frenos y los unido al e.je
embragues que conducen a soluciones constructivas que se quiere parar
diferenciadas:

— En los frenos, un elemento no gira respecto a la Fig. 7.19 Freno de disco

bancada. Este es el que usualmente se desplaza

mediante un sistema de accionamiento hasta contactar con el otro elemento giratorio. Asi, en un
freno de disco el elemento fijo es normalmente un sector anular desplazable (Fig. 7.19) y, en un
freno de tambor, la zapata, que puede ser exterior (Fig. 7.15) o interior (Fig. 7.18), articulada en un
punto fijo.
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— En los embragues usualmente hay friccién durante un tiempo relativamente corto, mientras que en
los frenos el deslizamiento se puede producir durante mucho mds tiempo. Por esta razén el disefio
de los frenos ha de facilitar la evacuacidn del calor generado.

El par maximo de rozamiento, tanto en frenos como en embragues, se puede determinar a partir de las
ecuaciones 7.2, 7.3 y 7.5 del apartado 7.4.

Usualmente se utiliza mds de un elemento fijo para obtener distribuciones de fuerzas que no carguen
innecesariamente los elementos del mecanismo. Por ejemplo, en un freno de disco se disponen dos
pastillas que actian como grapa flotando, y asf la accién de frenar no somete el disco a flexion.

Hay también frenos que actian por cierre de forma que no sirven para detener una miquina, sino para
mantenerla en reposo una vez que un freno de friccion la ha detenido.

Frenos de cinta y transmisiones por correa. En el contacto : T,
entre una cinta flexible plana —correa plana— y un tambor—polea—, \
si se desprecia la inercia de la correa, se supone ésta infinitamente
flexible y hay deslizamiento o se estd en situacién de ’ /T'

1

deslizamiento inminente; la relacion entre las tensiones 7} y T, de
las dos ramas de la correa y el momento respecto a O transmitido

a la polea viene dado por las expresiones siguientes: Fig. 7.20 Transmisién por
rozamiento entre una correa ’y una
B polea
T2 ires U
T =e M@O)=r(e"™ -1 (7.6)
1

A menudo se utilizan correas que tienen seccidn trapezoidal —correas
trapezoidales. El contacto entre la correa y la polea se realiza en los lados de la
ranura de la polea y, haciendo las mismas hipétesis que en el caso de la correa
plana, la relacién de tensiones es

Fig. 7.21 Correa

T- /si
trapezoidal 2= sinfp

T

Esta expresion pone de manifiesto que una correa trapezoidal se comporta como una correa plana con
un coeficiente de rozamiento aparente u’ =/ sin 8. El dnguloSa menudo es aproximadamente de
35°, de manera que el coeficiente de rozamiento aparente es p’=3,33 uy, por tanto, con la misma
tension en una rama de la correa se puede transmitir un momento muy superior a la polea.

Freno de cinta. Un freno de cinta estd constituido por una cinta
que roza sobre un tambor en rotacién que se quiere desacelerar o
mantener en reposo. Mediante algin sistema auxiliar —manual,
mecanico, eléctrico, etc.— se actia sobre la tension de la cinta
para modificar el par de frenado. La disposiciéon mds simple es
aquella en que una de las ramas de la cinta tiene el extremo fijo,
mientras que sobre la otra se hace la fuerza necesaria para frenar
(Fig. 7.22). El par de frenado que se puede hacer, en este caso,
sobre el tambor es M(O)=F r (e#? - 1). Fig. 7.22 Freno de cinta
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Se pueden presentar muchas otras disposiciones de frenos de cinta, como la u,)/
de la figura 7.23. En este caso el par de frenado es

Q
I3(e"™ -1 7
moy=8"Vp, 7

l 1~ lzeﬂn F
y si [] —le"™ <0, se produce acufiamiento.
Transmisiéon de movimiento. Es usual la transmisién de movimiento entre hl b
ejes mediante correas no dentadas. Estos tipos de transmisiones no Iy
garantizan totalmente la relacién de transmisién, pero son simples de
construccién y montaje, tienen un coste reducido y permiten una gran Fig. 7.23 Disposicion

flexibilidad debido a la disposicion espacial de los ejes, si bien usualmente para un freno de cinta

éstos son paralelos.

Wy

motor —> polea

)
—
A T, N
Fig. 7.24 Transmision por correa

Un pardmetro de montaje muy importante es la tension de montaje T de la correa —tensién en las dos
ramas de la correa cuando el sistema estd en reposo sin transmitir par. Cuando el sistema estd
transmitiendo par, una de las ramas se tensa hasta T, y la otra se destensa hasta T (Fig. 7.24). Si se
supone que la correa tiene comportamiento eldstico lineal, se cumple T+ T, =2 T ya que lo que se
acorta una rama es lo que se alarga la otra. Despreciando los efectos dindmicos de la rotacion de la
correa sobre las poleas que disminuyen la fuerza normal entre ambas, el par madximo —deslizamiento
inminente de la correa— que se puede transmitir en cada una de las poleas es I' = r (e#® —1) T, que se
puede escribir en funcién de la tensién de montaje como
a
r=2 Tru (7.7)
el +1

Si el coeficiente de rozamiento es el mismo en las dos
poleas, deslizard antes aquella en que @ sea menor —la Q e
pequefia en los montajes usuales como el de la figura %2,
7.24— y serd, por tanto, la que limitard el par
transmisible. Para aumentar el 4ngulo « y garantizar una
cierta tension de montaje, se suelen poner ruedas

) . . Fig. 7.25 Transmision por correa con
intermedias locas (Fig. 7.25).

tensor
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Otra solucién para aumentar el par maximo que se
puede transmitir es la incorporacién a la rama menos
tensada de la correa de un tensor (Fig. 7.26), que, ya
sea por gravedad o por la accién de un muelle,
mantiene la tensién constante e igual a la tensién de
montaje 7. El par mdximo que se puede transmitir en
esta situacién es I' =T r (e#?¥-1), superior al que se
Fig. 7.26 Tensor accionado por un muelle puede transmitir sin tensor (Eq. 7.7).

La diferencia de tension entre las dos ramas de la correa hace que la velocidad de ésta en ellas no sea
la misma. Sin tensién, la densidad lineal de la correa es m / [ —donde m es la masa y [ la longitud—y si
se define el médulo de elasticidad de la correa, e =T/ (A /1), la densidad con una tensién T es
m/(Al/l)=m/((1+Tle)). En régimen estacionario, ha de pasar la misma cantidad en masa de
correa por las secciones s; y s, (Fig. 7.24), por tanto,

m m

v = vy d’on
0+T;/e) ' 1(1+Ty/e) *
(7.8)
V_1:1+T1/6’:1_T2—T1:1_¢, amb w:Tz—Tl
vy 1+T;/e e

La polea conductora 1 arrastra por rozamiento la correa, de manera que —sin consideraciones
dindmicas en la direccién de la correa— la celeridad de los puntos periféricos de la polea no puede ser
inferior a la celeridad de los puntos de la correa.

V(Ppoleal) 2 V(Peorrea)
y si no hay deslizamiento en todos los puntos de contacto, esta condicidn lleva a

WA = v, (7.9)
De manera andloga, la correa arrastra por rozamiento la polea conducida 2, de manera que

V(Ppolea2) < v(Peorrea) Y

Woh =W (7.10)
Sustituyendo 7.9 y 7.10 en 7.8 se obtiene la relacién de transmision

Wy V1K n
r=22 =l ()
wyp nRVvy n
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Anexo 7.1 Rozamiento en los pares helicoidales

La superficie helicoidal de la rosca se considera generada por un segmento del eje 2 que hace un
movimiento helicoidal de eje 3 y paso p —rosca de perfil rectangular— (Fig. 7.27). La normal a la cara
de la rosca en el punto P es perpendicular al eje 2 y, por tanto, estd contenida en el plano 1-3.

dN

—_
—_—

|
| o
! ’ ’ \iT
dTr Tangente a la hélice

Fig. 7.27 Fuerzas en una hélice rectangular

Considerando que el tornillo mantiene contacto por la cara superior —y, por tanto, N es hacia abajo—y
que tiende a atornillarse en el sentido de la hélice —y, por tanto, T es hacia la izquierda—, las fuerzas de
contacto en el punto P se expresan en la base indicada como

—dNsina +dT cosa
F(P)= 0
—dN cosa —dT sina

Suponiendo que la rosca tiene un nimero entero de vueltas y que las fuerzas de contacto se
distribuyen uniformemente, su torsor respecto a un punto del eje es

Fy=-Ncosa—Tsina
M5 = (Nsina —T cosa)r

donde N y T son las integrales extendidas a toda la superficie de la rosca de dN y dT. Las otras
componentes del torsor son nulas. Si sobre el tornillo actian, aparte de las fuerzas en la rosca, una
fuerza F y un momento M segin el eje 3 y éste no se acelera o es de inercia despreciable, se tiene

ZFex, =0= F=-F;=Ncosa+Tsina
(7.11)
ZMex, =0=> M =-M;3 =—(Nsina—Tcosa)r

Condicion de acufiamiento por fuerza. Si sobre el tornillo se aplica s6lo una fuerza axial
(F#0,M=0) de 7.11, se obtiene T cos @ - Nsina =0; T= N tan a. Por tanto, no se consigue la
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condicion de deslizamiento si tan a < , es decir, si tan @ < y, por mucho que se apriete el tornillo este
no se enrosca.

Condicion de acufiamiento por par. Si sobre el tornillo sélo se aplica un par axial (F =0, M #0) de
7.11, se obtiene T sin @ + N cos @ =0. Como el tornillo tiende a enroscarse 7> 0 y, por tanto, el
contacto se ha de establecer por la cara inferior de la rosca de manera que

Ncosa+Tsina=0 ; T=N/tana

En este caso, no se consigue la condicién de deslizamiento si 1/tan @ <y, situacién que no se da en
roscas de fijacién y transmision de potencia, ya que usualmente tan @ ~ 0,05.

Si el tornillo tiende a desenroscarse, las fuerzas dT cambian de sentido y, debido a 7.11, se obtiene

F=Ncosa—-Tsina
i (7.12)
M =(—Nsina —Tcosa)r
Cuando la cara de la rosca en contacto es la inferior, el signo de N cambia y se obtienen dos
expresiones parecidas a las anteriores.

Relacion entre F y M. En condiciones de deslizamiento, inmediato o real, las fuerzas tangenciales
son d7 = pu dN vy, suponiendo el rozamiento uniforme e integrando, se tiene 7=y N. A partir de las
expresiones 7.11 y 7.12 y las correspondientes al contacto para la cara inferior, las relaciones entre F'y
M y con 0 = arctan u son:

Enroscar y cara de contacto superior —tana +
O Uy =TT b an(a—0)Fr
Desenroscar y cara de contacto inferior 1+ putana
(7.13)
Enroscar y cara de contacto inferior tana +
. :——'uFr:—tan(a+9)Fr
Desenroscar y cara de contacto superior 1—putana
En resumen, si F'y M tienden a producir en el tornillo:
— el mismo movimiento M=—tan(e —6) F r
— movimientos contrarios M=—tan(e +6) F r

Ejemplo 7.2 Determinar el minimo coeficiente de rozamiento para que una rosca rectangular de
didmetro 16 mm y paso p =5 mm sea irreversible —se puede enroscar haciendo un par pero no se
puede desenroscar haciendo una fuerza axial.

— El acufiamiento por fuerza requiere y>tanae=p/2nr=0,1 ; a=5,71°
— El acuflamiento por par requiere u > l/tan @ = 10

Por lo tanto, si el rozamiento en esta rosca es 0,1 < < 10 se puede enroscar con un par, pero una
fuerza axial no la desenrosca.
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Ejemplo 7.3 Si el coeficiente de rozamiento en la
rosca del ejemplo anterior es u=0,6 y sobre el F M
tornillo actda la fuerza F =—-100 N, como se indica ——= \\\\ \\\\\ IO
en la figura 7.28-negativa porque su sentido es

opuesto al de avance—, ;qué par se necesita para
enroscarlo y para desenroscarlo?

Z

Fig. 7.28 Tornillo
La cara de contacto es la inferior y, a partir de las expresiones 7.13:

Enroscar M = —tan(e +6) Fr = —tan(5,71+30,96)(—100)8 = 596 N mm
Desenroscar Mp = —tan(a@ —60)Fr = —tan(5,71-30,96)(-100)8 = =377 N mm

Rosca trapezoidal o triangular. Si la superficie helicoidal se genera con un segmento rectilineo
contenido en el plano 2-3 y que forma un dngulo § con el eje 2, se obtiene un perfil de rosca
trapezoidal o triangular (Fig. 7.29). La normal a la cara de la rosca en el punto P es ahora
perpendicular a s y a la tangente a la hélice contenida en el 3
plano 1-3. Si t={cos a, 0, sin a}T es el versor tangente a la
hélice y s ={0, cos f, sin B}T es el versor en la direccién del
segmento generatriz, el versor normal exterior a la superficie

L

. S 2
superior de la rosca es ~ |
cosBsina 1[ r
txs 1 .
n= = sin fcosa
|t><s| \/cos2ﬁ-+—sin2ﬁcos2 a
cosfBcosa Fig. 7.29 Rosca trapezoidal

Considerando la misma situacién en lo referente a las fuerzas que en el caso inicial, las fuerzas de
contacto se expresan en la base 123 como:

cosa cos fsina

F(P)= 0 dT- ! sin Scosa (AN

\/cos2 B +sin? ﬁ0052 a

—sina cos fcosa

y siguiendo los pasos anteriores se llega a

F=-F3=Nkcosa+Tsina

cosf
) con k=
M =-Mz=(—Nksina+Tcosa)r \/

cos? B+ sin? ﬁcos2 a

A partir de este punto, todos los resultados presentados para la rosca plana son aplicables a la rosca

trapezoidal o triangular simplemente definiendo un coeficiente de rozamiento efectivo .. =pu/ k.

Para una situacion usual, tan & = 0,05, 8=30°y proo. = 1,15 p.

Notas:

— En todo el estudio de roscas a izquierdas —hélice de sentido contrario al estudiado— sélo cambia el
signo de los momentos.

— Para tornillos de fijacidn, se utiliza el perfil de rosca triangular normalizado con § =30°. Los otros
perfiles se utilizan para la transmisién de movimiento, es decir, como pares cinematicos.

— Una rosca puede tener mas de un filete —materializacién de la superficie helicoidal. Este hecho no
afecta el estudio realizado.
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Problemas

P7-1 En el mecanismo de la figura, los dos bloques iguales estan unidos por una barra articulada
de masa despreciable. En los contactos bloque-guia hay rozamiento seco de coeficiente u y
en las articulaciones el rozamiento es despreciable.

a) Determinar la fuerza F necesaria para iniciar el movimiento a partir del reposo.

b) Hacer la aplicacién numérica para la configuracién ¢ = 45°, con u =0,2.

¢) Estudiar la posibilidad de vuelco de los bloques.

©® m
e
G,
2
P7-2 El bloque de la figura es guiado por una barra de eje fijo y por una ruedecilla que se apoya

sobre una guia fija. Las resistencias pasivas asociadas a la ruedecilla se consideran
despreciables. Para hacer avanzar el bloque con velocidad constante v —perpendicularmente
al plano del dibujo— con la barra fija se ha de hacer una fuerza axial F,. Si la velocidad de
rotacion de la barra es n, determinar:

a) El nuevo valor de la fuerza axial.

b) El incremento de fuerza en el punto de contacto ruedecilla-gufa.

d =80 mm
() ) [ =250 mm
A Fy=100N
vy =0,1 m/s
d_y n =2sl
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P7-3 Con el eje en reposo, se necesita una fuerza
F = 0,5 m g para hacer bajar el volante. El motor aplica
un par I', sobre el eje durante 1s y a continuacién se
detiene. El volante se considera equilibrado y el eje del
motor de inercia despreciable. Determinar qué distancia

baja el volante:
a) durante el primer segundo,
b) hasta que queda en reposo.

lg

—]

N e I I

A m =25kg
I =0,4 kgm?
d =80 mm
I',=12Nm
g =10m/s2
P7-4 Un volante equilibrado, de masa m y momento de inercia I, estd roscado sobre una barra

) , 1g

]

P7-5 La grapa en forma de tenaza de la
figura estd prevista para agarrar
por el interior y alzar tubos de
masa m. Determinar, en funcion

del didmetro 2b:

a) El coeficiente de rozamiento minimo

entre el tubo y las zapatas.
b) La tension de la barra QR.

m =10kg

I =0,2 kgm?
d =100 mm
u =0,1

paso = 100 mm

vertical fija de paso p —par helicoidal. En
la superficie de contacto hay rozamiento
seco de coeficiente u.Determinar la
aceleracién de caida si la rosca es de
seccién:

a) Rectangular.

b) Triangular de dngulo entre caras

25 =060°.

m=50kg

[ =220 mm

b =125+/3mm
a =60°

|OP| = |0Q| = 250 mm
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P7-6 La grapa en forma de tenaza de la
figura ha de permitir alzar la caja de

masa m. Determinar, en funcion del
ancho 2b: m =20 kg
|OP| =10Q]| =250 mm
a) El coeficiente de rozamiento minimo entre I =160 mm
la caja y las zapatas. b =150 mm
b) La tension de la barra QR.
1 1

P7-7 Determinar el ancho méaximo e del brazo del sargento si se ha de garantizar que apriete

adecuadamente, con un coeficiente de rozamiento ¢ = 0,15 entre la guia y el brazo.

D

P7-8 El soporte de la figura puede
deslizar respecto de la guia a fin
de ajustar su altura y queda
retenido por el rozamiento guia-

e ] | /[ =80 mm
b =20 mm
) u=0,15
b
, by [

suporte. Determinar el coeficiente
de rozamiento minimo que
garantiza la retencién —despreciar

el peso del soporte.

[/ =160 mm
b =40 mm
e =40 mm
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P7-9

P7-10

La grapa de la figura estd prevista para sostener barras de seccién rectangular. Las levas son
de perfil circular de centro C y, cuando no sujetan ninguna barra, unos muelles las
mantienen en contacto. La masa de las levas, asi como las constantes de los muelles, son
despreciables. Determinar el minimo coeficiente de rozamiento para que queden retenidas
barras de diferentes anchuras.

1g h e =20 mm

La grapa de la figura estd prevista para sostener barras de seccion rectangular, las levas son
de perfil espiral exponencial p(¢) = 32 e0-2¢ mm y cuando no sujetan ninguna barra unos
muelles las mantienen en contacto. La masa de las levas, asi como las constantes de los
muelles, son despreciables. Determinar el minimo coeficiente de rozamiento para que
queden retenidas barras de diferentes anchuras.

Nota: En una espiral logaritmica el dngulo « entre el radio y la tangente en un punto es
constante y tal que tan @ = 1/a.

h d =60 mm
Po= 32 mm
lg a =02
X
=
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P7-11  La barra de la figura es sostenida por un eje
—pivote— fijo, horizontal y de didmetro d. El
ajuste entre el eje y el agujero de la barra es
con juego —sin apriete— y el coeficiente de

rozamiento seco entre las superficies en 4 =100 mm
contacto es u. Determinar la inclinacién ¢

P / =200 mm
méaxima que se puede dar a la barra de ~ 05
manera que, dejada en reposo, no se mueva. =5

P7-12  El dispositivo representado ha de ser autobloqueador para la fuerza F; por grande que sea
ésta no se ha de producir deslizamiento a fin de bloquear
el movimiento de la correa hacia la derecha. Determinar
el valor minimo que ha de tener el coeficiente de
rozamiento en los puntos de contacto Py Q.

P7-13  Para el mecanismo de rueda libre de la figura, determinar la distancia a para garantizar el
acufiamiento si w, tiende a ser inferior que w;.

d =10 mm
r =30 mm
1y =0,12
Hy=0,15
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P7-14  Para la llave Stillson de la figura que se utiliza
para desenroscar un tubo fijo, determinar:

o

a) El coeficiente de rozamiento minimo en los puntos Ay B e =20 mm
para que no haya deslizamiento. d = 48 mm
b) Las fuerzas en estos puntos y en la articulacién C. s =38 mm
Nota: En el punto D no hay contacto. 5 =380 mm
F=400N

P7-15 En el ascensor de la figura, el coeficiente de
rozamiento entre el cable y la polea es p y las otras

resistencias pasivas son despreciables. Determinar el
par maximo que se puede aplicar a la polea sin que el §
cable resbale y la aceleracién en esta situacion. m= 100 kg
I =1kgm?
r=02m
Tm u=0,2
2
m

P7-16 El cable situado alrededor de los tres tubos horizontales fijos tiene un coeficiente de
rozamiento seco u con ellos. Determinar:

a) La aceleracién de los bloques.

b) EIl minimo coeficiente de rozamiento necesario para evitar el deslizamiento.

my

my= 100 kg
7 H = 071 7
a =30°
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P7-17  La puerta corrediza estd montada sobre dos rodillos de radio r, que se mueven sobre una
guia horizontal. El coeficiente de rodadura de estos rodillos es p,.4 y su coeficiente de
rozamiento seco con la gufa es p. Determinar la fuerza horizontal al pomo P necesaria para
accionar la puerta si:

a) ambos rodillos ruedan sobre la guia,

b) un rodillo se bloquea y desliza sobre la guia.

I

A B
m =125 kg
h / =1m
h =225m
r, = 50 mm
Ge Pe 4 =02
Prog =5 mm
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8 Método de las potencias virtuales

El método de las potencias virtuales permite plantear el andlisis dindmico de un mecanismo de manera
selectiva, es decir, sin tener que plantear un nimero elevado de ecuaciones dindmicas para aislar
posteriormente lo que interesa. Por ejemplo, permite determinar directamente una ecuacién del
movimiento del mecanismo sin tener que emplear otras ecuaciones para eliminar acciones de enlace,
como sucede a menudo al emplear los teoremas vectoriales. También permite determinar la expresién
de aquella fuerza o momento de enlace del mecanismo que interesa sin tener que plantear el estudio de
todo el conjunto de fuerzas.

Ahora bien, si lo que interesa es justamente hacer un andlisis de todas las fuerzas y los momentos de
enlace del mecanismo, es mds ventajoso plantear los teoremas vectoriales en cada miembro por
separado y resolver el sistema de ecuaciones lineales que se obtiene, usualmente mediante métodos
numéricos. Intentar determinar todas las fuerzas y los momentos de enlace aplicando el método de las
potencias virtuales puede ser largo y complejo si no se sistematiza utilizando las ecuaciones de
Lagrange.

En este método, aparece un vector asociado a la velocidad —velocidad virtual- que en otros dmbitos se

asocia a un desplazamiento —desplazamiento virtual. En este caso, el método se denomina método de
los trabajos virtuales.

8.1 Fundamentos del método

El método de las potencias virtuales parte del hecho que, en una referencia galileana, la suma de
fuerzas sobre una particula P, incluida la fuerza de inercia de d'Alembert ¥ (P), es igual a cero:

FP)+FP)=0 con ¥ (P)=-m (P)a(P)

Si se multiplica escalarmente esta ecuacién vectorial por un vector arbitrario v (P), se obtiene una
Unica ecuacién escalar:

FP)v*(P)+ F (P)v*(P)=0

Al vector escogido se le da significado de velocidad, y entonces los términos de la ecuacién escalar
tienen significado de potencia. Ahora bien, este vector no tiene por qué corresponder a la velocidad
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real de la particula, y por eso se denomina velocidad virtual (notacién con ™). La potencia obtenida
asi se denomina potencia virtual de las fuerzas que actiian sobre la particula.

Para el conjunto de particulas de un sistema mecédnico se cumple

Z[F(P).v*(P)Jr?(P)-v*(P)] =0 8.1)

sist.

Esta es la expresion basica del método de las potencias virtuales y se puede enunciar de la manera
siguiente: La potencia virtual del conjunto de fuerzas que actiian sobre un sistema mecdnico,
incluidas las fuerzas de inercia de d'Alembert, es nula. Escogiendo adecuadamente las velocidades
virtuales se pueden obtener las ecuaciones del movimiento o las ecuaciones para la determinacién de
fuerzas y momentos desconocidos.

En el andlisis estdtico de sistemas mecanicos —estructuras y mecanismos en reposo—, las fuerzas de
inercia de de d'Alembert son obviamente nulas y la expresién 8.1 queda simplificada, ya que sélo
incluye las fuerzas de interaccién exteriores y interiores, y las fuerzas de inercia de arrastre si la
referencia de estudio no es galileana.

Se denomina movimiento virtual a la distribucién de velocidades virtuales empleadas en una
aplicacién del método de las potencias virtuales. Los movimientos virtuales se han de escoger de
manera que, en principio, dependan de una unica velocidad generalizada virtual —variable
independiente. Asi, ésta sale factor comin del sumatorio de las potencias virtuales y se puede
eliminar, obteniendo una relacion entre las fuerzas que intervienen.

Ejemplo 8.1 Sobre el pistn de la figura 8.1 actia la fuerza Fp y se quiere determinar la fuerza F,
que se ha de aplicar a la manivela para mantener el mecanismo en reposo.

El sistema que se estudia estd en equilibrio; por tanto, las fuerzas de inercia de d’ Alembert son nulas.

Tomando como velocidades virtuales las velocidades reales si la manivela girase con velocidad
* L . * * * * <z

angular w", es facil ver que v (P)=w" I y v (Q)=w" [, de manera que la ecuacion 8.1 en este caso es

Fow*l - Rw*1=0, (Fl - Fpl)w* =0 Fy =Fpli
1

Fig. 8.1 Distribucion de velocidades virtuales en un piston
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8.2 Tipos de movimientos virtuales

Hay dos tipos de movimientos virtuales: los movimientos virtuales compatibles con los enlaces y los
no compatibles con los enlaces. Los primeros se emplean para la obtencién de ecuaciones del
movimiento y de las fuerzas y momentos desconocidos introducidos por accionamientos. Los
segundos se emplean para la determinacién de fuerzas y momentos de enlace.

Movimientos virtuales compatibles con los enlaces. Son movimientos virtuales que cumplen las
restricciones cinemadticas impuestas por los enlaces y las ecuaciones cinemdticas constitutivas de los
miembros; en particular, las velocidades virtuales asociadas a las particulas de un sélido rigido
verifican la expresion v (B)=v"(A)+w” xAB, donde w” es la velocidad angular virtual del sélido.
Por tanto, pueden ser tratados de la misma manera que los movimientos reales cinemdticamente
posibles. Asi, la velocidad de un punto P del sistema se puede expresar como

n
v(P) =Y b;(P)u; (8.2)
i=1
con b;(P) coeficientes para cada punto funcién de las coordenadas g;.
u; velocidades generalizadas independientes (normalmente u; = ¢;).
n nimero de grados de libertad.

y las velocidades virtuales de los movimientos virtuales compatibles con los enlaces se pueden
expresar

n
v (P)= Zbi(P)u;k , donde u: son variables independientes o grados de libertad virtuales.
i=1

Normalmente se escogen estos movimientos de manera que tan sélo dependan de un unico grado de
libertad u;"y entonces se consideran asociados a este u;

”*(P)]ui = b;(P)u; (8.3)
Con estos movimientos virtuales, las tinicas incognitas que pueden aparecer en las ecuaciones son las
fuerzas desconocidas, diferentes de las de enlace, exteriores e interiores, y las fuerzas de inercia de
d’Alembert. Las fuerzas de enlace no intervienen, ya que su potencia en este tipo de movimiento es
nula. Para demostrarlo, se ha de analizar el contacto puntual, con y sin deslizamiento, como enlace
bdsico, ya que cualquier otro tipo de enlace se puede considerar una superposiciéon de éstos. La
potencia, virtual o real, de una pareja de fuerzas de accién y reaccioén no depende de la referencia, ya
que Unicamente es funcién de la variacioén de la distancia —independiente de la referencia— entre los
puntos de aplicacién, como se demuestra en la nota adjunta.' Si se analiza este enlace desde la
referencia solidaria al sélido 1, se tiene que:
— La potencia asociada a las fuerzas sobre el s6lido 1 es nula al serlo la velocidad del punto de

aplicacion J;.

"La potencia de una pareja de fuerzas accion y reaccién que actdan sobre dos puntos A y B separados una distancia p es:
F(Ayw(A)+FB)(B)=Fv(A)-Fv(B)=F(¥(A)—v(B))=F % = iF%

=xFf
dt p

:|dircccién de AB
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— Cuando hay deslizamiento (Fig. 8.2.a) la fuerza de enlace sobre el sélido 2 tiene potencia nula al
ser ortogonal a la velocidad del punto de aplicacién J,.

— Cuando no hay deslizamiento (Fig. 8.2.b) la fuerza de enlace sobre el sélido 2 también tiene
potencia nula al ser nula la velocidad del punto de aplicacién J,.

Fig. 8.2 a) Contacto con deslizamiento b) Contacto sin deslizamiento

En cada ecuacién 8.1 obtenida aplicando el movimiento virtual asociado a un grado de libertad (Eq.
8.3) se puede extraer este factor comun y eliminarlo. Con este procedimiento se obtienen directamente
tantas ecuaciones libres de movimientos virtuales como grados de libertad tiene el sistema.

Si el grado de libertad descrito por u; es un grado de libertad no forzado, no gobernado por ningin
accionamiento, la ecuacién obtenida se denomina ecuacion del movimiento para este grado de
libertad. En sistemas de mds de un grado de libertad, las ecuaciones del movimiento obtenidas no
estdn en general desacopladas, es decir, cada una de ellas puede incluir diversos grados de libertad y
sus derivadas.

Si el grado de libertad es gobernado por algiin tipo de g
accionamiento, se obtiene la expresion de la fuerza o del 1 : 77777
momento introducidos por éste, para garantizar el control del ?ﬁ

grado de libertad. Cuando un grado de libertad es gobernado por A

mds de un accionamiento —por ejemplo, los trenes automotores \/

con traccidn eléctrica tienen mds de un motor—, la expresion que
se obtiene corresponde al torsor de las acciones de todos los
accionamientos y el valor de cada uno queda indeterminado.

Ejemplo 8.2 En el mecanismo elevador de la figura 8.3 el tinico
elemento de masa no despreciable es el bloque. La /\

. ., oy .. *
determinacién de la fuerza F, que ha de hacer el cilindro X 2y C o
hidrdulico para mantener el bloque en reposo se puede realizar l i
mediante un movimiento virtual compatible con los enlaces. En P

este caso, este movimiento virtual compatible con los enlaces es A G C
Unico al tratarse de un sistema de un grado de libertad. Con este T

movimiento virtual, si v* es la velocidad virtual del punto C, la

velocidad virtual de G es 2v"*. La expresion bsica del método de . * mg
las potencias virtuales 8.1 es 1

* *
Feov' —mg2v- =0 dedonde Fgy=2mg Fig. 8.3 Mecanismo elevador
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Si la fuerza del cilindro hidrdulico F- no es la calculada, el bloque se mueve y, para aplicar el método
de las potencias virtuales, se ha de considerar la fuerza de inercia de d’Alembert del bloque m X de

manera que la expresion 8.1 pasa a ser

FCv4 —mg2v" —mi2v" =0 dedonde i= —<_ g es la ecuacion del movimiento.

2m

Movimientos virtuales no compatibles con los enlaces. Para
determinar fuerzas y momentos de enlace se han de escoger
movimientos virtuales que no verifiquen la restriccién asociada a la
fuerza o al momento de enlace por determinar —se dice que se rompe el
enlace. Eso permite que la potencia virtual de la fuerza o el momento
aparezca en la ecuacion y pueda asi ser aislada. Dentro de lo que es
posible, se ha de escoger el movimiento virtual de manera que sélo
aparezca como incégnita la fuerza o el momento por determinar.

Ejemplo 8.3 Si en el ejemplo anterior se quiere determinar, por el
método de las potencies virtuales, la fuerza en el anclaje de la polea fija
al techo —punto A—, se ha de prescindir del enlace que representa este
anclaje —romperlo— pero no olvidar la fuerza que hace F, tal como se
representa en la figura 8.4. El movimiento virtual compatible con todos
los enlaces que queden tiene dos grados de libertad, igual que el
movimiento real si en el sistema no hubiese el anclaje. Por tanto, el
movimiento virtual que se ha de emplear no es tnico y habrd que
escogerlo de entre las dos opciones independientes siguientes:

a) vi(A)=v" vIG) =207 vI(C)=0

FAv*—ngV*—m)‘CZV* =0 Fp =2m(g+X%)
b) vi(A)=v"; vI(G)=0; v(C)=v"
Fpv' —Fov' =0; Fp =F¢

Puntualizaciones. Se ha de subrayar que:

g
1 Fa 777,
v

A

N

)

LY
(]

Fig. 8.4 Mecanismo elevador

— Hacer un movimiento virtual no quiere decir modificar el movimiento real del sistema ni, por

tanto, el sistema de fuerzas de inercia de d’ Alembert.

Si el sistema que se estudia presenta enlaces con resistencias pasivas, las fuerzas y los momentos
que las describen tienen asociada, en principio, una potencia virtual no nula para los movimientos
virtuales compatibles con los enlaces. Las resistencias pasivas en los enlaces a menudo se
formulan en funcién de las fuerzas de enlace y eso obliga a determinar posteriormente estas
fuerzas para obtener ecuaciones libres de fuerzas de enlace.

La potencia de una pareja de fuerzas de accién y reaccién y, en consecuencia, la de todo el
conjunto de fuerzas interiores de un sistema —conjunto de parejas de accidn y reacciéon— no es cero,
en principio, y es independiente de la referencia desde la cual se determina (ver la nota 1 de la
pagina 195). Este hecho se ha de tener en cuenta tanto en la aplicacién del método de las potencias
virtuales como en la del teorema de la energia. Son ejemplos de este hecho la potencia
desarrollada por un motor y la potencia disipada por las resistencias pasivas, ambas no nulas en
general e independientes de la referencia de estudio.
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8.3 Potencia asociada a un torsor de fuerzas sobre un sélido rigido

En el estudio de mecanismos, es usual emplear el modelo de sélido rigido para representar sus
miembros. Los sistemas de fuerzas que acttian sobre un sélido rigido se pueden describir por medio de
su torsor referido a un punto. Asi, hay el torsor de las fuerzas gravitatorias, el torsor de las fuerzas de
enlace para cada enlace actuante sobre el sélido, el torsor de las fuerzas de inercia de d’ Alembert, etc.
La potencia de estos diferentes sistemas de fuerzas, tanto potencia real como virtual —con
movimientos virtuales compatibles con las condiciones constitutivas del sélido rigido—, se puede
determinar mediante su torsor.

Sea un sistema de fuerzas F(P) que actdan sobre puntos P de un sélido rigido; su torsor definido en un
punto B del sélido es

Fr =Y F(P)
sist.
Mg(B)= Y BPxF(P)

sist.

Si se tiene en cuenta que para un movimiento virtual compatible con las condiciones constitutivas de
un sélido rigido Y P)=v"B)+w" xBP, la potencia virtual se puede calcular de acuerdo con

P = S F®)v ()= T F(P)v (B)+ T F(P)-(w xBP) =
s1st. s1st. s1st.

(8.4)
M F®P) v (B)+w" | > BPXF(P)|=Fg v (B)+ Mr(B) "

sist. sist.

Se ha de subrayar que el concepto de torsor es aplicable a cualquier sistema de fuerzas sobre cualquier
sistema mecdnico —multisélido o no. En cambio, la expresién de la potencia del torsor sélo es
aplicable cuando se trata de un torsor sobre un sélido rigido en el caso que el movimiento virtual sea
compatible con las condiciones constitutivas del sélido rigido, es decir, cuando no se rompa el sélido.
Si este no fuese el caso, habria que determinar previamente el torsor sobre cada una de las partes
separadas y realizar el cdlculo como si se tratase de diferentes sélidos rigidos.

Ejemplo 8.4 En el diferencial de un automévil (Fig. 8.5) entre las velocidades angulares relativas a la
carcasa de sus tres ejes se verifica w,=3(w;+w,), siendo w,, la velocidad angular del eje que proviene
del motor y w; y w, las velocidades angulares de cada una de las ruedas motrices. En su estudio, se
supone que el régimen es estacionario —sin aceleraciones angulares de los ejes— y que estin
equilibrados dindmicamente, o bien, que las inercias son despreciables si el régimen no es
estacionario. De esta manera, las fuerzas de inercia de d'Alembert dan potencia nula y, por tanto, no
aparecen en la expresion 8.1.

Se quiere determinar, en funcién del par motor I':
a) Los pares I'; y I'; sobre el eje de cada una de las ruedas.
b) El par I'g de enlace que la carcasa recibe del chasis.

a) El mecanismo tiene 2 grados de libertad —w;, w, y w,, son tres velocidades generalizadas
relacionadas con la ecuacion de enlace w,=3(w;+w,)—; por tanto, se pueden plantear dos
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movimientos virtuales independientes compatibles con los enlaces. Si se toman w; y w, como
grados de libertad, el movimiento virtual asociado a cada uno de ellos a partir de la expresion 8.1
da lugar a:

@i #0, 03=0, = wn =301 b3t el = (-l =0 = T) =30,
mem—rlwl —F2w2 =0

Wi =0, 0320, = wn =302 st rwh = (3, ~Ty)wh =0 = Ty =30,
mem—rlwl —F2w2 =0

r
E2 s
Fig. 8.5 Movimientos virtuales en un diferencial de automaovil

b) Para determinar el momento de enlace se han de realizar movimientos virtuales que rompan el
enlace correspondiente, es decir, que no sean compatibles. Cada movimiento virtual proporcionard
una componente del momento de enlace, I'g; en la direccion longitudinal y I'g, en la direccion
transversal del vehiculo.

Si se hace un movimiento ¢ de rotacién de todo el diferencial —como si fuese un sélido rigido—

en el entorno del eje longitudinal, se rompe el enlace que impide esta rotacién de la carcasa y la
ecuacion 8.1 da lugar a:

Tnay —Tg d) =0 = Tg =T,

De manera similar, con un movimiento virtual ¢; de rotacién en el entorno del eje transversal se
obtiene:

Fla;+F2a§—FE2(z; =0 = FEZ :F1+F2 :6Fm

Si bien la determinacion del momento de enlace se puede hacer facilmente a partir de la aplicacién del
teorema del momento cinético a todo el diferencial, la determinacion de los momentos en las ruedas a
partir de los teoremas vectoriales no es trivial ni directa.
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8.4 Calculo de la potencia virtual en casos concretos

Torsores de inercia de d’Alembert de un sélido rigido. La potencia virtual asociada a las fuerzas de
inercia de d'Alembert de un sélido rigido se calcula a partir del torsor de éstas, definido de manera
general en el apartado 6.3 y haciendo uso de la expresion 8.4. En el caso particular de movimiento
plano, y si el movimiento virtual estd definido en el mismo plano, la potencia virtual del par de inercia
de d’Alembert es P* =Ig - @-w". I es el momento de inercia en la direccién perpendicular al plano
del movimiento, & es la aceleracién angular y w™ es la velocidad angular virtual.

Torsores de enlace sobre un sélido rigido. La potencia asociada a todas las fuerzas de un enlace,
acciones y reacciones, es nula en los movimientos virtuales compatibles con el enlace. Si por rotura
del enlace o por alguna otra razén se ha de calcular la potencia asociada a las fuerzas que actdan sélo
sobre uno de los sélidos enlazados, ésta en general no es nula; se ha de caracterizar el torsor y aplicar
la expresion 8.4.

Campos de fuerzas uniformes sobre un sélido rigido, tal como la aproximacion uniforme de la
atraccion gravitatoria terrestre. El torsor del sistema de fuerzas gravitatorias definido en el centro de
inercia es una resultante no nula y un momento resultante nulo; por tanto, P =mg-v*(G).

Elementos que introducen fuerzas entre sus extremos en la direccién que definen: muelles,
amortiguadores y accionamientos de desplazamiento. Lo mds directo es calcular la potencia virtual
desde la referencia solidaria a uno de los dos miembros unidos por el elemento (Fig. 8.6), ya que
entonces sélo interviene en el célculo la velocidad virtual de aproximacién o de alejamiento de los
extremos del elemento:

P = J_er*, donde p es la distancia entre los extremos del elemento.

Ref. B
F(A) Como p* es positiva cuando la distancia p aumenta, la potencia
A F(B) virtual es positiva si la fuerza se define positiva de repulsion, y es
negativa si la fuerza se define positiva de atraccién. Asi, por ejemplo
0 para un muelle de comportamiento lineal de constante k, la fuerza de

atraccion entre los extremos funcidn de la distancia p entre ellos es
F =Ty + k(p — pg), donde T} es la fuerza de atraccién para la distancia

Fig. 8.6 pp entre extremos, y la potencia asociada a las dos fuerzas, una en
cada extremo, del muelle es P* = —(Ty +k(p—po))p"-

Elementos que introducen un par, segtn el eje de la articulacién, entre dos sélidos rigidos unidos
mediante un par de revolucién: muelles y amortiguadores torsionales, motores y actuadores rotativos.
Lo mas directo también es calcular la potencia virtual desde la referencia solidaria a uno de los dos
miembros: P* =+T'w” , donde w” es la rotacién virtual relativa entre los dos miembros relacionados
—entre el rotor y el estator en el caso de un motor. El signo dependerd de si I' y w" tienen el mismo
sentido o no.

Si como ejemplo se toma un amortiguador torsional de comportamiento lineal de constante c, el par
que introduce entre los s6lidos rigidos que unen es I'=-cw, donde w es la velocidad angular relativa y
el signo negativo corresponde al hecho de que el par de amortiguamiento le es opuesto. En este caso,
la potencia virtual asociada a los dos pares del amortiguador, cada uno actuante sobre un sélido,
esP =-cww”.



Método de las potencias virtuales 201

8.5 Ejemplo de aplicacion

El mecanismo esquematizado en la figura 8.7
2] consiste en dos correderas articuladas, Ay B,
que se mueven sobre una misma guia. Las dos
correderas se articulan a las barras iguales AC
y BC, las cuales se enlazan entre si por medio

2]

Fy Fg de la articulacién C. El movimiento de ambas
— —

- . correderas es gobernado por los correspon-

2 dientes actuadores, que introducen las fuerzas

F, y Fp, respectivamente. Cada barra es de
masa m y tiene un momento de inercia I
respecto del eje perpendicular al plano del
movimiento que pasa por G y que es central
de inercia. Se desprecian la inercia de las
correderas y el rozamiento en las guias y
articulaciones.

B

B
L= . L=
\

Fig. 8.7 Mecanismo de barras

El mecanismo tiene dos grados de libertad y para describir su movimiento se emplean las cuatro
coordenadas {x, x,, xg, ¢}. El tridngulo ABC es isGsceles y, por tanto, el dngulo que orienta cada una
de las barras es el mismo. Se quiere determinar las fuerzas F, y Fg y la fuerza de enlace en la
articulacién C, empleando el método de las potencias virtuales.

Se escogen, como coordenadas independientes, x y ¢, ya que, por causa de la simetrfa del mecanismo,
son las que proporcionan expresiones mas compactas. Las dos ecuaciones de enlace que se establecen,

y sus derivadas, son

xp =x-2lcosp — Jp=x+2psing
xg=x+2lcosp — dg=x-2lpsing

Xa y Xp son las velocidades de las correderas A'y B, y las velocidades de los puntos C, G y G, en la
base indicada son:

X X+Ipsing X—Ilpsing
vO) =4, . (G =1 Gy =1
2lpcose lpcose lpcosg

Los torsores respectivos de las fuerzas de inercia de d’Alembert para cada barra definidos en sus
centros de inercia son

0
$+1psing +1¢% cos
F(G))=-ma(Gy)=—m}" T FINETI B a6 =1 0
lpcosp—Ip~ sing .
¢ — s 12 0
X—1psing —Ip~ cos
F(Gy)=-ma(Gy)=—m}" ~PINETI CBEL aGy)y =10
lpcosp—Ip~sing

1%
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Para determinar las fuerzas F, y Fg de los actuadores se realizan dos movimientos virtuales
compatibles con los enlaces, uno para la coordenada x y el otro para la coordenada ¢. El esquema de
la figura 8.8 recoge el sistema de fuerzas que interviene en estos movimientos.

M(@G))
Tz(GoT \ o sz(Gz) 2

F1UG) — — 71(Gy)

Fig. 8.8 Sistema de fuerzas que interviene en los movimientos virtuales compatibles con los enlaces

— Movimiento virtual x* #0, ¢* =0. El mecanismo se traslada manteniendo ¢ = constante y, por
tanto, todos los puntos tienen la misma velocidad virtual x . La expresion de la suma de potencias
virtuales es

(FA + FB)X* —m()'c'+l<;bsin<p+lgb2 cos<p))'c* —m()‘é—l¢sin<p—l<'p2 cosgo)x* =0
y de aquf se obtiene

FA+FB:2ij. (85)

ecuacion que también se encuentra de manera trivial, dada la simetria del mecanismo, al aplicar el
teorema de la cantidad de movimiento a todo el mecanismo.

— Movimiento virtual x* =0, ¢" # 0. El mecanismo se mueve simétricamente y C se desplaza sobre
una recta vertical fija. Las velocidades virtuales de los puntos donde hay fuerzas aplicadas son

v*(A) _ 2lp sing , v*(B) _ —21p sing
0 0
1p" sin 1" sin
* 1 * - 1
v (Gl)={ﬂ w},v (G2)={ ’ 9"}
lp cosy lp cosg
La expresion de la suma de potencias virtuales es
(FA - FB)Zlgb* sing —m(x+ lpsing + lgb2 cosgo) l(,b* sing +
m(x —Ipsing — l<p2 cos<p) l<'p* sing — 2m(1¢ cosy — l(p2 sin(,o) l(,b* cosy —
2mg lgb* cosp—21p (,b* =0
y, simplificando esta expresion, se obtiene finalmente

(I+m12)<'p:(FA—FB)lsingo—mglcosgo (8.6)
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Con las dos expresiones obtenidas, 8.5 y 8.6, es simple aislar las dos fuerzas F, y Fg:

1 1
Fp =mX+ I+mi?)+—mg——
A ZIsimp( )(,0 2 gtamp
1 1
Fg=mi-— I+mi?)g——m
B leingo( )(’D 2 gtango

Las fuerzas F Fr se pueden encontrar con otros movimientos virtuales; por ejemplo, si se toman
AY LB

como coordenadas independientes x, y xg las expresiones de las velocidades son mds complicadas

pero cada movimiento virtual asociado a un grado de libertad da directamente una de las fuerzas

buscadas.

Para determinar las dos componentes de la fuerza de enlace en la articulaciéon C se han de hacer
movimientos virtuales en los cuales se vulnere la condicién de enlace en la direccion de la
componente buscada, de manera que ésta tenga asociada una potencia virtual no nula y aparezca en la
expresion 8.4.

lw*cos ¢ % T
C

21w*cos ¢

Fig. 8.9 Movimientos virtuales para determinar la fuerza de enlace a C. a) horizontal y b) vertical

— Para obtener la componente horizontal H- se puede hacer un movimiento de translacién de la
parte izquierda del mecanismo segtn el eje 1 positivo, rompiendo el enlace en C (Fig. 8.9.a):

FAV* —m()‘c'+l¢sin<p+l<p2 cos<p)v* +Hcv* =0
de donde:

Hq = m()'c'-{—l(;bsin(p—i—lgbz c0s<p)—FA

— Para obtener la componente vertical V- se puede mantener en reposo la parte derecha y hacer un

movimiento virtual de la parte izquierda del mecanismo tal que A se mueva horizontalmente y C
verticalmente. Asi, la barra AC gira alrededor del punto I, que es su centro instantdneo de rotacién
asociado al movimiento virtual (Fig. 8.9.b). La expresién de la potencia virtual es

Fp2lw sing —m(x+l<p sing + g cosgo)lw sinp —

m(l(;bcosgo - l(,'z:2 singo)lw* cosy —mg " cos— I W' +VC21w* cosp =0

(I+ml2)(;b mi mg
—————+| ——F4 |tanp+—=
2lcosgp 2

de donde: V- = >
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De la misma manera que para las fuerzas F, y Fg de los actuadores, las componentes de la fuerza de
enlace H- y V- se pueden encontrar con otros movimientos virtuales. En este caso, es evidente que,
por ejemplo, se pueden permutar los movimientos virtuales de la parte derecha e izquierda del
mecanismo. La eleccién de otro movimiento virtual se rige por el interés que en la expresion obtenida
aparezcan unas u otras fuerzas conocidas a priori.

8.6 Fuerzas generalizadas

Al hacer un movimiento virtual compatible con los enlaces asociados a una velocidad generalizada u;
independiente, la expresion bdsica del método de las potencias virtuales 8.1 se puede reescribir como:

Y[F®)-b;(P)]u; + Y [F(P)-bi (P =

sist. sist.

Los escalares

F'l =3F@50)] . 7] =3 [Fe®)-6)
d sist. 4 sist.

que, multiplicados por la velocidad virtual u; dan la potencia virtual, se denominan fuerzas
generalizadas asociadas al movimiento virtual compatible con los enlaces definidos por el grado de
libertad u;.

Las fuerzas generalizadas se definen para los diferentes tipos de fuerzas de las cuales provienen. Asi,
para una determinada velocidad generalizada se define la fuerza generalizada de las fuerzas
gravitatorias, la fuerza generalizada de las fuerzas de inercia de d'Alembert, la de un actuador, la de

las resistencias pasivas, etc.

Por tanto, el método de las potencias virtuales para movimientos compatibles con los enlaces se puede
enunciar de nuevo como: la suma de fuerzas generalizadas asociadas a un grado de libertad es nula:

* *
7' +3[F] |0 it
. z(wj i=
Para el conjunto de grados de libertad, se obtiene el sistema de n ecuaciones:
[F1+X{F}=0: 77 +32F =0 (8.7)

La velocidad de cada punto P de un sistema se puede expresar como:

ov(P
y(P) = z v( )
i=1

l

Por tanto, los coeficientes b,(P) de 8.2 son b;(P)=0v(P)/0 u;.
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Si se emplean como velocidades generalizadas independientes las derivadas temporales de las
coordenadas generalizadas independientes, u; = g;, las expresiones de las fuerzas generalizadas, que
ahora es usual asociar a las coordenadas y no a las velocidades, son

. ov(P ‘ ov(P
F'] :z{p(p). a )} 7] =3 e )} (8.8)
9 sist. aqi qi st aqi

Para los sistemas holénomos descritos mediante un conjunto de n coordenadas generalizadas
independientes g;, la velocidad de un punto P descrito por el vector de posicién r(P) es

_dr(p) _ i o)

v(P
P)== 5y

i=l1

de manera que las fuerzas generalizadas asociadas a las coordenadas generalizadas empleadas se
pueden determinar también con las expresiones

, o] or(P)
F| =Y|F®)- , F| =) |F@P)- 8.9
],Z{()aqi} |, s%.{()@%l (8.9)

9 st

Ejemplo 8.5 En el ejemplo presentado en el apartado 8.5 se pueden definir diferentes fuerzas
generalizadas, como son la fuerza generalizada gravitatoria Fg, la fuerza generalizada de los
actuadores F,", o la fuerza generalizada de d'Alembert F *. Para cada una de las coordenadas que se
han escogido como independientes, x y ¢, éstas son

Para x: Fg*]xzo ; Ff]x:FA+FB ; T*]xz—zmx

Para ¢: Fg*] =-2mglcosyp ; F:] :(FA—FB)leingo
4 ¢

¢*]¢ =—2(I+m12)<;b—2m)’c'lsin(p
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Anexo 8.1 Planteamiento global del método de las potencias virtuales

Sea un sistema mecénico descrito por un conjunto {g;} de coordenadas generalizadas, para el estudio
del cual se utilizan como velocidades generalizadas sus derivadas temporales ¢;. Las coordenadas
generalizadas no tienen por qué ser independientes, de manera que entre ellas se pueden establecer m,
ecuaciones de enlace geométricas y, si el sistema es no holénomo, se establecen también ecuaciones
de enlace adicionales entre sus derivadas.

Si se plantea el conjunto de movimientos virtuales asociados a las coordenadas ¢;, se pueden vulnerar
condiciones de enlace y, por tanto, en las ecuaciones derivadas de las potencias virtuales pueden
aparecer fuerzas y momentos de enlace. En el caso de que se emplee un conjunto de coordenadas que
describa la configuracién de cada miembro por separado, se vulneran todas las ecuaciones de enlace.

Si se prescinde, al establecer los movimientos virtuales, de las condiciones de enlace vulneradas, pero
no de las fuerzas de enlace implicadas, todos los movimientos virtuales pasan a ser compatibles con

los enlaces restantes y la expresién 8.7, considerando fuerzas de formulacién conocida F, y fuerzas
desconocidas Fy —entre ellas las de enlace asociadas a los enlaces eliminados—, es

F +F +F; =0 (8.10)

— El vector ¥, por causa de la linealidad de la dindmica en lo referente a las aceleraciones, se puede
escribir
*

F =-M(q)-§+g(q.9)

donde la matriz M, funcién de la configuracidn, en general no coincide con la matriz de inercia
asociada al cdlculo de la energfa cinética.

— El vector F: depende, en principio, del estado mecanico del sistema (q,4) y del tiempo:
* .
F, =h(g.q.1)

* . . o ..
— El vector F4, por causa de la linealidad de la dindmica en lo referente a las fuerzas, se puede
expresar como

&
Fqy =-A(q)-F
donde el vector F contiene todas las fuerzas y los momentos desconocidos.

Por otra parte, a partir de las ecuaciones geométricas de enlace, y las condiciones adicionales si el
sistema es no holénomo, se obtiene

bG=-0,4-9¢, (8.11)

Combinando los sistemas 8.10 y 8.11 se obtiene un sistema global, algebricodiferencial, andlogo al
obtenido a partir del planteamiento vectorial
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M(q) Alg) {q}_ 8(¢.9)+h(q.¢,1)
¢q 0 F - _¢q'q._¢t

En éste, las incégnitas son las aceleraciones y las fuerzas y los momentos desconocidos. El sistema
tiene solucién siempre que no existan enlaces redundantes, el sistema no se encuentre en una
configuracién singular y, si el sistema tiene resistencias pasivas de formulacién funcién de las fuerzas
de enlace, se haya previsto la determinacién de éstas prescindiendo de las condiciones de enlace
adecuadas.

Este planteamiento se puede sistematizar analiticamente de manera similar a las ecuaciones de
Lagrange. Se inicia el procedimiento prescindiendo, a todos los efectos, de todas las ecuaciones de
enlace para que el conjunto de coordenadas generalizadas {q;} sea independiente y el sistema
holénomo. Puede llegar a prescindirse de todos los enlaces si el conjunto de coordenadas
generalizadas describe la configuracién de todos los miembros por separado.

Con esta situacidn, la fuerza generalizada de inercia de d’Alembert se puede calcular a partir de la
energfa cinética del sistema

1. .
E, =EqT M(q)-q

y el vector de fuerzas generalizadas de inercia se puede escribir

. o9 1.t 0
F =—M(q)q—{ZgM(q»qi}q+54TEM(M

i=1"4i

A partir del planteamiento del conjunto de ecuaciones 8.1 para todo ¢g; y teniendo en cuenta que €stos
no son independientes se obtiene

) ng 1+ 9
M) ¢, [[a| |- S ~—M@) ¢ | d+=4q" ~—M(q) 4+hg.4.0
p o Al l.zlaqi 2 dg
4 _¢q'q_¢t

donde A es el vector de multiplicadores de Lagrange. Cada multiplicador es asociado a una condicién
de enlace y la relacion entre éstos y las fuerzas de enlace se obtiene a partir de:

¢ A= Fg

donde FE* es la fuerza generalizada correspondiente a los enlaces descritos por las ecuaciones ¢(q) =0
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Problemas

P8-1 Determinar para el manipulador de la figura:

a) El par motor I' y la fuerza del actuador lineal F.

b) Las fuerzas y los momentos de enlace en la articulacién O y al par prismatico.
Particularizar los resultados para los valores y las funciones temporales ¢(t) y p’(t) dadas, a fin de
obtener una representacion grafica y analizar los resultados obtenidos.

m;=100kg  Ig, =40 kgm?2
my=150kg  Ig,= 80 kgm?
I =1m e =02m
o(f) =0,5+0,2 sin ¢ rad
p'(®) =1+0,5costt m

7.

P8-2 El sistema de la figura estd previsto para impulsar planchas sobre una superficie horizontal.
La polea 1 del eje motor es de inercia despreciable y la 2 es solidaria al rodillo. La placa se
ha de mover con velocidad constante.

a) Si la correa de transmisién no desliza respecto a las poleas, determinar el par motor I', —horario y
antihorario— maximo que se puede aplicar sin que el rodillo resbale respecto a la plancha. El
coeficiente de rozamiento entre la plancha y el rodillo es p.

b) Si la correa es plana y su coeficiente de rozamiento con las poleas es y, determinar la tensiéon F
minima para garantizar la situacién anterior.

g

I, l I, =600 mm my =15kg

/ [z =300 mm my =10 kg

3 r; =25 mm I5,=0,1kgm?2

ry = 100 mm u =04
r. = 150 mm e, =03
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P8-3 En el tren epicicloidal con ruedas de friccién de la figura, la rueda 1 y el soporte 3 estdn
articulados a la carcasa y la corona exterior es fija. Si se estima que el rozamiento en cada
una de las articulaciones es I'; independiente del movimiento y del estado de carga del tren:

a) Determinar el par I' | que se ha de aplicar a la rueda 1 a causa de los rozamientos citados.

b) (Cdémo se modificaria éste par si el soporte estuviese articulado a la rueda 1 y esta a la carcasa?

ri = 240 mm
ry = 180 mm
I;=0,1 Nm
P84 Un carrito de compras dispone de dos ruedas de orientacién fija y de una tercera rueda que

puede modificar la orientacién gracias a una articulacién de eje vertical —rueda caster—. La

[ = 600 mm
r = 50mm
e = 30mm
I'g= 0,5Nm
I'y= 0,6 Nm

a) Una translacion hacia adelante.
b) Un giro alrededor de P en sentido antihorario.

distancia entre el eje de la articulacién
vertical y el eje de la rueda es e. En
ambas articulaciones hay rozamiento
no despreciable que se puede
caracterizar por unos pares I'y; y I'y,
respectivamente. En  las  otras
articulaciones el rozamiento es
despreciable y las ruedas no deslizan
respecto del suelo. Si el carrito se
encuentra en reposo en un plano
horizontal, determinar el torsor en P de
las fuerzas exteriores que se ha de
aplicar para iniciar:
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P8-5

P 8-6

P 8-7

El mecanismo de la figura sirve para posicionar angularmente la barra. La leva tiene el
perfil adecuado para que los centros de los rodillos —de 5 mm de didmetro— describan la
curva de radio p(p) =25(1+|0,1sin(4¢))) mm. Los muelles, de constante k=10 N/mm,
tienen una compresién inicial 7y =25 N para ¢ = 0°. Determinar el par necesario para

cambiar de posicion.

El esquema de la figura corresponde a
un interruptor basculante. El muelle, de
constante k,;, se somete a una
compresion T para ¢ = 0°. Determinar
la fuerza vertical F —que se mantiene a
una distancia s de O— que se ha de
hacer para accionar el interruptor.

Las barras 1 y 2 de la figura se
mantienen en contacto por sus
extremos, que son esféricos de radio ry
centros C; y C,, respectivamente.
Determinar:

a) La ecuacién de enlace entre las coordenadas s;
y §, asi como sus mdrgenes de variacion.

b) La relacién entre las fuerzas F; y F, si el
rozamiento y las inercias son despreciables.

s =20 mm

d =20 mm
kg =2 N/mm
Tp=8N
-15°<p<15°

=/
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P 8-8 Las barras 1 y 2 de la figura se
mantienen en contacto a través de dos
superficies cilindricas de seccién circular
de radios r| y ry y centros C; y C,.

Determinar: 2
a) La ecuacién de enlace entre las coordenadas s, y -
b) La relacién entre las fuerzas F; y F, si el
rozamiento es despreciable y el sistema estd en g
reposo.
y =30°
ry =30 mm
7y =15 mm
P89 En el gato de la figura, el rozamiento en las articulaciones es despreciable. Determinar:
a) El par de accionamiento I si el rozamiento en el tornillo es despreciable.
b) El minimo coeficiente de rozamiento en el tornillo para que sea irreversible.
¢) El par de accionamiento —para subir y bajar— con el rozamiento anterior.
F
2
B — = I =350 mm
F=4000 N
I paso=35 mm
drosca = 20 mm

P8-10 La figura muestra las barras de
accionamiento de las dos zapatas
articuladas  iguales de un freno. %>’
Determinar la relacién que han de cumplir

las longitudes de las barras para que la
resultante de las fuerzas de las dos zapatas

sobre el tambor sea nula.
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9 Trabajo y potencia en maquinas

La energia que aparece en todos los 4ambitos de la fisica: mecdnica, electricidad, fisicoquimica, etc., es
un nexo de unién entre estos y otros campos como la economia y el medio ambiente.

La relacién de una maquina con el entorno se puede concretar en dos puntos: la tarea que realiza, que
comporta una manipulacién mecédnica del entorno, y un balance energético, que se realiza
contabilizando: a) energia suministrada, b) energia util para la realizacién de la tarea encomendada, ¢)
energia disipada en las resistencias pasivas necesaria pero no aprovechable y d) energia mecénica de
la maquina, cinética mas potencial.

La energia suministrada puede provenir de diferentes fuentes —electricidad, combustibles, viento, etc.
La energia disipada usualmente lo es en forma de calor y la energia ttil puede serlo para realizar
tareas diferentes: deformar materiales en una prensa, comprimir un gas en un compresor, mover un
generador eléctrico en un aerogenerador, etc.

9.1 Teorema de la energia

El teorema de la energia aplicado a un sistema mecdnico plantea el balance siguiente entre dos estados
mecanicos 1y 2:

AE =Y Wi

donde AE_]? es la variacién de la energia cinética y £ W7 es el trabajo realizado por todas las
fuerzas, tanto exteriores aplicadas sobre el sistema como interiores a €l.

Calculo de la energia cinética. La energia cinética es la magnitud aditiva
1 2
E = EZm(P)v (P)

donde m(P) es la masa de la particula P y v(P) es su velocidad. Para calcularla se ha de sumar la
energia cinética de todos los componentes del sistema. Para un sistema multisélido formado por un
conjunto de N miembros, enlazados o no, la energia cinética se calcula, teniendo en cuenta su
aditividad y la descomposicion baricéntrica, segtin la expresion:
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N N

)
EC - ZI(ECitraslaci()n + Ecirolaci()n ) - Z(Emiv (Gl) + ECRTGI- )

i= i=1

donde v(G;) es la velocidad del centro de inercia de cada miembro y E_prq; €s la energia cinética de
cada miembro en la referencia que se traslada con su centro de inercia —energia cinética de rotacién. Si
el miembro es un sélido rigido, su energia cinética de rotacion se calcula con la expresion:

1

Ecrrg; = Ew;r[IG[ ]wi

siendo w; la velocidad angular e I5; el tensor de inercia respecto al centro de inercia. Para sélidos con
movimiento plano, esta expresion se calcula de forma simplificada como E_prg; = 5 Ig w?, donde Ig
es el momento de inercia en G para la direccién perpendicular al plano del movimiento.

Calculo del trabajo. El trabajo hecho por una fuerza F(P) aplicada en un punto P es

2 2
Wi = [F(P)-ds(P) = [ F(P)-v(P)dr
1 1

La primera integral es a lo largo de la trayectoria que P recorre para ir de la posiciéon 1 ala 2 y la
segunda es a lo largo del tiempo gastado para ir de 1 a 2.

Ejemplo 9.1 El rodillo de la figura 9.1 parte del reposo y, arrastrado por la fuerza horizontal F
constante, gira sin deslizar sobre el plano horizontal. Su energfa cinética es

w
1 1 1 m, I,
E. =—m(cur)2+—Ich2 =—(mr2+IG)cu2 / G
2 2 2 F
Q o
y el incremento de energia cinética desde el estado inicial es
tv 7

AE ] = %(mrz +1g)w?

. . . . Fig. 9.1 Rodillo
De las fuerzas que actdan sobre el rodillo, s6lo F hace trabajo

2
Wl = j Fds(G) = FAs
1

siendo As el camino recorrido por el centro del rodillo. El peso mg no hace trabajo, ya que en todo
instante es perpendicular a la velocidad de G, mgv(G) =0 y las fuerzas de enlace en el punto de
contacto J tampoco, ya que estdn aplicadas en cada instante a un punto de velocidad nula —el rodillo
no desliza.

Entonces el teorema de la energia establece que

15 21 I, 2
FAs=—(mr~ +I1s)w” =—(m+—-)v
S G’ =5 (m+-3)
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Energia mecanica. Si en el teorema de la energia se hace la distincion entre fuerzas que deriven de
potencial —conservativas— y fuerzas no conservativas, y el trabajo hecho por las primeras se escribe
como W, = —AEP]IZ, donde Ep es su energia potencial, se obtiene

2 2
AEC]f=—AEP]l+Wm]f BN A(EC+EP)]1=Wnc]f = AEL]T =W ]

La suma E_ + Ep = E,, —energia mecdnica del sistema- es funcidn tinicamente del estado mecdnico del
sistema, de las posiciones, por lo que se refiere a la energia potencial, y de las posiciones y
velocidades, por lo que se refiere a la energia cinética. W, —trabajo de las fuerzas no conservativas—
no es funcién del estado mecédnico del sistema y se puede interpretar como el incremento de la energia
mecdnica causado tanto por los fendémenos mecdnicos como por los no mecanicos que intervienen en
la evolucién del sistema al pasar del estado 1 al 2. Entonces, los fendémenos no mecédnicos —en los que
intervienen magnitudes diferentes de masa, espacio y tiempo— se manifiestan en el contexto de la
mecdnica como fuerzas no conservativas que realizan un trabajo asociado a la energia que
intercambian. Asi, por ejemplo, en un motor eléctrico la interaccidn eléctrica entre el estator y el rotor
se manifiesta en la mecdnica como el par motor que realiza un trabajo funcién de la energia eléctrica
suministrada al motor.

Eleccion del sistema. Al aplicar el teorema de la energfa, como en todo andlisis dindmico, se ha de
poner mucha atencién en la definicion del sistema que se estudia y especificar correctamente tanto el
contenido como la interaccién con el exterior. El contenido interviene en el cédlculo de la energia
cinética y del trabajo de las fuerzas interiores, como también en el de las fuerzas de inercia si la
referencia de estudio no es galileana. La interaccién con el exterior interviene en el cdlculo del trabajo
de las fuerzas exteriores y de la energia intercambiada.

9.2 Principio de conservacion de la energia

El principio de conservacién de la energia establece, para toda evolucién de un sistema entre dos
estados,

Energia = energia + energia

recibida del exterior cedida al exterior acumulada en el interior

Por ejemplo, en una maquina equipada con un motor eléctrico (Fig. 9.2), el principio de conservacién
de la energia aplicado al sistema formado por la midquina mds el motor se puede expresar como

E AE +AE

eléctrica suministrada = mmot. T AE m méq. térmica mot. T

9.1)
AE térmica maq. +E dissipada mot. +E dissipada mégq. +E util

ya que al sistema se le suministra energia eléctrica, que se convierte en energia mecdnica —por
ejemplo, cinética— y en otras —por ejemplo, térmica, a causa de las resistencias pasivas. Parte de esta
energfa térmica puede permanecer en el sistema y aumentar su temperatura —AE, y parte es
liberada al exterior —E;gn,a-

érmica

Ya que la experiencia pone de manifiesto que un motor eléctrico s6lo es capaz de transformar una
parte de la energia eléctrica que se le suministra en energia mecénica, en forma de trabajo W, —
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hecho por el par que el eje hace sobre el exterior, el principio de la conservacion de la energia
aplicado al sistema motor (Fig. 9.3) se puede escribir como

eléctrica suministrada

E eléctrica suministrada — Wmotor +AE mmot. T AE térmica mot. T Edissipada en el motor 9.2)
S Sistema — — — — — — _ |
|
] AE ¢mica mot. AE ¢mica mégq. |
| |
: AEm mot. AEm méq. :
| A 2l |
E I PN 7 NN ! Eq
|
|

IN
Motor Maiquina 2 :>
M M

]

E disipada mot. E disipada maq.

Fig. 9.2 Flujos de energia en un sistema formado por una mdquina y un motor

f———- Sistema  — — — — — — -

: AEtérmica mot.

|

| AEm mot.

' A

| Wmotor
|

E

eléctrica suministrada

|
|
|
|
|
IN BN I
|

>

S > | Motr T Miquina

M |
|
|
|

Edisipada mot.

Fig. 9.3 Flujos de energia considerando como sistema al motor

Entonces, igualando ambas ecuaciones 9.1 y 9.2 y reagrupando se obtiene
Wmotor = AEm méq. + AEtérmica méq. + Edissipada méq. + Elitil 9.3)

La expresion 9.3 se puede escribir directamente considerando el sistema maquina (Fig. 9.4).
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—_—— = SiStema — — — — — — —
AE,

| |
| érmica méq. |
| |
| AE mag |
| ’ |

motor]| ’{} | E..
s> |7 |
. |

Miquina z|:>

™M

14

Motor

Edisipada maq.
Fig. 9.4 Flujos de energia considerando como sistema la mdquina

En el dmbito de las maquinas, se ha de pensar que el teorema de la energia es una aplicacién del

principio de la conservacién de la energia, de manera que:

— Al utilizar el teorema de la energia no se han de incluir necesariamente todos los fendmenos no
mecanicos a través del trabajo hecho por las fuerzas no conservativas, sino que todos o algunos se
pueden incluir directamente a través de la energia que tienen asociada.

— En el principio de la conservacion de la energia, una parte de la energia almacenada puede ser
mecénica en forma de energia cinética y/o potencial y una parte de la energia intercambiada puede
ser mecénica, en forma de trabajo hecho por fuerzas.

Asi, por ejemplo, en un motor de combustién interna el principio de la conservacién de la energia
establece:

Ecombustible =AE mt AE térmica T Edisipada +Wmotor
expresion que se puede reescribir aplicando el teorema de la energia.

AEc = Ecombustible + querzas conservativas — Wmotor —-AE térmica — Edisipada

9.3 Version diferencial del teorema de la energia

Frecuentemente es util expresar el teorema de la energia en version diferencial

EC = Z P,donde P=W esla potencia asociada a cada una de las fuerzas.

Para un sélido rigido, la derivada temporal de la energia cinética es

. d(1 1
E, = d—(Eva(G) +5“’T ~[IG]-w) =mv(G)-a(G)+([Ig] o) @
t
De nuevo, la derivada de la energia cinética asociada a la rotacién se calcula de forma simplificada
para un sélido con movimiento plano como I w .
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Calculo de la potencia. La potencia asociada a una fuerza F(P) aplicada en un punto P es
P =F(P)-v(P), donde v(P) es la velocidad de P.

La potencia asociada a un sistema de fuerzas que actdan sobre un sélido rigido y caracterizadas
mediante su torsor en el punto O —fuerza resultante F y momento resultante M(O)- es, tal como se
demuestra en el capitulo 8§,

P=F v(0)+ M) w

En mdquinas con funcionamiento ciclico, se acostumbra a trabajar con magnitudes medias en un ciclo.
Asi, por ejemplo, la potencia de un motor —magnitud caracteristica de todos los motores— es la
potencia media a lo largo de un ciclo.

En sistemas de un grado de libertad y sin resistencias pasivas que dependan de las fuerzas de enlace,
la aplicacién de esta version del teorema de la energia da la ecuacion del movimiento —es totalmente
equivalente a aplicar el método de las potencias virtuales con un movimiento virtual compatible con
los enlaces. Si en lugar de aplicar esta version del teorema de la energia, se aplica la version integrada,
se obtiene una integral primera de la ecuacién del movimiento.

Ejemplo 9.2 En el rodillo del ejemplo 9.1 la derivada de la energfa cinética es E, = (mr2 +Ig)wa y
la potencia asociada a la fuerza es P=F-v(G)=F wr de manera que la aplicacién de la versién
diferencial del teorema de la energia lleva a la ecuacién

Fr= (mr2 +1g)a

Esta expresion es, de hecho, una ecuacién diferencial de segundo orden en la coordenada ¢ que
describe el dngulo girado por el rodillo, ¢ = « . Por lo tanto, es la ecuacién del movimiento del rodillo.
La ecuacién encontrada en el ejemplo 9.1 es una ecuacién diferencial de primer orden en ¢, ya que
As=pry

Fr= %(mrz +16)¢

La equivalencia entre el teorema de la energia y el principio de la conservacién de la energia es vélida,
evidentemente, en version diferencial.

9.4 Rendimiento

En una maquina o subconjunto —reductor, motor, etc.— se define el rendimiento 17 como el cociente
entre la potencia considerada util y la potencia suministrada:

_ P
g P,

suministrada

Para un periodo determinado de funcionamiento entre dos estados 1 y 2, el rendimiento medio es
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2
Egql];
="
E suministrada ]1

En un motor eléctrico, considerando la potencia eléctrica como suministrada y la potencia mecénica
como 1util, el rendimiento electromecanico es

5 mecdnica del motor donde P
P 9

mecanica del motor
eléctrica suministrada

M electromecdnico = = Iinotor @ motor

y el rendimiento mecédnico de la mdquina que acciona si, por ejemplo, es un elevador, es

AE

p carga
M mecéanico = W
motor

Asi, el rendimiento global del elevador, calculado a partir de la energia eléctrica suministrada y el
trabajo util realizado es

AE

p carga

U:E

eléctrica suministrada

En ocasiones, y segtin la definicion que se haga, el rendimiento de una méiquina puede ser superior a
1; este es el caso de una bomba de calor si el rendimiento se define como
E térmica suministrada por la bomba

E

Tbomba =

eléctrica consumida

En otros casos, el rendimiento puede ser nulo; por ejemplo, en un vehiculo que sale de un punto
(estado 1) y retorna al punto de partida (estado 2), si se define el rendimiento

N

M vehiculo = )
E combustible consumido ] 1

Las resistencias pasivas de las mdquinas, que se oponen a sus movimientos, son una de las causas
principales del rendimiento no unitario de éstas y estdn causadas por fendmenos diversos:

— Friccién entre las superficies de contacto en los enlaces.

— Histéresis en la deformacién de los sélidos.

— Viscosidad en el movimiento de fluidos —lubricantes, refrigerantes, etc.

— Avance de sélidos dentro de fluidos —resistencias aerodindmicas, etc.

Todas ellas se describen con modelos adecuados. Asi, por ejemplo, para la friccién entre superficies
secas se utiliza el modelo de roce seco de Coulomb Yy las resistencias pasivas que ocasiona son funcién
de las fuerzas y/o los momentos que actian sobre la miquina —carga de la mdquina—, ya que estas
modifican las fuerzas de enlace y, como consecuencia de esto, las fuerzas tangenciales. Las
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resistencias pasivas también pueden ser funcién de la velocidad; este es el caso, por ejemplo, de las
resistencias aerodindmicas proporcionales al cuadrado de la velocidad del sélido respecto al fluido.

Las resistencias pasivas realizan un trabajo negativo que corresponde a potencia no util Py, pero que
es necesario suministrar a la maquina para que funcione. En una maquina en que toda la potencia
perdida se pueda considerar asociada a resistencias pasivas, se puede escribir la relacion

n = Pyt _ Fum. = Prp —- P
PSUm. Psum. Psum.

El rendimiento de una mdquina, igual que las resistencias pasivas, puede depender de su carga y de su
velocidad. Evidentemente, la dependencia no serd la misma.

Asi, por ejemplo, en una maquina accionada por un motor de par I' | y velocidad w,,, que funciona en
régimen estacionario, si se expresa la potencia disipada en funcién de las resistencias pasivas
reducidas al eje del motor I' p (ver apartado 9.5) se puede escribir

Prp = (1_77)Psum = (1—77)rmwm = Iﬂl‘p(")m
(I-mly =T

Si se toma la hipétesis de que el rendimiento es independiente de la carga —el par motor es funcién
directa de esta—, las resistencias pasivas crecen con ella. Si la hipdtesis que se hace es que las
resistencias pasivas son independientes de la carga, entonces el rendimiento aumenta a medida que lo
hace la carga.

Si las hipétesis anteriores no se ajustan suficientemente a la realidad o la maquina no estd en régimen
estacionario, se puede prever la utilizacién de un rendimiento funcién de la velocidad o, de una
manera mds detallada, de un modelo adecuado de las diferentes resistencias pasivas presentes e
incluirlas a través del trabajo asociado.

9.5 Inercia y fuerza reducidas a una coordenada

Es usual caracterizar el comportamiento inercial de una maquina de un grado de libertad mediante su
inercia reducida; asi, por ejemplo, se tiene la inercia reducida en la rotacion del eje —o simplemente al
eje— de un motor o la inercia reducida a la rotacién del eje de entrada de un reductor.

Frecuentemente también se utiliza el concepto de fuerza reducida para globalizar y simplificar un
planteamiento, como por ejemplo la fuerza de traccién reducida al movimiento del enganche —o
simplemente en el enganche— de un tractor ferroviario o las resistencias pasivas de un vehiculo
reducidas a su movimiento de avance.
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Inercia reducida. En un sistema mecanico de un grado de libertad, si se toma como tal a la derivada
g de la coordenada generalizada ¢, la expresion de la energia cinética es

1
Eo = m(@)q* (9-4)

donde m(q) recibe el nombre de inercia reducida a la coordenada q.

Si la coordenada generalizada utilizada es un dngulo, la inercia reducida tiene dimensiones de
momento de inercia, y si es una coordenada lineal, tiene dimensiones de masa. Se ha de subrayar que,
en principio, la inercia reducida es funcién de la configuracion.

Ejemplo 9.3 En un reductor como el de la figura 9.5 de relacién de
transmision 7, el momento axial de inercia del eje 1 de entrada es I}
y el del eje 2 de salida es I,. La energia cinética del reductor es

1 oo 1.5 1 2, v 21 1 2
E.=—lwi+=-Lws=—U;+7°L)w] ==(—+1))w
e =5 hiwr o hwy =—( 2)wi Z(T2 2)w)

Asi, 1a inercia del reductor es

reducida al eje 1 Leg 1 =1 +7%1,

Fig. 9.5 Reductor de una
etapa

reducida al eje 2 Leqg 2= 11/72 +1,

Fuerza reducida. Para un conjunto de fuerzas aplicadas a puntos de un sistema de un grado de
libertad, la fuerza reducida a la coordenada generalizada g es aquel factor que, multiplicado por su
derivada temporal ¢, da la potencia del conjunto de fuerzas.

Z(F(P) 'V(P)) =Fieq. (9,94

Si la coordenada generalizada independiente es un dngulo, la fuerza reducida tiene unidades de
momento y suele llamarse par reducido. Si es una coordenada lineal, tiene dimensiones de fuerza.

Ejemplo 9.4 En el reductor del ejemplo anterior, sobre el eje 1 actda el par I';, procedente del motor,
y sobre el eje 2 el par I'5, procedente de la mdquina que acciona. La potencia de estos dos pares es

r
P=Tw; -Thw, =] —1T))w;, = (Tl—rz)w2

de manera que para a estos dos pares el par reducido es:

al eje de entrada leg1=T1-71

al eje de salida g 2=T1/7-T,
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En una maquina de un grado de libertad, si las fuerzas que actdan diferentes de las de enlace no son
funcién de éstas, la ecuacion del movimiento se puede determinar a partir de la inercia reducida y de
la fuerza reducida. Derivando la expresion 9.4 de la inercia reducida

T L3 N 3 _6m(q)
Ec—dt(zm(Q)q ) 2mq(q)q +m(q)§q con  my(q)

y aplicando el teorema de la energfa, E = z P =F.4(q.9)q, laecuacién del movimiento queda

1
m(q)g + >4 (q)q Frea.(9,9) 9.5)

En el reductor que hemos tomado como ejemplo en este apartado, la ecuacién del movimiento puede
ser, dependiendo de si se toma la velocidad del eje 1 o del eje 2 como independiente,

(1 +71)o; =1y -
(Il/‘l'2 +12)d)2 = FI/T_FZ

Es interesante observar que, si la inercia reducida es constante y la fuerza reducida sélo es funcién de
la velocidad F.4 (¢) —hipétesis aceptables en un buen nimero de casos—, la ecuacién 9.5 es integrable
por separacién de variables

3 . d . .
mq = Fred(q) > maq = Fred.(q), de donde
Jdt = mj

de manera que se tiene el tiempo necesario para conseguir una determinada velocidad.

red (q )

Ejemplo 9.5 El yugo escocés de la figura 9.6 tiene la manivela equilibrada, de manera que su centro
de inercia se encuentra sobre la articulacién O fija. Para estudiar su cinemadtica se toma el vector de
coordenadas generalizadas g={x, ¢}T. Las ecuaciones de enlace geométrica y cinemética son

X =rcosg X
X =-rgsing
()
La energfa cinética del mecanismo funcién de ¢ es }-\
o

I 5 1 2 7
E.=—mi" +—=1g¢
¢cT5 ) G¥ [Gﬁ - ]

La potencia desarrollada por el par I y la fuerza F
aplicada a la manivela se puede expresar como

=g
P=-Fi+T¢ Fig. 9.6 Yugo escocés
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Si se toma ¢ como coordenada independiente, la expresion de la energia cinética y de la potencia
adoptan la forma:

2

1
E, :E(IG +mr sin2<p)gb2; P=(Frsing+I)g

Asf, la inercia reducida m(y) y la fuerza reducida F,.4 (¢), para la coordenada ¢, tienen la expresion:
m(g)=Ig+ mr? sin? ¢; Feqg(@)=T+Frsing

En este caso, al ser la coordenada independiente angular, m(yp) tiene unidades de momento de inercia
y F(¢) de momento. La ecuacién del movimiento 9.5, si las resistencias pasivas son despreciables, es

2

(Ig +mr sin? ©)P +(mr2 sin<,ocos<,z7)(,b2 =T+ Frsing

9.6 Régimen de funcionamiento de las maquinas. Grado de irregularidad

Se define el régimen de funcionamiento de una miquina como su manera de funcionar a lo largo del
tiempo. Asi, se distingue entre régimen permanente o intermitente segin si la mdquina funciona
constantemente o no durante el periodo de observacion.

Si el régimen es permanente se dice que es estacionario, desde el punto de vista mecdnico, si las
velocidades o sus propiedades estadisticas se mantienen a lo largo del tiempo. En caso contrario, se
dice que es transitorio.

Un régimen estacionario es ciclico si las variables de estado de la maquina se repiten periédicamente.

Frecuentemente se considera que una maquina tiene un régimen determinado en funcién del estudio
que se quiere realizar y del tiempo de estudio que se considere. Asi, por ejemplo, el funcionamiento
de un ascensor a lo largo de un dia se considera en régimen intermitente, mientras que si se quiere
estudiar un viaje del ascensor se considerard que hay un transitorio de arranque —aceleracién—, un
régimen estacionario —velocidad constante— y un transitorio de parada —frenada.

Grado de irregularidad. En un régimen estacionario, el grado de irregularidad 6 es un indicador de
la variacién de las velocidades al entorno del valor medio. Para una miquina de un grado de libertad,
y utilizando la velocidad generalizada ¢, el grado de irregularidad se puede definir como

a .
6§ =—2L donde o 4 €s la desviacion estandar y 11, la mediana de 4.
Hq

En los estudios clasicos para maquinas rotativas con funcionamiento ciclico, se define el grado de
irregularidad de la manera siguiente:
§= @Wmax, ~ @min, (9.6)

W mediana



224 Teoria de mdquinas

CON Wpediana = 2 T 11, siendo n la frecuencia de giro del eje principal de la maquina, y w las

velocidades angulares maxima y minima de este eje en una vuelta.

méx. Y “min.

Este grado de irregularidad aparece tipicamente en maquinas con funcionamiento ciclico accionadas
por motores de par variable a lo largo del ciclo, como por ejemplo los motores de explosién, o en
maquinas con carga variable a lo largo del ciclo, como por ejemplo en las prensas.

Calculo del grado de irregularidad de un sistema de un grado de libertad con funcionamiento
ciclico. Para la determinacion estricta del grado de irregularidad se ha de conocer la evolucion de ¢ a
lo largo de un ciclo, ya sea como funcién del tiempo, ¢(#), o como trayectoria en el plano de fases,

f(q.9)=0.

Un procedimiento utilizado frecuentemente en el disefio para la determinacién aproximada del grado
de irregularidad segin la expresién 9.6 consiste en suponer que la inercia reducida es
aproximadamente constante —m— y aplicar el teorema de la energia entre los estados de energia
cinética maxima y minima. De esta manera, se iguala el incremento de energia cinética entre estos

estados con la mdxima variacion de energia AE, ;. en un ciclo y se obtiene

[ 2 L . . .
AE ax. = —mM(@max. —9mm.) = MG max. T Gmin.)(dmax. — dmin.) =

2 2
X ., X .2
= Mg mediana (dmax. —Imin.) = M mediana® 9.7)
AE . .
de donde § =~ —max-
M mediana

9.7 Volantes

La introduccién de un volante en una cadena cinemadtica puede tener, en principio, los objetivos y
efectos siguientes:

1. Regularizar las velocidades, fuerzas y pares, es decir, disminuir su grado de irregularidad.

2. Disponer de una cierta capacidad para almacenar energia a corto plazo.

3. Almacenar elevadas cantidades de energia para utilizar a largo término.

4. Modificar el comportamiento vibratorio de la cadena.

El primero se basa en el efecto dindmico de aumentar la inercia de la cadena y, por tanto, disminuir las
aceleraciones.

El segundo efecto se basa en el aumento de energia cinética de la cadena que permite intercambios de
energia, mds o menos rdpidos y elevados, con modificaciones moderadas de las velocidades. En
ocasiones la cadena cinematica sin el volante podria no tener suficiente energia cinética para vencer
una demanda exterior de energia necesaria para continuar el funcionamiento, por ejemplo en prensas,
motores de combustién y compresores.

Estos dos puntos se suelen considerar en regimenes estacionarios ciclicos, si bien esto no es
estrictamente necesario.
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El tercer efecto se basa en la capacidad del volante para acumular una cantidad de energia suficiente
para garantizar el funcionamiento de la cadena durante un tiempo, encargdndose de las pérdidas por
resistencias pasivas y demandas exteriores de energia —acumulador cinético. En este punto, el volante
tiene claramente un régimen transitorio, ya que comienza con mucha energia cinética y acaba con muy
poca. Son ejemplos de aplicacién de los volantes como acumuladores de energia algunos vehiculos
hoy por hoy experimentales y los vehiculos de juguete con motor de inercia.

El estudio del comportamiento vibratorio de la cadena cinemadtica se ha de realizar en el contexto de
las vibraciones mecdnicas, tema que no se incluye en este texto.

Dinamica de una cadena cinematica con volante. Con el fin de estudiar el efecto de un volante en
una cadena cinemdtica con régimen ciclico, en la figura 9.7 se presenta el esquema de un motor y la
maquina accionada, entre los que se ha introducido un volante.

Volante
IV
Motor [ | Carga
Im IC
0
= § | 3
Fm IﬁC

Fig. 9.7 Esquema de una cadena motor-volante-carga

I'y,T,  Pares que el eje izquierdo y el eje derecho hacen sobre el volante, respectivamente

r, Par motor reducido para la rotacién del volante

L. Par de carga reducido para la rotacion del volante

I, 1. Inercias reducidas del motor y de la carga para la rotacién del volante
I, Momento de inercia del volante respecto al eje de giro

Aplicando el teorema de la energia a toda la cadena cinemadtica, se obtiene la ecuacién del
movimiento:

L L 1@ +1, +1,0)0%) = (T ~T )8
dt 2

_01,(6)
1 22 o my — 90
3 Uy 16, )0 + Iy (@)+ 1, + 1:(0)0 =Ty =T con o)

de donde

1 i
(T =Te) = Iy + 1, )0

(U (0)+ 1y +1.(6))
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Aplicando el teorema de la energia al motor, a la carga y al volante se obtienen los pares I'y y I'y
L1 9
I =Ty, —1,06) —Elmgg

" | R
I,=T-1,0=T,+1.(6) +EIC9¢92

De la expresion de 6 se puede ver que, al introducir un volante de momento de inercia importante
respecto a las inercias reducidas 1,(6) y 1.(6), se disminuye la aceleracion angular 6 ; por tanto, la
fluctuacion de velocidad angular disminuye y, en consecuencia, lo hace el grado de irregularidad.

Al disminuir la aceleracién angular 8, el par I 1 que el motor hace sobre el volante tiende a igualarse
al par motor I, y el de la derecha I', al par resistente de la cargal'.. Se ha de observar que I'; no
tiende a igualarse conI’, ya que, si bien ¢ es pequefio, el momento de inercia I, es grande y, por lo
tanto, el producto de los dos no es despreciable. Aunque el par motor I, sea fluctuante, como por
ejemplo en un motor alternativo, el par que recibe la carga I, lo es s6lo en funcion de la aceleracion 6
del eje. El caso contrario se puede presentar en una prensa donde el par resistente I', presenta
fluctuaciones muy importantes y, en cambio, puede ser accionada por un motor de par I
sensiblemente constante si se consigue una aceleraciéon angular pequefia.

Directamente del teorema de la energia se puede razonar la necesidad de un volante e, incluso, hacer
un cdlculo estimativo sencillo de la inercia requerida. Este razonamiento se basa en el hecho que, al
ser AE, =X W, si la inercia es grande se pueden presentar fluctuaciones de energia importantes, ya
sea a causa del motor o de la carga, sin que la variacién de la velocidad tenga que ser grande.

Ejemplo 9.6 Como ejemplo, se plantea el calculo del momento de inercia estimado para el volante de
una punzonadora. Su eje ha de girar a una velocidad mediana de n vueltas por segundo, con un grado
de irregularidad no superior a ¢. Realiza una operacion por vuelta que dura una determinada fraccién
de vuelta y que requiere una energia E4. Como se ha visto, para al calculo del grado de irregularidad la

.y P . . ; 2
variacion médxima de energia se aproxima mediante m w= . 4iana® (Ec. 9.7), de manera que

me—Fd__
(2mn) )

es aproximadamente la inercia reducida a la rotacién del eje adecuada para los elementos moviles de
la maquina. A partir de esta inercia, se puede calcular el momento de inercia del volante simplemente
por diferencia con la inercia reducida mediana del resto de la cadena cinemadtica, que en célculos
conservadores a veces se desprecia.

9.8 Curvas caracteristicas velocidad-fuerza de las maquinas

En los sistemas de un grado de libertad, sean motores o mdquinas conducidas, sus pardmetros
dindmicos se pueden caracterizar, como se ha visto, por la inercia y la fuerza reducidas a una
coordenada. Frecuentemente la inercia reducida es sensiblemente constante y la fuerza reducida sélo
es funciéon de la velocidad; en algunas ocasiones esta funcién de la velocidad depende de un
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parametro de control. Este es el caso, por ejemplo, de un motor eléctrico, en el que la inercia reducida
al eje es constante y el par motor es funcién de la velocidad, fijada la tensién de alimentacién.

En la figura 9.8 se representa, para a un motor eléctrico, la relacién entre la velocidad angular y el par
utilizando la tensién como pardmetro. Las curvas que se obtienen son las curvas caracteristicas
velocidad-par motor.

r Para una maquina conducida, la curva caracteristica
velocidad-par viene dada por el par necesario para
accionar la mdquina en régimen estacionario —
aceleracién despreciable. Este par, conocido como par
resistente, es del mismo médulo y sentido opuesto al par
reducido de todas las fuerzas y los momentos que se
oponen al movimiento de la miquina.

Si en el mismo gréfico (Fig. 9.8) se dibujan el par motor
y el par resistente, es evidente que los puntos de
interseccién de ambos pares —que se pueden determinar
analiticamente si se conocen las funciones analiticas—
corresponden a régimen estacionario ya que, al igualarse los dos pares, la aceleracién es nula. En este
grafico se manifiesta como se modifica la velocidad al variar el pardmetro de control; en este caso, la
tensién de alimentacién del motor.

Fig. 9.8 Ejemplos de curvas
caracteristicas

También se puede observar que el funcionamiento del r

volante a estas velocidades es estable; si por alguna razén la r
velocidad disminuye, el par motor serd mas grande que el
par resistente, de manera que la maquina se volverd a
acelerar. Si por alguna razén la miquina se acelera, el par A
resistente serd mas grande que el par motor y la maquina se
frenara. T

La interseccién de las curvas caracteristicas del motor y de
la maquina podria ser como la que se representa al punto B w
de la figura 9.9. En este caso, la velocidad seria inestable: si

la velocidad de la maquina disminuye por debajo de ésta, la Fig. 9.9 Interseccion inestable (punto

P . . . . B) de una curva caracteristica de un
méquina acabard pardndose y, si aumenta, lo hard hasta el L
motor y de una mdquina
punto A.

Las curvas caracteristicas se han presentado utilizando ejemplos del caso mds usual, en que el
movimiento es de rotacion. No se han de olvidar, las situaciones con movimiento de translacion, como
es el caso de los cilindros hidrdulicos, que hacen una fuerza funcién de la velocidad que depende de la
apertura de la vdlvula de comando.
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Problemas

P9-1 En una maquina, se necesita una potencia en el eje de entrada Pgg= 2 kW y una velocidad
de rotacion n,;, = 100 min!. Se dispone de un motor que gira a n,, =750 min! y de un
reductor de rendimiento 1 = 0,8. Determinar:

a) La potencia y el par motor.

b) El par en el eje de entrada de la maquina.

P9-2 Una méiquina es accionada por un motor a través de un reductor. El motor gira a
Mot = 3000 min! y suministra una potencia P o= 1kW. El rendimiento del reductor es
n=0,8 y la relacién de reduccién es i = 10. Determinar la potencia y el par en el eje de
entrada de la maquina.

P9-3 La inercia de una maquina reducida a la rotacién del eje de entrada es I = 5 kg m2. Las
resistencias pasivas reducidas en esta rotacién equivalen a un par resistente Ip= 5 Nm. En
el momento de acelerar, el motor suministra a la maquina un par I', )= 20 N m. Determinar:

a) La aceleracidn del eje de entrada.

Una vez conseguida la velocidad de régimen n = 1200 min"! el motor pasa a suministrar el
par necesario para mantenerla. En estas condiciones determinar:

b) La potencia del motor.

P9-4 Un vehiculo con una determinada marcha tiene una relacion de transmision 7= 0,2 entre el
eje del motor y el eje de las ruedas, que son de didmetro d = 0,6 m. El rendimiento de la
transmisién —caja de cambios, diferencial, etc.— es 7 = 0,75. En un cierto instante, el motor
gira a n,, ., = 3000 min"! y genera un par I',,= 100 N m. Determinar:

a) El par al eje de las ruedas.

b) Les resistencias pasivas diferentes de las de la transmisién, reducidas a la velocidad de avance si

ésta es constante y el vehiculo se mueve en terreno horizontal.

P9-5 En un automévil de cuatro marchas, las relaciones de transmisién para cada marcha
T= ‘“secundario/‘”primario son: Ty =11/42, 7,=16/37, 73=22/31, 7,=26/27. El eje
secundario actda sobre los ejes de las ruedas (paliers) a través de un engranaje cénico de
relacion de transmisién 7.=12/37 y un diferencial. El didmetro de las ruedas es

d, =600 mm.

Les caracteristicas inerciales del vehiculo son:

— Masa total: m, =800 kg

— Momento de inercia axial de cada rueda: I.=0,36 kg m?2
— Momento de inercia del eje primario: I, =0,025 kg m?2
— Momento de inercia del eje secundario: I,=0,025 kg m?2

— Momento de inercia del diferencial + paliers: I3 = 0,025 kg m?2
Nota: I; incluye la inercia reducida de las ruedas dentadas del secundario que estin
permanentemente engranadas con las del primario.
Determinar, para cada marcha:
a) Lainercia del vehiculo reducida a la rotacién del motor.
b) La aceleracién del vehiculo en una subida del 2% si el par motor es I';[=100Nm y las
resistencias pasivas son despreciables.
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P9-6 Un motor acciona, a través de un reductor de relacién de reduccién i = 3, una maquina que
necesita en el eje de entrada un par I'p ;=100 Nm a n,., = 500 min-!. El rendimiento
electromecdnico del motor es 7,,, = 0,9 y el del reductor es 17,4 = 0,8. Determinar:

a) La velocidad angular y el par al eje del motor.
b) La potencia eléctrica necesaria.
¢) Les resistencias pasivas del reductor reducidas a la rotacién del eje motor.

P9-7 Un compresor alternativo ha de proporcionar diariamente 10 m3 de aire comprimido a una
presién absoluta de 8 bar. Determinar:

a) El consumo eléctrico diario, en las hipétesis siguientes:
— Compresién politrépica (p v!:! = constante) del aire a partir de las condiciones atmosféricas
(tomar p atmosférica— 1 bar)
— Rendimiento electromecdnico del motor eléctrico de accionamiento 7, = 0,9
— Rendimiento mecénico del compresor 77¢,,, = 0,8

b) Si se utiliza un motor de 1 kW y 1500 min!, ;qué volante necesitard para garantizar un grado de
irregularidad de un 1%?

P9-8 Una punzonadora ha de realizar 5 operaciones por segundo y cada operacién de punzonado
requiere 80 J. Determinar el momento de inercia del volante para garantizar un grado de
irregularidad inferior al 2%. Cuando la maquina funciona en régimen estacionario con este
volante se desconecta el motor; ;cudntas operaciones hard y cudnto tardard en pararse?
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P9-9 Un motor eléctrico acciona, a través de un reductor de relacion de transmision 7= 0,16, una
maquina que gira a Mindq.= 120 min'! y en cada vuelta realiza una operacién de trabajo que
requiere una energia Eyp = 2 kJ concentrada en una pequefia fraccién del ciclo.

Motor cje 1 Reductor cje2 Miquina
ant.: 0’8 nred_: 097 rrp: 50 N m EOp: 2 kJ
Ipo=1kgm?  Ly=3kgm? I =50kgm?
7=0,16 Mimaq,= 120 min”!

Los elementos de la cadena motor-reductor-maquina tienen las caracteristicas siguientes:

Motor Rendimiento electromecénico Mot = 0,8
Inercia reducida al eje 1 I =1kgm?

Reductor Rendimiento Neeq.= 0,7
Inercia reducida al eje 1 Ioq=3 kg m?

Miquina Inercia reducida al eje 2 Iingq.=50kg m?

Resistencias pasivas reducidas al eje 2
(Independientes de la velocidad y de la carga) Ip= 50N m

Determinar:
a) La potencia eléctrica mediana que el motor consume.
b) La potencia media disipada en el reductor y sus resistencias pasivas reducidas al eje 1 para la
velocidad nominal.
¢) Lainercia total reducida al eje 1 y una estimacién del grado de irregularidad.
d) El momento de inercia de un volante en el eje 2 que reduzca el grado de irregularidad a 0,03.
Razonar las ventajas y los inconvenientes de colocarlo en uno u otro eje.
La maquina no realiza trabajo en los transitorios de puesta en marcha ni parada y
finalmente se ha equipado con un volante en el eje 1, de momento axial de inercia
1,=5kg m2.
e) (Cudl es la aceleracion del eje motor si en un cierto instante este ejerce un par I';= 60 N m y las
resistencias pasivas del reductor contintan siendo las calculadas en el apartado b ?

P9-10  Un motor eléctrico de corriente continua alimentado a tensién constante suministra un par
linealmente decreciente con la velocidad de giro I'=I'y(1 — w/w,, ) y su rendimiento
electromecdnico crece linealmente con la velocidad de giro, n=w/w 4,

I'y=0,1 N m; =103 kg m?; w, 4, =600 7 rad/s
a) Determinar la potencia mecdnica suministrada y la potencia eléctrica consumida funcién de la
velocidad de giro.
Se quiere utilizar un motor de estas caracteristicas para acelerar un volante de momento de
inercia /. Si las resistencias pasivas se consideran despreciables:
b) Determinar la velocidad angular y la energia eléctrica consumida en funcién del tiempo.
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P9-11  Con tal de tener maniobras suaves en el elevador
de la figura, se impone en las arrancadas y
paradas una aceleracion a=6v,, (1-21%) /¢,
para 0<A<1, con v, . =2mfs, {4=3s vy
A=t/ty. Se consideran despreciables la inercia
del cable y la de las poleas, asi como las
resistencias pasivas. El desplazamiento vertical de
una maniobra es de 10 m. Determinar:

a) Las curvas de aceleracion, velocidad y desplazamiento.
b) El par motor y la potencia necesarios.
¢) La energia consumida en una maniobra.

1g

m;= 1000 kg
my= 900 kg
r =0,2m

m

m
1

P9-12 Un elevador hace diariamente 500 maniobras levantando una carga de 1800 kg —
tara = 1000 kg, carga ttil = 800 kg— a una altura de 10 m y bajando en vacio. El contrapeso
es de 1400 kg. El arranque y la frenada se hacen con aceleracién constante d’1 m/s? durante
2 s. Si se consideran despreciables las resistencias pasivas, como también las inercias no
citadas, ;cual es la energia consumida diariamente?

P9-13  El ascensor de la figura, accionado mediante el cilindro hidraulico que desplaza el eje de la
polea de radio r = 0,2 m tiene un recorrido vertical 2 = 8§ m y sus inercias son:

r

N4

Cabina

77777

Cilindro

Masa de la cabina con carga m.= 1000 kg
Masa de la polea y de la varilla my= 300 kg
Momento de inercia de la polea 1= 2 kg m?
Cable de inercia despreciable

El arranque y la frenada se hacen con una aceleracién
constante @ = 0,5 m/s?2 durante 2 s. El rendimiento del
cilindro es 14=1-0,2 v2, siendo v la velocidad de la
varilla respecto al cilindro, y el rendimiento global del
grupo hidrdulico que genera la presiéon de alimentacién
del cilindro es Ngh= 0,7. Si las resistencias pasivas en los
pares cinematicos son despreciables y el cable no se
desplaza respecto de la polea, determinar:

a) El tiempo total de una maniobra de subida.

b) La inercia de todo el ascensor, reducida al movimiento de la varilla del cilindro hidraulico.
¢) La fuerza del cilindro en el tramo de aceleracion de una maniobra de subida.

d) La energia consumida en el tramo de velocidad constante de una maniobra de subida.
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P9-14  Un vehiculo tiene las caracteristicas siguientes: masa total, m = 1200 kg; Radio de las
ruedas, 7, = 0,3 m; momento de inercia axial de las ruedas, I = 1 kg m? (por rueda). Para la
marcha escogida: relacion de transmision, w.q,/@ = 0,2; momento de inercia reducido a
la rotacién del motor de sus partes méviles y de la transmision, /;, = 0,5 kg m2.
La potencia del motor para una posicion del acelerador funcién de la velocidad angular w
del motor cuando ésta se encuentra entre 100 rad/s y 500 rad/s se puede aproximar por
P =280 (u+0,5u>-0,5u3) kW con u=wlwyy wy=500 rad/s.
Al avanzar por un terreno horizontal las resistencias pasivas son: F =500+ c v2N con
¢ =4 N/(m/s)? y v velocidad en m/s. Determinar:

a) La curva de par motor funcién de su velocidad angular.

b) La velocidad maxima en dichas condiciones.

¢) El tiempo que tarda en pasar de 9 m/s a 24 m/s.

d) La energia disipada en el proceso del apartado anterior.

P9-15  En un compresor, cuando la frecuencia de giro del cigiiefial es de 50 Hz, la presion en el
interior del cilindro (medida experimentalmente) es
p(@) = (4 + 6 cos(¢ + 3,75) + cos(2¢ + 1,5)) 10° Pa
a) Si las resistencias pasivas son despreciables, determinar la potencia media del motor.
b) Si el motor suministra una potencia constante —a lo largo de un ciclo—, determinar la velocidad
angular lo largo de un ciclo.

7 =25mm

d d =50 mm

» ! =100 mm
I, = 0,1 kgm?

P9-16 En un motor monocilindrico de 4 tiempos, la presion en el interior del cilindro se puede
aproximar, cuando gira a 50 Hz, por la expresién:
p@) =107 (1,05e ¥ —e 2¥)+e¥ 0<@p<4rn
Determinar, despreciando las resistencias pasivas:
a) La potencia mediana y el par medio del motor.
b) El par en el eje del motor a causa de la presién de los gases.
¢) La inercia de un volante que, colocado en el eje del motor, garantice un grado de irregularidad
inferior a un 1%.
d) La ecuacién del movimiento si sobre el eje actiia un par resistente igual al par medio del motor y
se ha colocado un volante de momento de inercia 1.

r =25 mm
d =60 mm
[{ =100 mm
d I, =40 mm
P m,,= 0,2 kg (pistén)

my= 0,15 kg (biela)
I =0,210-3 kgm? (biela)
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P9-17  En un motor de corriente continua con excitacion independiente, el par I' ) en el eje y su

b)
c)

d)

velocidad angular w estan relacionados en primera aproximacién por la expresion:

2
\%
__ o , donde
R R

m

¢ (N m/A) es funcién del campo magnético y otras caracteristicas constructivas,

V es la tension de alimentacion,

R es la resistencia del circuito del inducido y

la intensidad de alimentacién —considerando sélo la del inducido—es I = (V-cw)/R.

Para accionar un pequefio taladro se utiliza un motor que tiene las caracteristicas siguientes:
c=0,02 N m/A, V=12V, R =2 (. La inercia reducida de la mdquina en rotacién del motor
es [=0,2 1073 kg m? y sus resistencias pasivas reducidas también en rotacién de este eje se
evaldan en My = 20 + 0,05 w Nmm.

Si se conecta el taladro en vacio, determinar:

La velocidad de régimen estacionario sin carga, wy,.

El tiempo que tarda en llegar a 0,8 w4

La energia consumida y la energia disipada —en el circuito eléctrico y en las resistencias pasivas
mecanicas— hasta llegar a 0,8 w4,

Si el taladro gira con velocidad angular constante, determinar, en funcién de ésta, la potencia
eléctrica consumida, la potencia mecédnica aprovechada y el rendimiento.

P9-18  El par motor de un motor de corriente continua se puede aproximar mediante la expresion:

b)

c)

d)
e)

[, =c(V-cw)/R , donde

V (tensién de alimentacién) = 1200 V

R (resistencia del inducido) = 2 ()

¢ (factor proporcional al campo magnético de excitacién) = 4 V/(rad/s)
w (velocidad angular del eje)

(V-cw)/R (intensidad de alimentacién del inducido)

Determinar:
La curva de par motor, I', y la potencia suministrada, P, , en funcién de w.
La velocidad angular mdxima, w4, , a que puede llegar el motor. La potencia maxima, P, , que
puede suministrar el motor y la velocidad angular a la que ésta se produce.
El rendimiento n= P .. /P onsumida €N funcion de w.
Si la carga del motor es equivalente a una inercia reducida en su eje I.4 = 100 kg m?2 y las
resistencias pasivas son despreciables, determinar:

El tiempo necesario para pasar del reposo a 0,8 w4,
La energia consumida y la energia disipada en el proceso de arranque anterior.
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P9-19  Uno de los tambores de la cinta transportadora de la figura es accionado por un motor de
corriente alterna a través de un reductor de relacion de transmision 7 =0,01.

10 m

0,05 m 02m, 04m

o O 0O
7;;/_) C% 0,5m

o O O
Las caracteristicas inerciales de los diferentes elementos son:
Banda: Pp= "5 km/m (densidad lineal)
Rodillos: I=0,5 1073 kg m? (momento de inercia respecto al eje de giro)
Tambores: I=0,5kg m?2 (momento de inercia respecto al eje de giro)

Reductor + motor: 1= 0,6 kg m? (inercia reducida a la rotacion del eje del motor)

El par motor I, funcién de la velocidad angular de giro w viene dado por la expresion:

Iy s sgn(wg) wqy—
m=——F——,, donde s=
57 +sg +ks| w(

(deslizamiento)

con wy =50 w rad/s; s.= 0,2; k;= 0,4 y I'j= 10 Nm

Las resistencias pasivas del conjunto, reducidas a la rotacién del eje del motor, se evaltian
segtin la expresion I'g = Ty(1 + &, |w| ), con T, =2 N my k, = 1025
Si no hay deslizamiento en ningtin contacto, determinar:

a) La velocidad mdxima v, 4, a que puede llegar la cinta transportadora.

b) El tiempo que tarda en pasar del reposo a 0,9 v

c¢) La energia mecdnica disipada al pasar del reposo a 0,9 v«

d) El rendimiento mecanico cuando el motor gira a 0,8 wy,.

e) El tiempo en la maniobra de frenada desde v, 4, hasta el reposo si se realiza:
1. desconectando el motor
2. invirtiendo la polaridad del motor (wy —> —w)
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Capitulo 2

P2-1

P 2-2

P2-3

P24

P 2-5

P 2-6

P2-7

P 2-8

P2-9

b) 1 grado de libertad.
) xz+y2 =% xx+yy=0

rsing; —Ising, =0
rcosgy+Ilcosg, —x=0
d) Para ¢ no existen puntos muertos.

902=i300
x=1lmix=3m

a) 2 grados de libertad.
b) Ecuacién de enlace geométrica: y; + y; —2y, =0

a) 3 grados de libertad.
{ll cosg| +1y cosg, +5—xy5 =0

[ising| —Ilysingy —yy =0

a) 4 grados de libertad.

Con una biela, {¢| =nm,p, =mn ¥V n,meZ} son bifurcaciones.

Con dos bielas, hay redundancia.

a) 2 grados de libertad.
b) x=48+(p1—py)/2 en milimetros

2
§=\/99—15(p1 +p2)—(p1;—p2) — 6 en milimetros

b) ¢,=2¢,
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P2-10 a) 4-3(cos ¢ +cos @y)+2 cos(p; + ¢5)=0

©1=3894" |p; =-38,94"
b) , son puntos muertos para ¢,. Los puntos muertos para
©y = 70,53O Yy = —70,530
¢ corresponden a los dngulos cambiados.

¢) ¢1=¢,=0 es una bifurcacién.
P 2-11
P2-12 a) 3 grados de libertad.

P2-13  a) 2 grados de libertad.
b) x=900 -3p, ; y=4p, en milimetros

P2-14 a) 5 grados de libertad.
b) 2 grados de libertad.

Capitulo 3
01 %compl
P31 9 = . 3 2cosp; —sing; cosg;
1 0 sing;—— .
2 (12 +4sing, —sin o))
P32 0 ¢ = 2(x=p1) 2y —2(x-p1) 0
1 2x 2(y=p2) 0 —2(y-p2)

c) Segmento de (5, 4,5) a (3,376, 3,688) en metros

P33 a) y=_drsm<,0¢

Paral=4, y= \/7 IRVES \/B son puntos muertos para y.

b) Paral=3, y= 242 ; y= —2\/? son Puntos muertos para y.
y=0,a =nn son bifurcaciones.
Paral=2, y=43 ;O y=-+3 sor: puntos muertos para y.
©=1755 ; ¢=-755" son puntos muertos para (.

—rcos [cosg, — xsin cos
P34 a)[ ¢ ¢ ¢ 902]

rsing; —Ilsing, —xcosp, —sing,
x=5454mm; x=¢r

‘ {x=23,98mm;x:—<,b1r
{472 = 6273 1 ¢y =~ /3
02 =3223" 1 0p =¢1/5
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P35 a) 9,=0:5=—4p

[jcospy Ilzcosp, O
b) g,=| L >
=lsing; —l3singp, -1
¢) Punto muerto para @, ¢, =0, §=—¢
/
Punto muerto para s s=0,283 mm, ¢, = —l—lébl
3
P 3-6

P37 b)) vgey = %|ﬁ| = 40w mm/s

d?
Adesl. = dt_2|EP| = —40w? mm/s?

P 3-8 wy =-0,25 rad/s; wg = 0,25 rad/s; wyy = 0,25 rad/s; weg = 0,25 rad/s
@y =-0,0625 rad/s?; ag = -0,125 rad/s%; agy = 0,25 rad/s?; a5 = 0,1875 rad/s?

P3-9 wy =2 rad/ls; wg =-0,5 rad/s; wyy = 0, 5 rad/s; vy (F) = —10 mm/s;
@y =3 rad/s?; ag = -0, 5 rad/s?; oy = 0,833 rad/s?; ag.q (F) = 39,17 mm/s?;

W —0,1515rad /s a g
W 0,1818 rad /s a g
P 3-10 W4 _ —0,1818 rad /s : gy _
W —0,2727 rad /s a5
Vaes. (D) 2,7272 mm/s Ages. (D)
Vdesl.(G) 4,0909 mm/s adesl_(G)
=l sing; -—dysing, I3sing; 0

P3-11 a) | ljcosep; dicosg, —Il3cos¢; 0
=l sing; =l sing, 0 bcosypy
b) p=2(bcosp, —esingy)
h=yy+Ising| +1,sing,

—0,2438 rad / s
—0,0546 rad / s>
0,0215 rad / s>
0,2616 rad /s>
0,1729 mm/s>
5,908 mm/s>

Cos Py
sing,

0

@y 0,18 rad/s #,] [-0,3673 rad/s’
d) {g,t=1 034 rad/s | ; {¢, =1 02587 rad/s>
dl -9,192 mm/s ‘?1 5,724 mm/ s>

P 3-12  s=lrecta; s#0 elipse; s=0 circunferencia

2
P33 a) ¢y r(scosg; —r)cos” ¢, |

recos(py +¢7)

s2+r? —2srcosg

D) vgest. = sin(p) +@2)rgg

1 1
(s2 +r? —25rcosgol)é
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Capitulo 4

P 4-1 a) d(g) =10 (=2u3 + 3u%) mm con u=p/60
b) d(@) =10 (615 — 15u* + 10u3) mm
¢) d(¢) =5 (1—cos(m 1)) mm. Continuidad C!

P 4-2 Cl—>d(<p):%(8u3—12u2+u+3),amb u=(<,0—32n)/12t
C? S d(p) =%(—24u5 +60u” —40u> +u+3)
P 4-3 c'> d(p) = %(—ZM2 +2u+7),con u= (90 —ZE)/Z (tramo superior)

cl> d(p) = %(21/!2 —2u+1),con u= (go —1?)/2 (tramo inferior)

C2? = d(p) =%(2u4 — 4P +2u+7)

C? S dp) = %(—2»/‘ +4ud —2u+1)

P4-4  Para 0<¢ 537“, d() =a(-2u’ +3u®), con u= <p/37“
Para "< <2m, d(e)=a(u’ -3 +1), con u=[p—"| /"
2 2 2
.2 .
P 4.5 r0:30mm;{m} _Jasin @+agsme
XY |asingcosg +agcosp xy
P 4-6 ro=25 mm
__ a+agsin
{OJ} _ o8Iy
Xy |agcosg Xy
Excéntrica de centro sobre el eje X, radio a y excentricidad a
1
d” =ﬂ(2u—6u2 +4u)
T

_ cos sing ||d’
P47 {OJ}Xyz[ e QDH }; r.=d+d" con
—sing cosg ||d

d”=5—g(2—12u+12u2)
T

3
— sing 4> +d?)n

P48  [OC} ={ }d((p), PG el
Xy |cosp 24" —d’d +d

d’ =10sin2¢p
I, =T, —r, con
© d” =20cos2¢p



Resultados de los problemas 239

P49  a) 5, =35 /4; 5 =35 /4-2557 /64d
b) Vdesl.=531/4
¢) st+s5-10ds =0

P4-10 a) ¢=35/4d; p=5/4d—5%1256d>
b) Vey =35/8
c) (31,25+(s/d)2)/8,062+(s/d)c0s<,0—4sin<p:0

P4-11 b) w**=13,33 rad/s; w*=20 rad/s
_ 3 3 _ 2 3 _ . — 2
P4-12  v(u)=byB5(u)+b3B3(u)=45u" -30u” m/s conu=t/15 ; aps =15m/s

P4-13 a. .. =-375m/s>

max.

P4-14 a) v(u)=08(B3(u)+B3(u)) m/s conu=1/At
a(u)=3-08-B¥ (u) it m/s>

d(u) =i%(0,8.B§(u)+1,6.Bj(u)) m
u
by At=2s

Capitulo 5

P5-1 a) =60 b) T=-1/180 c) 7=25

P 5-2 a) ;=63 =21 23=172 74 =12
71 =54 =14 73 =56 74=12
Zl:72 Z2=13 Z3=65 Z4:20
21:65 Z2=20 Z3=72 Z4:13
b) zy =170 =14 723=69 74=15
71 =69 =19 73="76 74=12
P5-3 a) z1=19 7, =20 73=28 74 =20
b) z;=37 73,=20 73=353 74=50
c) 71=178 7 =25
d) z; =163 2, =100
71 =26 7=16 error = 0,3 %
P54 ;=35 72, =86 error = 1,75%
71 =45 2, =176 error =-1,3%
71 =57 2, =64 error = —1%
71 =10 75 =51 error = 1,7%

7y =81 72, =40 error = 0%
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PS'S (IJb:O (1)120 6()220
a) wlwy =2 wylwy = 1,5 wlw, =3
b) wlwy=1,8 wylwy, =419 wlw, =-0,8
c) wylwy =-1,5 wylwy = 5/3 wlwy = 2,5
d) wylwy = 10,7619 wylwy =-0,3125 wylwy, =0,2381
_ . _ 21
P 5-6 a) wl—wb——Z(w34—wb), (w34—wb)—E(a}7—wb)
27
b) w;—-wy =%(w5 —wp); (W) —wp) = _?(“)6 -wp)
P 5-7 a) 7, =48 7. =16
b) z,=36 7. =15
c) z,=48 7, =24
P5-8 2wy =wy+wy
P 5-9 w3-15ws+0,5w;=0
w6—1,4w3+0,4(U4:O
SI(IJ3:O,(IJ6/(U1 =-2/15
Si (IJ4 = O, (IJ6/(U1 = -0,7
Capitulo 6
P6-1 T T, Ty T, Ts Ts Veder. VRig. Hr
a) 37,79 37,79 120,2 120,2 120,2 120,2 50 50 37,5

b) 151,2 0 0 534 534 0 0 0 0
c) —75,58 75,58 186,9 186,9 1869 1869 0 0 75

Todos los valores estdn en kN y las tensiones de las barras definidas positivas a compresion.

P 6-2

P 6-3

P o6-4

P 6-5

Hy V. Vg He Vo Hy Vo Hg Vg

137,1 440,2 120,7
Todos les valores en N.

25,774 =200 25,74 -700 111,3 640,2

a) F =140 N (I: longitud del muelle en m; F: fuerza del muelle en N)
c) m=1430kg d) k=140 N/m

a) Iy=1 reos(@1*¢2) $rs F=1 ! P
ecosp,y —rcos(p) +¢y) ecospy —rcos(p; +¢sy)

b) g=0°ip=180° => I, =0; F=0 ¢=+4859° —> I, =0; F=846N

b) F,, (Direccion de la barra)= -2907 N; F, (Perpendicular a la barra) = 1300 N
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P 6-6

P 6-7

P 6-8

P 6-9

P 6-10

b) Fy, (Direccion de la barra)= 3658 N;  F», (Perpendicular a la barra) = 0
¢) I';;=600 sin ¢ Nm

a) d(g) =320 u3(1-u)> mm con u = (p-240°)/120°
b) N=500+0,04559 (1,92 1 ~11,52 u2 + 192 13 9.6 u¥) $* N
€) Pmax = 302,3 rad/s ; n=2887 min~!

~ 12
F= (Zcos(p +£Sin¢) (0,4225 0,3COS((;D +ﬁ0)) kN : ﬂ() = arctan 0’75

sin(¢ + Bg)
Ty=1200N ; k=1,6 N/mm

a) 85°
b) Fy :m_gl cos2¢
2 lcosp—scos2¢

F _ mgl sing
b 2 lcosp—scos2e

Fc =—mg+ Fp cosg + Fpy sin2¢, siendo ¢ el dngulo que forma la escalera con la direccion
horizontal, definido positivo en sentido antihorario.

—cosy,  sing, sing; Fyp 0

sing,  cosgq cosp3 Fg =1mg

-1 0 sin(py—g3)]|[Fc] [0
siendo ¢, ¢, y @3 los dngulos que forman las barras EB, CA y DC con la vertical,

respectivamente, definidos positivos en sentido horario.

Fg = %mg ; Fc =0 cuando la mesa se apoya en la pared.

pod0sin’e

3 cosyp

Capitulo 7

P7-1

P72

1—;12 +2utang

tang — u
el signo + corresponde a un deslizamiento hacia la izquierda
el signo — a un deslizamiento hacia la derecha

a) F=mg

b) F =1,7 mg hacia la izquierda. F = 0,7 mg hacia la derecha.
¢) Sipu < blh, los bloques no vuelcan.

a) F=1951 N
b) F = 15,69 N

contacto
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P7-3 a) s=0,5m

b) s=12m
P7-4  a) a=83,48 mm/s?

b) a=77,78 mm/s2
P7-5 a) My = 0,18

b) T=1409 N
P7-6 a) fpm = 0,238

b) T=2874N
P7-7 e =27 mm
P7-8 Hinin. = 0,11

2 2
V20 = (h/2)

P79 [ =2———"—

Hmin. 100—h
P7-10 pu . =0,2independientemente de A.
P7-11 ¢=642°
P7-12  pq =027
P7-13 a=19,29 mm
P7-14 a) pup=0.23; ug=0,26

b) Fy=1536kN; Fpg=1546kN; F-=1536kN
P7-15 T, =13,7gNm; a,,, =0,304¢gm/s?
P7-16 a) a=0,085gm/s?

b) pym =0,132
P7-17 a) F=125N

b) rodillo A bloqueado F=210,8 N

rodillo B bloqueado F = 168,6 N

Capitulo 8
P 8-1 a) F=ml(gsin<p+p—gb2p)

I'= (m1p2 +m262 +1g, t1g, )P +2my p@pp + (my p— mye)gcos @
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P 8-2

P8-3

P 8-4

P 8-5

P 8-6

P8-7

P 8-8

P 8-9

P 8-10

b)

a)

En el par prismatico T =m(gcose+2¢p+p)

M =my(gcoso+2pp+Ep)p+1g, ¢
En la articulacién F =F+my(gsing +<'pze)

F, =T+my(gcosp—{e)

Sentido horario I'=2,791 Nm
Sentido antihorario I'=3,243 Nm

b) F. =401,7 N (giro antihorario)
a) ', =0,4143 Nm
b) T',=0,4571 Nm
a) 0<¢<90° F =20sinp+10cos¢ I'=0,6—12cosp+6sing

-90° <¢ <0 F =-20sing+10cos¢ I'=-0,6+12cos¢+6singp
b) cosg 20,05

0< 9 <90° F =-20sing+10cos¢ I'=-0,6+12cose+6singp

-90°<p<0 F =-20sing—10cos¢ T'=-0,6+12cosp—6sing
'=050+sind¢p)cos4oNm; I' .. =0,650 Nmpara¢=7,5°
F=48sing—40tang ; F, 4 =1,705 N para ¢ =15°
a) 900 = s12 +s% +4/3 §1 8y 8y sy en milimetros.

=60mm =
Margen de variacién: de {Sl hasta 30\/_ 3 mm
Sy = —30\/_1’111'11 Sy = 60 mm
S2 +5 \/_/2
by F, =
Sl + S2 \/_/2
a) 225= sl +s2 -3 518y Sy S, en milimetros.
S2 -5 \/_/2
b) F2 =
- S2 \/_/2

a) '=6,366/tanyp Nm
b) ppg = 0,08
C) rsublda = 12,81 / tan 7 Nm

Iﬂbaj ada = 0
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Capitulo 9
P9-1 a) Poo =2.5kW; I' [, =31,83Nm
b) Igq. =191,0N m
P9-2 Prgq =08 kW T'pgq =2546 N'm
P93 a) a=3s2 b) Ppgq =6283W
P94 a) Tedas =375 Nm b)) F=1250N
P 9-5 la 2a 3a 4a
a) 0,557 kg m? 1,475 kg m?2 3,929 kg m?2 7,215 kg m?
b) 4,39 m/s? 2,66 m/s? 1,56 m/s? 1,10 m/s?
P 9-6 a) npo =1500min~!'; T =1253Nm  b) Py =727kW ¢ [, =253Nm
P9-7 a) Wee. =5,316kWh b) I,=0,162 kg m? (valor muy conservador)
P9-8 a) I,=4,053 kg m?; 25 operaciones ; t,,,; = 8,64 s
P9-9 a) Pgg. =8,265kW
b) Preductor = 1984 kW ; T, =253 N'm
) iy =528 kgm?; 6=6,14 %
d) Ly, ejel = 5,53 kg m? s Ly, eje2 = 216 kg m?
e) a=2,601 rad/s2
P910 a) P,..=01w(l-w/600m) W ;P4 =607 (1-w/600m) W, conw enrad/s
b) w= (l—e't/ﬁn)600n rad/s ; Wpae = 0,36n2(1—e't/6n) kJ , conten segundos
P9-11 o) E_, =11234Kk]
E s = 10 k], con motores regenerativos capaces de recuperar la potencia negativa.
P9-12 E . ==111kWh
P9-13 a) t,,,=10s b) m. =4350kg ¢) F=2409kN d) E=103,8kJ
P9-14  b) v 4 =24,35m/s c) t=265s d) Eg, =1204 MJ
P9-15 a) P=2742kW b) grado de irregularidad 6 = 0,51 %
P9-16 a) P=5845kW; I'=18,6 Nm

c) 1=0,237kg m? es suficiente
d) Resolviendo la ecuacién del movimiento, grado de irregularidad 6 = 0,89 %
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P 9-17

P9-18

P9-19

a) wq =400 rad/s
b) t=1,29s
c) E =61,627; E =43,07J; E

cons. eléc. dis. mec. dis. = 8,31J

d) Poyps =72-0,120W; P .. =(100-025w) w103 W

b) w4 =300rad/s; P4 =180kW a w=150rad/s

m
¢) n=w/300

d) t=20,1s

e) Econs. =7,2MJ; Edis_ =4,32MJ

@) Vmdx. = 0,38 m/s b) t=132s c) E pec. dis. = 3,101 kJ
e) 1. t=279s

2. t=104s

d) n=0,64
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E Rozamiento
circulo de, 173
cono de, 170
seco de Coulomb, 166
en cojinetes, 173
en guias, 172
tridngulo de, 170
viscoso, 169
Frenos, 179
Freudenstein, ecuacion de, 48
Friccidn, ruedas de, 123, 177

Energia, 213
cinética, 213
de rotacién, 214
de translacion, 214
mecénica, 215
potencial, 216
Engranaje, 24, 122
cilindrico helicoidal cruzado, o hipoide, 123
cilindrico o paralelo, 123
co6nico, 123
modulo de un, 126
paso de un, 126, 129 G

Enlace, 14 1436 Grashof, ley de, 21
cinematico, 14, Grado de libertad, 35, 39
condiciones de, 14 . .

. Grado de irregularidad, 213
geométrico, 14, 35 .
Jundante. 39 Grado de redundancia, 43
redundante, Grupo de Assur, 39

total, 41 Griibler-Kutzbach, criterio de, 39
tangente, 42

Embrague, 177
Ecuacién H
de enlace
geométrica, 35, 90
cinematica, 36, 67

Holonomia, 38

de gobierno, 37 I

reénoma, 37 Inercia reducida, 221
Equilibrado,

de mecanismos, 145

de rotores, 146, 152 J

del cuadrildtero articulado, 147, 155 Juego, hipétesis de, 172

dindmico, 146 Junta, 15

estatico, 146
experimental, 152

grado de calidad, 153 L
Espacio de configuraciones, 43 Ley de desplazamiento, 97
Euler Ley de Grashof, 21
dngulos de, 51 Leva
pardmetros de, 50 de detencion simple, 113
teorema de, 50 de doble detencioén, 114

excéntrica, 90
perfil de la, 101, 104
radio de curvatura del, 104

F

Acunamiento, 170 Deslizamiento, 165
en los tornillos, 183 inminente, 171
Fuerza umbral de, 171

de rozamiento, 166

de friccion, 166

generalizada, 204 M

de inercia de d’ Alembert, 145, 151, 193 Manivela, 18
reducida, 221 Méquina, 13
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Mecanismo, 13
con anillos, 39
basado en el rozamiento, 176
cognado, 78
de barras, 21
de piston-biela-manivela, 47
de cuadrilatero articulado, 21, 48
diferencial, 133, 198
equivalente, 94
leva-palpador, 22, 89
de transmision de movimiento entre ejes, 122
Método
de las potencias virtuales, 139, 193, 206
de Newton-Raphson, 44
de los trabajos virtuales, 193
Modelo
de rozamiento seco de Coulomb, 166
cinematico, 167
de rozamiento viscoso, 169
Momento cinético, teorema del,
Movimiento
plano, 69, 75
virtual, 194
compatible con los enlaces, 195
no compatible con los enlaces, 197
transmision de, 121, 180

N

Numero de
coordenadas independientes, 35
velocidades independientes, 35

O

Osculador, circulo, 94
Osculadora, cuadrica, 94

P

Palpador
circular, 97
plano, 96

Par
cilindrico, 15
cinematico, 15, 165
de revolucién, 15
esférico, 16
guia-botén, 67
guia-corredera, 67
helicoidal, 16, 182

plano, 16

prismético, 16

superficial o inferior, 15

superior, 17
Perfil

conjugado, 124

de evolvente, 128
Pivotamiento, 170

resistencia al, 170

velocidad angular de, 170
Polo

de velocidades, 72

de aceleraciones, 74
Potencia, 218

virtual, 193, 198, 200
Principio

de conservacién de la energia, 215

de accién i reaccién, 140
Punto muerto, 45, 65

Q

Cuadrilétero articulado, 21, 48
Cantidad de movimiento, 140

R

Redundancia, 41, 45

tangente, 42

total, 41
Régimen de funcionamiento, 223
Relacién de transmision, 121, 127
Rendimiento, 218
Resistencia

al deslizamiento, 166

al pivotamiento, 170

a la rodadura, 169
Resistencias pasivas, 165, 219
Rodadura, 68, 169

resistencia a la, 169

velocidad angular de, 165
Rotor, 146, 152

S

Apriete, hipdtesis de, 174
Sistema, 142, 215
holénomo, 38
mecanico, 142
Subespacio de configuraciones accesibles, 43
Superficie desgastada, hipétesis de la, 174
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T

Teorema
de la energia, 213
del momento cinético, 140
de la cantidad de movimiento, 140
de los tres centros o Aronhold-Kennedy, 73
de Euler, 50
Teoremas vectoriales, 139
Torsor,
de enlace, 200
de fuerzas de inercia de d’alembert, 145, 151, 200
Tren de engranajes, 24
de ejes fijos, 130
planetario o epicicloidal, 130

v

Velocidad
absoluta, 51
angular,
de pivotamiento, 165
de rodadura, 165
de deslizamiento, 93, 125
generalizada, 34
independiente, 35
virtual, 193
Virtual
movimiento, 194
potencia, 193
Volante de inercia, 224

W

Willis, ecuacion de, 112
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