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PresentBció 

Presenta ció 

Les microones entren en el món de les comunicacions de la mA del radar (c. 1936-1943) 
i de les noves tecnologies, que en el seu moment signifiquen: generadors de poténcia de 
freqüencia superior a 1 GHz (magnetrons, avui protagonistes deis forns de microones), 
guiaones, acobladors direccionals, filtres constru"its amb cavitats ressonants, antenes de 
botzina, reflectors, etc. En conseqüencia, la disciplina es configura bilsicament com una 
aplicació de la teoria electromagnética, i com a tal ha condicionat els lIibres de text durant 
molts anys. 

Els últims vint anys han consagrat, en canvi, un extraordinari creixement de les aplicacions 
de les microones basat en Ifnies de transmissió de tipus pla (microstrip i stripline), elements 
concentrats (sobretot condensadors i resistencies), transistors, cables coaxials i 
connectors, circuits monolrtics etc., tots analitzables generalment en termes convencionals 
de tensió i de corrent, amb I'única consideració especial del retard o del temps de 
propagació, pero sense que hi calgui un tractament electromagnétic especrfic. 

Aquest llibre pretén fer una introducció a les microones arribant tan lIuny com sigui 
possible sense haver de recórrer a I'anillisi electromagnética deis elements implicats. El 
llibre comenc;:a amb un estudi de les Ifnies de transmissió a partir deis conceptes de 
circuits, la carta de Smith i les seves aplicacions i Ifnies de transmissió més comunes, per 
continuar amb la descripció deis circuits de microones amb I'ajut deis parametres de 
dispersió (scattering). L'anillisi general es concreta en xarxes de dos accessos (inversors 
d'impedancies, atenuadors, filtres), divisors i combinadors de poténcia, acobladors 
direccionals i híbrids, i circuits basats en linies de transmissi6 acoblades. 

Queden excloses d'aquest lIibre les aplicacions concretes al disseny de circuits actius 
(amplificadors, mescladors, etc.) i, óbviament, els guiaones, les cavitats ressonants, els 
ressonadors dielectrics i altres elements o subsistemes que requereixen una analisi 
electromagnetica detallada. 

El lIibre s'ha generat a partir de les notes de classe de I'assignatura de microones de la 
E.T.S d'Enginyers de Telecomunicaci6 de Barcelona, la qual vaig impartir durant bastants 
anys. Unes notes que ocupen, sobre una base anual, aproximadament la meitat del 
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programa; de manera que es pot utilitzar com a punt de partida per a una assignatura 
quadrimestral de 60 hores sobre fonaments de Irnies de transmissió i circuits passius de 
microones. 

Una de les causes de I'origen del llibre com a notes de classe és la manca de referencies, 
la qual cosa no vol dir que el llibre no tingui deutes evidents amb molts i iHustres 
predecessors als qui l' autor expressa el seu agraiment de forma generica. 
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Caprtol 1 Introducci6 

,., ¿Que s6n les microones? 

Un sistema de comunicacions genera un senyal portador sinusoidal sobre el qual, 
mitjanl;ant modificacions de la seva amplitud, freqüéncia o fase, s'introdueix un missatge 
segons unes normes de codificació. Aquest senyal es transmet a un punt lIunytl per mitjtl 
d'ones a I'espai lliure o bé d'un cable, i en el receptor es realitza un procés invers al del 
transmissor mitjanl;ant el qual es recupera el missatge original. 

En tots aquests processos s'utilitzen dispositius electrOnics (transistors, drodes, tubs de 
buit), elements passius que afecten l' amplitud deis senyals (resistilncies) o bé la seva fase 
(inducttlncies i condensadors), i fils o tires conductores que transporten la tensió i els 
corrents d'uns elements a uns altres. 

Tot aixO es fa en marges de freqüéncia que van des d'alguns kilohertzs (radiodifusió en 
AM) fins a I'infraroig o el marge visible, passant per les bandes de VHF i UHF (des de 
desenes de megahertzs fins als 900 MHz), suport de la radiodifusió en FM i la televisió; 
i les bandes que cobreixen des d'alguns gigahertzs fins a desenes de gigahertzs (1 GHz = 

1000 MHz), vehicle de les comunicacions per satéHit i de la detecció mitjanc;ant el radar. 

Les diferimcies en les realitzacions tecnolOgiques deis sistemes anteriors sorgeixen, 
sobretot, deis marges de freqüéncia en els quals operen. Quan comencem a superar 
freqüéncies de treball de les desenes de megahertzs apareixen de forma progressiva 
dificultats entre les quals, si ens restringim als elements passius, destaquen les següents: 

a) El comportament deis elements concentrats habituals comenl;a a variar. Les resisténcies 
modifiquen el seu valor i exhibeixen una part inductiva de valor creixent, les pérdues de 
les inducttlncies s'incrementen i la seva reacttlncia varia de forma imprevisible; i el mateix 
passa amb als condensadors, que poden sorprendre'ns amb una impedtlncia amb 
resisténcia molt alta i reacttlncia inductiva(!). 
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b) Els desfasaments entre punts diferents no són conseqüéncia només de les inductancies 
i deis condensadors, sinó que cal considerar el temps que tarden els senyals 
electromagnétics a propagar-se d'un punt a un altre del circuito Com que aquesta 
propagació a través deis conductors té 1I0c a la velocitat de la lIum, c = 3·' 0'0 cm/s 
(qüestió la discussió de la qual és un deis primers objectius d' aquest lIibre), un tros de 
conductor de L cm de lIargaria introdueix un retard de: 

L 
~ = - = 33.3xL ps 

e 

De manera que si L = , O cm i la freqüéncia de treball és 750 MHz (perrode = T = , .33 ns; 
longitud d'ona =.4 =c·T =40 cm), el retard introdu"it correspon a un quart de perrode (90'), 
és a dir, el que correspon a una inductancia o a un condensador ideals. 

Per tant, és evident que no només cal controlar els conductors meticulosament, sinó que 
els mateixos conductors poden desenvolupar un paper actiu en el circuit similar al deis 
elements reactius convencionals. I també és evident que aquest efecte es produeix quan 
el retard comenc¡a a ser comparable amb el perrode del senyal (podem dir, més gran que 
T/20): 

Aquesta conclusió ens condueix a una definició relativa de les microones com aquelles 
bandes de 'reqüéncies en qué les dimensions deIs components, circuits o sistemes 
implicats s6n comparables a una 'racci6 de la longitud d'ona del senyal. 

En la practica, i quan tenim en compte altres factors tecnol6gics que afecten els 
dispositius actius, les caracterrstiques deis components passius (resisténcies, inductancies, 
condensadors) comercials, i els processos de fabricació de circuits, es pot dir prou 
correctament que, a un sistema, li cal l' aplicació d' eines de calcul especrfiques de 
microones, o que és de microones si la seva freqüéncia de treball esta per sobre del marge 
d"-2 gigahertzs. 

1.2 Bagatge electromagnetic 

Si bé, com hem advertit en el pr61eg, en el llibre es renuncia a descriure aquells elements 
als quals cal una analisi electromagnética detallada, se su posa que el lector ha seguit un 
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curs basic d' electricitat i magnetisme, preferiblement incloent-hi les equacions de Maxwell 
en forma diferencial (si bé la refen\ncia explIcita que es fa a l' apartat 1.1 es pot ometre 
sense una pérdua greu d'informació) i les condicions de contorn deis camps eléctric 
magnétic a la superfIcie d'un conductor ideal (utilitzades a I'apartat 6.1). 

En tot cas, se su posa del lector un bon domini deis conceptes de capacitat, inductancia 
i energies eléctrica i magnética, i de la utilització i les limitacions del de diferéncia de 
potencial que, essent un concepte bbicament estatic, la seva utilització s' estén a senyals 
variables amb el temps amb algun risc d'error conceptual i practic a freqüéncies altes. 
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Capítol 2 Unies de transmissió (1). La línia ideal 

2.1 Introducci6 

El retard, és a dir, la consideració del temps finit que les pertorbacions electromagnétiques 
tarden a propagar-se d' un punt a un altre constitueix l' esséncia de les técniques de 
microones. Si bé el retard, de manera rigorosa i general, és conseqüencia de les equacions 
de Maxwell (1864), la propagació de tensions i corrents per dos filaments paral'lels pot 
estudiar-se de manera senzilla partint deis conceptes elemental s d 'inductancia i capacitat, 
segons que va establir per primera vegada W. Thomson (lord Kelvin) abans de la teoria 
electromagnética de Maxwell. 

En aquest caprtol presentem les propietats de les Irnies de transmissió ideals, posant 
particular atenció en el seu comportament en regim sinusoi'dal, i introduint un ajut gratic 
de forga utilitat conegut com a carta de Smith (Smith chart). 

Les propietats de les Irnies de transmissió ens acompanyaran contrnuament en els caprtols 
restants, i més endavant veurem que qualsevol circuit de microones admet un circuit 
equivalent format per elements concentrats i Irnies de transmissió. 

2.2 Equacions bllsiques 

Definirem com a línia de transmissió ideal el sistema de dos conductors perfectes 
immersos en un medi dieléctric sense perdues, de manera que la secció transversal del 
sistema no canvii alllarg del seu recorregut. Les línies de transmissió més comunes estan 
formades per dos filaments identics de secció circular que discorren paraHels (lfnia bifilar) 

o per un conductor circular envoltat per un altre de concentric (línia coaxial). En qualsevol 
cas, nosaltres la representarem com dos filaments paraHels tals que, en cada pla 
transversal z tenen corrents i, (z,t),i2 (z,tl,i diferencia de potencial v(z,t), com a la figura 2.1 . 
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A la mateixa figura es pot comprovar que aquesta situació general es pot descompondre 
en dues altres, simétrica i antisimetrica en el corrent. La figura 2.1 b, en la qual ambdós 
conductors transporten el mateix corrent en la mateixa direcció, no té gens d • interes ja 
que els dos filaments es comporten com un únic conductor, per la qual cosa, sense pérdua 
de generalitat, suposarem una distribució de corrents com en el cas a. 

+ i 1 (z,t) 

I I ¡ v(z,t) 

I 

+ i 2 (z,t) 

-----z 

a) 

i, = ;+i ' 

--+- i(z,t) 

I ¡ i v,(z,t) O 
I 
I 

Ti(z,t) 
z 

b) 

--+-i'(z,t) 

I 
-,- i' (z,t) 

z 

Fig. 2. 1 Definició de magnitud s i descomposició de la situació més general en la 
superposició d· una de simétrica, b, i una d· antisimétrica, B. 

a 

=-f ff·ál = O a.> 

I 
1 1 

Fig. 2.2 La ddp entre els conductors només té sentit si es defineix entre punts situats en 
el mateix pla transversal. 
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Per analitzar el comportament de la línia la descompondrem en seccions elementals de dz 
de lIarg,uia, i plantejarem les hipotesis següents: entre dues seccions elemental s qualsevol: 

1) No existeix influencia electrica, la qual cosa equival a su posar que no esta n unides per 
línies de camp electric i, per tant, aquestes han d 'estar contingudes en plans 
transversal s (per exemple, E no té component axial!. 

2) Tampoc no existeix acoblament magnetic, és a dir, no existeixen línies de camp 
magnétic que abastin simultaniament dues seccions elementals; aixo suposa que 
aquestes han d • estar contingudes en plans transversals. 

Noteu que aquestes hipotesis garanteixen la validesa del concepte de diferencia de 
potencial (ddp). que és un concepte estiltic només si ens limitem a definir-lo entre punts 
d 'una mateixa secció transversal (fig. 2.2). En efecte, en aquest cas: 

V12~ - V12 1b = _1 E·dl = -fVxE'ñdS = +.if ¡j·ñdS = O (2.1) 
~b S a s 

ja que S és una superfície continguda en un pla transversal i per la hipotesi 2 no esta 
travessada per flux magnético Aixo no és així en el cas de punts continguts en seccions 
transversals diferents, perque ara la superfície S, limitada per les línies a i b, sí que és 
travessada per línies de camp magnetic, amb el resultat que la ddp entre 1 i 2 dependria 
del camí triat per a la seva definició. 

Amb aquestes precaucions, v(z,t) i i(z,t) a cada secció elemental només estan afectad es 
per la capacitat entre els conductors i pel flux magnetic que es tradueix en un coeficient 
d . autoinducció. D . aquesta manera obtenim, per a una secció elemental de dz de lIargaria, 
el circuit equivalent de la figura 2.3. Advertiu que, per preservar la simetria de la secció, 
el condensador hauria d' estar en el punt mitjil de la inductilncia, o bé estar repartit 
uniformement al' entrada i la sortida, pero la diferencia amb el que hem dibuixat és 
d 'infinitesims de segon ordre i proporciona les mateixes solucions. 

A la figura 2.3, L i e representen la inductlmcia i la capacitat de la línia per unitat de 
longitud. De la consideració de les caigudes de tensió i corrent s' obtenen immediatament: 



16 Circuits de microones 8mb línies de uansmissió 

av dz = -(L dZ¡ ai aV -L al (2.2) 
az al az al 

ai dz = -(CdZ¡ av ai -C av (2.3) 
al al az al 

equacions que governen amb tota generalitat el comportament de v(z,t) i I(z,t). Per a la 
seva resolució podem, per exemple, eliminar el corrent derivant (2.2) respecte a Z i (2.3) 
respecte a t. Obtenim: 

1 (c" = -) 
LC 

(2.4) 

que és 1" equació d "ones en una dimensió. La seva solució més general és (D " Alembert, 
1747): 

amb F, i F2 funcions arbitraries. 

_i Ldz 
, 'm' 

1 c) Iv Cd1 

z z+dz 

L = inducta neia/unitat de longitud 
e = eapaeitatlunitat de longitud 

. ai 
--- 1. + az 
0---

1 v + av 
az dz 

Q---

Fig. 2.3 Circuit equiva/ent d"una secció elemental de Ifnia. 

dz 

F,(t-zle) representa una ona de tensió que es propaga amb ve/oeitat e en el sentit de les 
z ereixents. Amb aixó volem dir que un observador que es desplaeés al lIarg de la línia en 
el sentit indicat, amb veloeilat e, mesuraria permanentment una tensió constant (abscissa 
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de l' observador: z=z. +ct): 

Alhora, tots els punts de la Unia experimenten la mateixa variació F,(t), pero amb un retard 
més gran els més allunyats segons les z creixents. 

Analogament, parlem de F, com d'una ona que es propaga en el sentit de les z 
decreixents, de manera que en qualsevol punt de la Unia, en qualsevol instant, la tensió 
mesurada és la suma deis valors de les dues ones. Noteu que a partir de les mesures 
realitzades en un sol pla de la Irnia no és possible determinar F, i F,. 

La solució per a i(z,t) es pot obtenir per substitució de (2.5) a (2.2) i integració posterior 
respecte al temps: 

Es pot comprovar, per substitució a (2.3), que la constant d 'integració (respecte al temps) 
f(z) tampoc depen de z i, per tant, representa un corrent continu sobreposat a la Irnia del 
qual prescindirem. Amb una notació i una nomenclatura més usuals escriurem: 

F, (t-!) = Y' (t-!) = y' (ona positiva) (2.8) 
e e 

F2 (t+!) = y' (t+!) = v (ona negativa) (2.9) 
e e 

~ = Zo (impedancia característica en ohms) (2.10) 

Les expressions (2.5) i (2.7) queden: 

(2.11) 

(2.12) 
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A cada instant i a cada pla, la potimcia que es propaga a la línia cap a la dreta, segons la 
convenció de sentits de tensions i corrents (fig. 2.3) val: 

(2.13) 

és a dir, la potimcia neta és la diferencia de les potencies associades amb les ones positiva 
i negativa. 

2.3 Exemples elementals 

Considerem primer un generador de tensió v.(t) amb resistencia interna R. connectat a una 
Irnia infinita (fig. 2.4). Si la Unia estA inicielment en repOs (v=i=O) no existe ix ona 
negativa, i el generador excita unes ones positives de tensió i corrent que vénen donades 
per: 

¡' v· 
(2.14) 

ja que per a una one positiva (o negativa) el quocient entre tensió i corrent és Z, i la Irnia 
presenta, per tant, una impedancia d • entrada en qualsevol pi a, de Z,. De manera que si 
interrompem la Irnia en qualsevol punt i li connectem una resistencia de valor R, =Z, (fig. 
2.5) la situació a la seva esquerra sera indistingible del ces de la línia infinita i no hi haura 
ona negativa. Diem, lIavors, que la Irnia esta adaptada i en aquesta situació favorable la 
carrega R, absorbeix tota la potencia que el generador lliura a la Irnia. 

En el cas més general de la figura 2.5, la presencia de R, en z= tila lIei d'Ohm exigeixen 
que: 

R - v(f,t) _ Z v'+v-I 
L -. - o 

I (f,t) v'-v- %=. 
(2.15) 
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d 'on s 'obté: 

:: l .. , = -:-:-:-~-: ¡-I -PL 
i + :;=1 

(2.16) 

És a dir, a R, l' ona negativa (o, des del punt de vista de la carrega, rona reflectida) esta 
relacionada amb l' ona positiva (o incident) mitjanc;ant una constant p, anomenada 
coeficient de reflexió a la csrrega. 

z 

\ro 
v = v'{z,t) 

Zo z =--v (t--) 
R.+Zo· e 

= ..!.. v'{z.t) 
Zo 

Fig. 2.4 L/nia infinita alimentada per un generador amb senyal arbitrari v.(t) i distribució 
de tensió a la linia en un determinat instant too 

R 

Vg(tlC¿: : z J RL o 

z=o z=R. 

RL = Zo V = vT 

:: l.", 
ReZo 

PL = ---

RL * Zo V = v++v- RL+ZO 

Fig. 2.5 L/nia acabada en una resistimcia. 
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Exemple 1 Suposem la situació esquematitzada a la figura 2.6a, per a la qual, al 'instant 
t=O, es tanca I 'interruptor i s 'hi genera una ona positiva de tensió v, +. A I'instant 
T= tic assoleix la resistencia de cllrrega i es genera lIavors una ona negativa V,'=PL'V, +, 

que al' instant t= 2T assoleix I 'extrem generador i pertorba I 'equilibri existent, per la qual 
cosa s 'ha de generar una nova ona positiva v2 + tal que es restableixi el compliment de la 
lIei d 'Ohm a I 'entrada de la Irnia (z=O) a I'instant t=2T +: 

- (2.17) 

Si d 'aquesta igualtat Ii restem la que es complia a t<2T: 

(2.18) 

s'obté, az=O: 

(2.19) 

expressió que ens serveix per definir el coeficient de reflexió en el generador com a 
quocient entre I 'ona que es genera i la que arriba'. 

El seguiment de les successives ones positives i negatives es pot realitzar mitjan9ant un 
diagrama espai-temps com el de la figura 2.6b, A cada pla i a cada instant, la tensió total 
seré la suma de totes les ones que hagin assolit el pla. 

A la figura 2.7 es representen les tensions i els corrents en el punt mitja de la linia per a 
RG=O i diferents valors de RL ; RL =0, RL = 00, RL <Z. i RL >Z •. Advertiu els aspectes 
següents: 

1) En el cas del curt circuit a, el corrent creix de manera esglaonada, pero 
indefinidament. 

2) En el del circuit obert b, el valor mitja del corrent és zero i també el flux mitjé 
de potencia; aquesta flueix cap a la dreta (v;>O) als intervals imparells de 
corrent i cap a I 'esquerra, i amb el mateix valor, als parells. 

1 Noteu que la conclusi6 sobre el concepte de Po i el seu valor és v~lida en el cas més general eI'un generador de tensió 
arbitra ria vo(t), com es pot comprovar tacilment reinserint la variació temporal en les variables. 
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a) 

z=Q z=.2, 

b} t T=i 
e 

4T~~--------------~ Vo'Zo 

Ra+Zo 
3T~----~----~~~ 

2T~~------------~ 

T~ __________ ~~~ 

z=o z=.2, 

Fig. 2.6 Procés de generació successiva d' ones positives i negatives a partir del 
tancament de I • interruptor a t = O. 

a} bl 
v(tj2) 

i (~/2) 

T 2T 3T t 

c} 
di 

v(t/2) 

~L,~~~~~:=~~--Vo 
i (tj2) ----------------- ------------
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R
L - ------------------------ Vo/R 

Fig. 2.7 Tensió i corrent en el punt mitjá de la línia de la figura 2.6 en funció del temps 
per a RG = O i diferents valors de RL• 
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3) Si R,o'O, en els casos cid, les successives ones reflectides en la carrega van 
tenint amplituds cada vegada menors perque Ip,! < 1. A més, quan t-oo 
(suposant, per generalitat, RGo'O): 

= Vo'Zo ( 1 PL ) 
Zo+Ro 1-PLPO + 1-PLPG 

RL -Zo 
1+---

Vo'Zo RL+Zo VO·RL (2.20) = 
Zo+RG 1_RL- ZO. RG-ZO RG+RL 

RL+ZO RG+Zo 

És a dir, el regim permanent coincideix, evidentment, amb la tensió calculada en regim de 
corrent continu .• 

Exemple 2 A la figura 2.8 s 'analitza la incidencia d 'un impuls quadrat en un curt circuito 
La situació és evidentment equivalent a la de la figura 2.8b, ja que garanteix la condició 
de curt circuit en la carrega, v( t ,t) =0. L' obtenció deis gratics de distribució de tensió a 
les proximitats del curt circuit és immediata, i es podria realitzar una analisi semblant per 
a diferents ones incidents de tensió .• 

Exemple 3 La instal'lació d 'una resistencia en paral'lel en una Unia de transmissió 
produeix una serie de reflexions múltiples tal com es resumeix a la figura 2.9 on, per una 
major generalitat, es considera que les seccions de linia a ambdós costats de la resistencia 
tenen diferents impedancies caracteristiques. La diferencia amb els exemples anteriors 
comenga quan, a I 'instant t= i ,le, l' ona incident assoleix la resistencia R i es reflecteix 
parcialment amb un coeficient de reflexió: 

P.(O) 
Yo, - (G + YOO> 

YO,+G+Y02 

(2.21) 
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al 

Vg(t)Q : • v, '" I 
z , e 

o 

.., 
z=o z= t T 

t 
t 

{}> 
T < T = e 

bl I 
I 
I 

+Vg(tQ : : : Q-Vg(t) 
Z=IR. 

el 

~I 1 
I I I -l ___ J 

1-
i -, 
I __ J 

-r 1 
I 

I 
I 1-I 
I 

~ ---' f --; 
I 

I , -I 
I 

, 

-L i 
I 
I 
J .----, 

I I 
I I 

I I -
-1 1 

= 

Fig. 2.8 Ineidéneia d ·un impuls rectangular en un eurt eireuit. al Configuraeió en estudio 
bl Cireuit equivalent utilítzat. el Distríbucíó de tensió a les proximitats del c.c. en 
instants successius. 
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t=O 
Pa 10) 

Y01 - (G+Y02) 

'\ la) " lb) ParO) 

~ Rí í 
Yo, + (G + Y02) 

Z02 
RL Y02 - (G+Yo,) 1Vo "ZOl porO) 

----1 z=o z=R. 2 

Y02 + (G + Yo,) 
z=-~l 

Pb IO ) , , 
VOL Val + Vol 

T .. , , 1 + ParO) 
Tl=~l/C T2 =t2 /.c Val Val 

Analogament, 

¡-
Va> 

1 + POrO) T .. 

VOL 

, , 
VOL t'ab Val 

3T
1 /' 

V 02 'tab V~ 

2T
1 

T
1

+T
2 

T
1 T1 /-

Va> "t'ba Vbl 

PG Pa(O}.Tab -+ 
etc. 

PL 

+ PbIO)"ba 

Fig. 2.9 Situació de reflexions múltiples creades per una resistencia en paraNel en la unió 
de dues IInies de transmissi6. 

Alhora es transmet una fracci6 d • ona incident a la línia a la dreta. l' amplaria de la qual es 
pot calcular en virtut de la continuitat de tensions en el pla z=O: 
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(2.22) 

(el subíndex a fa referlmcia a la Irnia a I'esquerra i el b a la línia a la dreta), d 'on: 

V.I 
= 1 + - = 1 + P.(O) 

• v.I 
(2.23) 
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Al quocient definit així se l' anomena coeficient de transmissi6 i relaciona l' ona emergent 
a la dreta amb la incident des de l' esquerra. Altrament, quan una ona reflectida en la 
carrega incideix des de la dreta en la resistencia en paral'lel té un coeficient de reflexió: 

Y02 - (G + Y01 ) 

Y02 + G + Y01 

(2.24) 

i, conseqüentment, un coeficient de transmissió cap al' esquerra: 

2Y02 (2.25) 

El procés de reflexions i transmissions assoleix ara una certa complexitat, peró es pot 
seguir sistematicament i sense dificultat amb el diagrama z-t de la figura 2.9. 

Si la resistencia esta en serie en comptes d 'en paral'lel, com a la figura 2.10, el problema 
es pot resoldre per analogia amb I'anterior si ens adonem que ara a z=O hi ha continu"itat 
de corrents en lIoc de tensions: 
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= Zo2 [1 - PatO)] 
ZOl 

(2.26) 

Anélogament, el coeficient de transmissió de dreta a esquerra val: 

ZOl 
t .. = - [1 - Pb(O)] 

ZQ2 
(2.28) 

Noteu que, si fem R= 00 a la figura 2.9 o R=O a la figura 2.10, ambdós exemples queden 
redu'its al problema de connexió de dues Unies de transmissió d 'impedéncies caracterfsti­
ques diferents .• 

RG ~ I PatO) .. .. 
'DI + i;1 = 'bl -(a) (b) 

~ z01 : ~: z02 t RL 
1 (' -) 1 • -Z val-val = -Vbl 

01 Z02 

z=-1
1 

z=O ----1 z=O z=12 
P
b 

(O) V;l 
= Z02 [1 - PatO)] 'tah = -. 

Val ZOl 

(Anlllogament per a T .. ) 

Fig. 2. 10 El mateix problema de la figura anterior, pero amb una resisUmcia en serie 
(sense retard) entre les Ilnies. 

2.4 Reflexions en clmegues reactives 

Als exemples anteriors l' analisi de les reflexions era particularment senzilla perque també 
ho era la relació entre vii en una resistencia. Considerem ara la incidencia d 'una ona de 
tensió v+ en una inductancia (1ig, 2,11), La relació que ha de complir ara en la cerrega 
(z=O) és: 

di v=L­
dt - (2.29) 
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Si suposem condicions inicials nuHes (és a dir, condicions de Irnia en repOs) i prenem la 
transformada de Laplace de (2.29), obtenim: 

- v-(s} 

v'(s} 

s·L -Zo 
---" ~ p(s} 
s·L +Zo 

-
(2.30) 

on hem introdu'it el coeficient de reflexió en la carrega pIs) en el domini de les tensions 
transformades V· (s). La conclusió es pot generalitzar de manera evident per a les 
carregues reactives més general s descrites per la seva impedancia Z(s): 

v-(s} 

v'(s} 

Z(s} - Zo 

Z(s} + Zo -

~L 
z=O 

v(O,t)=v++v- --- -- 2Vo 

T = L{Z _____ 0 

t=O 

v-(t} = Sf-1 {V'(S} Z(s} -Zo} 
Z(s} + Zo 

+ 

(2.31) 

" "';:1 
~~-------

t=O t 

v (0, t 

Fig. 2.11 Incidéncia d 'un esglaó de tensió sobre una inductlmcia. 
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Si, com a exemple, tornem a la inductancia i prenem com a ona incident un esgla6: 

resulta: 

v' (O,t) Vo' u(t) V'(s) = Vo 
s 

Vo [2 .• -~, -1] u(t) (2.33) 

(2.32) 

La forma de V' en qualsevol punt de la Irnia s' obté substituint t per t+zlc. El calcul de les 
ones generades en una carrega reactiva es pot simplificar si, com a la figura 2.10, 
imaginem un generador adaptat a la Irnia i fem que la seva longitud tendeixi a zero. Ens 
quedem aixf amb un circuit convencional amb l' analisi del qual podem obtenir la tensi6 
total a la carrega v,(t) i, a partir d 'aquesta, la reflectida per subtracci6 de la incident (fig. 
2.12). Noteu que la condici6 d' adaptaci6 del generador en aquest procés és essencial per 
evitar reflexions múltiples. 

Exemple 

z 

z =z G o 1 

~) 
vdt) = V .. u(t) 

--------- --

t t 

Fig, 2, 12 Reducció del calcul de l' ona reflectida en el domini de t per a una carrega no 
resistiva en el cas d' un circuir sense retardo 
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Exemple ReflectOmetre temporal 
A la figura 2.13, s' esquematitza un muntatge de laboratori senzill que permet observar 
reflexions de carregues reactives com les que hem descrito El generador produeix trens 
d 'impulsos rectangulars de durada prou lIarga, comparada amb els transits deis senyals 
en la Ifnia (T > > 2Llc), com per suposar cada impuls eom un esglaó de tensió v,u(t). 
Alhora, el generador ha d 'estar adaptat a la Ifnia per absorbir les reflexions que provinguin 
de la carrega i no produir-ne de secundaries. De la mateixa manera, tampoe no ha de 
produir reflexions la derivaeió de l' oseiHoscopi, cosa que es pot aeonseguir amb una 
resistencia molt elevada (R > > Z.) eom a la figura 2,13b. O' aquesta manera, amb 
l' oscil'loscopi sincronitzat al tren d 'impulsos del generador, a la seva pantalla s' observa 
la tensió en el pla de eonnexió a la Ifnia, que consisteix en I 'ona positiva (esglaó de tensió) 
més la refleetida en la carrega retardada un temps 2L/c. 

a) Llnia de longitud L 

1 2 
GEN 

3 

V 
D D o 

-
T T» 2L 

e 

ose 

b) 
Z 

o 1 2 

v (t) 3 
Z 

G o 
R » Zo 

Z =z I 
ose o 

Fig. 2, 13 Reflectómetre temporal de laboratori, Cal que la durada deis impulsos sigui molt 
/larga comparada amb el temps de trimsit deIs senyals en la linía, que el 
generador estigui adaptat per tal de no produir reflexions secundaries i que la 
derivació de l' osciNoscopi tingui, per la mateixa raó, resistlmcia elevada (fig.b). 
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A la figura 2.14 es resumeix 1" aspecte de les respostes de diferents carregues d "estructu­
ra senzilla. 

2V 
o 

eA 
---<> 

--o 

ee 

2/3V, 

T=2L/c 

2V 

2Z 
o 

T ~T 
e 

e 

!He = 0.69T = 0.69 e Zo 

= 0.69.!.. 
Zo 

, 

Fig 2. 14a Visualitzaci6 en el reflectómetre de la figura 2. 11 de les tensions al" entrada 
de la línia carregada amb impedancies senzilles. 

L 
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2Vo f-----

v 
o 

2V 
o 

v 
o 

, = C(R+R ) 
------ --Q-------_. 

V.[l + R-Z.] R+Z. 

L R =n 

V [1 +~] • R+Z • 

C R 

=o 
T =C/(R-1+Z- 1 ) 

----------~------

V 1 +---' [ R-Z] 
" R+Z" 

Fig. 2. 14b Continuació de la figura 2. 148. 

31 
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2.5 Senyals sinuso"idals 

A continuació, considerarem el cas important de línies excitades per generadors sinuso"idals 
en regim permanent. Tots els senyals seran de la forma A'sin(wt+q», o en notació 
complexa, A'expVwt+jq>1 = C'expVwtl, essent C=A·expVq>]. Aquesta última constant 
complexa conté tota la informació necessaria (amplitud i fase) una vegada coneguda la 
freqüencia. 

En aquest cas, v+(t-z/c) és V+'expVw(t-z/c)] i analogament per a v"(t+z/c), per la qual cosa 
(2.11) i (2.12) prenen la forma complexa (prescindint del factor expVwtl comú a tots els 
termes): 

(2.34) 

(2.35) 

essent y=j(w/c) =jp (constant de propagació, en radians per segon). 

L "ona positiva en el domini del temps pren la forma explícita: 

v'(z,t) = Iv'l sin(wt-Ilz +cjl') 

¡'(z,t) = Iv'l sin(wt-Ilz +cjl') 
Zo 

amb V' = Iv'l el·" 

(2.36) 

(2.37) 

Les expressions (2.36) i (2.37) indiquen que el voltatge (i el corrent) en tots els punt de 
la línia experimenten el mateix tipus de variació sinusoidal, i són tant més retardats en la 
seva oscil'lació com més a la dreta estiguin (z major). El retard entre dos punts separats 
un I!.z és el temps que tardaria un observador a desplac;:ar-se d • un punt al' altre a velocitat 
c, i per aquesta raó se 1" ano mena ve/ocitat de fase (1" observador que es desplac;:a cap a 
la dreta a aquesta velocitat va passant per punts de fase (wt-pz+q>+) idéntica). 
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La distancia mínima entre dos punts de la línia que estiguin sempre en fase, I 'anomenem 
longitud d 'ona (A), Evidentment, pA =2", és a dir: 

2" = E 
JI f 

(2,38) 

Tornant a les expressions complexes (2,34) i (2.35) cal observar que la representa ció de 
(2.34) en el pla complex dóna V com a suma de dos vectors que giren en els sentits 
indicats (fig. 2.15) a raó de 360· cada longitud d'ona quan ens movem alllarg de la línia 
(amb z creixent), per la qual cosa I VI variara entre un maxim, quan ambdós vectors se 
sumin en fase (mateixa direcció), i un mínim, quan ho facin en oposició de fase (direccions 
oposades). Altrament, deis signes de l' expressió (2.35), en podem concloure tot seguit 
que quan I VI és maxim I ti és mfnim, i viceversa, per la qual cosa la impedancia al lIarg 
de la Ifnia variara. Per calcular-la considerem una secció de Irnia de longitud e carregada 
amb una impedancia (en general complexa) Z,. Per conveniencia fixarem I 'origen de 
coordenades en la carrega (fig. 2.16). 

Definim el coeficient de reflexi6 p(z) com abans: 

v· 
v- e/P' 2jR 

= pe·' 
V. e-iJJz L 

(2.39) p (z) v 
=-

on s 'ha tingut en compte que a la carrega (z=O), p(O) =p, = V-IV'. 

Altrament, i per un calcul idéntic a I'efectuat en el cas de carrega resistiva (fig. 2,5), p, 
val: 

(2.40) 

Per tant, la impedancia d'entrada val: 

Z¡ = Zo 

= Zo 

V' e-iP' • V- e/P' I 
V· e-iP' - V- e/P' 

eiP' + PLe -iJJt 

e/P' - PLe-¡P' 

z .. -f 
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a) 

b) 
y 

- j Sz y e 

Circuits de microones amb IInies de trBnsmissió 

I 
I 

I 

1 

• • • 

1 

(Y+ /Z le -jSz 
o 

Fig. 2. 15 Composició en el pla complex de Vil a partir de les corresponents ones 
positives i negatives. (b) Cas particular de I VI .... i 1/1_ . 

Zi~ gZL 
z=-l z=o 

Y-ei
P
' L Y- ZL-ZO 

PL = 
y+ e-iPz 'ga Y· ZL+ZO 

Fig. 2.16 Situació emprada per al clJlcul de la impedlJncia d 'entrada d 'una linia, ZlUJ). 
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que, tenint en compte (2.39) i després d "unes senzilles operacions, es pot escriure: 

(2.41) 

Aquesta expressió és més senzilla de recordar expressada de la forma següent: 

essent (2.42) 

com es pot comprovar desenvolupant la fórmula de la tangent hiperbolica d "una suma: 

tanh(x+y) tanh x + tanh y 

1 + tanhx tanhy 

Per al" admitancia s" obté una expressió idéntica: 

Y¡ = Yo tanh (1/ + &y) essent 

(2.43) 

(2.44) 

S" observa a (2.41) que la impedancia és una funció periodica de la longitud e, de període 
e =)¡f2. Aixo vol dir que la impedancia d "entrada de la línia que considerem no varia si 
s "insereix un tros de Irnia d "un nombre enter de A/2. Tenen un interés particular les 
impedancies d "entrada de les Unies en curt circuit o en circuit obert: 

(ZL = O) 

(YL = O) 

(2.45) 
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x" ) ¡ X" 

I i 
I 
I 
I 

I I I ) 1 I I 
I 1 
I 1 1/ 

1 S l·~l In /2 
,n(1 

S l.~l 
1 e 1 1 I e 
I 1 I I 
I I I 1 1 

I I I 1 1 I 

I 
I 

I 
I l' I 

I I I1 I 
I 1 I! I 

Fig. 2. 17 Reactancia d 'entrada de /lnies en curt circuit (Z .. ) o en circuit obert (Z •• ) en 
funció de PI =wl/c, 

En aquests casos la impedancia d' entrada és sempre reactiva i la seva reactancia varia 
entre (-001 i (+ 001 segons la longitud de la Ifnia. És representada graticament a la figura 
2.17 on, a més, es pot observar que ambdues corbes són identiques lIevat d 'un 
desplac;:ament de n/2 radians: 

(2.46) 

Aquesta conclusió és conseqüencia de la propietat més general de les línies de transmissió 
d' actuar com a inversors d 'impedimcies (fig. 2.18). En efecte, cada vegada que avancem 
o retrocedim ,1/4 en la línia, la impedancia vista cap a la dreta, referida a Zo' canvia 
exactament a la seva inversa. En el cas de la Unia en C.O., a A/4 del mateix s' obté un C.C., 

de manera que Zco(Pil és la mateixa que Z .. (pI-n/21.Noteu que les transformacions 
d 'impedancies en línies de transmissió prenen un aspecte més general si emprem 
impedancies normalitzades a la característica de la línia: 
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- Z, 
Z, = - = tanh (111+ 6,.) 

Zo 
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(2.47) 

(2.48) 

Exemple Com a exercici d 'utilització deis conceptes d 'aquest apartat, a la figura 2.19 
es calcula l' ona positiva al' entrada d 'una Unia de transmissió en funció deis parametres 
del generador i del coeficient de reflexió a l' entrada de la Unia. 

Evidentment, v' ~ V"z./(Z.+Z.I qua n la Unia esta adaptada (p, ~Ol. PerO aixO també 
succeeix encara que la Ilnia estigui desadaptada, si ho esta I 'extrem generador (Zs ~ Z. ; 
PG~O). 

Aquesta mateixa expressió es pot obtenir de manera molt instructiva examinant com 
s' estableix el régim permanent. En efecte, imaginem-nos un interruptor en el generador, 
com a la figura 2.20, que es tanca al' instant inicial, amb la Ilnia préviament en estat de 
repOso A t ~ O es genera una ona sinusoidal positiva de valor: 

(2.49) 

i successivament s 'hi generen, com en exemples anteriors, ones positives i negatives les 
amplituds de les quals, avaluades en els plans de generador i carrega, es calculen facilment 
considerant únicament el desfasament introdu"it per la longitud recorreguda i el coeficient 
de reflexió corresponent (fig. 2.20). D 'aquesta manera, I'ona positiva en régim estacionari 
en el pla z ~ O ve donada com la suma de totes les ones positives generades: 

(2.50) 

que és la suma d' una progressió geométrica de raó PGP, e-2jfJ1 (menor que la unitat si R, i 
RG són positives), i s' obté de nou el valor trobat anteriorment per a V' .• 
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Z, = _1_ 
Zo ZL 

Zo 

Circuits de microones 8mb IIni9$ de transmissió 

1./4 <Sl = ") 2 

- 1 - Z, == 
ZL 

Fig. 2.18 Efecte inversor d 'impedlmcies d 'una secció de Ifnia de longitud A/4. 

z=l 

r:L 

s'obté: y+ = 

amb 

Fig. 2. 19 Calcul de /' ona positiva de tensió en una situació general. 
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Acabarem aquest apartat amb les observacions següents: 

a) La potencia mitjana neta que flueix en la Unia cap a la dreta val: 

1 
pez) ; 2" Re [V(z)r(z)] : 

= _1_( 1V'i2 -1V-i2) = r _ p-
2Zo 

39 

(2.51) 

amb les evidents definicions per a les poténcies P+ i p. associades amb I -ona positiva i 
la negativa, respectivament. En termes del coeficient de reflexió: 

ja que Ip(z) I és constant en tota la I[nia. 

b) Per a c~rregues passives (ZL =RL +jXu essent RL>O) IPLI < 1; en efecte: 

la qual cosa és conseqüent amb el resultat anterior per a P; la poténcia reflectida mai no 
pot ser més gran que la incident. 
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"~' 
t=Q 

V,' 

:9 ZL 

v' • Ev; = = 
i-1 1 - POPLe-2IPI 

Za,a 

PG P
L 

VoZo 1 
= 

Zo+Zo 1 - PIPO 

• v1 
v· 

1 e-jP 

P L V,. e -2¡PI 
) 

P L V,. e -¡PI 

2 p~ e -4jPI PL 

Fig. 2.20 Repetici6 del calcul de la figura anterior, considerant el regim transitori generat 
a partir del tancament de l' interruptor. 

2.6 Ones estacioniuies 

Quan en una Irnia en régim sinusoidal estA excitada només una ona progressiva (positiva 
o negativa), un observador pot identificar experimentalment la situació amb un voltlmetre 
(que mesura 1 • amplitud o el valor efica" de la tensió de r.f.) ja que en despla.;ar-se al l1arg 
de la Unia la lectura romandrA constant: 

I V(z) I = IV'e-¡P'1 = Iv'l (2.54) 

Tanmateix, en la situació més general, quan en la Ilnia es propaguen simultAniament una 
ona positiva i una altra de negativa, hem vist en el parAgraf anterior que el mOdul de la 
tensió fluctua entre un valor mAxim: 
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(2.55) 

que es produeix quan els vectors V' e-i/lz i V·eiI' se sumen en fase, i un valor mrnim: 

IVI .... = IV'I-Iv-I (2.56) 

que es produeix justament a una distancia de A/4 a la dreta o al' esquerra de la situació 
del valor maxim, com es pot comprovar facilment a partir de la interpretació gratica de la 
figura 2.15, ja que cada vector avanc;a o retrocedeix "/2, i s 'hi acumula un desfasament 
relatiu de " radians. 

De manera més precisa, en aquesta situació general tindrem: 

(2.57) 

essent p(O) = Ip(Oll exp ve) i, en conseqüéncia: 

IV(z)12 = IV'12 [1 + Ip(O)l2+ 21p(O)1 cos(2pz +8)] (2.58) 

situació que esta representada a la .figura 2.21 i a la qual ens referirem com a ona 
estacionaria. Si bé una ona estacionaria queda ben definida mitjanc;ant el mOdul del 
coeficient de reflexió, acostuma a caracteritzar-se a partir del quocient: 

Ivl_ 
S = -- = 

I vi .... 
Iv+I+lv-1 _ 1 +Ipl 
IV'I-IV-I - 1 -Ipl 

(2.59) 

anomenat re/ació d 'ona estacionaria (en anglés, VSWR o Vo/tage Standing Wave Ratio), 
la magnitud de la qual varia entre els valors 1 per a una Unia adaptada (sense reflexions) 
i '" si en la Irnia hi ha un obstacle que reflecteix tota l' energia incident, I p I = 1. Fre· 
qüentment, el seu valor ve donat en decibels (recordeu que S representa un quocient de 
tensions): 

S(dB) = 20 logS (2.60) 
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, 
W(z)! = I V+ I [1 + I p(O)!2 + 2Ip(O)1 cos(2 Jlz + e)J' 

1.. I J. • , 
>./4 ' 

z 

I vl máx 

Ivl mín 

Fig.2.21 Distribució de /'amplitud de la tensió en una IInia amb ones estacionaries. 

(p=-l) 

--------bI (c.c) 

z=o 

A/2 

I 

----\-7',-:7"'\--
v 

v = 2jV+ sin pz 

2V+ 
1 = --cospz 

z. 

(p=l) 

• 
(c.a) 

• 
z=o 

Ivl 

------"------''-------'''---j I 1 I 

v = 2V+coSJlz 

1 2 · v+ . " = - J-sln .. z 
z. 

Fig. 2.22 Distribució de la tensió i del corrent en una IInia de transmissió en curt circuit 
i en circuit obert. 
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Dues situacions analfticament senzilles i de for.;:a interés són les d 'una Ifnia en curt circuit 
i en circuit obert (fig. 2.22), a les quals tornarem més endavant quan parlem de Ifnies 
ressonants. Observeu que en aquest cas les tensions i els corrents estan en quadratura i 
proporcionen poténcia mitjana nuHa cap a la dreta. Alhora, ha desaparegut tot vestigi de 
propaga ció, ja que, per exemple, en el cas de C.C.: 

v(t,t) ~ 2)V') Sin(lIt)'cos(wt+4>'+ ~) (2.61) 

És a dir, tots els punts de la Ifnia estan simulténiament en fase, independentment de la 
seva posició. 

2.7 La carta de Smith 

L 'expressió (2.41) que dóna la transformació d 'impedAncies en tota una Ifnia no solament 
és de célcul molest (qüestió poc greu avui grécies a les calculadores i als ordinadors), sinó 
que és de dificil interpretació i no permet treure conclusions senzilles sense recórrer a 
célculs complexos. Un ajut grMic de for.;:a utilitat és el proposat per P.H. Smith al 1939 
(els russos l' atribueixen a Volpert, que sembla que el va proposar, independentment de 
Smith, al mateix any, a la Unió Soviética) i que descriurem a continuació. 

Descartat el pla de Z = R + jX com a base, ja que valors infinits de R i X formen part de 
situacions préctiques, la conveniéncia d' utilittar el pla de coeficients de reflexió p és 
immediata, ja que tates les impedéncies (passives) produeixen Ip I < 1 i, per tant, totes 
estan contingudes al' interior d 'un cercle de radi unitat. 

Per tant, la transformació: 

- 1 +" Z = -'--"-
1 - p 

(2.62) 

(noteu que utilitzem impedéncies nonnaIitzades a Z.) transfoona punts del pie complex Z = R + j X 

en punts del pla complex p = u + jv amb la propietat important següent: qualsevol circumfe-

réncia en el pla Z es transforma en una altra circumferéncia del pla p. Recordeu que les 

Ifnies rectes són un cas particular de circumferéncies en les quals el seu radi es fa infinito 
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Aquesta propietat es pot verificar fAcilment si recordem (fig. 2.23) que l' equació (a partir 
d 'ara prescindirem de la barra sobre la Z per indicar normalització) 

(2.63) 

amb e complex i 8 real, representa una circumferéncia de centre e (coeficient de Z' 
canviat de signe) i radio 

(2.64) 

Si tornem a (2.62) i suposem que Z pertany a una circumferéncia, lIavors: 

x 

Z = .!.::..e. = e + A 
1 - p 

z 

A 
z 

.!.:..e. -c = (1-C) +p(1 +C) = A 
1-p 1-p 

(2.65) 

Z = C+A 

IZ-c¡2 = 1A)2 - (Z-C)(Z'-C') = 1A12 

Fig. 2.23 Equació, en el pla complex de les Z, d'una circumferencia de centre e i radi lA l. 
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X 1 f (Z) 
v 

P 

2 

~ ~' u 
R 

2 ' 
1 ' 

Fig. 2.24 Propietat de conformitat de les transformacions del pla complex, p =f(z). Els 
ang/es transformats f/I i f/I • són igua/s. 

Si prenem el mOdul en ambdós membres resulta: 

= 11-cl'+lpl'll+cl'+p(1 +c)(1-c·)+p·(1 +c·)(l-c) 

Ipl'- p[1A12 +(1-c)(1 +c)]+p·[IAI'+(l-c)(l +c·)] + 
1AI' -11 + el' 

+ 1AI' -li _el' = O 
1AI' -11 + el' 

(2.67) 

(2.66) 

equació identificable amb la d' una circumferéncia en el pla de p, de centre radi 
calculables immediatament, com volfem demostrar. 

En general, tota transforma ció complexa té, a més, la propietat de ser conforme excepte 
en punts singulars; és a dir, si dues corbes es tallen formant un cert angle en el pla Z, les 
seves transformades es tallen formant el mateix angle en magnitud i sentit (fig. 2.24). 

La construcció de les Ifnies de resisténcia constant i react~ncia constant en el pla de p 
(carta de Smith) es podria realinar a partir de I'expressió (2.67), perO és més senzill i 
instructiu fer-ho segons les consideracions següents: 
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a) Una circumferéncia queda determinada si en coneixem tres punts. Si. a més. 
tenim informació suplementaria (per exemple. coneixem la recta en la qual es 
troba el seu centre) el nombre de punts es pot reduir (per exemple. les dues 
interseccions amb la recta del centre. que determinen un diametre). 

b) A tots els punts de I-infinit del pla Z (R .... oo. X .... oo o ambdós) els correspon p= 1. 

c) A valors de Z simétrics respecte a 1-eix de les abscisses els corres ponen valors 
de p també simétrics respecte al- eix d -abscisses: 

(2.68) 

Per tanto a corbes simétriques respecte al-eix R en Ztambé corresponen corbes 
en p amb la mateíxa simetria. En particular. les Ifníes de resisténcia constant 
en Z seran transformades en cercles en p amb un díametre sobre I -eix real (fig. 
2.25). per la qual cosa la seva identificació només requereix dos punts. un deis 
quals és p = 1 . 

Amb tot aixó. la construcció deis cercles de resisténcia constant de la figura 2.25 és molt 
senzilla i no requereix explicacions addicionals. Per construir els de reactancia constant. 
una vegada es tenen els anteriors. n -hi ha prou amb partir deis punts a. b. C. die (fig. 
2.26). i recordar que. en virtut de la conformitat. han de tallar ortogonalment les Ifnies 
R = ct i confluir en el transformat del punt de I -infinit del pla Z. és a dir. el punt p = 1 . 

Que totes aquestes circumferéncies de X = ct tinguin el seu centre en la recta u = 1 (recta 
vertical tangent a la carta de Smith per la dreta) es pot veure de la manera següent: si 
Z, =R+jX i Z2=-(R+2) +jX. lIavors: 

p, -1 R+¡X-1 -1 -2 
R +jX + 1 (1 +R) +jX 

P2 -1 
-2 (2.69) 

-(1 +R) +jX 

és a dir. P, i p. són simétrics respecte a la recta u = 1. Per tanto la circumferéncia completa 
transformada de la recta x=ct (-00 <R< 00) ha de ser simétrica respecte a aquesta recta 
i tenir-hi el seu centre. 
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O 

te te te te 
v 

Z 

d 

e f g(R~l) h u 
R e a,e 

b 

+ + + + 
b 

a a a a 

R=O, Ipl = 1, cercle deradiunitat. Elpunte (R=O, X=O) correspon ap=-1. 
Als punts de ¡-in/init (a,e) els correspon p= 1. 

RotO, R< 1: al punt fli correspon p=(R-1)/(R+ 1)<0 
RotO, R= 1: al punt 9 li correspon p =0 
R> 1: al punt h li correspon p=(R-1)/(R+ 1»0 

Fig. 2.25 Construcció de les Ifnies de resistimcia constant en la carta de Smith. 

v 
x ·.d 

e p e 
Z 

d 

e O u 
R e 

b 

' .. ?l. a b 

Fig. 2.26 Construcció de les Ifnies de reactancia constant. 
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o 'aquesta manera ens trobem amb la construcció de la figura 2.27, que és la versió de 
la carta de Smith emprada més sovint. 

Referint-nos a la transformació d' admitllncies: 

1-Y 
P = 1 + Y (2.70) 

s' observa que és idéntica a la d 'impedancies (2.62) excepte per un canvi de signe que 
su posa un gir de 180'. No cal, per tant, tornar-la a dibuixar. 

Idealment, seria bo disposar d 'una carta que tingués dibuixades simultaniament les malles 
de Irnies de Z i de Y (fig. 2.28). O'aquesta manera, donat un cert valor de p, la seva 
localització a la carta de Smith ens proporcionara simultaniament, per lectura directa, els 
valors de Z i y als quals correspon. 

2.8 Propietats basiques de la carta de Smith 

Hem vist que hi ha una correspondéncia biunrvoca (excepte per als punts de I 'infinit) entre 
els punts del pla de p i els del pla de Z o Y, de manera que la situació d 'un valor particular 
de p a la carta de Smith ens proporciona per lectura en les malles de Irnies de Z o Y els 
valors corresponents. Recrprocament, la situació d 'un valor particular de Z (o bé Y) en la 
malla corresponent coincideix amb l' extrem del vector de p associat, que es pot lIegir 
tenint en compte que el radi de la carta de Smith es correspon amb Ipl = 1 (vegeu una de 
les escales interiors), i que la periféria de la carta de Smith esta marcada en graus 
sexagesimals. Pel que fa a la carta de les Z, noteu les propietats Msiques següents: 

1) La part superior, v>O, correspon a impedancies inductives, X>O, la inferior a 
capacitives, X < O. 

2) Les resistencies més grans que la unitat, R> 1, estan contingudes dins del cercle de 
resistencia constant que passa per I 'origen. Aquest últim (punt R= 1) es corres pon amb 
la impedancia (resisténcia) que adapta la Unia. 

3) El coeficient de reflexió en una Unia val: 

p (z) = p (O) e2jp, (2.71) 
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De manera que quan ens movem per tota la IInia Ip(z) I resta constant, mentre que la se va 
fase varia linealment amb la longitud a raó d'una circumferéncia completa (360·) cada 
mitja longitud d'ona. D'aquesta manera, el vector representatiu a la carta de Smith gira i 
es pot lIegir en cada moment la impedancia Z(z) sobre la malla de Ilnies de la carta de 
Smith (fig. 2.29). Observeu que el sentit de gir és positiu (antihorari) si ens movem cap 
a la dreta (cap a la carrega) i negatiu (horari) si ens movem cap al' esquerra (cap al 
generador). Noteu (fig. 2.27) que la periferia de la carta de Smith esta graduada també en 
longituds d 'ona i que els sentits de gir (generador i carrega) hi són també indicats. 

4) En els punts en qué I VI és mbim, 111 és mlnim i la impedancia és resistiva i pren el 
valor maxim donat per: 

IZ(z)l..a. = R. = S (2.72) 

En efecte, I VI és mbim quan V' exp(-jpzI i V'exp{jpzI se sumen en fase, i lIavors 
r = V'IZo ir = - V'/Zo se sumen en oposició de fase i produeixen un vector I coHineal amb 
el vector V (fig. 2.15). 

De manera que: 

(2.73) 

Amb Zo = 1 (valors normalitzats) resulta Z=S, com vollem demostrar. 

Analogament, on I VI és mlnim, 111 és mbim i la impedancia torna a ser resistiva i, 
aquesta vegada, mlnima i de valor: 

1 
IZ(z)l .... = R. = -

S 
(2.74) 

Aquests punts es corres ponen a la carta de Smith amb I 'eix real (reactancia nuHa). 

Pel que fa a la carta d' admitancies, ja hem indicat anteriorment que és la mateixa que la 
d'impedancies girada 180·, i que seria bo disposar d'una malla doble com la de la figura 
2.28. A la practica, aquestes malles dobles són molt molestes, i resulta més senzill, per 
calcular el valor de l' admitancia, lIegir el valor de l' oposat per l' origen a la mateixa carta 
de Z (fig. 2.30). En aquest cas, cal anar amb compte amb els signes de la susceptancia 
B i recordar que són oposats als del valor corresponent de X. 
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NAME: TillE 0.6. NO. A 

SMITH eHAAl rOA .. 82-BSPR 19-661 "'AY [LECT R le COMPANY. PINE BROOK. N J.. 01966 PRINTEO IN U S.A 
DATE 

IMPEDANCE OR ADMITTANCE COORDINATES 

Fig.2.27 Carta de Smith. 
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Z=R+jX 
Y=G+jB 

(r 
\ \ 
\ 

X> O 

B < O 

x < O 

B> O 

Fig. 2.28 Carta de Smith amb malles de IInies de Z (IInies contlnues) i de Y (IInies 
discontlnues) 

51 

I I I f'" 
z decreixent 0 
(generador) P (O 

= P (z3) 

z creixent \ \ 
z=O 

(carrega) \ 
p(z) =p(O)e2iIJZ 

Fig. 2.29 Evolució de p(z) a la carta de Smith quan ens movem per tota la IInia. 

Exemple 1 El procés basic en qué es basa la utilització de la carta de Smith és el següent: 
Suposem una Unia carregada amb una impedancia (normalitzada) Z = 1 + j. Aquest punt es 
localitza a la carta de Smith (punt A, fig. 2.30); el coeficient de reflexió p ve donat en 
mOdul i en fase pel vector complex OA (en aquest cas DA =0.45·6"·11). Si ara ens movem 
cap al generador, segons (2.71) el punt representatiu es mou a la carta de Smith alllarg 

z 
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x > o 

+--+--f--l-,,,,,,-t-=B < o 
X < o 
B > o 

PuntA: valordeZ=R+jX 

PuntA': (oposat per rorigen) 
valor de Y= 1/Z=G+jB. 

Fig. 2.30 Lectura del valor de I'admitancia corresponent a un punt A. 

de la circumferéncia centrada al' origen i Que passa per A en el sentit de les busques del 
rellotge i Que indica, per a cada valor de la posici6 en la Unia z, el corresponent valor de 
la impedancia. Noteu Que Quan es recorre A/2 el punt torna a la mateixa posici6 en la carta, 
la Qual cosa es correspon amb el fet Que la impedancia al lIarg de la Unia és periOdica de 
perlode A/2 .• 

Exemple 2 Determinació d'imped~ncies en el laboratori 
Suposem Que allaboratori es fan els mesuraments següents en una Ilnia de transmissi6 de 
Zo=50n a 500 Mhz: 

I VI.".;, =6.0 V; 
I Vlmm=3.0 V; 
distancia d'un cert mlnim de voltatge a la carrega: 142.5cm. 

Volem calcular el valor de la impedancia de carrega ZL' 

En primer lIoc obtenim S: S = I VI_/ I VI mm = 2. 
D'aQur podem obtenir Ipl =(S-1 )/{S+ 1) = 1/3, perO també podem localitzar-Io directament 
a la carta tenint en compte Que S=RM , amb la Qual cosa situem immediatament el cercle 
sobre el Qual ens hem de moure (fig. 2.31; puntA). D'altra banda, a 500 Mhz VI =60 cm), 
142.5 cm s6n 2A + (3AI8), Que alhora, a efectes d 'impedancia, equivalen a 3A/8. 
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r~_ . I~-:E 00 
A 

IMPEDANCE OR ADMITTANCE COORDINATES 

Fig. 2.31 Utilització btJsica de la carta de Smith per adaptar impedancies lexemple 2). 
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Localitzat a la carta el punt corresponent a un m(nim de voltatge (punt B, m(nim 
d 'impedancia) la impedancia de carrega cercada s 'obtindra girant en sentit contrari a les 
busques del rellotge l' angle equivalent a 3A18 (3/4 de circumferencia) fins a arribar a C; 
lIegim lIavors Z, = (0.8 + jO.6), és a dir, Z, = (40 +130)0. Si volem obtenir el valor de 
I 'admitancia corresponent, ho podem fer per lectura directa de la carta (punt C '): 
Y, =0.8-jO.6 = (16-j12) mS. 

En molts casos no és possible determinar amb precisió la distancia entre la zona de 
mesurament i la carrega. En aquest cas, si se substitueix aquesta carrega per un curt 
circuit, n' hi ha prou, a efectes de calcul d' impedancies, amb suposar la carrega en un 
punt de tensió nul'la a la zona de mesurament, ja que la distancia d 'aquest punt a la 
carrega sera un nombre enter de semilongituds d 'ona .• 

2,9 Adaptació d'impedimcies 

Fixem-nos en el punt D de la figura 2.31 de I 'exemple anterior. Correspon a tots els punts 
de la I(nia que es troben a una distancia de 0.027'\ +nAl2, amb n =0,1,2, ... i en ells 
Z= 1 +jO.7. Si en un d 'aquests punts qualsevol hi introdu"im en serie amb la Unia una 
impedancia reactiva jX=-0.7, la I(nia queda adaptada (fig. 2.32) ja que immediatament a 
I 'esquerra d 'aquesta impedancia afegida tenim: 

Z = (1 + jO.7) - jO,7 = 1 (2_75) 

Haur(em pogut procedir analogament en els punts de la I(nia corresponent a D '; per a ells 
Z=1-jO.7 i la impedancia que s'hauria d'afegir seria inductiva,jX=jO.7. 

Aquest procediment d 'adaptar impedancies no acostuma a ser el més utilitzat, ja que 
normalment és més facil introduir elements en paraHel en una I(nia de transmissió que no 
pas en serie (ja que requereix la interrupció deis dos conductors de la Unia). En aquest cas 
haur(em de fixar-nos en el punt E (fig. 2.31) per al qual Y=l +jO.7. El pla corresponent 
es troba a 0.277,1 (+ nAl2) de la carrega i si en aquest pla hi afegim en paraHel una 
susceptancia de valor jB=-jO.7, I 'admitancia que es veu immediatament a la seva 
esquerra sera Y = 1 (fig. 2.32) i la Unia també queda adaptada. Noteu que, com que 
I 'element adaptador és reactiu, tant en un cas com en I 'altre tota la potencia lliurada pel 
generador a la Unia de I 'esquerra és absorbida per Z,. Altrament, en el tros de la I(nia a la 
dreta de jX, o jBp hi ha una ona estacionaria amb un coeficient de reflexió: 

(2-16) 
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També hem de dir que, normalment, la susceptancia que s" introdueix es realitza amb una 
secció de Irnia de transmissió amb el seu extrem en curt circuit o bé en circuit obert amb 
la qual, com hem vist, es pot aconseguir qualsevol valor de reactancia variant la posició 
del curt circuit o del circuit obert. 

a) 

j X =- jO, 7 ,,( _0....:,....:0....:2..:.7....:A_+....:n..:.A....:/....:2'---7) 

Z~ __ l~ __ ~~ ___ Zo_=_l __ ~:u~ ZL 
0,8 + jO,6 

D e 

Z, = 1 +jO.7 

Z = Z, +jX = 1 +jO.7 -jO.7 = 1 

b) 

( 0,277>. + nAO) 

~ Z =1 ] ZL O,8+jO,6 
jB=-jO,7 o 

E e 

Y, = 1 +jO.7 

Y = Y,+jB = 1 +jO.7-jO.7 = 1 

Fig. 2.32 Adaptació d "impedáncies en una flnia. Adaptació amb una reactáncia en serie, 
a, i amb una susceptáncia en derivació, b. E/s valors indicats fan referencia a 
f"exemple de la figura 2.31. 

Exemple 1 Suposem, per simplificar una mica les expressions, que la impedancia de 
carrega és resistiva i més gran que Z. ' de manera que p, " sigui real i positiu (fig. 2.33), 
En el pla de jB (z = O) tindrem: 
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V+ -7 -7 V'+ 
~ V'-

~~', [ Zo = 1 ~j' Zo = 1 ! ~>'" 
VG '" 

z = -~l z=o z = ~2 

~Yi 
Y~+jB=l Y.= , , 

p/(O) 

W'12 
p=-

2 

Fig.2.33 Curt circuit utilitzat com a exemple a I'apartat 2.9. Se suposa quejB adapta RL 

a la Ifnia. 
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p'(O) 
V

'
-

= pILe-2J~ .. (2.77) 
Vi. 

Y, = 
1-P'Le-2J' .. (1 - pILe-2J''') (1 + P'Le''''') 

= 
1 + P'Le-'"'' (1 + P'Le-2J''') (1 + P'Le2J''') 

(2.78) 

De manera que : 

(2.79) 

De la primera també s ·obté: 

(2.80) 

equació que, evidentment, té dues solucions (punts E i E' de la figura 2.31 l. Si per 
exemple escollim la que es troba al segon quadrant (90·<2P1 2 <180·" de manera que el 
sin(2pl21 sigui positiu, resulta: 

(2.81) 

i, per tant, 

(2.82) 

Aquest resultat posa de manifest la propietat evident a la carta de Smith (fig. 2.31 I que 
si el coeficient de reflexió a adaptar és proper a la unitat, la reactancia necess;)r;a pren 
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valors molt grans. En aquest cas també succeeix que l' adaptació és molt sensible a la 
freqüéncia, i petites variacions d 'aquest tipus desadapten fortament la Unia. 

Considerem ara el balanc; de potencia en ambdós trossos de Unia: 

Iv'I2 P =--
2 

Per continu'itat de tensions en z = O: 

de manera que: 

expressió que, en vista de (2.79), també es pot escriure 

Iv'12 = lV'I2 
1 - p~ 

de manera que P = P " com calia esperar. 

(2.88) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

Juntament al procediment d' adaptació exposat n' hi ha d' altres, també utilitzats molt 
freqüentment, que descriurem a continuació: 

1) Transformador en ),/4 

Hem vist abans la propietat inversora d 'impedancies d 'una secció de Ilnia en A/4. 
D 'aquesta manera, una carrega resistiva R, es pot adaptar a una Unia d' impedancia 
caracterlstica Z. mitjanc;ant una d 'aquestes seccions (transformador en A/4) d 'impedancia 
característica (Z. ')2 =Zfi, (fig. 2.34a). 

Si la carrega no és resistiva hi ha dues opcions. Una consisteix a inserir el transformador 
en un pla on la impedancia d'entrada sigui resistiva (plan s 1 02, fig. 2.34b). L'altra 
consisteix a cancel'lar la part reactiva de la impedancia de carrega amb un element reactiu 
en série o en paral·lel i afegir-hi després el transformador (fig. 2.34c). 
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al 

( 

bl 

( 

Z~ = JR~ZD 

cl 

A/4 

A/4 

Z o 
o 

Z, = Zo 

r RO 
L 

: Z 
OZL o , Pla 102de 

la cana de Smith 

Z : Z o 
o o -jB~ O O 

( 
A/4 

~ Z o 
o 

Fig. 2.34 Adaptació d ·impedancies amb transformadors en A/4: 
al O . una carrega resistiva. 
bl O • una carrega complexa. 
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ZI2 
Z, = RO = Zo 

L 

2 1 

Z' =~o o G 
. L 

Z~ = JZoRL 

cl /dem per canceNació de la part reactiva i reducció del cas a. 

2) Sintonitzador doble 

En aquest cas es disposen a la líniao en poslclons fixes o dues reactancies variables 
constru"ides normalment amb seccions de Irnia en c.c. de longitud variable. D· aquesta 
manera, si es canvia la impedancia de carrega o es varia la freqüéncia o I • adapta ció es pot 
refar canviant només la posició deis curt circuits de les Irnies connectades en paral·lal. 
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z "'(---7.)z 
1 2 

posicions de ¡B, i ¡B, (z, i z,J fixes 

'. yo 
L 

~\ 

Circuits de microonfls 11mb IIni8s de trsnsmissió 

Fig. 2.35 Adaptaci6 d'una impedancia amb un sintonitzador doble. La zona ratllada es 
el l/oc geometric de les YL • que no es poden adaptar. 

El procediment d 'adaptaciO és senzill de comprendre amb I • ajut de la carta de Smith (fig. 
2.35). Primerament, emprarem el valor d 'admitancia Y, ' en el pla Z2' ja que la seva 
transformaciO des de Y, a la carta de Smith és evident. En segon lIoc, cal dibuixar el cercle 
a obtingut en girar el G = 1 la distancia 1 en direcciO cap a la carrega. 

Considerem ara l' admitancia vista immediatament a l' esquerra de ¡B2 : 

(2.87) 

Aquest valor estara situat sobre el cercle de G constant que passa per Y, '. Si fem que ¡S2 
sigui tal que Y, estigui també en el cercle a,l'admitancia Y, vista des de la dreta dejS, 
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estara situada sobre el cercle G = 1 (per la rnateixa construcció del cercle al. ¡;s a dir: 

Y, = 1 + jB (2.88) 

i nornés resta fer 8, = -8 per aconseguir I . adaptació que buscavern. 

En aquest procés queda palesa la necessitat que el cercle de G = ct que passa per YL ' talli 
el cercle a. Per tant, totes les adrnitancies YL ' que estiguin al' interior del cercle de G = ct 
tangent al cercle a no podran ser adaptades (fig. 2.35, zona ratlladal. 

a) b) e) Z 1 4 L 
Zo~nL :J]ZL 

l' 4 ' 

:DZL Zo~J:) ZL 
d) el 

Fiy. 2.36 Adaptació d 'impedancies amb xarxes reactives enL: 
a) Camins possibles dibuixats sobre la carta de smith Que condueixen a dues 

solucions en serie i en paraNel (1-2;-1_'-2_:;'iy, b) o dues solucions en 
paraNel i en seríe (3-4, 3'-4', fiy, e), 

d) Situaeió en la Qual desapareixen les solueions en paraNel i en serie (GL > 1), 

e) Situaeió en la Qual desapareixen les solueions en seríe i en paraNel (RL > 1). 
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Maxima transferencia de 
potencia si ZL = ZQ' 

Fig. 2.37 Modificació del procés d 'adaptació de la figura anterior per aconseguir una 
adaptació de maxima transferencia de potencia a un generador arbitrario Noteu 
que la impedancia de referencia (Z,) és irrellevant en aquest problema. 

3) Xarxes reactives en L 

Recordem Que, si a una carrega ZL ti afegim una reactancia en série, el punt representatiu 
sobre la carta de Smith es mou sobre el cercle de R constant Que passa per ZL ; i si 
l' afegim en paral'lel, ho fa sobre el cerde de G constant. 

Amb aquestes normes basiQues la figura 2.36 és autoexplicativa; l' addició successiva 
d • elements en série i en paraHel, o,'viceversa, ens porta de ZL al' origen (p = O) a través 
de Ifnies de R constant-G const!lrrt, si els valors de les reactancies s • escullen adeQuada­
mento S· obtenen aixf Quatre possibles solucions de xarxes adaptadores. 

Altrament, si la impedancia Que s 'ha d 'adaptar esta dins del cerde de G= 1 (fig.2.36d), 
o dins del de R= 1 (fig. 2.36e), és evident Que el nombre de possibles xarxes solució es 
redueix a només dues. 
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2.10 Comportament amb la freqüimcia 

Fins ara, els processos d • adaptació d 'impedancies els hem realitzat a freqüéncia constant, 
sense ocupar-nos del seu comportament quan la freqüéncia varia. Com a exemple 
considerem la figura 2.38 la qual mostra un transformador en Al4 a la freqüéncia " ' i 
estudiem com canvia el coeficient de reflexió en la Ifnia d 'entrada immediatament abans 
del transformador, P" 

Tindrem que: 

-

on hem definit: 

Noteu que ara: 

1 + P, 
Z, = Zo2--

1 - P, 

Zo2 (1 + pJ - Zo, (1 - pJ 
Zo2(1 + pJ +Zo, (1 - pJ = 

(2.90) 

(2.91) 

-

(2.89) 

en canviar la freqüéncia, descriu sobre la carta de Smith un cercle de radi Ip21 Ifig. 2.38b, 
on s 'ha suposat R2 >Z02 per fixar idees). Per aixO, atés quep,' és constant i (2.89) és, per 
tant, una transformació bilineal, P, també descriu un cercle a la carta de Smith quan canvia 
la freqüéncia (fig. 2.38cl. de tal manera que per a w=w. (lfnia en Al4)la Unia d'entrada 
esta adaptada (centre de la carta de Smithl. 

Si bé I 'acabament del problema de manera exacta no su posa cap complicació greu, en 
aquest punt és convenient fer I 'aproxima ció que els coeficients de reflexió implicats són 
petits; concretament que: 

)p~l« 1 
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al 
R2 -Z02 P PI = -2¡P." 

1 
r~ 

t
2 

P2 e P2 
R2 +Z02 

ZOl'S= Z02' 82 JR2 ZI- Z Ol • 
PI = PI + PI 

= = 
ZI +ZOI 

~Pi ~ 1 + P~ PI 

z02- ZOl P2 
P~ :o 

z02+ z 01 
p~ + P2e-2iPafa 

1 +.p~ P2e-2iP ••• 

a 

bl el 

(Suposant R.>Zo;) 
w. tal que Plwj'.="/2 

Fig. 2.38 Comportament amb la freqüeneia d 'un transformador en A/4: 
al Definieions i relaeions basiques. 
bl Evolueió de Pi amb la freqüeneia a la carta de Smith. 
el Idem per a P" 
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de manera que: 

(2.92) 

En aquest cas, (2.89) se simplifica a: 

(2.93) 

La representació gratica a la carta de Smith continua essent un cercle (fig. 2.39), peró més 
facil d 'interpretar que en el cas general. 

Amb aquest grau d' aproximació és evident que, per a aconseguir adaptació (suposem 
R,>Zo,>Zo,): 

o 
p, = P2 (2.94) 

és a dir, Z02 = J Zo, R:z . A més, de (2.93) també s 'obté: 

(2.95) 

Amb aquesta expressió és filcil calcular I . amplada de banda del transformador per a un 
valor maxim permés de Ipl,lplM (fig. 2.39). 

Exemple 1 Suposem l' adaptació de 75n a 50n (R, = 75n, Zo, = 50n). En aquest cas: 

Zo2 = J50'75 = 61.24 el 

o p, = P2 = 0.101 I I'~ 1'.1 = 0.010 (2.96) 

Resulta, p,(w=O)=2p,'=O.202 (el valor exacte és 0.2). Si fixem un valor maxim 
permissible IplM I'amplada de banda relativa és: 
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B; 
(,,)2 - (,,)1 

"0 

; 2 lIo':! - II,~ ; 2 d (1I'2l 
110 '2 lIo':! 

Ipl" ; 0.02 B = 12.62 % 

Ipl" = 0.05 B = 31.85 % 

(2.97) 

etc. 

Observe u el següent: el transformador també funcionaria a la freqü~ncia w, si en comptes 
de ,1/4 tingués 3A/4 = (4) + (2) de lIargaria i, en general, si tingués (4) + (nA/2). En 
canvi, en el cas 3A/4, per exemple, la variació de ¡p,¡ amb la freqüéncia és més rapida 
(fig. 2.39, Irnia de punts) i, per tant, I'amplada de banda aconseguida seria menor. Per ser 
concrets, es pot comprovar que es redueix a un tere; del valor anterior, ia que a (2.97) el 
numerador I!.(pt 2) (en radians) continua prenent el mateix valor, mentre que el denomina­
dor passa de valer n/2 a valer 3n/2. 

Aquesta conclusió és completament general; I • amplada de banda de les estructures en qué 
intervenen Irnies de transmissió es redueix proporcionalment a la se va longitud quan 
s' afegeix un nombre enter de semilongituds d' ona. lOs evident que, si en comptes d 'una 
secció en A/4 n' hi posem més, augmentem els graus de llibertat del sistema i podrem 
modificar l' amplada de banda de l' adaptació, definida com en l' exemple anterior. En 
particular, podrem augmentar el nombre de zeros de ¡pI, com s'indica en I'exemple 
següent. 

Respecte a la figura 2.40, considerem dues seccions en ,1/4 a la freqü~ncia w" les dues 
amb la mateixa constant de propagació, per simplificar. Amb les mateixes definicions i 
aproximacions anteriors tindrem: 

P2 = p~ + P3e-2j~1 

(2.98) 

amb (2.99) 
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• 

!P i ! 
2pO 

1 

! P!M . ',' 

Fig. 2.39 Versió del cercle de P, de la figura anterior per al cas de reflexions petites i 
representació grafica del módul del coeficient de reflexió en funció de la 
freqülmcia. 

67 
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t 
)( t 

) ZOi+1 - ZOI ( • 
PI!, !' P3 !' Pi = 

Z"'+1 +Zoi P2 

ZOl' S : Z02' S : Z03' S J R3 (i=1,2) • = P3 P3 

L, pO L, P~ P1 • e-2ifU 
1 

= P1 + P2 

• e-2j~1 P2 = P2 + P3 

(Suposarem R3>Z03> >Zo, de manera Que els pt síguín posítíus) 

Fíg. 2.40 Transformador de dues seccíons, construccíó grafíca a la carta de Smíth per 
obtenír el coefícíent de reflexíó, í presentacíó grBtíca de I p I (lfnia sólida). La Ifnia 
de punts per a Ip I representa el cas partícular de comportament amb dos zeros. 
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D' aquesta manera, p" sobre la carta de Smith, ve donat per la composició de tres vectors 
p,'(fix), P2', que gira a raó d'una volta completa per a 0<w<2w" i P3' que gira dues 
voltes completes en el mateix marge (a la figura es representa el cas R3>Z03>Z02>ZO" 
de manera que P3,P2'P, > O). És evident a la construcció griUica que P, descriu una cicloide 
(en un procés del tot idéntic al que, en el sistema de Ptolomeu, els astrónoms feien girar 
els planetes per explicar les seves trajectóries aparentment complexes), i es compren 
I'aparició de bucles en la trajectória, que ens tornarem a trobar més endavant en parlar de 
circuits ressonants. 

Tornant a I'exemple, si volem tenir dos zeros de Ipl (lfnia de punts, fig. 2.40), és a dir, si 
volem que el vértex del bucle passi per I 'origen a la carta de Smith, ens cal que: 

- a e 
-P~ % J(p~t -4 p~ Pa 

2Pa 
(2.100) 

Peró S ha de ser complex i tenir de módul la unitat: 

(2.101) 

Aixr doncs, tindrem: 

(2.102) 

(2.103) 

mentre que: 

(2.104) • 
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Exemple 2 Suposem, com a I'exemple 1, Zo,=50n i R, =R,=75n, IpIM=O.Ol. 
Tindrem que (noteu que P"P2 i p,>O): 

p, + P2+ Ps = Po+2p, = = 0.2 
75 +50 

o o p, • 0.0525 = Ps o o o o o 75 - 50 I 
o o 

2p, - P2 = 0.01 
o 

P2 = 0.095 (2.105) 

Per a I'amplada de banda (w, =extrem inferior de la banda, fig. 2.40): 

cos(211,.) = -
B = 2 goo - 72.0~ 100 = 39.95 % 

900 

p,' = 72.0~ 

(2.106) 

Compareu-ho amb un únic transformador (exemple 1 ),on per al mateix valor de Ip,l M 

s 'obtenia 8=6.3%. 

Si haguéssim optat per fer els dos zeros de Ip,l coincidents en w=w, (zero doble): 

per tant: 

co5(2P') = 
I p,I,,- p~ 

2p~ 

o o ) 2p,+P2=0.2 

o o O 2P,-P2 = 

o 
p, = 0.050 o Po = 0.10 

- B = 28.71 % (2.107) 
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El que aeabem de fer només és un exemple senzill de slntesi de Ip,1 amb res posta de 
T xebixev (zeros diferents, arrissada eonstant) o Butterworth (zeros múltiples, amb res posta 
maximalment plana). La teoria general de srntesi de transformadors múltiples d'impedanei­
es és senzilla i es pot trobar en textes de mieroones més avanf;ats. 

Fig. 2.41 Resposta d 'un transformador senzill (1), doble amb dos zeros separats (2) 
(Txebixev), i doble amb dos zeros eoineidents (31 (Butterworthl. 
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Capftol 3 línies de transmissió (11). Perdues, dispersió i línies 
més comunes 

3.1 Introducci6 

Fins ara hem considerat Irnies ideals, és a dir, hem ignorat la resisténcia deis conductors 
i la possible conductivitat (petita, perO present) del medi dieléctric. De manera que en 
comptes de la céHula elemental de la figura 2.3 s' hauria de considerar, més correctament, 
la de la figura 3.18, on R i G representen la resisténcia deis conductors per unitat de 
longitud (és a dir, la resisténcia que ofereix el bucle format pels dos conductors d '1 metre 
de Irnia) i la conductancia per unitat de longitud, respectivament. Veurem que una de les 
conseqüéncies de la preséncia de pérdues en la /rnia és l' aparició de dispersió, és a dir, 
que senyals sinusoidals de freqüéncies diferents es propaguen amb velocitats de fase 
també diferents. D' altra banda, també ens trobem que altres sistemes de propagació 
d 'energia (guies d' ones) presenten dispersió, fins i tot en el cas ideal sense pérdues. 
Aquestes guies es poden modelar, al' efecte de propagació, per una Irnia de transmissió 
hipotética amb céHula elemental com a les figures 3.1b o 3.1c. Tant en aquest cas com 
al' anterior, ambdues Unies de transmissió corresponen, a l' efecte d' estudi en régim 
sinuso'idal permanent (al qual ens limitarem; l' estudi en el domini del temps es pot fer 
quan interessi, amb l' ajut de la transformació de Fourier) al tipus de Unia més general, la 
cél'lula bbica de la qual presenta impedancia en série Z i admitancia en paral'lel Y, 
ambdues per unitat de longitud (fig. 3.1 d). 

3.2 Unia amb ceHula elemental general 

Referint-nos a la figura 3.1 d amb el mateix conveni de sentits de voltatges i corrents de 
la figura 2.3, els efectes de la impedancia en série i l'admiUncia en paraHel es tradueixen 
en una caiguda de tensió i una derivació de corrents donades per: 
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dV = - (ZIh)J 

dI = -(YIh)V 

o bé: 

dV = -Z1 (3.1) 
Ih 

dI = -YV (3.2) 
Ih 

Les derivades són totals perqué no considerem la variació temporal fiwt explfcitament. 
Aquestes dues últimes fórmules són equivalents a la (2.2) i la (2.3) en el cas de variació 
sinuso'idal, com es pot comprovar facilment. 

al bl 
Ldz Rdz 

z z+dz 

el di 

Ldz 

z =z+dz z z+dz 

Fig. 3. 1 al CéNula elemental per a una IInia de transmissió amb pérdues. 
bl i el Idem per a IInies hipotétiques que deseriuen la propagaeió en guies d . ones. 
dI CéNula basica general que, en regim sinusoidal, resumeix els casos anteriors. 
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A (3.1) i (3.2) es pot eliminar el corrent per derivació, per exemple, i obtenim: 

d
2
V = (n') V (3.3) 

dz 2 

equació diferencial amb solucions de la forma e'''' : 

amb y (constant de propagació) definida per: 

y = ex + j(l = .[zY (3.5) 

(es pren per conveni el signe de l' arrel que proporcioni un valor positiu de a). per 
substitució de (3.4) en (3." s' obté: 

amb Zo Ompedáncia caracterrstica) donada per: 

z" = H = Ro+jXo (3.7) 

s . observa que aquestes fórmules són idéntiques a les obtingudes en el cas de la Unia 
ideal, si assignem a la constant de propagació i a la impedáncia caracterrstica els valors 
(3.5) i (3.7). valors que abans eren reals (Zo) o bé imaginaris purs (y) i que ara, en el cas 
més general, seran complexos. 

En el cas de y, P és la constant de fase i les seves dimensions (com aban s) són de 
radian/metre (encara que el radian no té dimensions). Análogament, a és la constant 
d' atenuació i té dimensions de (metre¡-', si bé, com en el cas deis radians, s . introdueix 
la unitat sen se dimensions de neper per al producte az, de manera que a a li assignem 
neper/metre. 
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Totes les fórmules obtingudes per a la Irnia ideal es poden generalitzar només prenent en 
considera ció el cartlcter complex de y i Z •. Per exemple, la impedtlncia d' entrada d' una 
secció de Irnia de longitud t carregada amb ZL ve donada per: 

ZLcosh(yl) + Zoslnh(y 1) (3.8) 
Z, = Zo Zocosh(yl) +ZLslnh(yl) = zotanh(yl+6z} 

on 

(3.9) 

Aixr mateix, el coeficient de reflexió en funció de la posició val: 

(3.10) 

i, per tant, la se va representació a la carta de Smith són espirals logarrtmiques (el mOdul 
del vector canvia de magnitud a mesura que gira) en comptes de circumferéncies. 

A la taula 1 es resumeixen algunes propietats importants de les funcions hiperb61iques que 
utilitzarem sovint a partir d' ara. 

Des del punt de vista ffsic, l' efecte més notable d' una constant de propagació complexa 
és l' aparició d' atenuació. Per a una ona positiva tenim: 

(3.11) 

o, en el domini del temps: 

(3.12) 
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Taula 3.1 Propietats de les funcions hiperb61iques (z=x+jy) 

Funcions hiperbóliques 

e z e-z 
sinhz= -

2 

cosh2 Z - sinh2 z = 1 

sinh Un = jsin y 

coshUn =cosy 

tanh Un =jtany 

slnh (z± W) = sinh z· cosh w ± cosh z· sinh w 

cosh (z± W) = cosh z . cosh w ± sinh z . sinh w 

coshz= 1 + 1-z2 + 1-z4 + ... (Izl< 00) 
21 41 

1 2z5 17z7 1t tanhz=z--r+-----+... (Izl<-) 
3 15 315 z 

La potencia transportada per aquesta ona val: 

amb 

77 

(3.13) 

L"atenuació experimentada per I'ona entre dos plan s (per exemple, el z=O i el z=i) ve 
donada en nepers i decibels, per les expressions següents: 
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1 P'(O) L(nepers) = uf = - Ln (3.14) 
2 P'(f) 

L(dB) = 10log P'(O) = 10Iog(62o ') = uf·2010ge = 
P'(f) 

= 8.686 I IX f (en nepers) I (3.15) 

Par tant, 1 neper = 8.686 dB 

3.3 Relació entre potencies i energies 

Una relació general entre poténcies i energies es pot obtenir a partir d'1 i 2 si calculem el 
valor de I'expressid: 

.E. (VI') = dV /' + Vd/' (3.16) 
dz dz dz 

S'obté facilment rexpressió segaen!: 

.1.E. (V/') +.1 (RI/' + G V V') + 1 (XI/' - B V V') = O (3.17) 
2 dz 2 2 

on hem posat Z=R+¡X, Y=G+jB. També podem escriure (3.17) com: 

on: 

P(z) = .1 V/' = poténcia complexa en la Unia. 
2 

PL (z) = .1 (Rln2 + GI Vi2) = poténcia dissipada per unitat de longitud de IInia. 
2 
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Si prenem la par! real i la imaginaria a (3.18): 

d - d - ReP(Z¡ = - pez¡ = -PdZ¡ 
dz dz 

(3.19) 

(3.20) 

L·expressid (3.20), menys Obvia que la (3.19), relaciona la poténcia reactiva amb les 
energies emmagatzemades. Si integrem (3.19) entre dos plans de la Unia z, i Z2' tindrem: 

P(zz> - P(z,) = - f.,Z, PdZ¡dz (3.21) 

~s a dir, la poténcia neta que sur! de la secci6 de Unia (Z"Z2) és igual a la poténcia dissipada. 

3.4 Unia amb perdues baixes 

Tornant a la Unia amb pérdues (lig. 3.1a) tindrem: 

y = /l + jJl = J (R + j., L)(G + j., CJ (3.22) 

(3.23) 

El cas d ·interés a freqoéncies de microones és el de línies amb pérdues baixes, entenent per 
aixó, que es compleixin les desigualtats: 

R« .,L G« .,C (3.24) 

En aquestes condicions, es poden obten ir expressions aproximades per a (3.25) i (3.26) 
d·estructura més simple. Si posem u=R1jwL, v=GljwC i recordem que u«1 i v«1, tindrem: 
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, 
y = J -.hc J (1 - ju)(1 - jv) = j., .¡¡;c [1 - uv - j(u + v))i • 

, 
• j.,JLC [1 -j(u +v))' ; 

(3.25) 

De manera que, retenint termes de primer ordre en u,v: 

(3.26) 

(3.27) 

An~logament, s' obté per a Z,: 

Zo. fL[1_1j(u-v)]; fL[1-j(~---.!L)1 ~ e 2 ~ e 2.,L 2.,c 
(3.28) 

~s a dir. els efectes més importants (termes de primer ordre en u, vI són l' aparició 
d 'atenuació a i de part reactiva en la imped~ncia caracterlstica, mentre que la variació de 
la constant de fase P és de segon ordre en U,v i el seu efecte és imperceptible. 

Un procediment alternatiu per al c~lcul aproximat de I 'atenuació, en el cas de pérdues 
baixes, que no requereix el coneixement de l' expressió exacta per a y es pot obtenir a 
partir de les expressions (3.191 i (3.131 de la manera següent: 

Per a una ona progressiva (per exemple. positival: 

r(z) ; r(O)e-2·, (3.13) 
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i, per tant, (3.19) es pot rescriure: 

- (3.29) 

d 'on: 

a = (3.30) 

Fins aqur I 'expressió és exacta, perO té l' inconvenient que requereix el coneixement de 
Yo ~ Go + jBo' PerO atils que les pilrdues són petites, podem aproximar I Y, l' pel valor que 
prendria si no hi fossin, és a dir, prendre: 

(3.31) 

amb la qual cosa (3.33) proporciona la mateixa expressió que hem obtingut anteriorment: 

R G~ 
a .--+ 

2~ ~ 2 

(3.26) 

Aquest procediment per calcular I 'atenuació partint de (3.30) i el coneixement de la 
solució del problema sen se perdues sera essencial per a l' estudi de les guies d 'ones amb 
perdues. 

3.5 Dispersi6 

Suposem una Irnia de transmissió general amb l' = a(w) + jP(w) alimentada per un generador 
de tensió arbitraria v G(t) (sense impedancia, per simplificar les expressions) expressable 
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mitjanc;ant una integral de Fourier (o una serie de Fourier, si vG fos periódical de la manera 
següent (fig. 3.2): 

(3.32) 

Ates el caracter real de vG(t), F(-w) =F"(w) i (3.32) es pot escriure de nou com: 

(3.33) 

Al' últim pas, hem prescindit d' indicar el procés de prendre la part real, com és normal 
en el cas de senyals sinuso"idals. Aquesta expressió indica que vG(t) és la superposició 
d'infinits senyals sinusoidals, i ates el comportament lineal de la Unia de transmissió pode m 
escriure: 

v'(z,e) = lo" F(",) e[j~t-,,) d", = lo" F(",) e[jwt-.(~)'-J~(~)') d", (3.34) 

Una conclusió important d' aquesta expressió és que, a diferencia del cas de [a Ifnia ideal, 
v'(z,t) ja no reproduirá en cada p[a z el comportament de vG(t), ja que cada un deis 
components sinuso'idals d • aquesta última variará la seva amplitud i la seva fase de manera 
diferent amb la freqüencia a mesura que es propaga. Noteu, per poder comparar, que en 

v
G

( e) = 1 J- F(",) eJ~t d", = Re r- F(",) ej~t d", 
2 - k 

Fig. 3.2 L/nia alimentada per un generador de tensi6 arbitrtJria, vQft), expressable com a 
integral de Fourier, utilitzada per analitzar el fenómen de la dispersi6. 
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el cas de la Ifnia ideal p=wlc, i (3.34) proporciona: 

(3.35) 

resultat obtingut anteriorment a partir de les equacions diferencial s de la Ifnia. 

Exemple 1 Tornem a la Ifnia sense pérdues amb cél-lula elemental com a la figura 3.1b 
que, com ja hem indicat, descriu exactament la propagaci6 d • ones electromagnétiques en 
guies metill-liques. En aquest cas, tenim: 

y = jwC (3.36) 

amb 2 
Ws =--

LCs 

1 (3.37) 

(3.38) 

S 'observa que per a w<ws no existe ix propagaci6 ja que lIavors, per a una ona 
progressiva, tindrem: 

(3.39) 

(3.40) 

i, per tant, 

v(z,t) = IV'le-"cos(wt + cl>J (3.41) 

P = ..!.Re(Vl") = ..!.Re(I~'F) = O 
2 2 ¡Xo 

(3.42) 
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~s a dir, en la Ilnia existeix una pertorbació amb decreixement exponencial tal que tots els 
plans estan en fase i que no transporta potimcia. 

Per a w>ws' sI que existeix propagació, perO el diagrama w-p (fig. 3.3) no és una recta 
com en el cas de la Ilnia ideal. Noteu que: 

'" e 
vp = - = -==== > e 

11 ~ 1 _ "'~ 
",2 

(3.43) 

¡;s a dir, la velocitat de fase és sempre més gran que la velocitat de la lIum en el medi 
(vegeu també la figura 3.3); de fet, quan w .... ws ' vp .... oo, cosa que flsicament es corres pon 
amb el fet que per a w = w. tots els plans de Ilnia estan en fase .• 

w 

8 

_0_0_0- Jl '" e 

tan4>. = e 

Fig. 3.3 Diagrama w-p (corba de dispersióJ per a la linia amb céNula elemental com a la 
figura 3. 1 b. Observeu Que la velocitat de fase es sempre mes gran Que c. 

Exemple 2 Suposem que la Ilnia de la figura 3.2 es comporta com la de l' exemple 
anterior i que el generador produeix una tensió donada per: 

(3.44) 
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amb J. la funció de Bessel de primera espécie i ordre zero, i: 

1 
(.)s=--

JLCs 

L 'elecció d' aquesta funció tan singular ve imposada per la simplicitat de l' analisi 
matemática posterior, com veurem. En aquest cas, és més convenient treballar amb 
transformad es de Laplace. Formalment, l' análisi és la mateixa que amb les de Fourier, peró 
canviant jw per S. Llavors tenim: 

M .c.> c.>s.1 22 
Y =J- 1 -- =,-Je.> -e.>s 

e w2 e 
(3.45) 

La transformada de J.(ws tI es troba fácilment en taules i és: 

(3.46) 

De manera que la solució per a v(z,tl sera: 

(3.47) 

Aquesta transformada també es troba a les taules (aixó justifica l' elecció de v G(t) " 

obtenim: 

Per a un pla determinat z. posem: 

Zo ro =-
e 

t'=t-to -

- v (Zo.t) = Jo [ "s J t' (t' + 2t.>1 u(t~ 

(3.46) 

(3.49) 
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Examinem primer que succeeix per a valors de t' < <to' és a dir, els instants inicials. 
L 'argument de (3.49) val: 

(3,50) 

i, par tant, els primers zeros de v(zo,t) prenen els valors: 

2 
I I Poi 

Poi = (Ust =--
2.,,10 

(3,51) 

amb Poi el i-ésim zero de Jo(x) (fig. 3.4). Suposam, per fixar idees, que to és cent vegades 

1.2 

~ 
____ o 

, to = e 
\ 

e.e \ 
\ 
\ to=II'!eTs .. e.6 \ 

'" \ 
o \ ..., e,4 \ 

\ 

e.2 \ 
\ 
\ 

e 

-e.2 \ 
\ , 

-e.4 '- / 

-e.6 
e 2 3 4 5 6 7 e 9 le 

Hs' t 

Fig. 3.4 Senyal al' entrada de la IInia dispersiva (/fnia de punts, to = 01, i en un pla Zo tal 
que to = z'¡c = 100Ts (/fnia contfnual. 
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el perrode associat a ws: 

(3.52) 

Atés que {P.;} = {2.40. 5.52. 8.65. 11.79 •... j. en aquest cas resulta per als primers zeros 
de v(z •• t): 

{pIOI} = (4.6x10-3 , 2.42x10-2 • 5.95 x 10-2 , 1.11 x10-1 •... ) (3.53) 

És a dir. s' aglomeren en els primers instants. per la qual cosa v(z •• t) pren la forma 
qualitativa de la figura 3.3. Observeu. per tanto que el senyal al comem;ament de la seva 
recepció en el pla z. esta molt distorsionat i. excepte per als seus valors inicials. el seu 
valor decreix molt de pressa. En canvi. quan t' > > t.: 

v(lo,t) (3,54) 

És a dir. el senyal en el pla z. segueix fidelment el del generador. només retardat en 
t. =z./c. Ens podem fer una idea millor del procés si examinem la relació entre el senyal 
del generador en un determinat instant i en el pla z=z. a I'instant posterior t+ t. = t+z./c. 
Si definim: 

1 
f(t) 

Envolupant de v G (t) 
= -;:--;-"":":-;--;--'!..:-'--;- = 

Envolupant de v (lo ' t + tal 

Envolupant de Jo(",t) 

Envolupant de Jo[ .,.Jt(t+2tal] 

i tenim en compte que. per a valors grans de I 'argument: 

envolupant de Jo (x) • ~ 2 
JlX 

(3.55) 

(3.56) 
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(1' error és menor de 1'1 % per a X>P.2 = 5,52) tindrem: 

(3.57) 

Aquesta funció es representa a la figura 3.5. Noteu que per al valor de t. = 1 OOTs utilitzat 
anteriorment, el valor de f(r), obtingut a partir del valor aproximat (3.56). té un error menor 
del 2% per a valors de t>8,8·10·3t. - t.l100 .• 

f (t) 

1 ........................... 

L-______ -J ________ -L ________ ~ ______ tito 

1 2 3 

Fig. 3.5 Relació entre les envolupants deIs senyals en el pla z. i en I'extrem generador en 
funció del temps (expressions (3,55) i (3.57)). 

3.6 Velocitat de grup 

Hem vist en l' apartat anterior que una Unia dispersiva distorsiona els senyals. Un cas 
particular de gran interés és la propagació en una d 'aquestes Irnies d 'un senyal de banda 
estreta, és a dir, un senyal amb un espectre no nul només en una banda de freqüéncies 
(w.-l'J.wI2, w. + I'J.w12) (fig. 3.6): 

A .. 

= ¿"O' f-L F(",) ¿( .. -.. .>' d(", - "'O> 
2 

(3.58) 
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a) 

IF (w) I 

b) 

w 

~o> 
001 = 000 - 2 

~o> 
002 = <.)0 + 2 

YG(t) = A(t) ti'" 

( ) f 6""2 1('" -'" )t A t = F(o» e • d(o> - O> ) 
-/ull/2 o 

A(t) E 8! - F(o>. - 0» = F'(o> - 0>.) 

e) 

w 

h.....----:,...-.. ce ........ . 

tan4>. = y •. 

Fig. 3.6 a) Senyal de banda estreta utilitzat per introduir la veloeitat de grupo 
b) L 'aproximaeió requerida eonsisteix a substituir la seeeió de eorba per la seva 

tangent en Iw",fJj. 
e) Interpretaeió grafiea de les veloeitats de fase i de grupo 

~s conegut que un senyal d' aquest tipus es pot interpretar com una portadora de 
freqüéncia f. ' I 'amplitud de la qual A(t) varia lentament (en relació a 1/f.) en el temps. 

Per a aquest ca s, el terme fJz que apareix a l' expressió (3.34) i que dóna v+ IZ,t), es pot 
escriure: 

(3.59) 
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Ara cal suposar que tots els termes d' aquesta série que segueixen el segon compleixen 
les condicions següents: 

a) S6n molt més petits que els dos primers, que predominen. 
b) El seu valor absolut és molt més petit que la unitat. 

Noteu que la condici6 b, encara que el senyal sigui de banda estreta (marge de w-w. petit), 
només es complira per a un rang limitat de valors de z, ja que cada terme creix 
indefinidament amb z. 

Segons les hipótesis anteriors, que suposen aproximar la corba P(w) per la tangent tra9ada 
en el punt (w.,P.) (fig. 3.6), tindrem: 

amb .! - ~I 
v, de,:,."o 

(3.60) 

(v. aixf definit és el pendent de la tangent) 

(3.61) 

¡;s a dir, en cada pla z de la Ifnia el senyal reprodueix el senyal del generador, peró les 
variacions de I 'amplitud estan retardades el temps T=zlv., corresponent a una velocitat 
de propagaci6 v. = dwldP que s' anomena ve/ocitat de grupo De manera que en aquest 
problema apareixen de forma natural dos conceptes de velocitat: la de fase, ja introdu'ida 
anteriorment, que correspon a la d 'un observador que estigués en plans de fase constants 
en tata la Unia, i la de grup, que correspon al seguiment de la "forma" o envolupant del 
senyal. Aquest concepte de velocitat de grup es pot comprendre més facilment si 
imaginem el seguiment en la línia d 'un impuls de durada finita (fig. 3.7). 

Noteu que la propagaci6 sense distorsi6 és una conclusi6 aproximada per a rangs de 
distancies limitats i que, per a distancies prou grans, la distorsi6 augmenta indefinidament. 
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VG(t) Q 
L-__ ~ ________ ~ ____ ~ ________ _ 

z 

U.(z,t.) U.(Z,t.) = O pera 

Fig. 3.7 Representació instantánia de la propagació d 'un impuls de durada finita en una 
Ifnia dispersiva laproximacions de propagació sense distorsió). L • energia 
emmagatzemada en lalfnia és nuNa, excepte en la zona on es troba el pols, cosa 
que permet introduir el concepte de ve/ocitat de propagaci6 de/'energia, v .. 
En aquest cas, evidentment, VE = v.,. 

Exemple Suposem que en una línia dispersiva el generador excita un senyal d • envolupant 
gaussiana de la forma: 

(3.62) 

La seva transformada de Fourier es troba facilment a les taules i és: 

_(~-~.f .. 
Va (úl) = _1_ f- va (t) e -1"0' dt = - -'- e 2 

2" -- {2it 
(3.63) 
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L . ona positiva de tensió excitada en la línia valdra. com abans: 

(3.64) 

En aquest exemple. aproximem el desenvolupament en silrie de Taylor de P(w) al voltant 
de W o per un terme més: 

(,) - (,)0 1 e 2 JI • 110 + + - - (o> - 0>.,) 
V. 2 v. 

(3.65) 

on hem definit la constant E (amb dimensions de temps) mitjanc;ant: 

Amb I • aproximació anterior: 

(3.66) 

(w -..,¡'. , 
---(l' +}I-) 

v "(:,t) _ t J( ... " ,.,¡ f- 2 ., ---tf • 
}(w - w,J (, - -;-) 

• I do> = 
.ffi .-

(3.67) 

amb (,.) - <'>0 = (,,)' (3.68) 

La inversió de la integral és immediata: 

," 
v "(:,t) 't e 2(~+jt.to> 1(""0'-1104 % 

Jt2 +je lo 

(3.69) 
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on l' amplitud A (z,t) ve donada per: 

A(z./) t 'e 2(,· •• ·..:) 
1 

(~4+ e2~)¡ 

(3.70) 

És a dir, I 'amplitud del senyal continua essent gaussiana i el seu mbim es desplaoa amb 
la velocitat de grup v.' peró la durada del senyal, que en el generador és de l' ordre de 
magnitud de T, augmenta progressivament amb z, segons l' expressió: 

(3,71) 

Noteu que, per a una dispersió de la Unia donada (E fix) l' amplitud de l' impuls es 
distorsiona menys com més gran sigui la seva durada inicial, T •• 

Tornem al cas d' un impuls de durada finita que es propaga, aproximadament, sense 
distorsió en la Irnia, com a la figura 3.7. És evident que només existeix energia emmagat­
zemada en la zona de la Unia on, en un instant donat, es troba l' impuls. O' aquesta 
manera, v. es pot interpretar també com la velocitat amb la qual es propaga I 'energia, VE' 

Aquest concepte es pot aplicar també al cas de la Unia en regim sinusoIdal si definim, per 
a una ona progressiva (per exemple, positiva): 

(3.71) 

amb p. (z) la potencia transportada per I ' ona i U' (z) la densitat d 'energia emmagatzemada 
per unitat de longitud, ambdues avaluades en el mateix pla. Per a la Unia ideal, aquesta 



94 Circuits de microones 8mb IInies de transmissió 

expressió proporciona, amb calculs elementals, vE=c, com calia esperar. Altrament, per 
a una Irnia dispersiva com la de la figura 3.1b, ja utilitzada abans en altres exemples: 

r = .!.Zolrl2 = '!'[!::'(1 - "~)1¡,r'2 
2 2 C .,2 

de manera que: 

1 W s 2 W s 2 ( 2)1 ( 2 )1 
VE = J LC 1 - .,2 = e 1 - .,2 

D • altra banda, per a aquesta mateixa Irnia: 

dp 1 1., =.2 
d., v. c2 P c2 

(73) 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

És a dir, la velocitat de grup (definida a partir de la propagació d 'un senyal de banda 
estreta) i la de propagació de l' energia (definida en régim sinuso'idal) coincideixen. Aquesta 
coincidéncia és una propietat general per a totes les pertorbacions electromagnétiques que 
es propaguen en un medi sense pérdues. 

3.7 Línies amb dielectric homogeni 

En aquest apartat, ens referim a aquelles Irnies constituid es, a més de per dos conductors, 
per un sol dieléctric de propietats uniformes. Abans d • entrar en configuracions concretes, 
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establim les propietats generals següents comunes a totes aquestes I[nies: 

al Per a tots els dieléctrics JJ=JJ. i, per tant, la inductancia per unitat de longitud L és la 
mateixa que en abséncia de dieléctrics, L = L •. 

bl Es pot demostrar que: 

Le = 1" = 1'0'0', 

i, en conseqüéncia: 

v = _1_ = _1_ 
p J Le ¡¡¡:e 

c 
= --

). = !.e. = _c_ 
I I..¡t; 

(3.77) 

=_1_=vL , v,e 

(3.78) 

cl Per a una freqüéncia de treball donada, les pérdues en un dieléctric es tradueixen en 
l'apariciO d'una part imaginaria negativa en la constant dieléctrica: 

(3.79) 

Normalment es prescinde ix de l' apOstrof a E' i escrivim: 

• = .0.,(1 -jtan~,) (3.80) 

Els mecanismes frsics que produeixen les pérdues sOn diversos, perO formalment es poden 
atribuir a una conductivitat equivalent u. tal que si fos I • única causa de pérdues, produiria 
la mateixa tangent de pérdues tan ó,. Aquesta conductivitat es defineix mitjan«ant 

(3.81) 
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d) Quan el dieléctric té pérdues, la Irnia té una conductancia per unitat de longitud G no 
nuHa, relacionada amb C mitjanlfant I 'expressió: 

En efecte, per a la Irnia ideal: 

G 
C 

C = • F (geometrla) 

• 
(3.82) 

y =j"'C =j",.F (3.83) 

amb F una constant funció de la geometria de la Irnia. Si el dielilctric té pilrdues: 

y =j",.(1 -jtan~,)F =j",.F+",ttan5,F =j",C+G (3.84) 

de manera que: 

e)Hem vist que, per a pérdues petites, l' atenuació ve donada per: 

1 R 1 « = - -- + - GZo = el + uJ 2 2Zo 2 • 
amb (3.85) 

Els subrndexs cid es refereixen a conductor i dielectric, respectivament. Per al' atenuació 
deguda a pérdues en el dieléctric: 

1 " = -Rlana = -lana 21' , ). , (3.86) 



3 Llnies de transmissi6 (11). PIJrdulJs, dispIJrsi6 i IInies més comunes 97 

A freqüéncies de microones la tangent de pérdues varia poc amb la freqüéncia. Si la 
suposem constant: 

C1. d). = 1t tan a. = constant (3.87) 

~s a dir, l' atenuació per longitud d 'ona és, aproximadament, constant. Els valors trpics 
de tan ó, per a bons dieléctrics són de l' ordre de magnitud de 10" i, per tant, l' atenuació 
per longitud d 'ona, en d81per a tan ó, = 10") és: 

8.6B6XC1.d A = 8.6861ttan6,. 2.7xl0-3 dB (3.88) 

L 'atenuació produ'ida per pérdues en els conductors, oc' requereix el coneixement de R 
que, quan la distribució de corrents no és uniforme, és de calcul diffcil. 

En vista deis punts anteriors, la informació necess3ria sobre una Ifnia amb dieléctric 
homogeni es redueix a la constant dieléctrica, la capacitat per unitat de longitud e i la 
resisténcia per unitat de longitud R. 

El procediment més potent per al calcul de capacitats d 'estructures bidimensionals lés a 
dir, definides en el plal, com les que ens ocupen, és I'ús de transformacions conformes 
Ide variable complexa), que ometrem en aquest tema. 

Unia de plaques paraHeles El seu estudi té interés com a model teOric aproximat que 
proporciona una bona comprensió d 'altres Unies planes reals. Consisteix en dues tires 
conductores d . amplada W que discorren para He les, separad es una distancia h pel material 
dieléctric Ifig. 3.8a). La seva analisi resulta extraordinariament senzilla si fem I 'aproxima­
ció de distribució de camp uniforme, és a dir, si ignorem la dispersió de camp eléctric que 
es produeix a les vores de les tires conductores U'aproximació és bona només si w> >h), 
ja que lIavors la capacitat es calcula mitjan9ant I'expressió del condensador pla Ifig. 3.8a). 
Amb aquesta aproxima ció el corrent també esta distribu'it uniformement a les tires i el 
parametre R és: 

(3.89) 

essent u la conductivitat del conductor ó, la profunditat de penetra ció en ell, a la 
freqüéncia f: 

6= _..:.1_ 
J 1t!lu 

(3.90) 
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D . aquesta manera obtenim: 

(3.91) 

(3.92) 

D 'aquestes expressions s'observa que, si suposem tan 6, constant amb la freqüéncia (ja 
hem dit que per a un bon dieléctric varia poc), 0d creix amb la freqüéncia mentre que 0, 

ho fa amb la se va arrel quadrada. A freqüéncies baixes predomina, normalment, o, ' perO 
a freqüéncies prou altes 0d arriba afer-se més gran que o, . Vegem-ho: 

1 h = &h-Iana, = -lana, 
02 a 

(3.93) 

Per a tan(6,1-2·10·4 i conductor de coure (6;66 mm/.;t ), 0d;O, per a una freqüencia 

f.: 

.f1o = _56=-...,. 
2hx10" - 1011 

lo - 7 (h en mm) 

h = 10 mm - lo = 10· = 1 Ghz 

h = 1 mm - lo = 100 Ghz 

(3.94) 

etc. 

El resultat anterior, que dóna la freqüéncia per sota de la qual predominen les pérdues en 
els conductors sobre les pérdues en el dieléctric, es pot utilitzar de forma aproximada 
(indicativa, si més no, en ordre de magnitud) per a una !fnia formada per dos conductors 
qualsevol separats per una distancia h. 
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Unia bifilar Esta formada per dos conductors idéntics situats paraHelament l' un de 
I'altre (fig. 3.8b), i histOricament ha tingut, durant quasi cent anys, un paper exclusiu o 
predominant en les comunicacions (Irnies telegrMiques i telefOniques). A freqüéncies de 
microones, no té gens d' interés perqué és una estructura oberta i, per tant, subjecta a 
radiació i a interferéncies, per la seva atenuació comparativament alta i la dificultat 
d 'obtenir impedancies caracterrstiques baixes (per a Z. = 500 i dieléctric l' aire resulta 
D = 1.09d, és a dir, conductors molt propers). 

Unia coaxial Esta constitu"ida per dos conductors cilrndrics concéntrics (fig. 3.8c), cosa 
que facilita la fabricació de cables flexibles ja que el conductor exterior es realitza amb una 
malla de fils fins trenats sobre un nucli dieléctric (tefló o polietilé), que alhora serveix per 
mantenir centrat el conductor interior. l' altre gran avantatge d 'aquesta Irnia és el caracter 
tancat que té (els camps estan continguts a la zona compresa entre els dos conductors) 
i, per tant, el seu blindatge perfecte evita problemes de radiació i interferéncies. Per 
aquesta raó la se va utilització és molt general, des de freqüéncies molt baixes fins a 
aproximadament 50 GHz. Atesa la simetria de l' estructura, el calcul de la capacitat fent 
servir técniques elementals, és molt senzill. Per la mateixa raó, el corrent esta distribu"it 
uniformement en els conductors, i la resisténcia unitaria resulta: 

R = .!!!. ( .!.. .! ) 
2" a b 

(3.95) 

i, per tant, l' atenuació per pérdues en els conductors: 

R cx e = --
2Zo 

(1 +!!.) 
R.¡t; . L-!l 

120 ·2"a In!!. 
b 

(3.96) 

Per a un diametre fix del conductor exterior, 2a, aquesta expressió és funció del quocient 
x =alb. Es pot comprovar que pren un valor mrnim per a alb =3.59, valor que proporciona 
les impedancies característiques següents: 

aire (E,= 1): Z.=76.70 
tefló (E,=2.05): Z.=53.60 
polietilé (E,=2.28): Z.=50.80 

Noteu que, en tot cas, l' atenuació és inversament proporcional al diametre del cable i, per 
tant, per a trams lIargs (per exemple, la Irnia de distribució de televisió per cable) convé 
fer-Io com més gruixut millor. 
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a) Unía de plaques paraNeles (aproxímací6 de camp uníforme) 

1 

1~ 
2 

h 

~w~ 

E fffftt 

b) Unía bífí/ar 

d d 

c) Unía coaxíal 

w C = •• -• , h 

1 Z =- =!& 
(} vpC 

R, 
R = 2-

W 

cC 

1 í 3: tíres conductores 
2: díe/éctríc 

z = 120 COSh-'( D) • r. d 
V', 

z = 60 In.!! 
• r. b v', 

R = ~(1 +1) 
2" a b 

Fíg. 3.8 Típus més ímportants de líníes amb díe/éctríc homogeni. 
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d) Unia tri placa (Stripline) 

2 

z = 30" K'(x) 
• ..¡., K(x) 

1 

K (x) = Integral eHlptlca de primera esp8cle = r d~ 
o J1 _x2sln2~ 

K' (x) =K(J17) 

1 i 3 : plans (conductors) de massa 
2: dielectric 
4: tira conductora 

Expressions aproximades (error inferior a 10 ppm): 

K'(x) =-.1' ln (21+R) =F(x') 
K (x) " 1-R 

K'(x) = _1_ 
K (x) F(x) 

on x' =b-x2 

Fig. 3.8 (Continuació) 

101 

Unia triplaca ("Stripline") Els avantatges d "aquesta IInia, formada per una tira 
conductora centrada entre dos plans conductors (fig. 3.8d), s6n el seu caracter blindat i 
la facilitat de fabricar circuits complexos mitjan~ant técniques fotolitografiques, ja que a 
la practica 1" estructura esta formada per dues lamines dieléctriques amb una de les cares 
metalitzada (cónductors exteriors o plans de massa). D "aquestes dues lamines, una també 
té al" altra cara la tira conductora central. Es completa I "estructura posant en contacte 
les lamines dieléctriques i estrenyent-Ies fortament. 
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El seu inconvenient més gran prové precisament del caracter tancat i, per tant, de la 
dificultat de fabricar circuits actius que requereixen la inserció de transistors, drodes, 
condensadors, etc. La impedancia caracterrstica ve donada en funció d' integrals 
el·lrptiques, peró a la practica les expressions aproximades de la figura 3. 8d proporcionen 
exactitud més que suficient en tots els casos (error relatiu inferior a 10 ppm, és a dir, 1 0.61. 

La resistencia unitaria és de calcul molt complex, a causa de la distribució no uniforme del 
corrent en la tira i en els plans de massa; per aixó l' ometem. Un valor aproximat per a 
aquesta atenuació es pot obtenir interpretant aquesta línia (si w> >hI2) com a dues de 
plaques paral-leles superposades. 

3.8 Llnies 8mb dielectric inhomogeni 

La presencia de dos o més dieléctrics en una Irnia de transmissió suposa, normalment, la 
introducció d' una complexitat més gran en el calcul de la seva capacitat (impedancia 
caracterrstica). El seu calcul només resulta senzill en casos de gran simplicitat i simetria 
en l' estructura deis dielectrics. En tots els casos de Ifnies inhomogénies hem de tenir en 
compte que: 

a) Com abans, P = Po per a tots els dieléctrics i, per tant, la inductancia unitaria L és la 
mateixa que si l' estructura estigués buida, L = Lo' 

b) Ara la propietat LC=pf no es pot aplicar, perqué f no esta definida de manera única. 

Definirem la permitivitat (constant dielectrica) efectiva f.f=fn~o com: 

La permitivitat que hauria de tenir un die/éctric homogeni per, ocupant ell sol tota 
l' estructura, proporcionar el mateix valor de capacitat unitaria. 

Segons aquesta definició, si anomenem Co la capacitat unitaria de l' estructura buida 
(sense dieléctrics), tindrem: 

(3,97) 

i, per tant: 

(3.98) 
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al Lfnia de plaques paraNeles 

bl Lfnia coaxial 

~ 
A 
~ 
I ~ I 
~ 

fCondensadors en paraNell 

fe" = capacitat de la Ifnia amb dielectric airel 

"., = 

1 

"., 
l..- InE. + l..- In~ 
.2 b ., e 

In~ 
b 

fcondensadors en seriel 

2" • ., 
C = 

In~ 
b 

C = 2" "., 

In~ 
b 

Fig. 3.9 Introducci6 del concepte de permitivitat efectiva en Ilnies amb dielectric 
inhomogeni d • estructura senzi/la. 
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En eonseqüéncia: 

1 e v=--=--
p .¡ Le {i;;¡ 

Zo=~ L =_l_=vL e ve P 
P 

v lo 
1 =.:.L =-- (3.100) 

f Jo,,, 

(3.99) 

En el eas freqüent de dos dieléetries diferents, E, i E2 , S • introdueix el eoneepte de factor 
d'emplenament Q, i Q2 d ·aeord amb les eondicions: 

(3.101) 

Obviament, aquestes definieions es poden aplicar al eas de més de dos dieléetries. 

el Si els dieléetries tenen pérdues: 

I o 11 I (1 01 ') = o"-Jo,, = 0" -J anu" (3.102) 

i, per tant: 

(3.103) 
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d 'on S 'obté: 

1 
"D = "2 p tan 0" (3.104) 

Unia microtira I"Microstrip"l La Ifnia microtira esta formada per una tira conductora 
sobre una lámina dieléctrica que a I'altra cara té un pla de massa Ifig. 3.10al i la seva 
estructura és similar a la de la Unia triplaca. La Unia microtira té l' avantatge sobre la Ifnia 
triplaca de ser oberta Icosa que és útil per fer circuits actiusl i de tenir una simplicitat de 
fabricació més gran. ~s la Unia de transmissió més utilitzada per a la realització de circuits, 
i el seu ús, juntament amb la disponibilitat de transistors i dfodes operatius a freqüéncies 
de microones, n' ha revolucionat la tecnologia. 

La capacitat es pot calcular amb I 'ajut de transformacions conformes, si bé en aquest cas, 
a causa de la inhomogene"itat del dieléctric, cal introduir aproximacions simplificadores que 
fan que les expressions de la figura 3.1 Oa no sigui n realment exactes. En tot cas, el seu 
grau d 'error 1 s 1 %1 acostuma a ser inferior a la precisió de fabricació i al' exactitud del 
valor de la permitivitat. 

L 'atenuació deguda al dieléctric, 00' es pot calcular amb el que s 'ha dit abans: si 
assignem el subfndex 1 al dieléctric, 2 a I 'aire ifem q,=q, 13.1011 i 13.1021 queden: 

.", = q(.,-1) +1 (3.105) 

(3.106) 

De 13.1051 es pot calcular q, i tan 6, en 13.1061 es refereix al dieléctric. L' atenuació 
produ'ida pels conductors, com en el cas de la Unia tri placa, és de calcul complicat i 
ometem la seva discussió. 

Unia copian aria En la Ifnia microtira, els contactes a massa deis transistors, els dfodes, 
etc., s'han de realitzar a través del substrat dielectric, que s'ha de perforar. Aixó, en el cas 
de substrats durs Iceramica, quarsl su posa una certa complicació. Una alternativa a la línia 
microtira sense que tingui aquest inconvenient, i que s 'utilitza cada vegada més, és la 
formada per una tira conductora idos semiplans conductors Imassal equidistants 
d 'aquella i situats en el mateix pla IIfnia coplanária, fig. 3.10bl. 

Les consideracions realitzades per a Oc i 00 en el cas de la Ifnia microtira també es poden 
aplicar en aquest caso 
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al Unia micro tira Imicrostripl 

1 

Circuits de microones 8mb IIni9s ds transmissi6 

0, + 1 0, -1 ( 10h)-! 
2n¡f = -- + -- 1 + - • 

2 2 W 

60 (ah W) Z = --In - +0.25-
°r.;-w h 

v o"" 

120 [W JW )]-1 Zo = Jo; "h+1.393+0.6671.\"h+1.444 (~ ~1 ) 

IPer a W/h = 1 ambdues expressions difereixen en un 0.4%1 

,. Tira conductora 2. Dielectric 3. Pla de massa 

bl Unia coplanaria 

Z = 30" K'(x) 
o Jo,., K(x) 

x = _.:.:W-,­
W+2S 

0, +1 {[ h ] xS } """ = -2- tanh 0.n5lns + 1.75 + ¡;-[0.04 - 0.7x + 0.01 (1 - 0.1 0,)(0.25 +x) 1 

Klxl = integral eNíptica de primera especie definida ala figura 3.8d. 

1. Tira conductora 2. Dielectric 3. Plans de massa 

Fig. 3. 10 Unies de dielectric més utilitzades per a la realització de circuits de microones. 



4 Circuits Tessonants 107 

Capítol 4 Circuits ressonants 

4.1 Introducció 

Es presenten les propietats de la ressonáncia en circuits eléctrics posant émfasi en els 
conceptes d • energia i pérdues, que ens seran de gran utilitat des d • ara. Seguint aquesta 
Irnia, es presenta d' una manera senzilla el teorema de I . invariant adiabátic, que permet 
rederivar gran nombre de les propietats deis circuits ressonants sense necessitat de 
recórrer a la disposició concreta deis seus elements components (R,L, el. 

4.2 Propietas básiques 

Considerem el circuit de la figura 4.1 i les relacions básiques que el governen. S 'obté 
fácilment que: 

q(t) + w: q(t) • O 2 1 
Wo =-

LC 
(4.1) 

que amb una elecció adequada de l' origen de temps té com a solució: 

(4.2) 

Les energies emmagatzemades a la inductáncia i al condensador valen, a cada instant: 

() 1 2() 1 L 2 2 . 2( ) 1 2. 2( ) " .. t = 2' L j t = 2' Wo qo sin wot = 2C qo Sin wot (4.3) 

(4.4) 
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i (t) =~q(t) =q(t) 
dJ 

di 1 J" J. O r;; 1 O L-+- ''"= -~+-q= 
dJ C C 

Fig. 4. 1 Configuració i relacions bIIsiques en un circuit ressonant sense pl!,rdues. 

q(t), [v(t)] 
JJ' ". __ 

I 

, ' 
I 

I 
~~---7--~--~--~_t 

u -- - - -;;---::::,- ---­
, , , \ 

I \ 

I \ 

\ 
\ , , , , 

Fig. 4.2 Variació de corrent, cbrrega (tensióJ i energies electrica i magnetica amb el temps 
en el circuit de la figura 4. 1. 

3 * L e 

d 1 J' Gv(t) +C-v(t) +- v(t)dJ=O 
dJ L 

e" -
1 G+Cs+- =0 
Ls 

Fig. 4.3 Circuit reSSOQant amb perdues en paraNel amb el condensador. 

i estan representades a la figura 4.2. Noteu que quan um (o bé u.) s • anuHa, l' altra energia 
és maxima i estan, per tant, intercanviant-se. Ates que el sistema no té perdues, I • energia 
total. u(t) =u.(t) +um(t), ha de ser constant i igual al valor maxim de um o u.' cosa que es 

t 
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pot verificar fácilment a partir de (4.3) i (4.4). 

Si considerem a continuació la inclusió de perdues en la forma d' una resistencia en 
paral'lel amb el condensador (que pot representar, per exemple, les pérdues en el dieléctric 
del condensador), obtenim fácilment per a I'exponent s (fig. 4.3): 

s = - 2
G
C ± j ~ w~ - 4

G;2 = -u, ± j w" (4.5) 

de manera que, si escollim adequadament l' origen de temps, els senyals en el circuit són 
de la forma: 

( 
G )2 1- --

2woC 
(4.6) 

on a w., l' anomenem freqüencia natural de resson/mcia i que, evidentment, correspon a 
les oscil'lacions lliures del circuito 

Si ara el circuit de la figura 4.3 és excitat mitjanc;ant un generador sinusoIdal de freqüencia 
f connectat entre els dos terminals indicats, es defineix la freqüencia de ressonáncia f, com 
aquella per a la qual es compleix una de les dues condicions equivalents següents: 

a) La impedáncia d' entrada del circuit és real. 

b) Les energies mitjanes magnética, Um ' i electrica, U. ' emmagatzemades en el 
circuit són iguals. 

L 'equivalencia entre aquestes dues condicions es demostrara més endavant. De moment, 
note u que si Um = U. la inductáncia i la capacitat intercanvien les se ves energies entre si 
exactament sense que hi hagi sobrant perceptible pel generador, que es limita a lliurar la 
potencia dissipada a la resistencia. Quan la freqüencia no coincideix amb f, i Um '" U. ' 
l' excés d 'energia que predomina s' intercanvia amb el generador, que percep, per tant, 
una impedancia reactiva. 

La utilitat de la condició b és deguda al seu caracter més general, desvinculat del concepte 
concret d' impedancia. A més, noteu que f, es defineix en régim permanent i no ha de 
coincidir, en general, amb fM , que es refereix al circuit osciHant abandonat a ell mateix. 
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Tornant al circuit de la figura 4.3, I'aplicació de la condició b proporciona: 

d • on, igualant, resulta: 

1 

U : 1 C IVl2 
< 4 

Col : -- = Col '.¡¡:c • 

4.3 Factor de qualitat i admitAncia 

(4,7) 

A (4.5) i (4.6) hem suposat impl(citament que G<2w.C per fer que el radicand sigui 
positiu. 

Normalment és G< <2w.C, lIavors diem que les pérdues són petites, interpretant G com 
les pérdues (generalment no volgudes) associades al circuit ressonant; en el cas de la 
figura 4.3, associades concretament al condensador. 

La quantificació de les pérdues d 'un circuit ressonant es realitza mitjano;:ant el seu factor 
de qualitat Q definit, per a un régim sinusoidal permanent (és a dir, amb el circuit excitat 
amb un generador sinusoIdal) com: 

Q = energla mltjana emmagatzemada I (4.8) 
potencia mitjana dissipada w • w, 

En virtut d • aquesta definició, per a la figura 4.3 s • obté: 

Q = w, 
w.C 
G 

(4.9) 
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De manera que la condició de pérdues baixes es pot escriure com Q> > 1 . 

En funció del factor Q, la freqüéncia natural de ressonancia queda: 

(4.10) 

A freqüéncies de microones és habitual treballar amb valors de Q que oscil'len des de 100 
o 200 fins a 5000 o 10000. 

Observeu que fins i tot per a un valor tan baix a la practica com Q = 50 resulta: 

w 'W~1- 1 .,. 10.000 (4.11) 

i, per aixO, a la practica no s' acostuma a distingir entre f, f." només parlem de 
freqüimcia de ressontmcia considerant aquesta com: 

1 f. =­• .¡¡:c 

Si ara calculem I'admitancia en els borns del condensador (fig. 4.3': 

y = G + jwC + _.1_ = G + jw.C (~ _ w.) = G(1 +2jQI1) 
JwL wD W 

11 ~ .! (~ _ w.) 
2 w. w 

(4.13) 

(4.12) 

Per a freqüéncies properes a la de ressonancia w., l' expressió per a t:. es pot linealitzar: 

1 
( ) 

W 2 - w 2 

-2 :. - ww· = ---=-_.0.... 
2wDw 

(4.14) 
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i queda l' expressió aproximada: 

Y=G(1+2jQt.) ,1=1.(1+6) (4,15) 

Noteu que per a f = f" I YI té un mfnim (1 ZI un maxim), i que I 'amplada de banda relativa 
Wa 3d8, definida a partir de les freqüencies per a les quals I ZI disminueix en el factor v2 
(fig. 4.4), és igual a I 'invers del factor Q del circuit, com es pot calcular facilment a partir 
de (4.15). 

R 

y -

L e G 
L-------~~~~---------f 

Y-G(l +~Q6) 

Fig. 4.4 Admirancia d' entrada en un circuir ressonant paraNel. 

4.4 Més sobre perdues 

Fins ara hem considerat que les pérdues en el circuit es produ'ien en una resisténcia en 
paral'lel amb la e i la L. Estudiem que succeeix en el cas d 'una resistencia en serie (figura 
4.5). S'obté: 

s = (4,16) 

La freqüencia de ressomincia en regim permanent f, es calcula com en el cas anterior 
(generador entre terminals): 
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AA' _ 
Ri(t) +L..!!.-i(t) +.!f'i(t)dt=O 

dt C 'V \.A.AJ 

R L 
e 

L------l: ,f--.J 1 e"-R+ú+-=O 
Cs 

Fig. 4.5 Circuit 8mb perdues en serie. 

Mentre que per al factor de qualitat Q: 

2 1. LlII2 
Q=w!!...1 =w 2U_1 =w 4 = w,L 

'p 'p '1 R 
L w_", L w-w _ RII12 

, '2 

Les freqüencies de ressonáncia es poden rescriure: 

1 

(4.19) 

(4.20) 
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Com abans, ambdues practicament coincideixen amb w. a la majoria deis casos, per la 
qual cosa també prendrem: 

w.L 1 Q=-=--
R Rw.C 

(4.21) 
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Pel que fa al' admitancia d 'entrada del circuit de la figura 4.6a: 

y =jwC + 1 =jwC + R -j wL 
R+jwL R 2 +w 2L2 R 2 + w 2L2 

1 wL 

= jwC + R -j R 2 
(4.22) 

1+(:JQ2 1+(:.f
Q2 

expressió que. per a valors de w propers a w. factor Q elevat. admet dos nivells 
successius d . aproximació: 

-jwC + _1_ 1 
RQ2 wL 

(4.23) 

proporcionant el mateix circuit equivalent de la figura 4.6. La demostració és similar per 
al cas del circuit de la figura 4.6b. 

aJ 

bJ 

i e 
-'­
T 1 IJJJ ' I I L e I Y- R' 

J . 

Fig. 4.6 Circuit equivalent aproximat per a perdues en serie amb la L o la C. 
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En conclusió, si les perdues són patitas i per a freqüéncies properes a la de ressonancia, 
les pérdues en un circuit ressonant paraHel as poden atribuir a una resisténcia en paraHel, 
amb la Lila C amb independencia d' on es produeixin ffsicament (fig. 4.7). Noteu també 
en aquesta figura que l' invers del factor O del circuit és la suma deis inversos de cada 
resisténcia considerada per separat, resultat també evident a partir de la definició de O: 

ja que les pérdues totals P, són la suma de les considerades per separat a cada resisténcia. 

L e 
SR' = l/G' > = O/L/e 

per tant 1/Q = G' /w.C = G'w.L = 1/Qc + 1/Qp 

Fig. 4.7 Circuit equivalent i valor del factor O d' un circuit ressonant paraNel amb 
perdues en diferents liDes. 

Encara podem obtenir més resultats sense atendre I 'estructura particular del circuit que 
forma el ressonador si fem ús de la propietat que, per a O elevats, W M = W,= W.' és a dir, 
les freqüéncies de ressonancia són les mateixes en régim permanent o transitorio En 
efecte, en absencia de generador (régim transitori) i a partir de (4.81: 

P 
_ dU __ w. U 

L = 
dt Q -

w. 
- -t 

U(t) = U.e Q (4,24) 
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DUAL: 

e 

1/ Q = 'E 1/ Q, 

Circu;ts de microones 8mb línies de trsnsmissió 

L' = e 

G' 
L 

Q', = w.L'/ R',( = Qp) 

1/Q'='E 1/Q'i(=1/Q) 

Fig. 4.8 Relació entre circuits en serie i en paraNel utl'litzant el concepte de dualitat. 

de manera que els senyals en el circuit s6n de la forma: 

_..!!., ¡W.(1 • ..L). 
ver) o i(r) - e 2Q COS (w.r) _ e 2Q (4.25) 

És a dir, formalment, l' aparici6 de pérdues en el circuit ressonant, amb independéncia de 
com i a on es produeixin, es tradueix en una freqüéncia de ressonancia complexa: 

a =w (1 +...L) • • 2Q (4.26) 

resultat de gran utilitat al' anillisi de pérdues en situacions ressonants complicades que 
no admeten un plantejament analític senzill, com en el cas de cavitats ressonants que 
estudiarem més endavant. 
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Per il'lustrar la utilitat del resultat anterior, considerem un circuit ressonant sense pérdues 
per al qual: 

Z(w) 

jw 
e 

jw 1. 
e e (4.27) 

sabent que I'última aproximaci6 correspon a freqüéncies properes a la ressonancia. La 
presencia de perdues en el circuit modifica el resultat anterior i canvia w. per O.: 

1. 1. (w~e ) 
Z(w) • e e (4.28) = 

2(0. - w) 2 jw. 2 1 +2jQ6 
w +-- w • Q 

expressi6 idéntica a la (4.15) obtinguda anteriorment. 

Advertiu que, si bé fins ara hem escollit un circuit ressonant paraHel com a model de 
treball, tots els calculs i les conclusions es poden traslladar a un circuit en série si 
recordem la dualitat entre ells, tal com es resumeix a la figura 4.8. 

4.5 Pertorbació d'un sistema ressonant 

Quan es pertorba un sistema ressonant lIeugerament, de manera que la se va energia 
mitjana varii en 6U, la seva freqüencia de ressonancia varia en 6w. de manera que: 

6U .-
U 

(4.29) 

Anem a verificar aquest teorema general de Boltzmann i Ehrenfest, per al cas d . un circuit 
L-e, quan pertorbem el condensador (fig. 4.9). Suposem el camp eléctric uniforme (sense 
efectes de vores). 

Si allunyem lentament les plaques del condensador, de manera que a cada instant la 
situaci6 es pugui considerar d . equilibri i no s • hi produeixin can vis bruscs (per aixó el nom 
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Qo = "oS = 'oEoS E(t) =Eoslnwot 

Q(t) = Qoslnwot 

T 

(F(t»=! !F(t)dt z lE Q 
T 4 •• o 

Fig. 4.9 Model de sistema ressonant emprat per demostrar el teorema de I'invariant 
adiablltic. S és la superficie de les plaques del condensador. 

d • invariant adiabátic d • aquest teoremal. el sistema realitza un treball mitja: 

(4.30) 

essent < F> el valor mitja de la forc;a d . atracció entre les plaques i 61 el despla9ament 
(fig. 4.9). Alhora: 

de manera que: 

¡'U 

U 
61 

=-
21 

(4.31) 

(4.32) 

("') Noteu que ÓU és positiu perque en incrementar I un ól es realitza un troball contra la forga del sistema 

i, per tant, s· augmenta la sova energia. 
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D' altra banda: 

1 w =--
, JLC 

Inw, = -l(lnL+lnC) 
2 

(4.33) 

i modificant I 'expressió anterior per a C: 

~(l ) 
_l. I = ll~ = 11 U q.e.d. 

2 1 2 12 U 
I 
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(4.34) 

Noteu que (4.30) es correspon amb l' increment d 'energia eléctrica produ"it en augmentar 
el volum on hi ha camp electric en la quantitat S'6/, observació que ens sera de gran 
utilitat més endavant par estudiar deformacions de cavitats ressonants. Observe u també 
que si partim de l' expressió: 

(4.35) 

i suposem que durant la variació de C. I VI es manté constant (perqué estil connectat a 
un generador, per exemple). obtenim: 

oUj = -oC., = -a e - E I = --e E sal 1 ".2 1 ( S) 2 2 1 2 
4 4 'l' 4" 

(4.36) 

que difereix en el signe de l' expressió correcta (4.30). Aixó és degut al fet que en aquest 
cas el generador ha de subministrar una quantitat d 'energia 6U2 per mantenir I VI constant 
durant la variació, de manera que: 

(4.37) 

Com a il'lustració elemental de la utilitat del teorema, considerem un circuit ressonant que 
té pérdues en la Lila C: 
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(4.38) 

És a dir, que els valors de L i e varien: 

L ~ L(1 -j..!!!:...) = L(1 _.1..) . 
w.L QL 

(4.39) 

e ~ C(1_ j GC )=C(1_.1..). 6C=-j~ 
~C ~ ~ 

(4.40) 

(en el cas de la e, frsicament és com si el dieléctric tingués pérdues i E es fes complexa). 
Si suposem que durant la varia ció 1 VI i 1'1 es mantenen constants mitjan9ant generadors 
exteriors, a partir de (4.35) s' obté: 

. U 1 
-J--

2Q 

Com abans, sera 6U, =-26U, i 6U=-6U" de forma que: 

6w. 6U j 1 = - = -'-
w. U 2 Q 

(4.41) 

(4,42) 

obtenint per a la freqüéncia de ressonancia nova I'expressió ja coneguda: 

o = w +6w = w (1 +.l....) .! = _1_+_1_ 
• • • • 2Q' Q QL Qc 

(4.43) 

4.6 Ressonimcia en línies 

Per als circuits L-C anteriors hem definit dos conceptes de ressonancia: 

a) La situació que es produeix quan se subministra energia inicial al circuit i 
s' abandona a ell mateix. Aquesta situació es caracteritza per la se va freqüéncia fn,(wn,). 



4 Circuits rsssonants 121 

b) En regim sinusoIdal estacionari, la situació que, com a resposta al' excita ció d' un 
generador, es produeix quan Vro = V •. Aquesta situació es caracteritza per la se va 
freqüéncia f,(w,). 

Ham vist que, quan no hi ha pérdues, f,= f"" i quan n'hi ha peró són baixes, f, i f M són tan 
semblants que es poden prendre els seus valors iguals sensa cometre cap error important. 
També hem vist que la situació b és igual que requerir valor real per a la immitancia 
d . entrada del circuito 

Aquests conceptes es poden estendre a situacions més generals que les d . una xarxa L-C 
i, en particular, a línies de transmissió. 

Considerem novament una secció de longitud 1 de línia ideal en curt circuito Anteriorment 
hem comprovat que la impedancia d • entrada té infinits zeros i infinits poi s (immitancia 
d' entrada real, en aquest cas nuHa, fig. 2.17); és a dir, té infinites freqüencies de 
ressonancia d 'acord amb la condició b. 

D 'altra banda, ates que el circuit és sense perdues i els pols i zeros de Z (o bé Y) esta n 
alternats, admet els dos possibles circuits equivalents de la figura 4.10 (formes de Foster). 
El de a posa de manifest els zeros de Z, (W~, freqüéncies a les quals t =nA/2 i el de b, els 
da Y (wpn' freqüencies a les quals t = (2n-1 )A/4). 

Els valors deis elements deis circuits equivalents es poden calcular de la manera següent: 

par a 

de manera que Lo = Lt . 

Per a w=w,sn: 

'" 1\1=-1<1 
e 

Z¡ =jz.tannlt(1 + 11"') =jZo tan(nlt+nlt6) =jZ.tan(nlt6) 
"'$O 

(4.44) 

(4.45) 
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f 1 

al 
bl 

0>---------

" I =n- (n =0.1.2 •.. ) 
2 " I=(2n-1)¡ (n=1.2.3 .... ) 

nllC nll ... w =--=--
lO I fiCI 

L =Lf o 

C =.! CI = (2n - 1 )IIYo 

po 2 4w 
lO 

(2n-1)lIw", 

Fig. 4. 10 Circuits equivalents passibles per a una secció de I/nia en curt circuito El a pasa 
de manifest els zeras de Z¡, i el beis zeras de y¡=Z¡-1 (pals de Z). 

amb 6=ówlw~. Per a n"6< < 1: 

(4.46) 

Al mateix temps, en les praximitats de w= tats els circuits en série de la figura 4.1 Oa 
presenten una impedancia finita, excepte el format per L=·C=, per al qual es fa 
arbitrariament petita. Per tant, del circuit equivalent: 
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(47) 

expressió que, en ser igualada amb (4.46). proporciona: 

"" Ir ¡Lef 
~C = lL1 
2"" 2 

(4.48) 

C~ s • obté immediatament a partir de la condició: 

(4.49) 

Els elements del circuit de la figura 4.10b es poden calcular de manera analoga. Per a 
aquest últim circuit noteu que, quan w-oO, es redueix a una inductancia de valor: 

L ' • (4.50) 

resultat que coincideix amb 1" examen del circuit 8 quan w-oO. 

Les conclusions per al cas d" una Irnia en circuit obert (fig. 4.11) són analogues. 

Freqüentment, el comportament d" aquests circuits només interessa en les proximitats 
d "una determinada ressonancia, i lIavors el circuit equivalent es pot simplificar considerant 
únicament aquell circuit L-C que produeix el zero o poi en qüestió. Si a més, com és 
normal, les ressonancies d "interés es limiten a les dues primeres, els circuits equivalents 
simplificats són els que es recullen a la figura 4.12. 

Per acabar aquesta analisi, basada en la recerca de zeros i pols d • immitancies, ens resta 
comprovar que per a les ressonancies trobades es compleix la condició Uro = Un . 
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0>-----0 

o>-----~o 

1=(2n-1)~ (n=l,2,3 ... ) 
4 

w = (2n-1)1t 
'" 2.f[C I 

L =.!. LI = ~(2n=--....:l.!..)1t:.:.:Z~. 
'" 2 4w .. 

4Y. 
(2n-1)1tw .. 

Circuits d8 microon8s 8mb IInifls de transmissi6 

Y, =jY. tanlH =jJf"tan (w.f[Ct) 

Or-------------__ __ 

). 
l=n"2 (n =0,1,2,3 ... ) 

C. =Ct 

1 n1tY. 
C =-CI=-- (n*O) 

po 2 2w 
'" 

Fig. 4. 11 Circuits equivalents per a una secci6 de Ifnia en circuit obert (vegeu /a figura 
anterior). 

En efecte, per a la Unia en curt circuit (fig. 4.10) amb l' origen de les Z situat en aquest, 
tenim: 

(4.51) 

(4.52) 

Per a t =Al4 (primera ressonancia): 

(4.53) 

(4.54) 
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~ 
t 

1 r t 

1 
: I 

o o 
Zo Z 

o 
o o 

4Z. L 
L = 1tZ. 3}c L=-

:J t '" A 
1tw. 4w. 

- "4: 
1tYo 4Yo e=- e=-
4wo 1tWo 

L 1tZ. 
L= 2Z. 

:J 
L=--

2 Wo 3= 1tWo t '" A -2 e= 2Yo 1tYo e=-1tWo 2w. 

Fig. 4. 12 Simplificació deis circuits equivalents de les figures 4.10 i 4.11 a les proximitats 
de les dues primeres ressonancies. 

que tenint en compte que Yo' ~ elL resulten iguals. 

A les restants ressonáncies. 1 és un múltiple de A/4, 1 ~nJoI4, i el cálcul de U. i Um 

proporciona, de forma immediata, n vega des els valors (4.531 i (4.541, de manera que es 
continua complint la igualtat. 

4.7 Ressanancia i anes estacionaries 

Al' apartat anterior, hem analitzat les ressonáncies d 'una secció de I(nia per mitjá de la 
seva immitáncia d 'entrada (condició bl. Alternativament, podem prendre el punt de vista 
a i preguntar-nos: si considerem una secció de IInia ideal amb els seus extrems en c.c., 
c.o. o bé un en cada situació, amada de qualsevol altre sistema, sota quines condicions 
hi podran existir distribucions de tensió i de corrent no nuHes? 

Una resposta possible I 'obtenim de considerar, per exemple, la distribució estacionária de 
tensió i corrent en una IInia en c.c. (fig. 4.131. Per a tots els plan s que disten del c.c. un 
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a) 

I 1 I ! ir I ),/4 3 A/4 

:"i7YJJ 
, ' , 

:B, :B, A/2 

D 
b) 

l/4( +nl/2) l/2( +nl/2) l/2(+nl/2) 

:J 
o O 

D O O 

IVjl 1m yVI 
Fig, 4,13 a) Obtenció de seccions de Ifnia ressonants partint d' una distribució 

estacionaria de tensió i corrent, 
b) Elements ressonants basics, Només hi ha dibuixades les distribucions de 1/1 

i de I VI per als modes més baixos (n = O), 

nombre imparell de A/4 (A,. A,. ",1 el corrent I és nul i. per tanto els conductors es poden 
tallar sense pertorbar el sistema ni a l' esquerra ni a la dreta (fig, 4,13al. i obtenim 
d 'aquesta manera trossos de Unia a'illats amb distribucions de corrent i tensió idéntiques 
a les que tenien abans de tallar, 
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Amllogament, en els plans que disten n}¡/2 del e.e. (8" 8" ... ). com que la tensió és nul'la, 
podem connectar entre si els dos conductors de la Ifnia mitjanc;ant dos fils i, posteriorment, 
tallar com en el cas anterior (fig. 4.13a). Ara obtenim trossos de Ifnia amb els seus 
extrems en c.c. 

Podrfem procedir igualment partint d 'una Ifnia en e.o., arribant en definitiva a les tres 
possibles situacions Msiques de la figura 4.13b, on s'han dibuixat les distribucions de 1'1 
i de I VI per als modes ressonants més baixos. És evident que, des d 'aquest punt de vista, 
hem tornat a trobar les mateixes ressomlncies del paragraf anterior. 

D . altra banda, també hi ha una ona estacionaria amb zeros de I VI i de III si la impedancia 
de carrega és purament reactiva, ja que també produeix una reflexió total. De manera que, 
en aquest cas, haurfem pogut fer la construció de la figura 4.13 més general, amb I'única 
diferencia que ara a la carrega no hi hauria ni un mfnim ni un maxim de I VI o III i que les 
seccions obtingudes no serien de longitud M4 O M2. 

Per tant, ens podem preguntar per les ressonancies d' una secció de Ifnia amb dues 
reactancies en els seus extrems (fig. 4.14). ja que és una estructura sen se perdues. La 
res posta es pot donar, segons els punts anteriors, interpretant la ressonancia com una ona 

estacionaria atrapada entre les dues reflexions totals deis extrems. Si escollim un pla de 
referencia qualsevol i anomenem Zo i Z, les impedancies vistes a la dreta i al' esquerra, 
respectivament, i V· i V les amplituds de I'ona positiva i de la negativa en el pla, tindrem, 
segons que mirem cap a la dreta o cap al' esquerra: 

v· 
v· 

-

v· = Z¡-Z. 

V· Z¡+Z. 

-

- (4.55) 

(4.56a) 

(4.56b) 

El compliment de les condicions (4.56a) i (4.56b) ens donara, per tanto les ressonancies 
del circuito 

Exemple 1 Considerem novament una secció de Ifnia amb els seu s extrems en e.e. i 
longitud 1, per a la qual ja sabem que les freqüencies de ressonancia són aquelles que fan 
que 1 =n}¡/2. Per aplicar les condicions anteriors, podem escollir com a pla de referencia 
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~ t ~ 

rl ~ v+ Ú 
~jXl Zo ~ v- jX2 

~:~ 

Zr : Zo 

y-

y' 

Circuits de microones 8mb IInies de transmissió 

y' Z-Z ; -=-'-_. 
y- Z, +Z. 

Fig. 4.14 Obtenci6 de les condicions de ressonancia per a una secci6 de IInia amb 
carregues reactives en els seus extrems (circuit sense perduesl, a partir de la 
seva interpretaci6 com a ones estacionaries. 

al Pla z= 1/2 

z=o 

bl Pla z=O 

z=R. 

q 
tanji-=o 

2 

No es pot complir 

q ~ ... - =n-
2 2' 

~ q=(2n +1)-
2 

~ q=2n'-
2 

Fig. 4.15 Obtenció de les ressonancies d 'una secci6 de IInia amb els extrems en c.c. a 
partir de les condicions (4.56a) i (4. 56b). Es realitza el calcul en dos plans 
diferents. 
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el de simetria (z = 112, fig. 4.15a) i obtenir, de (4.56a), que 1 sigui un nombre parell de 
JoI2, i de (4.56bl. que sigui un nombre imparell (fig. 4.15a). Una altra opció és prendre com 
a referencia un deis extrems, per exemple z=O (fig. 4.15b)' En aquest ca s, (4.56a) 
proporciona la totalitat de solucions, mentre que (4.56b) no es pot aplicar perqué Z,=O a 
causa de la tria del pla .• 

Exemple 2 La situació de la figura 4.14 es pot tornar a considerar amb més detall, com 
es resumeix a la figura 4.16. Noteu que prenem Z. = 1 per simplicitat. 

al 

bl 

: ...... 0>---------<0 ........ ·. 
: Z =1 Zo=l Z =1 : : o o : 

..... 0>--------0 .... · .. ·: 

pla z = O 

Z -X.z _ jX2 +jS 
,-J " D- 1 'X'S 

+ J 2J 

amb S = tan 11 1 

x +X 
S= 1 2 = tan 111 

X1.\2 -1 

jX1 = jtan 1111 

jX2 =jtan Ill:! 

Fig. 4. 16 Obtenció de les ressonlmcies del circuit de la figura: 
al directament; 
bl substituint les c¡¡rregues reactives per seccions de linies en curt circuit. 
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La solució general esta descrita a la figura 4.16a i és el resultat de l' aplicació literal de 
(4.56a). Alternativament, podem substituir les reactancies jX, i jX2 per seccions de la 
mateixa Irnia de transmissió (Z. = 1) en c. c. que proporcionen valors equivalents, i obtenir 
les ressonancies de la Irnia resultant, de longitud (1 + 1, + 12). a partir del resultat conegut 
que és un múltiple de ),12 (fig. 4.16b) .• 

Exemple 3 Quan hi ha involucrades diverses Irnies de caracterrstiques diferents, com a 
la figura 4.17, es pot entendre millor la utilitat de les expressions (4.56a) i (4.56b). En 
efecte, en el cas de la figura, de (4.56a) es pot obtenir sen se gaire esfore;: 

(4.57) 

D • altra banda, 56b proporciona les equacions: 

(4.58) 

el compliment simultani de les quals és generalment impossible (és a dir, no proporcionen 
cap solució) lIevat que el quocient entre l,lc, i 12/c2 sigui un nombre racional.. 

Z¡. ZD = ±j ~ - tanPltl = tan P':! = ± ~ (impossib/e en general) 

Fig. 4. 17 Calcul de la ressonancia de l' estructura dibuixada, formada per dues línies de 
transmissió diferents. 
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4.8 Efecte de les perdues 

Quan la Irnia té pérdues (baixes), cal refer els calculs que proporcionen els valors deis 
elements deis circuits equivalents de les figures 4.10, 4.11 i 4.12. Tornant al' exemple 
de secció de Irnia en c.c.: 

Z. = Z tanh(<<'+ '111) = Z tanhu'+j tanll' 
•• J • 1 +jtanh«,.tanll' 

(4.59) 

Si les pérdues són baixes: 

- tanhu'· «, (4.60) 

i si ens trobem en les proximitats de la n-esima ressonancia en serie: 

"It W • W =--.. .¡¡:c (4.61) 

- tanll' = tan("It +"lta) = tannlta • "Ita (4.62) 

L 'última aproximació s 'ha fet considerant n"6< < 1. De manera que: 

u'+j"lta ."It ) Z¡. Z.. • Z.(<<'+j"lta) = Z.«'(1 +J-3 
1 +J«'"lta ul 

Aquesta última expressió es pot rescriure de la forma: 

on "It 
Q •• = 2 .. , (4.64) 

(4.63) 

que correspon a la impedancia d . entrada d' un circuit ressonant en série amb pérdues. 

Els valors de R~ i Q~ són consistents, ja que: 

(4.65) 
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D . altra manera, el valor de Q_ es pot rescriure: 

(4.66) 

Aquesta expressió per al Q_ és independent de n, és a dir, de l' ordre de la ressonancia, 
i es pot comprovar que també és valida per a les ressonancies en paraHel i per a una 
secció de Irnia en circuit obert. 

En conseqüéncia, quan la Irnia té pérdues, els circuits equivalents de les figures 4.10, 4.11 
i 4.12 s' han de modificar introduint resistimcies de valor adequat en cada circuit 
ressonant, de manera que proporcionin un valor de Q=pI2a. 

lE 
~ 1 ~ 

& 1 
: I 

o o 

o o 
zo,a.,S Zo,a,B 

A :ID z. ~ 
1·- R=-

~ R = Z.al 4 al R 
L 

A ~ e R =Z.a.I :J1]R Z. la-
~ 

R=-2 al R 
En tats els casos Q=P/2a 

Fig. 4. 18 Modificació deIs circuits equivalents de la figura 4. 12 per al cas de perdues en 
la I/nia. E/s valors de L i e són els mateixos que els de la figura 4. 12. 

ts instructiu tornar a obten ir els resultats anteriors pel procediment aproximat de calcular 
les pérdues a partir de les distribucions de tensió i corrent en el cas de corrent, ideal sense 
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perdues. Tornant als exemples de Ifnies en c.c. o en c.o. indiferentment: 

( 

± = CC) 
• = co 

(4.67) 

Quan la secció de Ifnia és un múltiple enter de A/4, com en els casos ressonants que 
estudiem, i només en aquest cas: 

iZa cos2¡iz dz = O z, (4.68) 

i, en conseqüencia: 

(4.69) 

on hem definit PL ±: 

(4.70) 

com les potencies que dissiparien, per separat, I'ona positiva i la negativa. 

Analogament, podem posar: 

U. = U; + U; U = U· + U- (4.71) 
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D'altra banda, per a un c.c. o un c.o. és I V'I ~ I VI, i en conseqüéncia: 

u· = u- (4.72) 

Amb totes aquestes expressions podem calcular el factor Q d 'una secci6 múltiple enter 
de A/4: 

U 2U' "'. VEU' 
Q = '" - = '" -- = ---• p • 2P' V p' 

L L E L 

= (¡,lo p+ 

V p' B L 

= Wo V p _,_ = ~J!... 

v, v.. p' v .. 2 .. 
2_L_ 

(4.73) 

2r 

En aquests calculs hem utilitzat el concepte de velocitat de propagaci6 de l' energia, 
(VE; v.l. i l' expressi6 de a en funci6 de P,' i P'. Per al cas de Unia no dispersiva vp ; v.; e, 
i (4.73) es redueix a (4.66). 

Exemple 1 Considerem el circuit de la figura 4.19. La condici6 de ressonancia s' obté 
immediatament (vegeu la mateixa figura) per6, en el cas de pérdues, I 'expressió Q;PI2a 
no és valida ja que ara el condensador C. contribueix a emmagatzemar energia. Per tant, 
per calcular Q és preferible l' energia magnética Um : 

(4.74) 
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CO~L~ __ Z_O_'S ____ ~ 
z--R,. z-O 

Fig. 4. 19 Circuit ressonant de I'exemple 1. 

Calculem la potencia dissipada avaluant (4.67) a I'interval (-t,O) i tenint en compte que 

IV'I=IVI: 

(4.75) 

(4.74) i (4.75) ens permeten escriure immediatament l' expressió del factor O .• 

Exemple 2 A I'expressió (4.73), varem obtenir un resultat referit a una I(nia dispersiva. 
Ens podem preguntar com hem de modificar tots els resultats anteriors en el cas de 
dispersió, i en particular en els circuits equivalents. 

Per a una I(nia dispersiva: 

(4.76) 

A les proximitats d . una ressonancia (w.,P.): 

(4.77) 
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Aquesta expressió es diferencia de l' argument de (4.45) en el factor v,lv. que acompanya 
ó. Per tant, si la Irnia té dispersió, tots els elements L i e deIs circuits equivalents obtinguts 
anteriorment han de ser multiplicats per v/v. que, per tant, ara depenen de la freqüencia. 

Hem de fer el mateix amb I • expressió del factor Q, com ja varem trobar a (4.73). En canvi, 
e)s valors deIs e)ements resistius equivalents de les pérdues no es modifiquen. En efecte, 
per a un circuit ressonant en serie, per exemple, abans tenrem: 

(4.78) 

i ara: 

~ Q,. = --'---"-'---
vg R." 

(4.79) 

Exemple 3 L • expressió per al factor Q d • una secció de Unia pren la forma explrcita: 

1 
Q 

2" =-
p 

2 R G 1 1 
=-+-- =-+-

'" L '" e QL Qc 

• 

ts a dir, el factor Q de la Irnia coincideix amb el factor Q de la seva cill'lula elemental (fig. 
3.1 a) .• 
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Capitol 5 Circuits de microones (1). Propietats generals 
Xarxes de dos accessos (quadripols) 

5.1 Introducció 
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Historicament, la teoria de circuits de microones sorgeix per la necessitat de donar un 
tractament senzill als sistemes en guies d' ones i cavitats ressonants, que inicialment 
només es poden estudiar per mitja de la seva descripció electromagnética completa. 

Per a nosaltres, que posposem aquests temes fins a la segona part del curs, la tasca 
consiste ix a incorporar les Unies de transmissió. Com que el seu funcionament es descriu 
en termes de tensions i de corrents, la tasca no és complicada; pero la peculiaritat del seu 
comportament (ones positives i negatives, coeficients de reflexió, etc.) suggereix una 
descripció nova, ano menada parametres de dispersió o parametres S, que posa de 
manifest els aspectes de propagació del circuit que s' estudii. 

La importancia d' aquests parametres S és molt gran ja que, com veurem, es poden 
mesurar de manera més directa i senzilla que les impedancies o les admitancies, i 
permetran posteriorment incorporar amb facilitat les guies d' ona, les cavitats i altres 
elements al món, ben conegut per tots, de circuits equivalents analitzables en termes de 
tensions i corrents. 

5.2. Definicions i propietats bllsiques 

De moment, considerarem com a circuit de microones el circuit format per elements 
passius concentrats (R,L,CI, dispositius actius (transistors, diodas) i linies de transmissió. 
Aquestes últimas són les que tenen en compte el retard degut a una velocitat de 
propagació finita; és a dir, els efectes de retard seran tinguts en compte, exclussivamant, 
mitjan9ant la preséncia de I(nies de transmissió, tant formant part del circuit com 
transportant els senyals del circuit o cap al circuito 
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Atés que les línies de transmissió són elements passius lineals i recíprocs, les propietats 
genériques deis circuits de microones així definides són les mateixes que les deis 
convencionals. 

Recordem, en tot cas, que una xarxa recíproca és aquella en la qual I • intercanvi entre un 
generador i un mesurador, ambdós sense impedáncia, no produeix modificació en la lectura 
del mesurador. També és cert que totes les xarxes passives són recíproques; no obstant 
aixó, a freqüéncies de microones hi ha dispositius (amadors, circuladors) formats per 
materials magnétics (ferrites) que són passius peró que no són recrprocs. 

És important recalcar que la connexió d'aquest circuit amb l' exterior es realitza 
exclusivament mitjanc;ant línies de transmissió, que denominarem accessos (en anglés 
port). En cada una d' aquestes Unies cal fixar un pla de referéncia on mesurarem les 
tensions i els corrents, {V, ' " ' i = 1, 2, ... }, que serviran per descriure les propietats de la 
xarxa o circuit (fig. 5.11, amb el conveni de prendre com a positiu el corrent que entra a 
la xarxa. D' aquesta manera, una xarxa de N accessos es descriu per les 2N variables 
{V,.I¡} de les quals només la meitat són independents. 

La descripció més freqüent de la xarxa es fa per mitjá de les seves matrius d • impedáncies 
o admitáncies: 

[V] = [Z)[I] 

[1] = [Y)[V] 

[Z) = [Y)-1 (5.1) 

on [VI i [1] són matrius columna (vectors) de dimensió N, i [Z] i [Yl matrius quadrades NxN: 

VI 11 

V2 12 Z11 Z12 Z1N 

[ V) [1] [Z) 
Z21 Zz1 Z2N 

(5.2) = etc. 

ZNI Zm ZNN 

VN IN 
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al 

(PRN ..... 
"-

\ 

/ 
/ 

bl 

XARXA 

\ 
:(PRi) 

dVi -

- 11" " : definides en el 
pla de referencia i (PRil 

- 1, positiva si flueix 
cap a la xarxa. 

v.-=.!(v.-z ./) 
I 2 I o, ¡ 

Fig. 5. T al Definici6 de tensions i corrents en els plans de referencia deIs accessos a la 
xarxa. 

bl En cada linia d • accés es pren com a ona positiva la que es dirigeix cap a la 
xarX8. 

També es poden definir matrius hibrides, que relacionen vectors mixtos, formats per 
tensions i corrents. 

Les matrius [ZJ i (YI, en canvi, a freqüencies de microones presenten els inconvenients 
següents: 
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a) Un desplac;ament deis plan s de referencia produeix canvis en els valors de V, i 1, 
governats per express ion s no trivials (considere u, per exemple, la variació de la impedancia 
en tota una Irnia de transmissió) i, per tant, modificacions profundes en la forma de les 
matrius. De manera que pot resultar molt difrcil identificar dues xarxes identiques, perO 
amb plans de referencia diferents. 

b) Els elements Zij i Y, es mesuren amb circuits oberts o amb curts circuits en els plans de 
referencia. i a freqüencies de microones: 

b.l) és difrcil produir bons circuits oberts (una Irnia en circuit obert tendeix a 
emetre energia i, per tant, presenta una immitancia finita); 

b.2) encara que es puguin aconseguir curts circuits i circuits oberts bons, no 
sempre és possible situar-los en el pla d 'interes; 

b.3) en el cas de dispositius actius, un curt circuit o un circuit obert pot produir 
danys irreversibles, oscil'lacions o altres efectes no volguts. 

5.3 Matriu de dispersió 

Els inconvenients anteriors s' eliminen si, en comptes d 'utilitzar les tensions i els corrents 
en els plans de referencia per descriure la xarxa, utilitzem les amplituds de les ones 
positiva i negativa de tensió: 

VI = V/ + V,- (5.3) 

O'aquesta manera. també tenim un conjunt de 2N variables {V/, Vi. i=1,2 ... N} 
relacionades linealment amb les {V" 1,. i= 1 ,2 ... N}. 

Abans de prosseguir cal introduir els convenis següents: 

1) Prendrem com a ones positives, en cada accés, les que es dirigeixin cap a la xarxa (fig. 
5.lb). 

2) En comptes de les tensions i els corrents ordinaris emprarem valors normalitzats, 
definits mitjanc;ant: 
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8, = V; V¡' rv + = -- = V Y", V, 
jZ;¡ 

1; = jZ;¡ I¡' = V; 

de manera que 

P¡' = I V¡'1
2 

= 11v;12 = 118,12 
2 Z", 2 2 

(5.7) 
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(5.5) 

(5.6) 

(5.8) 

En funció d • aquestes variables, definirem la matriu de dispersió (en anglas, scattering), 
I Sql, mitjam;:ant la relació: 

- [b] = [S][8] (5.9) 

que proporciona les amplituds (normalitzades) de les ones negatives o reflectides en funció 
de les amplituds de les positives o incidents. 

A partir d . ara, i mentre no hi hagi risc de confusió, prescindirem deis claudiltors per 
denotar matrius i escriurem 

b = Sa, V- = SV' ,etc. (5.10) 

D' acord amb la definició, els elements Sq vénen donats per: 
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b, I "ji-
S" = - =-' (5.11) 

a· V~ I 01=0 (,t-i) , v¡ -O (bi) 

b I v-
S-ji = ....1 = :...1. (5.12) 

a, 0,1_0 (bi) 
"ji. 

v; ",o (k,;.t) 
, 

La condici6 a. = O en el n-ésim accés s' aconsegueix, en general, situant en algun pla 
d 'aquest accés una resisténcia de valor igual a la imped~ncia caracterlstica de la Ilnia 
(figura 5.2a). En aquestes condicions direm que I'accés n-ésim est~ terminat (se sol 
utilitzar terminaeió com a sinonim de c~rrega adaptada a una Ilnia!. concepte que no s'ha 
de confondre amb el d . accés adaptat que reservarem per quan S .. = O. 

Amb aquesta nomenclatura, les definicions (5.11) i (5.12) deis elements S, tenen el 
significat: 

1 ) Si' és el coeficient de reflexi6 vist des del pla de referéncia i-ésim quan situem 
en aquest accés un generador i tots els altres estan terminats (fig. 5.2b). 

2) Si és el coeficient de transmissi6 (senyal que surt en el pla de referéncia j 
dividit pel senyal que entra en el pla de referéncia i, en la mateixa situaci6 
anterior, és a dir, amb un generador a I'accés i, i tots els altres terminats 
(figura 5.2b). 

Aquest significat deis elements Su' a més de proporcionar el procediment per mesurar-los, 
posa de manifest la desaparici6 deis inconvenients assenyalats al' apartat anterior per a 
les matrius Z i Y, atés que: 

a) Un despla9ament de plans de referéncia produeix només can vis de fase de les 
amplituds de les ones positives i negatives i, per tant, només canvis de fase 
en els valors de S,. 

b) La condici6 d 'aeeés terminat és independent del pla en qué se sitüi la 
terminaci6. Respecte als dispositius actius, el mesurament es realitza en 
condicions de c~rrega resistiva, menys perillosa que amb un curt circuit o un 
circuit obert. 

La consideraci6 a es pot precisar de la manera següent: suposem que desplacem tots els 
plans de referéncia allunyant-nos de la xarxa de manera que (fig. 5. 2e): 
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(5.13) 

(5.14) 

al 
a =0 

RLK=ZOK di XARXA 

~ 
(PRK) 

bl el 

(PRi- 1 ) .,..,.--- ...... 

'" 

(PRK') (PRK) 

/ 
/ 

(PR jM) -

Fig. 5.2 a) Definició del concepte de terminació d 'un accés (co¡'¡ocació en la Ifnia exterior 
d 'una carrega adaptada o terminaeió). 

b) Situació utilitzada per definir els pariJmetres S. i S, 
e) Desplat;ament del pla de referencia en I • aceés k-esim. 
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En aquestes condicions, tindrem: 

I b' , S ü =­
a' , 

I !!:J. S .. = 
,. I a, 

= :' .-21+'1 = Su·-
2
;+. 

.'.1 .. 0 i ••• 0 

= -: • -J(t.· .,) 1 

.1 ... 0 i .,;.0 

= S .. • -J(t.-.,) ,. 

(5.15) 

(5.16) 

Exemple La figura 5.3 mostra el calcul d 'una xarxa senzilla, (un quadripol en nomenclatu­
ra convencional, o 2-accessos) formada per una admitancia connectada en el pla de 
connexió de dues Irnies d . impedancies caracterrstiques diferents. Prendrem com a plans 
de referéncia al' entrada i a la sortida el pla de connexió, si bé, per facilitar el dibuix, 
normalment aquest pla es desdobla en dos d' units amb connexions ideal s sense retard. 

La mateixa figura indica clarament el procediment de calcul; primer es termina la sortida 
(és a dir, es carrega amb la seva impedancia característica; noteu que en no haver-hi ona 
reflectida per la terminació, la tria del pla de connexió és irrellevant) i es calculen el 
coeficient de reflexió al' entrada i S21' Per a S21 cal establir una relació entrada-sortida 
que, en aquest cas, és trivial (continu'itat de tensions). 

El procediment es repeteix situant a continuació una terminació (noteu que és diferent de 
I . anterior) a la Irnia d • entrada .• 

5.4 Propietats de la matriu de dispersió 

Si la xarxa és passiva (encara que no sigui recrproca): 

(5.11) 

ja que Sil és un coeficient de reflexió, i en les condicions de definició de S, (fig. 5.2b): 

(5.18) 

atés que la poténcia que surt (( 1/2) 1 b¡12) no pot ser més gran que la que entra (( 1/2) 18,1 2). 
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lH 
a) b) 

v+ 
V

1 
<- ~ 

~rn 
-+ V2 

RG=zof 
ZOl Zo2 

Po 

= 2¡Y;;Y;; 
Y + Yol + Yo2 

Fig. 5.3 Calcul de la matriu de dispersió d 'una xarxa (quadripoll elemental. 
a) Situació, amb la sortida terminada, per al calcul de S" i S". 
b) Situació, ara amb l' entrada terminada, per al calcul de S22 i S,2. 

(Les linies de traf'at senzill representen connexions ideals, sense retard; és a dir, 
l' entrada i la sortida corresponen al mateix pla (isic). 
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Si a més de ser passiva la xarxa no té pérdues, la poténcia que entra i la que surt amb 
generadors arbitraris han de ser iguals: 

Pero: 

N 

N 
.E l1bl2 

; =1 2 ' 

N 

.E 
;=1 

.E Ib,F = (b;. ¡,; ... b;) 
;=1 

(5.19) 

= lb)' lb) = b' b (5.20) 

on el signe + significa matriu adjunta o conjugada hermitiana, i és igual a la conjugada 
complexa de la transposada: 

(5.21) 

Per tant, podem tornar a escriure (5.191: 

b+b=a+a - a·S+Sa-a"f"a=O -

- a+ (S' S -1) a = O (5.22) 

on 1 representa la matriu unitat d 'ordre NxN. Com que (5.221 s 'ha de complir per a 
qualsevol vector a arbitrari (podem canviar les seves components a voluntat, manipulant 
els generadors exteriorsl se segueix la condició d 'unitarietat: 

S' S = 1 ; s+ = S-l ; SS' = 1 (5.23) 
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És a dir: 

Sl'l S;1 SZt S11 S12 SlN 1 O O 

Sl'2 ~ S~ S:!1 ~ S:!N O 1 O 

S'S = (5.24) 

Sl'N S;N S;N SNt SN2 SNN O O 1 

(5.25) 

(5.26) 

o el que és igual, el mOdul de cada vector de S val la unitat, i el producte escalar d' un 
vector columna per un altre de paral-lel és zero (si haguéssim partit de S·S+ = 1 en 
comptes de S + S= 1 ,hauríem obtingut les mateixes conclusions per a vectors fila en 
comptes de columna). Aquesta condició d • unitarietat proporciona un nombre molt elevat 
d • equacions, evidentment no totes independents. Pero, en tot cas, imposen restriccions 
fortes en el nombre de parametres Sq lliures (és a dir, que es puguin escollir arbitrariament). 
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Exemple 1 Considerem un 2-accessos (quadripoll passiu sensa perdues (perO no 
necassariament recíproc). Posem: 

En virtut de la unitarietat: 

de manera que podem escriure: 

També per unitarietat: 

i ens queda finalment: 

1al,Ibl,IcI,Idl ~ 1 

sin. e
i
" ) 

¡(,,-.-1·"l -COSTe 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

expressió més general per a aquest quadripol. Noteu que deis 8 parametres inidals (4 
nombres complexos) només quatre (T. 1/>,. 1/>2 i 1/>3) són lliures .• 
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Ens queden per establir les relacions entre la matriu S i les Z i Y. 

Si definim les matrius diagonals: 

J Zo' O O J Yo, O O 

{Z.= 
O JZ02 O .;v. = ({Z.¡-' 

O J Y02 O 

O JZoN O J YoN 

pode m tornar a escriure les relacions (5.5), (5.6) i (5.7) de la manera següent: 

a = V' = ,fY. V· b = V- = ,fY. V-

V=,fY.V '·=.¡z.'·=a 

(5.33) 

Es poden definir matrius d 'impedancies i admitancies normalitzades: 

y = Z-, 

relacionades amb les ordinaries mitjancant: 

,fY. V = Z.¡z., - V = .¡z. Z.¡z., -

- Z = .¡z. Z .¡z. 

y = ,fY. y ,fY. 

D 'altra banda, tenim que: 

Z = ,fY. Z ,fY. 

y = .¡z. y .¡z. 

(5.34) 

(5.35) 

, = ,> + ,- = a - b = (1 - S) a 2b=V-'=(Z-1) (5.36) 

149 

(5.3 
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és a dir: 

Ji = (1 +S) (1 -S)-' 1 Z = (1 +S) (1 -S¡-' 

- - , 
b = (Z-1)(Z+1¡- a (5.37) 

i análogament: 

y = (1 -S)(<I +$)-' $ = (1 -Y) (1 +Y)-' (5.38) 

Aquestes relacions són fácils de recordar ja que, en el cas de dimensió 1 (N = 1, xarxa 
d ' 1-accés), la matriu S es redueix a un escalar que coincideix amb el coeficient de reflexió 
p, i en aquest caso 

Z-1 1-Y 
p=--~--

Z+1 1 +Y 
- 1+0 Z =..:.......c.. 

1-p 
- 1-0 Y = -=-....L. 

1+p 
(5.39) 

Alhora, heu d'observar que a 15.37) i a (5.38) els productes de matrius commuten; en 
efecte, si prenem, per exemple: 

s = (Z-1)(Z+1)-' = {[i]+[1]-2[1)}{[iJ+[1]}-1 

= (1)-2{[Z)+[1J}-1 = (Z+ 1)-'(Z+1)-2(Z+ 1)-' = 

= {[Z)+[1)t' {[Z)+[1)-2[1]} = (Z+ 1)-' (Z-1) (5.41) 

Si la xarxa és recrproca, sabem que Z í y són símetriques: 

Z = Z' y = y' (5.40) 

cosa que implica la simetría de Z i Y: 

Z' = (.¡r; Z.¡r;)' = .¡r; Z.¡r; = Z . etc. (5.41) 
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i la de S: 

(5.42) 

Aquesta propietat de simetria de la matriu 5 quan la xarxa és recIproca és molt important 
perque redueix el nombre de parametres que s'han de mesurar o de calcular a la xarxa. Si 
aquesta, a més, és sense perdues, la reducci6 és encara més gran. 

Exampla 2 Si fem que el quadripol de l' exemple anterior (que és passiu sense perdues) 
sigui també reclproc, la seva matriu 5 queda redu"ida a: 

(5.43) 

Si a més el quadripol és simetric, és a dir, si 5" = 5 22, lIavors "" = 2"'2''''' ±" - "'2 ="" ± "/2 
i: 

±sln. e'.') 
cos. e't, 

(5.45) 

Noteu que qualsevol quadripol recfproc i sense perdues es pot convertir en simetric 
mitjan<;:ant un canvi de plans de referencia. En efecte, si allunyem el pla 2 la longitud E 2 

tal que P2E2="'2' ="'2''''' ±"/2, (5.44) canvia a: 

OOS. e'" sin. e'("'·'·) 

S' = 

sin. e'(+"·") -cos. e'(2 .. · t , .a'.> 

OOS. e'" ±jsln. e'" 

(5.46) 

±jsin. e'+' OOSt e'+' 
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Encara més, si ara movem els plan s 1 i 2 de manera que <11, =<112=<112/2, (5.46) queda: 

[ 

COSt 

S' = 

±jsint 

±js,ntl 

COS. 

(5.47) 

que és l' expressió general de la matriu S per a un quadripol redproc i sense pérdues, 
referit a aquelis plans de referéncia que facin que S" i S22 siguin reals .• 

Exemple 3 Comprovem com a exercici els resultats anteriors per a la xarxa analitzada a 
I'exemple de I'apartat 5.3 (fig. 5.3). Tenfem: 

Y.¡-Y.2 -Y 

y + Yol +Yo2 

2.g;v;. 
Y+Yo}+Yo2 

(5.48) 

La verificació de reciprocitat (5.43) és automatica. La identificació amb la forma (5.47) no 
és tan avident quan I 'admitancia Y és reactiva (quadripol sensa pérduesl. Y = jB: 

Y.¡-Y.2 -jB 

Y.¡+Y.2 +jB 

Es comprova facilment que 

(5,51) 

(5.49) 

(5.50) 
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(5.52) 

(5.53) 

(5.55) 

• 
5.5 Xarxes de dos accessos 

Les anomenarem més breument 2-accessos, i es corres ponen amb el concepte familiar de 
quadripol. La seva definició en termes de matrius d 'impedimcies o admitancies admet, en 
el cas recíproc, els circuits equivalents coneguts de les figures 5.4b i 5 .4e. Recordeu que 
quan emprem parametres de dispersió o bé tensions i corrents normalitzats és essencial 
coneixer les impedancies característiques de referlmcia al' entrada i a la sortida, Z" i Z'2' 

a) 

e} 

-Y12 

Yll+~+YI2 

b) 

1= Y·V abé 1 = y·v 

Fig. 5.4 Definició de les magnituds biJsiques d • un 2-aceessos (quadripol) i eircuits 
equivalents en Ti en n en el eas de reeiproeitat. 



154 Circuits d6 microon6s 8mb IInies d6 transmissid 

Una propietat coneguda de les matrius Z i y és que permeten el calcul directe per suma 
de les matrius de quadripols connectats en serie (fig. 5.5a) o en paraHel (fig. 5.5b). Més 
endavant, veurem que el calcul de matrius globals de quadripols en cascada es pot realitzar 
mitjanc;ant el producte de matrius, cosa que permet establir procediments d' analisi de 
xarxes complexes molt potents mitjanc;ant la manipulació de matrius. 

al bl 
, 

-!t 
I z' I 

i 
I z" I 

= Y,[, + Y" r = (Y' + Y") 1 = YI 

Fig. 5.5 La matriu Z de dos 2-accessos en serie (al és la suma de les matrius components, 
i el mateix succeeix amb les matrius Yen el cas de connexió en paraNel (b). 

Exemple 1 Calculem la matriu d' admitancies d' una secció de línia de transmissió de 
longitud 1 i admitancia característica Yo (fig. 5.6): 

(5.5&) 

(5.56b) 
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Immediatament, obtenim: 

Y1, = - -jYooolan<l> = Y22 " I V; V,.O 

(<I>=PI) (5.57) 

Per a Y'2 tenim: 

Pero quan V2 = O (curt circuit a la sortidal les distribucions de Vil en la Ifnia, amb l' origen 
en l' accés 2, s6n: 

Vez) = -2jV·sin(pz) V; = V( -1) = 2jV·sin<l> (5.58a) 

I(z) = 2 V· Yocos(P z) '2 = -/(0) = -2V·Yo (5.58b) 

i obtenim immediatament: 

y: =.~ 
'2 J sin<l> 

y = jYo (-ooS<l> 1) 
sin <1> 1 -008<1> 

(5.59) 

1 1 .\ b 
1 2 pI = <1> - -

1
1 

: r VI 
~ 

Zo' B V2 
'Y [-008<1> -~8J 

o 
I I [Y)=~ 

81n<l> 1 

Fig. 5.6 Seció de IInia de transmissió de longitud t i matriu Y. 
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De manera an¡)loga, o bé per inversió de Y, s' obté la matriu d' imped"mcies: 

Z = -iZo (ooS<I> 1) 
sin<l> 1 oos<l> 

(5.60) 

• 

L 'exemple anterior presenta dues situacions interessants: 

a) i =..1/4. En aquest cas l/J = "/2 i: 

( 

O 
Y -

¡y. ( 

O 
Z = 

-iZo 
(5.61) 

b) i = 3A/4. Ara és l/J = 3"/2 i: 

( 
O 

y= 
-iY. ( 

O 
Z = 

iZ. 
(5.62) 

situacions que admeten els circuits equivalents en T i en " de la figura 5.7 a. Alhora, 
aquests permeten establir, per a una xarxa arbitraria donada per la seva matriu 
d 'impedancies o admitancies, els circuits equivalents de la figura 5.7b, formats per una 
secció de Unia en A/4 O 3..1/4, i dues immitancies en série o en paraHel al' entrada i a la 
sortida. 

En aquests circuits, l' elecció de la longitud de línia (A/4 o 3A/4) s'ha de fer en funció de 
la realitzabilitat física de les longituds; és a dir, Z. i Y. han de tenir part real (resistiva o 
conductiva) positiva. El cas més interessant és el de xarxes amb Y'2 (Z'2) imaginaris, que 
proporcionen Unies de transmissió sense pérdues (Z. i Y. reals). 

Tampoc no heu d'oblidar que I'equivaléncia entre els circuits de la figura 5.7b es 
compleix només per a aquella freqüéncia en qué les línies tenen una longitud definida; és 
a dir, el procediment de síntesi d 'un 2-accessos a partir de la seva matriu Z o Yestablert 
anteriorment és valid només per a una freqüéncia fixa. 
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a) 

i=A/4 Ó 3\/4 

( J 

b) 

o 

_A/4_ 

o 

(Yo = jY12 pera 
1= 3}'/4) 

(Zo = -jZ12 per a 
I = 3}'/4) 

Fig. 5. 7 a) Circuits equivalents d' una linia de transmissió en A/4 o en 3A/4. 
b) Utilització del resultat anterior per sintetitzar xarxes reciproques arbitraries, 

a una freqüimcia donada, mitjant;ant línies de transmissió en A/4 o en 3A/4. 

Exemple 2 Considerem un 2-accessos recíproc i sense perdues donat per la seva matriu 
d 'impedfmcies Z. La potencia total d 'entrada en la xarxa valdra (fig. 5.4a); 
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= 1 (rZI+rZ-l) = lr(Z+Z')1 
4 4 

(5.63) 

Ates que suposarem la xarxa sen se pérdues, p=o amb independéncia del valor particular 
del vector arbitrari /, de forma que: 

Z+Z' .101 (o també. y + Y' • 101) 

És a dir, els elements de la matriu Z (o bé Y) han de ser imaginaris; per tant, qualsevol 2-
accessos recrproc i sense pérdues es pot sintetitzar, a una freqüéncia donada, mitjanc;ant 
una secció de Irnia ideal en A/4 o 3A/4 i dues reactáncies (que, al seu torn, es poden 
realitzar amb Irnies de transmissió ideal en circuit obert o en curt circuit (fig. 5.8) .• 

A continuació, calculem les expressions més importants d' un 2-accessos en funció deis 
seus parámetres de dispersió: 

1) Impedáncia (coeficient de reflexió) al' entrada. 
Partim de la relació básica: 

b, = Sl1 a, + S,.a" 

Si la sortida (pla 2 a la figura 5.4a) está carregada amb una impedáncia Z" lIavors: 

i al' entrada: 
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S2 

_ [jX11 jX12 ] " 1 ZOl,Sl 

1" 
Zo2 z- _ 

jX,2 jX22 

Z o 
O , o 

~ 

Zo = -X'2 (1 = ),/4) o +X'2 (1 = ),/4) 

o -B'2 (1 = 3),/4) 

Fig. 5.8 Síntesi de 2-aeeessos reeíproes i sense perdues (reaetius) mitjan{:ant seeeions de 
línia de transmissió ideals (vegeu I'exemple 2 del text). Noteu Que en eada síntesi 
la tria de c.c. o bé C.D. és arbitraria i Que, en tot cas, hi ha un grau de I/ibertat 
per fixar arbitrariament dos deIs Quatre parametres (Zo" t" Z02' t 2)' 
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d 'on es pot amar el quocient a2 /a, i, finalment, s' obté: 

(5.64) 

2) Impedancia (coeficient de reflexió) a la sortida. 
La situació és analoga al cas anterior. Si la impedancia del generador és Zs i: 

a la sortida tindrem: 

= S22 + S12 S21 Ps 
1-S11 P. 

(5.65) 

3) Guany de transferencia de potencia GT (Transducer power gain). 
Quan un 2-accessos esta carregat, per un costat, amb un generador i, per I 'altre, amb una 
impedancia (de carregal. es defineix la GT com el quocient: 

G
T 

= Potencia lIIurada a la carrega 
Potencia disponible del generador 

(5.66) 

essent P.,. la potencia lliurada pel generador a una impedancia igual a Z; (la conjugada de 
la seva impedancia interna). 

A la figura 5.9 es resumeixen els calculs basics necessaris per calcular p ... i GT• La 
potencia lIiurada pel generador a una carrega (impedancia) Z, val: 

P = ..!.Ia 12(1-lp 12) = ..!.Ib 12 1-lp,1
2 

S 2 1 I 2' 11 _ 12 P, P. 
(5.67) 

(5_68) 
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v1' a, =--

[Z";¡ 

<-al -+b2 
-+b u2ZL 

+ V"Zol 

Vs~s: Jj 

1 V1 = 
1 - p,P, Isl Z" +ZoI 

Pi I I p 
al = V,& 1 b, o = 

Z" +Zol 1 - p,p, 1 - p,p, 

Potencia lliurada pel generador Ps: 

1 1 1 -Ip! 
Ps = -la!(1 -Ip!) = -Ibl ---'-'--::-

2 2 11-p¡pi 

Potencia disponible del generador p.",: 

P = P = l. Ibi 
... slp,·ps 2 1 -Ipi 

Potencia lliurada a la carrega P,: 

PL = ! Ib./(1 -Ip/) 

Guany de transferencia de potencia G,: 

Gr = PL = 1.!il2 
(1 -lpd2)(1 -Ipi) = 1 b:! 12 

(1 -lpl)(1 -Ipi) p... bs a, 11 - p¡pl 

Calculant b:/a, i p, s" obté 1" expressió final 

G
r 

= lS"l(1 -IPsF)(1 -lpLF) 

1(1-511 Ps)(1 -~PL) -512s"1 PsPLI 2 

Fig. 5.9 Circuit i cálculs basics utilitzats per obtenir I "expressió del guany de transferencia 
de potencia. 
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Pm S • obté de I • expressió anterior fent p; = p;: 

D'altra banda: 

p = 1. Ibl 
... 2 1-lpl 

Circuits de microones amb ¡fnies de trsnsmissió 

(5.69) 

Per completar I • expressió que busque m, cal substituir en I • anterior valors expifcits per a 
b2/8, i p; en funció deis parámetres de dispersió: 

i obtenim, finalment: 

(5.70) 

Aquesta expressió será més endavant el punt de partida en estudiar els amplificadors amb 
transistors. 
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Exemple 3. Atenuadors 

Idealment, un atenuador és un element que, a més de reduir els nivells del senyal transmes 
en una quantitat prefixada, hauria de: 

a) Respectar les condicions d 'adaptació (de generador i carrega) del sistema en el qual 
és inserit. 

b) No introduir desfasaments no volguts, especialment si aquests canviessin amb la 

freqüencia. 

Les condicions anteriors se satisfan si la matriu de dispersió de I 'atenuador és de la forma: 

s = (O e-y) 
e-Y O 

(5.71) 

amb y real menor que la unitat, ja que lIavors: 

= e-2y PL 

P = ~+ ~2Sz.PS 
o 1-S11 ps 

= e-2y Ps I Po=O si Ps=O 

Al mateix temps: 

i lIavors: 

e-
2y 

(1 -IPsI2)(1 -lpd2) 

11-e-2YpspLI2 

(5.738) 

(5.73b) 

(5.74) 

(5.728) 

(5.72b) 
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L 'atenuació es defineix en condicions d 'adaptació (Ps =Pl =0) com: 

L(dB) ~ -101ogGT ~ -1010ge-2y ~ 20yloge ~ 8.686y (5.75) 

Una manera senzilla de fabricar atenuadors que compleixin aquestes condicions és amb 
xarxes resistives en To en rr, com s 'indica a la figura 5.10. Amb relació a la xarxa en T 
(fig. 5.1 Oa). la condició de S" = O és la mateixa que tenir impedancia d 'entrada igual a la 
de referencia (Z, = 1) quan la sortida esta terminada (Z, = 1 ): 

- (5.76) 

Per al calcul de S" =S'2 (fig. 5.10a): 

Pero, amb la sortida terminada IV2 ' =0) l' entrada esta també adaptada IV,'=O) i V, • = V, 
per tant: 

1 R' 
(1 +Rs) (R' +Rs) 

1 1-Rs :--'--
1 +Rs 1 

(5.77) 

L(dB) ~ -20IogS21 (
1 +Rs) ~ 2OIog--
1-Rs - (5.78) 

Els calculs per a la xarxa en rr (dual al' anterior) són completament similars, i 1 'analisi es 
pot estendre facilment al cas d' impedancies d' entrada i sortida diferents. 
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al 

(1 ) RS Rs 

Z =11 
Vi V' 1 R 

o p 

l.+ 
R 

Condici6 d'adaptaci6: 

Valor d' atenuaci6 UdSI: 

L(d8) = 20log __ s 
(

1 +R ) 
l-Rs 

(2) 

r V2 Zo=l 

bl 

, 
(1) ~s. (2 ) 

, 
Z =1 G G

p o P 

GI = .!(_1 -G1) 
S 2 G1 P 

P 

L(d8) = 201og(1 +G
1
p

) 
1 -G1 

P 

165 

Zo=l 

Fig. 5. 10 Realitzaci6 d' atenuadors mitjant;ant xarxes resistives en Ti en ". Advertiu que 
posar Z. = 1 és el mateix que suposar que els valors de R., R", Gs 'i Gp , estan 
normalitzats a la impedancia de refer/mcia, 

Una propietat interessant deis atenuadors és que redueixen en el factor e·2
, els coeficients 

de reflexió, cosa que els fa útils per protegir generadors sensibles a reflexions fortes, si bé 
s 'ha de pagar el preu de la pérdua associada de senyaL 

Noteu també de (5.74) que el valor efectiu de I'atenuació introduTda depen de les 
desadaptacions de generador i carrega._ 
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5.6 Inversors d'immitimcies 

El concepte d "inversor d'impedancies o d'admitancies (o només inversor) és molt útil en 
circuits de microones, com veurem en el tema següent quan parlem de filtres. En el cas 
ideal, el definirem com una xarxa de dos accessos reciproca, sense pérdues i simétrica tal 
que, per a una impedancia de carrega Z,(Y,), a 1" entrada veiem (fig. 5.11): 

(5.79) 

amb K2 =J2 reals i positives, anomenades constants de I 'inversor, Noteu que K ha de tenir 
dimensions d'ohm (O) i J de siemens (S), 

A tés que la definició d" inversor es realitza a partir del quocient V,II, , és insensible a 
desfasaments entre 1" entrada i la sortida que actuin simultaniament sobre Vil; és a dir, 
de la forma: 

(5.80) 

caracterrstica que heu de tenir present quan aquesta qüestió sigui escaient (per exemple, 
si hi ha retroacció implicada), Es pot comprovar immediatament que les xarxes sense 
pérdues amb matrius: 

(5,81) 

es comporten com a inversors de constants: 

2 Z2 K = - 12 
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al 

bl 

K 2 
Z.=­• Z· 

L 

J2 y.=­• y 
L 

K2 (o bé .)21 real i positiu. 

167 

Z=[O ¡X] 
¡X O 

y=[ O ¡B] 
¡B O 

cl 

3JL._K_/_J~Lt s =[ y ±¡b - y
2

] 

±¡b _y2 y 

Fig. 5. 11 al Definició d' un inversor d' impedimcies/admitlmcies (xarxa simetrica, 
recIproca, sense perdues). 

En efecte: 

bl Slntesis btJsiques d . inversors obtingudes a partir de les matrius Z i Y. 
el Matriu S referida a impedimcies d . entrada/sortida iguals. 

V, 2 2 
Z'2 Z, = 

Z'2 (5.82) -- =--- - ---
1, V2 ZL 

12 



168 Circuits de microones 8mb línies de transmissió 

Aquesta propietat condueix immediatament a les realitzacions ffsiques de la figura 5.11 b, 
on X i 8 poden ser positives o negatives. El seu signe afecta la relació de fases 
entrada/sortida, perO no el seu comportament com a inversor. 

Per calcular la matriu S d' un inversor suposarem impedancies de referéncia iguals a 
I 'entrada i a la sortida (fig. 5.11 e). S 'obté immediatament: 

= • y (5.83) 

Si fem servir la reciprocitat i I'abséncia de pérdues, podem posar (vegeu I'equació (5.45)): 

(5,84) 

y ±i{17 

s= ~~ 

±j{17 Y 

expressió que ens permet afirmar que un inversor és qua/sevo/ 2-aeeessos reefproe i sense 

perdues amb S" = S22 rea/s. 

Exemple 1 Una Unia de transmissió en A/4, d' impedancia caracterrstica Z.', es comporta 
com un inversor amb: 

y 
Z /2 Z 2 o - o 

Z /2 Z 2 o + o 

I 
K= Zo (5.86) 

La indeterminació de signe de S'2 es pot aclarir facilment en aquest cas si imaginem que 
Z. '--Z. ' ja que lIavors: 
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o -j~ 
O 

:1 
~ . 

S - (5.87) 

-j~ 
O 

-j 
e • 

i, en conseqüencia, el signe que s'aplica és el negatiu: 

y -j¡:t:y2 
S- ~~ 

-j¡:t:y2 y 

• 
Una srntesi molt important d • inversors és la formada per una reactlmcia en serie o en 
paral'lel entre dues seccions de Irnia de transmissió de longitud idéntica Ifig. 5.12). 
Referint-nos al cas en paraHel Ifig. 5.128) tenim Ifig. 5.3, amb Z., =Z.2 = 1 i plans de 
referencia allunyats Pi = ,p): 

-21. 
ISI-~ 

2+jB [
-ji 2_] 
2 -jB 

(5.89) 

lB és un valor normalitzat com a conseqüencia de prendre Z., =Z.2 = 1). És a dir: 

Sl1 - .-21. -jB_ 
2+jB 

(5.91) 

$" ser~ real i, per tant, el circuit ser~ un inversor si tp =,p, o sigui, si: 

(5.92) 

(5.90) 
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al 

bl 

Z =1 
o Z =1 o 

__ .... = .... _--<,>==....,-

Circu;ts de microones 8mb Jln/ss de transmissid 

Inversor de constant (normalítzadal: 

- K 
K=- talque 

Z. 

- 1-r B=-_- sí 
K 

(K< 1) 

Idemamb 

- 1 r 2 
IXI=...:........,-~ 

J 

(J< 1) 

sí 

Fíg. 5.12 Rea/ítzacíons d 'ínversors amb elements reactíus en séríe o en paraNel í 
seccíons de ffnía de transmíssíó. 

i, lIavors: 

i 2 -1 
S" = Y = ---

i 2 + 1 

-1 (5.93) 

~ 1 + 4 -2 
B 

d 'on se segueix facilment que: 

-. I il = 1-! (5,94) 
K 

(Noteu que utilitzem una constant d 'inversió normalitzada. K = K/Zo )' De (5.93) i (5.94) 

se segueix immediatament que K < 1. 
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L • analisi per al circuit de la figura 5. 12b (dual del 12al es pot obtenir per un procediment 
analeg O bé directament per dualitat. A la figura 5.13 es representen les realitzacions 
concretes amb inductancies i capacitats: es prefereix les que corresponen a longituds de 
Ifnies negatives (és a dir, tals que afegides a altres trams de Ifnia les escurcenl perque es 
comporten millor amb la freqüencia. En efecte, referint-nos a la inductancia en paral'lel, 

per exemple, la condició d • inversor ~ = 1t es pot escriure: 

(5.95) 

K<l 

~ < O ~ > O 

U : : 
~ 

t11L~ 
~ 

" x < O x> O 
J<l (K>l) 

: 
~ < O ~ > O 

Fig. 5. 13 Realitzacions concretes deis models de la figura 5. 12. Es prefereix els de 
I • interior del quadre, amb seccions de IInia de longitud negativa, perqué es 
comporten millor amb la freqüéncia. 

Per al cas important de valors de K« 1 resulta, per (5.94),IBI» 1 ,i en conseqüencia 

(5.96) 
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expressió que, si L =-l!vp , s'anuHa amb independencia de la freqüencia. Tanmateix, si 
utilitzéssim una capacitat en paral'lel, tindrfem: 

<1>11 • _2_ -2(~)1 
wC vp 

(5.97) 

que només s'anuHa per a una freqüencia donada. Per tant, es prefereixen les realitzacions 

enquadrades de la figura 5.13 perque (per a K«l i J«l ) es comporten com a 
inversors amb independencia de la freqüencia, encara que la constant de I'inversor varii 
amb aquesta última: 

- 1 K. ~ • .,L 
IBI 

- 1 
J. ~ ·.,C 

Ixl 
(5.98) 

Exemple 2 Per a una secció de Ifnia de longitud t(Bt =q,): 

o . Yo 
J--

sinll> 

(5.99) 

. Yo 
J sinll> 

O 

De les dues matrius de la dreta, la segona correspon a un inversor de constant 
2 

2 Yo 
J • -- ,i en vista del circuit equivalent en " (figures 5.4 i 5.14), la secció de Ifnia 

sln2 cp 

admet el circuit equivalent de la figura 5.14b, format per un inversor ideal i dues 
admitancies: 

(5.100) 
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\/4 
O O Yo 
O O 

a) 

<> Y~lO.~4igY;2 
. , ' : 

Inversor de J = Yo / sin 4> 

b) 

pera t - ],,/4 

e) 

173 

-jYo col 4> • jYo " ! 
2 

Fig. 5.14 Cireuit equivalent d'una seeeió de Ifnia de longitud t (a) format per un inversor 
i dues admitlmeies (b), i el mateix eireuit en el eas de freqüeneies ala proximitat 
de 1 ;),/4 (e). 

A les proximitats de t; "'4 l' expressió anterior pot aproximar-se (6 < < 1): 

" 11 COI4> = col-(l+o) = -tan" - • 
2 2 

a -" -
2 

(5.101) 

(5.102) 

expressió igual a la d'un circuit ressonant en paraHel amb capacitat induct~ncia 

equivalents donades per: 
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4Z0 Lp :;-­
,,,,, O 

(5.103) 

amb el resultat del circuit equivalent de la figura 5.14c on, a més, s' ha tingut en compte 

queperacP:~'(l+o) - slncP-1. 
2 

Sobre la qualitat de l' aproximació anterior considere u els següents errors relatius en 
YI1 = Y22 i J: 

Taula 5.1 Errors relatius 

6 Error YI1 (%) Error J (%) 

0.05 0.21 0.31 
0.10 0,82 1.25 
0.15 1.86 2.84 
0.20 3.31 5.15 
0.25 5.19 8.24 

Observe u que I'aproximació és molt bona (errors inferiors al 3%) per a desviacions 
relatives en freqüéncia de fins a un 15% (desviació relativa total d 'un 30%). 

El circuit equivalent per a una Unia en A/2 es pot obtenir per juxtaposició de dos deis 
anteriors, com a la figura 5.15. Noteu que I'efecte de dos inversors consecutius s 'anul'la, 
si bé cal recordar que entre l' entrada i la sortida pot haver-hi un desfasament que 
I'inversor no indicava, En el cas de la Unia en A/2, es pot comprovar que aquest 
desfasament correspon a un canvi de sentit de tensió i corrent (n 'hi ha pro u amb 
considerar la línia a la freqüencia exacta de l =A/2) que es pot introduir en el circuit 
equivalent mitjan¡;;ant un transformador ideal de relació 1 :-1 (fig. 5.15). 

Els circuits equivalents de les figures 5.14 i 5.15 permeten tornar a obtenir de manera 
immediata els comportaments de línies en A/4 i A/2 en c,c. o en c,o. que ja hem vist a 
I'apartat 4.6 (fig. 4.12). També és evident que la presencia de perdues baixes a la línia de 
transmissió es pot ten ir en compte mitjan9ant la inclusió de resistencies que proporcionen 
als circuits ressonants el factor Q corresponent a la línia (vegeu rapartat 4.8): 

Q : ~ (5.104). 
2" 
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",,/2 ",,/4 "'A/4 
O O o O O 

lIZ. = 4Y. t::i> t::i> L =- C, , 4 ' 
O O O O O W. lIW. 

Fig. 5. 15 Circuit equivalent d 'una ¡¡nia de '-A/2 construit a partir de /" equivalencia de 
la figura anterior. Heu d' advertir que el transformador 1:·1 (can vi de signe de 
Vil) estlJ ocult en els inversors, que no consideren el desfasament entrada/sor· 
tida. 

Exemple 3 L' adaptació d • una carrega amb una reactancia en una Irnia de transmissió és 
un problema estudiat anteriorment. A la figura 5.16 es dibuixa novament el procés en la 
carta de Smith per a un cas particular. En aquest problema succeeix que, si R, < <Z. ' el 
cercle que passa per R, esta molt proper a la periferia (Ip I = 1 l, i el punt B esta situat en 
una zona de valors de susceptancia grans i que, a més, varien molt de pressa. Aixr, si la 
freqüencia canvia lIeugerament, I • adaptació es destrueix i, per tant, el circuit dibuixat és 
molt sensible a la freqüencia. 

Un procediment molt senzill i aclaridor per analitzar el problema és I 'aplicació del concepte 
d 'inversor de Z per a la inductancia idos trossos de línia de transmissió adjacents, aixr 
com del circuit equivalent per a una Irnia de longitud propera a 1.12 (fig. 5.16bl. A la 
freqüimcia de disseny f. ' el circuit es comporta com un inversor (Kl seguit d' una 
resistencia R, i s'obté facilment la següent condició d 'adaptadó, aixr com el valor de la 
longitud 1, també indicada a la figura 5.16. 

(5.105) 

1 _i2 

= ----
K 

1 -RL =---

{R; 
(5.106) 
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al 

bl ~-A/2 

I~ A/2 

per a 1=10 IBI = 

el En les proximitats de f. : 

Fig. 5. 16 al Adaptaeió de R, mitjam;ant la carta de Smith. 

ZO 
Q=-

"oL 

bl Analisi del mateix problema utilitzant un inversor d • impedaneies i el eireuit 
equivalent d' una Ifnia en A/2. 

el Cireuit equivalent vist al' entrada en fes proximitats de la freqüllneia 
d • adaptaeió f •. 
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A més, per a f = f. 11 + ó) amb ó petit, els circuits ressonants en paral-lel (Lp , Cp ) presenten 
una impedáncia elevada i es poden negligir respecte del circuit en serie (2L, , Csl2) i 
RL < <Z •. D' aquesta manera, obtenim el circuit equivalent de la figura 5.16c, un circuit 
ressonant en paral-lel amb els valors indicats per a L, Cia. En particular: 

(5.107) 

expressió que confirma la sensibilitat del circuit amb la freqüencia (Q gran) quan la 
resistencia normalitzada de cárrega és petita .• 

5.7 Cadenes de 2-accessos 

Quan dues o més xarxes de dos accessos s 'encadenen o es connecten en cascada és més 
convenient descriure-Ies mitjan9ant matrius que relacionen parámetres d 'entrada/sortida, 
ja que d' aquesta manera la matriu total d' una cadena ve donada pel producte de les 
matrius components. 

Les més comunes d 'aquestes matrius de transferencia són la (ABCD), anomenada per 
abreujar A, i la de transmissió T, definides mitjancant les relacions (fig. 5.4a): 

( ~)=(A B)(~) /, C D -/2 (a,) = (Tll T'2) (b 2
) 

a. T2, T22 a2 

(5.108) 

D 'aquesta manera, si tenim diferents 2-accessos en cascada descrits, d 'esquerra a dreta, 
per A', A 2 

... A N 
O T', 7" ... r, les matrius totals de la cadena seran: 

(5.109) 

Noteu que a (5.108) les definicions utilitzen valors normalitzats de tensió/corrent o ones 
positives/negatives, iguals que els introdu'its a (5.5)-(5.7). Aixó pressuposa que, com en 
el cas deis parámetres S, haguem definit impedáncies de referencia al' entrada i a la 
sortida del 2-accessos, cosa que exigeix, per poder aplicar (5.1091. que la impedAncia de 
referencia de sortida d' una xarxa coincideixi amb la de referencia d' entrada de la següent, 
ja que si no els parámetres de sortida del primer no coincidirien amb els d 'entrada del 
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segon. ÉS facil d' establir la relació entre les matrius A i T: 

Per tant: 

és a dir: 

T = .1 (1 
2 1 

1 ) (A B) (1 1) 1 (A+B+C+D 
-1 C D 1 -1 = '2 A+B-C-D 

A = .1 (1 1) T (1 1) = .1 (T" + T12 + T 21 + T 22 

2 1 -1 1 -1 2 T" +T12 -T21 -T22 

(5,111) 

A-B+C-D) 
A-B-C+D 

T" -T12 +T21 -T22 ) 

T" - T12 - T 21 + T 22 

(5.110) 

(5.112) 

(5.113) 

No es poden establir les relacions entre matrius deis grups (A, n i (S,Z, Y) per aquest 
procediment, ja que no existeixen relacions lineals (expressables mitjancant matrius) entre 
els vectors representatius perque a (A, n estan barrejats, en un mateix vector, parametres 
d' entrada i sortida, cosa que no passa a (S,Z, Y). En tot cas, és molt facil calcular, per 
exemple, que: 

1 ( 1 -S22 ) S = _1_(T21 4 T ) T--
S21 S" -4. T 11 1 -T12 

(5.114) 

( - -;A) 1 -Y22 -1 ) Y = .1( D A --
- Y21 -Ay -Y" B -1 

(5.115) 

amb ll.s= Sl1S"-S,,S21 =det[SJ. etc. A la figura 5.17, s 'indiquen les matrius de 
transferencia de quatre elements basics que permeten calcular, per multiplicacions succes­
si ves, la de qualsevol 2-accessos format per línies de transmissió i elements concentrats 
(R,L,C). Tant el seu calcul com la seva utilització són molt senzills i s 'il'lustren en els 
exemples següents. 
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ai 

. (1) (2): 

y = j Il - A = 
( COS{Il f) 
j sin (Il f) 

bl 

(l) : : (2) 
o 

Zo 1 ~ ~Z02 
o j 

T= 1 

¡ZOl Z02 

el 

(l): ~ : (2) 

0cJó 
Z Zo o 

o o 
: 

di 

A=(~h.Yf SlnhYf) 

slnh yf cosh yf 

jsin{llf) ) 

cos( Il f) 
T= ( ~ y' 

O e ~y.) 

1 

(Zo2/ ZOI)2 O 
A= 

1 

O (ZOI/ Z02)2 

(Z02 + Z01 

Z02 - ZOl 
Z02 -ZOl) 
Z02 + ZOl 

A =(: :). 

A=(~~). 

- Z Z=-
Zo 

- y 
y=-

Yo 

T=i(2~f 2-_Z¡) 

T--_ 1 (2 + Y y) 
2 -y 2-Y 

Hg. 5. 17 Matrius de transferencia entrada-sortida per a quatre elements blJsies. 
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(1) : B~ ~ $ : (2) 
----0----0-----

ZOl~l: Zo : ZOl~ 1 

---o O 
: 

=[~ O 1 ( COS~ jSin~) (Fo ;l = A Fo jsin~ COS~ O 

( COS~ 
= jYosin~ 

jZOSln~) 

cos~ 

Fig. 5. 18 Exemple de c/Jlcul de matriu A a partir de la seva descomposició en elements 
continguts a la figura 5. 17. 

Exemple Considerem la figura 5.18: una secció de Unia de transmissió d'impedéncia Z. 
referida a impedéncies d 'entrada i sortida unitat. Veient el quadre de la figura 5.17, 
podem descompondre aquesta xarxa en una secció de Unia com a la figura 5.17a amb dos 
canvis d'impedancia a I 'entrada i a la sortida com a la figura 5.17b, de manera que la 
matriu A es pot calcular com s 'indica a la mateixa figura 5.18 i obtenim: 

A = ( 
cos~ 

jYosin~ 
(5.116) 

A més, també podem utilitzar les transformacions (5.112)-(5.115) i obtenir successiva­
ment: 

T= 

cos~ +.! j (Zo + Yo) sin~ 
2 

j (Zo - Yo) sin~ 

S = 1 
[ 

j(Zo - Yo) sin~ 

coscj> + tj (Zo + yo> slncj> 1 

(5.117) 

(5.118) 
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: (2) 

Zl JE O 1 O 
1 ZOl 

( oos~ jsin~ 1 ZOl 
= 

jsine!> oos~ 
Ya 1 

O 1 O ~ Yoa 
Zoa 

JE O 
Zoa 

=[: :J JE O 
Zas 

B = ••• e = ••• D = ••• 

Fig. 5. 19 Exemp/e addiciona/ de ca/cut de matriu A. 

Noteu que la matriu S de l' exemple que estudiem no és trivial i que el seu calcul directe 
és també ditrcil (pode u fer el calcul com a exercici). 

Finalment, la figura 5.19 pro posa un exemple d'estructura més complexa I'analisi de la 
qual, pel procediment anterior, no té cap dificultat conceptual.. 
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Capítol 6 Circuits de microones (11) 

Xarxes de més de dos accessos 
Filtres 

6.1 Propietats de simetria 

183 

Una situació freqüent és la de circuits simétrics respecte d'algun pla. Per analitzar-Ios, ens 
cal recordar els conceptes de paret magnética i eléctrica (fig. 6.1): 

Parets electriques i magnetiques 

a) Entenem per paret eléctrica una superfIcie plana conductora ideal en la qual el camp 
eléctric tangencial s 'anuHa: 

ñxE = O (6.1) 

(on ñ vector normal a la superfIcie) 

i, com a conseqüéncia del que s' ha dit, també s' ha d 'anuHar la inducció magnética 
normal: 

ñ·ii=O (6.2) 

~s ben conegut en la teoria electromagnética que la situació d 'un semispai davant d'una 
paret eléctrica és idéntica a la de I'espai complet en qué s'ha eliminat la paret i s'han 
introdu'it ¡marges de les carregues i els corrents. En electrostatica, el concepte de 
cárregues imatge i com aquestes cárregues produeixen camp eléctric normal a la superfIcie 
on es trobara la paret és immediat (fig. 6.1a). D 'altra banda, la imatge d 'un corrent es 
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al 

E 

PE 

fi 

bl 

Circuits de microon6s 8mb l/nías de transmissió 

Paret ellH:trlca 

En la superficie del conductor 

,¡ x it = O • it normal a la superficie. 

- DDP entre dos punts 
qualssevol de la superficie 
nuJ-la. 

,¡ . B = O • B tangent 

a la superficie. 

- Corrent contingut en la 

paret electrica de J = ,¡ x B 
de valor. 

Paret magnética 

En la superficie 

'¡xB=O. B normalala 

superf{cie. 

- Corrent en la paret 
magnetica nuJ-la. 

,¡ . E = O • E tangent a la 

superficie. 

Fig. 6.1 Definicions de paret electrica i magnetica i les seves propietats de simetria/antisi­
metria amb re/aci6 a tensions i corrents. 
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pot obtenir amb facilitat a partir de la imatge del camp eléctric, si tenim en compte que: 

¡=aE (6.3) 

D • aquesta manera, arribem a la conclusió que una xarxa (en el cas de la figura 6.18, una 
xarxa d' un accés) davant d'una paret eléctrica és equivalent a una situació sense paret 
i amb una xarxa imatge amb els corrents i les tensions calculats com les imatges de 
I • original (imatge especular seguida d • una inversió de sentitl. 

b) Es defineix com a paret magnética una superfrcie (sense existéncia real) tal que s'hi 
complrs que el camp magnétic tangencial s • anul-li: 

ñxiJ=O (6.4) 

i, com a conseqüéncia, també s • anul-lara el despla"ament eléctric normal: 

ñ·15 = O (6.5) 

Aquest cas és similar al' anterior, peró amb carregues imatge del mate ix signe en 1I0c del 
signe contrari (fig. 6.1 b), i per a xarxes en les quals intervenen tensions i corrents, les 
imatges es calculen com les imatges especulars de les originals. 

De les definicions i les propietats anteriors es dedueix que: 

1) Entre dos punts qualssevol de la paret eléctrica (o de la superfrcie que ocupa quan la 
substitu'im per les imatges corresponents) la diferéncia de potencial és zero. És evident, 
ja que no hi ha camp eléctric contingut en la superfrcie. 

Al mateix temps, la superficie que ocupa en el problema equivalent pot contenir o pot ser 
travessada perpendicularment per corrents eléctrics, ja que aquestes situacions són 
compatibles amb la simetria requerida (reflexió especular i inversió de sentit). 

2) En una paret magnética (o en la superficie que ocupa qua n la substituim per les seves 

imatges) no hi ha corrents eléctrics; en efecte, la densitat de corrent superficial J esta 
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relacionada amb el camp magnetic il mitjan9ant la relació: 

J = ñxil "O en la p.m. (6.6) 

També es pot veure que no és possible que la superficie que ocupa sigui travessada 
perpendicularment per corrents, ja que aquesta situació és incompatible amb la simetria 
imposada sobre aquestes superficies (reflexió especular). 

És a dir, una paret electrica introdueix condicions de curt circuit en el pla que ocupa, 
mentre que una paret magnetica les introdueix de circuit obert (interrupció deis corrents 
que circularan en la superfrcie o a través de la superfrcie). 

Xarxes simMriques (nombre parell d'accessos) 

Considerem ara una xarxa amb un nombre parell d' accessos 2N, dotada d' un pla de 
simetria bilateral que no talla ni conté cap deis accessos (fig. 6.2). Numerarem aquests 
accessos de forma que els (l,M estiguin a un costat del pla i els (N+ 1,2M, a I'altre, i de 
forma que el pla i i el pla N + i siguin simetrics. Amb aquesta numeració és f3cil de veure 
que si escrivim la matriu S en forma de blocs: 

s = I ~~ 
s. 

-1- ~~l 
I s. 

(6.7) 

amb S" S2' S3 i S. matrius quadrades d' ordre NxN, es compleix que: 

(6.8) 

ja que, per la simetria: 

s ij (i sN, j sN) = (coeflclents de transmlssló entre dos accessos de la melta! esquerra) = 

_ _ (COeficient de transmissió entre els acoessos simetrics deis anteriors) 
-S1N"N-

•• J' a la meitat dreta 
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( 
coeflcient de transmissió entre un accés de I'esquerra) 

Su (i~N, N+l ~j~2N) = = 
I un de la dreta 

_ _ (coeficient de transmissió entre els accessos ) 
-S·N·N-

•• .} - slmatrics deis anteriors 

Per tanto 

(6.9) 

on [8,],[b,1 i [8d l,[bd l són vectors de dimensió N referits a la meitat esquerra i a la dreta de 
la xarxa, respectivament. 

Si excitem la xarxa amb generadors idéntics i en posició simétrica en els accessos 
simétrics, de manera que 8,(1 sisM =8,.N (fig. 6.2bl, pel que hem vist abans pode m 
substituir, per exemple, la meitat dreta de la xarxa per una paret magnética, i per tanto 

(6.10) 

- (6.11) 

Peró al mateix temps podem posar: 

[b,] = [S'] [a,] (S' d'ordre NxN) (6.12) 

on S' representa la matriu S de la xarxa de N accessos formada pels de I • esquerra, per 
exemple, i una paret magnética instaHada en el pla de simetria. De manera que: 

(6.13) 
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a) 

(N+ 1) 

bl 

a 2t taN 2="'~ + ., O 

cl 

a 2 t ~aN+2=-a2 

O 

Circuits de microones 8mb IInies de trsnsm;ssió 

I 
-1-

Exciració simetrica (EVEN): 

PM (Peret magnetice = 

.,~ = pIe de circuit 
obert) 

a
2 
t I 

W '. I b, =S'a, 

a
N
\' I SO d'ordre NxN 

Exciteció entisimetrice (000): 
[e/=-[e) 

PE (Paret electrice = 
= pIe de curt circuit) 

a 2t 
b¡ = SD a¡ 

SO d'ordre N x N 

Fig. 6.2 a) Ordre de numeració requerit per a una analisi d 'una estructura simétrica. 
b) Excitació amb generadors organitzats de manera simétrica (paret magnética). 
c) Idem de manera antisimétrica (paret eléctrica). 
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Si ara excitem la xarxa amb generadors idéntics pero amb posició antisimétrica, de manera 

que [a,] = - [a_) (fig. 6.2e!. podem substituir la meitat dreta de la xarxa per una paret 

eléctrica i, per tanto 

(6.14) 

(6.15) 

D 'altra banda, si S' representa la matriu S de la xarxa de N accessos formada pels de 
l' esquerra, per exemple, i una paret eléctrica en el pla de simetria: 

De (6.13) i (6.16) s' obté: 

i, finalment: 

I s,-so 1 
+ 
I s' +so 

(6.16) 

(6,17) 

D 'aquesta manera, hem reduit el calcul de la matriu 2Nx2N original al de dues matrius 
NxN, S' i S' representa ti ves de Iq meitat de la xarxa amb parets eléctrica i magnética, 
respectivament. 

Exemple 1 Tornem a I'exemple de I'apartat 5.7. Es tracta de calcular la matriu S d 'una 
Irnia de transmissió de longitud t referida a una impedancia diferent de la seva propia (fig. 
6.3). 
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(1) (2) 

PM (circuit obert) 

PE (curt circuit) 

Circuits de microon6s 8mb líniss da transmissió 

1 -y' 1 -jY"s pI! = ___ ' = -,----'----"-

1-Y¡' 1+jY"s 

(s =lan4>/2) 

p. = z,o -1 = jZ"s - 1 
z,o + 1 jZ"s + 1 

Fig. 6.3 Utl'lització de les propietats de simetria en el calcul de la matriu S d'una secció 
de I/nia de transmissió. 

En aquest ca s, reduim el calcul d • un 2-accessos al de dues xarxes d • un accés, i per a un 
d • aquests la matriu S es redueix a un escalar (el seu coeficient de reflexió). Per tant, hem 
de deixar el pla de simetria en circuit obert (paret magnética) i calcular el coeficient de 
reflexió del tros de Unia resultant com a la figura 6.3, p" i, posteriorment, curtcircuitar el 
pla de simetria (paret eléctrica) i calcular el coeficient de reflexió pO. Finalment tindrem 

(3.18) 

Es proposa com a exercici verificar que els valors obtinguts per a S" i S'2 coincideixen 
amb els calculats a I'exemple de I'apartat 5.7 .• 

Exemple 2 La figura 6.4 mostra un circuit d'analisi similar a I'anterior i que és interessant 
per a estructures més complexes que veurem més endavant. 
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z= 1/Y 

A/4 
~ • 

(Zo=~ Zo: Eo=l) S11 =S22 =0 si y2=1-r. 

(1) (2) lIavors S . Y. 
12 = -J--

1+Y 

Fig. 6.4 Circuit discutit a I'exemple 2. 

Per a les situacions simétriques (even, paret magnética) antisimétrica (odd, paret 
eléctrica), tindrem: 

i, per tant: 

p'= 1-(Y+jYo) 
1 +Y+jYo 

2S 11 

1 -(Y-jYo) 
1 +Y-jYo 

La xarxa estara completament adaptada (S" = S'2 = O) si: 

-
i, lIavors: 

(6.23) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 
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A més, la xarxa sera sansa perdues si Yo> 1 i en aquest cas: 

y =jB = ±jJY~-' (6.24) 

• 

6.2 Xarxes de tres accessos 

Recordem qua una xarxa esta completament adaptada si tots als elemants diagonals de 
la sava matriu S, S;;, s' anul-len. 

¡;s facil demostrar qua no és possible far que un 3-accessos racrproc i sen se pérdues 
astigui complatament adaptat. En afecte, suposem qua ho esta: 

Les condicions d'unitarietat són: 

a 

o 
y ~ l 

Si suposem, per exemple, qua p=O lIavors: 

(6.25) 

(ly' = O (6.26d) 

ay' = O (6.26e) 

a fl' = O (6.26~ 

(6.2&) -la 1= , , (6,26b) -Iyl = O , (6.26c) - O = , 

és a dir, la forma (6.25) per a S condueix a una contradicció insalvable. 

Els dispositius racíprocs de 3 accessos més comuns són els divisors i els combinadors de 
poténcia. Per als primers, si pranem I'accés 1 com el de poténcia incidant a dividir, la se va 
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(2) 

( 1 ) 

(3 ) 

Divisor de poténcia simetric 
(sense perdues): 

O .. .. 
s= 1 1 .. y -y 1 .. 1=-, Iyl=-

.j2 2 

.. -y y 

Combinador de potencia simetric 
(sense perdues). No pot ter-se 
que 2 i 3 estiguin adaptats 
simultlmiament, S22=S33=0 
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Fig. 6.5 Xarxes de tres accessos sense perdues; divisors i combinadors de potencia i 
propietats basiques de les seves matrius S. 

matriu S convé que sigui de la forma: 

(6.27) 

Aqur 1 al' i 1.01' representen les fraccions de potencia incident que es reparteixen als 
accessos 2 i 3, respectivament. Si el divisor és simétric, a ~ .o, y ~ e i, en aquest cas, la 
unitarietat requereix una matriu de la forma: 

s = [ : 
y 

-y 

amb 1 
1 .. 1 =-

.[2 
1 Iyl =-
2 

(6.28) 
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Per a un combinador de freqüencia interessaria (entrades de potencia a combinar per 2 i 
3, sortida per 1): 

11 
O 

y ~ 1 
(6.29) 

forma que és impossible, ja que la unitarietat requereix (fila 2 x fila 3') PP' = IPI'=O. És 
a dir, els accessos 2 i 3 estarien aillats de 1'1, contrariament al que volfem. Per tant, les 
xarxes sense perdues no són adequades per realitzar combinadors de potencia de 
caracterfstiques acceptables. 

La construcció de divisors de potencia amb seccions de Ifnia de transmissió, utilitzant 
transformadors en A/4 per adaptar I'entrada, és immediata i s'analitza amb detall en els 
exemples següents. 

Exemple 1 La figura 6.6 representa dues realitzacions possibles que condueixen a S" = O 
i, per tant, es corresponen amb la forma (6.28). 

El calcul detallat de la configuració de la figura 6.6a es pot fer amb I • ajut de la figura 6.6c: 

~ Vi 
1--

. 1-p, 
S'2 = S2' 

-iV' + ¡V- . v· - V- . v· = -J -J -J--
V; V'" + y- V'" + y-

( 1 + ~: ) 
1 + p, 

P, 
_(Z,-~L(l-~) 

S'2 = S2' 
_L (6.30) - -

(Zi+ ~) (1 + ~) .f2 

La impedancia d' entrada que es pot veure des de 2 quan 1 i 3 esta n terminats (carregats 
amb R= 1) és 1 en paral'lel amb 1/2, és a dir, Y=3 i, per tant: 

1-3 1 
S22 = S33 =--

1+3 2 
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[ 

O -j.f2 

S=i -j.f2 -1 

-j.f2 1 

(6.31) 

De manera similar, es pot calcular S per al circuit de la figura 6.6b, i obtenim 

a) 

(1) 
A/4 

Z =1 o Zo=l//2 

(~=O) 

e} 
(1) (2) 

A/4 

-j.f2 

1 

-1 

(2) 

.'. 

t 

(3) 

-j .f2] 
-1 

1 

Z =1 o 

Z =1 
o 

1 

(6.32) 

b) (2) 

(1) A/4 
1 Z =1 

Z =/2 
o 

Z =11 
o 

(3) o 

1 Z =1 o 

d} 

195 

• 

Fig. 6.6 Divisors de potencia realitzats amb transformadors d "impedancies (lfnies en A/4) 

i els seus circuits equivalents per al calcul de 5'2=52" 



196 CilCUíts de microones 8mb Ifnies de transmissió 

Exemple 2 Suposem que el divisor de la figura 6.6b no té els accessos 2 i 3 terminats, 
sinó carregats amb impedancies Z2 i Z, tal s que: 

Tindrem: 

Za -1 = aa 
Pa =--

Za + 1 ba 

1:: 1 = s·I:: 1 = s.[ p:~21 (S dona! per (6.32» 

ba aa Paba 

(6.33) 

De les tres equacions anteriors, es pot amar b" b2 i b, en funció de 8, i obtenim: 

(6.34) 

expressions que defineixen completament la situació. Suposem, per exemple, que: 

En aquest cas, s • obté: 

b 
.3.[2 

2=-J--a, 
4 
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Pot cridar I • atenci6 que 1 b21 = 1 .06118,1 > 18,1, és a dir, que la poténcia de I • ona positiva 
que surt en la Ifnia de transmissi6 de l' accés 2 sigui més gran que la poténcia de l' ona 
incident a 1. Peró, podem provar que el balan" de poténcies es manté (cosa que ja estava 
garantida pel canllcter unitari de SI: 

i, evidentment, 1';, = P02 + P03·• 

Divisors resistius 

La figura 6.7 mostra dos tipus de divisors constru"its només amb resisténcies. En el cas 8, 

s • indica el cálcul de la matriu S a la mateixa figura; el del cas b, es pot fer de manera 
análoga, peró d' una forma encara més senzilla, atés que per la simetria del circuit, 

S'3=S'2=S23' 

En ambd6s casos heu de notar, d'una banda, que no podem usar les propietats 
d 'unitarietat de la matriu S per al seu cálcul, ja que les xarxes tenien pérdues; i de I'altra, 
que la poténcia que surt per 2 i 3 (quan hi ha adaptaci61 és una quarta part de la que entra 
per 1 (-6 dBI, en comptes de ser la meitat (-3 dB) com en el cas deis divisors realitzats 
amb línies de A/4. És a dir, aquests divisors desaprofiten la meitat de la poténcia incident; 
peró en contrapartida, el seu carácter resistiu fa que el seu comportament com a divisors 
sigui independent de la freqüéncia, per la qual cosa s6n ámpliament utilitzats al laboratori 
com a elements auxiliars d • instrumentaci6. 

6.3 El divisor de Wilkinson 

Tant en els divisors resistius com en els realitzats amb seccions de línia en A/4, estudiats 
anteriorment, els accessos de sortida (2 i 31 no estan aillats (S23;<,01 i, a més, la simetria 
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en la divisió de potimcia es destrueix si els accessos 2 3 es carreguen de manera 
asimétrica. 

Aquests inconvenients s' eliminarien en un divisor que tingués la matriu S de la forma 
següent: 

s=[~ ~ ~) 
.. O O 

- (6.35) 

amb 1 .. I = -'- ja que en aquest cas tindríem b2=a8, i b3 =a8, independentment de P2 
~ 

i P3' Alhora, aquest dispositiu es comporta com un combinador ideal ja que, si instal'lem 
generadors a 2 i 3, tindrem: 

La matriu S donada per (6.35) no és unitaria, per la qual cosa no es pot sintetitzar amb 
elements sense perdues. Podem comprovar que el circuit de la figura 6.8, un divisor amb 
dos transformadors en A/4 al qual s'ha afegit una resistencia de valor normalitzat 2 
connectada entre els accessos 2 i 3 (divisor de Wilkinson), té una matriu S de la forma 
(6.35). 

Aquest circuit és difícil d' analitzar a partir de la definició deis parametres S per la 
retroacció que hem introdu"it; pero podem utilitzar la seva simetria de la manera següent: 

Considerem una xarxa simétrica de 2N+ 1 accessos tals que un d 'ells, amb els seus dos 
terminals, estigui connectat en el pla de simetria (fig. 6.9a); si aquest accés particular 
anomenat O a la figura 6.9 es termina, la xarxa de 2N accessos resultant té una matriu S' 
que coincideix amb I • original, amb la primera fila i la primera columna suprimides. D • altra 
banda, aquesta matriu S • pot calcular-se utilitzant les propietats de simetria de l' apartat 
6.1 sense cap altra precaució que descompondre la terminació (resistencia) de l' accés O 
en dues resistencies en paraHel (fig. 6.ge) a fi de poder inserir plan s de circuit obert i curt 
circuito 

Evidentment, no pOdem calcular els elements Sol amb aquest procediment, sinó que s'han 
d • avaluar directament. Si apliquem aixo al divisor de Wilkinson, tenint en compte que el 
pla de simetria conté I'accés que hem anomenat 1 a la figura 6.8 i que talla per la meitat 
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a) (2) 
(1) 1 

1 Z =1 

Z =11 /.-"-
o 

t 1 
IZ =1 

o 

t=O 
(3 ) 

1 f Ii2~ I 
'..-J ¿J 

Zi=2/3 Zi=5/3 

b) 

(2) 

1/ 
(1) 1/3 1 (Z =1) 

1:y!> o 

(Zo=I~~ 
~ (Zo=l) 

(3) 

1 

(1) (2) 

rtEjiv; ~1 

S=5/ 3 -1=..!=S 
22 5/3+1 4 33 

Vi 1 1 5 1 
S32=-=-(1 +S22)=-'-=-V; 5 5 4 4 

Perlant, 

1/2 1/2 

1/4 1/4 

1/4 1/4 

S= 1/2 

112 1/2 

O 1/2 

112 1/2 O 

O 

Fig, 6.7 Exemples de realitzacions de divisors de poténcia resistius i ctJlcul deis seus 
partJmetres S. La forma a és superior pel que fa a l'ai71ament entre els accessos 
2 i 3, i la b és superior pel que fa a I'adaptació d'aquests accessos. 



200 Circuits d8 microones 8mb IIniss d9 transmissi6 

Unies no equilibrades (un conductor a massal 

A/4 
(2) 
) 

(1)// 
/ 2 =/2 

;o~ __ ~ 
2 =11 o 

Z=/2 o 

A/4 ., 

Z =1 o 

(3 ) 

A~/~4;.==):-( 2~)~ 
(l) / /2 

2 

Fig. 6.8 Divisor de Wilkinson i el seu dibuix simplificat on s 'ha omes un deIs conductors 
de les Ifnies de transmissió (per exemple, en sistemes de Ifnia micro tira, el pla de 
massal. 

al bJ 

(O) 

PS 

(2N) 
(N+2) (N+2) 

cI 

:22 r'~(O) 
o ... '" 

I ,," 2Z : o 
I . . . . 

I 
1 _-

S= 

Soo I Sol S02 ... I Sol S02'" 
1 1 - - - - -1 1 - - - -

so,11(s, +S·) 11(s, -S·) 
1 2 12 

- ,- - - - - I - - - -

S '1(S'-S·)11(s,+s·) 
.' 1 2 I 2 

Fig. 6.9 al Circuit simetric amb un pla de simetria (PSI i un accés (els dos conductorsl 
contingut al circuit (noteu que cada accés esta representat per una sola Ifnial. 

bl Diagrama tridimensional del circuit anterior. 
cl Descomposició d' una terminació Z. en dues resistencies en paraNel, una a 

cada costat del pla PS. 
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a) Paret magneticalcircuit obert (situaci6 parella, even) 

1 P,S 1 e p 

(2 ) O) (3 ) 

b) Paret electríca/curt circuit (situaci6 imparella, odd) 

A/4 

Per tan! , S=_1 (~j 
.f2 . -J 

-j 

O 

O 

201 

= O 

rc ),/4 

AJ2 (2) 
O) 

O 

~) 
Fig. 6. 10 AniJlisi del divisor de Wilkinson utilitzant el pla de simetría que conté l' accés 

1 (advertiu que a la figura 6.9 r anomenávem accés O). 

la resistencia de valor normalitzat 2, tenim: 

1) $11' $21 i $31 valen el mateix que si no hi hagués la resistencia, ja que per calcular-los 
s • han de terminar els accessos 2 i 3, i per simetria els punts en que est~ connectada 
s' han de mantenir al mateix potencial i no hi circular~ cap corrent. Per tant, sabem de 

moment que: 
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o -.::.i -.::.i 
{2 {2 

S = 
-j 

S22 S23 (6.36) 
{2 

-j 
S23 S33 

{2 

2) Per calcular la submatriu d' ordre 2x2 que encara desconeixem, terminem l' accés 1 
amb dues resistencies de valor normalitzat 2 en paral'lel, una a cada costat del pla de 
simetria, i instal-lem una paret magnetica a la xarxa simetrica resultant (fig. 6.108) i una 
altra d'electrica (fig. 6.10b) successivament, i obtenim per als coeficients de reflexió en 
I'accés 2 (o en el 3): 

Obtenim, finalment, per al divisor: 

6.4 Circuladors 

p'=pO=O 

1 

O 

O ~ 1 
(6.37) 

S' anomena circulador ideal una xarxa de tres accessos (també n' existeixen de quatre, 
pero el seu ús és menys freqüent) sense perdues i na recíproca, la matriu S de la qual 
valgui: 

(6.3Sa) abé s = (~ 
1 

O 

O 

(6.38b) 

Les matrius anteriors són, evidentment, no simetriques i unitaries, i la xarxa té la propietat 
que, en condicions d' accessos terminats, el senyal que s 'injecta en un d 'ells surt només 
per un deis dos restants, mentre que per l' altre no surt res i es manté, per tant, amat. 
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a) b) c) 

(2) 
(2 ) 

ZL 

(~ 
Z Z 

T o 
(3) R 

Fig. 6. 11 a) Diagrama de circulador. 
b) Utilització com a duplexor d 'antena, 
c) Utilització per aí1lar un generador de les reflexions de la cBrrega Z, (ai71ador). 

La figura 6.11a representa esquemilticament un circulador amb matriu S de la forma 
(6.38a). La fletxa corba interior representa el sentit de circulació o de flux de senyals entre 
accessos. En aquest cas: 

(6.39) 

És evident que la forma (6.38b) correspon al sentit oposat de circulaci6. 

Una aplicaci6 tfpica deis circuladors és com a duplexors d 'antena (fig. 6.11b): la mateixa 
antena serveix simultlmiament per a transmissor (n i receptor (R), i el circulador 
S 'encarrega del correcte adre<;ament deis senyals. 

En l' altra aplicaci6 important, el circulador s' utilitza per ai1lar un generador deis senyals 
reflectits per una carrega desadaptada (lig. 6.11c); aquestes carregues s6n dirigides cap 
a la terminaci6 de l' accés 3, on s6n absorbides, D' aquesta manera, el generador no 
percep mai reflexions i, en conseqüéncia, és com si estigués sempre connectat a una 
carrega adaptada. 

En aquesta configuració, la xarxa de dos accessos resultant de considerar només els 1 
2 (amb el 3 terminat), se I'anomena ai1lador i, com acabem de veure, es caracteritza 
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perque permet el pas da senyals sense impediment d'1 a 2 i no ho permet en sentit 
inverso La seva matriu S sera, per tant: 

(6.40) 

Els circuladors es construeixen amb ferrites (materials ceramics no conductors, pero amb 
propietats magnetiques molt intensas) sotmeses al' acció d • un camp magnetic estiltic. 
Veurem que el seu comportament és no recíproco 

En la realitat, les matrius S no prenen la forma ideal (6.38), ja que, d'una banda, els 
circuladors presenten perdues, i de I • altra, els accessos anlats no ho estan completament. 
És a dir, 

amb 

En aquest cas, es defineixen: 

ISlll,IS22I.IS331 < 1 (=0) 

ISI31.IS211.IS321 < 1 (=1) 

IS121 ' IS231 ' IS311 < 1 (=0) 

a) Per a un accés, la pérdu8 de retorn o mesura de la desviació d • adaptació mitjanyant: 

LR (dB) = -20 log IS"I (i=1,2,3) (6.41) 

(Si l' accés esta adaptat, LY¡! = O 

b) Entre dos accessos entre els quals hi ha transferimcia de senyal, la pérdua d' inserció 

mitjanyant: 

(6.42) 

(idealment IS,¡I = 1 
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c) Entre dos accessos idealment a"illats, I . aillament mitjancant: 

I (dB) ; -20 lag ISijl (6.43) 

o bé I (dB) ; -2 lag IS¡jl- L, (dB) (6.44) 

La segona definició és més correcta que la primera, ja que té en consideració les pérdues 
d • inserció en la direcció volguda i, per tant, ens diu el nivell (en d8) del senyal no volgut 
relatiu O per sota del volgut. En la practica, si les perdues d 'inserció són petites (0,2 dB 
és un valor corrent) i l' a"illament és gran (25 dB també és corrent). la diferéncia entre 
(6.43) i (6.44) es fa irrellevant. 

6.5 Xarxes de quatre accessos 

Les xarxes passives de quatre accessos més importants són els acobladors direccionals 
(AD), elements que permeten mesurar per separat ones positives i negatives de manera 
directa. La propietat definitOria d 'un AD és la de tenir dos parells d 'accessos desBcoblats, 
és a dir, quatre elements de la seva matriu S, que no pertanyin a la diagonal principal, nuls. 

Ara, ens interessa demostrar la proposició següent: 

Prop. Si un 4'accessos recrproc i sense perdues esta completament adaptat, és a dir, si 
S;;=O (i= 1,2,3.4), és un acoblador direccional.(lOs a dir, S té quatre elements més nuls). 

En efecte, suposem: 

Per unitarietat: 

s = 

o .. ji y 
ji O & e 

ji & O a 

y e a O 

1/ x 21' - pll' + re' ; O 

(6.45) 

(6.46) 
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1fx3r - ua'+yo'=O 

1/ x 41' - ue' + 110' = O - (:: ;) (:') = ( ~ ) 

En el sistema (6.47), si el determinant /;. és no nul: 

I!. = a '11 - ye' ~ O (6.46) 

(6.47) 

lIavors a=cr=O i la proposició quedaria demostrada. D 'altra banda, si /;,=0, lIavors, 
sumant i restant de (6.46), s 'obté: 

Ila' = ye' = O (6.49) 

i necessariament tindrfem un altre parell de valors d 'entre (P,6,y,E) nuls. 

Obtenim d 'aquesta manera una matriu S amb 8 elements nuls que, mitjano;:ant un canvi 
de numeració deis accessos si cal, sempre es pot posar de la forma: 

s = 

O O JI y 

O O a • 
11 a O O 
y • O O 

(6.50) 

(És a dir, hem assignat els números 1-2 i 3-4 als dos parells d 'accessos desacoblats. 
Numeracions diferents situen els zeros en altres posicions, peró de moment farem servir 
sempre matrius com la (6.50)). 

Donada l' estructura de (6.50), és facil de veure que les submatrius 2x2 no nul'les han de 
ser també unitaries: 

(6.51) 
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i, per tant, es poden escriure: 

(6.52) 

Si movem adequadament els plans de referencia 1 o 3 podem fer 1/>, = O, i si movem 2 o 
4, pode m fer 1/>, = O. Per tant, per a aquests plans de referencia particulars, tindrem: 

O O cos« sin" 

s = 
o O sin" -cos" 

cos« sin" O O 
(6.53a) 

sin" -cos" O O 

De manera anllloga, també podrrem haver posat: 

O O cos" jsin" 

O O jsin" cos" 
S = (6.53b) 

cos" jsin" O O 

jsin" cos" O O 

Advertiu que, una vegada escollits els plans de referencia adequats, la xarxa queda 
definida per un únic parllmetre, l' escalar a. 

Exemple 1 Considerem un AD amb S de la forma (6.53a) connectat com a la figura 
6.12a: un generador en 1, una cllrrega Za en 3, i 2 i 4 terminats. Par simplificar, 
suposarem inicialment a< < 1 (encara que aixo no invalida les conclusions que volam 

obtenir) i, per tant, COSa • 1 r sina • a 

b, O O 1 " a, 
b l • a3 

b, O O " -1 O b2 I!! «a3 
• - (6.54) 

ba 1 " O O aa b3 I!! al 

b. " -1 O O O 
b4 • aa1 
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(1) 

(2) 

1 
1 

b ----7 
a ~ 

(3) 

(4) 

Circuits dfl microon8s amb IIniss d8 transmissi6 

u«1 casu-1 , sin .. - .. 

(1) (3) 

(2) (4 ) 

Fig. 6. 12 ai Exemp/e d' utilització d' un AD. E/s senya/s a 2 i 4 són proporciona/s, 
respectivament, a les ones positiva i negativa a /a branca superior 2-3 (fig. 
bi. 

ci Esquema simbO/ic de /'AD. 

És a dir, el senyal es transmet per la branca superior 1-3 sense pertorbació, mentre que 
a 2 i 4 obtenim senyals proporcionals a les ones positiva i negativa en la branca superior 
(fig. 12b); per aixó el nom d 'acoblador direccional. 

Observeu a més que: 

P. (6.55) 

és a dir, que podem obtenir una indicació directa del coeficient de reflexió de la impedancia 
Z3' En l' analisi anterior hem de tenir en compte que: 
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1) Donada la simetria de $ (equació (6.54)) les branques 1-3 i 2-4 són equivalents. És a 
dir, es pot intercanviar la branca principal i I'acoblada sense que les conclusions canviin, 
raó per la qual l' esquema simbOlic de la figura 12e les representa similtriques. 

2) Si a no és molt petit i no podem fer aproximacions, tindrem, en comptes de (6.54): 

b, = cos,,· ":l. b2 = sin,,· ":l. b. = COS,,· ", • b. = sin,,· a, (6.56) 

En aquest cas, I " ona que surt de la branca principal, b3 , no es pot aproximar per a" ja que 
no podem negligir la fracció de potencia que s "extreu per 4. En comptes de (6.55), ara 
tenim: 

(:~..) 
= cos,,' Po (6.57) 

expressió que també caracteritza P3 una vegada conegut a .• 

Exemple 2 La figura 6.13 mostra com dos acobladors direccionals iguals, juntament amb 
tres voltrmetres adaptats al sistema (és a dir, d "impedancia interna Z.) i dues terminacions 
addicionals, formen un sistema Msic de mesura deis parametres de $ d "un 2-accessos (o 
bé un n-accessos en general). 

Noteu que la sortida del dispositiu a mesurar esta terminada, ja que també ho estan les 
tres branques de I'AD. Les expressions que donen $" i $" en funció de les tensions 
mesurades (V2 , V., V.") s6n d "obtenci6 immediata. 

Per mesurar $22 i $'2 n "hi ha prou amb invertir la posici6 en que esta instal'lat el dispositiu 
en el sistema .• 

Per a un AD es defineix 1" acoblament e en d8 mitjancant 1" expressi6: 

e = -20 log IS,.I = -20 log (sin,,) (6.58) 
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r pL=O 

(2) a 

DAM Dispositiu a mesurar v = Voltfmetre ideal (Z,. = 00) 

1 v.; 
cos .. V4 

Fig. 6. 13 Disposició de dos AD iguals i volt(metres ideals com a sistema basic de mesura 
de parametres S. Per mesurar S22 i S'2 s ·inverteix el DAM. 

Si els accessos no estan perfectament adaptats ni a"illats: 

S" S'2 S,. S'4 

S'2 S11 S,. -S,. 
S = 

S'3 S'4 S11 S'2 

S'4 -S'3 S'2 S11 

es defineixen també les pérdues de retorn en qualsevol accés (que hem suposat iguals) LR• 

i a )a directivitat, O, mitjan<;ant les expressions: 

(6.59) (pérdua de retorn en dB) 
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(6.60) (directivitat en dB) 

La directivitat indica el nivell (en dB) del senyal no volgut en I • accés que hauria d . estar 
desacoblat en relació amb el senyal acoblat. 

6.6 Hrbrids 

Un AD de 3 dB (C=3 dB) se I'anomena circuit hfbrid o hlbrid. En aquest cas: 

sin" • ces" 

i les formes canóniques per a la matriu S donad es per (6.53) queden: 

O O 1 1 O O 1 j 

1 O O 1 -1 1 O O j 1 
S· - S =- (6.61a,b) 

12 1 1 O O 12 1 j O O 

1 -1 O O j 1 O O 

Quan el circuit respon a la forma (6.61a) se sol anomenar híbrid de 1800, i si respon a la 
(6.61b), hfbrid de 900" (fig. 6.14). si bé és evident que podem passar d 'un a I'altre, a 
una freqüencia determinada, mitjan.;ant un canvi de pla de referencia. 

En un hlbrid de 1800, els accessos desacoblats també se 'Is anomena suma (2:) i 
diferencia (t.); vegeu la figura 6.14c on, si s 'injecten senyals per 1 i 2, b, és proporcional 
a la seva suma, i b., a la seva diferencia. Evidentment, la denominació també s'aplica a 
1 i a 2 si injectem els senyals des de 3 i 4. 

A continuació, considerem tres exemples basics d 'aplicació de I'hlbrid de 1800. 

Exemple 1 Pont d'impedilncies 

Suposem un hrbrid de 1 80' amb un generador en 1, 2 terminat, i 3 4 carregats 
arbitráriament (fig. 6.15a). A la mateixa figura es calcula el valor de b 2 : 
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a) 
(3) 

(1 ) (3 ) 

0° O O 1 j 
(1 ) (2 ) 90° 90° O O j 1 

1 j O O 
900 

j 1 O O (2) (4 ) 

(4 ) 

b) 
(3) 

(1) (3) 
0° O 

[¡ 

O 1 1 
(1) (2) 0° 0° O 1 -1 

1 O O 
-1 O O 

(2) (4 ) 

(4) 

c) 

al (1) 
--;. 

1 (E) bs = - (a, +a2) 
.f2 

~ 
(2) 1 (á) b4=-(a,-~) 

.f2 

Fig. 6. 14 Esquemes simbO/ics d • hfbrids de 900 s, i de 1800, b. E/s accessos 3 i 4 d • un 
híbrid de 1800 també so/en denominar-se L (suma) i 4 (diferencia), respectiva­
mento 
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al 

(1) (3) Z3 b1 O O 1 1 a f 

b2 
1 

O O 1 -1 O 
=-

b3 
.j2 1 1 O O P3b3 

b4 
1 -1 O O P4b4 

bl 

r PI r P2 r P3=-1 

O e-o 

~ h P S. = (O<,,<~) 

SA SD e-o O 

Atenuador Desfasador O e-i+ 

SD = (O<<I><1t) 
e-i+ O 

S Sf2 S 2fPL p,= 11+ 
1-S""PL 

P1 = _e-211 e-2j+ 

Fig. 6. 15 al Un hibrid de 1800 com a pont d • impedancies: si Z3 = Z., en /' accés 2 la 
tensió s . anuNa. 

b) Slntesi d 'una impedancia arbitraria fcoeficient de reflexió p,arbitrari) 
mitjanr,:ant un atenuador variable i un desfasador variable. 
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(6.62) 

on p, i P. són els coeficients de reflexió associats amb Z, i Z •. De manera que si Z, = Z., 
b2 = 0, i per tant un voltrmetre (adaptat al sistema) detectaria un zero de tensió. 

D 'aquesta manera, si Z3' per exemple, és desconeguda i podem variar Z. de forma 
coneguda (referencia). sabrem que Z, =Z. quan haurem obtingut un zero de tensió en 2 
(pont d 'impedancies). 

La figura 6.15b indica la manera de realitzar una impedancia arbitraria amb un atenuador 
variable i un desfasador variable; el coeficient de reflexió al' entrada val: 

(6.63) 

variant a entre (O," ) i '" entre (O,"). Si ambdós, atenuador i desfasador, estan calibrats 
(és a dir, si coneixem els valors de a i '" en cada moment) també coneixerem el valor de 
p, .• 

Exemple 2 Divisor de potllncia 

Si, com al' exemple anterior, l' accés 2 esta terminat, per als tres accessos resultants 
podem escriure (respectant la numeració de I'hibrid): 

[
b,] [011][D'] b3=~100 lis 
b. 1 O O D. 

(6.64) 

És a dir, el 3-accessos resultant es comporta com un divisor/combinador de poténcia 
ideal. • 

Exemple 3 Detector de fase 

Suposem ara que en els accessos 1 i 2 injectem senyals coherents de la mateixa amplitud, 
perO amb fase diferen! (fig. 6.16): 
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A més, la xarxa sera sense perdues si Yo> 1 i en aquest cas: 

(6.65) 

A la figura 6.16 també es calculen els valors de b 3 i b.: 

(6.66a) 

(6.66b) 

És a dir, les fraccions de senyal que es desvien a 3 i 4 depenen del desfasament tJ.1I>=1I>,. 
·11>2 entre B, i B,. Encara més, s • observa que: 

(6.67) 

De forma que si a 3 i 4 coHoquem detectors quadratics (d 'impedancia interna Z.) i restem 
les seves sortides, el senyal resultant és proporcional a cos(tJ.1I» (detector de fase) .• 

Diguem, finalment, que un híbrid de 180· es comporta, Msicament, com la bobina hrbrida 
utilitzada a telefonia, i que consisteix en un transformador amb una presa simetrica en el 
debanat secundari (fig. 6.17). És facil de veure que, amb Z03=Z .. , 1 i 2 estan amats, i un 
generador en 1 produeix tensions a 3 i 4 com les dibuixades a la figura. D'altra banda, un 
generador a 2 excita 3 i 4 amb tensions de sentits oposats entre si. 

Heu de notar que, en canvi, en una bobina híbrida els accessos 3 i 4 no estan amats, ni 
la xarxa esta completament adaptada. 

Més endavant veurem unes altres aplicacions deis hfbrids en la realització de circuits actius 
(amplificadors, oscil·ladors i mescladors). 
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Analogament 

Fig. 6. 16 Un hfbrid de 18(1' com a detector de fase. Si a, i a2 s6n coherents i de fa 
mateixa amplitud, les amplituds de les ones Que surten per 3 i 4 s6n 
proporcionals al cosinus i al sinus de la meitat del desfasament entre a, i a2• 

1 :n (3 ) 

;;:) 
V3 i Z03 

Za, 
( V41 

(4) 
Z02 

Z04~Z03 

Amb f3J i f4J carregats de la mateixa manera: SI2 = O 

Fig. 6. 1 7 Bobina híbrida. E/s accessos 1 i 2 estan desacoblats si z,,3 = z"." amb 
independencia deis valors particulars de n, z"" z,,2 i z",=Z04' 
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6.7. Realització d'acobladors direccionals 

Les més freqüents, en I'!lmbit de les linies de transmissió, són les que utilitzen linies 
acoblades i seccions de linia en A/4. 

Una forma d 'aquestes últimes és l' esquematitzada a la figura 6.18; quatre seccions de 
linia en A/4 formant un quadrat (o un anell), amb les impedancies caracteristiques iguals 
dos a dos. Donada la simetria, l' analisi d 'aquesta estructura es pot fer a partir de la seva 
meitat simétrica i de I'antisimétrica, segons expliquem a I'apartat 6.1 i tal com s 'indica 
a la mateixa figura 6.18. Advertiu que utilitzem un resultat anterior, recollit a la figura 6.14 
(exemple 2 de I 'apartat 6.11. 

Resumim els resultats obtinguts a la figura 6.18; l' estructura és un AD si: 

(6.68) 

i IIavors: 

o S'2 O S,. 

S'2 O S,. O 
S = 

O S,. O S'2 

S,. O S'2 O 

S'2 = -~ 1 
Y01 J 1 + Y;' 

S'4 = 
Y02 Y02 (6.69) 
Yo, Jl+Y;' 

Advertiu que la forma de 5 no coincideix amb les formes canóniques donades per (6.53), 
cosa que s' esmena facilment si renumerem els accessos (fig. 6.19 a i b). Per realitzar un 

hibrid, 15'21 = 15'41 = 1/.[2 i, per tant: 
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Zol 

- '/4- ~ - - z-: I-)(L PS 
"'02 02 

Zol 
Zo =l_.:-J'--_--=-=---_--'--'-_ Zo =1 

A/4 
(3) (4 ) 

Cirouits de mictoanes 8mb línies de tTBnsmissió 

Per allnía en l/8 
tanllf=1 

Zi« = j Z. ' Z"" = - j Z. 

- Sítuacíó parella (P.M./circuits obertsl 

,/4 (2) 

- Situació imparella (P.E./curt circuitsl 

(1) /4 (2) 

Z, = -jZ.2 

S
• . Yol . Yol 

12 = -J-- =-J 
1+Y,1+jY.2 

Z. =j Z.2 

S
o • Yol . Yol 

12 = - J -- = - J -,--"'-
1+Y. 1-jY.2 

o S12 O S14 

S = .1 ( S'+SO se_sO ) S12 O S14 O 

2 S'-SO S'+SO O S14 O S12 

S14 O S12 O 

Fig. 6. 18 Analisi de l' estructura simétrica formada per un quadrat de línies en lt/4. Si 
Yo,' = 1 + y.,', r estructura es comporta com un acoblador direccional. 
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al (1) A/4 (7) 

Zol 
si Z.2 = 1 , Z.J = 1/12 

A/4 Z02 Z02 A/4 
O j O 1 

ZOl 1 j O 1 O s=-- O 1 O j 
1./4 12 

(3) (4) 1 O J O 

bl 
(1) (3 ) 

ZOI 
O O j 1 

Z02 Zo 1 O O 1 j s=--
12 j 1 O O 

ZOI 1 j O O 

(2) (4) 

el 
(1) (3 ) (1) 1:-

1
) 

180 1800 c) 
I I 

:-1'4) (2) (4 ) (2 ) 

I I 

di 
(1) (3 ) 

(2) (4) 

Fig. 6. 19 a) Forma particular de l' estructura anterior per a un híbrid (AD de 3 dB). 
b) Renumeració deIs accessos. 
e) Esquema simplificat equivalent. Se solometre els transformadors 1:-1 (canvis 

de signe de la tensió i del corrent). 
d) Aspecte de realitzacions en Ifnia microtira o tri placa (es representa la forma 

de les tires conductores). 
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i obtenim l' estructura de les figures 6.19 a i b. Advertiu també el signe menys que afecta 
tots els elements Sq' per la qual cosa l' esquema equivalent és el de la figura 6.19c; els 
transformadors 1 :-1 representen canvis de signe simultanis en la tensió i el corrent i 
s'acostumen a ometre, ja que normalment la fase deis accessos 3-4 relativa als 1-2 no és 
rellevant (compareu aixo amb el que hem dit a I'apartat 6.6 referent al circuit equivalent 
d 'una línia en A/2, figura 6.15). 

Aquest hrbrid, realitzat en IInies tri placa o microtira, presenta l' aspecte de la figura 6.19d 
en les seves versions rectangular i circular. Normalment, es prefereix la versió circular 
perque té una major capacitat de control de longituds de IInia i un menor nombre de 
discontinu"itats geometriques, que sempre suposen efectes no volguts. A les mateixes 
figures, que estan aproximadament a escala, s' observa que la IInia de Z. menor és més 
ampla que les IInies restants. Aixo, I 'eixamplament de les IInies d' impedimcia caracterrsti­
ca baixa o I ' estrenyiment de les d 'impedancia alta, és el que limita la utilització d 'aquesta 
estructura quan es volen acobladors direccionals amb acoblament debil (C en dB gran). 

Per exemple, si volem C=20 dBtenim dues possibilitats: (equacions (6.69) i figura 6.18): 

a) 

- Y02 = .f99 = 9.95 Yo, = 10 

Per tant, amb impedancia de referencia de 50 n, Zo, i Z02 serien de 5.0 n, i la realització 
física de l' hrbrid impossible. Per exemple, amb E,= 2.1 (valor trpic d 'un substrat plastic) 
resulta w/h = 48. 

b) 
1 IS,.I = 10 1 - Y02 =--=O.10 

.f99 
Yo, = 1.005 

En aquest altre cas, el problema estaria amb la IInia de Z.=500 n; per a E,=2.1 resulta 
que w/h=4.5·10·', i amb els gruixos típics de substrats de microones (h<l mm) 
I 'amplada de la línia hauria de ser molt inferior a una micra. 

Una altra forma possible de realitzar un AD amb IInies de transmissió és l' esquematitzada 
a la figura 6.20; un anell d'1.5A de longitud format per quatre trams d 'impedancies Z, i 
Z2' tres d 'ells en A/4 i un en 3A/4, connectats a l' exterior mitjan"ant quatre accessos. 
Ates que existeix un pla de simetria, es pot realitzar una analisi similar a les anteriors, com 
s 'indica a la mateixa figura. 
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a) Situaeió parella (P.M./C.A.) 
(2) 

PS 

(4 ) 

1-Y. 
=--' 

1 +Y, 

),3/4 

y2 
1-jYl- __ 2_ 

1-jY1 

V - ·(Vl. vl -) 2 = -J 1 - 1 

vI­
l 

- v~· 
Y2 +jY1 -1 

Y2 -jY1 +1 

v; . 1 

vt (1+s;d 
Jiil

~-
1- -

V,' • 1 

-J (vl
-) 

1 + ~. 

b) Situaeió imparella (P.E./C. C.) 

--Í1 ) (2 ) 

-jY1 Ó jY1Q ~ 1 

YO=l YO=Y2 YO·l 

e) Condieió de AD: 

S, (1 S') -jY2 
21 = + 11 . 

1 - J Y1 

Igual que I'anterior 
amb el eanvi 

Y1 --Y1 

Fig. 6.20 Realitzaeió alternativa d· un AD en línies de transmissió. a) Caleul deIs 
parametres Su" i b) deis S,". Noteu que en ambdós casos, i a diferencia de 
I 'estructura anterior, 5,(, 5 22

8
, 5,,0 i 522

D no són nuls. 

221 
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En aquest cas, i a diferencia de la realització anterior, 5,,', 52," 5,,° i 52,0 no S 'anul'len 
i la condició de AD (5,,=0) ve donada per: 

S , SO , o O 
11 + 11 = s '22, + S 22, = (6.70) 

i,lIavors: 

S;, o 1-Y~-Y:-2jY, 
-jY, = S22- 2 2 1 +Y, +Y2 

(6.71) 

S~ = S~, 
1-Y~-Y:+2jY, 

= jY, 
2 2 

1+Y'+Y2 

(6.72) 

(6.73) 

per tant: 

etc. (6.74) 

i obtenim finalment: 

O -jY2 -jY, O 

-jY2 O O jY, 
S = (6.75) 

-jY, O O -jY2 

O jY, -jY2 O 

També com abans, els accessos es poden re numerar per portar 5 a una de les formes 

(6.53) (figura 6.21e); i si fem Y, = Y2 = 1/.[2 ,obtenim un hfbrid descrit per: 
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di (2) 

Si r,+~=1 -)./4 
(1 ) 

Y2 

)./4 O -jY2 - j Y1 O 

-jY2 O O j Y1 

(3 ) Y2 S= 
A/4 - j Y1 O O -jY2 

(4) 
O j Y1 -jY2 O 

el (4) 

(1 ) 
O O - jY1 -jY2 

O O -jY2 jY1 
S= 

-jY1 -jY2 O O 

-jY2 j Y1 O O 

Fig. 6.21 (Continuaci6 de la figura anteriorl 
di Expressi6 de S amb la condici6 de AD, Y/ + Y/ = 1. 
el Renumeraci6 deIs accessos per posar S en la forma canónica (6.531. 

S = 

O O 1 1 

O 

1 

O 

1 

1 

O 

-1 

O 

1 -1 O O 

(6.76) 
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el circuit equivalent simplificat del qual, excepte per dos desfasaments addicionals de -90· 
a les sortides 3-4 (o, també, a les 1-2), és el d"un híbrid de 180· (fig. 6.21g). 
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ti 

Si 1 
hlbrid de 3dB Y, =Y.=-

.;2 

O O 1 1 

S=_L O O 1 -1 

,f2 1 1 O O 
1 -1 O O 

g) 

(~( 
(1) 00 -900 (3) 

c:> 
(2) 900 (4) (2) 

-900 

Fig. 6.21 (continuaciól 
ti Hlbrid realitzat en I/nia microtira. 
g) Circuit equivalent simplificat de rhíbrid anterior. 

La figura 6.21f mostra I'aspecte de la realitzaci6 d 'un híbrid com aquest en la linia 
microtira. 

Totes aquestes estructures construIdes amb seccions de linies de longitud definida en 
termes de A s6n, evidentment, valides només a la freqüimcia de disseny. Quan ens 
apartem d' aquesta freqüimcia, el seu comportament comem;a a desviar-se de l' ideal, 
essent utilitzables en la practica, amb una certa degradaci6 de prestacions, en amplades 
de banda fins del 10-15%. En tot cas, no s6n apropiats com a elements de mesura, als 
quals generalment s • exigeix un bon comportament en amplades de banda com més grans 
millor. 

Un circuit que, pel seu caracter resistiu, no presenta aquests inconvenients és la xarxa de 
tres accessos de la figura 6.22a: un pont resistiu (pont de Wheatstone) utilitzat per 
connectar un generador (1) a la impedancia desconeguda Z (3) i a un voltfmetre (2). Tant 
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a) 

v",*-__ / 

(1 )I----~rf 

b) 

y=[2G -G] 
-G 2G 

c) 

Z= 

z 

(3 ) 

~R ..!.R 
3 3 

(1) Accés de generador. 
(2) Accés de mesura. 

V2 = VA-V. 
(3) Accés de pro va. 

R=Z.=impedancia de 
referencia del sistema. 

Z= yo, 

V'= V. R+3Z 
6 R+Z 

V. R-Z V. 
V2 = VA - VB = - -- = - - P 

8 R+Z 8 

3 . 
VA =- V 

4 
V=~V' 

B R+3Z 

Fig. 6.22 a) Esquema d 'un pont d 'impedancies utilitzat com a mesurador de coeficients 
de reflexió. La impedancia que s 'ha de mesurar és Z 

b) Equivalencia de xarxes utilitzada per passar al circuit c), en el qual es poden 
calcular facilment VA i V .. 

el generador com el voltrmetre i tres brac;os del pont han de tenir la mateixa impedancia 
resistiva, coincident amb la impedancia caracterrstica del sistema. 
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Sota aquestes condicions I 'analisi del circuit és senzilla i esta resumida a la mateixa figura 
6.22: n 'hi ha prou amb canviar una xarxa en "per la seva equivalent en T (fig. 6.22b), 
cosa que permet calcular la tensió mesurada pel voltfmetre, V2; s 'obté (fig. 6.22c): 

V2 = _ V. Z - R ___ V. P 
8 Z+R 8 

(6.77) 

essent p el coeficient de reflexió associat amb la impedancia que es mesura. 
Per tant, si Z esta adaptada al sistema, Z=Z., p=O i lIavors V2 =O; mentre que en 
qualsevol altre cas, (6.77) proporciona el valor de p a partir de V2 • 

Sobre aquesta xarxa de mesura (pont reflectometric o pont d 'impedancies) hem de fer els 
advertiments següents: 

1) És essencial que el generador estigui adaptat al sistema (ZG=R=Z.), ja que 
d 'altra manera els calculs no condueixen a (6.77). Si un generador real no 
ho estigués, caldria utilitzar un circulador o, si més no, un atenuador 
d 'atenuació suficient, 

2) El senyal maxim que s 'obté a 2, V2 , és (quan Ip I = 1): 

(6.78) 

mentre que per al generador éso 

(6.79) 

De manera que la maxima potencia que s 'obté a 2 esta 12 dB per sota de 
la potencia disponible del generador, P~. 

6.8 Unies acoblades simetriques 

Si dues Ifnies que discorren paraHeles estan prou properes, l' acoblament mutu capacitiu 
i inductiu entre elles fa que els senyals en una no siguin aliens als de l' altra. Aquest 
procés és ben conegut des deis comenc;:aments de la telefonia (diafonia), i a nosaltres ens 
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interessen les situacions d 'acoblament intencionadament elevat. 

La situació més senzilla d' analitzar, que també és la més freqüent, és la de dues línies 
identiques situad es de tal manera que la geometria resultant accepti un pla de simetria 
disposat al lIarg del seu eix, com al' exemple de la figura 6,23; dues Ifnies microtira de la 
mateixa amplada i constru'ides sobre el mateix substrato 

La cal'lula elemental de dues Ifnies com aquestes inclou, com a parametres primaris, la 
capacitat e, i la inductancia M mútues per unitat de longitud. Aquesta ceHula es 
representa també a la figura 6.23, i la seva analisi se simplifica molt si fem ús deis 
conceptes de parets electrica i magnetica. 

PS 

Fig. 6.23 Exemple de I{nies acoblades simetriques: dues I{nies micro tira identiques i 
paraNeles, construides sobre el mateix substrat, i circuit equivalent de la ceNula 
elemental. C2 i M són la capacitat i la inductlmcia mútues per unitat de longitud, 
respectivament. 

A la figura 6.24a es representa només la part capacitiva de la ceHula elemental, on a más 
s 'ha omes el dz que hauria d' acompanyar a e, i e,; la informació referent a la part 
inductiva (L i Ml sera reintrodu'ida más endavant. 

La situació amb una paret magnetica en el pla de simetria ás equivalent a tenir les línies 
excitad es de forma que V, = V,= Ve (fig. 6.24b), i en aquestes condicions definim la 
impedancia característica de mode parell o simetric Z: mitjan<;ant: 

(6.80) 
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al bl Situació parella (paret magnetical 

2C~C2 Vo~2 
2C2 V 

t-IVo o 

c lr1 : fiCl 

lC
l Cl~2C2 

l!l 

c
ll - II I 

PS PE 

cl Situació imparel/a (paret e/éctrical 

PM 

Fig. 6.24 al Circuit equivalent de les capacitats de la céNula elemental (hem prescindit 
del dzl. 

bl El mateix circuit amb una paret magnética en el pla de simetria (situació 
parel/al. 

cl Idem amb una paret eléctrica, situació imparel/a. 

essent V. + la ddp entre una de les I{nies i el pla de massa per a una ona positiva amb 
simetria parella, i '.+ el corrent en una de les I{nies per a la mateixa ona. 

Noteu que aquesta ona positiva parella aixf definida es correspon amb la situació en qué 
les dues tires conductores es comporten com un conductor únic respecte del pla de 
massa. A més, si aquesta ona es propaga amb velocitat de fase v;, podem escriure: 

(6.81) 

ja que, evidentment, en estar C2 connectada entre punts a la mateixa tensió, no acompleix 
cap funció. 
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De manera analoga, la situació amb una paret electrica (paret conductora a potencial zero) 
és equivalent a tenir les I[nies excitades de forma que V,=-V2 = Vo i els punts del pla de 
simetria connectats a massa (fig. 6.24c). Ara definim la impedimcia característica de mode 
imparell o antisimetric Z: mitjanc;ant: 

o V; 
Z =-o • 

lo 
(6.82) 

essent, com a (6.80), Vo + la ddp entre una de les I[nies i massa per a una ona positiva amb 
simetria imparella i '0+ el corrent en una de les I[nies. 

Una ona d • aquest tipus es pot excitar mitjanc;ant dos generadors identics i en oposici6 de 
fase, connectats entre el pla de massa i cada una de les línies. Si la seva velocitat de 
propagaci6 (de fase) és v:' tindrem: 

(6.83) 

segons es despren de la figura 6.24c. 

Noteu que la introducci6 de les velocitats de propagaci6 v; i v: és equivalent a recuperar 
la informaci6 de les inductancies, i que els seu s valors en funci6 de les permitivitats 
efectives s6n: 

e (6.84) 

En general, si hi ha més d 'un dielectric, E",,""'E,,/ ates que la distribuci6 de camp electric 
sera diferent en la situaci6 parella i en la imparella; peró si el medi és homogeni com, per 
exemple, en el cas de dues línies triplaca acoblades: 

(6.85) 

i, per tant, les velocitats de fase seran iguals. En aquest cas, ates que e, + 2e2 > e, es 
compleix que: 
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Una vegada fetes aquestes definicions referents als modes d 'excitació parell i imparell, 
considerem la xarxa de quatre accessos formada per una longitud e de línies acoblades 
simétriques, connectades a I 'exterior mitjan"ant línies d 'impedancia unitaria (fig. 6.25a). 
Cal suposar que l' acoblament acaba bruscament en passar de la secció acoblada a les 
línies d 'accés, cosa que a la practica s' aconsegueix de manera aproximada fent les Irnies 
d'accés molt divergents. 

al 

cl 

~Z=l 
Z =/ ~ \ o 

o 1< _j 

-iJ",,'--,,--"'( 20:0' __ 

Z =1 Z o Z =1 
~_---=o=-----<o:r-=°,--

bl Situació parella 

(1' (2' 

z~ 
~ 

'( ) 

~e=8e~ 

Fig. 6.25 al Situació sota analisi; una secció de línies acoblades de longitud e 
connectades al' exterior mitjanr;ant finies d 'impedancia unitaria. Se suposa 
que l' acoblament acaba bruscament en arribar a fes finies d' accés. 

bl Circuits equivalents de les situacions parella i imparella. 
cl ídem que b. 
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Si analitzem I 'estructura descomponent-Ia en situacions simétrica i antisimétrica (fig. 25b 
i 25cl, obtenim, tenint en compte les expressions (§5, 1181 calculades anteriorment: 

(6.86) 

1 ( co~~.) 
(6.87) 

amb 

Per a 5,,°=522° i 5'2°=52,°, obtenim expressions similars canviant adequadament Z: per 

Z: i 'Pe per 'Po' 

Si volem que la nostra xarxa sigui un AD, hem de fer: 

- (Z: - y:)tan~, 

2 + j(Z; + y;)tan~, 
= O (6.88) 

expressió que, separant la part real de la imaginilria, condueix a: 

(6.89) 

(6.90) 

L 'última expressió s 'anul'la amb independéncia deis valors de 'Pe i 'P, si: 

",. Z;Z: = 1 

- (6.91 a) 
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i, amb aquesta condició, (6.89) es converteix en: 

(Z:-y:)(tan<l>,-tan<l>o) = O (91b) 

que es compleix si v;=v;, ja que lIavors tf>.=tf>o' 

Per tant, arribem a la conclusió següent: una secció de longitud t de dues Ifnies acoblades 
és un AD si v; = v; i Z:·Z: = 1 (aquesta última expressió se sobreentén per a valors 
d • impedlmcies normalitzades. En cas contrari, s • ha d • escriure com a Z:·Z,' = Z/, amb 
Zo la impedllncia de referencia deis accessos). 

En aquestes condicions, es comprova que: 

i, per tant: 

S'3 = S24 = ~(Sf,-S;,) = sf, 

(6.92) 

j(Z;-y:)tan<l> 

2+j(Z:+y:) tan <l> 

(6.93) 

Aquestes expressions s'acostumen a escriure de la manera següent; definim a mitjan.;ant: 

" = 
Z'-Z· o o (>0. ja que Z: > Z:) (6.94) 
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i lIavors: 

Finalment: 

4Z; Z: 
(Z;+Z:)2 

4 
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(6.95) 

(6.96) 

Advertiu que si les Ifnies s' allunyen fins a desacoblar-se, e2 tendeix a zero per tant 
Z:=Z:. En aquest cas, la condició de AD es redueix a Z:=Z:=Z" a-O i: 

(6.97) 

Exemple 1 Suposem que volem construir un AD de 20 d8 mitjanc;ant el procediment 
anterior en un sistema de Z, = 50 Q. Si la branca principal és, per exemple, la 1-2, la 3-4 
sera la branca acoblada (fig. 6.25a), i per tant: 

a 2sin2.¡. 

1 - a 2cos 2.¡. 
(6.98) 

Ates que tenim dos graus de llibertat. a i "', podem fixar-ne un; normalment es fa '" = "/2-
-sin", = 1, ja que, d . aquesta manera, per a un a donat l' acoblament és maxim i, ja que 
sin", = 1, la seva variació relativa en canviar la freqüencia és mfnima (derivada nul·la). 
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De manera que: 

IS 1
2 

• = a 2 = 10-2 
13. -"2 

z' -z· 1 • • 

- Z; = 55.280 

CilCUitS de microones amb Ifnies de transmissi 6 

z'·z· = Z2 = 2500 •• • -
z; = 45.230 (6.99) 

Cuan la freqüencia es desvia de la de disseny, el sistema continua comportant-se com un 
AD ideal (S;; = O, S,,=S23=0), pero I'acoblament varia segons (6.98) que, com que 
0"=0.01, es pot aproximar per: 

(6.100) 

expressió per a la qual resulta la taula de valors següent per a C= 2010g 1 S'31. 

TauJa 6.1 Valors de e, segons w/w •. 

w/wo e (dB) 

0.2 9.8 
0.4 15.4 
0.6 18.2 
0.8 19.6 
1.0 20 
1.2 19.6 
1.4 18.2 
1.6 
1.8 
2.0 

De manera que l' AD funciona en una amplada de banda del 40%, amb una degradació 
d 'acoblament de només 0,4 dB .• 
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A la figura 6.26 es donen dos casos importants de Unies acoblades simetriques; barres 
cilfndriques entre plans paraHels (estructura utilitzada freqüentment en sistemes que 
transporten potlmcies elevades, com els radars) i Unies tri placa (stripline). 

Exempla 2 Si I o acoblador direccional de 20 dB da I o axampla anterior al féssim amb Ifnias 
microtira acobladas an substrat de E,= 2.1 tindrfem: per a les Unies dO accés de 50 O, 
wlb=0.86; i en la zona d °acoblament, per als valors calculats de Z: i Z:, resulta 
slb=0.30 i wlb=0.84. 

Per a una gruixaria tfpica de b= 1.0 mm, s=O,30 mm, i aquesta dimensió de ranura és 
filcilment realitzable per metodes fotolitogrilfics. En canvi, si lO acoblador que s'ha de 
realitzar fos de 10 dB: 

z' 
• = 1.925 

z· • 
- w b = 0.70 s = 0.041 

b 

i si, com abans, b= 1 mm i s=0.041 mm,la dimensió da ranura saria molt diffcil da produir 
fotolitogrilficament amb precisió. 

Per tant, amb els substrats usuals (E,"'2, gruixilria"'0.5-1.0 mm) és diffcil realitzar un AD 
amb acoblaments C,;; 1 0-13 dB .• 

6.9. Raalitzaci6 d'inversors amb Ifnies acobladas 

Si en un AD realitzat amb Ifnies acoblades deixem dos accessos en circuit obart, com 
s o indica a la figura 6.27, resulta una xarxa de dos accessos per a la qual podem calcular 
la matriu S de la manera següent: si en un AD terminem 10accés (4') tindrem: 

bl , O Si,. Sl'3 O al , 
bl• SI,. O O Sl'3 b l • (6.101) = 
bl Sl'3 O O Si,. b l 

3 3 

bl 
4 O Sl'3 Si,. O O 
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- Barres entre plans paraNels 

:< 
s 

Er O 

w 

- Striplinas acoblades 

w 

s 

w 

~ 
2 

K(k) = J 
o 

Per a !!.« 0.25 
b 

z: = 60 In {4b coth "W} re; "d 2b 

K'(k ) Z' = 30" • = 30" F(k ) • .¡e; K(k,) re; • 

k = tanh( "W).tanh(~ w+s) 
, 2b 2 b 

k = tanh( "W)'COth(~ w+s) 
• 2b 2 b 

Aproximadament : 

_ ..!.. "!'ln(2 1 +.fk) = F,(k) 
K

I
" 1 -.fk 

K 1 - -.--
K I F,(k l

) 

Fig. 6.26 Valors de Z: i Z: per a dos exemples de linies acoblades simetriques. 
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al bJ 

(1) 

(1 , ) (2' ) 
o--¡r----,I 

I 1---0 
(3') (4') 

1< -1 (2) 

Fig. 6.27 B i b: dues possibles formes de secci6 de Ilnies acoblades de longitud i amb 
Ilnia tri placa amb dos accessos en circuit obert; e: representaci6 esquemática 
d • aquestes situacions. 

on hem utilitzat apostrofs per referir-nos a parametres de la xarxa de 4 accessos original 
(fig. 6.27c). D ·aquí s ·obté facilment que: 

b' SI I 2 = 12 a 1 

bl SI I 
3 = '3 a , 

_ {bl, = (S/~2 +S/~3) al, 

b'• = 2Sl'2 Sl'3 al, 

És a dir, que per a la xarxa de dos accessos 1 . -4· resultant, que podem renumerar 1-2, 
tindrem: 

amb 

( 

S /2 S/2 
12 13 

S = 2sI'2 SI'3 

2S
I
'2 SI'3 ) = ( S11 

S /2 S/2 S 
12 13 12 

(6.103) 

(6.104) 
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A les proximitats de ",="/2 (longitud acoblada",A/4), ",="/2+a"" i si a" és prou petita, 
pode m posar: 

sincf> • 1 _.1 (1:. cf» 2 

2 
(6.107) 

(6.105) 

(6.106) 

Per tant, amb un error de l' ordre, en el pitjor deis casos, de a"a", o (a",)2 respecte de la 
unitat, podem aproximar: 

(6.108) 

parametres que defineixen el circuit equivalent del 2-accessos com un inversor de constant 

J donada per: 

- -2 
2 J 

IX =--
1 +]2 

]2 
= 1-2--

1 +]2 -
(6.109) 

i dues seccions de línia d' impedancia, la de referencia al' entrada i sortida, i longitud 

electrica '" (fig. 6.28). J també es pot posar directament en termes de Z: i Z: 
viceversa: 

IX 

zt!_ZO 
o o 

~: = h +~: +~) 
Z: =~-J 

(z.,)2 -1 

(Zo')2+1 
1 - (z.0)2 
1 + (Z:)2 

J 

(6.110) 
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Fig. 6.28 Circuit equivalent aproximat del circuit de la figura anterior quan es compleix 
la condici6 de AD, Z:'Z:= 1. 

6.10 Filtres passa-banda amb inversors an Unias da transmissi6 

El tema de filtres de microones realitzats en o amb Unies de transmissió ompliria tot un 
curs ell sol; a més, a la varietat d' aproximacions teóriques i de realitzacions possibles, 
s 'hi hauria d 'afegir els filtres realitzables en guia d'ones, amb cavitats ressonants o amb 
ressonadors dieléctrics. 

Davant d'aquest ampli panorama, el nostre propósit en aquest apartat es limita a un sol 
tipus de filtre (passa-banda), realitzable amb finies de transmissió a partir deis prototipus 
convencionals de filtres passa·baixes (Butterworth, Txebixev), utilitzant el concepte 
d . inversor d . impedancies que hem introduit abans. 

Malgrat la modéstia del nostre objectiu, els filtres que descriurem s6n utilitzats amplia­
ment, especialment els que es realitzen mitjanc;ant Irnies acoblades, per a amplades de 
banda que van des de valors molt baixos (0,5-1 %) fins a valors moderats del 15-20%. 

Els prototipus passa-baixes de la figura 6.29, que suposarem coneguts, són el punt de 
partida. Recordeu que un mateix prototipus es pot realitzar en dues versions (circuits 
duals) que tenen la mateixa funció de transferencia. 

El concepte d 'inversor ens permet transformar aquests circuits en els de les figures 6.30 
a i b, que utilitzen elements reactius d 'un sol tipus (inductancies o condensadors). 
Calculem els valors deis inversors Kq a partir de la identificació deis circuits equivalents; 
per exemple, si prenem els de les figures 29a i 30a (circuits als quals ara ens restringirem): 
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1 
e, 

que proporcionen: 

Ki,i+1 ::: 

2 
K 01 

L', 

L'I L'I.' 

g, g',h1 

Cirouits de mictoones 8mb línies de trBnsmissió 

etc. 

KIt ,,..1 = 
L' • (6.111) 

8,. gll+' 

En les n + 1 equacions anteriors tenim 2n+ 1 incognites Kv" i=O,1 ,2 ... n i L" i = 1 ,2, ... n, 
per la qual cosa en podem fixar lliurement n; normalment es fa: 

L', = L' 2 = ... L'. = L' 
• 

a) 

L 2= 92 

R=g fU: 
oO~3 

b) 

(6.112) 

Ln=gn 

~n+l=gn+l (n parell) 

Fig. 6. Z9 a) Prototipus de filtre passa-baixes (ha estat dibuixat per a n parell, d' altra 
manera I • element Y. seria un condensador en para¡'¡el) i b, el seu dual. 
Ambdós tenen la mateixa funció de transferencia. Normalment, agafem 

Y.= 1. 
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aJ 
L~ 

L¡L¡ ... 1 

bJ , , 

Go=lOL.._J_O_1...Jm J12 rnl-_J_2_3...J[ 

g¡gi+1 
JII ,II +1 = 

Fig. 6.30 Versions deis prototipus de la figura anterior utilitzant inversors d • impedancies/ 
/admitancies. Els dos circuits dibuixats continuen essent duals. 

(la qual cosa fixa n-1 valors) i queda: 

L' 
". K¡,i+1 = ¡:=== J K¡ Ki+1 

... K •.•• 1 = ~ 
~~ 

expressions en que L • encara esta per definir. 

(6.113) 

El pas següent consisteix a realitzar la transformació de freqüencies que porti la res posta 
del prototipus passa-baixes (figura 6.31a), a la banda volguda (W"W2). La transformació 
és equivalent a la substitució de cada inductancia per un circuit ressonant en serie: 

'" L = ",.L ---, , (", "'.) 
'" . '" 

(6.114) 
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amb L i w. escollits de tal manera que a la freqüencia de tall del prototipus, w, 
(normalment igual a la unitat) li corres ponen els extrems de la banda passant (w, ,w2 ): 

d 'on s 'obté: 

2 

"'. -(¡)1 +-

"'1 

- L = 

- (6.115) 

L' L' (6.116) 

A I'última expressió s'ha utilitzat w, . = 1 i s'ha introdu'it I'amplada de banda relativa W: 

a) 

L in 
(dB) 

w= 

b) 

L in 
(dB) 

(6.117) 

L. l.n.r 
L 
in.r 

w' 
1 

w' 

jw'L' 

Fig. 6.31 a) Resposta (perdua de transferencia de potencia L.. versus freqüencia 
normalitzada) del prototipus passa-baixes. 

b) ídem del passa-banda obtinguda mitjant;ant la transformació de freqüencia 
inductimcia -> ressonant en serie (o capacitat -> ressonant en paraNe/). 
Normalment, w 1 • = 1. 
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al 
L e L e 

1 

bl 

L e 

~Gn+l=l 

K",".1 = 

~R,,+l=l 
L e 

J",,. +' = 

Fig. 6.32 Prototipus passa-banda obtinguts amb les transformacions de freqüencia 
resumides a la figura anterior. W és l' amplada de banda relativa, (f2-f,l/f •. 
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D' aquesta manera, s • obté el prototipus de la figura 6.32a, on també s' indiquen els valors 
per als Kq que hem obtingut en substituir a (6.113) el valor de L" = w. WL donat per 
(6.116). 

Evidentment, tots aquests resultats es poden tornar a obtenir per als circuits b; pero com 
que són duals deis a, es poden escriure directament sense cap complicació, per la qual 
cosa no ens hi tornarem a referir expllcitament. 

Considerem a continuació el circuit de la figura 6.33a; una coHecció de susceptimcies jB., 
(de les quals només en dibuixem dues), intercalades en paraHel en una linia de transmissió, 
de manera que es poden interpretar com a inversors i trams de linia en A/2. Per als trams 
de linia pode m posar el seu circuit equivalent, calculat a I'apartat 5.6, i si suposem: 

a) Que els trams de Ilnia t;¡ i t JI< són petits ("'q' "'JI< < < n). 

b) Que les susceptancies són grans (quasi curt circuits): 

IBIA ; IBjkl» 1 
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lIavors, en les proximitats del w. que fa la línia ),/2, podem ignorar els circuits L"I/Cp 

d 'impedancia alta rspecte deis Bu. Bjl i al circuit serie 2L,-C,f2. O' aquesta manera, el 

nostre circuit original queda redu"it a inversors i circuits L-C, com a la figura 6.33a, que 
alhora s6n els que formen el prototipus passa-banda de la figura 6.32a. 

Finalment, resulta que l' estructura de la figura 6.34a, formada per n + 1 reactancies 
intercalades en una línia de transmissi6, es comporta com un filtre passa-banda d 'ordre 
n si els seus valors i les seves longituds d' espaiament s' escullen d' acord amb les 
expressions que apareixen a la mateixa figura. 

En aquests moments, convé que resumim les aproximacions que hem fet: 

1) Els inversors no s6n ideals. En el millor deis casos, si les reactlmcies s6n 
inductives, encara que el seu comportament amb la freqüencia és millor, les 
seves constants Kq varien amb la freqüencia. 

2) El circuit equivalent format per inductancies i condensadors per a una línia en 
),/2 és de validesa limitada a una amplada de banda maxima del 30-40%, 
depenent de I 'exactitud volguda. 

3) L' aproximaci6 anterior es degrada en ignorar els ressonants en paraHel enfront 
deis ressonants en serie. 

4) Tots els errors anteriors s6n acumulatius, i l' efecte d • acumulaci6 augmenta, 
evidentment, amb I 'ordre del filtre. 

El resultat és que la seva res posta coincideix amb la teorica en les proximitats de la 
freqüencia central del disseny, w., i se'n desvia progressivament a mesura que ens 
allunyem. No obstant aixo, per a ordres moderats (n fins a 7), el disseny es comporta bé 
per a amplades de banda de fins al 15% i, en tot cas, les desviacions més grans es 
produeixen a freqüencies en que les atenuacions previstes s6n altes i, per tant, els errors 
menys importants. 

En tot cas, una vegada fixats els parametres del circuit de la figura 6.348, la seva amilisi 
exacta (per exemple, mitjam;ant el producte de matrius ABCD) es pot fer de manera molt 
senzilla amb l' ordinador, id' aquesta manera quantificar les desviacions per veure si s6n 
acceptables o no ho s6n. 

Exemple 1 Podem fer una avaluaci6 deis ordres de magnitud deis parametres implicats 
de la manera següent: 
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al 

(i, j, k, enters consecutiusl 

Si IS,I, 1 S ... 1 > > 1 (quasi curts circuitsl .... 11/>,1, 11/> ... 1 < < 1 .. (per a w""w.,) .. 

L e 

J Kij~1 K jk [ 

-2 

Is
- 1 _ 1 -K" 

1) - -
KI) . 

bl 
1./2 

- - " L=2L =-
!I 2w

o 

el> = '!tan-1
( 3 ) 

1) 2 B 
1) 

- - " C=2C =­
p 2w 

o 

• el> = '!tan-1(3) 
'1 2 X .. 

'1 
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Fig. 6.33 al Interpretació de dues susceptlmcies de valor elevat (quasi curts circuitsl 
inserides en una Ifnia de transmissió com a dos inversors i circuit ressonant 
(ceNula bllsica del prototipus passa-banda de la figura 6.3281. 

b) Estructura dual de l' anterior. 
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a) 

b) 

Circuits de microones 8mb Ilnies de transmissi 6 

~l ~ ~n • :¡¡ E 2 ~ ~ 

Zo ~ ~ ~ ~ -~ Zo 

BOl B12 B23 Bn,n+l 

1 ( _, 2 _, 2 ) - 1 - ~ 4>¡ = 11 + 2" tan ---- + tan ---- . Bu = ~ 
B¡_,,¡ B¡,¡., Kv 

K".II+1 = 

~ -n X 
~ n,n+l 
--<C:}>-

--<>--<>----<>--<>----<>--<>-- . . . . .. ~ 

4>¡=11 +~(tan-'~+tan-'~)' 
X. , . X .. , 

1- .1 }.j+ 

J",1I+1 = 

Fig. 6.34 Com a culminació del procés seguit a partir de la figura 6.29: 
a) Realització d' un filtre passa-baixes en una línia de transmissió mitjanf'ant la 

inserció de reactancies en paraNel. 
b) ídem en serie (circuit dual de l' anterior), 
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Per a filtres Butterworth amb n:S6 resulta 0.5:sg,:S2.0, i per a filtres Txebixev amb 
2:Sn:S7 i arrissada a la banda passant r:S0.2 dB, 0.67:sg,:S2.27. 

Per tant, en ordre de magnitud: 

1
- I 1 B --;,;~1 W 

Per exemple, si en una Irnia de 50 n, 'o=3GHz, '2-" =30 MHz (W= 10-2= 1 %): 

Si la realització s • hagués fet amb condensadors en serie (prototipus b que condueixen a 
la configuració final de la figura 6.34b) haurrem obtingut: 

Ix,.,.,1 - 100 - C,.,., - 0.01 pF 

• 

Exemple 2 Es vol aconseguir un filtre Txebixev amb arrissada r=0.5 dB, banda passant 
(3.047 GHz/3.157 GHz) i atenuació superior a 30 dB a les freqüencies ',=2.786 GHz i 
'b=3.326 GHz. 

a) Identificació del prototipus. 

w= 3.55 % lo = J/1/2 = 3,102 Ghz 
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La transformació de freqüencies (6.114) es pot escriure: 

i obtenim: 

",' = -6.06 
Q 

Deis gratics normalitzats d 'atenuació (figura 6.35), s 'obté per a n=3: 

LA (6.06) = 49.5 dB LA (3.93) = 38.5 dB 

mentre que per a n = 2 estaríem fora d' especificacions. Per tant prenem n = 3, amb la qual 
cosa hi ha a més un marge raonable d' atenuació a f. i fb per absorbir errors, i resulta (fig. 
6.36): 

Ko = 1 , K, = 1.5963 , K2 = 1.0967 , Ka = K, ' K4 = K, 

(en ser n = imparell, el filtre és simetric). 

b) Realització ffsica. 

En Unia microtira resulta més filcil de realitzar la versió de la figura 6.34b amb condensa­
dors en serie. S' obté: 

1t W 
=----

2 J K, K2 

= 0.187 

J 23 = 0.0421 , 
Yo 

= B34 = 0.194 

B'2 = B23 = 0.0422 
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1:':1-0 

Fig. 6.35 Corbes caracterfstiques de filtres Txebixevamb arrissada de 0.50 dB amb 
l' ordre del filtre n com a parametre. 

VALUE 

I or • '\ " 'l " 's '. '1 's " '10 'a 
O.S libo ripple 

1 0.6986 1.0000 ¡ 2 1.4029 0.7071 1. 9841 
3 -1.5963 1.0967 1. 5953 1.0000 o 

4 1.6703 1.1926 2.3661 0.8419 1.98n 
5 1.7058 1. 2296 2.5408 1:229ó 1.7058 1.0000 I 6 1. 7254 1. 2~79 2.6064 1. 3137 2.<758 0.8696 1.9841 
7 1. 7372 1.2583 2.6381 1.34U 2.6381 1.258~ . 1. 7372 1.0000 8 1. 7451 1.2647 2.6564 1. 3590 2.6964 1.338912.5093 0.8796 1. 9841 9 1. 7504 1.2690 2.6678 1. 3673 2.7239 1.3613 2.6678 1.2690 1. 7504 1.0000 10 1. 7543 1. 2721 2.6754 1. 3725 2.7392 1.3806 2.7231 1.3485 2.5239 0.8842 1. 9841 

Fig. 6.36 Taula de valors deIs elements deIs filtres de la figura anterior amb go= 1 i 
w, '= 1. 
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COl = C34 = 0.20 pF C'2 = C23 = 0.045 pF 

= 2.914 - 0.927~ 

- 0.971 ~ 

Les capacitats Cq es poden realitzar mitjano;:ant ranures transversal s en la tira conductora, 
segons s • indica a la figura 6.37, si bé per obtenir valors de l' ordre de 0.20 pF com el que 
hem calculat, la ranura ha de ser tan prima que la seva fabricació pot resultar diffcil .• 

I 
PS - - I - -x

01 
x

12 
x23 x34 

'/'////1 f?'ff/Zl Wff400 VZ0'A I"/////: 

I 
I 

Fíg. 6.37 Realítzací6 en l/nía mícrotira d 'un filtre com el de la fígura 6.34b; els elements 
d • acoblament X, són les capacítats exístents entre les vores de la tira 
conductora produi1s per talls d' amplada controlada. 

Els tipus de filtres analitzats responen a la forma general de la figura 6.38a: seccions de 
línia en A/2 entre inversors d 'impedancies K;¡Iadmitancies J •. 

Si considerem dues seccions de línies acoblades amb dos accessos en circuit obert com 
les de l' apartat 6.9 (figs. 6.27 i 6.281, el seu circuit .equivalent, en les proximitats de 
!fJ = "/2 (longitud d 'acoblament t =A/41, ve donat per dos inversors amb un tram de línia 
en A/2 al mig i trams en AI4 al' entrada i sortida (fig. 6.38bl. Estructura que, augmentada 
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a) 

zj [ 
).f2 

J [ 
).f2 

J [ ]Jn,n+l E J Ol Zo J l2 Zo J 23 

(K Ol ) (K l2 ) (K 23 ) (Kn,n+l) 

b) 
>-14 >-14 lE) I E >1 

1í0YzTfl?l I 

F7dT4íW& 

Fig. 6.38 a) Forma general d • un filtre amb inversors i Ilnies de transmissió en A/2. 
b) Circuit equivalent de dues seccions de Ilnies acoblades en les condicions de 

la figura 6.28; advertiu que formen l' estructura bIIsica de a. 

amb 1" addici6 de més seccions acoblades, condueix a la forma general de filtre que 
analitzem i que, vistes les expressions obtingudes, resumim a la figura 6.39. 

L'avantatge més gran d "aquest tipus de filtre respecte al de I "exemple 2 (acoblament 
capacitiu per talls en la tira conductora) esta en el fet que, per a una mateixa resposta, les 
separacions s entre les tires acoblades s6n més amples que les deis talls i, per tant, més 
facils de realitzar amb precisi6 per procediments fotolitogrilfics. 

Exemple 3 Per als mateixos valors de 1" exemple 2, la realitzaci6 amb línies tri placa 
(stripline) acoblades requereix els valors se9üents per a la primera i I'última secció, que són 
les de 1" acoblament més intens: 

a) Per a €,=2.1; wlb=O.7588 slb=O.0848 

b) Per a €,=10.0; wlb=O.1669 slb=O.2155 

Per a b = 1 mm, per exemple, les ranures han de ser de 84.8 i 215 11m, respectivament. 
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A/4 ),/4 ),/4 
lE .IE .IE .1 1/./4 .1 

1 

I 

1 
1 I 
(J I I n,r.+l 

J •. 1t + 1 = 

Bmb 

i ... = J1 + J,. 1 ¡ -; 1 . = (i )-1 
-. 1- ,1 Mi 

Fig. 6.39 Aspecte de les tires conductores d'un fiffre realitzat amb línies acoblades, i 
expressions per al seu disseny. 
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