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Presentacio

Presentem un text de teoria de circuits pensat com a eina d’estudi per a estudiants
universitaris de titulacions no eléctriques.

S'inicia el desenvolupament amb una revisi6 de conceptes elementals amb les
finalitats d’homogeneitzar els coneixements dels lectors i establir una nomenclatura comuna.

El contingut abarca des de circuits en corrent continu fins a sistemes trifasics en régim
permanent. En tractar els sistemes trifasics es fa un especial émfasi en els sistemes equilibrats
amb consums simetrics atés que aquesta €s la situacio més freqient.

Amb aquesta publicacié pretenem tant agilitzar I'assimilacié de conceptes en les
sessions docents, alliberant I'estudiant de tasques monotones, com incentivar I'autoaprenentatge
mitjangant problemes resolts. Malgrat tot no és la nostra intencié substituir I'assisténcia a
classe on es poden transmetre conceptualitzacions i metodologies dificils de plasmar en un text
i que, alhora, el complementen. Lluny queda del nostre objectiu desviar I'atencié de
I'ampliacié de coneixements aportada per la recerca bibliografica.

Tanmateix I'experiéncia demostra que per assentar suficientment els coneixements
adquirits, no n’hi ha prou amb la lectura del text sind que és imprescindible una forta dosi de
treball personal, especialment la realitzacié de problemes.

Malgrat els esfor¢cos per evitar i corregir errors o imprecisions, som conscients que
alguns no han estat detectats, per la qual cosa demanem avancadament disculpes i agraim
'advertiment dels mateixos.

No volem acabar aquesta presentacié sense agrair tant el suport dels companys de la

Seccié de Barcelona del Departament d’Enginyeria Eléctrica com la inestimable col.laboracio
d’en Francesc Suelves, na Maria Boix i na Pepi Bertolo.

Els autors

Barcelona, mar¢ 1993
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Circuits de comemt continu

1- Corrent eléctric

La materia es composa d'atoms. Els atoms estan formats per petites particules subatomiques;
d’aquestes, algunes presenten propietats eléctriques, son els protons del nucli (carregues positives)
i els electrons de la periféria (carregues negatives).

Si disposem de dos cossos carregats eléctricament (tenen excés o defecte d'algun tipus de
carrega) i els unim mitjancant un conductor eléctric (p.e. un fil metal.lic), s'estableix moviment de
carregues eléectriques tendint a igualar la carrega. Aquest moviment s'anomena corrent eléctric.

La circulacié de corrent eléctric en els metalls és a causa del moviment d’electrons en el seu
si i es defineix com a sentit del corrent el sentit contrari al de circulacié dels electrons.

LN é‘H‘

—® +
pECE

e e e

Si tenim corrent eléectric circulant per un liquid, pot ser causat tant pel moviment de carregues
positives com negatives (normalment ions). El sentit del corrent és el que tenen les carregues positives
o0, el que és el mateix, el contrari al de les negatives.

La intensitat de corrent eléctric es defineix com la quantitat de carrega eléctrica que travessa
una superficie per unitat de temps, es mesura en Ampere (A). Quan per un conductor diem que circula
1 A volem dir que per ell passen 6.242 10'® electrons per segon.

Si recordem el Coulomb, unitat de carrega eléctrica podem dir que:

1A-1C

S

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998. Quedan rigurosamente prohibidas, sin la autorizacién escrita de los titulares del "copyright”, bajo las sanciones establecidas
en las leyes, la reproduccion total o parcial de esta obra por cualquier medio o procedimiento, comprendidos la reprografia y el tratamiento informatico, y la distribucion de
ejemplares de ella mediante alquiler o préstamo publicos, asi como la exportacién e importacién de ejemplares para su distribucion y venta fuera del mbito de la Unién
Europea.



14 Circuits eléctrics

2- Diferéncia de potencial

El corrent eléctric és una circulacié de carregues. Podem intentar comparar aquesta circulacio
amb el moviment d’'un liquid en una canonada; on la intensitat es pot comparar amb el cabal.

En forma natural, un liquid que baixa |
per una canonada d'un diposit a un altre ho fa
amb més o menys cabal en funcid6 de la A
diferencia d’'alcades entre els dos diposits. La T Vg
magnitud electrica que fa que el corrent que B
circuli per un mateix conductor entre dos punts
tingui un valor o un altre s’anomena diferéncia
de potencial entre els dos punts o tensié d'un
dels punts respecte a l'altre.

La diferencia de potencial (o tensio) representa la disponibilitat energética del sistema ja que
és la quantitat d’energia involucrada en el pas de la unitat de carrega entre els dos punts de partida
i arribada, es mesura en volt (V).

Com tots els potencials té I'origen arbitrari. Per conveni sol agafar-se com a potencial nul el
de la terra. Només és d'interés, pero, la diferéncia de potencial entre dos punts. Analegament, com tot
potencial, el treball realitzat només depén dels estats de sortida i d’arribada i no del cami seguit.

Com en l'analogia hidraulica, el potencial sén les algades i la diferéncia de potencial la
diferéncia entre elles.

VAB = VA VB ref hAB = hA ref ~ hB ref

ref ~

Es verifica que, per un mateix conductor, el corrent que circula és directament proporcional a
la diferéncia de potencial aplicada entre els seus punts extrems.

4B _ constant

/

Sovint la tensié és anomenada també forga electromotriu. Aquest nom vol dir que és la causa
gue provoca el moviment dels electrons perd no té res a veure amb les forces mecaniques.

El corrent eléctric és una circulacio
de carregues; per tant, el circuit per on
circulen_ha d’és_ser_ t_ancat; si no fos_,aixi es E T
vulneraria el principi de conservacié de la — <0
massa; ja que la massa de qualsevol
element del circuit s’ha de mantenir constant.
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Circuits de corrent continu 15

3- Convenis de signes

En molts casos ens trobarem que el corrent i la tensi6 varien amb el temps. En altres casos
ens trobarem que no coneixem a priori el sentit d’'un corrent o la polaritat d’'una tensio.

Habitualment es suposa un sentit arbitrari de referéncia (fletxes de valoracio), tant per a
tensions com per a corrents; si la magnitud real té el mateix sentit, el seu valor és positiu i si no és
negatiu.

4- Resistencia d'un conductor: Llei d’Ohm

La resistencia d'un conductor és la capacitat d'oposar-se al pas del corrent que t¢. Com més
gran és la seva resisténcia, menys corrent passara.

En estudiar la diferéncia de potencial, haviem dit que la relacié entre la tensié en borns d’'un

conductor i el corrent que per ell passa era constant. Aquesta constant és la resisténcia del conductor.
Aquesta equacié es coneix com Llei d'Ohm .

Vv _nR
/

on Vil es valoren del born més positiu al menys positiu (figura anterior a I'esquerra) o ambdues del
menys positiu al més positiu.
Com a regla pnemotéecnica per aplicar la llei d’Ohm podem emprar:

1) Si coincideixen les fletxes de valoracié de tensi6 i corrent
(figura anterior a I'esquerra):

V=RI
2) Si no coincideixen (figura anterior a la dreta):
V=-RI

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



16 Circuits eléctrics

La resisténcia es mesura en Ohm (Q)

19-1V

1

El valor de la resisténcia depéen de tres factors: el material de qué és feta, de la forma o
geometria com és feta i de la temperatura a que es troba.

4-1- Variacio de la resisténcia d’'un conductor en funcié de les seves dimensions i del
material de que és feta

La resisténcia d’un conductor sera més gran com més llarg sigui i, de la mateixa manera, com
menys secci6 de pas tingui. Podem escriure

/
H:pg

On p és la resisténcia d’'un conductor d’l m de llarg i 1 m? de secci6. Aquest valor p
s'anomena resistivitat del conductor.

4-2- Variaci6 de la resistencia amb la temperatura

La resistencia d'un conductor varia amb la temperatura. Habitualment es considera que
segueix lI'equacié

R(T) = ATo) [1 + « (T; - To)]

on a és el coeficient de variacié de la resistivitat amb la temperatura. En casos en qué cal molta
precisié s’empra

R(T) = BTy [1 + a (T, - To) + B (T, - ToP + ..]
El valor a és positiu per a tots els materials emprats en electrotécnia de poténcia; per tant la
resisténcia augmenta amb la temperatura.

De la mateixa manera podem dir que la resistivitat es pot expressar com:

p(Th) = p(To) [1 + & (Ty - To)]

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Circuits de corrent continu 17

4-3- Resisténcies en série

En el circuit de la figura les resisténcies | v
R, R, i R, estan connectades en série; aixo vol ‘ H
dir que el corrent passa per totes elles una \
darrera l'altra.

Sabem que

A R; B R c Rs D
4: 1 |
V=V,p=Vuy+ VgtV
AD AB BC cD e e e
. . L VAB Vec Ven
i també que cadascuna de les resistencies
verifica la Llei d’Ohm.
Vg = R/
Vgc*RQI V=R1/+R2/+R3/:(R1+R2+R3>I
Vep = A5 1
El corrent que subministra la bateria és el mateix que v
donaria en la segona figura; per tant R; és la resisténcia A } H | D
equivalent al circuit de la primera figura.
i
V- Al R,-R, +R,+R
VZ(R1+R2+R3>I T 17 2 " 3 rL\

La resisténcia equivalent a un conjunt de resisténcies en série és igual a la suma dels valors
de totes elles.

4-4- Resisténcies en paral.lel

En el circuit de la figura, les resisténcies |

R,, R, i R, estan connectades en paral.lel; és a
dir, totes elles tenen la mateixa tensid entre els

N PO 1

seus borns. El corrent que surt de la bateria es
reparteix entre les tres branques, per tant, —L

I=1 + b+ I, T e H Ao

En cada resisténcia es verifica la llei . .

d'Ohm.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



18 Circuits eléctrics

L=V
R1
h-Yl, Vv v Vv _, (1 1 1
R, R, R, AR, R, R, R,
L.V

El corrent que subministra la bateria és el mateix que en |
la segona figura, per tant, R; és la resisténcia equivalent del
conjunt.

1T, 1
R1 RZ RS o

Ry

L'invers de la resisténcia equivalent d’un conjunt de resisténcies en paral.lel és igual a la suma
dels inversos de cadascuna d’elles; per tant la resisténcia equivalent d’'un conjunt de resisténcies en
paral.lel és menor que la més petita de totes elles.

En el cas particular de dues resisténcies, tenim:

1

1
R, R,

+

1
RZ

5- Poténcia i energia

Ates que la diferéncia de potencial entre dos punts és el treball que es realitza per a desplagar
una unitat de carrega i el corrent és el nombre de carregues que circulen per unitat de temps; la
potencia (energia per unitat de temps) que es consumeix en un circuit eléctric és igual al producte de
la tensié d'alimentacio pel corrent que s’absorbeix. Es mesura en Watt (W)

P=VI 1TW=1V 1A

Coneixent la llei d’Ohm, podem escriure:

P-7 P-RIP
R

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Circuits de corrent continu 19

Si integrem la poténcia al llarg del temps, obtenim I'energia eléctrica consumida. Si la poténcia
consumida és constant al llarg del temps, I'energia és el producte de la poténcia que es consumeix pel
temps durant el qual es consumeix. Es mesura en Joule (J).

E-Pt-vit-RPt- V¢ 1/=1Wis
R
Els comptadors la mesuren en kilowatts-hora.

1 kWh = 1000 W 3600 s = 3.6 MJ

Pero sovint I'energia calorifica s’expressa en calories (cal).

1 cal = 418 J 1J=0.24 cal

6- Aparells de mesura

6-1- Voltimetres

El voltimetre és un aparell que mesura la diferencia de potencial entre els dos punts on es
connecta. Per un voltimetre no ha de passar corrent (ha de tenir resisténcia infinita) per tal de no
distorsionar la distribucio original de corrents en connectar els aparells de mesura. Els voltimetres
reals deixen passar un cert corrent, per tant, tenen una resisténcia interna finita, perd sensiblement
més gran que els valors de les resistencies del circuit.

A o D
I + + + Vi=Vo 7 Vg
T
T V1:V2:VCB
B
V3:VDB

6-2- Amperimetres

Un amperimetre é€s un aparell que mesura el corrent que passa a través seu. La seva
resistencia ha d'ésser nul.la per tal de no distorsionar la distribucié de corrents en el circuit encara que
a la practica és molt petita perd mai nul.la.

E

| | > Ray
", R R, 2, B9 A =1 A, = I,

AL + @ _es A I 1 2
il = R . .- I, .=y
T R4
| I = 1, )
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6-3- Wattimetres

Un wattimetre és un aparell pensat per mesurar
el flux de poténcia. Té una entrada de tensio (resistencia
interna elevada) i una de corrent (resisténcia interna molt
petita) i marca el producte d’ambdues magnituds. Els
punts indiquen la polaritat de les bobines, si es connecten
ambdues en la polaritat indicada, marca positiva I'energia
transformada de la font al consum, si es connecten
ambdues en la polaritat contraria també; mentre que si
nomeés una de les polaritats de les bobines no coincideix
amb la polaritat real, llavors marca com a negativa la
potencia que la font entrega a la carrega.

7- Lleis de Kirchhoff

Primera llei:

H

En qualsevol nus (punt d'unié de dos o més conductors) es verifica que la suma de corrents

entrants és igual a la suma de corrents que surten.

R, A Rs B Ra
—
|5
HFh R7 Rs
Iy Is lg
[
T‘ T Vi T Ve R
1 1
C —  » D

A
B) I,
0|
D) |,

Si s’agafen les equacions a tots els nusos, sempre n’hi ha una que es pot obtenir a partir de

les altres.

+

S22
o~ o~ =~
+
-b\ b\ '\)\
+
oo o

+

ol . I +15=0
L+ +1g=0

Per tant, per evitar informacié redundant, aplicarem la primera llei de Kirchhoff tants cops com

nusos hi hagi menys un.
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Circuits de corrent continu 21

Segona llei:

En qualsevol malla (recorregut tancat del circuit) es verifica que la suma de totes les tensions
és igual a zero.

Rz A R B R,
o o —
s 1y Rl +Ry I, - R, L+ V, =0
bbb
S
TH Vi T Ve 2) R, L+Ry I5-Ag I,+V,-V,=0
. T
Y D
e 8 Ryl -Rl,-R I, -V,=0

4) R, L+Ry l,-R, [,-A, I,-V,=0

AT Ams 5 R L+R, | +R; I,-R5 I,+V,=0

6) R I +Ryl+R,l-R,l,-Rs =0

Entre la primera i la segona lleis podem escriure tantes equacions independents com corrents;
per tant caldra aplicar la segona llei tants cops com sigui necessari per a determinar el sistema.
Habitualment la primera llei s’aplica implicitament.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Magnetisme

1- Camps magnetics

Tot corrent eléctric, i, genera un camp magneétic. Es defineix la magnitud H, anomenada
intensitat del camp magnétic com

waq

Si hi ha més d’'un corrent sera

fHa-Y i

on el simbol § representa una integral al voltant d’'un cami tancat de llargada | i Zi els corrents tancats
dins el recorregut de la integral. La intensitat del camp magnetic es mesura en Ampere per metre
(A/m).

La direccié d’H en un punt és perpendicular al pla H
format pel punt i el conductor i el seu sentit ve donat per

la regla del cargol. /
i

S'anomena induccio, B, al vector B=p H onp
és la permeabilitat magnética del material. La induccio
magnetica es mesura en Tesla (T).

Normalment s’expressa la permeabilitat del material relativa a la del buit. Aixi p = p, 1, on Y,
és la permeabilitat del buit i , la permeabilitat relativa. La permeabilitat del buit és p, = 4 107 (SI).

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



24 Circuits eléctrics

El flux d'induccié magnetica a través d'una superficie A val

o= [ BdA g 'é

El flux es mesura en Weber (Wb).

Els materials es classifiquen en tres tipus:

m Dimagnétics: S’imanten en sentit contrari al camp magnetic aplicat i, per tant, sén repel.lits
per aquest. En ells es verifica p<p, (Y <1).

m Paramagnetics: S'imanten en el sentit del camp magnetic aplicat i, per tant, son atrets per
aquest. En ells es verifica que p >y, (Y, > 1).

m Ferromagnetics: Materials semblants als paramagnétics perd amb una intensitat d’'imantacié

molt forta (habitualment entre 1.000 i 10.000 cops). En ells p > |, i tenen una , molt
més gran que els altres materials (y, > 1).

Anomenem corba de magnetitzacié d'un material a la
representacié B-H, on es distingeixen dues zones:

O Zona lineal on y, és constant.

O Zona de saturacio on p, deixa de ser constant. H

Si, un cop arribats a la saturacio, disminuim H B
veurem que no seguim la mateixa corba que quan
’hem augmentat. Si seguim disminuint fins a zero i
continuem augmentant H en sentit contrari, i, un cop
assolida la nova saturacié, retornem al punt de partida,
haurem tracat la corba B-H completa. /Hc

@

Aquesta corba s'anomena cicle d'histéresi i
l'area per ella tancada és proporcional a I'energia
termica dissipada en recérrer el cicle.
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2- Forces electromotrius induides

Una espira que concateni un flux magnétic
variable amb el temps presentara en els seus extrems
una diferéncia de potencial (for¢a electromotriu).

e = 4

La variacié del flux concatenat tant pot ser a
causa de la variacié de la induccié magnetica amb el
temps com al moviment de I'espira.

Si en comptes d'una espira n’hi ha N tindrem
una diferencia de potencial N cops més elevada, ja
que la tensio induida per cadascuna és additiva (estan
en serie).

do
dt

u() = N

Si un conductor de llargada | es mou a una
velocitat v dins un camp magneétic B uniforme
apareixera una tensid V entre els seus extrems de
valorV=v Bl

Si tenim un conductor pel qual circula un
corrent, i, que esta dins un camp magneétic, B, el
conductor es veu sotmés a una forca, F, que ve
donada per I'equacio:

— — —

dF=id NB

on el simbol Oindica un producte vectorial.

¢

¢
el =
P

B

o

B
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3- Circuits magnetics

3-1- Circuits magnétics sense entreferro

Suposem que tenim un nucli de material R e s
ferromagnétic de seccié constant S, amb una © E— j j

. . . . : | |
permeabilitat u i amb una llargada mitja I. Li vl o [N |

enrotllem un conductor (debanat) d'N voltes que
té una resisténcia R i és recorregut per un
corrent i.

Si suposem que el material ferromagnétic no entra en saturacio, que la densitat de camp és
uniforme en totes les seccions, i que tot el flux magnétic queda confinat dins el material ferromagnétic,

requacic § Hdl =Y i Sesciu H/=Ni don H:A% i aixi

N i ., S
B=MH=uou,H=uou,T ¢=BS=uou,N/7

El producte del nombre d’espires pel corrent és qui provoca I'existencia del flux magnetic; per
aixo6 -en analogia amb el que es fa amb els circuits eléctrics- se 'anomena forga magnetomotriu (fmm,
#). Pertant #= N i. De la mateixa forma s'anomena reluctancia al quocient

/

®- "
ho B, S

aixi el flux tindra I'expressio ¢ = g gue és formalment semblant a la llei d’'Ohm.

Si recuperem l'equacid de la tensié induida podrem escriure

2 H
y-nNd® _ N dF N di

at R dt R dt

2 -
Anomenem coeficient d’autoinduccié al quocient L = % iaxi wu-=1L % gue és

I'equacio6 de la tensié induida en una bobina.
Aplicant la 22 llei de Kirchhoff

v-Ri+u-Ri+L 9l
dt

guan el valor de R és prou baix es considera la inductancia ideal, en que v =L %
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3-2- Circuits magnetics amb entreferro

En un circuit magnetic

format per un nucli ferromagneétic R i e 4’4’ St Iy 1
.z . . | | r
de seccio S; i llargada | i un © — D |
entreferro (aire) de seccid S, i v, u [N — Sl 1o
llargada l,, 'equacio o L ’7 @

es pot escriure H, I, + H; [, = N i on H, i H, son les intensitats de camp magnetic en l'aire i en el
ferro.

B; = ui H; Hf = Ho K/ B, = 1o Ha
/ /
B, 2% +B —— -Ni
Ho Ho M/

El flux s’ha de mantenir en qualsevol seccio del circuit magnetic, pertant ¢ = B; S; = B, S,
i llavors
I N i

I /
O 0k Ry = 2 K= — = o
Mo Sa B B Sy Sa ko St o B, a ©

on O, i O; son les reluctancies de l'aire i del ferro. Es pot veure que les reluctancies "en série" es
sumen.

Habitualment, la reluctancia del ferro sera molt més petita que la de I'aire i, per tant, escriurem

2 i
u-nN9® . N dF N di

dt %, dt %, dt

i, com en el cas anterior

L. N v-Ri+u-Ri+L 9l
dt

R

a
i si R és prou petita

V=L£
dt
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1- Condensador

Es un sistema de dos conductors (armadures) separats per un aillant o dieléctric. Es diu que
un condensador esta carregat quan la carrega d'una armadura té el mateix modul que la de l'altre i
els seus signes son contraris (per tal de mantenir el balang global de carregues nul).

Es defineix la capacitat d'un condensador com el quocient entre la carrega d'una de les
armadures i la tensio entre ambdues. Es mesura en Farads.

c -9 1. 1C
u 1V
En un condensador es verifica que
,M:icufcﬂ ,':Cdu
dt dt at dat

1-1- Tipus de condensadors

[ ] De plagques
O no tenen polaritat.
O tenen capacitats molt variades segons el tipus de dieléctric (ceramic, poliester,
styroflex, paper, etc.).

] Electrolitics
O no sén dues plaques metal.ligues separades per un dieléctric sindé que es basen en
fendomens electroquimics.
O tenen polaritat, si es connecten amb polaritat invertida poden destruir-se
O la seva capacitat és molt més elevada que en els de plaques perd amb menys
precisio.
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1-2- Carrega i descarrega d’'un condensador

1-2-1- Carrega

Si tenim un condensador descarregat i el connectem com en el circuit de la figura; en I'instant
t = 0 es tanca l'interruptor, podem escriure

E—
V= uy - ug o o :F"l
L

d
up - Ri i-cC d”tc

du
us=V-up=V-Ri-V-RC "€
C R dt
du RCdu
V-u,-RC—° dt- ¢
dt V- u,
Sianomenem T=RC i B=V-u. osigui dB=-du. tenim:
dt- - 98 t:—rfﬂz—rlnB+K t=-th(V-ug+K
p B
Per trobar K, sabem que u.(0) =0
O=-thhV+K K=1tInV
gue substituim
t=-cin(V-ug+tinV-cin Y Lo Vo
' - Ug T V- u.
exponenciant
oll - 4 V- oug - Vi etk u.=V-vel=vQ@a - el
V—Uc et/T
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i el corrent val ucl)

du _ VIR
ity -c 28 ¢ "V g
at -T i(t)

Al valor T = R C se I'anomena constant de temps i es defineix com el temps que triga un
condensador de capacitat C descarregat a carregar-se a través d'una resisténcia R fins al 63.2% de
la tensié d’alimentacio.

us(x) = VA - e7) = V(1 - &) = 0.632V

El temps que triga el condensador a carregar-se completament és infinit

V=Vv(i-e' 1=1-e'" e’ =0 t=oo

perd a 4 1 ha arribat al 98%.

Uus @41t =VQA - e% =0982-V

1-2-2- Descarrega

Si un condensador carregat a una tensié U es connecta com a la figura; en l'instant t =0 es
tanca l'interruptor, podem escriure

—
Ug + Uz =0 =
Uc
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gue és la mateixa equaci6é d’'abans fent V =0, per tant la solucié sera

fr—‘r|n(—uc)+K

Per determinar K, sabem que u. (0) = U

0=-<thh(-U)+K K=tlIn(-U)
t=ci(-U)-<thh(-u)=<h-L
Uc
t_on Y ot = U
T Ug Ug v
ug(®)
_ U _ ~t/t
Ue e Ue m
UR
i el corrent
du
ity -c 2l oYU gun
at R

2- Inductancia

Sabem que un circuit eléctric recorregut per un corrent | crea un flux magnétic ¢. Si el circuit
és de forma fixa i no esta saturat, podem dir que @ és proporcional a |. Anomenem coeficient
d’autoinduccio al quocient entre @i I. Es mesura en Henry (H).

.0 J . 1
/ 1A

En una inductancia la tensié induida val

yondb __ ydé di_, dI )
at dl dt at

Il
'\
‘0.

Q
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3- Continuitat de tensions i corrents

En una inductancia el corrent no pot tenir discontinuitats, ja que la tensié en borns seria
infinitament gran. En un condensador, en canvi, sera la tensié la que no pot tenir discontinuitats ja que
si les tingués el corrent circulant seria infinitament gran. L’aparicié de tensions o corrents infinitament
grans estan prohibides per les lleis fisiques perqué representen una aportacié instantania d’energia
infinita.

4- Associacié de condensadors

4-1- Associacio en seérie 4-2- Associacio en paral.lel

= ., , du
dt dt dt I:/1+12 /:CQqF
du du, du
i=C LYo, 2_.cC
" dt % dt % dt i-c 9Y L-c 94
t dt
i Lo
Ceq C, C, c, du:C1 du+c2 du
7 dt dt t
L
eq C1 CZ Ceq_C1+CZ
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5- Associacié d’inductancies

5-1- Associaci6 en série

L, L L,
— —>
Uy Us
di
u-=u u u-=1L
1 T U eq t
di di
u, =L u, = L
1 1 ¢ p) 2 4t
di di di
A R T,

6- Energia emmagatzemada

5-2- Associacio en paral.lel

L, L,
P di dl1 d12
=hrh t dt dt
di d di
u=L——t=L,—2 -1,
dt dt dat
u_u . u t_1. 1
Ly L L Lg L L

6-1- Energia emmagatzemada en un condensador en un instant donat

Ezfotpdt:fotuidt:fo[u()—dt— f ( )

6-2- Energia emmagatzemada en una inductancia en un instant donat

e roreparereon Sore ol
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1- Nombres complexos

1-1- Definicié i propietats

Una parella de nombres reals (a, b) s'anomena nombre complex si verifica una série de
propietats. Es usual escriure els nombres complexos en la forma cartesiana; o siguia+jb on jés
la unitat imaginaria que verifica

7= j=

I

Alaforma (a, b) se 'anomena forma bindmica. A

Si dibuixem aquest nombre en el pla complex, veiem
gue un nombre complex equival a un vector en el pla
complex i que es pot escriure en la forma polar; que és B oo

e r
on r s’anomena modul (longitud del vector) i 6

argument (angle que forma amb I'eix real mesurat en |
el sentit anti-horari). —

Pel teorema de Pitagores i altres teoremes de
triangulacio

e:artg£ r=ya® + b?
a

a=-rCos 6 b=rSino
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i tindrem
a+jb=r(Cos6 +jSin 6)
Si recordem
jo _ 5-jo je -Jjo
Sine - © e Cose - 6 *°€
2 2
podrem escriure
je -Jje jo _ o-i® )
a+jb=re v e +je e =rel
2 2j

gue és la forma exponencial d’'un nombre complex.

1-2- Conjugat d’un nombre complex
El conjugat d'un complex denotat pel mateix nombre amb asterisc és un altre complex amb

la mateixa part real i la part imaginaria canviada de signe. Es el mateix que dir que té el mateix modul
i largument canviat de signe.

(@+jb =(a-jb (fo)" = 1o

1-3- Operacions amb nombres complexos en forma cartesiana

Suma: , , ,
(@+jb +(c+jd)y=(a~+c)+jb+d)
Resta: , ] ,
@+jb -(c+jd)y=(a-c)+jb-d
Producte:

(@+jb(c+jd =(ac-bd)-j(ad-+boc)

Producte pel conjugat:

@@+jb(a+jb)y =(a+jb)(a-jb =(a + b +j0

Quocient:

a+jb _a+jb (c+jd) _(a+jb(c-jd) _[ac+bd}+.(bc—ad)

c+jd c+jd (c+jd) c? + d? c®+ d? c? + d?
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1-4- Operacions amb nombres complexos en forma polar

Producte: } }
(fe)(fe/) =rrly. o

Producte pel conjugat:

(fo)(fo) = (o) (o) ="r=r
Quocient:
ool
T T -
e r’

El producte i el quocient sén molt més senzills en forma polar mentre que la suma i la resta
no son directament possibles en aquesta forma.

2- Descomposicié d’'una funcié sinusoidal en les seves components

Sigui una funcio6 sinusoidal u(t) = U Cos(wt + a) on U és el valor maxim, w és la pulsacio,
t la variable dependenti a I'angle de fase inicial que verifica u(0) = U Cosa .

Si agafem una funci6 sinusoidal qualsevol la podem descomposar en suma de dues funcions
sinusoidals sense fase inicial aplicant les propietats de la trigonometria

u=UCos (ot+a)=UCosa Cos wt - USina Sinwt =U, Cos wt - U, Sinwt

anomenem U, i U, als termes en cosinus i sinus respectivament.

2-1- Suma de magnituds sinusoidals de la mateixa pulsacio

Si tenim dues funcions sinusoidals de la mateixa pulsacio

u, = 01 Cos (wt + ) u, = 02 Cos (ot + a,)

la seva suma és una funcio sinusoidal de la mateixa pulsacié

u=u + U u=UCos (ot + a)

Si descomposem cada funcid en les seves components

u, = U, Cos wt - U,; Sin ot u, = U,, Cos wt - Uy Sin ot

u=U, Cos wt- U Sinwt
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veiem que la seva suma és

d’on deduim

Aixi doncs la suma de dues funcions sinusoidals de la mateixa freqiiéncia és una funcié
sinusoidal de la mateixa freqiiéncia; on la seva component en cosinus és la suma de les components
en cosinus i la component en sinus és la suma de les components en sinus.

2-2- Referéncia d’'un conjunt de magnituds sinusoidals

Tenim un conjunt tancat de magnituds sinusoidals

U

U, Cos (0t + ay) u, = U, Cos (0 + ap)

Uy

U, Cos (0t + ag) u, = U, Cos (0 + ay)

L'angle de fase inicial és aquell que ens dona el valor de cada magnitud en l'instant t=0.
Si el conjunt és tancat (no tenim més magnituds) podem definir I'instant t =0 en qualsevol moment
(el zero de I'eix temporal és arbitrari) i, per tant, I'angle de fase inicial é€s, de fet, un valor que relaciona
les magnituds entre elles en I'eix temporal.

Podem triar qualsevol moment com a instant inicial perd és més comode agafar-ne un tal que
una de les funcions tingui fase inicial nul.la. La magnitud a la qual es fixa la fase se 'anomena
magnitud de referéncia.

En el nostre cas, si per exemple prenem u, com a referéncia tindrem

/ / /

a'y = oy - ag ap = o, - ag oy =, - ag
i llavors
u, = U, Cos (ot +a'y) u, = U, Cos (ot + ay)
u, = U, Cos wt u, = U, Cos (ot + ay)
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Si, en canvi, prenem u, com a referéncia sera

a’y = a, - a a’y = ay - ay a’y = ay -
d'on
T T 1/
uy = U, Cos wt u, = U, Cos (wt + a’y)
Uy = 03 Cos (wt + oc//s) u, = 04 Cos (wl‘ + oc”4>

3- Complex associat a una funcié sinusoidal

Hem vist que una funcié sinusoidal es pot descomposar en dues components de fase inicial
nul.la.

u=UCos (wt+a)=UCosa Cos wt - USina Sinwt=U, Cos wt- U, Sinwt

Si totes les nostres funcions tenen la mateixa pulsacié, ens queda la funcié perfectament

descrita amb el binomi u = (U,, U,-) gue és un pseudo-vector que no indica modul i direccié siné modul
i fase i que, per tant, 'anomenarem fasor. El seu modul i el seu argument (fase) sén

- - U.
U= 0%+ O? a = Artg —!

r

Aquest fasor es pot escriure també en forma de nombre complex. Li posarem una ratlleta sota
per indicar que es tracta d’un fasor; o sigui U = U, + j U, obé U = U,.

I, tal com hem vist, les sumes es faran

(Ur’ Ui) = ( Iy U1i) * <02r’ 02/') = ( Jip + Uppy Uy + 02/')
U, =0, + U, U = Uy + Uy
U - A1 + ;2 = (Uw + U2r> + ) (Uw + U2i)
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S’anomena corrent altern a aquella forma de transmissio de I'energia eléctrica en qué la tensio
canvia de signe de forma periddica. La forma més usual és el corrent altern és la sinusoidal en qué
tensid i corrent segueixen equacions del tipus

v(t) = V Cos (o t + a) i(t) = [ Cos (& t + P)

Per definir una magnitud alterna fan falta dues magnituds: amplitud i freqiiéncia. La freqiiéncia
és el nombre de cops que I'ona (en aquest cas una sinusoide) es repeteix en un segon. Es mesura
en Hertz (Hz) o sigui cicles per segon. A Europa el corrent altern es distribueix a una freqiéncia de
50 Hz. El valor w s'anomena pulsacid, es mesura en radians/segon i val la freqiiéncia multiplicada per
2, w = 2 itf. El periode (T) és linvers de la freqiiéncia. Si f = 50 Hz tindrem T = 20 ms.

L’amplitud és el valor maxim que té la senoide V o / respectivament per tensions i
corrents.

1- Magnituds en corrent altern

Atés que el seu valor varia amb el temps, s’adopten diversos valors per a la mesura de
tensions i corrents. Els exemples que segueixen estan donats en corrent, perd també valen per a
tensid (substitucié de | per V).
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1-1- Valor maxim, valor de pic i valor pic a pic
El valor maxim o valor de pic correspon al pic de la i

sinusoide respecte al seu eix.

pic 0 T4 TR 34 T t
a2 m 3z/2  2x o

El valor de pic a pic és el doble del valor de pic.

1-2- Valor mig i valor mig rectificat

S’anomena valor mig d’una ona al promig de tots els valors que pren aquesta al llarg d'un
periode.

i)

En cas de corrent sinusoidal el valor mig sera sempre i
nul ja que l'ona és simétrica respecte l'eix temporal. En
aguests casos s'acostuma a donar el valor mig rectificat que
és el valor mig del valor absolut de la funcio.

mr

y Yo . , 0 T4 T/2 374 T t
En el cas d’'una funcio sinusoidal el valor absolut és 0 a2 & onz bn p

una funcié que repeteix la part positiva de la sinusoide dos
cops per periode. El valor mig rectificat sera per tant l'area
tancada sota el mig periode dividida pel valor de mig periode.

2 p (a2
| Ll ostony dtoty T[T Costot) dlo

mr

T T

El valor mig es pot definir també com aquell valor constant que, durant un periode, tanca sota
seu (formant un rectangle) la mateixa area que la funcié sinusoidal. Aixi, a la figura, I'area tancada per
la sinusoide en mig periode és igual a I'area sota el rectangle que té per algada el valor mig rectificat
i per amplada mig periode.
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1-3- Valor eficag

Es defineix el valor efica¢ d’'un corrent altern com aquell valor de corrent continu que, en un
periode, dissipa sobre una resisténcia la mateixa energia que el corrent altern. Se 'anomena RMS
(Root Mean Square) ja que s'obté fent la mitja quadratica.

Per al cas d’un corrent sinusoidal sera:

.

- 2 _ 1 2w a0 —i 2 . o
P=RI = 5 - Jo R (i) dwt) = 5 - fo (i(t) ? d(wt)
o 1 romp 5 ) 2 o . _/"2
2 - ﬂfo (7 Cos(wt)f d(wt) = - [Z(Costwt)? d(wt) - £
I~ s = —— [~ 0707 [

RMS \/E

A la préctica, si no s’esmenta res més, es parla de valors eficagos . Aixi si s’escriu V o |
s'esta parlant de tensié i corrent eficagc. Aixo fa que

i(ty = [ Cos(wt + B) = y2 | Cos(w t + B)

2- Comportament d’'inductancies i condensadors

2-1- Condensadors

Si, en la figura, la tensi6 és »
u() =2 U Cos (o t + ) L
c
tindrem @ ‘ u

v d u(t)
ity = C “dt

i(t)=\/§CU(wSI'n(u)t+a))=\/§UmCCOS[mt+a+;)
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. .. . 1
Si anomenem reactancia capacitvaa X, = ——
w C
i definim el nou corrent com [/ = Xl tindrem
C

i(ty = V2 I Cos mt+a+%

D’on veiem que el corrent avanca 90° a la tensié.

2-2- Inductancies

Si, en la figura, el corrent és

i(t) =2 1Cos (w t + B)

tindrem: @ u

di(t)

u(t) = L a1

U(t)—ﬁLH—wSin(mt+p)>—ﬁ/mLCOS(mt+p+’;)

Si anomenem reactancia inductiva a X, = wL i definim la nova tensié com U =X | tindrem:

u(t)—\/EUCos(wt+B+g)

Con normalment coneixem la tensi6, fem

T
= - don
a=p + 5

u(t) =y2 U Cos (v t + a)

i(ty = /2 I Cos mt+a—%

El corrent endarrereix 90° la tensio.
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3- Representacio de tensions i corrents sinusoidals amb complexos

En un circuit alimentat amb una font de tensid sinusoidal de pulsacié w totes les tensions i
corrents, segons les propietats vistes fins ara, com estem emprant només elements lineals, seran
també sinusoidals de pulsacid w.

Totes aquestes funcions sinusoidals es podran representan mitjangant complexos. Vist que es

treballa més comodament si les tensions i corrents es mesuren en valor eficag, els complexos que les
representaran seran referits al valor eficag.

u(ty =2 U Cos (o t + a) = y2 U, Coswt - 2 U, Sinwt Uu=u+jy =10,

També es podra definir arbitrariament una d’elles com a referéncia, la qual, per tant, tindra fase

4- Relacions entre tensions i corrents

Per al circuit de la figura, en forma temporal,
podem escriure

u=y2UCos (ot + a)

i=yV21Cos (ot+ B)
u =2 U, Cos (wt+ a,) Ug = V2 Ug Cos (wt + ag)

on, segons les relacions conegudes,

up=Ri =y2R1ICos(wt+ ) =y2 Ug Cos (vt + ag)

UL=LZ;=\/§XL/COS(<»2‘+B+g)=\/§ULCOS(w2‘+aL)

D’on treiem

Ug=RI ap =P U =X,1 o, =p +
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A més

u—uR+uL—\/§XL/COS(wt+B+g)+\/§HICOS(wt+B)

Si descomposem les funcions en les seves components i sumem

u=y2 I[(- X, Sinp + RCosp) Cos wt (X, Cosp + RSinp) Sinw]

Anomenant (U, Uj) = U, (I, ;) = lg = (I CosB, ISinp)

U=RI-XI U=RI+X,I

Reescrivim amb fasors

U=U,=U +jy L=ty =1 +jh
QL = Ule, = U, +J Uy gn= Rlag = Up + J Up
| fixem-nos que
(U, + JU) = (R + jX)) (I, + jI) U=R+jX)I1=21 Z=-R+jX

Anomenem impedancia (Z) d’un circuit serie al complex que té com a part real la resisténcia
i com a part imaginaria la reactancia comptada positiva si €s inductiva i negativa si és capacitiva.

Les lleis d’Ohm i Kirchhoff que es fan servir en corrent continu es mantenen valides en corrent

altern emprant la notacio fasorial.
z

El simbol d’'una impedancia en general és el de la figura adjunta.

Convé fer una observacio important. En corrent altern el mddul de la suma NO és la suma de
moduls, cal fer-la en forma fasorial (nombres complexos).

La impedancia és doncs el quocient entre tensions i corrents en forma complexa. El seu madul
és el quocient de moduls i el seu argument és els graus eléctrics que la tensié avanca al corrent.
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5- Associaci6é d'impedancies

5-1- Impedancies en série

Zy Zy Zq

I

Analogament al corrent continu les
impedancies en serie (recorregudes pel mateix
corrent) es sumen.

5-2- Impedancies en paral.lel

Analogament al corrent continu les
impedancies en paral.lel (connectades a la
mateixa tensio) verifiquen

1 1 1
—_t — + —
Z Z Z

1 2 3

\NF

eq

La demostraci6 és similar a la del cas de les resisténcies perd amb fasors.

La tensi6 en borns del conjunt i el corrent absorbit pel conjunt verifiquen

u(f) =y2UCos(w t + a)

S

U
zZ -_—o_7
/

i(t) =2 1Cos(w t+p)

®

amb ¢ =a - 3; és adir que el decalatge entre U i | és I'argument de Z.

5-3- Admitancia, conductancia i susceptancia

Anomenem admitancia (Y) a l'invers de la impedancia. A les components de I'admitancia se

les anomena conductancia (G) i susceptancia (B).

Y =

N|=

Y-G+jB
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6- Ressonancia

6-1- Ressonancia serie

S’anomena ressonancia en un circuit Y
serie a aquell estat en quée la impedancia és

només resistiva (part imaginaria nul.la). <
)

1

J w

R+jwlL~+ = R’

La frequéncia a la qual passa aquest fenomen, que anomenarem f, (pulsacid6 w =2 1f),
vindra donada per

W, = ——— f, = 1

R -R ® , P —
w, C JL C on /L C

Es verifica que, en la ressonancia série, la impedancia és minima.

6-2- Ressonancia paral.lel

S’anomena ressonancia en un circuit com el de la
figura quan I'admitancia és resistiva (part imaginaria nul.la).
Aquest fenomen es dobna quan la pulsaci6 és la de

ressonancia . @
1 1 —1 ¢

S Y s SR
R+jer+lwr R’
L
R-jo, L +j(oC=i
R? + o2 L2 ' R’
r
1 R w, L
n 2 0, C = r2
R R? + o L? R? + w, L?
L
2 2
B2 o2rz- L o2 C _L-CR* _ 1 1_RC]
C L2 C L2 LC L
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B R? C R J R? C
w, = 1 - f=— |1-
JLC L 2n /L C L
2 2
R/:M:R+Q’L2:H+L’CR2: L
R R CR RC

En aquest cas la frequéncia de ressonancia no es correspon amb la d’admitancia minima.

7- Lleis de Kirchhoff

Primera: La suma fasorial dels corrents considerats entrants a un nus és igual a la dels sortints.
Segona: La suma fasorial de totes les tensions d’'una malla és nul.la.
8- Potencia

La potencia instantania és una funcié que correspon al producte d’una funcio tensié per una
funcié corrent.

p(t) = u(t) -i(t)
Com el producte de dues magnituds sinusoidals és també periddica, la poténcia és una
magnitud variable en el temps, com la variacié és molt rapida (doble freqiiéncia que la de la xarxa
d’alimentacio) no tindra massa interés el seu valor instantani i treballarem sempre amb el valor promig.

P = p(t) = u(®)-i(h)
S’anomena poténcia activa perque és la que déna treball (Energia = poténcia - temps). En cas
de funcions sinusoidals
u(t) =2 U Cos wt i(t)y = V2 1 Cos (wt - ¢)

p) =u® () =2 Ul Cos wt Cos (vt - @)

p(t) =2 Ul Cos wt (Cos wt Cos ¢ + Sin wt Sin ¢)
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p(t) =2 U (Cos? wt Cos ¢ + Cos wt Sin wt Sin ¢)
p(t) =2 U1|Cos? wt Cos ¢ + % Sin (2 wb Sin ¢

p(t) =UIl(Cos ¢ + Cos2 wt Cos ¢ + Sin2 wt Sin ¢)

p(t) =U I (Cos ¢ + Cos (2 wt - ¢))

Treiem el valor mig

Ul o
P= fo[Cos<p+Cos(2mt—<p)]dmz‘

P-Yl [* cos ¢ dot +
2wt YO

Ul o
2nfo Cos (2 wt - ¢) dwt

P = 2UI211 Cos ¢ + ui

m 2w

% Sin (4% - ¢) - % Sin (- (p)}

ull1 4 1 4
P =U/ Cos — Sin (- - — Sin (-
q>+2n[2 (- o) - 5 Sin <p)}

P=U/ICos ¢

L'energia per unitat de temps que es consumeix (convertint-se en altres energies) ja no depén

com en el cas de corrent continu dels valors U i | siné que intervé el decalatge entre corrents i
tensions en forma de cosinus d’'aquest decalatge.

Al producte de valors eficacos se I'anomena poténcia aparent (S) i al valor Cos ¢ se 'anomena
factor de poténcia.

S-UlI Cos ¢ - £
s

La poténcia aparent déna la idea del tamany eléctric d’'una instal.lacié mentre que I'activa déna
idea del consum.
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Definim la poténcia complexacom S=U1 don

P=%1{Si=®{UI=UlICos¢

S’anomena poténcia reactiva a

Q=]18 =%{UI'}=UISing

D’on clarament

S2 = P?+ @?

Si la carrega és inductiva Q > 0 i si és capacitiva Q < 0.

La poténcia reactiva és I'energia per unitat de temps que circula per la instal.lacié sense
consumir-se.

9- Aparells de mesura

9-1- Voltimetres

Un voltimetre és un aparell que mesura diferéncies de potencial entre dos punts; és a dir,
mesura tensions.

Ateés que mesuren diferéncies de potencial entre punts, s’ha de connectar en els punts entre
els que es desitja saber la tensio.

Es important que la seva impedancia interna sigui altissima
(idealment infinita) ja que altrament el corrent que per ell circularia

podria alterar les condicions del circuit. U

Existeixen diferents formes de mesurar les tensions en
corrent altern sinusoidal, tots els aparells tenen en comu que si la V=V
senyal és realment sinusoidal I'aparell ens indica el valor eficag.

0O {} denota la part real d'un nimero complex i 0 { } denota la part imaginaria.
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9-2- Amperimetres

Un amperimetre és un aparell que mesura el |
corrent que circula per un conductor. Es necessari que Q =< '
el corrent a mesurar circuli per dintre seu.

La seva resisténcia interna ha de ser baixissima (idealment nul.la) ja que altrament modificaria
les condicions del circuit.

Analogament al cas dels voltimetres, si el corrent és sinusoidal, tot amperimetre d’alterna ens
dona com a indicacio el valor eficag del corrent.

9-3- Wattimetres

Son aparells pensats per mesurar poténcia. Tenen dos jocs de terminals, un joc per a tensio
i un altre per a corrent. El primer es connecta entre els punts en qué cal prendre la tensio (circuit de
tensio o voltimetric) i el segon de forma que el corrent circuli per dintre seu (circuit de corrent o
amperimétric). Mesuren el valor mig del producte instantani de tensio per corrent.

En la figura s’ha connectat un wattimetre per mesurar .—QLV\ LN

la poténcia consumida per la carrega. Els punts marcats
indiqguen com s’han de connectar els terminals per tal que la v+ CARREGA
lectura sigui positiva.

Els de corrent altern monofasics indiquen (si les dues magnituds sén de la mateixa freqiiencia)
W =0V 1},

Dit de manera diferent, mesuren el producte de la tensié pel corrent i pel cosinus de I'angle
de desfas entre ambdues magnituds. El fet que mesurin o no poténcia activa dependra de com els
connecti l'usuari. Mesuren poténcia activa consumida per una carrega si la tensié aplicada és la de la
carrega i el corrent també és el de la carrega.

9-4- Varmetres i fasimetres

Hi ha altres aparells relacionats amb la mesura de potencies entre els quals destaquem els
varmetres i els fasimetres. Els primers mesuren poténcia reactiva i els segons el factor de poténcia
(Cos ¢) o l'angle ¢.
9-5- Frequiencimetres

Serveixen per indicar la frequiéncia d’'una tensié alterna i, per tant, es connecten com un

voltimetre. Poden ser aparells d’agulla (una agulla es desplaca sobre una escala graduada) pero els
més corrents son els de lamines. Els de freqiiéncies elevades normalment sén electronics.
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Un freqliencimetre de lamines consta d'un nombre determinat de tires de material
ferromagnétic les quals, per construccid, tenen cada una freqiiéncies de ressonancia mecanica
diferents. En ser excitades amb una bobina per la qual circula un corrent de la frequéncia a mesurar,
oscil.len lleugerament excepte aquella que té la frequiéncia corresponent que oscil.la amb amplitud molt
més gran. Les lamines normalment van esgraonades de 0.5 en 0.5 Hz per un marge relativament petit.
Per exemple, de 45 a 55 Hz o de 40 a 60 Hz.

9-6- Comptadors

Els comptadors sén aparells integradors. La seva missio és indicar la integral d’'una funcio al
llarg del temps des de l'instant de posta en marxa.

Els més coneguts son els d’aplicacié domestica que mesuren energia (kilowatts-hora); és a dir,
integren la poténcia al llarg del temps. Internament sén electricament semblants a un wattimetre perd
les connexions externes consten de dos fils d’'entrada i dos de sortida simplificant-se forca el
connexionat. A nivell industrial s6n corrents també els d’energia reactiva.

L’efecte integrador s’aconsegueix mitjancant un simple comptador numeric accionat per un disc
giratori de velocitat proporcional a la poténcia consumida.
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1- Creaci6 d’'un sistema trifasic en estrella . In
E—
Imaginem-nos un circuit com el de la figura. Podem Vv
referir totes les tensions a un punt comu unint N, N, i N, + RN
en un Unic punt N anomenat neutre. Per a cada un dels e
subcircuits tindrem Ny I
s S,
MRN_*Rﬂ MSN - 13*2 LVSN
y "
TN T3 i |
T 4T>
Sifem Vg, = Vg = V;, 0 sigui, igualtat de moduls +VTN
de les tensions i donem simetria al sistema fent que les tres 77777777
tensions estiguin desfasades un angle de % = 120° Na
tindrem
Van = V2 V Cos o t MRN=V(1+j0)
Vey = V2 V Cos (o t - 120°) v, - V[;-jf)
Viy = V2 V Cos (w t - 240°) V. = v(; +j‘/2§]
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Les connexions N,, N, i N, es fan amb un Unic cable anomenat cable neutre mentre que
els cables R, S i T s’anomenen fases.

>
N

A la practica, les tres fonts de tensio Vgy, Vgy | Vi — * R ==
s'aconsegueixen amb un Unic generador trifasic, el sistema ﬁ) i Vv
de la figura és un sistema en qué el generador esta | " RN
connectat en estrella (Y) i el consum (Z,, Z, i Z;) també.
El neutre dels generadors i secundaris de transformadors sol g 7
anar posat a terra (connectats eléctricament a terra), és a dir, — > s gz
a potencial nul. j} + v
SN
A més de les tres tensions Vg, Vgy | Vyy Nhi
apareixen tres més
Iy - Z,
=,
3 .1 v
V=V -V =3 V[g +/2)—J§ Vaor @i ™ N

V =V -V =3V (0-j1)=3 Vg

ST — SN

1
V_-=vV_-V =/3 v[- f +/2j—\/§ V500

Les tensions Vg, = Vg, = V= Vg s'anomenen tensions senzilles. Les tensions

Vas = Vsr = Vi = V. s’anomenen tensions compostes. Les tensions senzilles son /3 vegades
menors que les compostes.

Aquest sistema és un sistema trifasic simetric (les tensions compostes son iguals) i equilibrat
(les tensions senzilles sén iguals) de sequiéncia directa RST o ABC; permutant els decalatges de dues
tensions senzilles (i arreglant convenientment les compostes) obtindrem un sistema de seqiéncia
inversa (RTS o ACB).

La tensio que es pren com a nominal d’'un sistema T
trifasic (aquella que el defineix) és la tensié composta . Per tant,
prenent Ug, com a fasor de referéncia, tenim

“ RN

Y, , (/3 .1]
- Y ijo u_ -ul3 ;1
ﬁ( J0) [ J

U k) .
U, E( /%] Uy, =U(@-j1)

1
2
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U_Lljﬁj U_Uﬁ”-ij
N \/5 2 2 TR 2 2
Convé recordar que l'origen dels fasors és arbitrari.
v =12 v =1_2 =1/
AN AR 1 SN S 2 N T 3

La primera llei de Kirchhoff ens dbna el corrent de neutre

iq=V21Cos(wt+a) is=\/21Cos(wt+a -120°) ir=\21Cos(w t+a -240°)
Els tres corrents tenen el mateix modul i estan desfasats entre ells 120°. Podem calcular el
corrent que tornara pel neutre aplicat a la primera Llei de Kirchhoff.

iy =ig+ig+ir=0 1N=1R+ls+l7.=0

En un sistema de tensions simeétric i equilibrat, si la carrega és simeétrica, el corrent pel
neutre és nul.

2- Connexi6 dels generadors en triangle

Veiem gqué succeeix si connectem els tres generadors en
serie

Ump
4>;
. T ()
gnn’ - gns ! gsr ! gm’ Y
R
u =U £+Il +U(0j1)+U[ \/é +j1)=0
RR 2 2 2 2
D
Per tant, podem tancar el triangle sense que circulin 7;95

corrents pel seu interior.
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Aquest sistema s’anomena sistema en
triangle o en delta (D). Els sistemes en triangle
només tenen tensions compostes (no tenen
tensions senzilles) i no tenen neutre; aixd no
impedeix que poguem calcular les tensions ‘ ‘
senzilles com si el neutre fos present. UTRT @ URST @ UST+ @

URS = Usr = UTR

3- Carregues en estrella i en triangle

La connexio estrella o triangle del receptor és independent de quina sigui la del generador.

3-1- Carrega en estrella

—> —>
g1 - !1 Z1 - QAF AR =<
+
UABL I A I
U,=1,2,-U, Uga B‘ > Ze S | ¢
E)—‘ g '—qy rrrrrrrrrrrrr
+
U2
u, =1z =U Uaci
3 373 CF | Ie , 1 £N
—» 3 —P
cQ >
—
U3
Us=Y - U I,=1 .
v _.=U -U I, =1 u,=U - I =1
BC 2 3 B 2 CA 3 1 c 3
Si s’alimenta amb un sistema de tensions simétric i equilibrat
U
Upp = Upc = Ugy = U U = Uy = Ugy = —
/3

En cas que existeixi el cable de neutre i es connecti a F (centre d’estrella) el corrent per aquest
valdra (aplicant la primera llei de Kirchhoff)
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Si no hi ha neutre o no es connecta al punt F, aquest punt pot estar a un potencial diferent de

N
u =0
FN
Si la carrega és simétrica
zZ-2-2 ho=ly=ly=1 U, = U,
ly=1Ig=1,=1 1, =1 U, -
gFN =0 jN = 0 independentment del fet que hi hagi o no cable de neutre.

Amb una carrega simetrica connectada en estrella els tres corrents de linia 1, , 15 i I son
iguals en modul entre ells i coincideixen amb els corrents de cada branca de la carrega. Les carregues
suporten la tensio simple (o senzilla del sistema).

3-2- Carrega en triangle

v.=U =21 'a I
AB 1 1 —> ——» Z
AR =
+
U =-U =21 %i B i
BC 2 2 2 — > —2 p Z
Uca| B {X}
—
U, -U -2 b, |
CA 3 33 C$ 3 p Zg
cQ =y
+
I, =1 -1 I =1 -1
A 1 3 B 2 1
Io=1, -1 Upg=Ugc=Ug, = U
Si la carrega és simétrica
zZ -2 -2 lyo= by = by = Ig U -U=-U, - U,
ly=lg=1s=1 U - U Iy = 1
/3
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En una carrega simétrica connectada en triangle els corrents per la linia 1,, I i l. so6n /3
vegades majors que els de cada branca de la carrega (I, 1, i 1), la tensié que suporta cada branca
és la composta del sistema. De forma analoga al cas estrella els tres corrents (bé de linia, bé de cada
impedancia) difereixen entre ells només pel desfasament de 120° que hi ha entre ells quan la carrega
és simétrica i el sistema trifasic que I'alimenta és simetric i equilibrat.

4- Sequeéncia de fases

En connectar un consum, l'ordre de les fases és important. Son indiferents A-B-C, B-C-A i
C-A-B ja que tenen el mateix ordre perd no és el mateix A-C-B. A un sistema en qué els maxims de
les tensions segueixen l'ordre en el temps A-B-C se I'anomena sistema de seqiiéncia directa i a un
en qué segueixen l'ordre C-B-A sistema de seqiiéncia inversa. La sequéncia de fases és
especialment important al connectar maquines electriques rotatives.

4-1- Determinaci6 de la sequéncia de fases R
Una forma molt corrent de determinar la seqiiencia de fases a @
d’'un sistema trifasic simetric és I'esquema de la figura.
I +1 +1 =0 U =RI R
a b c af a
U, =Rl U =-jXI
bf b cf c
Referint totes les tensions a una referéncia r tindrem ‘X‘
Cc
U -U -RI U -U -RI U -U --jXI N
ar fr a br r b cr fr c
d’'on treiem
v_ U v, v U
ar fr=! br fr=! _/ Cr,j fr=!
R R a R R b X X c

substituim i ordenem

ar *br+j*cr=U (l+l+‘,i)
R R X ~T"R R X

ens interessa el valor de U, aixi que reordenant I'equacio, ens queda finalment I'expressi¢*

v 1.y 1
_73"R br R c X

— fr

La generalitzacié d’aquesta expressié és coneguda com a teorema de Millmann
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Prenent com a referéncia la fase a obtenim

U
ba

+
~.
<

fa

+
.

LI ES
x| =

Anomenant U a la tensid de linia, considerant la tensié senzilla de la fase a (real o ficticia) com
a referéncia d’angles i fent els canvis de variable

U
mzi r= ba:l+j@
R u 2 %2
ca
obtenim
T 2maij ca B lom+j 4m?+1

Prenent com a referéncia la fase b obtenim

U
[:_ﬂb:l,jﬁ Uy-U m?+1-my3
Up 2 72 N\ 4m?1

D’on clarament es veu que u,, > Uy. D’aqui es dedueix que si anomenem c a la fase on hi ha
el condensador, la fase a és la de la bombeta que fa més llum. Observem que cal agafar bombetes
de tensié nominal més gran que la tensié senzilla del sistema; per exemple la composta.

Convé recordar que la resisténcia de les bombetes varia amb la temperatura i que, per tant,
la bombeta que fa més llum tindra una resisténcia més elevada.

5- Conversions triangle-estrella i estrella-triangle

En molts casos es pot simplificar un circuit si un
conjunt d'impedancies connectades en ftriangle es Z
converteixen en un conjunt equivalent d’'impedancies en s
estrella. En la figura s’ha representat un conjunt
d’'impedancies en triangle i un altre en estrella. Volem trobar ~ © Z
les relacions que han de complir per tal que ambdds circuits
siguin equivalents.

Les impedancies vistes des de dos terminals de I'estrella son les impedancies de les branques
corresponents en série mentre que en el triangle és la compresa entre els terminals en paral.lel amb
l'associacio en série de les altres dues.
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Les igualem i obtenim

Z(Z+Z) Z,£,+ 4, Z5(£,+ Z))

Z +Z7 -—1\v2 78 Z +7 -—=2°1 78 Z +z7 -3\ 2

A TE Z.Z42Z B TC Zz.z.Z T4 Te z.Zz42Z

1 2 3 1 2 3 1 2 3

5-1- Pas de triangle a estrella

Sumem la primera i la tercera i restem la segona

Z(Z +Z\+Z(Z +Z)\-Z(|Z +Z 2Z Z
(2 3) 3(12) 2(13): 153

Z +ZZ w2 -Z -Z =27 -
A TB TA Tc TB Tc A Z1+Z2+Z3 Z1+Z2+Z3

Sumem la primera i la segona i restem la tercera

Z(Z+Z\+Z(Z +Z)\-Z(Z +Z 2Z Z
(2 3) 2(13) 3(12): 152

Z v ZvZ w2 -2, -7 =27 -
A TB B Tc TA Tc B Z1+Z2+Z3 Z1+Z2+Z3

Sumem la segona i la tercera i restem la primera
LN+ L)L (L, L)L (£,+ L)) 22 Z
1 3 3\ "1 2 2 =3 273

Z +Z +Z +2Z -Z -Z_-2Z -2 ! -
B ~C A ~Cc ~A "B c Z+Z+Z Z+Z+Z
-1 —2 —8 -1 —2 —8
i aixi
zZZ zZZ zZZ

z -—1° Z -— 12 z - 273

A Zz4Z+Z B Z4+Z+Z ¢ z.+Z+Z

1 2 3 1 2 3 1 2 3

5-2- Pas d'estrella a triangle

Anomenem Z al valor

Z=2 2 +Z2 Z +Z Z =
ATB TBTCc TATcC (Z+Z+ (Z+Z+

Aquest valor Z es pot descomposar segons

ZZ Z2Z +227Z +ZZ Z2 2 +Z2 27 +Z Z
_ 273 171 178 T 5 5 7 _ZA%B ZBc Za%c
Z+Z +Z Z+Z +Z ot Z

1 T2 T3 1 T2 T3 “c

IN
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ZZ ZLZ+ZZ+ZCZ Z2Z+2 272 +Z 2
Z- 1~3 172 273 272 -z Z Z - —A~B B C T A C
- Z+Z+Z Z+Z +Z TAT2 S

1 2 3 1 2 3 =A
Z - z1Z2 Z1z3+Z3z3+Z2z3 -7 Z Z - ZAzB*—szci—ZAZC
- L +Z L Z+Z +Z B 8

1 2 3 1 2 3 =B

Si el consum és simetric

Z =Z =2 =2 Z=2Z=Z=2 Z =37
A SB Sc “v 1 %2 %3 %o D y

6- Consums simetrics

Com s’ha vist en apartats anteriors, qualsevol carrega simetrica consumeix corrents de linia
iguals en modul perd decalats 120° eléctrics entre ells. Per tant, coneixent un dels corrents, podem
reconstruir els altres dos mitjancant girs de 120° en positiu i negatiu. El mateix es pot aplicar a les
tensions, caigudes de tensio, etc.

Per tot el que hem dit anteriorment, si tenim un consum simetric, podem treballar amb un
esquema equivalent fase-neutre. Aquest neutre tant pot ser fictici (sera el cas d’'una carrega en triangle
0 una estrella amb el neutre no connectat) com real (sistema amb neutre, carrega en estrella i neutre
connectat).

En cas de tenir una estrella

M —VﬁJrj—
Ia . AB 2 2
AS—— 2
Iy i AT = .
BS =1 4N LU MBC =VO-j1)
[ . NeYyQeooono
cor—m =
v —V[‘ﬁw')
ca 2 D)
MAN=l(1+fO) v __V[‘_1/£) v __V[‘1 *lﬁ)
V3 ez |2 2 Tov g2 2
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L'esquema fase-neutre sera segons la figura.

U
vV Y v
V3 Z Bz
%4
/| = — 4 1 . V3 4 1 . /3
A L S S NUY | I Y
£ /3 Z 2 2 /3 Z 2 2
En cas de tenir un triangle
RS
AB 2 2
IA JZ— | Zl
A®4> = A@l‘X]i
L e sl = S
B®4> {é} Eq. Monofasic ‘U MBC _ V(O _ I 1)
i,lf‘ .
Ca =
ol 2
CA 2 2
V= 040 v - V[t ;B Vit ;B
V3 ezl 2 2 Tov g2 2
L'esquema fase-neutre sera segons la figura.
Z U
u- v 2 Z Y _ v By
/3 3 z 32z Z
/=M /:M,l,jﬁ /:M,l+/‘£
A 4 B z 2 2 c z 2 2

Qualsevol circuit amb alimentacié simétrica i consum simétric sera representable mitjancant
un circuit monofasic fase/neutre (encara que el neutre sigui fictici) de manera que les dues fases
restants sén identiques decalades 120° i 240° respectivament.
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7- Poténcia
En un sistema de n fils la poténcia complexa val
S=U Ir+U I'+ .. +U r
1ir 2r 2 nrn

on r és una referéncia qualsevol.

Si en un sistema trifasic fem que r coincideixi amb el neutre (real o fictici) tindrem

S=U -+ r+U I
in 1 2n 2 3n 3

on la poténcia activa és la part real de S

P oS ISI - (U, L)+ R U, L)+ %1, L)

i la poténcia reactiva és la part imaginaria de S.
Q-8{s} =81y, I}, L} +{Y, [}

Si el consum és simétric

P—3(\/‘{ICOS¢)—\/§U/COS¢ Q-J3UISing
3

7-1- Mesura de la potencia
Recordem que en un sistema de n fils, la poténcia aparent val

S=U I'+U I +U I+ .. U 1
1r 1 2r 2 3r 3 nr—n

on r és una referéncia qualsevol. Si el sistema és trifasic amb neutre (n = 4) prendrem el neutre com

a referéncia (r = N).
s-u, I,+U I+ U I +U I =U I U o U T
AN A BN ~ B CN ~ C NN — N AN A BN ~ B CN ~ C
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P-%{U

AN!;} i éR{glsw!*.'sa} i éﬁ{goN!*o} =W W

c * \.N3
N

Si el sistema no té neutre (n = 3) prendrem la fase C com a referéncia (r = C).

s=y, 4y _r+u_r =u_In+U_1rI
AC " A BC °B cc c  TAc A BC °B

Q=3{U, I} + U, I} = VA + VA,

P-t{U, I}« ®U_I')=W +W,

TAC A

Aquesta darrera s'anomena Connexié Aron.
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7-2- Mesura de la potencia reactiva amb wattimetres

Molts cops no es disposa de varimetres i llavors cal mesurar la reactiva amb wattimetres.
Recordem

s=vu,rrn+~u_r+u_r +u_r
Ar A Br — B Cr—C Nr =N

Si el sistema té neutre el prendrem com a referéncia (r = N) i llavors gN = 0. Sielsistema
r

no té neutre tindrem jN = 0 . En qualsevol dels dos casos sera gNr j‘N =0.

Prenem com a referéncia el neutre, real o fictici

S = gAN !;\ i QBN !*B i QCN !*C Q=3 {QAN [:4} + 3 {QBN !*B] i s{LICN !*C}

Aquesta equacié treballa amb parts imaginaries; perd tenim wattimetres i, per tant, només

podem mesurar parts reals. Sabem, pero, que JI{U I'} =K {-jU I}

per tant I'equacid es
converteix en

Q- gt{_ngN!;\} * gt{_ngN!xB} " St{—ngNj‘c}

En un sistema simétric i equilibrat, en multiplicar una tensié senzilla per -j obtenim un fasor
en la direccio de la tensio composta corresponent a les altres dues fases.

U u
O:QSR BC !* + R CA lx
/3 A /3 °

U _ 1 . . .
S -3 O—f«%{QBC!A+QCA!B+LJAB!C}
e s

Si el sistema de tensions no és simetric, la mesura no és valida.
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Si el sistema de tensions és simétric i la carrega és simétrica podem mesurar la poténcia

reactiva segons I'esquema de la figura amb Q = /3 (W, -W,) , sempre que no hi hagi connexi6 o
existéncia de neutre.

Segons passem a demostrar:

O=\/§§)t{LJch* U l*}

A —BC B

é
m‘a

/;] I (Cose + j Sin ¢)

TAC A

U =U,H\/2§ Cos(p+;8in<p)+j(‘/2§ Sinq);cOscp]

U =U(0j1)/(_21+j\/2§)(008(p+8in(p)

/*
BC ~B

. /3 1 (/3 o 1

O=¢§Ul(\/2§Cos<p+;_3inq>fCos<p+;Sin<p)=¢§U/sm<p

Aquest és el Métode Aron per a la mesura de reactiva. Cal recordar que €s necessari que, tant
el sistema de tensions com la carrega han d'ésser simeétrics i que els wattimetres es connecten segons
'esquema amb seqiiéncia de fases directa.
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Si el sistema de tensions és simétric i la carrega és simétrica podem mesurar la poténcia

reactiva amb un sol wattimetre tal com es veu a la figura amb Q = /3 W , sempre que no hi hagi
connexio o existéncia de neutre.

A

: )

ja que
. /3 1 -1 . /3 .
gAB!CU(2+'/2/2_'/2 (COS(p+jSln(p)
U,l',=Ul(Sing -jCosg)
Q-/3RK{UISing -jCos ¢ =/3UISing
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Problema CC1

Per un conductor circula un corrent constant de 20 A. Quants electrons passen per una seccio
fixa del conductor en tres minuts?

1 CJs le 60 s
1A 1602 10° ¢ 1 min

3 min 20 A =225 10% e

Problema CC2

Sabent que V,g =10V, Vg =7V, Vig=-4V, V=8V, Vi =-10V i V=3V,
trobeu el valor de les tensions de tots els punts respecte al punt G.

Ve = Vga # Vo =Vae - Vg =3-10=-7V

Veo = Ven * Vs = Veg + Va * Vg = Vg - Vo - Vg =3 - 7- 10 = -14 V
Voo = Vou + Vag = Vag - Vap =3 - (4) = 7V
Vee=Vee+ Vg =8-14= 6V

Veg=Veg + Vg =-10-7=-17 V
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Problema CC3

La diferéncia de potencial entre dos punts A i B €s de 12 V. Quin corrent circulara si els unim

amb una resisténcia de 3Q?

- Y44

=<
[9%]

Problema CC4

Calculeu el valor de la resisténcia del circuit de la figura

20A

T 100V R

Problema CC5

Quina tensi6 apareixera en borns d’'una resisténcia de 100 Q si per ella circulen 17 A ?

V=IR=17 100 = 1700 V
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Problema CC6

2
Sabent que la resistivitat de la manganina a la temperatura de treball és 0.43 Q M,
m

trobeu la resisténcia de 20 m de fil de manganina d’1.5 mm? de seccio.

mm? 20m
15 mm? T30

=043 Q

(I:|\
3

Problema CC7

Una resisténcia esta constituida per 1000 voltes de fil de constantan sobre un carret ceramic.
El diametre del fil és de 0.25 mm i el del carret 1.5 cm. Calculeu el valor de la resisténcia i el corrent
gue hi passara si es connecta en borns d'una bateria de 240 V, sabent que la resistivitat del

constantan és, a la temperatura a qué esta treballant,

mm?
m

p =050

/=N=D=1000 = 1.5 102 = 4712 m

R-p | -053712 _ 480 q 1=V _ 280 54
s 0.049 R~ 480
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Problema CC8

Un fil de plom fa 40 cm de llarg i té una seccié i d’1 mm®. Quant val la seva resisténcia a
60°C si sabem que

2
pa = 0.204 o MM @ =87103 °C"
m

40 102

Rop = po . - 0.204 - 0.082 Q - 82 mQ

Ry = Ry (1 + o (60 - 20)) = 82 (1 + 3.7 102 (60 - 20)) = 93.67 MQ

Problema CC9

Una bombeta de 127 V 100 W consumeix 0.7874 A. Hem mesurat la seva resisténcia a 20°C
obtenint un valor de 12.75 Q. A quina temperatura treballa el filament sabent que és de tungste?. Quin
corrent es consumeix en l'instant d’encendre?

2
Dades: p = 0.054 Q % @ = 0.004 °C"
R, - 127V 46129 @
0.7874 A

Ry = Ry (1 + a (T -20) = 1275 (1 + 0.004 (T - 20)) = 161.29

d'on treiem T = 2933 °C

o = = 127 _ 9961 A
R,  12.75

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Problemes de circuits de corrent continu 75

Problema CC10

Una garlanda nadalenca esta formada per 10 bombetes de 44 Q en série. Trobeu:
a) Resisténcia del conjunt.
b) Corrent que circula si es connecten a 220 V.
c¢) Tensi6 en borns de cada bombeta si es connecten a 220 V.

a)
R, - 10 44 Q - 440 Q
b)
/=220 054
440
c)

V,-05A 44Q-22V

Problema CC11

Trobeu la resisténcia equivalent al circuit de la figura si R, =4 Q,
R,=6Q,R;,=8Q i R, =17 Q..
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11,1 10 R -2 _240
e 6 4 24 SEET)
o1 125 R, - =% - 5440
e 17 8 136 25

R, =R, * Ry =24 +544=7840Q

Problema CC12

R
Trobeu el corrent que subministra el ES s
generador de la figura
Ry |T R, Ry Rs
R =10 Q R, =6 Q .
R, =50Q R, =40 190V
R, =7Q y
Rs M
1 [ ]
R,=—— =2220Q
i + i R2 | Ry R
5 4 *
X -
y
Ros IT R, Ry

R, -6Q+7Q-13Q
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7

2345 1 =19Q

13 2.22

R =10 +19 =119 Q I=—— =12614
“ 11.9

Problema CC13

Determineu la resisténcia equivalent del circuit de 1
la figura i el valor del corrent I. L
T 20V Rs
R =10 Q R, =80 R,
L ] | Jre
R, =5Q R, =3Q
RS
R, =20
R,-10+8+ 1 -250 1= -0984
? 1 1 R
il eq
5 3 +2
Problema CC14
o ) i o R, 1y
En el circuit de la figura determineu la resistencia ]
equivalent. Si 1, = 14 A, quant val V; ? | |
R4 2, R, 3%,
{1 {1
R =10 Q R, =10 Q a o
v Ve -
R, =5Q R, =2Q
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=2 =45 Q
Ry=2+ 1 =4 Ve =R I, =5 14 =70V
—_
10 10 5
Vp 70
b= e 774 b=l el =714 +7 =284

Vpy=Ve+ R L,=70 +2 28 =126 V

també V, = I, R, = 28 4.5 = 126 V

€q

Problema CC15

En el circuit de la figura, quina poténcia es consumeix ?

a)Sil=10V
b) Sil=-10V
V=50V
47

P =-V I jaque elcorrent surt del pol positiu

a) P=-50 10 =-500 W

b) P =-50 (-10) = 500 W
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Problema CC16

Pel circuit de la figura, calculeu els . .

corrents si les potencies absorbides son:

P =250 W 200 V
P, = 100 W
|1 |2 |3
P, = - 150 W . .
- P20 a5y -2 100 sy
Yovy 2000 >y, 200
- 150 g5y
A 200 '

Problema CC17

Un escalfador d'aigua eléctric ha d’escalfar 50 | d’aigua des de 10°C fins a 75°C en 4 h.
Sabent que s’alimenta a 220 V, calculeu la poténcia que consumira, el corrent que absorbira, el valor
de la seva resisténcia i I'energia necessaria. S'accepta la hipotesi que la poténcia consumida és
constant.

Dades: '
d-1-8
gr°C kg°C am?
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0-1 cal 50 | 1dn® 1kg 1000gr

(75 - 10)°C = 325 10° cal

gr°C 11 1 dm? lkg
6
E =325 105 cal *187 _ 1350 105 J p. B _135910°7 gy
1 cal t 4 3600 s
(=P 98 494 rR-Y-20 _513¢
vV 220 1 4.29
Problema CC18
|
Si el circuit de la figura es connecta a una tensié V que fa L
circular un corrent |, quina resisténcia consumeix més poténcia?
R =40Q R, =6Q .
R, -80Q R, =17 Q
v
V,=41 =61 I, =151 I=1 +1 =251 I, =041 I, =061
Vy, =81 =171, 13:%14 1:13+14:%14 I, =0321 I, = 0.68 I
P, =41 =4 (0617 = 144 I P, =61 =6 (0417 =09 I’
P, =81 -8 (06817 =371 P, =171 =17 (03217 = 174

La resisténcia R és la que dissipara més potencia.
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Problema CC19

En el circuit de la figura volem mesurar la tensidé entre A i B amb el voltimetre.

R, A
200V [bﬁz

B
R, = 500 R, = 1500 Q

a) Quant val la tensié V,; (abans de connectar el voltimetre)?

b) Quant marcara el voltimetre si la seva resisténcia interna és de 2000 Q?

a)
Lo Vo200 200 o, V= 1R, = 1500 0.1 = 150 ¥
R, + R, 500 + 1500 2000
b)
R,- 1 _g57140 r- Yoo 20 o474
L R +R, 500 + 857.14
1500 2000

Vg = I' Ry = 0.147 857.14 = 12632 V
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Problema CC20

En el circuit de la figura sabem que V, =10V, V,=5YV,

R,=8Q, R,=3Q, R;=1Q, iR, =20

R,=4Q, R,=6Q, R,=5Q,

R, R,
1 ’ — 1
Is
DR1 " |4L
T|1 |2T TV Rs
by — ]

a) Calculeu tots els corrents aplicant la primera llei de Kirchhoff explicitament.

b) Calculeu tots els corrents aplicant la primera llei implicitament.

a)

I, +1, -1, =0 —V2+R613+R4I4+R514=0

L -1, +1 =0

Vi+R I, +R I, -R, I, =0

13—I4+16=0 —V1+R712+R3IS—R6I3+V2=O

Substituint i treient les tensions a un costat

I + L

, -1

5

| =0

L -1, +1 =0

L, -1, +I,=0

5=11+81,+31,

~10=41 +61 -21,

10-5=21+51I - 1I,

Tenim un sistema de sis equacions amb sis incognites que, en forma matricial, s’escriu
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~ I _ _

1 1 0 0 -10 |! 0

o 0o 1 -110 2] |o

0 0 1 -1 0 1 |5 0

0 0 1 11 00 |] |5

1020 0 00 || |-10
02 -10 50 | 5
. 6
resolem i obtenim
I, = -0751 A I, = 1245 4 I, = - 0037 A
I, = 0458 A I, = 0495 A I, = 0495 A
b)
R, R, R,
1 Py 1 - 1
| I | I | I
|+
1 2
R, Re
DR1 I1+|2+|3L
f It
| 3
T|1 2l T Vv TV Ry

1 1 —
| I

escrivim directament les equacions numériques treient fora les tensions

-10=(4+6)1 -21, (1075)=212+5(11+12)713
5=I3+8<Il+12+I3>+3<Il+12+13>

Tenim un sistema de tres equacions amb 3 incognites que, matricialment, s’escriu

10 2 ol [-10
5 7 1L =5
1111 12] |1, 5
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resolem i obtenim

I, =-07514 I, =1245 A I, =-0037 4
I, + I, = 04954 I, + I, + I, = 04584
Problema CC21
BO ®

En el circuit de la figura on

ot

A
R -50Q R, -10Q . L
R -70Q R, -30Q S : [ F——9pD
>
vV, =10 V v,=12V B e |
T TV
T < T

a) Quin corrent passa per cada resistencia?. Apliqueu les lleis de Kirchhoff.
b) Quina potencia dissipa cada resisténcia?

¢) Quina tensié mesuraria un voltimetre ideal connectat entre els punts A i B?
d) Repetiu les preguntes a) i c) sense emprar les lleis de Kirchhoff.

e) Repetiu la pregunta c) pel métode d'igualacio.

a)

5[1+3(Il+12>+12—10=0 1012+712+3(11+12>:0

81 +31,=-2 31, +201, =0
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Tenim un sistema de dues equacions amb dues incognites que, matricialment, s'escriu

8 3L [-2
3 20/|L,| |0
resolem i obtenim
I, = - 0.2654 I, =004 A
b)
P =51 =0351 W P, =10 I; = 0.016 W
P, =71 =0011 W Py =3 (I, + L =012 W
c)
Vi =1 R = -1325V Vee = R, I, = 0397V Vig = Ve = Ve = ~1.722V
d) Req
1 L
R =5+ =1755Q
« 1 1
— +
310 +7
¢1
I =- 2 - 02654
55
2V
\
V=R I =-1325V Vep=10-12 +1.325 = -0.675V H |
- _ oo Vg = - Ry L, = - 04V
2= 0.7 = "R L=-0 Vi = - 1325 - 04 = - 1722V
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e)
Posem un generador fictici eatA i B. B
~10 (I, ~ L) -5(, L)+ V=0 i «©
L |0-|2T P |T[]R3
2
0y~ L) -71L -3 +1)=0
« R,
. b0
5(]1+IO}+3(II+12>+12710=0 —p
) i+ 1y
TV TV
Si el generador és fictici,I= 0 i agrupant T é T
V=-101 +51
0L +71, +31, +31 =0 -2=51 +31I +31,
Tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites que, simplificant, s'escriu
V=-101 +51I 201, +31, =0 81, +31 =-2
Les dues darreres equacions formen un sistema compatible determinat que, matricialment, s’escriu
320 || o
8 3] || |2
d’on obtenim
I, = 0.044 I, = - 02654
i substituint en I'equacio restant
V=-101L+5I =-1725V
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Problema CC22

R, R,
En el circuit de la figura sabem que [ A —
V,=10V, V,=5V, V;=15V, R, =6Q, Is e
R,=3Q, R,=4Q, R,=8Q i R,=9Q. - |4T 5 °
Calculeu tots els corrents. ®
V1 V2
c
B»—{H} } }—«D
I4
‘ 'ST e LI
2 8
37 T Vs
R R
L E L
A I, = I + I DV, +R I+ R I, =0
! 2 B L =1 +I 2V, +R I, +R I, = 0
- - D) I, = L, + I )V, +V,-R L =0
5 4 B I, =1 + I HV,+V,-R I, =0
Substituint
10 +41I,+91, =0 41, +91, =-10
5+91, +81I,=0 91, +81I1,=-5
10 +15-61 =0 61, =25
5+15-31,=0 31, =20

Tenim un sistema de vuit equacions amb vuit incognites que resolem i obtenim

I, = 5.06A I, = 64884 I, = 10.8334
I, = -07144 I, = 0.1794 I, = - 0.8934
I, = 41674 I, = 6.667A
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Problema CC23

En el circuitde la figura R, =8 Q, R,=6Q, R,=10Q, R,=3Q i R,=5 Q. Sabent que
[, =2705A,1,=0343 A i I,=-1714 A, trobeu V,, V, i R,.

R4 Rs Re
<« -«
i I+ 13 15 J‘
R; T h I3 T Vs
l|1+|2+|3 v R2 T
1 RS
o+ 15
=2y
Vi - R (I +12+I3) - R, (I +12+I3)=0 Vi + R (I, +I3>+RZI3 +R3(I2 +13)=0

Vy +R I, -Rs I, =0

Substituint:

vV, =8 (2705 + 0.343 - 1.714) + 10 2.705 + 0.343 - 1.714) = 24V

Vi

=24V = -3 (0343 - 1.714) - 6 (- 1.714) - R, (0.343 - 1.714) = 144 + 137 R,

=7Q V.

=51

L - 61, = -6 (- 1.714) + 50343 = 12V

Problema CC24

Es vol alimentar una resistéencia de R =2 Q. Quin corrent circula i quina poténcia es dissipa
en R?

a) S'alimenta amb una pila Bunsen (E; =2V R, =0.4 Q)
b) S’alimenta amb una pila Daniell (E, =1.04V R, =2.6 Q)
c) Les dues piles en série

d) Les dues piles en paral.lel
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a)
04Q
| I- 2927VQ - 0833 4
T av H 20 + 04
1 P-20833 =139 W
b)
I = SRRt S 0.226 A P =2 0226 = 0.102 W
2 +26
c)
2V 040 1.04V 260Q 2 +1.04 =104 +26 +2)
I =0.608 A
20
P =2 0608 = 0.739 W
d)
? * 2=041 +2 (I1 + L)
HOAQ v60 104 =26 1, + 2 (I, + 1)
20 Sistema de dues equacions amb dues incognites del
1 qual obtenim
1.04V
S W ? I, - 10114 I, - - 02144

I, + I, = 0798 4

P =20.798% = 1273 W
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Problema CC25

En el circuit de la figura V, = 12 V, —
R,=120Q, R;=20Q
R
a) Sabent que R, = 100 Q, R, =10 Q i v, RH 2H
R, =50 Q. Quant marca V? T /\
A * Vab B
b) Sabentque V=0, R, =10Q i R, =50 Q. U
Quant val R,? RSH H4H
c) Quina condicid es requereix sempre perqué
VvV =07
\ \ . R
R,(I + L)+ R I, + Ry (I, + 1) -V, =0 —
V+R I, -R1,=0
. S
Ry(L - Ip) - Ry (I, + o) + V=0 IV

’ Sl

12 = 120(11 +Iz> +1001, + 20(1l +IO>

V=-1001, + 101,

V=501, - I) - 20 I, + 1)

Com es tracta d'un voltimetre,, £ 0

12 =240 1, + 120 I, V=-1001 + 10 I, V=201 -501

Sistema de tres equacions amb tres incognites que resolem i obtenim

V=--2V I, = 0025 A I, =005 4

b)
12:120<11+Iz>+1011+20(11+10) 0=-101 + 501

0 =R, (I, - I) - 20 (I, + k)

Com es tracta d'un voltimetre,, £ 0
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12 =120 (I; + L)+10 I, + 20 [, 0=- 101 + 501, 0=R, I, -201
resolent

I, = 0.069 4 I, - 0014 4 R, = 100

c)
v, = Rp (I1 + 12) + R, I, + R, (I1 + Io)

0=R I, - R I 0 =R, (L - I)) - Ry (I, + I

Com es tracta d’un voltimetre,, ¥ 0

Rp([l+12>+R111+R3117V1=0

R I, -R I =0 R I, -R I =0
R, I, = R ] R, I, = R, ], I_R311 I_R1I1
2 = 2 =
R, R,
R, R,
R=R R R, = R, R,

Problema CC26

Un pont de galgues extensiomeétriques esta format per quatre galgues de R =12 Q de les
quals dues son actives (una a traccid i una a compressio). Per a cada galga es verifica que

on L és lallargada de la galga (10 mm) i la resisténcia varia +r quan la llargada varia |. Trobeu
el valor de la deformacid en funcié de la lectura del voltimetre sabent que s'alimenta a 10 V.
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C
.
<G —>
] R+ 1 . lu lzln
=Y
== T
R-r R”H R
4> Qi
D
VO VO VO VO
I - - I = -0
R-r+R+r 2 R R +R 2
0 VO
Vip =1, R+ 1 = —2> (R +7) Vep =L, R = —> R
R 2
% %
V=Vg=Vy -V " R+n- -2 R=--27"
AB AD BD 2( )2R 2 R
12
o, L V=J2L=V0i
R L 2 7L L
-3
po Loy 1010°m v
v, 10 v 1000

Problema CC27

En el circuit de la figura sabem que amb linterruptor obert I, =2 A LL=1A V,z=3V.
Ry A B Ry

— . .
L 1 L 1

I

V.

T Y2

V=10V, V,=5V, R=5Q R =3Q R=10Q
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a) Calculeu el corrent I, quan linterruptor és obert.
b) Calculeu els valors de R,, R, i R..
c) Calculeu el valor dels tres corrents indicats quan l'interruptor és tancat.

d) Quan linterruptor és tancat, calculeu les poténcies dissipades a totes les resisténcies i les
entregades pels generadors.

a)
|
R, A _%,.B R,
f o —
1
— Iy- | | =
%V1 R, l 1713 I+ I3l RS ZI T V2
RS RS
& — 5 —

;=0 ja que per linterruptor obert no passa corrent

b)
V=L, (R, +R +R) 5=1(3+R +1) R =10
Vep =R L, =1 1=1V Vi =R, I, =2 R, Vp =R, I, =0
Vap =3 = Ve *Vep -~ Vap =2 R, + 0 - 1 R,=20Q
V, =1, R +Ry) 10 =2 (R, +2) R -30Q
c)
31, +2(I, - L) - 10 =0 2 L)+ L(L <L)+ 51 =0
312+1(12+I3>+11275=0
51,-21, =10 ~20 + L +81 =0 5L +1,=5

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



94 Circuits eléctrics

Tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites que matricialment s’escriu:

5 0 2]|L] o
—21812:0

0 5 1]l [5

i té per solucions

I, =2171 4 I, = 0914 4 I, = 0429 4
d)
P, =R I =1415 W P, =R, (I, - L} = 6075 W
P, =R, I, = 0918 W P, =R, I, = 2508 W
Py = R (I, + I} = 1.803 W P, =R, I, = 083 W
P, =V I =21714 W P,=V,1 =457l W
Problema CC28
En el circuit de la figura, calculeu
R =30Q, R =5Q,
R, -40Q, R, -2 Q,
R, =8Q, R =10,
R =6Q, v, =12,
Vv, =5Y, v, =10V

a) Corrent a totes les branques.
b) Poténcia a totes les resisténcies i als generadors.
C) Tensio V,,
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a)
I+ 1, = I I + I, = I Lo+ I = I
I =1 -1 L =1+ 1 I, =1, - I, = I
12=31+41 -8(I, - 1) =151 - 81,
-5=-5L-2L-1(; +L)=-81 -1,
10=1(13JrI,Z)Jr613+8<I3fII)=7811+12+1513
15 0 -8] /L] 12
0 8 L||L =]5
-8 1 15)|1 |10
I, =159 4 I, =044 A I, =149 A
I,=-014 I, =193 4 I, =149 A
b)
P, =3159 =761 W P, =5 044 =096 W
P, = 4159 =10.15 W P, =2044 =039 W
P, = 8 (- 0.1)> = 0.09 W P, =1(193)7 =371 W
P, = 6149 = 1329 W P/ =12159 =19.12 W
P,=5044 =22 W P, =10 149 = 1487 W

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



96 Circuits eléctrics

Vag * Vac = Vep *Vpa = 0 Vg * R L, + V; - Ry I, =0

Vg =415 - 10 - 2044 = - 451V

Problema CC29

En el circuit de la figura _1oe - >
a) Calculeu el corrent | i la resisténcia 10Q 20 Q 10 Q
equivalent. —J — 1
e Ll lp -1,
b) Quin és el corrent a la resisténcia de —
20 Q? Il |4> 10Q
1
150 V
iH!
a)
(0 -1)+20( -1 -1)-101 =0
0L -10(I-L)-20( -1 -L)=0
10 [, + 10 (I - L) = 150
307 -401, -201,=0 3071 +201, +40,=0 107+ 101, - 10 I,=150
30 -40 -20] 1 0
30 20 40 ||l =
10 10 -10| || |150
I=154 I =754 L =154 Req=1§0=109
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b)

Problema CC30

Un conductor té una resisténcia de 30 Q a 20°C, si s'escalfa fins a 100°C, quant val la
seva resisténcia si el coeficient de temperatura és de 0.005°C™, per al material de qué és fet?

R =Ry (I + o AT) R =30 (1 + 0.005 (100 - 20)) = 42 Q

Problema CC31

En el circuit de la figura, sabent que els elements tenen els segients valors:

Re A Ro B Rs v, =20V v, =10V
‘ E
Vf :1 R =250 R, =40 Q
1T R, R, TV,
T T R, =350 R, =30 Q
) ) R, =60Q

Amb l'interruptor E tancat:
a) Calculeu els corrents per cada resisténcia i els subministrats pels generadors (fonts de tensio).

b) Calculeu les poténcies dissipades a cada una de les resisténcies i les entregades per cadascuna
de les fonts.

¢) Quant ha de valer R, pertal que V,; =5 V. Calculeu els corrents a totes les resistencies.

Amb l'interruptor E obert:

d) Calculeu les tensions en borns de cada una de les resisténcies.
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a)
|3
—> B Rs
Vo T T‘z
Rs i|2+|3
IS
- |
301, +25(, - 1) -20 =0 40 I, + 35 (I, + I) - 25 (I, - I) = 0
~61 -35(, +I) + 10 =0
20 =551, - 25 I, 0=-251 +351 +100 I, 10 =411, + 351,
I
55 0 25|71 |20
-25 35 100||L| =10
0 41 35](;| |10
3
1, =0.3684 1,=0.2364 I, =9.43mA I, -1,=0.3584 L, +I,=02454
b)
P, =R I P =321 W P, = 356 10° W
- — - / /
P, 211 W P, 4.06 W P, 0.334 W Pl =736 W P, =236 W
c)
20 =30 1, + R, (I, -I)

0=-R (I, - L) +40 I, + 35 (I, + L)

10=6Iz+35<12+13>

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Problemes de circuits de corrent continu 99
5
Vg = R, I 5=401 I, = — =0125 4
40
10 - 351,
10 =411, + 35 I, I, = — =01374
41
20 =301 + R I - 0.125 R, 0=0125R - R/ I +5 + 4802 + 4.375
20 =301 - 0.125 R, + R I, 14.18 = R, I, - 0.125 R,
R, I, = 14.18 + 0.125 R, 20 =301, - 0.125 R, + 14.18 + 0.125 R,
I - w - 0.194 A 0.194 R, = 1418 + 0.125 R, R, = 205.15 Q
d)
1 4
Ve =V, R, - R, =9.091 vV Ve, = 0 Vea = V3 R, - R, = 10909 vV
v, R, V, = 8537V v R V, = 1463 V
R3 R3+52_' R5_R3+R5 2 -
Problema CC32
En el circuit de la figura, quant val la tensié V,z?
R, =20 Q R, = 80 Q
R, = 80 Q R, =20 Q

V=10V ¥V, =10V
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El conjunt V;-R;-R, forma un divisor de tensio; per tant

_Vlizloizgy
R + R, 20 + 80

i el mateix succeeix amb el conjunt ,"R,-R,

R
Vor=-"2 ¢ +4R ) 0202+080 -2
3 4

Problema CC33

D’una bombeta es coneixen les segiients dades:
B A 220 V consumeix 40 W

B Desconnectada i a 30°C la resisténcia del filament és de 700 Q
B El coeficient térmic del filament és de 0.0006°C™*

Calculeu a quina temperatura arriba el filament quan es connecta a 220 V.

A temperatura nominal

V: 2
Rzl_ZZO

- - 1210 Q
N PN
A 30°C
R, = 700 ©
Ry = Ry (1 + a (T, - T)) 1210 = 700 (1 + 0.0006 (T, - 30))
T, = 1244.3°¢
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Problema CC34

Quant val la poténcia dissipada pel conjunt de totes les ., o
resisténcies? T
10Q 10Q
Anem reduint el circuit
1 1 [ ! I
. T tov 0o 0a T tov 5a
—L v 100 I T T
5Q
2 2
. T P - Vo100 20 W
R 5
Problema CC35
L 10Q 30 Q
En el circuit de la figura, determineu quant val la T v .
tensio V,g T §
300 10 Q
c
Tenim dos divisors de tensio
30 10
Vie =40 ———— =30V Vo =40 ———— =10V
4c 30 + 10 Be 30 + 10
Vig = Vae + Vep = Vye = Vge =30 - 10 =20 V
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d'energia

Problema BC1

En lintérval 0 < t < 5i0 una inductancia de 30 mH té un correntde i = 10 Sin (50 t) (A).

En qualsevol altre moment el corrent és zero. Trobar tensid, poténcia i energia.

vor 4 -39 10*3i{10 (Sin 50 )} = 15 Cos 50 t (V)
dt dt

P =v, i = (10 Sin 50 1) (15 Cos 50 ) = 75 Sin 100 ¢ (W)

t

. _ t
E - [ 75 (Sin1007) dr = 75 Wi) Cos100¢| = - 0.75 Cos 100z, = 0.75 (1 - Cos 1007) (J)
0 0
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104 Circuits eléctrics

Problema BC2

En rlintérval 0<t<5mms, un condensador de 20 puF  té una tensié
v = 50 Sin 200 t (V). Trobeu carrega, corrent, poténcia i energia.

g =Cv=20107%50 Sin 200 t = 10~ Sin 200 ¢ (C)

d

i=C % =20 10°¢ o {50 Sin 200 7 = 0.2 Cos 200 ¢ (A)
t t

p =vi= (50 Sin 200 ) (0.2 Cos 200 £) = 5 Sin 400 ¢ (W)

t t

_ ¢

E=[padt = [5 Sind001ds = £C0s400t ~-12.5 10" Cos400¢]{ = 12.5 10 (1 - Cos4001) (J)
0 0 0

Problema BC3

En el circuit de la figura oo
C = 100 uF i
R - 1000 Q TV T°
V = 100V T R

a) Quant val la tensié del condensador i el corrent de carrega després de 10 ms d’haver tancat
linterruptor?

b) Al cap de 100 ms d’haver tancat I'interruptor, el condensador es desconnecta d’aquest circuit i es
connecta sobre una resisténcia de 100 Q. Quant temps triga la seva tensi6é a arribar a 24
V des de linstant de la segona connexio?

¢) Quina energia té emmagatzemada quan u_ = 24 V?
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a)

T =R C =1000 100 10°® = 0.1 s ue () =100 (1 - ¢ )

du P
i@ =-c St 100C . _ 100100 107

=0.1e
dt T 0.1

uc (10 ms) = 9.52 vV u- (100 ms) = 63.21 V i (100 ms) = 0.09 A

b)
t/ =100 100 10°% = 0.01 s U () = 63.21 el
24 - 6321 e /-t 22~ 968 ms
6321
c)

Ezécbtp%loom*ﬁw:zs.snu

Problema BC4

Un condensador es carrega amb una bateria de 12 V a través d’'una resisténcia de 10 kQ.
Si després de 0.3 s la seva tensid és de 10V, quina és la seva capacitat?

10 = 12 (1 - e 9% 03 (1 - 19
T 12
c- - —03 5167 c-= - 0167 _ 674 106F ~ 1674 uF
10 R 10 10°
In|1 - —
12
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Problema BC5

Sabent que una inductancia de 0.1 H és recorreguda

per un corrent com el de la figura, dibuixeu la grafica tensidé en
borns de la inductancia-temps indicant els valors dels principals

punts.

O0<t<lms u:Lﬁ=0
dt
1<t<2ms u=Lﬂ=0.1 1 =100V
dt 11073
2<t<2.5ms w-L% 011 _ 500y
dt 05107
25ms<t<ow u:LﬂzO
dt

-200 V

i(A)

14
- /\ + —1{> t(ms)

[V (V)

100V

> t(ms)
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Problema CF1

Passarapolar 3 -j2), 5 +j7), (-3 +j12), (0 -j1)

B -j2) = 36 540 (5 +j7) = 8654

(-3 +j12) = 12.37 0404 O-j1 =1_go

Problema CF2

Passar a cartesiana 1045, 700+ 3 .30°+ 21g0°

1045 = 7.07 + j7.07 7ioor = - 3.5 +/6.06

3 4 = 260 -j15 2 = -2+40
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Problema CF3

Operar 2 -j3) + B3 +j4), (1+j3) -2+j5, @2-j3) - @4 +j5),

2.8 1046
23%1.7) ' 1045 8300, 5 =
J7) 130°

2-j3) +@8+j4 =5+ 1

1+j3-2+j5=-1-j2

@2-j3) - 4+j5 =23-j2

2 +j8)

°) - - 0862 + /0655
@-/J7

10145" 8{30" = 80175"

1090

5 - 2[60"
130°
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Problema CA1l

Una carrega formada per una resisténcia i una reactancia (condensador o inductancia) en
serie, s'alimenta amb una tensi6 U = 220, V i absorbeix un corrent / =50, A a 50 Hz.

a) Determineu el tipus i el valor de les seves dues components
b) Trobeu les tensions en cada component

U=220(1+j0) =220 +0 U=20V
[ =50 05 +j 0.866) = 25 + j 43.3 [-504
a)
U-21 U :
voad -2 200 5h j3s10-44
I 25 4] 433

Una de les components és una resisténcia atés que la impedancia té part real i com la part imaginaria
de la impedancia és negativa, I'altra es tractara d’un condensador.

R=220Q X. = 381 Q c-_ 1 _gs5106F
2 7 50 X,

b)

U, =(R+jO)[=22(25+j433)=55+j9526V Ug = 110 V
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U_=(0-jX)I=-j381(25j433) = 16497 -j9525 V U, = 190.5 V

= i 0 = 2 2
+QC 220 +jO0 =U UZ’UR+UC

Problema CA2

Z4

Per al circuit de la figura, trobeu la impedancia equivalent i el
corrent, sabent que !
Oy

V=100V, Z =100 Q i Z =54 Q.

V=110, = 110 + 0

IN

=10, =866 +j 5 Z =50 = 2.5 +j433

1 2

Z =(866 +j5) + (25 +j433) =11.16 +j 9.33 = 14.55,5, Q

€q

110 +j O

- 7
T Z 1116 +j9.33

€eq

=58 - j 485 =756 4 A
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Problema CA3

Per al circuit de la figura

X, =15 Q R, =250
X, = 10 R, =50Q
X, =20 Q

a) Trobeu la impedancia equivalent

b) Sabent que /=20 A trobeu V i els corrents

a)

1 1 1 1

1

= + +
Z j15 25410 5

b)

~j20

Prenem el corrent com a fasor de referéncia 40 + j O

V=21=(419+/0.55)20 - 83.88 +j10.9 = 84.58 , ;. O

/

1

1
2
/

3

)i
4

Rz +J X5

=

<

<

-16.78 + j2.18 A

X

- 073 - j559 A

3.04 - j0.78 A

055 + j419 A

Z-4.19 + j0.55 - 4.23,,.Q
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Problema CA4

Es desitja que la impedancia equivalent d’'ambdds circuits
elsvalorsde Rg i Xg enfuncio de R, i X, ialinrevés.

Rg

de la figura sigui la mateixa. Trobar

AR 5
iXg P %MP
B B °
Ry X R, -j X 2 2
Rs +Jj Xs = ! PP - Rp Xp P2/2P Rszﬂ XS_HPXP
Ap + 1 X Ap + Xp RE - X5 RE - X5
Attt R g 1 R
Rp  JXp Rp Xp Rs +Jj Xs R; + x§ Rp Rg + Xg
1 X H_R§+x§ X_R§+x§
Xp  R:+ X5 P R P X
P st As s s
Problema CA5
@ °
En el circuit de la figura. Trobar el valor de V,; si
R R3
R, =20 Q R, =30 Q
. vy A B
X, =10 Q V-200+j0V
XL
a)R,=50Q e
b) R, =15 Q % l
)R, =0Q c
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|4 i %4 i
[ - 14 =200+]0=4+j0 I - z :200+.]0
1 R, + R, 20 + 30 2 R, +j X, R, +j 10

KAC=R211=3011=120+]O v =] Ll— ]20(.)0
BC 2 R +j10
a) 5
v - 4200 160 .58 v
BC 5 +j 10
V=V, -V, =200 - (160 +j80) = -40 - j 80 V Vig = 894V
) i 2000
v = SV 6154 +j9231V
BC 15 +j 10
V=V, -V, =(20+j0) - (6154 +j9231) = 5846 - j 9231 V Vg = 1093 V
c) .
_ 12000 00 L jo
“BC j 10
V =V -V =120-200--80 «j0V Vg =80V
AB AC BC
Problema CA6
@ °
En el circuit de la figura V _ = 120, V.
AB R X
Trobar U.
R, =20 Q R, =15 Q uy A B
R, - 30 Q X=250Q
R, Rs
(% °
C
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I = Lj = Lj = g V Rzl = QE
1 R, + R, 20 + 15 35 AC 1 35
T Ve - Rty - 00
2 R +jX 30 +j25 BC 2 30 +j25
15U 30U 15 30 . U=104.6 -j206.9 V
vV =V -V = - — =U|—= -——|=84.85+/84.85
AB —AC TBC 35 30 +j25 35 30+j25
Problema CA7
R
[N I—
En el circuit de la figura R=47Q, L=0.2H, C=20 !
MF, V=220V i f=50Hz; trobar el correnti les tensions a
cada element. N )
C
S |
Prenem V=220 +j 0 com d&asor de referéncia
X, =21 5002 =6283 Q X, - 1 — 159.16 O
27 50 20 10°®
Z =47 + j62.83 - j159.16 = 47 - j96.32 Q /- 220‘+j0 - 09 /185 A
47 - j 96.32
U, - R/=-4231 +j86.7 V Ug =9648 Vv
v, =jX, 1=--11591 + j56.557 U, =12897 v
fc=—jXC,I=293.6—j143.26 U, =327V
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Problema CAS8

En el problema anterior, trobeu la freqiiencia a qué Z no té part imaginaria. Trobeu el corrent
i les tensions en aquest cas.

R =47 Q X, =2nf02=1257f
Xo = ! - 195775 Z-47 + j[1.257 - 195775
27 f20 10 f
Si Z no té part imaginaria, es verificara
1057 f = 7957.75 2 7957.75 f=79.58 Hz
f 1.257
X, =100 Q X. =100 Q Z=47 +jO0
v v /=468 A
£ _220+J0 _468. 0 68
Z 47 +jO
7H=R,/:220+/0 Ug=220V
7L=j100,l=0+j468 U, =468 V
gcz—j1001:0—j468 U, =468 V
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Problema CA9

Del circuit representat a la figura sabem que, a . 1 1
50 Hz, X, = X3 = 2925 Q. Calcular els valors de L, L,
i L, per tal que la impedancia equivalent del conjunt sigui
nul.laa 150 Hz i 250 Hz i infinita a 50 Hz.

1 _ 1 _ 29950 C, = C, =1.088 pF
2 n 50 G, 2 1 50 C,
L'admitancia equivalent sera
1 1 1 L1 06 . eC
Tet ol 1 R Y 02 1 el 03 1
Job oL, -j joly-j 1 w0 LG w? Ly Cy -
o C, o C;

A 150 Hz @@= 2m150 =942.5 rad/s) tindrem Z 0 o sigui Y=o perla qual cosa només cal
gue sigui infinit un dels termes, per exemple el segon

o C,
w? L, C, - 1 0? L, G, = 1 L- 1 -1035 H

A 250 Hz = 2m250 = 1570.8 rad/s) fem que sigui infinit el tercer terme

o C, B
0?2 Ly Cy - 1 0? Ly Gy = 1 Ly- 1 -0372H
w2 C,
A 50 Hz (w=2m50 = 314.2 rad/s) hem de tenir Zw pertant Y=0
1 o C, o C; L, =4.297 H

0 = + +
w L, w2L202—1 w2L3CS—‘|
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Problema CA10

En el circuit de la figura, calculeu tots els corrents

V, -60 /80 V T
\4 * I
V, =200 + 0 !
11,
—>
R, -5Q R,-10Q ¢
Ro
RS:SQ R4:3Q X3
X, =30  X,=50Q T Ry o2
{1

X-10Q0  X,-7Q

0

1)60+j80+5!3+10(!2fj1)
250y + 8 (I, + L)~ j5 (I, L) +3(l +] - 1)-0
3) 200+j073!2 +j10!2—10(!2—j1)+3([1 + f[2> -j71 =0

Ordenant-ho )
60+/80=1011 —1012—513
0-@-j2)L -3L+@-j2) L

200 = - 13/ + (16 - j3) [ -3 1

Tenim un sistema de tres equacions complexes amb tres incognites que resolem i obtenim

11 = 13.86 + j 48.77 I, =5071 A
12 = 13.72 + j41.81 I, =440 A
I =-11.73 - j2.08 L=1191 A
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Problema CA11l

A una carrega de 300 kW amb un Cos ¢ = 0.65 (i) es millora el seu Cos ¢ finsa 0.9 (i)
amb condensadors en paral.lel. Quants kVAr donen aquests condensadors i quina és la disminucié

percentual de poténcia aparent?

P - 300 10° W
3
s- P _30010° _ 4545 kA
Cos ¢ 0.65
P’ - 300 10° W
/ 3
g - P _80010° _ 3333 44
Cos ¢’ 0.9

Q. = 350.7 - 145.3 = 205.4 kVAr

Cos ¢ = 0.65

Q=/8S? - P? = 350.7 kVAr

0.9

Cos ¢’

Q' =\S8? - P? = 1453 kVAr

461.5 - 333.3
461.5

AS - 100 = 27.8%

Problema CA12

En els circuits de la figura, on R, =100 Q, R,=150Q, L, =0.2H, L,=0.5H, trobeu totes
les potencies i la capacitat dels condensadors a connectar en paral.lel per aconseguir Cos ¢ = 1.

R1
Q

220V
50 Hz

Ly

@ Py
220V

50 Hz

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Problemes de circuits de corrent altern
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a)
X, =2n15002=6283 Q gl =100 +j 62.83Q
U
S = =347 +j 218
1 Z*
1
S, = 409.8 VA P, =347 W Q, = 218 VAr
Per a arribar a Co$ = 1 cal que
= 218 VAr 2 2
Qe 0, - U C, - 07“2 - 1434 uF
Xq, 1 w Uj
w C,
b)
X,=215005=157Q z - 150].157 _ 7846 + j 7492 Q
2 150 +j 157
A
S = = 322.7 + j 308.1
2 Z*
2
S, = 446.2 VA P, = 3227 W Q, = 308.1 VAr
Per a arribar a Co$ = 1 cal que
=308.1VAr 2 2
Qe 0,- % . U c, - ch - 2026 pF
Xc, 1 w U,
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Problema CA13

En el circuit de la figura, amb
linterruptor obert, podem llegir V =110
V, 1=195A, W=116 W i f=50 Hz.

a) Calcular poténcia reactiva i aparent i els valors de R i L.
b) Es tanca l'interruptor i el corrent passa a ser 1.8 A. Quant marquen els altres aparells i
quin és el valor del condensador?

a)
P=-116W P-RP r- P -6 _ 3550
r 195
§=110 1.95 =214.5VA Q= \/S*— P? - 180.4 VAr Q=X
x, - Q1804 _ 4759 L--%3 _o15H
12 1952 2n 50
b)

Els aparells marquen el mateix atés que la tensié d'alimentacié no ha canviat i no s’ha afegit cap
element dissipatiu.

P=116 W V=110V I=-184 S'=VI=198VA

Q' =/S§'? - P? = + 16046 VAr

Q. -Q Q-+16046 1804 -{ oM

= — = + K — K =

¢ - 340.89 VAr

(7 606.03 Q c 1 525 uF
€ Q. 350 w0 X, | 897 uF

Segons si el circuit final és inductiu o capacitiu.
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Problema CA14

En el circuit de la figura es desitja que U i I, estiguin
desfasades 90°C. Trobeu l'expressié d'R, en funcié dels
altres components. En quins casos és possible?

Aplicar-ho al cas Z, = 421 + | 175.88
Z,=25+j69.64

Z =R +jX, Z =R +jX, U-21 +R1
R I =21 I =1 +1 Z
2 373 T ;- 3
) )
z zZz [/
—3+1]1 U=tz vz |1 1 R GHTRATRE
1 : 3 R, 1 3| 73 L
Uu 1 . A . o
T:E[(Rl vJ X)) (Ry+j X3) + Ry (R +j X)) + R, (Ry +j X;)]
3
u 1 .
T :E (R Ry - X, X;+R, R +R, Ry) +j (Ry X; + R X; + R, X; + R, X;)]|
3

Si estan a 90°, la part real sera nul.la.

R R +RR +RR -X X;,=-0 X, X; -R R,

? R, + R,

Evidentment R, ha de ser positiva. Per aix0 cal que es compleixin les relacions X; X; >0
i X, X;>R; R;. La primera relaci6 indica que els dos elements han de ser del mateix tipus (inductius
0 capacitius).

R, - 175.88 69.64 - 42.1 25 _ 166.85 Q

42.1 + 25
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Problema CA15

En el circuit de la figura hem mesurat V=220V, 1=5A,P,=100W, P, =210W i V, =
90 V. Calculeu R, L,, R, i C, sabent que el conjunt és inductiu.

° R1 L1
S Q (W, I
S . .

- 2 P
F=R1 R =-—-40

1

P
R = — -R =440 S, =V, =450 VA P E—
27 "2 Q, = /S, - P; = - 43875 VAr

12

Fixem com a referéncia 1,=5+j0

S 14
S =100 - j 438.75 VA V. - -—2-20-;877 ;2=TZ=4fj17.559
~ 12 72
X, = 1755 Q c,- 1 -1814 uF Sy = V1= 1100 vA
® Acy
Q, = S? - P> = 1079.77 VAr 5,
L= SR : S =210 +j 1079.77V4 V- -4 +j216V
I
14
Z = =84 +j43.19Q Z =Z -Z =44 +j6074Q
T l 1 T 2
XL]
X, = 60.74 Q L =" -019H
w
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Problema CA16

A B
En el circuit de la figura & I
R, =100 Q R, = 68 Q L=01H 220V R
R C
C =20 uF R, - 47 Q S — ° H

Trobar les tensions V,;, Vi | Vo, €n els casos:
a) f =50 Hz
b) f = 112.54 Hz.

En ambdds casos calcular el corrent i les poténcies activa, reactiva i aparent consumides.

215 Q
a)
Simplifiquem:
220V 0.1H
I- 220 -0.76 +j0.45
215+j275001+ — 1 |
j2m5020 10°¢ Q |
20 pF
I1-0884 S = (220 +j 0) (0.76 + j 0.45) = 1672 - j 99
S=194.3VA P=1664W Q=-99VAr Ujp =2 7n500.1088 =27.64 V
Upe = 47 0.88 = 4135 1 - 0.88 40V
2010%2 = 50
b)
I = 220 =102 +j0

1

215 +j 2 m 11254 0.1 +
j2 m 112.54 20 10°©

I=1024 S =220 1.02 = 225.12 VA P =22512 W Q=0
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Ujp=2m 11254 0.1 1.02 = 72.36 V Ug. =47 1.02 = 48.09 V

Uu.,, = 1.02 = 7236 V

P2 n 1125420 106

Problema CA17

Una carrega Z consumeix, quan es connecta a 220 V i 50 Hz, una poténcia de 65 W
amb Cos ¢ = 0.4 (i).

a) Calcular el valor del condensador X. a connectar en serie per tal que es consumeixi la mateixa
potencia activa amb factor de potencia capacitiu.

b) Quin sera el consum del circuit de la figura? S =3 i
____C
Zz
0
Q
C
a) & } }
- P .6 651 Q=/S*-P? -148.93 VAr
COS(p 0.4 220V
U
747
Z-R+jX, S-zP P-RP 1:%0 S =
Z'=R+jX, -jX, §'=z'1"? P'=RI" =220
Z/
P :P/ RIZ :RI/Z 12 :1/2 2202 _ 2202
ZZ Z/Z
72=7" R +j X, | = |R+j(X, - X)|
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R* + X} = R* + (X, - X! X; = X; + Xo -2 X, X,
Xz =2 X, X, X. =2X, - ur_ulY)
§-Ur-uv- p
2 2
z- Y 20 91 +j 272.98
s* 65 - j 148.93
B X, =2 27298 = 545.96
b)
Calculem la impedancia equivalent del conjunt
. . . 5 5
7 (119.14 +j272.98) (119.14 +j272.98 -j545.96) _ 5., 5 00 g U 2200 oy

(119.14 +j272.98)+(119.14 +j272.98 -j545.96) 7 3723

Problema CA18
En el circuit de la figura
I=14 VvV, =100V

—C V=220V P=50wW
f=50Hz

S . . .

a) Amb l'interruptor obert determineu els valors de R, L i C (sabent que el circuit és inductiu).

b) Quant ha de valer C' per tal que el generador no subministri reactiva?

a)
V
XC:J:IOOV:MOQ Xc:L C:;=31.83uF
1 1A w C 2nfX,
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P:R12 R:EZLOZSOQ S=VI=2201=220VA
r 12
Cosp = B = 50 _ 023 I=1(023-097) 220 +j 0 = (50 +j X, - j 100)
S 220
. . 220 +j0 . b
50+jX, -j100 =P IY 5045214 - - __ L
JAL -] 023 -j097 J X, =100 +214 =314 Q L 2nf 1H
b)
S =220 VA P=-5W Q = \/S? - P? = 21424 VAr
2 2
QL = 21424 var - V- - 220 1
X X X, = 22591 Q c' - = 14.09 pF
w Xc/
Problema CA19
11 R1 13 L c
En el circuit de la figura, sabent que —> — —> v } }
R, =44 Q, R,=100Q, L=100.32mH, C
=101 pF, =50 H_z i V=220V. Calcular Y I> R
els corrents I, 1, i L. E—
X, = o L =2 5010032 107 = 31.516 Q vy - L 1 - 31516 O

© wC 2750101 10°

La branca L-C és ressonant, i aixi:
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Problema CA20

D’una carrega es coneix la poténcia aparent que consumeix, 20 kVA i el seu factor de
potencia és 0.6 (i). Quant valen les poténcies activa i reactiva consumides?. | si el factor de poténcia
fos de 0.6 (c)?.

a)
Sing = 1 “Cos’¢ =0.8 P=SCosp =20 0.6 = 12kW Q =S Sing =20 0.8 = 16kVAr
b)

Sin ¢ = - 0.8 P =12 kW Q = - 16 kVAr

Problema CA21

En el circuit de la figura les lectures son V,
=50V, V,=60V if=50Hz. Si R=682Q,
calculeu la lectura de V, el corrent | i el valor de
L.

v v
1=-1-30 _07354 x--2-_6 _gi6q p-%X- 86 _4o6pn
R 68 1 0.735 w 2750
V-(R+jX I-(68+j816) 0735 =350 + j 60 V-781V
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Problema CA22

El aparells de mesura de la figura W R
donen les seguents lectures: | = 2 A,
P=100W, V=110V i f=50 Hz. L

Calcula els valors de R i L. .

P-RP rR-L - 100 _»s5g z-Y -550

r 22
X=yZ*-R* =49 Q L-X__% _o16H
&) 2 © 50

Problema CA23

A quina freqiiéncia f, el circuit de la figura esta en ressonancia? Quant val el corrent | que
circula en aquest cas?

—>
V=100 V R=100Q
R L A
L=02H C =06 pF v
En ressonancia X= X, 0 sigui
1 w =27nf
w L = 1 r r
r w = .| —— = 2886.75 radls
w, € ’ LC d
2886.75 vV 100
= ——= =4594 H. . . I=—=—=104
5 21 ¢ Z=R+jX -jX.=10Q 7 10
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Problema CA24

En el muntatge de la figura, sabent que les e '@
lectures dels aparells sén | =10 A, V=200V i CARREGA
W = 1400 W  calculeu el valor de la potencia Q
reactiva consumida i el factor de poténcia de la INDUCTIVA
carrega. * °
S =VI=2000 VA Q=W=1428VAr Cos¢=€=0.7

Problema CA25

Una carrega monofasica consumeix 10 kW amb un factor de poténcia de 0.6 inductiu
connectada a 220 V 50 Hz. Calculeu la capacitat del condensador necessari a connectar en paral.lel
amb la carrega per tal que el factor de poténcia del conjunt sigui 0.96 inductiu.

Cos ¢ Q=S/1- Cos* ¢

_ 2
o' = 10000 11 =096 _ 29167 yar

x -V 20 a0
¢ Q. 104167

Y
Q - 10000 7“060'6 - 133333 VAr

Q.=-Q-Q'=133333 -2916.7 - 10416.7 VAr

c-_ 1 _685uF
27 fX,
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Problema CA26

En el circuit de la figura, quin és el valor del R L

condensador C per tal que el corrent absorbit de la xarxa 4‘:'—W1
sigui 1 A? 22OVL .
50 Hz
R =220 Q L=-03H T
z-VYV _ 220 _ 55 Z-R+jol j '
/ 1 (o)
1 2 1\ w L - S 0
z- R2+(mL—) 220 - 2202+((oL—) N
w C w C

és a dir, esta en ressonancia

oL= c-_] c-— ' _3377uF
o C w? L 2 = 507 0.3
Problema CA27
En el circuit de la figura, quant val la tensié que c
suporta la resisténcia? | ’
C =100 uF R =100 Q ;,;i&l L R
L =100 mH
P 1 _ 31831 Q X, = oL=2n5001-=231416 Q

o C 23750100 10°®
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_ RJX. _ 10031416 _ ggoa . ogs04 o

SAL - R+ jX,_ 100 + j31.416

z -2, -]X;-8983 -)3237Q Zo o - 9.548 Q
vV 110
fo = Zoo 9548 1524 Vg = Zg 1o = 29.972 11.52 - 345,27 V

Problema CA28

Una carrega Z és desconeguda, per tal de determinar-la en el laboratori, es munta el seglient

circuit
Les lectures dels aparells son A W
f=50 Hz V=220 V ,
A=1A w=0WwW
De quins tipus pot ser la carrega i quina impedancia presenta?
W =00 Z no té part real, sin6 dissiparia poténcia activa
Z=0+jX 4 220 Z=0=+/220 Q

Z=—=X=""=2200Q
/ 1

Amb I'esquema de I'enunciat no es pot determinar si és capacitiu o inductiu

Si fos inductiu, la inductancia equivalent seria

- % L--20  _g7H

Si fos capacitiu, la capacitat equivalent seria

oo 1 _ 1

C=———— =1592 uF
w Z 2 n 50 200
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Problema TR1

z
AR =<
En un sistema trifasic simétric amb tensié de linia de
220 V es connecten tres impedancies idéentiques
z
Z=54.4+j40.8 B <
en estrella. Calculeu els corrents absorbits. 8x220V 5
co—— <
NS
U =220[‘/§+le U =2200 -j1) U =2zo[\/§+]1]
AB 2 2 BC cA 2 2
Uy=1270+70 u =127[11ﬁ] u =127[ jﬁ]
BN 2 2 CN 2
127 (1 +j 0)

~B

I = ———— " =149 -j 112 = 1.87 (0.8 - j 0.6)
4 544 + j 40.8

w50 %)
= -172 -j0.73 = 1.87 (- 0.92 - j 0.39)

544 +j 40.8

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998. Quedan rigurosamente prohibidas, sin la autorizacién escrita de los titulares del "copyright”, bajo las sanciones establecidas
en las leyes, la reproduccion total o parcial de esta obra por cualquier medio o procedimiento, comprendidos la reprografia y el tratamiento informatico, y la distribucion de
ejemplares de ella mediante alquiler o préstamo publicos, asi como la exportacion e importacién de ejemplares para su distribucion y venta fuera del &mbito de la Unién

Europea.



134

Circuits eléctrics

+.7
j2

127[1 V3
2

= ) =022 +j1.85 = 1.87 (0.12 + j 0.99)

I
c 544 +j 40.8

Problema TR2

En el circuit de la figura, la tensio d'alimentacio és de 380 V. Iy 2,
Sabent que les carregues sén AR ¥ =5
Z,=62.28 -] 19.04 N
. BY =
£, =]47Q 3x380V
. o Lz,
;3 =80 + ] 60 Q. cR =<
Trobeu els corrents.
N
QAN
U, =220 +j0) Iy = % =323 +j 099 1, =3384
-1
u
v -20[- L ;3 L= 2 - 405234 I, - 468 A
BN 2 2 Zz
u
U =2201+jﬁ) Io= N - 026 +j218 I.=224
2 2 z
3
L=+ 1, +1)=-056+j55] I, =554 A
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Problema TR3

En el circuit de la figura, la tensié d'alimentacio ésde  aq .
220 V. Sabent que les carregues son , I
Z,=62.28-]19.04 Q b,
Z,=j47Q BO @;3
Z,=80+j60Q z% r T
[ Iy
Trobeu els corrents. o > .
U =220(‘B+j1] U =200 -j1) U =220[\/§+j1)
AB 2 2 BC CA 2 2
u u u
[ =48 -23.j247 I =B _468+j0 [ = - _086+j2.02
1 Z 2 Z 3 V4
-1 2 -3
I =1 -1 =3.17+j045 [ =1 -1 =-699-j247 I =1 -1 =3.82+j2.02
A 1 3 2 1 C 3 2
I, = 3378 4 I, =468V I, =224
I,=324 I, = 7.409 4 I, =432 4

Problema TR4

B4

Quina de les dues bombetes fa més llum si el conjunt s’alimenta
a 220V 50 Hz?
B,

B, - B, = {220 V 60 W} B%.F

L,=05H

Ly

co— vy
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2 - ; _
=ZB=—2628 =807 +j0Q Z.=0+j2n5005=/157 Q

—A

Prenem com a fasor de referencia la tensig; U convertim en triangle

3 1 . A
U -200|V8 ;1 U -2200 - j1 U - 220 . )
(2 /2) c-2200-/1) A [2 I

—AB B

Z=-2 2 +Z_ Z +Z_ Z, =650711 + 253422
A B B C Cc A

7 - % 1613 - j41426 z - % g7+ j314 z -2 —g07 . j314
17 7 2z s Z
<. =A - B
u u u
| - 4B __0.008 +0.049 | -—B°_ 0092 -/0.237 | =—“A-_0.159 + j0.198
1z 2z 3 Z
Z <2 3
| =1 -1 -0.151 -j0.149 | =1 -1 --0.085-,0.286 | =1 -1 =-0.067 +j0.435
A 1 3 B 2 1 Cc 8 2
I, - 0213 A Iz = 0.298 A I, = 0.440 A
Uyp =241, =-17186 V Uge = Zg I = 240.4 V Uy =21, =69 V

Fa més llum la bombeta ,Bo sigui la de la fase anterior a la inductancia.

Problema TR5

Un motor trifasic connectat en estrella consumeix, si es connecta a 380 V, un corrent de 6
A aun Cos ¢ =0.8. Calculeu la capacitat dels condensadors en triangle que cal posar en paral.lel
perquée el factor de poténcia del conjunt sigui de 0.96 (i).

1+j0 S,=3Us/a
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Zy
s -3380 608,08 A =
Y /3
Zy
B =
S - 3168 + j 2376 VA Z
M m
CO <
C C
, —{——F—
Q, -3 380 P’ - 3168 W o
X, I
I
s - P _3300v4 Q' -\/S? - P? - 924VAr Qc = Q - Q' = 1452VAr
0.96
33802 _ o083 - 1+ C - 10.67 pF
0 Tygep 29830 T 2x50C S

Problema TR6

El circuit de la figura representa una carrega trifasica simétrica d'impedancia
Zz = 4.2426 .. Q, lalinia de distribucio té una impedancia Z, (L =0.92 mH, R =84 mQ) per cada
fase. Sabent que s'alimenta amb un sistema trifasic de 400 V i 50 Hz, es demana

Z4
L R X I
Ao AR w— L
v I Z,
Bo T
z e
Co S w— ’

i

Amb linterruptor Q obert:
a) Els corrents de linia I,, Iz i I

b) Les tensions V,,, Vi, i V.
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c¢) Poténcia activa i reactiva absorbides de la xarxa.

Amb l'interruptor Q tancat:

d) Indiqueu el valor de cada una de les tres capacitats que s’han d'instal.lar en la bateria de
condensadors C, sies connecten en estrella, per tal que el factor de poténcia del conjunt sigui
de 0.95 (i). | si es connecten en triangle?

1
Z =(84+j27150092)10° =(84 +;289) 103 —A Zy X
! AO l =y
z
Z =3+j3 o141 T @12’3
Z, 3
C
60 1
a)

, 400 g
=2 V3 =88.25 -j104.95 I,=1,=1.=137.124
4 Z, (84 +j289) 107 + (1 +j1) 4 B¢

7 +
-1
I =1 (1 j\BJ=135j23.96 I =1 [1 +j\/§)=46.76+j128.9
B al 2 2 C Al 2 2
b)

z _
Vo 21 -1932 - 16.69 vV -v [1j\/§)=111.05j158.97
XN 3 A4 YN N | 2 2

e (1 +j\/§)=82.14+j175.66
XN 2 2

14
ZN
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V. = 30425 +j 14227 V= -289 -j33462
XY YZ
v, = - 27534 + j 19235 Veg = Vig = Vyy = 33587 V
c)
S =3V I' = (6114 +j 72.70) kVA
AN 4 P =61.14 kW Q = 72.70 kVAr
d)
P’ - 61.14 kW Cos ¢' = 095 P' =S Cos ¢/ S’ = 6436 kVA
Q' = /s - P = 20.1 kvAr Q+Q =0 Qc = - 526 kVAr
3V Q
Q=S =3wCW c--—-°<_
2 3w Vé
3 3
c, - 2010 05 mF Cp= 22010 o35mr
3100 = 4
3100 = {‘“X) 00 = 400
/3

Problema TR7

En el circuit de la figura, que s’alimenta a
380 V, s’han mesurat W, = 1000 W i W, = 500
W. Calculeu Z i el corrent.
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P = 1000 + 500 = 1500 W Q =/3 (1000 - 500) = 866 VAr S=JP?+Q*=1732 V4
-5 _2634 z--Y -840 Sing - 2 =05
J3U V31 S
Cos o - P - 0366 Z - 834 (0866 « j 0.5) = 722 + j 417 Q

Problema TR8

Ry La
A 1 / N Y Y
Calculeu, si s’alimenta a 380 V 50 Hz, les Rs
poténcies i els corrents si R, =47 Q, L,=02H, R;= B B
100 Q i C, =20 pF.
Ce
|
c i
N
Z =47 +j628 Q Z =100 Q Z =-j1592 Q
A B C
380 1+j0)
U _ 3
I = = =168 -j224 I, =28 A
4 ;A 47 +j 62.8
380 | -1 .3
L
[ = BV - - - 1.10 - j 1.90 I, =219 A
B VA 100

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



141

Problemes de sistemes trifasics

380 (-1 . |3
u S\ 2 ey
I = = = - 1.19 - j 0.69 I.=1384
¢z, - j 1592
S=U _I' +U_I'+U_ I =84877 +j 188.78
AN A BN * B CN ~C

S = 869.51 P = 848.77 Q = 188.78

Problema TR9
Un aparell trifasic consumeix, a 380V, les segiients poténcies P =2500 W i Q = 1500 VAr.

a) Calculeu els corrents que s’absorbeixen del generador.
b) Calculeu el valor dels condensadors que cal connectar per aconseguir que el generador no

subministri reactiva (casos estrella i triangle). Quins corrents s’absorbeixen del

generador?.
a)
P=\/3UICos ¢ ICOS(p:25000:3.798
/3 380
Q=\3UISing I Sin ¢ = 15000 _ ;5 579
/3 380
I = /3798 + 2.279% = 4.430 Cos ¢ = 0.857 Sin ¢ = 0.514
b)
Q 2200 2207
Q. = 1500 VAr Q,= TC =500 VAr Xoy = 0, 500 96.8 Q
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In 1
. ' C,= L -3288 uF
O l A XCY
X, - 380 _ 380 e
L Eﬂz @ "o 500 '
le
Cp= - - 11pF
W XCD
o |

Q. =3 UI. Sin ¢, Sin @, = 1 1= 19000 5599 4

V3 380
[T =1(Cos ¢ - jSin @) +jl.Sin ¢, =1, (Cos@, - j Sin ¢

Cos ¢, = 1 I =3798 +j0 I, -3798 A

Problema TR10

En una instal.lacio hi ha connectat un consum trifasic simétric (380 V. 8000 W 6000 VAr),
i dos consums monofasics (380 V. 1500 W 500 VAr) i (220 V 1000 W 200 VAr).

a) Sabent que els consums monofasics afecten a fases diferents, calculeu els corrents que
s'absorbeixen de cada fase del generador.

b) Es vol compensar el factor de poténcia del conjunt fins a Cos ¢ = 1 mitjangant una bateria de
condensadors en triangle. Quina poténcia subministra la bateria?

a
) §1 = 8000 + j 6000 S, = 10000 VA

S .
L= ' 1524 1 - 152 (8000 +J 6000
\/§ 380 1 10000

]* - 1216 - j 9.12

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Problemes de sistemes trifasics 143

—_—>
RO
ls 8 kW
So
Iy 6 KVAr
TO °
,L 1 kW 1.5 kW
NO =
200 VAr 500 VAr
S = 1500 + j 500 S, = 1581 VA
2
5 .
7 - 380 51439 z -9133 13007500 _gq 64 inggg
2 2
1581
53 = 1000 + j 200 S, = 1020 VA
5 .
520 o Z -47.46 1000 7200 _ 4654 931
31020 3 1020
Prenem la tensi6é senzilla de la fase R com a referéncia d’angles
I - 1216 - j9.12 I o-216 -j912 | L ;B3| 1397 - 597
IR 1S 2 2

_ . -1 .3 .
I =(1216 - j 9.12){ 5 +]2)_1.82+]15.08

U .
= 3800 -7 1) .
- - [ =t = - 132 -j395
llN llR " llS ! llT 0 28 Zz 86.65 + j 28.88 /

_ YRy _ 220(1 +j0) .
_ o - I - - = 455 - j 091
lyg =132 +J 39 TR Z 4652 +j 931 g

=1 =455 -j091 I, =(1216 - j9.12) + (455 - j 091) = 16.71 - j 10.03

I
T3N3
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I_=(- 1397 - j597) + (- 132 - j3.95) = - 1529 - j 9.9
I = (182 +j 1508) + (132 +j 3.95) = 3.14 + j 19.03
I =(0+j0)+ @455 -j091) = 455 - j 091

I, = 1948 A I = 1823 A I, =1929 4 I, =464 A

b)
P, = 8000 + 1500 + 1000 = 10500 W

Q, = 6000 + 500 + 200 = 6700 VAr Q. = - 6700 VAr

Problema TR11

Cal alimentar una instal.lacié formada per 300 bombetes de 220 V i 100 W cada una.
Sabent que per cada cable poden passar 7 A/mm? calculeu les seccions de cable necessaries i la
suma de seccions.

a) Si és monofasic.
b) Si es fa en trifasic en estrella (amb neutre)
c) Si es fa en trifasic en triangle

a)
P - 300 100 = 30000 W [ - 30000 136364
220
En monofasic calen dos fils
A = 136.36 = 19.48 mm?
7 Y A =2 1948 = 38.96 mm>
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b)
P =30000W=3UI 1= 30000 _ 4558 4
V3 380
Calen tres fases i neutre
A = M = 6.51 mm?
7 Y A -4651-2605mm?
c)
P - 30000 W [ = 30000 _ gg03 4
V3 220
Calen només tres fases
4= "8 _ 1125 mm?
7 Z A =3 11.25 = 33.74 mm?>

Problema TR12

En el circuit de la figuraL=0.2H, R, =68Q, R,=1Q,V =220V i f=50 Hz.

|
i, R, L
R —
|
i, R L
S ——
1
41—, R, L
T —
o l Ry Ry
Y -
—C —C C

a) Calcular 1s, I5 1 I;
b) Calcular C pertal que Cos ¢ =1
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a) In In
E— E— RZ
X, =2 750 02 - 6283 Q l
127+j0V llcn R! H X
1
R, - % - 2660 L
3
(¢}
1
Zz -1+ J62832266 5106 704
e 22,66 + j 62.83
;=220 . 127050 545 s

R 3z 2106 +j724

I=I(1jﬁ]=4.30j3.75 I=I[1+j‘/§)=1.09+j5.60
s R| 2 2 r R\ 2 2
b)
/ 220
[ =540 - j 1.85 I' =540 T
R R I = V3 =j 185
R - j X,
1 1
_ X. - 1 c-_ Y _4646 uF
Xc = 6851 Q < scC 2 7 50 6851 "
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Problema TR13

En el circuit de la figura

PN
Ups = Ugr = Upy =220V R (W —

|
(3
2 |

Calcular

a)le I It

b) MAB’ MBC’ MCA

c¢) Valor de les poténcies activa i reactiva consumides.
d) Lectures de W, i W,.

a)
Treiem I'esquema fase-neutre
Ry A
v-220 o R -20Q —
~ |
v ‘ z, @zg
Z - 36i30° 1030 -« j6 . |
2 3 M
Z -30+,20 z - (80 +/20)(10.39 +j6) _ 44 . j463
P (30 +j20) + (10.39 + j 6)
127 +j O ,
/| = = 10. - .07 =117 .
la= 5773 jaes 1085 /30 9 2545
1= 1179 10 545 = - 971 - j6.69 1= 1179 10 o545 = - 0.94 + j11.75
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b)
V=2, 1, =1057 +j10.13 = 1061945
V,, = 108195, 15 = - 44.08 j 96.61 vV, = - 6163 + j86.48
V=V, -V, = 14979 + j106.7 Vig = 184V = Vg, = V,,
V. =17.55 - j183.1 V_ = -167.34 + j76.35
BC CA
c)
§=3V_ I =3(127 +j0) (1065 - j5.07)" - 4056.75 + j 1930.32
P = 4056.75 W Q = 1930.32 VAr
P=-W, + W, - 4056.75 Q= /3 (W, - W, - 1930.32
d)
w, - W, = 1114.47 W, = 2585.61 W W, = 14711 W

Problema TR14

Una carrega simeétrica s'alimenta d’'una xarxa a 380 V 50 Hz consumint 12 kW i 16 kVAr.
Si la carrega esta connectada en estrella, calculeu:

a) Corrent de la linia

b) Valor de les impedancies que formen la carrega

c) Poténcia de la bateria de condensadors a connectar en triangle per aconseguir
Cos ¢ = 0.96 (i).

d) Valor de cada condensador.
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a)
S - 12000 + j 16000 S - 20000 VA Cos ¢ - 12000 _
20000
20000 - /3 380 / /- 304 A
b)
/- 30.4 06 - j0.8) 380
/3 . .
Z- V3 -72206 08 - 433 + /578
c)
P - 12000 W Q - 16000 VAr S - 20000 VA
! _ ! _ 12000 _ / _ 2 2 _
P'-12000 w s - 12999 12500 vA Q' - /S? - P2 - 3500 VAr
Q, - 16000 - 3500 - 12500 VAr
d)
2
X, - 380" _ 34660 c-_1  _9185uF
12500 © X,
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Problema TR15

El circuit de la figura s’alimenta amb un sistema trifasic
simétric i equilibrat de tensions. Quant val el corrent pel neutre?

Z =10+j7Q Z =10+j7Q
R S

Z_=10 +j7 Q
-

Com el sistema i la carrega son simétrics, el corrent pel neutre sera zero.

Problema TR16

Una carrega simétrica s'alimenta d’'una xarxa de " W
3 x380 V, es connecta un wattimetre tal com indica la
figura. Sabent que la poténcia activa consumida és de 7
30 kW, quina poténcia indica el wattimetre? N

CARREGA

SIMETRICA

P - 30000 W w- P _ 30000 _ 46000 w
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Problema TR17

Quina potencia activa i reactiva consumeix una carrega com
la de la figura si el corrent de linia absorbit és de 10 A~.

:Z :Z :4,4509 /R:IS:/T:10A

Z =4 45 =2.828 - j2.828 S-32/2-3(2828 - j2.828) 102 - 8485 - j 8485

Problema TR18

En el sistema trifasic de la figura es llegeixen les l—/J\
seglients lectures dels wattimetres R -(w,
W, = 1000 W W, - 1400 W s Loy CARREGA
: T

Quant val la poténcia activa consumida?

P- W, + W, - 2400 W
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Problema TR19

En el circuit de la figura la tensid d'alimentacié és de 380 V a una freqiiéncia de 50 Hz

lg 14 Ip
s = B
T = C
Z
S lly Zy
Zy
F
Z_ =005+/00Q Z =2+fj1Q Z =3+j1Q
S Y D
Calculeu

a) Amb linterruptor M obert, Ig, 1, I, i Iy

b) Amb Il'interruptor M obert, quant valen les tensions V,g, Vgc | Vca?

c) Amb linterruptor M tancat, el valor de C per tal que el conjunt de la instal.lacié
tingui un factor de poténcia de 0.98 inductiu

d) Amb linterruptor M tancat, I, 1, Iy i I

e) Corrent que circularia pel neutre si aquest es connectésa F amb M tancat

f) Corrent que circularia pel neutre si aquest es connectés a F amb M obert

£y%p _ 2+j1( +j03) - 0.67 + j0.258 Q
P z + Z <2+j1)+(1+j0.3)

IN
1]

-Z +Z_-072+/0258 Q
P s

£ =
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Io - I, - 287 A
Vye = 2059 V
I, -92 A

I, - 1954 A

I =1c0 +j1)

c

I - 2756 A

Io - 418 A

1

a)
1%
| -1 --—f% -270 - jo6.7
E 1 Z
- T
V, =1 Z_ =-2059 + /483
AG 1 P
v
| - A% _833 -;39.24
y o Z
Y
1%
| =45 _-1878 - j57.4
bz
— D
b)
Vig = Vo = Viy = V3 Vg = 356.7 V
c)
La 1, novaria. La_} ha de valer
I_=1g(0.98 - j0.20) I, = 270 - j96.7
=1 +1 0.98 /. = 270
E 1 C
0.20 /. - 96.7 - I,
X, = VRG=5_3Q X, =38 X;=157 Q
IC
d)

jE - 275.6 (0.98 - j0.20) - 270 - j 54.8

I =270 - j96.7

I - 275.6A

I, - 287 A

2 fX,

- 202 uF
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I, -833-j3024 I,-924
I - 1878 - j 574 I, = 1954 4
e)
Ipy = 0
f)
Ipy = 0

Problema TR20

Una carrega trifasica com la de la figura s’alimenta
amb un sistema equilibrat de tensions a tensié composta
constant de 220 V i freqiiencia variable. 220V

R =100 Q L=02H

Determineu I'expressio que dona la poténcia dissipada en funcié de la freqiiéncia de la xarxa,
P().

Quant val, per als casos f=50Hz i f=400 Hz.

X, =0olL=2nfL=2702f=04nf

Esquema equivalent fase-neutre R L
220
I V3

J1002 + (04 = )2

Poténcia dissipada per branca
P =RTI
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Poténcia dissipada total

[220 J2
4
P,=3RI*=3100 = £ = 484 10

100> + (04 = f* 10000 + 0.16 n> f>

f =50 Hz P(50) = 347 W
f =400 Hz P(400) = 1843 W
Problema TR21
Del circuit de la figura es demana
le I
380 V ‘ S
50 Hz ‘

N

Z =12+j090Q Z =3+j1Q

ZS=0.2 +70.1Q
Amb A i B oberts
a) Els corrents I, I, Ig
b) La tensi6 V,
c) Poténcies activa i reactiva totals consumides i factor de poténcia del conjunt.

Es tanquen els interruptors A i B

d) Corrent I

e) Valor dels condensadors C per tal que el factor de poténcia del conjunt sigui de
0.96 inductiu
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Interruptos A i B oberts, esquema equivalent fase-neutre
Z . ‘s
z =2 o300 o330 l
D 3 3
Fasor de referéncia 7 M :
v = 380 ey T°
3
a)
380
14 V3 .
I = = =103.77 -j74.124 = 127.52_,, .. A I, = 12752 A
S Z +7Z 14 +j1 :
S Y
380
14 /3 .
I = — = —"——— =19745 - j 6582 A = 208.13_ .. 4 I, = 208.13 A
D g 1 +j0.333 :
- D
[E = gs +[D = 30122 - j 13994 A = 332,14 ,,0,- A I, = 332.144
b)
V,=32Z,1I; =3 12> + 09% 127.52 = 3313 V
c)

P =3 VI, Cos ¢, =3 380 332.14 Cos (24.92°) = 198.3 kW

Q =3 VI, Sin ¢, = /3 380 332.14 Sin (24.92°) = 92.1 kVAr

S =3 VI, =3 380 332.14 = 218.6 kVA

fdp. = Cos ¢, = % - % - 091
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d)

simetric, els centres d'estrella d’ambdues estan al mateix potencial i, per tant0 |

e)

Cos ¢/ = 096 — §' - Tlgs - 2065 kVA

Q = /S? - P* = 5783 kVAr

Q. =0Q - Q' =921 - 57.83 = 34.28 kVAr

Cada condensador aporta% = 1143 kVAr i suporta una tensigfjo
3

c-_1 . 1 = 755.6 pF

w X 2 7 50 4.21

En ésser les carregues (4 els condensadors) simétriques i alimentar-se amb un sistema de tensions

per tant
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