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Introduccio

La linealitzacié per realimentacié de sistemes mecanics ens permet aplicar la teoria
de sistemes lineals a sistemes no lineals i dissenyar uns controladors estables.

La linealitzaci6 de sistemes dinamics, en general, és un problema obert. Una classe
particular de linealitzacié per realimentacié dinamica és linealitzar utilitzant la forma
normal de Goursat i les sortides planes.

Aquest problema ha estat estudiat durant les dues ultimes décades. Tot i aixi, aquestes
solucions comporten arrossegar un gran nombre de calculs per decidir si un sistema
és linealitzable per realimentaci6.

Per a un sistema no holonom, aquest problema és més senzill i aquest és el focus del
nostre treball.

La idea és que donat un sistema en variables d’estat, I’adaptem a sistema de Pfaff,
transformem aquest sistema de Pfaff en forma normal de Goursat i retornem al sis-
tema inicial de variables d’estat. Fem tot aquest procediment per finalment trobar
les sortides planes del sistema inicial. El gran avantatge de treballar amb la forma
normal de Goursat és que les sortides planes que obtenim tenen una forma molt més
simple.

La principal contribucié d’aquest treball és donar les eines i les pautes necessaries per
a la linealitzaci6 per realimentacié dels sistemes no holonoms de dues entrades a tra-
vés del disseny de la forma normal de Goursat. Dissenyarem controladors, de manera
que les trajectories solucié passin per unes certes condicions inicials i finals imposades.

Per a que tot el que anem a explicar quedi demostrat empiricament, treballarem amb
5 exemples. En el primer exemple trobarem un robot pla a l’espai format per una
base i un brag¢ robotic amb dos articulacions, que es pot trobar a [7], i en el segon
treballarem amb un robot amb dos bragos robotics units a una base central, que es
pot trobar a [5]. En el tercer exemple, extret de [7], observarem el comportament
d’un disc que gira sobre si mateix i que té un angle de gir amb el qual orienta el
seu moviment. N’estudiarem la trajectoria de les variables d’estat mijtancant les
simulacions numériques i un video.
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Seguidament, estudiarem la trajectoria d’un vehicle amb rodes expansibles extret de
[1], la motivaci6 del qual és una navegacié autonoma en terrenys dificils. Finalment,
repetirem els procediments explicats anteriorment al sistema que modela el moviment
d’un avio, estudiat en [6], pero introduint la teoria de la forma normal de Goursat.

En alguns casos il-lustrarem els resultats amb simulacions. A més, en un dels exemples
s’ha dissenyat un controlador que elimina les pertorbacions en les condicions inicials
i en un altre dels exemples s’ha creat un video il-lustratiu.

Hem analitzat i extret la teoria necessaria per dur a terme la linealitzacié per reali-
mentaci6 de [7] i [2], i ens hem guiat a ’hora d’explicar el procediment a seguir per
trobar les sortides planes per [4] i [3].

El treball esta organitzat de la manera segiient:

— Capitol 1: Introduirem nocions i conceptes basics d’algebra necessaris pel se-
guiment del treball.

— Capitol 2: Definirem els sistemes de Pfaff aixi com un seguit de proposicions i
teoremes respecte distribucions, que ens seran ttils per al segiient capitol.

— Capitol 3: Definirem el concepte de forma normal de Goursat i forma normal
estesa de Goursat. Enunciarem i demostrarem els teoremes fonamentals pel
nostre treball: el teorema de Pfaff, el teorema d’Engel, i el teorema de la forma
normal de Goursat.

— Capitol 4: Explicarem de manera guiada un procediment per linealitzar sistemes
de control i dissenyar controladors per resoldre el problema de generaci6é de
trajectories que vagin d’un punt inicial a un punt final.

— Capitols posteriors: Descriurem detalladament els 5 exemples abans mencionats,
el procediment seguit per trobar els controladors i les il-lustracions amb els
resultats obtinguts.
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Nocions d algebra

1.1 Algebres i ideals

1.1.1 Definicié Una dalgebra(V,®), és un espai vectorial V' sobre un cos (normalment
utilitzarem el cos dels reals), amb una operacié multiplicativa ©® : V x V — V que
satisfa:

m Donat un escalar o € R, a(a ®b) = (aa) ©b = a © (ab).

m Si existeix un element e € V tal que z @ e = e © x = x, Vo € V, llavors és tnic
i Panomenem element neutre.

1.1.2 Definicié Sigui (V,®) una algebra, direm que un subespai W C V' és un ideal
algebraic si:

zeW, yeV=zo0yyozrecW

Recordem que la interseccié d’ideals és també un ideal.
1.1.3 Definicié Sigui (V,®) una algebra i sigui A := {a; €V, 1<i<K} una

col-lecci6 finita d’elements linealment independents en V. Sigui S el conjunt de tots
els ideals que contenen a A, és a dir:

S:={I cV,Iideal, A C I}

L’ideal 14 generat per A esta definit per:

Q:ﬂ[

IeS

i és el minim ideal de S que conté a A, ’anomenem ideal minimal.
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1.1.4 Teorema Sigui (V,®) una algebra que conté l’element neutre. Sigui A =
{a; €V, 1<i< K} una colleccio finita d’elements de V i I4 lideal generat per
A. Aleshores per cada x € 14 existeizen vy, ...,vx € V vectors tals que

r=v10a+v20ax+...+vg ®ag
1.1.5 Definicié Sigui (V,®) una algebra, i I C V un ideal. Direm que dos vectors

x,y € V son equivalents modul I si i només si x —y € I. Aquesta equivaléncia es
denota per

r=y mod I

Si espai (V,®) conté ’element neutre, el teorema anterior ens diu que hi ha equiva-
léncia entre els vectors si i només si

K
T—y= Z 0; ® «;
i=1
per algun 0 € V. Aix0 es denotara com

r=y mod ai,qs,...,0K

ja que 'operacié modul es realitza sobre l’ideal generat per ay,aq,...,ax.

1.2 Algebra exterior

Considerarem V un espai vectorial, V* el seu dual i A*(V*) I’espai vectorial dels k-
tensors alternats amb una operacié multiplicativa.

L’operacié més habitual és el producte exterior perd, en aquest espai, el producte
exterior de dos elements de A*(V*), no pertany a aquest mateix espai. Aleshores,
A¥(V*) no és una algebra amb aquesta operacio.

Definim doncs 'operacié de la suma directa en l'espai de tots els tensors alternats
com:

AVH =N (VYA (V- @ A(V)

Aixi, donat & € A(V*), aquest tensor pot ser escrit com & = & + & + -+ + &, on
& € AP(V).

Notem que A(V*) és tancat per 'operacié de suma directa, per tant, és una algebra.

1.2.1 Definicié L’espai de tots els tensors alternats amb el producte exterior, (A(V*), A),

és una algebra que anomenarem dlgebra exterior sobre V*.
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Observem que I’algebra (A(V*),A) conté l'element neutre ja que 1 € A°(V*). Pel
teorema (1.1.4) afirmem que l'ideal generat pel conjunt finit

Yi={a; e A(V"), 1<i<K}
pot ser escrit de la forma:
K
Iy = {w EAVH)|r=D 0iNa;, 0;€ A(V*)}
i=1

Donat un conjunt X, pot ser possible generar Iy, amb un conjunt més petit de gene-
radors X'.

1.3 Sistemes d’equacions exteriors

L’objectiu d’aquesta seccid és resoldre el segiient sistema d’equacions:

a1 =0,...,ax =0
on a; € A(V*).

1.3.1 Definicié Un sistema d’equacions exteriors sobre V' és un conjunt finit d’equa-
cions linealment independents de la forma

on a; € A¥(V*) per algun 1 < k < n. Una solucié del sistema d’equacions exterior és
qualsevol subespai W C V tal que

alw=0,...,ax|lw =0
on alw representa a(vy,...,vx) per tot vy,..., vy € W.

Hem de tenir present que la solucié d’aquest sistema no és tnica ja que qualsevol
subespai W1 C W satisfa aly, =0 si a|lw = 0.

1.3.2 Teorema Donat un sistema d’equacions exteriors vy = 0,...,ax = 0, i el
corresponent ideal Is, generat per ¥ := {aq,...,ax} on a; € A(V*). Direm que un
subespai W resol el sistema si i només si satisfa ©|w = 0 per tot 7w € Ix.
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Demostracio:
Si w|W = 0 per tota m € Iy, aleshores, donat que l'ideal estd generat per ¥ =
{a1,...ax}, cada a; pertany a Iy i, conseqiientment, a;|W = 0, Vo; € Ix.

Reciprocament, si w € Iy, aleshores és de la forma

K
™= ZGZ N oy, 0; € A(V*)

i=1

Per tant, si o; |w =0 per 1 < i < K implica que 7|y = 0.

Aquest resultat ens permet tractar el sistema d’equacions exterior, el conjunt de
generadors de I’ideal i ideal algebraic com objectes essencialment equivalents. A
partir d’ara farem abus de notacié i denotarem de la mateixa manera el sistema
d’equacions amb el seu corresponent generador i el conjunt generador amb el seu
corresponent ideal.

1.3.3 Definicié Siguin ¥; i ¥5 dos conjunts de generadors. Si Iy, = Ir,, és a dir,
generen el mateix ideal, direm que els generadors son algebraicament equivalents .

Utilitzarem aquesta definicié per representar el sistema d’equacions exterior en una
forma més simplificada.

1.3.4 Definicié Sigui ¥ un sistema d’equacions exterior i Iy, 'ideal que el genera.
Definirem I’espai associat a l'ideal Ix, com

A(Iy) :=={veV]|vda € Iy,Va € I}

1.3.5 Definicié L’espai dual de ’espai associat o ’espai de retraccid de l'ideal ve
definit per C(Is) = A (Iv)" C V*.

Un cop hem determinat I’espai de retraccié podem trobar un sistema algebraicament
equivalent ¥’ que és un subconjunt de A(C(Iy)), l’algebra exterior sobre l’espai de
retraccio.

1.3.6 Teorema Sigui a;,...,a, una base de V. Aleshores el valor d’un k-tensor al-
ternat w € Ak(V*) és independent de la base d’elements a; si i només si a; Jw = 0.

Demostracio:
Sigui ¢1,..., ¢, la base dual a aq,...,a,. Llavors w pot ser escrita respecte la base
dual com

W= dsbj, Ny Ao Ny =Y dyiby
7 7

on la suma es fa sobre totes les k-tuples ascendents de .J. Si un element de la base
17 no conté ¢;, clarament a; 1 ; = 0.
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Si, contrariament conté ¢;, llavors a; I A ¢, A @i, A... A ¢j, # 0 ja que a; pot estar
sempre relacionada amb ¢; a través d’una permutacié que només afecta al signe.
Conseqilientment, (a;_Jw) = 0 si i nomeés si els coeficients d; de tots els termes que
contenen ¢; sén zero.

1.3.7 Teorema Sigui > un sistema d’equacions exterior i Is, el seu corresponent ideal
algebraic. Aleshores eristeiz un sistema algebraicament equivalent ¥’ tal que ¥’ C

AC(Iz)).

Demostracio:

Sigui vy,...,v, una base de V i ¢1,...,¢, una base dual triada de manera que
Urt1, ...,y generen A(Iy). Conseqiientment ¢1,..., ¢, han de generar C(Ix). Fem
inducci6:

Considerem « un 1-tensor en Iy, per tant en la base triada, o pot ser escrita com:

n
o= Z a;p;
=1

Tenint en compte que v_ia = 0 mod Iy, per tot v € A(Iy), aleshores a; = 0 per
t=r+1,...,n. Per tant,

,
a=Yaip;
i=1
Aixi, tots els 1-tensors en ¥ estan continguts en A1(C(Iy)).

Ara suposem que tots els tensors d’ordre menor o igual que k que pertanyen a Iy
estan continguts en A(C(Ix)). Sigui « un (k4 1)-tensor en Iy. Considerem el tensor

o =a—¢pi1 A (vpy1a)

El terme v, 41 Ja és un k-tensor en Iy, per la definicié d’espai associat i per hipotesis
d’inducci6 ha de pertanyer a C'(Is). El producte exterior d’aquest terme amb ¢, 11
pertany a A(C(Ix)). Es més:

Vpp1 A0 = v A — (Vg1 APpi1) A (Vg1 1) + Gpp1 A (Vpp1 I(Vp11 1)) =0

Pel teorema (1.3.6), &’ no té termes que depenen de ¢, 1.
Si reemplacem « per o, I'ideal generat serd invariant ja que:

ONa=0ANa" +0NAdri1 A (vp11]Q)
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1vpp1da € Iy,
Podem continuar el procés per v,42,...,v, per definir & que és un generador de Iy i
és un element de A(C(Iy)).

1.3.8 Exemple Sistemes algebraicament equivalents
Sigui v1, ..., vs una base de R6i 6., ..., 0 la base dual. Considerem el segiient sistema
d’equacions exterior:

a1 =60, N03=0

as =01 N0,=0

a3 =01 N0y —035N0,=0

g =01 NO3NO5 — 03 N0, Nbg=0

L’objectiu d’aquest exemple és trobar un sistema equivalent al donat perd expressat
de manera més simple.

Sigui Iy, l'ideal generat per ¥ = {ay, s, a3,a4} 1 A(Ix) Pespai associat de Ix.

Notem que 6; € A}(R®), per tant, ¥ ésta format per 2-tensors i 3-tensors. Donat que
k ~ ~
IEZ{WGA(R6)|7T:ZQi/\ai, HleA(RG)}
i=1

el cas en que tindrem un tensor de grau menor sera quan 6; € A°(R%*) que ens pro-
porcionara un tensor d’ordre 2, per tant, Is; no conté cap l-tensor.

Per la definicié de ’espai associat, deduim que

vday =0, vldas =0, wvldaz=0

Vegem quines condicions s’han de complir per a que les restriccions anteriors siguin
certes:

vlog = v_|(01 A\ 93)
— (0161) A3 + (—1)'61 A (v263)

= 91 (0)93 - 93(1))91 =0
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Cosa que implica que 60 (v) = 03(v) = 0. Similarment:

v_lag = v_i(01 Aby)
= (v_|01) A0y + (*1)191 A (’UJ04)

= 01 (’0)04 — 94(’0)91 =0

D’on es dedueix que 03(v) = 0. Finalment:

vl = ’U_I(91 ABy — 03 A 94)
= ’U_I(91 A 92) - ’U_I(93 AN 94)
= (U_|91> ABy — 601 A (v_|02) - (’UJ93) ANOy+ 63 A (’U_|94)

= 91 (0)92 — 92(1})91 — 93(’0)94 + 94(’[])93

Aixi, 04(v) = 0. Podem concloure que ’espai associat és combinaci6 lineal de v5 1 vg.

D’altra banda, expandim 1iltima restriccié que tenim:

v oy = (U_|(01 N 92)) A\ 95 + (91 A 02) N (U_|05) — (v_l(93 N 04)) A\ 06 — (03 A\ 94) AN (’U_|96)

= 95(1})91 A 02 - 96(1))03 N 94

Com v_ay C Iy, la contraccié serad de la forma:

vl = a(91 AN 92) + b(91 AN 63) + 6(91 A Oy — O3 N 6‘4)

Igualant les dues expressions obtenim que:

O5(v) = 0(v) = ¢, Yve A(Ix)

Perd v = xvs + yvg, per tant:
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05 (xvs + yve) c

=T =
O6(zv5 +yve) =y = c

Aixi v = ¢(vs + vg) 1 A(Is) = (vs + v6). Si seleccionem com a nova base de RS els
vectors:

W; = V4, Z:1,4, W5 = V5 — Vg, We = Vs + Vg
La nova base dual sera:

05 — 0s 05+ 06
2 ) Y6 = 9

77,':91'7 7':]-747 V5 =

Els quatre primers elements de la base dual sén clars, estudiem la resta. Per v5 s’ha
de complir que v5(ws) = 11 v5(wg) = 0. Sigui 75 = abs + bl:

(a95 + b96)(’U5 — ’1)6) = a95(v5) — a95(v6) + b96(v5) — beG(UG) =qa— b =1
(a¢95 + b@@)(’l)g) + UG) = a95(v5) + CL95(’U6> + b96(v5) + b96<’05) =a+b=0

05—0¢

5—¢. De la mateixa manera es

Conseqiientment a = %, b = —. Aleshores, 75 =
troba el darrer element de la base dual.

Respecte a aquesta nova base, 'espai de retraccié C(Ix) ve donat per:

CIs) = (s--57%)

En aquestes coordenades, el generador sera:

S = {1 A% A Avz — Y3 Aa, 1 Az Asy € A(C(Is))

1.3.9 Definicié6 Donada « una p-forma, definim I’espai dels divisors lineals de o com:

Lo={weV ' |wAa=0}

1.3.10 Teorema Sigui I un ideal generat pel conjunt:

Y ={w,...,ws O}

on w; € V* i Qe A>(V*). Siguir el menor enter tal que
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Q)™ AW AL Aws =0
Aleshores Uespai de retraccio C(Ix) té dimensid 2r + s.

Demostracié:
Considerem primer el cas s = 0. Aleshores, ¥ = {Q} i ()" = 0. Com l’ideal
generat per % ve definit per

Iy = {w EAVH)|m=) 0:AQ, 0i¢€ A(V*)}
i=1
un element de I, sera combinacio lineal de ,Q2,...,Q".
Com Q € A(C(I)) i Q" € A*(C(Ix)) aleshores:

dim(C(Ig)) > 2r
Sigui ara f: V — V* una aplicacié lineal definida per
flz)=22Q, zeV

Notem que l'ideal generat per 3 no conté cap 1-forma, per tant,

r1Q=0<= 2z € A(lx)

Aixo demostra que

ker f = A(Iy)

Per tant, dim(ker f) = dim(A(Ix)). Donat que A(Is) = C(Ix)*, aleshores:

dim(ker f) <n —2r

D’altra banda per s = 0:

rIQH = (r+ D) (zaQ)AQ" =0

la darrera igualtat prové del fet de que Q™! = 0.
Un element de la imatge de f pertany a Lor ja que:

Im f={weV' |w=210, zeV}
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Aquesta condici6 implica que w A QP = (z1Q) A Q" = 0, aixi, w € Lor. Per tant,
Im f C Lgr.

Com " té grau 2r i té com a maxim 2r divisors lineals,
dim(im f) < 2r
Un resultat elemental d’algebra lineal ens diu que:

dim(ker f) 4+ dim(im f) =n

Per tant, dim(imf) = 2r, dim(kerf) = n — 2r i, conseqiientment, dim(C(Ix)) = 2r.

En el cas general, considerem W* = {wy,...,ws}, que té dimensio s.
Aleshores W = (W*)+ C V i lespai quocient V*/W* tenen una relacié induida per
la de V amb V* i s6n espais vectorials duals. Per hipotesi:

Q"ANwi Awag Ao . Aws #0

iO"Awp Awa A .. Aws € A2"T5(C(Ix)), de manera que

dim(C(Ig)) > 2r +s
Considerem l’aplicaci6 lineal segiient:

f

fw | AR VA

on 7 és la projeccio a I’espai quocient i f és 'aplicacié definida anteriorment.

Com en el cas trivial, volem trobar fites superiors per a les dimensions del nucli i de
la imatge de f'.

Emprant el resultat d’algebra sabem que:

dim(ker f') + dim(im f') = dim(W) =n —s

Raonant de manera similar al cas anterior, trobem:

dim(ker f) <n—2r—s
dim(im f) < 2r

En conseqiiéncia, dim(C(Ig)) = 2r + s.
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1.4 Codistribucions

1.4.1 Definicié Una distribucid diferenciable associa un subespai de ’espai tangent
a cada punt p € M. Es representat com la combinaci6 lineal de d camps vectorials
diferenciables com segueix:

A={fi,..., fa)

La dimensié de la distribucié en un punt ve definida com la dimensié del subespai
A(p). Una distribuci6 és regular si la seva dimensié no depén de p.

1.4.2 Definicié Definim la codistribucié com la funcié que assigna a cada punt de
la varietat un conjunt de 1-formes. Aquesta combinacié lineal d’1-formes serd un
subespai de l'espai cotangent Ty M. Denotem l'aplicacié per

Q(p) = (wWi(p), ..., wa(p))

Hi ha una relacié de dualitat entre les distribucions i codistribucions que ens permet
construir codistribucions a partir de distribucions i viceversa.

Donada una distribucié A, per cada p en un entorn de U, considerem totes les 1-formes
que punt a punt anul-len tots els vectors de A(p),

At (p) = (wp) € T;M :w(p)(f) =0, YfeAp))

Clarament, A*(p) és un subespai de Ty M i, en conseqiiéncia és una codistribucio.
Anomenarem a At I’anul-lador o dual de A. Reciprocament, donada una codistribu-
ci6 ©, podem construir la distribucié anul-ladora o dual punt a punt com:

Ot (p) = (v e T,M :w(p)(v) =0, Vuw(p) € Qp))

1.4.3 Exemple Codistribucié d’un unicicle
Considerem el sistema que descriu la cinematica d’un monocicle:

T = uq cos 6

4y = usiné

é = U2
Que el podem reescriure com:
x cos 6 0
gy | =1 sinf Ju+| 0 |us= frus + fous

0 0 1
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La distribuci6 és:

A= (f1,f2)

Per trobar la codistribucio, per definicié, hem de buscar una 1-forma w = adz+bdy+
cdf tal que w_1f =0 per tot f € A, és a dir:

w_lfy =acosf +bsinfd =0

(JJJfQ =c=0
Triem per exemple a = sinf i b = — cos f, aixi la codistribuci6 és:

At = ()

on w = sinfdx — cosfdy + 0d6 és la restriccié de rodar sense lliscar.



2
Sistemes diferencials
exteriors

L’espai de totes les formes en una varietat M,
QM) = (M) & - & Q" (M),

juntament amb el producte exterior s’anomena dalgebra exterior en M. Un ideal alge-
braic d’aquesta algebra es defineix com un subespai I tal que si « € I llavors aAS € T
per qualsevol 8 € Q(M).

2.0.4 Definicié Unideal I C Q(M) es diu que és tancat respecte una derivada exterior
si i només si

a€l=dael,
o analogament, si dI C I. Un ideal algebraic que és tancat respecte derivacié exterior
s’anomena ideal diferencial.

Un conjunt finit de formes, ¥ = {a1,...ax} generen un ideal algebraic

K
Iy = {MGQ(M)wZHi/\ai per a certes 0; GQ(M)}

=1

També podem parlar de Iideal diferencial generat per ¥. Aixi doncs, si Sy denota el
conjunt de tots els diferencials que contenen ¥, llavors 1'ideal diferencial generat per
) es defineix com el més petit diferencial ideal que conté :

Ty, = ﬂI.

IeSy

2.0.5 Teorema Sigui X un conjunt finit de formes, i Iy, l’ideal diferencial generat per
Y. Definim el conjunt
Y =X uUds

que denota l’ideal algebraic generat per Is .

Demostracio: Per definicio, Zy; és tancat respecte la derivada exterior, per tant

Y C Is.. Conseqiientment, Isy C Zy. L’ideal Iy és tancat respecte la derivada

exterior i conté X per construccié. Llavors, per la definicié de Zyx, tenim que Zy, C Iy
O

L’espai associat a Iy, s’anomena, distribucid caracteristica de Cauchy i es denota per

A(Ty).
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2.1 Sistemes diferencials exteriors

En la secci6 anterior hem introduit sistemes exteriors d’equacions en un espai vectorial
V i hem caracteritzat les seves solucions com a subespais de V. Ara estem preparats
per definir una notacié similar per un conjunt de formes diferencials definides en
una varietat M. El problema basic sera estudiar les subvarietats integrals de M que
satisfacin les restriccions representades pels sistemes diferencials exteriors.

2.1.1 Definicié Un sistema diferencial exterior és un conjunt finit d’equacions
a; =0,...,a, =0,

on cada o; € QF(M) és una k—forma suau. Una solucié a un sistema diferencial
exterior és qualsevol subvarietat N de M que satisfd «;(x)|7,n = 0 per tot z € N i
per tot i € {1,...,r}.

Un sistema diferencial exterior es pot veure des d’un altre punt de vista com un
sistema d’equacions exteriors en T, M. Vist aixi, hom pot esperar que la solucio
estigui definida com una distribucié en una varietat. EIl problema amb aquest punt
de vista és que moltes de les distribucions sén no integrables, i nosaltres volem que el
conjunt de solucions sigui una col-lecci6 de subvarietats integrals. Per tant, limitarem
el conjunt de solucions a distribucions integrables.

2.1.2 Teorema Donat un sistema exterior diferencial
a1 =0,...,ax =0

i el seu ideal diferencial corresponent s, generat pel conjunt de formes
Y=Aay,...,ax},

una subvarietat integral N de M resol el sistema d’equacions exteriors si i només si
també resol l’equacio m = 0 per cada 7 € Iy.

Demostracié: Si una subvarietat integral N de M és solucié de X, llavors per tot
x € Nipertotie{l,...,K},

a;(2)|m,n = 0.
Prenent la derivada exterior obtenim
do;(z)|m,n = 0.
Per tant, la subvarietat també satisfa el sistema diferencial exterior
a1 =0,...,ax =0, da;=0,...,dayg =0.

Pel teorema 2.0.5 sabem que l’ideal diferencial generat per 3 és igual a ’ideal algebraic
generat pel sistema anterior. Per tant, el teorema 1.3.2 ens diu que cada solucié N
de ¥ és també una solucié per cada element de Zy,. De manera inversa, si N resol
I'equacié m = 0 per cada w € Iy, llavors en particular ha de resoldre X. O
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Aquest teorema ens permet treballar ja sigui amb els generadors d’un ideal o amb
I’ideal en si. De fet, alguns autors defineixen els sistemes de diferencials exteriors
com a ideals diferencials de Q(M). Degut a que un conjunt de generados ¥ genera
un ideal diferencial Zy, i un ideal algebraic Iy, podem definir dos nocions diferents
d’equivaléncia pels sistemes diferencials exteriors. Dos sistemes diferencials exteriors
11 ¥ es diu que sén equivalents si generen el mateix ideal diferencial, és a dir,
Iy, = Ix,. Intuitivament, volem pensar que dos sistemes diferencials exteriors séon
equivalents si tenen el mateix conjunt de solucions. Per tant, anem a parlar sobre
I’equivaléncia general en aquest ultim aspecte.

2.2 Sistemes de Pfaff

Els sistemes de Pfaff son de particular interés pel fet que es poden utilitzar per
representar un conjunt d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre.

2.2.1 Definicié Un sistema diferencial exterior de la forma
o =0 = =a, =0,

on les a; son 1-formes independents en una varietat de dimensio n, s’anomena, sistema
de Pfaff de codimensi6 n—s. Si {a1,...,q,} és una base de Q' (M), llavors el conjunt
{ast1,-..,a,} s'anomena complementari del sistema de Pfaff.

Una condicid independent és una 1-forma 7 que es requereix que sigui no negativa al
llarg de la corba integral del sistema de Pfaff. Es a dir, si a;(c(t))(c/(t)) = 0, llavors
7(c(t))(c'(t)) # 0. Les 1-formes a, ..., o generen l'ideal algebraic

I={ceQM):chax ... Nas =0}.

L’ideal algebraic generat per les 1-formes «; és també un ideal diferencial si es satisfan
les segiients condicions.

2.2.2 Definicié Un conjunt d’1-formes linealment independents o, . . . , @ en entorn
d’un punt es diu que satisfan la condicié de Frobenius si s’acompleix una de les
segiients equivaléncies:

1) da; és combinacio lineal de «y, . .., as.
2) do; Aag A...Nas=0peral <i<s.
3) dOti = Zj‘:l 0]‘ N Q.
Quan da; és combinaci6 lineal de aq, ..., as, s'utilitza freqiientment la segiient ex-

pressio
do; =0 mod ag,...,as 1<i<s

on l'operaci6 mod es realitza implicitament sobre 1’ideal algebraic generat pels «;.
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2.2.3 Exemple Continuacié de 'unicicle. Anem a il-lustrar els conceptes anteriors
a partir de I'unicicle. Noti’s que 'unicicle pot ser descrit per la codistribucio

w = sin fdx — cos Ody + 0d6.
La derivada exterior de w és
dw=cos0df A dx+sinfdf A dy,
i per tant
dw N w=—cos?>df A dx A dy+sin®df A dy A de = —dx A dy A df # 0.

Com la segona condici6 de la definici6 (2.2.2) no es satisfa, I no és un ideal diferencial.

2.2.4 Teorema Teorema de Frobenius per codistribucions

Sigui I un ideal algebraic generat per les 1-formes linealment independents oy, . .., Gy
que satisfan la condicid de Frobenius. Llavors en un entorn de x existeix un sistema
de coordenades y1,...,y, de manera que

I=A{ay,...,an—r} ={dYrs1,-..,dyn}.

Demostracié: Anem a demostrar el teorema per induccié sobre r. Sigui r = 1. Lla-
vors el subespai W= C T, x € M, té dimensi6 1. Relatiu a un sistema de coordenades
locals x;,1 < i < n, les equacions del sistema diferencial estan escrites en la forma
classica

dry _dzy,
X1 (.’L‘) Xn (LL') ’
on les funcions X;(z1,...,2,), no totes son 0, son els coeficients d’un camp vectorial
X =3, X;(2)0/0x; format per W;-. Pel flow box coordinate theorem, podem triar
coordenades 1, ...,yn, tals que W esta format pel vector 9/dy;, llavors W, esta
formada per dys, . ..,dy,. Aquesta tltima forma clarament un conjunt de generadors

de I. Noti’s que en aquest cas la condicié de Frobenius és nul-la.

Suposem 7 > 2 i que el teorema és cert per 7 — 1. Siguin z;,1 < i < n, coordenades
locals tals que
Ayee ey Oprp, dmr

son linealment independents. El sistema diferencial definit per aquestes n —r + 1
formes també satisfa la condicié de Frobenius. Per ’hipotesi d’induccié existeixen
coordenades y; de manera que

AYr s dYp i1, - - -, dyn

formen un conjunt de generadors del corresponent ideal diferencial. D’aqui obtenim
que o bé dx, és una combinaci6 lineal d’aquestes formes o bé x, és una funcié que
depen de y,, ..., y,. Sense pérdua de generalitat podem suposar

0z, /0y, # 0.

Com

oz, ox, .
dz, = —d 1<i<n-—
o= Gy T2 Gy ey 1SiSn o

2
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podem resoldre dy, en termes de dx, i dy,41,...,dy,. Com aq,...,a,_, sén combi-
nacions lineals de dy,, ..., dy,, les a; poden ser expressades en la forma

;= Zaijdyrﬂ +bidr,, 1<i,j<n-—r.
J

Com «; i dz, son linealment independents, la matriu (a;;) ha de ser no singular. Per
tant, podem trobar un nou conjunt de generadors de I en la forma

o = dy,yi + pide,, 1<i<n-r,

i la condicié de Frobenius es compleix. La diferencial exterior ens déna

On:
dal; = dp; N dx, = Z apl duy A dzx, =0, mod of,...al,_,.
1<a<r—1 YA

D’aqui obtenim que
Opi/0yx =0, 1<i<n-—r 1<A<r-1,

el que significa que els p; s6n funcions de y,, . . ., y,. Per tant, en les y-coordenades que
estem estudiant, un sistema de n —r 1-formes només utilitza les n —r + 1 coordenades
Yrs - - -y Yn. Aix0 redueix el problema a la situacié descrita al principi de la demostracio.
Per tant, la induccié queda completa. O

Pels sistemes diferencials exteriors més generals tenim els segiients resultats d’inte-
grabilitat.

2.2.5 Proposicié Si la distribucid caracteristica de Cauchy A(Zsx) de Iy, té dimensio
constant r en un entorn de x, llavors la distribucié A(Zy;) és integrable.

Demostracié: Sigui £ un camp vectorial de I'ideal diferencial Zy,. Sigui L¢ la derivada
de Lie definida per £. Sabem que

Le =d(€ 1)+ (£ )d.

Com Zy és tancat, tenim que dZy, C Zy. Si € és un camp vectorial caracteristic,
tenim que § 1Zy, C Zx. D’aqui obtenim que L¢Zy, C Zx. Per a continuar necessitem
demostrar

[Le,n ] = Len 3 —ndLe = [€,m] -, (2.1)
que és valida per qualssevol camps vectorials &, 7.
Per demostrar (2.1) observem que L és una derivada de grau 01 n I és una derivada
de grau -1, per tant [Lg,n 1] és també una derivada de grau -1. Aixi doncs, n’hi ha
prou per verificar (2.1) en veure que passa quan les dues parts actuen sobre funcions

f i diferencials df. Es evident que, a l’actuar sobre f, ambdues parts donen 0. A
Pactuar sobre df, tenim que

[Le;ndldf = Le(nf) —nddnf)
= [Enlf =& adf.

Aixo demostra (2.1) i per tant la proposicio. O
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2.2.6 Teorema Sigui Z un ideal diferencial amb espai retractil C(Z) amb dimen-

sid constant s = n — r. Llavors existeix un entorn en el que hi ha coordenades
(1, -, Tr; Y1, .-, Yn de manera que I té un conjunt de generadors que son formes
en yi,...,Ys i els seus diferencials.

Demostracié: Per la proposicié 2.2.5 el sistema diferencial definit per C(Z), o el
que és el mateix, la distribucié definida per A(Z), és completament integrable. Hem
de triar coordenades (x1,...,%.;y1,...,ys) de manera que les coordenades escollides
vinguin definides per

Yo =const, 1<o<s.

Pel teorema de retraccié, Z té un conjunt de generados que sén formes en dy,,1 < o <
s. Pero els seus coeficients poden incloure z,,1 < p < r. Anem a veure que podem
triar un nou conjunt de generadors de Z que siguin formes en les y, coordenades i
que z, no hi aparegui. Per excloure el cas trivial suposem que Z és un ideal propi, i
per tant no conté funcions diferents de zero.

Sigui Z, el conjunt de g-formesen Z, ¢ = 1,2, ... Siguin ¢4, ..., ¢, 1-formes linealment

independents en Z; tals que qualsevol forma en Z; sigui combinaci6 lineal d’elles. Com

7 és tancat, dyp; € T, 1 < i < p. Per a un p fixat tenim que % € A(Z), que implica
P

0
oz, Jddpi = Lajos,pi € T,
ja que la banda esquerra té grau 1. D’aqui obtenim que
i .

Er Lojou,pi = E aijp;, 1<14,7<p (2.2)
P -
J

on la banda esquerra representa la forma obtinguda de ¢; mitjangant les derivades
parcials dels coeficients respecte a x,.

Per aquest p fixat considerem x, com a variablei z1,...,Zp—1,Zpt1,- - Tr Y15+ Ys
com a parametres. Considerem el sistema d’equacions diferencials ordinaries

dZi
dz,

= Zaiij, 1 S Z,j S p- (23)
J

k), 1 < k < p, un sistema de solucions fonamentals, de manera que

Sigui zl(
det (z§k)) # 0.
Anem a substituir ¢; per @y definida per
i = ZZZ-(]C)@/@- (2.4)
Diferenciant (2.4) respecte x, i utilitzant (2.2) i (2.3) tenim que

05

= 07
Oz,

i llavors @, no depen de x,. Aplicant el mateix procediment a les altres x, arribem a
un conjunt de generadors de Z; que son formes en y,.
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Suposem el mateix procediment dut a terme per Zi, ..., Z,_1, llavors estan formats per
formes en y,. Sigui J,_1 'ideal generat per Z;,...,Z,_1. Siguin 9o € Z;, 1 < a <1,
linealment independents mod J,_1, tals que qualsevol g-forma de Z, és congruent
mod J,—1 a una combinacié lineal d’elles. Per '’argument anterior aquestes formes
inclouen

0
— =1L .
ail'p - dwa 8/8zpwo¢

Per tant tenim
O
Oz,

=Y bigs, mod Jy, 1<af<r
Per I’argument anterior, podem substituir ¢, per {Eﬁ de manera que
Mo

aijjp € jqfl.

Aix0 significa que podem escriure

Obe = an A WZ,
h

Oz,

onnt €Ty U---UZ,_; isoén també formes en y,. Sigui " definida per
00"
—2 = wZ.
0z,

Llavors les formes

%:Ja_zng/\gz
h

no depenen de z,, i es poden utilitzar per substituir ¢). Aplicant aquest procediment
a totes les z,,1 < p <, definim un conjunt de generadors de Z,, que només té formes
en Y. |

2.3 Derived flags

Si I’ideal algebraic generat per un sistema de Pfaff no satisfa la condicié de Frobenius,
llavors no és un ideal diferencial. No obstant, pot existir un ideal diferencial que
sigui un subconjunt de l'ideal algebraic. Podem trobar aquest subideal prenent la
derived flag del sistema de Pfaff. Sigui I(9) = {w1,...,ws} lideal algebraic generat
per 1-formes independents wy, . ..w,. Definim I com

IV =el®:dx=0 mod IV} c 1,

L’ideal I s’anomena sistema de primeres derivades. L’analeg al sistema de primeres
derivades des del punt de vista de la distribucié ve donat pel segiient teorema.

2.3.1 Teorema Si I'9) = A+, llavors IV = (A + [A, A])*.
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Demostracié: Sigui 19 generat per combinacé lineal de les 1-formes wy, ..., ws i
sigui A la seva distribuci6é anul-ladora. Per definicié tenim que

IW ={wel®:dw=0 mod I},

Sigui n € I, Llavors, dnp =0 mod I® i aixo significa que

d’f} = Zgj /\wj
j=1

per a certes formes ;. Siguin ara X i Y camps vectorials en A. Com A és la
distribucié anul-ladora de I®)] llavors w;(X) = w;(Y) = 0. També tenim que n €
IM ¢ 1O i llavors 7(X) = n(Y) = 0. Ara, utilitzant Pexpressié de dn,

Zﬁj /\wj(X,Y)

j=1

- Zej(X) ANw;i(Y)—0;(Y) Aw,;(X)

dn(X,Y)

= 0.
La férmula de Cartan ens dona
dn(X,Y) = Xn(Y) - Yn(X) —n([X,Y]) =0,

i llavors
n([X,Y]) =0.

Aixo significa que 1 anul-la qualsevol camp vectorial pertanyent a [A; A], a més d’a-
nul-lar qualsevol camp vectorial de A. Llavors, n € (A + [A, A])* i per tant

IW c(A+[A, A

Per veure 'altre inclusio, siguin n € (A +[A, A])L i X i Y camps vectorials en A. La
féormula de Cartan ens déna

dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) = n([X,Y]) =0
i llavors dn = 0 mod I, el que significa que € 1),

Aixi doncs, (A +[A, AD)*F € IW, i per tant (A + [A, AL = 1D, O

Hom pot continuar de manera inductiva amb aquest procediment d’obtenci6 de sis-
temes derivats i definir

IO = el® . dx=0 mod IM} c 1M

0, en general,
T6FD — X e I® g =0 mod I®} ¢ 1),

Aquest procediment déna lloc a una seqiiéncia de codistribucions

I® c k=Y c...c1®c 10, (2.5)
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També podem generalitzar el teorema 2.3.1. Si definim Ay = (I0)+ A, = (IMW)+
i en general Ay = (I®)L llavors no és dificil demostrar que si I*) = A aleshores
I*RFY = (Ag + [Ag, Ax])*. La demostracié d’aquest fet és similar a la demostracio
del teorema 2.3.1 pero utilitza una forma més general de la formula de Cartan. La se-
qiiéncia descendent de codistribucions (2.5), anomenada derived flag de I(?), s’associa
amb una seqiiencia ascendent de distribucions, anomenada la filtracié de Ay,

A DAg_1D - DA DAy

Si la dimensié de cada codistribucié és constant, llavors existeix un enter N tal que
IWN) = [(N+1) - Aquest enter N s’anomena la longitud de la derivada de I. Es diu
que una base de 1-formes o; per I és adaptada a la derived flag si podem triar una
base de cada sistema derivat IU) que sigui subconjunt dels o;. La codistribucio )
sempre és integrable per definici6 ja que

dI'™) =0 mod 1™,

La codistribucio IN) és el subsistema integrable més llarg en I. Per tant, si I(N) = {0}

llavors existeixen funcions hy, ..., h, tals que {dhq,...,dh,} C I. Com a conseqiién-
cia, si un sistema de Pfaff conté un subsistema integrable IN) = {0}, que esta format
per les combinacions lineals de les 1-formes dhy,...,dh,, llavors les corbes integrals

del sistema estan limitades per satisfer les segilients equacions per algunes constants
kia
dhi=0= h;=k;, pera 1<i<r

o equivalentment, les trajectories del sistema han de romandre dins de la varietat,
M={z:h(x)=k pera 1<i<r}

En particular, aixo implica que si I(N) # 0, no és possible trobar una corba integral
del sistema de Pfaff que connecti un parametre x(0) = z¢ amb un altre parametre
x(1) = x tret que els parametres inicial i final satisfacin

hl(l'o) = hz(xl) per a 1 S 7 S r.
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3
La forma normal de
Goursat

Ara que hem definit un sistema diferencial exterior i hem introduit algunes eines
per a l'analisi dels mateixos, estem preparats per estudiar algunes formes normals
importants dels sistemes diferencials exteriors. Ens limitarem als sistemes de Pfaff. La
primera forma normal que introduirem, la forma de Pfaff, estd restringida a sistemes
d’una sola equacid. La forma d’Engel s’aplica a dues equacions en un espai de dimensio
4,1 la forma de Goursat és per n — 2 equacions en un espai de dimensi6é n. La forma
normal de Goursat estesa es defineix per sistemes amb codimensié més gran que 2.
Les formes normals de Goursat poden ser pensades com la generalitzacié dels sistemes
lineals. El seu estudi ens portard a I’estudi de la linealitzacié dels sistemes de control.

3.1 Sistemes d’una equacié

En primer lloc estudiarem els sistemes de Pfaff de codimensié n—1, o sistemes formats
per una sola equacié

a=10

on « és una l-forma en una varietat M. En alguna carta (U,z) d’un punt p € M
podem expressar ’equacié com

aq (CC)dJ?l =+ ag(I)dl‘Q + -+ am,(l')dxn = 0.

Per tal de comprendre les varietats integrals d’aquesta equacié mirarem d’expressar
« com una forma normal realitzant un canvi de coordenades.

3.1.1 Definicié Sigui o € Q!(M). L’enter r definit per
(da)" N #0
(da)" " Aa=0

s’anomena rang de a.

El segiient teorema ens permetra, sota una condicié de rang, escriure o com una forma
normal.
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3.1.2 Teorema Teorema de Pfaff
Sigui o € Q1 (M) amb rang r constant en un entorn de p. Llavors existeiz una carta
(U, 2) tal que en aquestes coordenades, o = dzq + zadzs + -+ - + z2,d2or41.

Demostracié: Sigui Z l'ideal diferencial generat per a. Pel teorema 1.3.10 l’espai
de retracci6 de 7 té dimensié 2r 4+ 1. Pel teorema 2.2.6 existeixen coordenades locals
Y1, - - -, Yn tals que Z té un conjunt de generadors en y, . .., y2,+1. Llavors, pel nombre
de dimensi6, qualsevol funcié f; d’aquestes 2r + 1 coordenades compleix que

(da)” N a A dfy =0.

Ara, sigui Z; I'ideal generat per {df1, o, da}. Sir =0, llavors el resultat ve donat pel
teorema de Frobenius (teorema 2.2.4). Si r > 0, llavors les formes df; i o han de ser
linealment independents, ja que « és no integrable. Aplicant el teorema 1.3.10 a 7y,
sigui r; ’enter més petit tal que

(da)™ ™ A o A dfy = 0.

Clarament, r; + 1 < r. D’altra banda, el signe d’igualtat s’ha de mantenir per qué
(da)™ A « # 0. Aplicant el teorema 2.2.6 a 7; existeix una funci6 fo tal que

(o)™™' A a A dfy A dfs = 0.
Repetint aquest procés, trobem r funcions fi, fo, ..., fr que satisfan
da N a Adfy Ndfs A - Ndf, = 0,
a Adfi Ndfa N ANdf, # 0.

Modificant o per un factor, podem escriure

a =dfry1 + g1dfy + - - + grdfy.

Com (da)” A a # 0, llavors les funcions f1,..., fr+1,91,- .., g, son independents. El
resultat s’obté doncs prenent

21 = fr+1 22i = Gi 22i4+1 = kfi

per 1 <:<r. O

3.1.3 Exemple Unicicle en forma de Pfaff
Considerem com a exemple 'unicicle descrit anteriorment per la codistribucié I =
{a}, on a =sinfdx — cosf dy. Podem veure clarament que

da=cosfdf A dx+sinfdf A dy
i per tant
da Na = di ANdy N dx#£0,
(da)> Na = 0.

Llavors, « té rang 1 i pel teorema de Pfaff (teorema 3.1.2) existeixen coordenades
21, 22, 23 tals que
o = le + ZQng.

En aquest exemple obtenim facilment

a=dy+ (—tanb)dz.
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El segiient teorema és similar al teorema de Pfaff i simplement ens permet expressar
el resultat d’una forma més simétrica.

3.1.4 Teorema Versié simétrica del Teorema de Pfaff

Donat qualsevol o € QY(M) amb rang constant r en un entorn U de p, llavors exis-
teixen coordenades z,y1,...,Yr,T1,..., %, tals que

1 i
oa=dz+ 3 ;(yidxi — z;dy;).

Demostracio: El canvi de coordenades

1
2= 2= 5 ) Tl
2 i=1
22i = Ui 1 S i S T,
22i+1 = Xy 1 S 7 S T.
redueix el teorema anterior al teorema de Pfaff. O

Es diu que el sistema de Pfaff & = 0 en una varietat M té la propietat d’accessibilitat
local si cada punt z € M té un entorn U tal que cada punt en U es pot unir amb z
per mitja d’una corba integral. El segiient teorema ens respon la pregunta de quan el
sistema de Pfaff té la propietat d’accessibilitat local.

3.1.5 Teorema Teorema de Caratheodory
El sistema de Pfaff
a=0,

on « té rang constant, té la propietat d’accessibilitat local si i només si

aAda #0.

Demostracié: La condicié anterior simplement ens diu que el rang de o ha de ser
més gran o igual a 1. Si « té rang 0 llavors da A o = 0, aleshores pel teorema de
Frobenius (teorema 2.2.4), podem escriure

a=dh=0

per una certa funcié h. Les corbes integrals séon de la forma h = ¢ per a qualsevol
constant c. Ja que només podem unir punts p,q € M pel qual h(p) = h(g), no tenim
la propietat d’accessibilitat local.

Sigui doncs a amb rang r > 1. Pel teorema 3.1.4, podem definir coordenades
ZyT1y ey Tpy Ylye- oy Yry UL,y - ., Ug €n algun entorn U, on 2r + s + 1 és la dimensio
de M, tals que

1 r
a=dz+ 5 Zl(%dxl — z;dy;) = 0,

i llavors
T

1

dz =5 > (idw; — widy;).

i=1
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Donats dos punts p,q € U qualssevol podem trobar corbes integrals ¢ : [0,1] — U
amb ¢(0) = pic(l) = g. Com estem treballant de manera local, podem assumir que
el punt inicial p és lorigen: z(p) = x;(p) = y:(p) = w;(p) = 0. Definim el punt final
q com 2(q) = z1,z;(q) = x14,9:(q) = Y14, ui(q) = u1;. Degut a que l'expressio de la
1-forma « no depén de les u; coordenades, podem triar la corba tuy; per connectar
les u; coordenades de p i q.

En el pla (z;,y;) hi ha moltes corbes (z;(t),y;(t)) que uneixen 'origen amb el punt
desitjat (z1;,y1;). Necessitem trobar una que envii la coordenada z a la coordenada
z1. Per tal de satisfer ’equacié o = 0, hem de tenir que

r

1

dz = 3 Z (z;dy; — yida;) .

i=1

Integrant aquesta equacié obtenim

1 t ClyZ dl’z 1 "
Z(t):2/02($idt _yidt)dtZQZAi7
i=1 1=1

on A; és l'area tancada per la corba (x;(t),y;(t)) i la corda que uneix lorigen amb
(z1i,41:). Per arribar al punt ¢, la corba (x;(t),y;(t)) ha de satisfer z(1) = z.
Geométricament, és evident que una corba (z;(t),y;(t)) que uneix els punts p i ¢
mentre que tanca l’Area prescrita per z; sempre existeix. Per tant, la corba integral
¢(t) donada per

(z(t),x1(t), .y (8),y1(8), o oy yr (B), tur (B), . . ., tug(t))

té ¢(0) = pic(l) = ¢ i satisfa 'equacio « = 0, i llavors el sistema té la propietat
d’accessibilitat local. O

3.2 Sistemes de codimensidé dos

Anem ara a considerar els sistemes de Pfaff de codimensi6 dos. Tornem a estar
interessats en la realitzacié de canvis de coordenades de manera que els generadors
d’aquests sistemes de Pfaff estiguin en forma normal.

3.2.1 Teorema Teorema d’Engel
Sigui I una codistribucié de dimensio dos, formada per

I=<ay,ay >
de quatre variables. Si les derived flag satisfan
dim 7™M =1,

dimI® =0,

llavors existeizen coordenades z1, zo, 23, 24 tals que

I = {dZ4 — Z3d21, ng — szzl}.
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Demostracié: Triem una base de I adaptada a les derived flag, de manera que
IO =T ={ay, a2}, IM = {a;} i I® = {0}. Triem a3 i ay qualssevol per completar
la base. Com I?) = {0} tenim que

dOél /\Oél 75 O,

mentre que
(dOél)2 N a1 = 0,

ja que es tracta d’una 5-forma en un espai de dimensi6 4. Per tant, a; té rang 1. Pel
Teorema de Pfaff (teorema 3.1.2) sabem que existeix un canvi de coordenades tal que

a1 = dZ4 — ngZl.
Prenent la derivada exterior, tenim que

dap = —dzzs Ndzy = dz1 N dzs.

Ara, donat que a; € I, la definici6 del primer sistema derivat implica que
day Nay Aag =0,

i llavors
dz1 Ndzz N ag A ag = 0.

Per tant, as ha de ser una combinacio6 lineal de dz1,dz3 i aq:

as = a(x)dzs + b(x)dz; mod «j.

Per definicio, aixo significa que

as + Az)ay = a(x)dzs + b(z)dz.

Si a(z) = 0 o b(z) = 0 significaria que dag A a1 A az = 01 aixo contradiu la condicio
de derived flag ja que I(0) = {aq, s} i 0 = {a1} implica das Z 0 mod a1, as.
Sigui doncs a(x) # 0, llavors

1 A(z) b(zx)

a@® T a@® T e

b(x)

isi diem que z5 = —a(@) aleshores
1 A
— Q9 + ﬂal = ng — ZQle,
a(x) a(x)
i per tant
1 A
1= {011,0&2} = {041, mag + aEi;Oq} = {dZ4 — z3dzy,dz3 — ZQle}.

a

Cal assenyalar que I'inic lloc de la demostracié on s’utilitza la hipotesi de dimensi6
és per garantir que (dap)? Aoy = 0. Si a; té rang 1, aquesta igualtat es compleix per
definici6.
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3.2.2 Corolari Sigui I = {1, as} una codistribucid de dimensid 2. Sila derived flag
satisfa dim I =1 ¢dimI® =0 i ay € IM té rang 1, llavors existeizen coordenades
21, 22, 23, 24 tals que

I ={dz4 — 23dz1,dz3 — zad21 }.

Demostracié: El corol-lari segueix la demostracio del teorema d’Engel.

El teorema d’Engel pot ser generalitzat a un sistema amb n variables de configuracié
i n — 2 restriccions.

3.2.3 Teorema Teorema forma normal de Goursat
Sigui I un sistema de Pfaff format per la combinacid lineal de s 1-formes

I=A{ay,...,as},

en un espai de dimensid n = s + 2. Suposem que existeir una forma integrable m tal
que m #= 0 mod I i que satisfa les congruéncies de Goursat

do; = —aipi A7 mod ag,...,0; 1<i<s—1, (3.1)
dag #Z 0 mod 1.

Llavors existeiz un sistema coordenat z1,za,...,z, en el qual el sistema de Pfaff es
pot escriure en forma normal de Goursat com

I ={dz3 — z0dz1,dzq — 2z3d21,...,d2, — 2n—1d21}.

Demostracio: Les congruéncies de Goursat es poden expressar com

day = —as A7 mod aq,

dog —az A1 mod aq,as,

das_1 = —agA7® mod ai,qo,...,0s 1,

das = —asp1 Am mod ag,ag,...,as,

on asy1 € I. Es pot demostrar que {asy1, 7} ha de formar un complement a I.
Aquesta base satisfa les congruéncies de Goursat i s’adapta a la derived flag de I:

70 — {aq, @9, ..., a5},

](1) — {0[1,...,04571}7
I(Sfl) = {al}a

1) = {o},

Per les congruéncies de Goursat,

doay = —as A ™ mod aq,
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el que significa que
dop = —ag AN m+a1 An

per una certa 1-forma . Pero llavors tenim que

dog N op = —a2/\71'/\oq7é0,
(do)* Aay = 0,

el que significa que oy té rang 1. Pel teorema de Pfaff (teorema 3.1.2), podem suposar
que, multiplicant o per un cert factor si és necessari, a; es pot expressar com

a1 =dzy — Zp—1dz
per a uns certs 21, 2,1, 2. A més, pel corol-lari 3.2.2 podem expressar ay com
o = dzp_1 — Zn_2dz1. (3.3)
En aquestes noves coordenades tenim
doy N o = —dzp—1 N dz1 A dzy,.
Ara tenim que
doy Nag Am=7 A (=dzp—1 ANdzy ANdzp) =7 A (—ag AT A ag) =0,

i llavors 7 és una combinacié lineal de dz1,dz,_1,dz,. Noti’s que dz,_1 = z,_2dz1
mod aq, as,

T = adz +bdz, 1+ cdz,,

adzy 4+ bz, _odzy 4+ cz,_1dzy mod aq, as

on Y = a+bz,_o+cz,_1 és diferent de 0, ja que hem assumit que 7 # 0 mod I. Per
les congruéncies de Goursat tenim que

dag = —ag A ™ mod ag, ag,
mentre que per Iequaci6 (3.3) tenim
dag = 7dZn,2 A th

1 aixi
—dzp_9 Ndzy = —a3 A ™ mod ay,as,

el que significa que
ag = AMz)dzp—2 mod dz1, a, as,

isi prenem z,_3 = 1/\(z) tenim que
a3 =dzn_o — zp_3dz;  mod aq, s,

i llavors podem tenir
3 = dZn,Q — angdzl.
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Si inductivament seguim aquest procediment fent servir les congruéncies de Goursat
obtenim

ay = dzp_3— zp_adz,

as = dzz — z9dz1.

Ara, per les congruéncies de Goursat tenim que
dag #0 mod I,

i llavors
a1 AN ag A A ag A dag # 0.

Si substituim les a; en ’anterior expressié obtenim
le A\ dZQ VAREREIVA dZn#O,

illavors les funcions z1, . . ., z,, pot servir com un sistema de coordenades locals. a

El segiient exemple il-lustra el valor del teorema de Goursat aplicant-lo per a linealitzar
un sistema no lineal. Noti’s que les corbes integrals d’un sistema en forma normal
de Goursat estan completament determinades per dos funcions arbitriries en una
variable i les seves derivades. Per exemple, quan z;(7) i z5(7) sén conegudes, totes
les altres coordenades estan determinades per

 Zipa(n)

T TT)’
on el punt ens indica la derivada estandar respecte la variable independent 7. Degut
a aquesta propietat, aquestes dues coordenades s’acostumen a denominar sortides
planes del sistema de Pfaff.

3.2.4 Exemple Realimentacié lineal per la forma normal de Goursat
Considerem el segilient sistema no lineal amb s variables d’estat i una variable d’en-
trada

il = fl(xlw-wa?u)a
jl‘g = fg(xl,...,xs,u),
s = fs(z1,...,x5,1u).

Equivalentment, podem veure el segiient sistema de Pfaff
I ={dz; — fi(zq,...,25,u)dt}, 1<i<s.

El sistema és de codimensio6 2 ja que tenim s restriccions i s+ 2 variables, anomenades
Z1,...,Ts,u,t. Assumim que la forma 7 = dt satisfa les congruéncies de Goursat.
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Llavors, pel teorema de Goursat (teorema 3.2.3) existeix un canvi de coordenades
z = ®(x,u,t) tal que I estd generat per

I ={dz3 — 20dz1, dzg — 23dz1, ..., dzs1o — 2541d21 }.

La distribuci6é anul-ladora de la codistribucié anterior és

z1 = v,

22 - V2,

Z3 = 201,
Zs42 =  Zey1V1,

que, si posem v; = 1, és clarament un sistema lineal. Si resulta que la coordenada
z1 correspon al temps en la coordenada original, és a dir, z; = ¢, llavors la connexi6
és encara més clara. El teorema de Goursat, per tant, es pot utilitzar per linealitzar
sistemes no lineals d’una tnica entrada que satisfacin les congruéncies de Goursat.

3.3 La forma normal estesa de Goursat

Tot i que la forma normal de Goursat és poderosa, es limita als sistemes de Pfaff
de codimensi6é dos. Per a I'estudi dels sistemes de Pfaff de més codimensio, anem a
presentar la forma normal de Goursat estesa. Mentre que la forma normal de Goursat
pot considerar-se com una unica cadena d’integradors, la forma normal estesa de
Goursat consisteix en moltes cadenes d’integradors. Considereu la definicié:

3.3.1 Definicié Un sistema de Pfaff I en R"*™*! de codimensi6é m + 1 és una forma
normal estesa de Goursat si estd generada per n restriccions de la forma

I={dz] — 2, dzo:i=1,....8;5j=1,...,m}. (3.4)

Aquesta és una extensio directa de la forma normal de Goursat, i totes les corbes
integrals de (3.4) estan determinades per les m + 1 funcions 2q(t), 21 (t),..., 2% (¢) i
les seves derivades respecte el parametre ¢t. La notacié s’ha canviat lleugerament; les
restriccions canoniques sén ara dz{ —zf _Hdzo, mentre que abans eren dz; —z; _1dz1. Per
la forma de Goursat, la restriccié en 1'iltim sistema derivat no trivial era dz,, — 2, _1dz1;
en la forma normal estesa de Goursat, sera dz] — z}dz. Ens referim al conjunt de
restriccions amb el superindex j com la j-éssim torre (la ra6 d’aquest nom es veura
més clara després de calcular la derived flag).

Les condicions per a la conversié d’un sistema de Pfaff a forma normal estesa de
Goursat venen donades pel segiient teorema:

3.3.2 Teorema Sigui I un sistema de Pfaff de codimensié m + 1. Si (i només si)
existeix un conjunt de generadors {af i =1,...,855) = 1,...,m} per I i una
1-forma integrable 7w tal que per tot j,

dOng—Ozerl/\ﬂ', mod [0 =% 1=1,...,5; — 1,

‘ (3.5)
dal 20  mod I,
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llavors existeix un conjunt de coordenades z tals que I és una forma mormal estesa
de Goursat,
_ J J - L i
I'={dz] — 2] dzg:i=1,...,85j=1,...,m}.

Sila 1-forma 7 que satisfa les congruéncies (3.5) no és integrable, aleshores el teorema
de Frobenius no es pot utilitzar per trobar les coordenades. En el cas especial on
s1 > S2, és a dir, hi ha una torre que és escrictament més llarga que les altres, es
pot demostrar que existeix 7 qualsevol tal que satisfaci les congruéncies (amb un
reescalament de les formes de la base). Tot i aixi, si s; = s, 0 hi ha almenys dues
torres que son les més llargues, aixd ja no és cert. Per tant, la suposicié de que w
sigui integrable és necessaria per al cas general.

Si I es pot convertir en una forma normal estesa de Goursat, llavors la derived flag
de I té l'estructura

— 1 1 1 7 7
I = Ao, Qg 15 ag,, af, al 1,
1 _ 1 1 m
M = {a1, Q115 ars, o h
Sm—1 _ 1 1 m
1 b= o, Q1 —sm+1 o'},
51—2 — 1 1
I(él ) = {(117 042}7
s1—1 — 1
[(91 ) = {al}a
J(s1) = {0},

on les formes a cada nivell s’han organitzat de manera que es puguin veure les diferents
torres. Els superindexos j indiquen la torre a la que pertany cada forma, i el subindex
i indica la posici6 de la forma a la j-ésima torre. Hi ha s; formes en la j-ésima torre.
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Procediments

En aquesta secci6 donarem un seguit de passos i explicacions que cal seguir per trobar
el comportament de les variables d’estat d’un sistema donat. En aquest treball es
consideren sistemes de control sense drift, és a dir, sistemes de la forma:

b
T = Zgiui, reR™
i=1

que s’anomenen sistemes no holonoms o sistemes driftless, on m és el nombre de
controls de queé disposem i 77 la dimensi6é de ’espai on treballem.

La distribuci6 associada a aquest tipus de sistemes esta generada pels camps vectori-
als, és a dir:

A= <91,92;-"a9m>

El dual d’aquesta distribucié és un subespai de ’espai cotangent definit, en aquest
cas, com segueix:

At = (we A'(R™) |wag =0,Vg € A)

on les 1-formes han de ser linealment independents. Fem notar que com dimA = 77,
aleshores dimA+ =7 — m.

Per la definici6 (2.2.1), el sistema de Pfaff associat al nostre sistema de control és:

Il
5
3

I
=)}

W1 =Wy = ...
que serd un sistema de codimensié m.
Al capitol anterior hem vist com expressar els elements de la base de la codistribucio

en la forma normal de Goursat o en la forma normal estesa de Goursat, en cas que
el sistema de Pfaff sigui de codimensié dos o codimensié superior respectivament.
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Aixi ja sigui seguint la demostracié constructiva dels teoremes de Pfaff i d’Engel o bé
seguint la teoria desenvolupada sobre la forma normal estesa de Goursat, d’un sistema
de Pfaff en R"*™*! on m = n 4+ m + 1, som capacos de trobar cadenes d’integradors
de manera que, si la codimensié del sistema de Pfaff és m = m + 1, 'ideal generat
per les 1-formes de la codistribucié queda expressat com:

Iz{wgzdzf—zgﬂdzo:i:l,...,sj, j=1,...,m}
on s; compleix queﬁ:m—i—l—i—zz.n:l Sj.

Un cop trobat el canvi de les 1-formes a la forma normal de Goursat estesa, volem
trobar m + 1 camps que en forma genérica els expressem com:

- 1 1 1 m m m _
g, = (ao,al,...7a51,a51+1,...,a1 ,...,asm,asm+1), k=0,....,m

tals que la contraccié amb totes les 1-formes sigui nul-la, és a dir, que per tot k:

dz] — 23 dz
dz3 — 2} dz
[ . =0, j=1,...,m

i _J
dzsj Zy, 41 dzg

Una possible solucié és gg tal que:

ag =
al =z
J
as; =25 41
i
0 )
gj:aj , J=L...,m
Zsj+1

De manera que el sistema en les noves variables d’estat és:
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20 = Ug
#2 =z
21 _ 1
Zs; = Zg+1%0
21 _
Zoi41 T uy
22 = 23ug
.9 o (4.1)
Zsy = Zgy+1%0
52 _
252+1 = u2
2 = 2w
M — m
Z'Sm - Zsm+1u0
2 J—
Psmt+l = Um

que anomenarem sistema en forma canonica associada a la forma de Goursat.

Sovint, el sistema trobat fent la contraccié dels camps amb les 1-formes i el sistema
obtingut derivant les variables {z} no és el mateix. Per aconseguir que aquest tltim
estigui en la forma canonica de Goursat, caldrd fer una realimentacié. Finalment
establirem el difeomorfisme que relaciona les variables d’estat {z} i {z}. Notem que
quan sigui convenient, caldra afegir noves variables d’estat per aconseguir les mateixes
dimensions.

Sigui la funcié y = (y1,...,ym) amb m el nombre de controladors del sistema. Si es
pot escriure les variables d’estat i els controladors en funcié de y i llurs derivades,
aleshores direm que y1, ..., ym, s0n les sortides planes o flat outputs [3] del sistema.

Donada la definicié anterior, és clar que:

Yo = 20
1

Y1 =2
. .m
Ym = 21

és una familia finita de sortides planes per al sistema (4.1), ja que podem expressar
les variables {z} en funcio6 de les flat outputs i llurs derivades, veiem-ho:

. 3 .
BH=a2=4%
u? Yo

. 3
uo Yo

J
Zsi+l = g Yo
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Notem que, per a establir el difeomorfisme entre les variables {z} i

{y07y0ay17 e 7y§81)7 s Ymy e 7y1(’rim)}
cal afegir uy com a variable d’estat. Per tant, cal cosiderar la prolongacid z,,+1 = ug
i ém—‘—l = .

L’objectiu que es vol assolir en un sistema és que donades unes condicions inicials i
finals per a les variables d’estat s’aconsegueixi trobar uns controls dels motors a cada
instant de temps tal que les trajectories soluci6 del sistema original passin per c; i cy.

Imposarem, doncs, les condicions ¢; i ¢y per a les variables d’estat originals. Mitjan-
cant el difeomorfisme {x} <+ {z} trobem les corresponents condicions inicials i finals
per a les {z} que denotarem per ¢; i ¢;. Amb aquestes dades i afegint condicions per
a Zm+1, trobem finalment les condicions que han de complir les flat outputs i les seves
derivades gracies al difeomorfisme {z} <+ {y} i que denotarem per ¢ i ¢;.

Notem que per a cada flat output y;, j =1,...,m tenim s; + 1 condicions inicials
i finals i per yo dues condicions incials i finals.

Donades s; + 1 condicions inicials i finals (en total 2 (s; + 1) condicions), per tot j,
existird un tnic polinomi de grau 2s; + 1 que denotarem per P;, () tal que:

Imposant les condicions anteriors, es determinen els polinomis interpoladors i, conse-
qiientment, es troba una expressio en funcié del temps per a les flat outputs

Yo(t),y1(t),- -, Ym(t)

Evidentment les seves derivades seran també polinomis.

Préviament hem comentat que les variables {z} es poden expressar en funci6 de les
flat outputs i les seves derivades que a la vegada es poden expressar en funcié del
temps.

El sistema de les sortides planes és:

Yo = o
y§81+1) =
s = an,

que, a la vegada és:
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. d. _ds _d, _d _
Yo = Y0 = qz”0 = o = gAm+1 =V
(s1+1) _ /.1 21 : 1 _ 1
Y1 = (Zs1+1zm+1) = 25 41%m41 T Zm41 25 41 = UZmp1 T U2 g

(sm=+1) _ /m ! m ) m _ m
Ym = (Zsm+12m+1) = Zg, 41%m41l T Zm41Zs 11 = UmZm41 T V2 4

Per tant,

apg = v

_ J -
Qj = UjZmt1 +”Zsj+17 j=1....m

4.1 Control de lI'estabilitat de solucions

El que volem és veure que el controlador que acabem de trobar és robust respecte a
canvis en les condicions inicials. Es a dir, donades unes condicions inicials amb un cert
error respecte les condicions amb les que hem dissenyat el controlador, les dades finals
que obtindrem es troben en una bola de radi € icentre les condicions finals donades
en el disseny del controlador.

Per a comprovar-ho, definim la dindmica de ’error com

(k1)

Yi =w; (4.2)
on k; és la s; de la secci6 anterior , i

Ui =yl (t) — (1) (4.3)

és lerror entre la trajectoria desitjada y&(t), és a dir, la que hem calculat en el
disseny del controlador, i y;(t), que és la trajectoria en funci6 de les variables d’estat.
De manera semblant

w; = wl(t) — w;(t) (4.4)

on wf(t) és el control desitjat, és a dir, el que hem calculat en el disseny del contro-

lador, i w;(t) és el nou control.

Per tant, per trobar y;(t) i w;(¢) només hem d’aillar-les en les equacions (4.3) i (4.4).
Ara bé, per cadascuna d’aquestes cadenes d’integradors, podem construir una llei de
control de la forma:

_ _ - (k4
W; :moyi+m1yi+...+mkiy§ ), (4.5)
Ara hem de triar els guanys mg,my, ..., my, de tal manera que el sistema
_(k;+1 _(k; - _
yl( +1) —mkiyzg ) coo—maY; — moy; =0 (4.6)

sigui assimptoticament estable. Aix0 equival a que el polinomi

Pi(A) = At g AR — g —myg (4.7)
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sigui Hurwitz.

Un cop trobats my, ..., mg,, es té

ki
w; =g =3 mggl) (4.8)
=0

i el control buscat és
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Robot pla a |'espai

Considerem el model d’un robot pla que es mou lliurement a I’espai amb gravetat 0.
El model consisteix en una base en la qual s’ha montat un brag robotic, i aquest brag
robotic esta format per 2 bragos encadenats. El model de tot el sistema consisteix en
3 enllagos rigids connectats per juntes de revolucié en série, i numerats del 0 a 2 com
es pot observar a la figura (5).

d: Oi+1

£
S

Base

Figura 5.1: Model d'un robot pla a I'espai i model de I'enllac ¢

La posici6 on es troba lenllag ¢ és O; (expressat en termes de 6, 67 i 62), el centre
de massa de lenllag i és C, la longitud de U'enllag i és I; = O;0;41, el diametre de
Ienllag és d; = I;C;, el moment d’inercia de ’enllag ¢ respecte el centre de massa és
I;, la massa de ’enllag 7 és m;, i la suma de les masses dels enllacos és M.

Considerem el cas en que el centre de massa de 'altim enllag esta en I'tltima arti-
culaci6, és a dir, el parametre dy s’esvaeix. Cal tenir en compte que aixd no és una
condicié que es satisfaci trivialment per un enllag. S’ha d’aconseguir a través del
disseny, afegint un contrapés en 1'iltima junta de forma que el centre de massa del
darrer enllag caigui a I’enllag que precedeix a 'articulacio.

Assumim doncs dy = 01 que totes les forces externes i els moments del sistema son 0.
Per tant, per la conservacié del moment angular, I’equacié del moment angular per a
un robot amb tres enllacos és

(ao + a1 cos 91)6'0 — (bo + by cos 91)91 —cofly =0 (5.1)
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on els a;, b; i ¢; valen

ap = mima(ly —di)? +mo(lo — do)*(my +ma) + (I + Iy + L) M + mo(mal? +mqd?),
ar = 2mgo(lo — do)(maly +mdy),

bo = —(mymo(ly —d1)? + (It + I)) M + mg(mal? + mid3)),

b = —mo(lo — do)(maly + midy),

cg = —ILM.

Aquesta equacié pot ser reescrita com un sistema de control si es considera que 67 i
f> poden ser controlats per motors

. b() + b1 COS 91 Co

0y = Uy — Uz

i ag + aq cos 01 ag + aq cos 01 (5.2)
0 = wu ’
92 = U2

Per tal d’evitar singularitats, ens hem d’assegurar que ag + a3 cosf; # 0. Com ag i
ay son positives i |cosf;| < 1, és suficient amb demostrar ag > a1 0, equivalentment,
ag — aq > 0. Calculant

ap—ay = myma(ly —di)? +mo(ly — do)?(my +ma) + (Ip + I + I,)M
+ mo(mal? +myd?) — 2mo(lo — do)(maly + mady)
= mima(lh — d1)* + moma(lo — do — 1) + moma (lop — do — d1)?
+ o+ 1L+ 12)M

veiem que ag — aq és sempre positiu.

El sistema de Pfaff associat al sistema de control és
w = (CLO + a1 cos 01)90 — (bo + by cos 91)9'1 — 0092 = a(91)90 + b(91)91 + cly = 0.

Anem a expressar ara w de forma normal mitjancant un canvi de coordenades. Per
poder aplicar el teorema de Pfaff primer hem de calcular el rang de w.

Donat que

da ab da dc b Jc
dw=|—=—+ = | dfyAdb —— 4+ — | déyNdb —— 4+ — | dfL AdO
“ (891+690> 0 1+< 302+390> 0 2+< 392+391) 1A a0

la derivada exterior de w és

dw = ay sin 91 d&o N d91

Es facil veure que el rang de w és 1.
dwANw = —a1Cp sin 01 d90 A d&l A d02

Excepte per a 0§y = kw, amb k € Z, dw A w # 0. Com dw A w és una 3-forma en un
espai de dimensi6 3, llavors (dw)? A w = 0 i per tant el rang és 1. Aixi doncs, pel



43

teorema de Pfaff, podem escriure w com @ = dz3 — 20dz;. Anem doncs, seguint la
demostracio del teorema de Pfaff, a trobar una funcié f, = f1(6o, 61, 62) tal que

doNwANdfy =0
és a dir,
—a1Cp sin 01 deo A d@l A d02 A df1 =0

Es veu facilment que una possibilitat és que f; = —6,. Ara volem trobar una funcié
f2 = f2(0,01,02) de manera que

wAdfi ANdfs = 0

dfi Ndfz # 0
Reescrivint w = dfs A gi1dfi hem de triar ¢g; i fo de manera que s Jacompleixi la
igualtat. Donat que w = (a, + a1 cos 01)00 — (by + by cos 01)91 —cobs i que f1 = —0y,
prendrem g1 = ag + ajcosfy i dfs = —(bg + by cosby)dby — cpdha, de manera que

f2 = —b001 — bl Sin91 — 6092.

Prenent ara z; = f1, 20 = g1 1 23 = f2, les noves coordenades sén

Z1 = —90
zo = ag+ aicosb (5.3)
zZ3 = —b001 — b1 sin 01 — 6092

Ara bé, per expressar el sistema inicial en les noves coordenades hem de trobar
1,02, U1 1 Ug tals que 2 = gyt + gotis. Hem de trobar aquestes g fent servir que
g1 Jw = 0i go 1w = 0. Slgul g = (Oél7a2,0é3)J_ icom w = ng — zodz1 = (722,0, 1),
aleshores

gl = —a120+a3 =0

Aixi doncs, la igualtat es compleix agafant g = (0, az,0)* per a qualsevol valor de s
o bé per a g = (oq,O,zQal)J- per a qualsevol valor de ay. Prenent a; = 1ias =1
obtenim g; = (0,1,0)* i go = (1,0, z3)~+

Per tant
0 1
Z=q1ur+getio=| 1 Jur+| 0O | ao.
0 Z9

Ara bé, per la definicié dels canvis de coordenades que hem donat, sabem que

. 9 bo ~+ by cos 91 Co _
z1 = —bp = U2 = U2
ao + aj cos 01  ap + ap cos b ’
2:'2 = —a1 sin 9191 = —a1 sin 01’[1,1 = l_Ll,
23 = —bpfi —bicosbi0; —coby = —(bo + by cos 91)u1 — CoUa = 22Us3.

(5.4)
Per tant, els nous controls % i %z sé6n
1 = —aisinfiuq,

bo + by cos 01 Co
Uy — u
ag + ay cos 91 ag + aj cos 91

U =
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Tot seguit trobarem les sortides planes del sistema: yi(z,@) i y2(z,4). Donat que
Z1,%2 1 Z3 depenen de uq,Us i 29, prendrem com a sortides planes y1 = z1 i yo = 23.

Anem a veure si realment aquestes son les sortides planes. Calculem doncs el canvi
de variables i la realimentacié necessaria per linealitzar el sistema.

Primerament, trobem el control @y en funcié de g
1=z =Ux = U=,
i en segon lloc, trobem 2z en funci6 de g3 i de g9
. ) _ . )
Y2 = 23 = 22Uz = 22Y1 = 2o = ;
1

D’aquesta manera podem expressar z1, zo i z3 en funcié de y1, yo2, ¥1, y2. Perd encara
no podem establir un difeomorfisme. Hem de prolongar el sistema definint una nova
variable d’estat z4. Prendrem

24 = U

com a nova variable d’estat, i dos nous controls

vl = U, vy = U
de manera que
2:“1 = Z4
2 = v
23 = Z2Z4
24 = U2

Per tant, el canvi de variables en el sistema prolongat ve donat per

21 = U
2 = Y/
23 = Y2
2 = U1

Ara si que podem expressar les variables vy, y2, 91, Y2 en termes de 21, 22, 23 1 24.

y = z
1 = 2
Y2 = 23
Yo = 2274
i la realimentaci6 ens queda
wy = 1 = Z = v,
W2 = Y2 = ZaZg4+ 22%4 = 2401 + 2202.

De manera inversa, podem calcular els controls vy i vy en funcié de y1,ys2, Y1, Y2, w1 i
Wy cOm

wg—%wl
L T —
Y1

Vo = Wi.
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I un cop obtinguts v; 1 v9 podem expressar els controls @ i @y en funcié de zp, zs,
23, 24, U1 1 V2 com
ur = i,

’lig = V2.

Finalment, els controls inicials u; i us es troben resolent el sistema
—aq sin 91 0 U . Uy
—by — by cost; —cy U2 - 29U9

Anem a aplicar tots aquests calculs a unes dades concretes. Donades ara unes condici-
ons inicials i finals, c; = (6 (to). 01 (to), 02(to), Tz (ko)) i e = (Bo(tr), 01 (t7), O (ty), Ta(ty)),
volem trobar els controls u; (¢) i us(t) per a poder resoldre el sistema

0 bo + by cos by Co

= Uy — u
0 ag + aq cos 01 ! ag + aq cos 61 2
9:1 = wu(t)
92 = U2 (t)

i finalment poder simular la trajectoria de les variables 6y, 61 i 62 des de ?¢ fins a ty.

Per a poder treballar amb el sistema linealitzat, necessitem passar les condicions
inicials i finals expressades en variables 0y, 01,65 i us a variables y1, 91, y2 1 ¥o.

Prenem m():ml:mgil, l():ll :2, d():l()/2, d1 :ll/Q, Ioijl :IQZL t():
01ity=1. D’aquesta manera els a;,b; i co valen

ag = 17,
ap = 6,

by = -—12,
bp = -3,
co = -3

Sabem pel teorema de la inversa que existeix el difeomorfisme de (6, 0;,02,42) a
(21, 22, 23, 24) si la Jacobiana del canvi no s’anul-la enlloc. Es a dir, si

-1 0 0 0
- 0 —ay sin 0y 0 0| .
|Jz| = 0 —bo—bycosd, 0 0| aicosinéy # 0.
0 0 0 1

El mateix passa pel cas del difeomorfisme que envia (z1, 22, 23, 24) a (y1, U1, Y2, Y2)-
Es a dir,

1 0 0 O
0 0 0 1 _

|Jz| = 00 1 0 =24 =1Uz #0.
0 zZ4 0 z9
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Per tant, les tiniques restriccions que tenim a I’hora de triar g, 0,602 i 4y és que
uo # 01 que per a qualsevol k € N, 01 # k.

Prenem doncs com a dades inicials i finals els segiients valors

¢ = (00(0).6:(0),62(0)) = (0,%.0),

™ T T

¢ = (60(1),6:(1),6:(1)) = (5,5,5).

Primerament, passem les condicions inicials i finals, ¢; i ¢f, en termes de variable
21,%22,23 1 z4. Com z4 = s li podem donar qualsevol valor.

zi = (0, 22.19615242, 7.783185309, —1)
zp = (—1.570796327, 20, 19.87683581, —2)

i finalment les passem a y1, 91,2 1 Y2

y; = (0, —1, 7.783185309, —22.19615242)
yr = (—1.570796327, —2, 19.87683581, —40)

El que anem a buscar ara sén dos polinomis de la forma 1 () = ap +ottast®+astd i
Ya(t) = Bo+ Brt+ Pat® 4 B3t de manera que y1 () = y1(t), 91(t) = F1(t), y2(t) = 72(t)
i92(t) = 42(t). Com tenim 8 incognites i 8 condicions inicials i finals, els valors «; i f;
estan completament determinats. Per trobar-los imposarem les 4 condicions inicials

710) = ag = 0
$1(0) = a1 = -1
12(0) = By = 7.783185309
Y(0) = B = —22.19615242

i les 4 condicions finals

(1) = ayt+oar+a+az = 1.570796327
(1) = a1 +2a3+3a3 = -2
Y2(1) = Bo+ B+ P2+ Ps = 19.87683581
J2(1) = B1+2B2+383 = —40

de manera que obtenim
ao =0, a1 =-1, az=—-0.7123889810, a3 = 0.1415926540
i
Bo = 7.783185309, [ = —22.19615242, [5 = 120.6732563, [3 = —86.38345342.

Els polinomis que buscavem sén

() = —t—0.7123889810t> + 0.1415926540t>
Yo(t) = T7.783185309 — 22.19615242t 4+ 120.6732563t> — 86.38345342t°.
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Per tant, podem expressar

() = m) = —t—0.7123889810¢2 + 0.1415926540¢3

n(t) = Au(t) = —1— 1424777962t + 0.4247779620t>

ya(t) = 72(t) = 7.783185309 — 22.19615242¢ + 120.6732563t> — 86.38345342t°
(t) = Fo(t) = —22.19615242 + 241.3465126t — 259.1503603t>

i la realimentaci6 ens queda

wi(t) = dh(t) = —1.424777962 + 0.8495559240¢,
wa(t) = ih(t) = 241.3465126 — 518.3007206t.

Ara que podem expressar yi, 91, Y2, Y2, w1 1 wo en funcié de ¢, anem a trobar uy i us
en funcié de t. Primerament, trobem v; i vo en funcié de t:

wa(t) - Bt

ul®) = 91(t)
_ 1000(—6.824277535 + 13.42893983t + 6.667826061t2)
= - (=5 — 7.123880311 + 2.123380311%)2

va(t) = wi(t) = —1.424777962 + 0.8495559240¢.

I un cop trobats vi(t) i va(t), trobem @;(t) i uo(t). Trobar @ (t) és facil ja que
@1(t) = v1(t), en canvi per trobar s (t) hem de calcular la integral de vy(t), tenint en
compte que uz(0) = 24(0) 1 u2(1) = z4(1).

as(t) = /Uz (t)dt = —1.424777962t + 0.4247779620t> + K
Inicialment vam dir que @2 (0) = —1 i, per tant, K és tinicaival K = —1. Es comprova
facilment que us(1) = —2, tal i com voliem.

I per ultim, per trobar wi(t) i u2(t) ens cal resoldre el sistema
—6sin 01 0 . ul(t) o U t)
12 4 3 cos 91 3 U9 (t) o Z9 (t)’l_l,g (t)

De manera que ens queda que

ut) = - 6211(121
s (t) _ 29U9 (t) — (12 + 3 cos Gl)ul(t) .

3

Ara només ens queda substituir u (¢) 1 u2(t) al sistema (5.2). Fent aixd amb Matlab
els resultats obtinguts sén
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Figura 5.2: Comportament de les variables d'estat del sistema
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Unicament la variable 6 és correcta i arriba al punt final imposat, ja que 0 = —1o(t)
i no depén de uq(t). En canvi, les variables 01 i 65 son erronies, segurament degut
a que en algun moment donat creuen una singularitat. Ambdues depenen de u;(t) i
com uq (t) té sinf; al denominador, per a valors 61 = k7 tenim singularitat.

De totes maneres, anem a simular el sistema (6.4) definit per les 2’s i aixi comprovarem
que es compleixen les condicions inicials i finals tal i com hem imposat.

Grafica de zetal
0 T T T T T T T T T

04t 1

06}k 4

z1

=]

=
.

Figura 5.3: Comportament de les variables z del sistema
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6
Robot pla de dos
bracos a |'espai

Ara el model a estudiar és un model simplificat d’un robot pla que consta de dos bragos
connectats a un cos central a través de juntes de revolucié. El gran avantatge respecte
el model anterior és que no cal posar el centre de masses de l'altima articulacié en
cap lloc fixat. Siguin M i I la massa i la inércia del cos central i m la massa dels
bragos, concentrades en les puntes. Les articulacions de gir es troben a una distancia
r des del centre del cos central i els enllacos connectats a aquestes articulacions tenen
longitud . Siguin (z1,y1) i (z2,y2) la posicio dels extrems de cada un dels bragos
(en termes de 6, ¥1 1 13). Si el robot és de lliure flotacio, la llei de conservacié del
moment angular implica que moure els bragos fa que el cos central giri. Suposant
que el cos és de lliure flotacié en 'espai i que la friccié és insignificant, podem trobar
les restriccions derivades de la conservacié del moment angular. En el cas en que el
moment angular inicial és zero, llavors la conservaci6 del moment angular assegura
que el moment angular és nul, donant lloc a ’equacié de restriccié

ars (V) + azs (1)t + ass(¥)f =0 (6.1)
on els a;3 valen

= mi% + mrcosiy

a3
asz = mi®+mrcosiy
ass = 1+ 2mi?+ 2mr? + 2mrl cos 1 4 2mrl cos s

Si definim els controls w; i us tals que ¥; = wp i 2 = uo, aleshores el sistema a
simular és

1@1 = u
Py = ug
0. _ 7(113(1)[)) u1 B 1123(77[1) u2 (62)

as3(¥) as3(¥)
El sistema de Pfaff associat al sistema de control és

w = ar3(Y)¥1 + ags (V) + azs(¥)d = 0.

Anem a expressar ara w de forma normal mitjancant un canvi de coordenades. Per
poder aplicar el teorema de Pfaff primer hem de calcular el rang de w.



52 Capitol 6. Robot pla de dos bracos a I'espai

Donat que
_ [ Oaiz | Oags ~Oarz | Oags dags | Dags
dw = < 90 + 30 ) d1/11/\d1/)2+< 20 + D, ) d¢1/\d9+< 90 + 90 ) dipo NdO

la derivada exterior de w és

dw = —2mrlsiniyy diyp; A dO — 2mrlsin s dips A db.

Es facil veure que el rang de w és 1.

doNw = 2mrisinyiassdi Adips A dO — 2mrisinsayzdiy A dips A dB
= 2mrl(sin Y1003 — sin ¢2(L13)d’(/)1 A dpg N df
= 2m2rl[I%(sin ey — sinehy) + r(sin )y cos Py — sin g cos Py )]diby A dipy A dO

Excepte per a certs valors de 11 i 1g, dw Aw # 0. Com dw A w és una 3-forma en
un espai de dimensi6 3, llavors (dw)? A w = 0 i per tant el rang és 1. Aixi doncs, pel
teorema de Pfaff, podem escriure w com @ = dzz — 22dz;. Anem doncs, seguint la
demostraci6 del teorema de Pfaff, a trobar una funcié f1 = f1(¥1, 12, 0) tal que

doNwANdfy =0

és a dir,
2mrl(sin 1/}10423 — sin 1/)2(113)d1/)1 AN d’LZ)Q AdO N dfl =0

Es veu facilment que una possibilitat és que f; = 6. Ara volem trobar una funcié
f2 = f2(¢1,12,0) de manera que

wAdfi ANdfs = 0
dfi Ndfa # 0

Reescrivint w = dfs A g1df; hem de triar ¢g; 1 fo de manera que s’acompleixi la igual-
tat. Donat que w = aj3dyy + aozdis + aszszdf i que f1 = 60, prendrem g; = azs i
dfs = ai3di1 + agsdi)e. Per tant, fo = mi%y + mrsinyy + mi?q + mrsins.

Prenent ara z1 = f1, 20 = g1 1 23 = f2, les noves coordenades sén

Z1 = 0
29 = —azz = —(1+2ml?+ 2mr?+ 2mrlcosi; + 2mrlcoss) (6.3)
25 = mi%Y +mrsinyy + mi%s + mrsins

Ara bé, per expressar el sistema inicial en les noves coordenades hem de trobar
g1, 02,U1 1 Ug tals que z = g1uy + goiz- Hem de trobar aquestes g fent servir que
G100 =01 godw = 0. Sigui g = (a1, 9, 3)" i com @ = dzg — z0dz; = (—22,0,1),
aleshores

gl = —a12z0+a3 =0

Aixi doncs, la igualtat es compleix agafant g = (0, ap,0)* per a qualsevol valor de oo
o bé per a § = (1,0, 2001)" per a qualsevol valor de a;. Prenent a; = 11 ay = 1
obtenim g1 = (O, 1,0)L i go = (l,O,ZQ)L.
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Per tant
0 1
Z = g1U1 + golia = 1 u + 0 Usg.
0 z9

. @ ais az3 _
21 = = —— U1 — —Uz = U2,
ass ass
. dass daszs _ 4
22 = _(9 ur — P Uz = U, (6' )
(3 o
23 = ai3u1 +a3uz = z2Us.

Per tant, els nous controls % i %z sé6n

_ Oazs Oass

uy = 1— uz,
oYy 0o

_ @13 a23

u2 = —— U1 — —U2
a33 ass3

Tot seguit trobarem les sortides planes del sistema: y1(z,@) i y2(z,4). Donat que
Z1,%2 1 Z3 depenen de uq,Us i 29, prendrem com a sortides planes y; = z1 1 yo = 23.

Anem a veure si realment aquestes son les sortides planes. Calculem doncs el canvi
de variables i la realimentacié necessaria per linealitzar el sistema.

Primerament, trobem el control % en funcié de g
h=i4h=Ux = U=y,
i en segon lloc, trobem 2o en funci6 de g7 i de g9
Y2

Yo = Z3 = 2Ug = 21 = 2= P
1

D’aquesta manera podem expressar z1, z2 1 z3 en funcié de yq, yo, 91, ¥2. Perd encara
no podem establir un difeomorfisme. Hem de prolongar el sistema definint una nova
variable d’estat z4. Prendrem

Z4 = Ug
com a nova variable d’estat, i dos nous controls

vl = Uj, Vg = U2
de manera que
21 = 24
22 = U1
23 = 2924
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Per tant, el canvi de variables en el sistema prolongat ve donat per

21 = U
z2 = 2/
23 = Y2
e = U

Ara si que podem expressar les variables vy, y2, 91, Y2 en termes de 21, 22, 23 1 24.

B = 21
o= 2
Y2 = z3
Yo = 2224
i la realimentaci6 ens queda
wy = Y1 = 24 = Ug,
We = {2 = ZaZ4+22Z4 = 2401 + 2202.

De manera inversa, podem calcular els controls vy i vy en funcio de y1,ys2, Y1, Y2, w1 i

wo CcOmM
wo — %wl
(% 5 )
hn
Vg = Wi.

I un cop obtinguts v; i vo podem expressar els controls #; i @y en funcié de z1, zs,
23, 24, U1 1 V2 com

1 = V1,

U2 = V2.

Finalment, els controls inicials uq i us es troben resolent el sistema
_ 6@33 _ 6(133 —
9 oy ). Wy W
a13 a23 Uz Z2U2

Anem a aplicar tots aquests calculs a unes dades concretes. Donades ara unes condici-

ons inicials i finals, ¢; = (¢1 (t()), wg(to), a(to), ﬂg(to)) i cy = (’(/)1 (tf), '(/12(tf), H(tf), ﬂg(tf)),
volem trobar els controls uq(t) i us(t) per a poder resoldre el sistema

1/:)1 = u(t)

BT ) )
;a3 Uy _ @23 Uy
0 = az3(v) t ass (1) 0

i finalment poder simular la trajectoria de les variables v, ¥ i 0 des de ¢, fins a ¢;.
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Per a poder treballar amb el sistema linealitzat, necessitem passar les condicions
inicials i finals expressades en variables 11,5, 60 i us a variables y1, 91, Y2 1 ¥o-

Prenem m = 1,1 =2, r = (3/4)], to = 0 i t; = 1. D’aquesta manera els a,3 valen

3
a3 = 4—|—§cos¢1
3
Qo3 = 4+§cosw2
27
asy = ?+6cosw1+6605w2

Sabem pel teorema de la inversa que existeix el difeomorfisme de (¢1,v2,6,42) a
(21,22, 23, 24) si la Jacobiana del canvi no s’anul-la enlloc. Es a dir, si

0 0 1 0

gz = 2mrl sin(1)y) 2mrl sin(t)y) 00
ml? +mrcos(1) ml? +mrcos(is) 0 0

0 0 0 1

= 2mrlsin(yy)(mi® + mr cos(vpy)) — 2merl sin(ty ) (ml? + mr cos(1))
2m2ri?(sin(v1) — sin(vz)) + 2m2r21(sin(v1 ) cos (1) — sin(1hz) cos(1)1))
= 2m?ri®(sin(¢1) — sin(vpe)) + 2m>r2lsin(y; — h9) # 0.

El mateix passa pel cas del difeomorfisme que envia (21, 22, 23, 24) a (y1,91,Y2,Y2)-
Es a dir,

1 0 0 0
0 0 0 1 _

|Jz| = 0 0 1 0 =z4 =17y #0.
0 z4 0 z9

Per tant, les uniques restriccions que tenim a I’hora de triar ¢,v9,0 i 4o és que
t # 01 que per a qualsevol k € N, ¢y # ki 9g # k.

Prenem doncs com a dades inicials i finals els segiients valors

Ci

00).02000.00) = (5.5.5).

7302
o = (o) = (5.5.7)

Primerament, passem les condicions inicials i finals, ¢; 1 ¢f, en termes de variable
21,292,231 z4. Com z4 = 19 li podem donar qualsevol valor.

zi = (1.570796327, —13.5, 20.94395104, 1)
zr = (2.356194490, 15.35410196, 23.80268894, 2)

i finalment les passem a y1, 91,2 1 Y2

Yi (1.570796327, 1, 20.94395104, —13.5)
yr = (2.356194490, 2, 23.80268894, —30.70820392)
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El que anem a buscar ara sén dos polinomis de la forma 1 () = g +attost’+astdi
Ya(t) = Bo+ Prt+ Pat? 4 B3t de manera que y1 () = y1(t), 91(t) = F1(t), y2(t) = 72(t)
i92(t) = 42(t). Com tenim 8 incognites i 8 condicions inicials i finals, els valors «; i §;
estan completament determinats. Per trobar-los imposarem les 4 condicions inicials

11(0) = ap = 1.570796327
1(0) = o =1

12(0) = By = 20.94395104
F2(0) = B = —135

i les 4 condicions finals

(1) = ap+og+as+az = 2.356194490
(1) = o1+2a2+3a3 = 2

Y2(l) = Bo+ B+ P2+ B = 23.80268894
(1) = B1+2B82+38 = —30.70820392

de manera que obtenim

oo = 1.570796327, o3 =1, az = —1.643805511, a3z = 1.429203674

Bo = 20.94395104, B; = —13.5, P = 66.28441762, B3 = —49.92567972.

Els polinomis que buscavem sén

1.570796327 + t — 1.643805511¢2 + 1.429203674¢>
Yo(t) = 20.94395104 — 13.5¢ + 66.28441762t> — 49.92567972t3.

=2
=
—~
~+
~
Il

Per tant, podem expressar

i (t) v(t) = 1.570796327 + t — 1.643805511¢2 + 1.42920367413
() = 4(t) = 1—3.287611022¢ + 4.287611022¢

ya(t) = 72(t) = 20.94395104 — 13.5¢ + 66.28441762¢% — 49.92567972t
i (t) 4o(t) = —13.5 4 132.5688352t — 149.7770392¢2

wi(t) = ih(t) = —3.287611022 + 8.575222044¢,
wa(t) = dh(t) = 132.5688352 — 209.5540784¢.
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Ara que podem expressar yi, 91, Y2, Y2, w1 1 wo en funcié de ¢, anem a trobar uy i us
en funcié de ¢t. Primerament, trobem v; i v5 en funcié de t:

) B
ul®) = y1(t)

2000(—1.102326080 + 2.297357260¢ + 0.9499369258t2)
(5 — 1.643805511¢ + 21.43805511¢2)2
va(t) = wi(t) = —3.287611022 + 8.575222044¢.

I un cop trobats vi(t) i va(t), trobem w@;(t) i u2(t). Trobar @, (t) és facil ja que
@1(t) = v1(t), en canvi per trobar o (t) hem de calcular la integral de vy (¢), tenint en
compte que u2(0) = z4(0) 1 a2(1) = 24(1).

Uy(t) = / o (t)dt = —11.65486678¢ + 11.65486678t> + K

Inicialment vam dir que @2(0) = 1 i, per tant, K és tnica i val K = 1. Es comprova
facilment que uy(1) = 2, tal i com voliem.

I per tltim, per trobar w;(t) i ua(t) ens cal resoldre el sistema

("B B (mo) (o)

Per a trobar uy i us en funcié de ¢t hem de calcular la inversa de la matriu

( f%‘j;’f 70312523 ):< 6 sin 1, 6 sin 1o )

a13 a23 4+ % cos; 4+ % Cos Yo

Pero per a que la inversa existeixi el seu determinant no pot ser 0. Resulta que

' Gsiny Osins o) (inehy — sinba) + Osin(vy — o).

4+ 2 cosihy 4—|—§cosw2
2 2

Per tant ens passa com en l'exemple d’abans, que per a valors ¥1 = kn i ¥ = kn
tenim singularitats. Per aixo les grafiques que obtenim sén erronies. Només fa bé la
variable 6, ja que 6 = 1 (t). En canvi les variables d’estat ¢ i 1o depenen de w;(t)
i ug(t) i segurament en algin moment es passi per alguna singularitat i per aixo els
resultats no soén correctes.
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Anem doncs a simular el sistema (6.4) definit per les 2’s i aixi comprovarem que es
compleixen les condicions inicials i finals tal i com esperem.

Grafica de zetal

Figura 6.2: Comportament de les variables del sistema
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-
Rolling disc

Considerem el problema d’un disc girant com un monocicle al qual li afegim un angle
de gir ¢ que descriu l'orientacié del disc. El model ve descrit pel segiient sistema:

£ = wupcosf

y = wupsind

i — y (7.1)
QB —U

i tot seguit veiem una modelitzacié del disc amb les variables d’estat corresponents:

Volem trobar les sortides planes del sistema. Per aixo passarem el sistema a un sistema
de Pfaff i posteriorment passarem les formes a formes normals de Goursat. Finalment
tornarem a esciure el sistema en les noves variables per poder, aixi, trobar les sortides

planes. Per tant, sigui & := (9’0, 9,0, ¢), reescrivim el nostre sistema com:

cos 0

. sin 6 0
T = 0 uy + | |w2=aw + gous (7.2)

-1 0

La distribuci6 és A = (g1, g2). Volem trobar:

IO = At ={weA' | g;aw=0, Vg; € A}

Siguin wy,wy € Al tals que wy = adr+bdy+cdf+edo,iwy; = ddm+3dy+éd9+éd¢)
s’han de satisfer les segiients condicions:
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g1_lw; = acosf +bsinf —e =0
godwy =c=10

g1 dwe = acosf + bsinh —é =0
g2 lwg = ¢c=0

Com wi i wo han de ser linealment independents, prenem per exemple:

wy =cosBdr +sinfdy + 0df + 1d¢
wo = —sinfdx + cosfdy + 0df + 0dop

Per tant, I = I(© = (wi,ws). Es facil veure que 1M = (w;) i que I? = {0}.
Aleshores, el sistema de Pfaff és:

w; = 0

Wy = 0

Un cop trobat aquest sistema, ens disposem a passar-lo a la forma normal de Goursat.
En aquest exemple, tenim un sistema de dos 1 — formes amb quatre variables, aixi
que aplicarem el teorema d’Engel per trobar les coordenades z1, 22, 23, 24 tals que

= {dZ4 — Z3 le,dZ:g — Z9 le}

Seguirem les demostracions constructives dels teoremes d’Engel i de Pfaff per trobar
el canvi de coordenades.

Com I = {0} aleshores dw; A w; # 0. D’altra banda, (dw;)? = 0, conseqiientment,
(dwi)? Awy = 0. Per tant, wy és una 1-forma de rang constant r = 1. Estem sota les
hipotesis del teorema de Pfaff de manera que hem de trobar una funcié f; tal que:

dwi ANwi ANdfi =0
és a dir,
(ddNdy Ndx+ cosOdi ANdy Ndp —sinfdf Adx Adp) Adfy =0

A simple vista, una de les possibles funcions és f; = 6.

Sigui I, amb r = 1 l'ideal format per {df;,w, dw}. El seu espai de retracci6 C(I7) té
dimensi6 2, per tant, hem de trobar una funcié f; tal que:

wi Adfy Adfs =0 (7.3)
dfi Ndfy #0 (7.4)
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Sigui fo = fo(z,y,0,¢), aleshores dfs = fodx + fydy + fodf + fydp. De (7.3)
n’extraiem que:

focost = fy
fosind = f,
fycosf = frsind

Suposem f, = 1. Conseqiientment,

f2(x3y707¢) :$COSQ+ySiH9+¢

Comprovem (7.4):

dfy A dfs = dO A (cosOdx — xsinfdf + sin 0 dy + y cos 6 df + dg)
=cosOdiO Ndx+sinfddNdy+do Adp #£0

Per tant, wy és de la forma:

wy = dfy + g1 dfr

on f1,fs 1 g1 s6n independents.
Fent un canvi de coordenades a z1,z2,23 i 24 de manera que z4 = f5, 21 = 6, trobem

zZ3 = —01:

w1 = dfg + g1 dfl = dZ4 — Z3 le

cosfdxr+sinfdy+0df+1dp = cosfdr—xsinh df +sin b dy + y cos 0 df + dop — z3 db

Per tant, z3 = ycosf — xsinf.

Un cop trobada w; en el nou sistema de coordenades, trobem wy de la forma:

we = dzz — 22 dz; (mod I)

Aixi, trobarem zo tal que:

Wo = ng — Z9 le

—sinf dx+cos 8 dy+0df+0do = (—ysinh df+cos § dy—x cos 0 df—sin 6 dx)—zo d6 =
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= 29 = — (ysinf + x cos )

Tenim doncs, les noves variables expressades en funcié de les variables velles com
segueix:

2’1:0
zo = —(ysinf + x cos )
z3 =ycosh — xsinf

zg =xcosf +ysinh + ¢

El sistema inicial expressat en les noves variables és:

Z1 0 1

2'2 o -1 —Z3

B = 0 up + 2 U9 (7.5)
Z.4 0 z3

Pero per seguir amb el nostre estudi necessitem que el sistema estigui expressat la
forma canonica de Goursat associada a la forma de Goursat. Per a aixo cal fer una
realimentacié de manera que:

Up = U2

U2 = —U1 — Z3U2

Aixi, el sistema (7.5) queda reescrit com segueix:

21 1 0

22 0 1]
. = U1 + U

z3 Z2 0

24 zZ3 0

Tot seguit trobarem les sortides planes del sistema en les coordenades z, és a dir, en
el nostre cas son dues funcions y;(z,%) 1 y2(z,u) tals que les variables del sistema es
puguin escriure en funcié d’aquestes. La teoria general de la forma normal de Goursat
ens proposa:

Y1 =z

Y2 = 24

De manera que:
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Y1 =21 = Uy (76)
Yo = 24 = Z3U1 7.7
o = F4 = Z5Ty + T12s = 2oy + yl% (7.8)
1
De (7.7) n’extreiem:
Y2
23 = —/—
(2A
I de (7.8) n’extreiem:
I ke e R 1
2= ——"%5 = 5~ .3
y12 y12 y13

Les variables z depenen de les realimentacions i les seves derivades de la forma
z = z(y1,91, Y1, Y2, Y2, Y2), perd encara no podem establir un difeomorfisme. Hem
de prolongar el sistema. Per fer-ho, definim dues noves variables d’estat:

g5 = U1, Z6=U1

i dos nous controls:

v = U1, V2 = U2

aixi, el nostre sistema ara és de la forma:

Z.l = zZ5
252 = V2
Z3 = 2225
,2:4 = Z3%5
Zs = %
2:6 = (%1

Ara tenim un difeomorfisme entre {y1, Y1, 91, Y2, Y2, Y2} 1 {21, 22, 23, 24, 25, 26 }. Només
cal comprovar per quins valors de les variables aquest difeomorfisme existeix i evitar
que passin per aquest punt quan impossem condicions inicials.

Els determinants dels canvis sén els segiients:

0 0 1
—cos(0) —sin(f) —ycos(f) + xsin(h)
—sin(f)  cos(d) —ysin(f) — xcos(h)

] i) cos(0)
cos(0) sin(d)  ycos(8) — zsin(h)

= —cos(h)? —sin(h)? = —1

= o O O
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1 0 0 O 0 0
0 0 0 O 1 0
|10 0 0 O 0 1] 3
=10 0 01 o o|" 75
0 0 zZ5 0 z3 0
0 zg 2z 0 22925 23
Per tant, per tot punt amb z5 # 0 existira la inversa.
Les realimentacions sén de la forma:
d .
wr = — =
1 dtyl U1
o=t fur +
Wy = —1UYg = v v
2 dty2 1T V2
Trobem «, 3,1 :
d. (Zti1 + i1 23) = Zyu1 + i1 73 + 1 23 + Zytiy =
dtyQ BT Z3U] T U123) = Z23U1 T UIZ3 T U1R3 T 23U1 =

. . .o . 2
= (%225 + Z5z2)uy + 21123 + U123 = V225 + 3222526 + V123

Per tant,
a = 3222526
B = z3
2
Y= 25
Conseqiientment,

wo — a — PBwy
v

Vo =

Notem que podem dividir per z5 ja que hem vist que aquesta variable mai sera nul-la.
Volem trobar els controls %; i Ws en funcié del temps. Per fer-ho seguirem el segiient
procediments:

m Imposarem condicions inicials i finals a = (x,y, 6, ¢).

m Mitjancant el difeomorfisme {z} <> {z} trobem condicions inicials i finals per
z = (21, 22, 23, 24)

m Imposem, també, condicions inicials i finals per @ = 25 i U3 = z5. Ai-
xi, mitjancant el difeomorfisme {z} < {y} trobem les condicions per y =
(y17y.17y"17y2ay.27y"2)-
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Tenim 6 condicions tant per y; com per ys per tant, existira dos tinics polinomis
de grau 5 tals que:

Un cop trobats els polinomis, trobem les realimentacions definides abans:

d? d?
o= gt = gl
d? d?
o=t = gp @)

Desfent els canvis, trobem els controls vy (¢) i va(t).

Finalment, Ty(t) = vo(t) i w1 (t) = vi(t). Aixi, només caldra integrar dos cops
v1 () 1 imposar les condicions inicials per determinar les constants d’integracio.

Decidim imposar les segiients condicions inicials en t = 0 i finals en ¢ = 1:

2(0) = (2(0),4(0),0(0),(0)) = (1,1, 7. 2)
$(1) = (.13(1), y(1)76(1)7 ¢(1)) = (17 0,7, 1)

Per tant, les corresponents condicions per les variables z seran:

2(0) = (21(0), 22(0), z3(0), 24(0)) = (g 1, —1,3)

Z(]-) = (21(1)722(1)723(1)324(1)) = (7(, 1,0,0)

Imposem les segiients condicions sobre el control w;:

71(0 = El(l) =1

u1(0) = (1) =1
De manera que

z5(0) =1 z5(1) =1

Zﬁ(O) =0 Zﬁ(l) =1

Aixi doncs, les corresponents condicions per a les variables y soén:

s

y(()) = (yl(o)’y1(0)7yl(o)’yQ(O)MyQ(O)vyZ(O)) = (57 1,0,3, -1, _1)
y(l) = (yl(]-)vyl(l)vyl(]-)va(l)’?D(l)vy2(1)) = (Wa 1; 1,0707 1)
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2) SlgUI P5(t) = a5t5 —+ a4t4 + a3t3 —+ a2t2 + alt —+ ap tal que P5(t) = U1 (t) EI’IS

disposem a trobar els coeficients.

n(t) = ast® + aqgt* + ast® + ast® + art + ao
U1 (t) = 5a5t4 + 4a4t3 + 3a3t2 + 2ast + aq
71 (t) = 20ast® + 12a4t* + 6ast + 2as

Per t =0:

s =)

— (=)

I Il
S ST

Q
)
I

Per t = 1:
™
7r:a5+a4+a3+1+5

1 =>5a5 +4a4 + 3a3 +1
1 = 20as + 12a4 + 6as

Resolent el sistema lineal trobem:

-19
a3=T+57T
15
0,4:14—?77
11
(15—377—?

Per tant,

11 15 -19
Ps(t) = (37r - 2) 5+ <14 — 277) 4+ (2 + 57r> 3+t + g (7.9)

Procedim de manera analoga amb ys(t) = Qs5(t) = bst® + byt* + bat3 + bot? +
byt + bo.

Yo (t) = bst® + byt* + bat® + bot® + byt + by
1o (t) = Bbst* 4 4byt® + 3bst? + 2byt + by
1o (t) = 20b5t> + 12b4t> 4 6bst + 2by
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Per t = 0:
bp =3
b = -1
1
b2:7§
Per t = 1:

1
0=bs+by+bg+5—1+3

0=>5bs +4bs+3bs+1—1
—1 = 20b5 + 12b4 + 6b3 + 1

Resolent el sistema lineal trobem:

by = =22
69
b4 — ?
bs = —14
Per tant,
5, 694 3, 1o
Qs(t) = —14t° + ?t — 22t° + §t —t+3 (7.10)

3) Trobem les realimentacions en funci6 del temps:

des ar?

d? a?
=—= = — = —132 + 828t — 840t>
wy = 1372(t) = 3Q5(1) 32 + 828t — 840t

a? d? 15 11
wy = —=y1(t) = —= P5(t) = =57 4 307 4 24 (14 — (2> 77) t + 60 (377 - 2) t2

4) Conseqiientment, els controls v; i vy tindran les expressions segiients (tenint en
compte que ara no depenen de les variable z sin6 de les variables y):

d? d® 15 11
V1= 5 y1(1) e 5 (t) 57+30m+ ( ( 5 ) 7r> t+60 (377 5 ) t

1
- 24(126 — 207 — 624t
U2 = T 52 1 308 1 11260 — 600 1 308 — 5aii)i o m

+197409t*—151106t°4+18175t2—97442t3 —12120t> 7 +66560t> 7 —131870¢* 7 —20610¢°
+100620¢” —60200t2+13750t° +40t7+90820¢° 7438010t 57— 92080t " 7w+ 13800t w2 —4800¢> 702
—14700t57% 420400t 7% —10200t3 72 +51460t 3741800t 7% — 10800t 7+1500¢> 72 — 78003 72)
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5) L’expressio de Wz (t) coincideix amb la de vq(t) i la de @y (t) 'aconseguim inte-
grant dos cops vy (t) respecte del temps i imposant les condicions inicials.

6) Desfent el canvi de les realimentacions en els controls trobem 'expressio dels
controls inicials:

on z3(t) = 4t

Un cop trobada l’expressio dels controls en funcié del temps resolem el sistema (7.1)
amb MATLAB. Els resultats es mostren a continuacio:

Grafica de x Grafica de y

[i} a1 02 03 04 05 0B 07 05 089 1 il a1 02 03 04 05 0B 07 05 089 1

Grafica de 8 Grafica de ¢

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7.1: Comportament de les variables del sistema

Un cop obtingudes les dades de la simulaci6, mitjancant el programa Blender fem la
realitzaci6 del video que trobem en el segiient link:

https://dl.dropboxusercontent.com/u/42779469/rolling_disc.avi

Amb aquest programa hem aconseguit fer un model del rolling disc i del terra, super-
ficie sobre la que es mou el sistema. El moviment ’aconseguim afegint a cada frame
la posicié obtinguda amb MATLAB. Aixi, amb una velocitat de 3fps, aconseguim
I’anterior resultat.
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Vehicle amb rodes
extensibles

Considerem el sistema que correspon a un vehicle amb les rodes posteriors iguals
i extensibles i amb les rodes davanteres iguals i amb un radi fix [. La motivacié
d’estudiar aquest tipus de sistemes és tenir una capacitat de navegacié en terrenys
dificils que es soluciona amb l’expansié de les rodes. La dinamica del vehicle ve
descrita per:

.7'“ 1 0
0'1 = 0 Uy + 1 Uy = fl’LLl + f2U2 (81)
02 _tarlla %

On 01 i 05 sén, respectivament, els angles de les rodes posteriors i davanteres, « és una
constant del sistema que correspon a ’angle que forma la recta que uneix els centres
de les rodes amb I'horitzontal i 7 és el radi de les rodes posteriors que varia amb el
temps. Podem observar un esquema del sistema en la segiient figura:

TN

L’objectiu d’aquesta aplicacié és simular la trajectoria de les variables que descriuen
el sistema anterior. Per a que aixo sigui possible hem de trobar el sistema de Pfaff.

La distribuci6 és A = (fy, f2). Volem trobar:

IO =At ={weA' | fiaw=0, Vfi € A}
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Sigui w; € A! tal que w; = adx + bdy + cdf + edp, shan de satisfer les segiients
condicions:

fidwy =a+c (-2
fodwy = b—i—c(%) =0

D’on extreiem que

tan o
a =
l
cr
b=——
l
Triem ¢ = [ per simplificar els calculs. Aixi, a = —tana i b= —r.

La 1-forma incient amb la distribucié A és:

w=tanadr —rdf; +1dbs

Per tant, I(¥ = (w;) i I = {0} ja que donat w € I°) no es compleix que dw =
0 mod 19, Aleshores, el sistema de Pfaff és:

w=0

Ens disposem a trobar l'expressié de la 1-forma en la forma normal de Goursat és a
dir,

w=dz — zpdzs

Seguirem la demostracié constructiva del teorema de Pfaff per trobar el canvi de
coordenades. La derivada exterior de w és:

dw = —dr A dby

de manera que, (dw)? Aw; =0 ila 1-forma w té rang constant r = 1.

Hem de trobar una funci6 f; tal que:

doANwANdfy =0

és a dir,

(—ldr A dfyd3) A dfy =0

Triem, per exemple, f; = r.
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Aixi mateix, hem de trobar una funcié f, tal que:

wAdfi Adfs =0 (8.2)
dfi A\ df2 #0

Sigui fo = fa(r, 61, 02), aleshores dfs = f,. dr + fo, d01 + fo, df>. De (8.2) n’extraiem
que:
—lfo, = 1o,

Triem una fo que compleixi aquesta restriccid, per exemple: fa(r,61,02) = 021 — 0;7.

Comprovem (8.3):

dfy Ndfs = —rdr A dO; +1ldr A dfs # 0

ja que r il sén els radis i no poden ser zero. Per tant, w és de la forma:

w1 =dfs + hy dfy
on fi1,fs 1 hy sén independents.

Fent un canvi de coordenades a z1,20 i z3 de manera que z; = f; = 71 23 = fo,
trobem z, = —hg:

w1 =dfs+ g1 dfi =dzg — z3dzy

tanadr — rdfy +1dfy = 1dby — (01 dr + rdfy — 2o dr)

Aixi, zg = —0; — tan a.

Tenim doncs, les noves variables expressades en funcié de les variables antigues:

zZ1 =T
29 = —0; —tana

zZ3 = 92[ - 917’

El sistema inicial expressat en les noves variables és:

21 1 0
29 = 0 ur + —1 Ug (84)
2'3 z9 0
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Necessitem que el sistema estigui expressat en la forma canonica associada a la forma
de Goursat. Per a aix0 cal fer la realimentaci6 segiient:

Uy ‘= Uy

Ug = —Ug

De manera que el sistema original queda reescrit com segueix:

21 1 0
Zo | =1 0 Jwm+| 1 |u (8.5)
2.3 Z9

Tot seguit trobarem les sortides planes del sistema en les coordenades z, és a dir, en el
nostre cas cal trobar dues funcions y(z,%) i y2(z, %) tals que les variables del sistema
es puguin escriure en funci6é de yi, yo i les seves derivades. La teoria general de la
forma normal de Goursat ens proposa:

Y1 =23
Y2 =2
De manera que:
Y1 = 23 = 22Uy (8.6)
Yo =71 =1 8.7
De (8.6) n’extreiem:
%1
22 = —
Y2

Les variables z depenen de les realimentacions i llurs derivades de la forma z =
z(y1, Y1, Y1, Y2, Y2, Y2 ), perd encara no podem establir un difeomorfisme. Hem de pro-
longar el sistema. Per fer-ho, definim una nova variable d’estat:

Z4 = U1

i dos nous controls:

v = U, V2 = U

aixi, el nostre sistema ara és de la forma:
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21 = 2
Zo = vy
,2:3 = Z2Z4
254 = vl

T aconseguim un difeomorfisme entre {y1, 41,92, 42} 1 {1, 22, 23, 24}. Només cal com-
provar per quins valors de les variables aquest difeomorfisme existeix i evitar que
passin per aquest punt quan impossem condicions inicials.

Els determinants dels canvis sén els segilients:

1 0 0
|Jz|=| O 1 0|=1
701 T l
0O 0 1 0
. 0 zZa 0 z9 _
ul=11 o o o |~ ™
0O 0 0 1

Per tant, per tot punt amb z4 # 0 existira la inversa.

Les realimentacions séon de la formas:
d

wy = ayé =

d .
Y1 = a+ By + Yoo

Wy = —
2Tt
Trobem «, 3,1 :
d . d(.,) 4T n
—1y1 = — (22U1) = Zou U129 = VoZ V12
dtyl dt 2U1 2U1 122 224 122
Per tant,
a =
B =z
V=24
Conseqiientment,

wy — fwi W — 2wy
7)2 = =
Y 24

Volem trobar els controls u; i ws en funcié del temps. Per fer-ho seguirem el segiient
procediments:

m Imposarem condicions inicials i finals a x = (r, 61, 62).
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m Mitjancant el difeomorfisme {z} <> {z} trobem condicions inicials i finals per
z = (21,22, 23)
m Imposem, també, condicions inicials i finals per w; = z4. Aixi, mitjancant el
difeomorfisme {z} <+ {y} trobem les condicions per y = (y1, Y1, Y2, Y2)-
m Tenim 4 condicions tant per y; com per y» per tant, existirdn dos tinics polinomis
de grau 3 tals que:
Ps(t) = 11(t)
Q3(t) = y2()
m Un cop trobats els polinomis, trobem les realimentacions definides abans:
d? d?
=y = — Pyt
w2 = qEhr = galst)
d? d?
= — = — t
w1 dt2y2 dt2Q3( )
m Desfent els canvis, trobem els controls vy (¢) i va(t).
m Finalment, %y(t) = vo(t) i uy(t) = vi(t). Aixi, només caldra integrar un cop

v1(t) i imposar les condicions inicials per determinar les constants d’integracio.

Decidim imposar les segiients condicions inicials en ¢ = 0 i finals en ¢t = 1:

2(0) = (r(0),61(0),62(0) = (1.7, )

z(1) = (r(1),0:(1),62(1)) = (2,0,0)

Per tant, les corresponents condicions per les variables z seran:

2(0) = (21(0), 22(0), 23(0)) = (17 —r—1, —g)
2(1) = (21(1), 22(1), 2z3(1)) = (2, —1,0)

A meés, imposem condicions sobre el control u;:
ﬂl(O) =1 ﬂl(l) =3

De manera que
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Aixi doncs, les corresponents condicions per a les variables y son:

. . s
y(0) = (410, 1(0), 92(0),512(0)) = (=5, —7 = 1,1,1)
y(l) = (yl(l)vyl(l)a y2(1)7y2(1)) = (0’ _37 2a 3)
Sigui Ps(t)ast> + ast? + art + ag tal que P3(t) = yi(t). Ens disposem a trobar

els coeficients.

y1(t) = ast® + axt® + art + ao
U1 (t) = 3a3t2 + 2aot + a1

Per t = 0:
T
CLO:*g
a1:—7r—1

Per ¢t =1 es resol un sistema lineal que ens proporciona els segiients valors:

T
a9 = 5 + ?
as = —2r—4
Per tant,
7
Py(t) = (—2m — 4)t% + <5 + 2”) 2—m— 1)t — g (8.8)

Procedim de manera analoga amb ys(t) = Q3(t) = bst> + bot? + byt + bg.

Yo (t) = bst> + bat® + byt + by
Yo (t) = 4byt® + 3bzt? + 2bot + by
Per t = 0:

by =1
by =1
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Per t = 1 es resol un sistema lineal que proporciona:

by = —2
by = 2

Per tant,
Qs(t) =213 — 2%t + 1 (8.9)

3) Trobem les realimentacions en funcié del temps:

d? d?
wy = @yl(t) = @Pg(t) =10+ 77 + (6(—2m — 4))t
d? d?

4) Conseqiientment, els controls vy i vy tindran les expressions segiients (tenint en
compte que ara no depenen de les variables z sin6 de les variables y):

v =—4412¢

_ 3(—244t 4 4% — 7w + 6t77)
2= (1— 4t 1 612)2

5) L’expressio de us(t) coincideix amb la de va(¢) i la de u;(¢) laconseguim inte-
grant un cop v (t) respecte del temps i imposant les condicions inicials.

6) Desfent el canvi de les realimentacions en els controls trobem 'expressio dels

controls inicials:

ui(t) = 1 — 4t + 6t

us(t) = 3(—2 + 4t + 4t% — 7 + 6t%7)
2 (1 — 4t + 612)2

Un cop trobada l’expressio dels controls en funcié del temps resolem el sistema (8.1)
amb MATLAB. Els resultats es mostren a continuacio:
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Graficader Gréfica de 6,

Gréfica de 6,

Figura 8.1: Comportament de les variables del sistema

Estudiem la correccié de 'error variant les condicions inicials de les variables d’estat
{z} i observant que convergeixen a la condicié final imposada.

Segons la teoria del capitol 4, definim

Ierror entre els controls. Notem que les expressions de y{(t), y4(t), wi(t) i wg(t) son
conegudes. Volem trobar les expressions de ¥, 7y, w1 1 Wa. La idea és fer les segiients
definicions:
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Yy = mily; + mol,

Yo = M1l + Mol
Aixi, hem de trobar mg, mq, Mg i m; de manera que els polinomis

N 4+mA+me=0
A2 LA+ =0

siguin poinomis Hurwitz.Per tant, hem triat my = —10001, m; = —200, g = —40001
im; = —400.

Un cop obtingudes les constants anteriors, trobem

T = wy— (—10001 (P3(t) — 23) — 200 (Pg(t) - zm)) - —190—¥W+(6 (—2m — 4)) t+

7
+ (10001 (—7 — 1))t + (10001 (5 + 2) 77) #2 4 (10001 (—27 — 4)) 3 — 1000123+

7
+ (400 (5 + 27r>) t+ (600 (=27 — 4)) 1* — 2002427

Ty = wy — (—40001 (Qs(t) — 21) — 400 (Qg(t) - z4)) = 40397 + 38413t —
—77602t% + 80002t> — 4000121 — 40024

i ara, mijtangant les relacions ja trobades anteriorment,

wi; = V1
we = o + vy + U2

trobem les expressions dels controls v; i ve en funcié del temps i de les variables
d’estat {z}. Obtenim:

vy = 40397 + 38413t — 77602t + 80002¢> — 400012, — 40024

vy = 80414 — 2000223 — 80024 — 40024 25 — 8000227 +203194t% 4+ 2076808t + 160024 2ot —
—240024 291 + 704077 — 745644t — 2571196t* + 1440000¢° 4 56001472, + 56007 24—
—480012t%72; — 4800t 724 — 464410tm — 134033t%m + 1293600371 — 1485594t 7+
+720000t°7 — 80002721 — 800724 + 8000823t — 12001223t% 4 800020t 27+
48000t 24 — 960024t% 21 — 9600t 24
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Amb el programa MATLAB fem les simulacions de les variables d’estat {2z} amb
les condicions inicials originals i amb les pertorbades (on fem servir els controls que
acabem de trobar), els resultats s’exposen en les figures segiients:

Trajectbria z, Trajectbria z,
22 il
2
15
18
10
16
1.4 5
12 5
1
5
08
10
06
04 . . . . . . . . . , 45 . . . . . . . . . ,
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
temps temps
Trajectoria z Trajectoria z,
1 40
S
s
Ell
0
E
05 Eil
15
4
10
15
5
5 . . . . . . n n . , 0 —y/—‘"_‘.—".()‘/‘i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

temps temps

Figura 8.2: Comportament de les trajectories variant les condicions inicials

Les trajectories en blau son les trajectories amb les condicions inicials originals i les
vermelles les obtingudes variant les condicions inicials. Notem que totes convergeixen
rapidament cap a la trajectoria desitjada.
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O
Avio

El segiient sistema és el model d’un avié amb el qual és possible girar entorn de
Peix, elevar-se i orientar-se, (roll, pitch i yaw respectivament en anglés). Els angles
per a cadascin dels moviments anteriors son, respectivament, ¢, ¢z, ¢3 i els veiem
representats a la segiient imatge:

@3 Yo

™. Pitch 4
@2&\_/

Rall

La trajectoria de ’avié ve descrita pels angles d’aquests tres moviments i per la posicié
(z,y, 2) al’espai donant pas al sistema que segiieix:

x cos ¢z cos a0 0 0

U sin ¢z cos o 0 0 0 U

z B — sin ¢ 0 0 0 wy (9.1)
o1 | 0 1 sing;tangs cos¢q tan ¢ Wa ’
q§2 0 0 coSs ¢ — sin ¢ w3
3 0 0 T e

On u, wy, wsy i ws sén les variables de control. Seguint el mateix procediment que les
aplicacions anteriors trobem les dues 1-formes w; i ws que anul-len els camps vectorials
soén:

COS ¢3
=dr— ——d 2
“i * sin ¢3 y (9 )
wp = dz + 69822 cos ¢ dz (9.3)
2

S11
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El sistema de Pfaff associat té codimensié 6 — 4 = 2 i aplicarem la teoria de la forma
normal estesa de Goursat. Volem trobar les variables zg, 21, 23, 27 i 25 de manera
que:

wy = dzf — 23 dzg (9.4)

wy = d2? — 22 dz

Es facil veure que:

20 =X
2=y
zy = tan ¢3
zf:z
o tangs
2= COS (3

Per establir un difeomorfisme entre les variables d’estat del sistema original que les
anomenarem {z} i les noves variables {z} cal afegir una nova variable tal que es pugui
establir un difeomorfisme:

z3 =1

Aixi, les variables inicials expressades en funci6 de les {z} son:

r =20

2
zzz%
¢1 =23

arctan(z3 cos(arctan z3))

b2
1

¢3 = arctan z,

Per la teoria explicada al capitol 3 sabem que el sistema de control en les noves
variables ha de ser de la forma:

Z.o = Up
2 = zlug
Z% = U1
22 = 22ug
Z% = U9y
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Si derivem les nostres variables obtenim:

Zop = & = COS b3 COS P2

2] =y = sin ¢3 cos pau
1 1 sin iy sin ¢ s COS @1 ws
cos? ¢3 COS ¢ CoS ¢

.27 . .
2] = 2 = —singou

= ——— (cosprwo — sin prw
Cosg¢2( Pr1w2 Pr1ws)

Z3 = ¢1

Fent les realimentacions segilients aconseguim expressar el sistema anterior com el
sistema en la forma canonica (4.1):

Uo
COS (g COS (3

1 in sin ¢ n COS @1
U] = ————sin w w
1 cos2 g *\cosgp > ' cospy °

1 .
Ug = ————— (cos prwo — sin prws)
c0os? (o
uz = ¢1
Les flat outpus son:
Yo = 20
1
Yy =2
2
Y2 = 21
Ys = 23
De manera que:
Yo = uo
|
Y1 = ZUp
. 2
Y2 = ZoUo

Considerem la segiient prolongacié per tenir un difeomorfisme entre les variables:

Z4 = UQ
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1 un nou control:

’U:UO

Ara, podem expressar les variables {z} en funci6 de les flat outputs i les seves derivades

com segueix:

El sistema en les sortides planes és:

20 = Yo
Z% =Y
Z% =Y2
=l

Yo
2=

Yo
23 =Ys3
24 = Yo
Yo = ap
1 = 1
U2 = Qo
Us = a3

Alhora, emprant els sistemes anteriors sabem que:

De manera que:

Yo =
$1 _ 1 1
=21 = 2324 + 25V

i1
U2
U3

Qg
(€51
Q2

Qs

20:24:’0

2224+ 230

23:U3

=

_ 1
= z4U1 + 25V
= Zuu9 + ng

:u3
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és la realimentacié entre els controls «;, i = 0,...,3 i els controls {v, uy, us,us}; ila
realimentacié inversa queda expressada de la segiient manera:

V= Qp
1
a1 — 250
U = —
24
_ 52
(65 25
Uy = ————
24
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