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A.     Solucions analítiques de l'estat estacionari

Per tal de resoldre l'equació parabòlica diferencial analíticament, cal suposar que s'arriba a 

l'estat estacionari molt ràpidament.  El terme variable amb el temps en l'equació del flux 

d'aigües subterrànies en aqüífers s'anul·la. 

K x
δ2h
δ x2

+qs=S s
δh
δ t

=0       (Eq. A.1.)                    
δ2h
δ x2

=
−qs
K x

        (Eq. A.2.)

Existeixen dues solucions analítiques de l'estat estacionari segons hi hagi o no el terme qs ,  

ja que aquest, depèn de h: Si no hi ha qs, l'equació a resoldre analíticament és de Laplace:

δ2h
δ x2

=0                                                  (Eq. A.3.)

En canvi, si hi ha qs, l'equació a resoldre és de Poisson. S'agafa d'exemple una situació on 

hi ha pluja i no hi ha drenatge. Segons les teories de Dupuit (1863), es pot relacionar el flux 

de Darcy amb la intensitat de pluja com:                       

qs=q p−qd       (Eq. A.4.)                            q p=
W
h            (Eq. A.5.)

Com no hi ha drenatge (qd = 0) i si que hi ha pluviositat, s'arriba a l'equació de Forchheimer 

(1901) que és de Poisson:           

                
δ2h
δ x2

= −W
K x · h

     (Eq. A.6.)                     
δ2(h2)
δ x2

=−2W
K x

     (Eq. A.7.)

A.1.     Resolució de l'equació de Laplace

δ2h
δ x2

=0                                                   (Eq. A.8.)  

Integrant l'equació apareix la primera constant.          

δh
δ x

=C1                                                  (Eq. A.9.)  
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Integrant per segona vegada apareix la segona constant d'integració. La solució és lineal.   

h=C1 x+C2                                             (Eq. A.10.)  

A.1.1.     Resolució fixant la velocitat mitjana a l'entrada

Ara cal solucionar  l'equació de Laplace aplicant  dues condicions de contorn.  Hi ha dos 

casos segons la condició de contorn a x=0 que es desitgi. Seguidament es resol fixant la 

velocitat mitjana a l'entrada. Més endavant es resol fixant el nivell a l'entrada.

1. per x = L, h(t) = hL                               hL=C1 L+C2                                                   (Eq. A.11.) 

2. per x = 0, v=v0=
−K x

n
( δh
δ x

)
x=0

  que es pot reescriure com: (
δh
δ x

)
x=0

=
−n · v0
K x

 

(Eq. A.12.)

Aplicant aquestes condicions de contorn, les solucions de les dues constants són:

C1=
−n · v0
K x

     (Eq. A.13.)                          C2=
n· v0
K x

L+hL      (Eq. A.14.)

La solució generalitzada del perfil del nivell quan qs = 0 i fixant la velocitat mitjana a l'entrada 

és:

h=
n · v0
K x

(L− x)+hL                                       (Eq. A.15.)

Es pot reescriure com la llei de Darcy:

h−hL
L− x

=
q0
K x

                                           (Eq. A.16.)

A.1.2.     Resolució fixant el nivell a l'entrada

Ara es resol l'equació de Laplace utilitzant l'altra condició de contorn. Es fixa el nivell  h a 

x=0.

1. per x = L, h(t) = hL                               hL=C1 L+C2                                                 (Eq. A.17.)
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2. per x = 0, h(t) = h0                       h0=C2                                                      (Eq. A.18.)

La constant C1 és:

C1=
hL−h0
L

                                               (Eq. A.19.)

La solució generalitzada del perfil del nivell quan qs = 0 i fixant el nivell a l'entrada és:

h=(
hL−h0
L

) x+h0                                          (Eq. A.20.)

A.2.     Resolució de l'equació de Poisson

δ2(h2)
δ x2

=−2W
K x

                                           (Eq. A.21.)

Integrant l'equació apareix la primera constant.

δ(h2)
δ x

=−2W
K x

x+C 1                                       (Eq. A.22.)

Integrant per segona vegada apareix la segona constant d'integració.

h2=−W
K x

x2+C 1 x+C 2                                    (Eq. A.23.)

A.2.1.     Resolució fixant el nivell a l'entrada

Ara cal solucionar l'equació de Poisson aplicant  dues condicions de contorn.  Hi ha dos 

casos segons la condició de contorn a x=0 que es desitgi. Seguidament es resol fixant el  

nivell a l'entrada. Més endavant es resol fixant la velocitat mitjana a l'entrada.

1. per x = L, h(t) = hL                             hL
2=

−W
K x

L2+C1 L+C 2                                  (Eq. A.24.)

2. per x = 0, h(t) = h0                               h0
2=C 2                                              (Eq. A.25.)

Aplicant aquestes condicions de contorn, les solucions de les dues constants són: 



Pàg. 6 Annex

                       
C1=

hL
2+
W
K x
L2−C2

L
           (Eq. A.26.)                        C2=h0

2       (Eq. A.27.)

Per tant h2 escrita de forma parabòlica:

h2=−W
K x

x2+
hL
2+
W
K x
L2−h0

2

L
x+h0

2                           (Eq. A.28.)

i la solució generalitzada del perfil del nivell quan qs ≠ 0 és:

h=√−W
K x

x2+(
hL
2−h0

2

L
+WL
K x

) x+h0
2                          (Eq. A.29.)

Aquesta és la solució general de l'equació de Forchheimer donada per Chesnaux (2004).  

S'assumeix que h0>hL.

Solucionant per la velocitat:

v x=
1
ne

W x−
K x (hL

2−h0
2)

2L
−
WL
2

√−W
K x

x2+(
hL
2−h0

2

L
+WL
K x

) x+h0
2

                    (Eq. A.30.)

A.2.2.     Resolució fixant la velocitat mitjana a l'entrada

Ara es resol l'equació de Poisson utilitzant l'altra condició de contorn. Es fixa la velocitat 

mitjana vx a x=0. 

1. per x = L, h(t) = hL                             hL
2=−W

K x
L2+C1 L+C2                                  (Eq. A.31.)

2. per x = 0, v=v0=
−K x

n
( δ h
δ x

)
x=0

  que es pot reescriure com: ( δh
δ x

)
x=0

=
−n ·v0
K x

 

(Eq. A.32.)

Com la primera condició de contorn és la mateixa que en l'apartat A.1.1., es relaciona  v0 

amb h0 a partir de la solució de la velocitat mitjana (Eq. A.30.). Es fixe x=0:
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v0=
1
ne

−K x (hL
2−h0

2)
2L

−WL
2

h0
                                (Eq. A.33.)

Quan es fa l'arrel de h0 només es considera la solució positiva ja que el nivell no pot ser 

negatiu. S'aïlla h0 de l'equació quadràtica resultant:

K x h0
2

2L
−v0neh0−

K x hL
2

2L
−WL
2

=0                            (Eq. A.34.)

I a partir de la solució positiva de h0, es pot utilitzar en la mateixa equació del perfil del nivell 

(Eq. 29.) i de la velocitat (Eq. 30.). La solució generalitzada del perfil del nivell quan qs ≠ 0 

és:

h=√−W
K x

x2+(
hL
2−h0

2

L
+WL
K x

) x+h0
2                          (Eq. A.29.)

Aquesta és la solució general de l'equació de Forchheimer donada per Chesnaux (2004).  

S'assumeix que h0>hL.

Solucionant per la velocitat:

v x=
1
ne

W x−
K x (hL

2−h0
2)

2L
−WL
2

√−W
K x

x2+(
hL
2−h0

2

L
+WL
K x

) x+h0
2

                    (Eq. A.30.)
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B.     Taules de models i solubilitat d'oxigen

Figura B.1. Models per calcular la solubilitat d'oxigen en l'aigua segons la temperatura (Font: 
http://www.ecy.wa.gov/programs/eap/models/rates_and_constants/Sect3-1.pdf, data de 

consulta 7/5/12)
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Figura B.2. Solubilitat d'oxigen en l'aigua segons la temperatura (Font: FAO 
http://www.fao.org/docrep/field/003/AC183E/AC183E04.htm, data de consulta 28/4/12)

http://www.fao.org/docrep/field/003/AC183E/AC183E04.htm
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C.     Taules del model multimonod

Figura C.1. Taula de paràmetres multimonod, Calderer (2010)
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Figura C.2. Taula resum de la cinètica i estequiometria de la desnitrificació, Calderer (2010)
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D.     Sensibilitat de la solució numèrica

Taula amb els paràmetres de referència per les simulacions de la sensibilitat  numèrica 

justificats en el capítol 4.7. de la memòria. Corresponen a la simulació Kb1. El paràmetre Kb 

en blau es varia en l'apartat D.1. i la temperatura T en taronja es varia en l'apartat D.2.

 Taula D.1. Variables d'entrada de la simulació Kb1 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 76 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 4 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 76 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 90 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.42 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 2 m

T Temps d'Integració 100 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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D.1.    Variació de Kb

D.1.1.     Simulació Kb1 amb Kb = 12 mg/L

Figura D.1.  Evolucions dels perfils de les concentracions amb Kb=12mg/L, simulació Kb1
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Figura D.2.  Evolucions de les concentracions a x=1m i Kb=12mg/L, simulació Kb1
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D.1.2.     Simulació Kb2 amb Kb = 45 mg/L

Figura D.3. Evolucions dels perfils de les concentracions amb Kb=45mg/L, simulació Kb2
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Figura D.4. Evolucions de les concentracions a x=1m i Kb=45mg/L, simulació Kb2
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D.1.3.     Simulació Kb3 amb Kb = 1200 mg/L

Figura D.5.  Evolucions dels perfils de les concentracions amb Kb=1200mg/L, simulació Kb3
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Figura D.6. Evolucions de les concentracions a x=1m i Kb=1200mg/L, simulació Kb3
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D.2.    Variació de T

D.2.1.     Simulació T1 amb T = 8ºC

Figura D.7. Evolucions dels perfils de les concentracions a T=8ºC, simulació T1
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Figura D.8. Evolucions de les concentracions a x=1m i T=8ºC, simulació T1
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D.2.2.     Simulació Kb1 amb T = 18ºC

Figura D.1.  Evolucions dels perfils de les concentracions amb T=18ºC, simulació Kb1
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Figura D.2.  Evolucions de les concentracions a x=1m i T=18ºC, simulació Kb1
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D.2.3.     Simulació T2 amb T = 23ºC

Figura D.9.  Evolucions dels perfils de les concentracions a T=23ºC, simulació T2
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Figura D.10. Evolucions de les concentracions a x=1m i T=23ºC, simulació T2
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D.2.4.     Simulació T3 amb T = 27ºC

Figura D.11. Evolucions dels perfils de les concentracions a T=27ºC, simulació T3
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Figura D.12. Evolucions de les concentracions a x=1m i T=27ºC, simulació T3
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E.     Simulacions de l'Aqüífer d'Argentona

E.1.    Simulació R

Taula amb els paràmetres de referència per les simulacions justificats en el capítol 5 de la 

memòria:

 Taula E.1. Variables d'entrada de la simulació R 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.1.  Evolucions dels perfils de les concentracions, simulació R
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Figura E.2. Evolucions de les concentracions a x=12m, simulació R
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E.2.    Simulació A

Taula amb els paràmetres de la simulació A on es considera l'aqüífer de referència anòxic. 

S'utilitza la pestanya Anòxic de Denitor en les dues primeres grafiques després de calcular 

els paràmetres de referència mitjançant  Calcula 2.  En blau són els paràmetres canviats 

respecte els de referència.

 Taula E.2. Variables d'entrada de la simulació A 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 0 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 0 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.3  Evolucions dels perfils de les concentracions anòxicament, simulació A
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Figura E.4. Evolucions de les concentracions a x=12m anòxicament, simulació A
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E.3.    Simulació 8T

Taula amb els paràmetres de la simulació 8T on es considera l'aqüífer a T=8ºC. Com a 

conseqüència  de  la  baixa  temperatura,  l'oxigen  al  80%  de  saturació  augmenta  en 

concentració. En taronja són els paràmetres canviats respecte els de referència.

 Taula E.3. Variables d'entrada de la simulació 8T 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 9.506 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 9.506 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 8 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.5.  Evolucions dels perfils de les concentracions a T=8ºC, simulació 8T



Modelització i simulació de la desnitrificació en aigua subterrània        Pàg. 39

E.6. Evolucions de les concentracions a x=12m i T=8ºC, simulació 8T
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E.4.    Simulació 27T

Taula amb els paràmetres de la simulació 27T on es considera l'aqüífer a T=27ºC. Com a 

conseqüència  de  l'alta  temperatura,  l'oxigen  al  80%  de  saturació  disminueix  en 

concentració. En taronja són els paràmetres canviats respecte els de referència.

 Taula E.4. Variables d'entrada de la simulació 27T 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 6.4583 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 6.4583 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 27 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.7.  Evolucions dels perfils de les concentracions a T=27ºC, simulació 27T
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Figura E.8. Evolucions de les concentracions a x=12m i T=27ºC, simulació 27T
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E.5.    Simulació 40OC

Taula amb els paràmetres de la simulació 40OC on es considera una injecció de matèria 

orgànica  a  l'aqüífer  de  40mg/L.  En  verd  són  els  paràmetres  canviats  respecte  els  de 

referència.

 Taula E.5. Variables d'entrada de la simulació 40OC 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 40 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.9.  Evolucions dels perfils de les concentracions OC = 40mg/L, simulació 40OC
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Figura E.10. Evolucions de les concentracions a x=12m i OC=40mg/L, simulació 40OC



Pàg. 46 Annex

E.6.    Simulació 80OC

Taula amb els paràmetres de la simulació 80OC on es considera una injecció de matèria 

orgànica  a  l'aqüífer  de  80mg/L.  En  verd  són  els  paràmetres  canviats  respecte  els  de 

referència.

 Taula E.6. Variables d'entrada de la simulació 80OC 

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 80 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat 0 m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

Kb
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Figura E.11.  Evolucions dels perfils de les concentracions OC = 80mg/L, simulació 80OC
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Figura E.12. Evolucions de les concentracions a x=12m i OC=80mg/L, simulació 80OC
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E.7.    Simulació P1

Taula amb els paràmetres de la simulació P1 on es considera que hi ha pluja (W ≠ 0) i es 

menysprea el  segon terme advectiu C·δvx/δx de l'Eq.  3.3. En groc són els paràmetres 

canviats respecte els de referència.

 Taula E.6. Variables d'entrada de la simulació P1

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

6.7639·10-7

Kb
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Figura E.13.  Evolucions dels perfils de les concentracions amb pluja, simulació P1
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Figura E.14. Evolucions de les concentracions a x=12m i amb pluja, simulació P1
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E.8.    Simulació P2

Taula amb els paràmetres de la simulació P2 on es considera que hi ha pluja (W ≠ 0) i es 

considera  el  segon  terme advectiu  C·δvx/δx de  l'Eq.  3.4.  En groc  són  els  paràmetres 

canviats respecte els de referència.

 Taula E.6. Variables d'entrada de la simulació P2

Símbol Variable Valor Unitats

Concentració Nitrats a t=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a t=0 1.6 mg/L

Concentració Oxigen a t=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a t=0 0.47 mg/L

Concentració Nitrats a x=0 81.8 mg/L

Concentració Matèria Orgànica a x=0 60 mg/L

Concentració Oxigen a x=0 7.6424 mg/L

Concentració Microorganismes a x=0 0 mg/L

Coeficient de Dispersió

Velocitat Mitjana a x=0 m/s

Conductivitat Hidràulica m/s

n Porositat del sòl 0.25 -

W Pluviositat m/s

T Temperatura 18 ºC

Coeficient d'Inhibició de Biomassa 12 mg/L

L Longitud 18 m

T Temps d'Integració 480 h

NO3t0
OC.

t0

O2t0
XH

t0

NO30
OC0
O20
XH

0

Dx 1.3333·10-8 m2/s

v0 4·10-6

Kx 1.7361·10-4

6.7639·10-7

Kb
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Figura E.15.  Evolucions dels perfils de les concentracions amb pluja, simulació P2
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Figura E.16. Evolucions de les concentracions a x=12m i amb pluja, simulació P2
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E.9.    Perfils de la velocitat mitjana i el nivell

Figura E.17. Perfil de la velocitat mitjana i el nivell per les simulacions R, A, 8T, 27T, OC40 i 

80OC

Figura E.18. Perfil de la velocitat mitjana i el nivell per les simulacions P1 i P2
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