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Resumen

Este PFC presenta, en primer lugar, las bases para la formalizacién de simulaciones
numeéricas de procesos de inyeccidn de materiales de tipo cemento como los que se utilizan
en las técnicas de minima invasion de vertebroplastia y cifoplastia. Mediante estas técnicas
quirdrgicas, el cirujano inyecta un cemento 6seo a través de una canula en una vértebra
fracturada por compresion debido a problemas de osteoporosis, por ejemplo. En segundo
lugar, se disefa, implementa y se programa un sistema ultrasénico de medida destinado a la
determinacion experimental de propiedades y funciones materiales especificas de los
cementos simulados aunque constituye un sistema modular y escalable para la realizacion

de cualquier valoracion no destructiva mediante ultrasonidos.

Se describe en primer lugar el Estado del Arte de la aplicacién clinica y de los materiales
utilizados. En segundo lugar, se ha dado continuidad a trabajos y proyectos anteriores
mejorando algunas realizaciones relacionadas con la simulaciéon de la descripcion del flujo
mediante técnicas de Level Set. Para ello se ha documentado adecuadamente la memoria
con los fundamentos basicos relacionados con el flujo de fluidos y el método de los
elementos finitos que aseguren la continuidad del trabajo y se han descrito las simulaciones
paso a paso de manera que faciliten el uso de la herramienta comercial que se ha hecho
servir (COMSOL Multiphysics) en ulteriores proyectos. En tercer lugar se ha disefado,
construido y programado un sistema ultrasonico de medida destinado a la determinacion de
aquellas propiedades de los cementos utilizados que constituyen parametros de entrada que

el entorno de simulacion necesita.
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1. Prefacio

1.1. Origen del proyecto

El presente Proyecto Fin de Carrera (PFC) se enmarca dentro de los objetivos generales
definidos en el proyecto MAT2005-02778 que esta financiado por el Ministerio de Educacién
y Ciencia, y que lleva por titulo “Desarrollo, optimizacién y procesado de nuevos cementos
6seos para cirugia vertebral”. Este proyecto de investigacion se esta desarrollando en
colaboracién con varios departamentos de la Escola Técnica Superior d’Enginyeria Industrial
de Barcelona (ETSEIB) y de la Escola Universitaria d'Enginyeria Técnica Industrial de
Barcelona (EUETIB), i.e. Ciéncia dels Materials i Enginyeria Metal.lurgica (ETSEIB), Fisica
Aplicada (ETSEIB) y Mecanica de Fluids (ETSEIB y EUETIB).

1.2. Motivacion

El presente PFC se plantea como una necesidad de investigacion para entender y dar
soluciones a los problemas asociados a la gestion de las Fracturas Vertebrales por
Compresion (FVC) en cirugia de minima invasion. Las FVC son una de las consecuencias
mas comunes de la osteoporosis. Se frata de un problema global que afecta a un gran
nuamero de poblacion. Los efectos mas notables son dolor, pérdida de calidad de vida y
dependencia. Preferentemente afecta a mujeres y hombres en edad adulta pero hoy en dia

la incidencia en jovenes ha aumentado. El coste sanitario es enorme.

La vertebroplastia (VP) y la cifoplastia (CP) son técnicas quirdrgicas de minima invasion que
consisten en inyectar un cemento polimérico en la vértebra dafada. La cifoplastia, a
diferencia de la vertebroplastia, intenta recuperar, previamente a la inyeccion, la deformacion
de la columna vertebral producida por compresion (cifosis). Se han reportado ventajas
(eliminacion inmediata del dolor, mejora de la calidad de vida, independencia) y desventajas
(elevada exotérmia, toxicidad, elevada rigidez como posible causa de fracturas adyacentes,
extravasacion del cemento en el canal medular o en corriente sanguinea, embolia pulmonar,

falta de bioactividad y regeneracion tisular) en el uso de cementos poliméricos.

Ante esta perspectiva, la motivacion del presente proyecto es establecer los marcos

adecuados que permitan, por una parte, la simulacion de procesos de inyeccion de
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cementos 6seos y, por otra parte, la valoracion ultrasénica no destructiva de las propiedades
materiales de estos materiales destinados a la obtencién de las especificaciones éptimas a la

hora de ejecutar dichas técnicas quirurgicas.

1.3. Requerimientos previos

La realizacion de este PFC ha obligado al cumplimiento de varias etapas que han asegurado
el alcanzar los objetivos prestablecidos. En primer lugar, un estudio exhaustivo del Estado
del Arte, tanto de aplicacioén clinica como de materiales utilizados. Para ello el estudiante ha
utilizado las distintas bases de datos que el Servicio de Bibliotecas de la UPC pone a su
disposicion. El estudiante también se ha tenido que formar en el uso y costumbres de
funcionamiento de los laboratorios de experimentacion y de simulacion del Grup de Recerca
Interdepartamental per a la Col-laboracié Cientifica Aplicada (GRICCA - EUETIB),
basicamente los relacionados con los métodos y técnicas de fabricacion y caracterizacion de
cementos, con los entornos de programacion y de simulaciéon asi como la instrumentacion

especificamente destinada a valoraciones ultrasénicas.
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2. Introduccion

2.1. Objetivos del proyecto

El objetivo principal de este PFC es aproximarse al estudio computacional de las
propiedades de inyectabilidad de cementos de fosfato de calcio como posibles biomateriales

de gestién en las FVC. Los objetivos parciales son:

a) Valoraciéon de los médulos del entorno de simulacion por elementos finitos Comsol
Multiphysics relacionados con dinamica de fluidos y con técnicas computacionales de
simulacién de progresion de flujo (Level Set) y documentacion pormenorizada que facilite la

continuidad del trabajo en ulteriores proyectos.

b) Identificacion y establecimiento de las condiciones de simulacién idoneas para el flujo

de cementos Gseos y para la descripcion de su progresion en canulas de inyeccion.
¢) Identificacién y valoracion de los parametros computacionales y su seleccion.

d) Disefio de la cadena de medida ultrasénica destinada a la determinacion de

propiedades y funciones materiales. Seleccion de la instrumentacién y valoracion técnica.

e) Disefo y fabricacién del montaje experimental destinado a la fijacion de las probetas

de prueba y sujecion de transductores.

f) Programacion y automatizacion de las medidas experimentales mediante LabVIEW.

Como ya se ha comentado en el apartado 1.2. Motivacion, los procedimientos quirurgicos
que se utilizan hoy en dia para gestionar las FVC son la VP y la CP. Mediante estos
procedimientos el cirujano inyecta a través de una canula el cemento éseo en la zona de
fractura, o bien directamente (VP) o previa formacién de una cavidad creada en el cuerpo
vertebral mediante el inflado de un globo (CP). Por lo tanto, los objetivos de este PFC
pretenden cubrir la simulacion computacional de las caracteristicas de flujo de materiales tipo
cemento para estas aplicaciones clinicas, ayudandose de las propiedades caracteristicas de
estos materiales (tiempos de fraguado, resistencia a la compresion o viscosidad) asi como
de las caracteristicas geométricas o condiciones de contorno impuestas tanto por las
canulas de inyeccién, la presidn de inyeccidon o las caracteristicas intrinsecas de las

cavidades Oseas.
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2.2. Alcance e interés del proyecto

La osteoporosis se ha convertido, debido al envejecimiento creciente de la poblacién, en uno
de los problemas médicos mas importantes de nuestro tiempo que conlleva un enorme
incremento de la incidencia de fracturas éseas. Solo en Estados Unidos ocurren cada afio
alrededor de 700,000 FVC relacionadas con la osteoporosis, i.e. el doble de las fracturas de
cadera. Segun datos oficiales, en Espana los costes de hospitalizacion por estos conceptos
en el afo 2002 excedieron de €41 millones, i.e. el 0.078% de los gastos totales en concepto
de hospitalizacién y cuidados especiales [1]. La mayoria de estas FVC ocurren en la
poblacion adulta y representan una carga personal y social muy importante. Como ya se ha
comentado, la VP y la CP se han utilizado con éxito para el tratamiento de las FVC. Sin
embargo, aunque el polimetilmetacrilato (PMMA) se ha utilizado en series clinicas, no
parece que sea éste el material mas idoneo debido, entre otras desventajas, a los riesgos de
necrosis térmica localizada y a los sucesivos colapsos de vértebras adyacentes producidos

por una falta de continuidad en la transferencia de cargas mecanicas.

En el presente PFC el campo de interés a nivel de materiales se ha centrado en los
cementos de fosfatos de calcio (CFC) como posibles substitutos de los cementos de PMMA.
Los CFC estan considerados como materiales muy prometedores para la realizacion de
cirugia minimamente invasiva en la reparacion de defectos 6seos debido a su excelente
biocompatibilidad, bioactividad y osteotransductividad, i.e. que después de ser implantados
son rapidamente integrados en la estructura 6sea y transformados en tejido 6seo. Por lo
tanto, los CFC pueden ser una buena alternativa al uso de PMMA tanto en VP como en CP
debido a las numerosas ventajas que pueden aportar en estas aplicaciones, como son un
menor riesgo de extravasacion del cemento y una mejor restauracién de la altura del cuerpo

vertebral y de la biomecanica de la columna, entre otras.

En consecuencia, el alcance e interés de este PFC estan justificados plenamente ya que los
resultados obtenidos podran utilizarse para optimizar la aplicacién clinica de los CFC
mejorando las propiedades de inyectabilidad de los cementos utilizados en el tratamiento de
las FVC. Para una compresion mas profunda de todo el campo de interés se presenta a

continuacion el Estado del Arte.
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3. Estado del arte

3.1. Introduccion

La VP y la CP son dos técnicas quirurgicas de minima invasion introducidas para la gestion
clinica de las FVC por causa osteoporédtica. En estas aplicaciones, un cemento dseo se

inyecta bajo presion en la estructura porosa del tejido éseo esponjoso.

El PMMA ha sido y sigue siendo el material de eleccion para la reconstruccién de los
defectos vertebrales o restauracién de la altura vertebral, a pesar de algunas desventajas
reconocidas divulgadas. Recientemente, los cementos 6seos de fosfato de calcio han sido
propuestos como material alternativo en el tratamiento de las fracturas vertebrales,
principalmente debido a su caracter bioactivo y a su semejanza con la fase mineral apatitica
del tejido 6seo. Sin embargo, los cirujanos han evidenciado grandes dificultades encontradas
durante el protocolo de relleno del defecto vertebral, relacionadas principalmente con la mala

inyectabilidad.

Por estas razones y por la motivacién del continuo interés de cara a las técnicas de minima
invasion con materiales bioactivos, en este capitulo se realiza una revisién bibliografica de la
literatura que tiene interés para este PFC. La conclusién que se alcanza es que la
inyectabilidad, intrinsecamente relacionada con las propiedades reoldgicas, no ha sido
sistematicamente analizada, y requiere para su mejor entendimiento y optimizacién del

estudio de modelos dinamicos y/o biomecanicos.

3.2. Aspectos clinicos, técnicas y cementos empleados en el
tratamiento de las fracturas vertebrales

Las fracturas vertebrales de causa osteoporética constituyen un problema importante de
salud de cara al envejecimiento de la poblacion y representan mas de la mitad del total de
las fracturas producidas, con significante impacto en la calidad de vida de los individuos
[2,3]. Por lo tanto, la identificacion de los pacientes con riesgo de futuras fracturas
vertebrales, de prevencion y tratamiento de las mismas constituye una prioridad para el

sector médico [4].
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3.2.1. Datos anatomo-fisioldgicos del tejido 6seo y de la vértebra

El tejido 6seo es un tipo de tejido conjuntivo caracterizado por un gran contenido en sales de
fosfato de calcio. Alrededor del 25% del tejido éseo es agua, un 25% son fibras proteinicas

como el colageno y el 50% restante es una mezcla de sales minerales de fosfato de calcio

[S].

Se distinguen dos tipos de tejido 6seo: compacto y esponjoso. El hueso compacto esta
constituido de anillos concéntricos de matriz 6sea que rodean los canales que alojan los
vasos sanguineos (Figura 3.1). El hueso esponjoso se parece a una “esponja”’ con bastantes

huecos. Estos espacios estan rellenos de médula ésea (Figura 3.1).

Hueso compacto Hueso esponjoso
Ostoon '

Elementos sanguineos

Osteoblastos

Fig. 3.1. Hueso compacto y esponjoso (Copyright © 2003 Pearson
Education, Inc, publishing as Benjamin Cummings) (de referencia [5].)

Una vértebra tipica consta de dos partes esenciales: un segmento anterior, el cuerpo
vertebral, y una parte posterior, el arco vertebral. Estas dos partes adjuntas delimitan el
foramen (agujero) vertebral. El arco vertebral consta de un par de pediculos y un par de
laminas, y apoya las apdfisis vertebrales (cuatro articulares, dos transversales, y una
espinosa). El cuerpo vertebral es la parte principal de una vértebra, y es mas o menos en
forma cilindrica. La superficie anterior presenta algunas pequefas aberturas, para el paso de
los vasos de nutricién; en la superficie posterior hay soélo una Unica apertura amplia e
irregular, o en ocasiones mas de una, para la salida de las venas basi-vertebrales del cuerpo
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vertebral.

Cuerpo vertebral

Fig. 3.2. Vista axial de una vertebra. Se presentan las partes componentes
de la misma (de referencia [6]).

Desde el punto de vista estructural, el cuerpo vertebral se compone de tejido esponjoso,
cubierto por una fina capa de hueso compacto; este ultimo es perforado por numerosos
orificios, algunos de gran tamafo para el paso de los vasos. El interior del hueso es
atravesado por uno o dos grandes canales, para la recepcion de las venas, que convergen
hacia una unica apertura grande e irregular, o varias pequenas aperturas, situadas en la

parte posterior del cuerpo vertebral (Figura 3.3.).

Fig. 3.3. Seccion sagital en una vertebra (de referencia [6]).
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3.2.2. Patologia 6sea: la osteoporosis

El tejido 6seo esta sometido a un remodelado continuo mediante procesos de formacion y
reabsorcién, y también sirve como almacén de calcio del organismo. A partir de los 35 anos
se inicia la pérdida de pequefas cantidades de hueso. Esta perdida de hueso puede ser

aumentada por varios factores y sobretodo por enfermedades.

La osteoporosis es una enfermedad caracterizada por la pérdida de contenido mineral del
tejido 6seo y cambios en la microarquitectura (Figura 3.4.) que debilitan el hueso y
disminuyen su resistencia mecanica, asi que las actividades diarias o normales pueden

crear tensiones que exceden la resistencia vertebral y pueden ocasionar fracturas [7].

Estos cambios ocurren en edad avanzada, asi como con determinados factores genéticos y
ambientales que influencian la pérdida de hueso después de alcanzar la masa maxima del
hueso. Comparado con los hombres, la fractura en las mujeres se produce generalmente
antes; sobre todo en los afios primeros de la menopausia [8], debido a una disminucion de

los niveles de estrdgenos que ocasionan una rapida pérdida de hueso.

Las fracturas causadas por osteoporosis son un problema de salud importante. Cada afio en
los Estados Unidos se contabilizan 700,000 casos de FVC [9]. Estas fracturas pueden
adquirir en uno de cada tres casos un caracter doloroso crénico [10]. Las fracturas ocurren
en huesos cuboides (tales como cuerpos vertebrales) y en huesos largos (tales como el
fémur proximal, el radio distal y la meseta tibial). Las fracturas por compresién predisponen a
una deformidad progresiva de la columna vertebral (cifosis), cambios en la biomecanica

vertebral y pueden aumentar el riesgo de futuras fracturas vertebrales [11].

Fig. 3.4. (A) Hueso trabecular normal, (B) Hueso trabecular
osteopordtico (de referencia [12]).
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Los factores de riesgo independientes incluyen: mujer sobre 50, varon sobre 70 de edad,
dependencia esteroides, fumador, consumo excesivo de alcohol, carencia del ejercicio,

calcio dietético bajo, y carencia de la exposicion a la luz del sol.

Para evitar este fendmeno su puede actuar sobre el modo de vida, es decir hacer ejercicios
fisicos, que estimulan la densificacién 6sea y la musculacion, alimentacion equilibrada que
aporte cada dia las proporciones de calcio y de vitamina D adecuadas, o, si la menopausa
se ha instalado, administracion de un tratamiento medicinal: SERMs (Selective Estrogen
Receptor Modulator) [12, 13].

3.2.3. Técnicas quirurgicas de minima invasion aplicadas en el tratamiento
de las fracturas osteoporaéticas

En los ultimos afnos se ha generado un gran interés en todos los campos médicos para las
técnicas de minima invasion. La cirugia de la columna vertebral no se ha mantenido lejana
de este creciente interés. Asi lo demuestra el hecho de que se han desarrollado y se han
llevado al nivel de protocolo clinico varias técnicas, entre las cuales se destacan las técnicas

de refuerzo vertebral, como son la VP y la CP.

La VP y la CP son dos técnicas de minima invasién, ideadas para el tratamiento de las
fracturas vertebrales secundarias a la osteoporosis o enfermedades degenerativas, con el
objetivo de aliviar el dolor, reforzar la columna vertebral y la movilizacién temprana del

paciente.

Vertebroplastia

La técnica de VP percutanea con PMMA ha sido introducida por primera vez en 1987. Hoy
en dia, las fracturas osteoporoéticas por compresion representan la indicacion mas importante
para la VP [4,14]. Se puede recurrir a la VP cuando los distintos tratamientos conservativos
(descanso en cama, medicamentos para el dolor) no han logrado mejorar el dolor de la

fractura, es decir hasta 7 meses después de la fractura [15].

La VP percutanea implica la inyeccion, en una vértebra fracturada, de un cemento de baja
viscosidad a una presion relativamente alta, para posibilitar la penetracion en la estructura
intersticial del tejido esponjoso del cuerpo vertebral parcialmente colapsado y rellenar las

cavidades formadas tras la fractura [4].

Las ventajas de la VP son su inmediata eficacia después de la intervencién y su coste
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relativamente bajo: 150-300$ para cada vértebra [16]. La VP se usa principalmente para
reducir el dolor asociado con una fractura vertebral. El principal inconveniente es que no se
puede corregir la deformacién de la columna inducida por las fracturas, por el hecho de que

no se puede recuperar la altura original del cuerpo vertebral.

Cifoplastia

La técnica de CP es una variedad de la VP que se desarrollé en los afos 90 y ha sido
aplicada por primera vez en 1998 [17]. Mientras que la VP se utiliza hasta 7 meses después
de la fractura, la CP puede intervenir en los proximos dias después de la fractura y como

maximo 10 dias después [15].

La CP es un procedimiento en el que se inserta un globo dentro de una vértebra fracturada y
comprimida y se infla, después de lo cual se inyecta un cemento 6seo dentro de la cavidad
resultante (Figura 3.5.). La inyeccion se hace lleva a cabo de la siguiente manera: el cirujano
empieza a inyectar el cemento situando la canula en el fondo de la cavidad. Sigue
inyectando el cemento al mismo tiempo que retira poco a poco la canula de manera que el
llenado de la cavidad se lleve a cabo de la forma mas uniforme posible. La CP esta disefiada
para aliviar el dolor, restaurar la altura de la vértebra y mejorar la deformidad de la columna

(cifosis) asociada con las FVC.
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Fig. 3.5. (A) Vértebra fracturada; (B) Introduccion del globo; (C) Inflado del
globo; (D) Rellenado de la cavidad por el cemento (de referencia [18]).
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La ventaja principal de la CP es que asegura la restauracion de la altura del cuerpo vertebral
con la ayuda de un globo hinchable, lo que permite, tras la retirada del balon, la inyeccién de
un cemento de alta viscosidad bajo una presion baja de inyeccion, y asi se previene el riesgo

de extravasacion de cemento [4]. El coste de una unidad de CP es de 3400% [17].

Materiales y protocolo clinico

Para las 2 técnicas de minima invasion que son la VP y la CP, se trata de inyectar el

cemento al nivel del hueso esponjoso. El modo operatorio es el siguiente:

(a) El paciente se posiciona adecuadamente, en decubito prono o decubito lateral, en

funcién de la regién vertebral intervenida.

(b) Se colocan adecuadamente las camaras de fluoroscopia para proyectar imagenes en

tiempo real de las vértebras involucradas.

(c) Bajo anestesia local o general se hace una incisibn de 1cm para insertar la

aguja/canula a través del pediculo de la vértebra a curar.

(d) Cuando es ideal la posiciéon de las agujas, se inyectara el cemento directamente en
la fractura para la VP o en una cavidad creada en el cuerpo vertebral gracias a un
globo hinchado para la CP (Figura 3.6.), bajo una guia fluoroscopica para controlar
su reparticion del cemento y asi prevenir los fendmenos de extravasacion (ver

seccion 3.2.3 Resultados y complicaciones).
El material utilizado para la intervencion quirdrgica es el siguiente [18,19,20]:

(1) El baldn, que esta constituido por una especie de plastico muy resistente. Una marca

comercial extensamente utilizada es KyphX® Inflatable Bone Tamps [18].

(2) Un dispositivo de presion que permite que el médico supervise la presion de inflado,

el volumen y el desinflado controlado del balén.

(3) Un sistema estéril de herramientas quirurgicas (alambres guia, canula de trabajo de
4,2 mm de diametro, catéter para balones de 10, 15 o0 20 mm de longitud)
disponibles para alcanzar y crear un canal de trabajo pequefio dentro del hueso
fracturado, que servira a posteriori para la colocaciéon adecuada de los balones y la

inyeccion del cemento.
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(4) Un sistema inyector estéril que permite empujar el cemento en la cavidad bajo
control manual; una jeringa Luerlock de 2-3 mL; una canula/aguja de 10-12 cm y de
3 mm de didmetro [18,20].

Resultados y complicaciones

En la mayoria de los pacientes tratados tanto con VP como con CP se registra una
significativa disminucion del dolor (entre 73-97%) [21-27]. Algunos autores han divulgado la
capacidad de la CP para recuperar la altura vertebral y mejorar la rectitud de la columna
[27,28]. El porcentaje de las complicaciones es reducido, pero la extravasacion del cemento

fuera de los limites vertebrales resulta frecuentemente en la VP.
En las dos técnicas pueden aparecer complicaciones [29] a corto o largo plazo:

e Complicaciones a corto plazo: la extravasaciéon del cemento, que representa del 38% al
72,5% de los casos para la VP [30], y puede provocar embolias pulmonares o
complicaciones neuroldgicas si parte del cemento se infiltra en los canales por donde
pasan los vasos sanguineos; incremento del dolor producido por el calor o por la presién

sobre la medula espinal o las raices nerviosas.

e Complicaciones a largo plazo: resorcion ésea o incremento del riesgo de fractura de

los cuerpos vertebrales adyacentes [31] (principalmente para cementos acrilicos).
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Fig. 3.6. (A) Vista axial de una vértebra: penetracion transpedicular
bilateralde las canulas de trabajo. Imagenes fluoroscopicas de la region
vertebral intervenida: (B) Proyeccién antero-posterior que evidencia los dos
globos inflados dentro del cuerpo vertebral;, (C) Proyeccion lateral de la
misma region; (D) Proyeccion lateral de la misma region, tras la retirada de
los globos; (E) Proyeccion lateral evidenciando la inyeccion del cemento (F)
Proyeccion antero-posterior evidenciando la inyeccién del cemento (de
referencia [18]).
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3.3. Cementos 6seos empleados en el tratamiento de las
fracturas vertebrales

En este capitulo se amplia el estado del arte de los cementos Oseos inyectables

utilizados en el tratamiento de las fracturas vertebrales.

3.3.1. Cementos acrilicos

Un cemento acrilico se obtiene a partir de la mezcla de una fase en polvo con una fase
liquida. Normalmente la fase en polvo esta constituida por PMMA, un iniciador (para catalizar
el proceso de polimerizacion) y un agente radiopaco. La fase liquida monomérica incluye
cantidades de acelerador (que bloquea la catélisis en el polvo que inicia la formacion de

radicales libres) y estabilizadores (para prevenir la polimerizacién prematura).

El PMMA representa el cemento mas extensamente utilizado en la aplicacion clinica. Las
principales ventajas que presentan estos cementos son una buena biocompatibilidad,
buenas caracteristicas biomecanicas, son faciles de manipular y baratos [32]. Sin embargo,
los cementos acrilicos tienen algunos inconvenientes y después de la operacion pueden
ocurrir algunos problemas: las propiedades mecanicas de estos cementos son superiores a
las del hueso, lo que puede provocar fracturas de los cuerpos vertebrales adyacentes [33-
37]. Segun BAROUD et al. [16] la presion aumenta del 13-18% sobre las vértebras
adyacentes. Ademas no son bioactivos y no permiten la regeneracion del hueso. El cemento
acrilico se queda siempre en el cuerpo vertebral y como tiene propiedades diferentes de las
del hueso, puede ocurrir que con el tiempo no haya mas interconexiones hueso-material, con
el consiguiente desacoplo en la transferencia de cargas. Por fin la reaccion de polimerizacion
del PMMA es exotérmica y este incremento de temperatura puede provocar necrosis en el

tejido 6seo [16].
3.3.2. Cementos bioactivos de fosfato de calcio

Los cementos de fosfato de calcio (CFC) se obtienen a partir de la mezcla de una solucion
acuosa con uno o mas fosfatos de calcio, que al disolverse dan lugar a la precipitacion de un
fosfato de calcio menos soluble. Independientemente de la composicion inicial de los CFC,
se forman sélo dos productos finales: apatita y brushita. Las propiedades de fraguado y de
endurecimiento de un cemento apatitico de fosfato tricalcico, son controladas por procesos

de disolucién y precipitacion, conforme con la ecuacion (Ec. 3.1):
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3(X-Ca3(PO4)2 + H,O —» C89(HPO4)(PO4)5OH (EC 31)

Los CFC han llegado en el sector médico hace 15-20 afios con los estudios de Brown y
Chow [38]. Estaban utilizados principalmente para aplicaciones dentales y ortopédicas y
desde hace poco tienen aplicaciones también en técnicas quirdrgicas de minima invasion

como la VP y la CP.

Los fosfatos de calcio presentan algunas ventajas en comparacion con los cementos
acrilicos, como una alta biocompatibilidad, es decir que tienen una composicién similar a la
de la fase mineral del tejido 6seo y tienen una buena bioactividad o sea una buena
osteointegracion: colonizacion 6sea y degradacion [32]. Ademas son faciles de manipular y

tienen buenas propiedades mecanicas, parecidas a las del hueso [39].

Sin embargo la inyectabilidad de estos cementos no es reproducible. Su comportamiento en
el momento de inyectarlos necesita mas estudios. Los principales problemas encontrados
con estos cementos son las dificultades de rellenar el tejido éseo por culpa de una mala
inyeccion y de la decohesion del cemento, que se separa en dos fases: una liquida que se
inyecta y ofra sélida que forma un conglomerado en la jeringa y actia como filtro. Segun
diferentes estudios [40,41] se puede mejorar la inyectabilidad de los CFC actuando sobre
diferentes factores como el tamano de las particulas, la temperatura, la relacién

Liquido/Polvo o la adicion de aditivos, como el acido citrico.

La mayor parte de los estudios sobre VP o CP se hace mediante los cementos acrilicos
porque hoy en dia es el unico cemento que tiene buena reproducibilidad e inyectabilidad. Sin
embargo, parece imprescindible entender y poder predecir el comportamiento de los CFC

durante la inyeccion para las técnicas de minima invasion.

3.3.3. Propiedades requeridas para un cemento 6seo inyectable

Un sustituto éseo para la aplicacion en cirugia vertebral de minima invasion debe cumplir
una serie de requisitos [4] relacionados con la técnica médica de aplicacion, las propiedades
biomecanicas del cemento, la repuesta biolégica después de implantacion o el factor socio-

econdmico.

(1) Un sustituto 6seo optimo para VP debe ser facil de aplicar, es decir, facilidad de
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manipulacién de los componentes, procedimiento de mezcla simple y que se pueda
aplicar de forma percutanea en el cuerpo vertebral a través de una canula. Esto
supone que el material tenga una viscosidad inicial baja, que puede ser equilibrada
para evitar el potencial de extravasacion si el material es demasiado liquido. De gran
importancia es la radiopacidad del material, que permite la visualizacion
fluoroscopica del flujo de cemento inyectado. Es deseable también un tiempo de
fraguado alrededor de 10 min, durante el cual la viscosidad del cemento tiene que
mantenerse constante para permitir una aplicacién controlada. Por fin la temperatura

de curado debe ser lo mas baja posible.

Después de la implantacion el material tiene que proporcionar un refuerzo inmediato
del cuerpo vertebral y por consiguiente una movilizacion temprana del paciente. Las
propiedades mecanicas Optimas del material (resistencia mecanica y rigidez) tienen
que ser comparables con las del tejido éseo, para evitar las diferencias de carga por
comparacion con las regiones adyacentes no-intervenidas. Las regiones reforzadas

no tienen que deteriorarse con el tiempo.

El material no debe inducir reacciones adversas sobre los tejidos circundantes. Los
cementos 6seos bioactivos constituyen una ventaja, pero el hecho de si tiene que

ser un material biodegradable o no, sigue siendo un problema abierto.

El precio del material tiene que ser razonable para facilitar la aplicacion, y de esta
manera favorecer la reinsercion social de los individuos y reducir las perdidas

economicas.

Asimismo los requerimientos [33, 42, 14] para un cemento 6seo inyectable “ideal” destinado

a la aplicaciéon en VP y CP son los siguientes:

- Facil de inyectar en el cuerpo vertebral colapsado

- Componentes faciles de manipular y preparacion simple

- Radiopacidad elevada

- Pasta con viscosidad inicial baja (sin que tenga potencial de extravasacion)

- Trabajabilidad de 6-10 min aproximadamente
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Tiempo de fraguado alrededor de 15 min, acompafado de una viscosidad

constante
Baja temperatura de curado

Propiedades mecanicas adecuadas (comparables con las del cuerpo

vertebral normal)

Cohesion adecuada, lo que significa que la pasta endurece en un medio

liquido sin desintegrarse

Microporosidad y macroporosidad para facilitar la circulacion de los fluidos

bioldgicos y para ofrecer el andamio para la colonizacion celular
Excelente osteoconductividad, osteoinductividad, bioactividad
No toxico; tasa de resorcion adecuada

Coste bajo
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3.4. Conclusion

La CP parece presentar mayores ventajas desde el punto de vista de la restauracion de la
altura del cuerpo vertebral y también de la disminucion de los riesgos de extravasacion
gracias al globo, que permite utilizar una presién de inyeccion mas baja que en el caso de la

VP y que permite trabajar con cementos de viscosidad mas alta.

Por estas razones, en la ultima parte de este PFC vamos a interesarnos particularmente en
la técnica de la CP porque esta técnica presenta buenas perspectivas futuras. Asi nuestro
objetivo sera modelizar la inyeccion del cemento desde la canula hasta la cavidad creada por

el globo y el medio poroso.
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4. Cadena de medida ultrasonica

4.1. Introduccion

¢Qué son los ultrasonidos?

Los ultrasonidos son vibraciones en un medio material similares a las ondas sonoras pero
cuya frecuencia (por encima aproximadamente de los 20 kHz) es demasiado elevada para
su percepcion por el oido humano. El uso cientifico y tecnolégico de los ultrasonidos es
altisimo. Son utilizados tanto en aplicaciones industriales para la medicién de distancias,
caracterizacion interna de materiales o0 ensayos no destructivos, como en medicina, en
ecografia, fisioterapia, ultrasonoterapia etc. En la naturaleza, animales como los delfines o
murciélagos los hacen servir a modo de radar para su orientacion. En el presente trabajo se
estd mas interesado en el uso de los ultrasonidos como mecanismo destinado a la
monitorizacién de los cambios en la microestructura de los cementos (u otras substancias
materiales, naturalmente) durante su fraguado. Esto es, es bien conocido que como
cualquier otra onda material, la transmisibilidad de la sefal a través de un medio cuya
impedancia sénica se modifique por efecto de algun proceso fisico-quimico se va a ver
afectada. Una vez constituida la cadena de medida que es el objetivo del presente trabajo,
quedara a disposicion de los investigadores interesados la seleccion de los indicadores de
las senales patron (amplitudes, frecuencias, desfases etc.) cuyas variaciones puedan ser
correlacionadas con dichos cambios estructurales y disefar asi los experimentos idoneos

para cada caso.

A continuacién se presenta pues la descripcion del sistema ultrasénico de medida destinado
a la determinacion de constantes y funciones materiales. Se describen inicialmente los
distintos instrumentos que configuran el sistema de medicion asi como los transductores
(palpadores en terminologia ultrasénica) utilizados y el disefio de la camara de ensayo que
es donde se ubica la muestra. En primer lugar se lleva a cabo la descripcion funcional de
cada elemento de la cadena de medida y, posteriormente, se presentan algunos detalles
especificos que los hacen relevantes para esta aplicacion asi como una descripcion simple

de procedimiento y uso.

Como puede verse en la figura 4.1 que siguen, el montaje esta constituido por un ordenador

PC (1) convencional que incorpora en una de sus ranuras PCI la tarjeta generadora de
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sefiales de formas de onda arbitraria. Desde el ordenador es posible seleccionar los
parametros apropiados para cada ensayo: tipo de sefal de excitacion, frecuencia, amplitud,

modo de generacion etc.

Fig. 4.1 Representacion esquematica de la cadena de medida ultrasénica e
identificacién de elementos

La senal generada es la sefial de excitacion del transductor piezoeléctrico emisor (2) que es
el encargado de transformar la sefial eléctrica en la sefial ultrasonica con la que se irradiara
la muestra. Dicha onda ultrasoénica atraviesa el montaje de la cdmara de ensayo (3) que es
donde se encuentra la muestra material bajo estudio (4). La sefial transmitida es detectada
por el transductor receptor (5) que es el encargado de transformar la sefal ultrasénica en la
sefal eléctrica que acabara siendo visualizada en el osciloscopio (6) (que hace las veces de
equipo digitalizador) y ulteriormente enviada al PC via la conexién USB entre osciloscopio y

ordenador en el que sera registrada.




Aproximacion computacional al estudio de la inyectabilidad de cementos dseos y medidas ultrasénica Pag. 27

4.2. Ordenador

El ordenador utilizado es un PC compatible con 2 GB de memoria RAM que ejecuta
Windows XP Service Pack 3. En una de sus ranuras PCIl es donde se ubica la tarjeta

generadora de forma de onda arbitraria.

Fig. 4.2. Ordenador PC compatible en el que, ademas de los programas de
adquisicion de datos, se encuentra la tarjeta generadora de forma de onda arbitraria.

El PC incorpora el entorno de programacién destinado a la elaboracion de los programas
destinados a la adquisicion de datos, almacenamiento y tratamiento de la informacion asi
como la visualizacion de resultados parciales o la generacion de informes globales. El
programa que se ha hecho servir para asegurar la conectividad entre los elementos de la
cadena es LabVIEW 8.5 del que la UPC dispone de licencia de campus. No debe perderse
de vista que el objetivo del presente trabajo no considera la programacion especifica de
ningun disefio experimental particular, sino tan solo el uso basico de los programas que

aseguren la funcionalidad de la cadena de medida.

El programa LabVIEW permite el desarrollo de programas de uso general mientras que el
paquete completo incorpora una aplicacion especifica denominada Signal Express que

todavia simplifica mas si cabe la configuracién y ejecucion de los ensayos.
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Fig. 4.3. Entorno de programacion LabVIEW de uso general y aplicacién
LabVIEW Signal Express con la que programar los ensayos.

4.3. Tarjeta generadora de senal

La tarjeta generadora de senales de forma de onda arbitraria es una tarjeta de National

Instruments modelo PCI NI 5421 de 100 megamuestras por segundo y 16 bits de resolucion.

Fig. 4.4. Tarjeta generadora de formas de onsa arbitrarias de National
Instruments modelo PCI 5421.Imagen extraida de la hoja de
especificaciones suministrada por el fabricante.

La configuracion de la tarjeta pasa, como ocurre otros equipos semejantes suministrados por
este fabricante, por validar su correcta instalacién mediante la herramienta Measurement and
Automation Explorer (abreviadamente MAX, véase la figura 4.5.) lo que asegurara que los
programas ulteriormente utilizados localizaran adecuadamente en el sistema los

controladores necesarios para su correcto direccionado y uso funcional
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Fig. 4.5. Herramienta Measurement & Automation Explorer (MAX) de uso
general destinada a la valoracion de la correcta instalacion del hardware asi
como de los controladores necesarios.

Este fabricante suministra también una herramienta especifica denominada NI-FGEN Soft
Front Panel que permite probar de una forma muy simple el correcto funcionamiento de la

tarjeta generadora (figura 4.6).
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Fig. 4.6. Herramienta especifica NI-FGEN Soft Front Panel para generacion
simple de cualquier forma de onda.

Dicha aplicacion permite la generaciéon tanto de senales estandar como otras de forma
arbitraria. Para la construccion de sefiales de forma arbitraria se dispone de una herramienta
muy util y extraordinariamente sencilla de utilizar denominada NI Analog Waveform Editor
(figura 4.7) a partir de la que disponer, llegado el caso, de una libreria de senales
almacenadas en ficheros y accesibles desde cualquiera de las aplicaciones en uso.
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Fig. 4.7. Herramienta NI Analog Waveform Editor para construir sefiales o
combinaciones de sefiales de formas arbitrarias.

La ventaja del uso de este tipo de generadores es que pueden ensayarse distintos tipos de
formas de onda aun cuando los indicadores a monitorizar puedan ser los mismos o bien, con

ayuda de esta flexibilidad, especificar indicadores y monitorizaciones alternativas.

4.4. Osciloscopio (digitalizador)

El equipo digitalizador es un osciloscopio Tektronix DPO 4104 de 1 GHz de ancho de banda
y velocidad de muestreo de 5 gigamuestras por segundo (GS/s) en sus cuatro canales
analogicos. En la figura 4.8 se indican e identifican los ajustes de uso mas habitual en el
presente trabajo que son los que a la postre especifican las caracteristicas del registro de la

sefial transmitida y su posterior transferencia via USB 2.0 al PC compatible.

Zoom

Pantalla LCD Color Autoset

Base de tiempos

Ganancia canal 1

4canales analégicos




Aproximacion computacional al estudio de la inyectabilidad de cementos dseos y medidas ultrasénica Pag. 31

Este osciloscopio presenta la ventaja de disponer de controladores especificos para integrar
su programacion en LabVIEW de forma se podran configurar y programar todos los

elementos de la cadena de medida con la misma herramienta de software.

4.5. Camara de ensayos

Una vez obtenida la pasta de cemento se coloca en lo que hemos dado en llamar camara de
ensayos que es el montaje destinado a dar soporte al palpador emisor, al palpador receptor y
a la muestra de cemento. Del montaje completo y de cada una de sus partes se dispone de
sus ficheros Solid Works, convenientemente croquizados, para hacerlos facilmente editables

en ulteriores usos. La figura 4.9 muestra todo el montaje y sus diferentes componentes:

Pieza pequefia

Pieza grande arriba
Pieza del ensayo
Pieza grande abajo
A
Patas

GARGOURI
e
i Ensemblaje

ol 1

A 09/12/08

$CALEW SHEET1 0F1
1 1 1

Fig. 4.9. (A) Esquema de la camara de ensayo, (B) Foto real de la camara
de ensayo

4.5.1. Palpadores y cables

Los palpadores utilizados son piezoeléctricos con frecuencia de resonancia de 2,25 MHz y

conectores BNC. Los cables de conexionado son cables coaxiales convencionales de 50Q).
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Fig. 4.10. (A) Dimensién de los palpadores, (B) Foto del palpador

4.5.2. Montaje y fijacion de palpadores y muestra

Para fijar los palpadores y dejarlos en contacto directo con el cemento, hemos utilizado un
montaje de piezas de polietileno. Este montaje esta compuesto de cinco piezas de plastico y
cuatro de aluminio. Las imagenes que siguen muestran las diferentes piezas junto con sus

dimensiones.
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Fig. 4.11. (A) Vistas y dimensiones de una de las piezas del montaje
destinada a embutir un palpador: pieza pequefa (se utiliza dos veces), (B)
Foto de la pieza pequenia.
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Fig. 4.12. (A) Vistas y dimensiones de una de las piezas del montaje: pieza
grande arriba, (B) Foto de la pieza grande arriba.
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Fig. 4.13. Vistas y dimensiones de una de las piezas del montaje: pieza
grande abajo
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Fig. 4.14. (A) Vistas y dimensiones de una de las piezas del montaje: pieza
del ensayo. En la parte central se coloca la muestra de cemento. (B) Foto
de la pieza del ensayo.
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Fig. 4.15. (A) Vistas y dimensiones de una de las piezas del montaje: patas
de aluminio para soporte, (B) Foto de una pata de soporte.
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4.6. Metodologia de uso y funcionamiento

El modo operativo es muy simple. Primero hay que embutir los dos palpadores (véase figura
4.10) para asegurar su fijacién. Estos incorporan una pequefia junta de plastico que los fija
firmemente y permiten que queden embutidos al ras. Después debe sujetarse uno de los
palpadores (en nuestro caso es el que utilizabamos como receptor) con su elemento de
embuticion con la que hemos denominado pieza grande inferior mediante tornillos de
sujeccion (véase la figura 4.13). Para asegurar un contacto correcto entre dicha pieza grande
inferior y la superficie del palpador debe utilizarse algun tipo de gel o aceite. Si esto no se
hace, las imperfecciones superficiales, aunque pequenas, eliminaran totalmente Ila

transmision de la senal ultrasonica.

Ahora deben roscarse las patas soporte de aluminio en la pieza grande inferior de manera
que el montaje resultante podra permanecer de pie de manera estable. Estas patas soporte
no sélo asegurar la estabilidad del montaje, sino que hacen las veces de tubos pasantes
sobre los que insertar a modo de sandwich el resto de elementos. En esos elementos
pasantes se ubicara la pieza de metacrilato que tiene un orificio central (figura 4.14) que es

donde se colocara la pasta de cemento.

Ahora debe repetirse la operacién con el segundo palpador que, después de embutido, debe
fijarse con la que se ha denominado pieza grande arriba (figura 4.12) mediante los tornillos
de sujeccion. Nuevamente debe utilizarse gel o aceite para rellenar el espacio entre la
superficie del palpador y la de la pieza grande antes de collarlas. Este ultimo montaje tiene
ahora que ser ensamblado, a través de los tubos pasantes, con el montaje previo una vez se

haya colocado en el orificio central la muestra a ensayar.

En la figura 4.16 siguiente puede verse los elementos utilizados para la obtencién de una

muestra ejemplo de sulfato calcico y llevar a cabo una prueba de ejemplo.
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Fig. 4.16. (A) Etiqueta del agua de Grifols, (B) Etiqueta del Sulfato de calcio,
(C) Elementos utilizados para hacer el ensayo.

Ahora se prepara el cemento mezclando las proporciones adecuadas de fase liquida (agua

Grifols) y polvo durante un minuto (Figura 4.17).

Fig. 4.17. (A) Adicién de la fase liquida (Agua de Grifols) al polvo (sulfato de
calcio), (B) Mezclar durante 1 minuto.
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Una vez realizada la mezcla colocamos la pasta de cemento en el orifico central de la que
hemos dado en llamar pieza de ensayo (figura 4.18) y montamos en los pasantes el montaje

superior que da soporte al palpador emisor (figura 4.19).

Fig. 4.18. Colocacién de la pasta en el orificio central de la pieza de
ensayo.

Fig. 4.19. Ensamblado del bloque superior a través de los tubos pasantes
para acabar de configurar el montaje completo que se ha denominado
camara de ensayo.

A partir de este momento se esta en disposicidn de enviar las sefales de excitacion
oportunas haciendo uso de cualquiera de las herramientas que se han presentado con
anterioridad. Naturalmente que si se debe dar cuenta de un disefio de experimentos
disefiado para algun fin especifico, deben programarse las rutinas que automaticen en lo
posible todo el proceso. A modo de ejemplo en la figura 4.20 se muestra la pantalla del
osciloscopio cuando visualiza una funcion sinc de excitacion (color amarillo) emitida desde la

tarjeta generadora y la sefal detectada por el palpador receptor (color azul).
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Fig. 4.20. Sefial de excitacion vista en el canal 1 (amarilla) y senal
transmitida (azul) visualizada en el canal 2.

Al final se obtiene la pastilla de cemento resultante (figura 4.21).

Fig. 4.21. Pastilla de cemento de sulfato de calcio fraguado después del ensayo
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4.7. Conclusiones

Los objetivos propuestos para esta seccién se han alcanzado de manera notable. Puede
concluirse que se dispone ahora de una cadena ultrasénica de medida que puede
reconfigurarse y readaptarse con minimo esfuerzo a diferentes situaciones: otros palpadores,

otros disefios experimentales, otros protocolos de medida, otros tipos de substancias etc.
Sin animo de ser exhaustivo, puede decirse entonces que:

e Se ha disefado una cadena completa de medidas ultrasonicas destinada a valorar

propiedades y funciones materiales de cementos 6seos.

e Se han seleccionado los elementos generadores de sefal que debido a sus

prestaciones permiten configurar cualquier tipo de sefial de excitacion

e Se dispone de las herramientas de programacioén con las que, por una parte, integrar
todos los elementos de la cadena de medida y, por otra, establecer cualquier criterio

de monitorizacién y seguimiento de las propiedades de las muestras ensayadas.

e Se ha disefiado ad-hoc una camara de ensayo especifica aun cuando puede
redisenarse para cualquier tamano de palpador o cantidad o tipo de muestra a usar
dado que se dispone de los ficheros de croquizacion para Solid Works con los que se

simplifiica extraordinariamente cualquier otra fase de disefio y ulterior mecanizacion.

e Se ha configurado la documentacion de tal forma que rapidamente cualquier
interesado pueda entender el mecanismo de medicién y ponerlo en funcionamiento

rapidamente.

e Se pone a disposicion de otros investigadores de un sistema de medida configurable

con el que ejecutar cualquier disefio experimental relacionado.
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5. Modelo matematico

5.1. Ecuaciones de la Mecanica de fluidos

5.1.1. Introduccién

Resulta conveniente para ulteriores propodsitos de simulacion disponer de la formulaciéon de
las ecuaciones que, en su formas diferencial o integral, modelizaran los flujos de los
cementos aqui estudiados. Dichas formulaciones permitiran estudiar los detalles del campo
de flujo en aquellas regiones de interés del dominio de trabajo y son, por otra parte, el punto
de partida de las soluciones computacionales que se proponen en el presente proyecto. Las
ecuaciones que se formularan posteriormente son la ecuacion de conservacion de la masa
(o ecuacién de continuidad) y las ecuaciones del movimiento o de cantidad de movimiento y

la ecuacion de la energia. [43- 46]

El movimiento de un fluido esta completamente descrito por las leyes de conservacion de
tres magnitudes fundamentales: masa, momento y energia. La importancia de este hecho
radica en que estas tres leyes determinan, completamente, el comportamiento del sistema
sin informacién dinamica adicional. La Unica informacion adicional necesaria esta
relacionada con la naturaleza del fluido: si es un fluido incompresible, si es un gas ideal, si es

un fluido condensable, si es una sustancia viscoelastica, etc.

Asi las cosas, un flujo de fluido se considera completamente conocido si, en cualquier
instante y en cada punto del dominio, se conocen el campo de velocidades y un numero
minimo de propiedades estaticas. El numero de estas propiedades depende de la naturaleza
del fluido; una propiedad, si el fluido es incompresible (la presion, por ejemplo) o dos, si es
un fluido compresible (para un gas ideal, por ejemplo, presion y densidad) en equilibrio

termodinamico.

En todos los casos en los que sea necesario, se considerara disponible la informacion de
aquellas propiedades que definen la naturaleza del fluido (por ejemplo, viscosidad o
densidad) asi como la informacion necesaria para identificar las fuerzas externas (ademas
de las internas) que inducen movimiento. A modo de ejemplo, gravedad, flotabilidad, fuerzas

centrifugas en sistemas rotativos o fuerzas eléctricas y magnéticas en fluidos conductores.
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a) Forma general de una ley (escalar) de conservacion

Las leyes de conservacion son el concepto clave detras de las leyes de la mecanica de
fluidos. A pesar de ser una idea de légica simple puede llegar a ser conceptualmente

compleja.

Se establece la ley de conservacion de cierta magnitud U (en general puede ser escalar o
vectorial) de acuerdo a la siguiente regla: la variacion de la cantidad total de una magnitud U
dentro de un dominio dado es igual al balance entre las cantidades de magnitud entrantes y
salientes del dominio considerado mas la contribucidon eventual de las posibles fuentes
generadoras de esa magnitud. Intentaremos clarificar los conceptos que aparecen en esta

definicion.

Debe sefialarse que ciertas magnitudes como la presion, temperatura o entropia, por
ejemplo, no satisfacen una ley de conservacioén. Esto no significa que no pueda establecerse
una ecuacion para esas magnitudes sino que esas ecuaciones no responden a una ley de

conservacion.

Consideremos una cierta magnitud escalar U representativa de alguna propiedad
relacionada con el flujo. Consideremos un volumen de control fijo arbitrario (VC) cuya
frontera denominamos superficie de control (SC). Dicho VC puede estar ubicado en

cualquier lugar del dominio de flujo y ser de cualquier forma y tamanio.

En estas condiciones, la expresion mas general para una ley de conservacion en forma

integral de esta magnitud (escalar) U es
0 - = - -
5£[Ud§2+£F-dS:SJ;QVdQ+£QS-dS (6. 5.1)

El primer término (término de acumulacion) a la izquierda indica la cantidad total de magnitud
U en el VCy debe leerse en su sentido fisico: la variacion (9) por unidad de tiempo (/ot) de la

cantidad total de U en el interior del VC.

El siguiente término de la ecuacion son los términos de flujo. Ahora trataremos de dar
sentido fisico a la frase "...cantidad de magnitud U entrante y saliente de..." Sabemos de las
leyes basicas de la fisica que la cantidad de U variara por efecto de los flujos que son la

contribucién del entorno (o alrededores) al valor local de U y que describen cémo dicha
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magnitud es transportada por el flujo. Esto es, la cantidad de U que atraviesa la unidad de
superficie por unidad de tiempo. Dado que sera una magnitud direccional (con magnitud y

sentido) sera representada mediante un vector.

La ecuacion de balance se acaba por establecer con las contribuciones de las fuentes
volumicas y superficiales (si las hubiera) de la magnitud U que son los dos términos a la

derecha de la igualdad anterior.

Resulta conveniente destacar algunas propiedades remarcables de la ecuacion establecida:

o Es valida para cualquier VCy SC.

e La variacidn interna de U, en ausencia de fuentes volumicas, so6lo depende de los

flujos a través de la SC, no de sus valores en el interior del VC.

e Los términos de flujo no aparecen bajo operadores derivada o gradiente de manera
que pueden ser discontinuos (un caso tipico dentro de la mecanica de fluidos son las

ondas de choque)

¢ Por qué son importantes estas propiedades, en particular la segunda? Fundamentalmente
porque deben permanecer siendo validas después del proceso de discretizacion, esto es, las

leyes de conservacion deben seguir siendo validas a nivel discreto.

Alternativamente a la forma integral podemos establecer la versién diferencial de las leyes de
conservacion aplicando el teorema de Gauss para transformar las integrales de flujo en

integrales de volumen. La forma diferencial de la ley de conservacion es

oU = ~
E+V'F=QV+V'QS (Ec.5.2)
o, alternativamente
oU - =
E_i_v'(F_QS):QV (Ec. 5.3)

de la que debemos notar que:
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e Los flujos (y fuentes superficiales) aparecen exclusivamente bajo el operador

gradiente el cual es el Unico término derivada espacial.

o Esta es la forma de reconocer una ley conservativa en forma diferencial. Si todas las
derivadas espaciales pueden agruparse bajo un operador divergencia entonces la
ecuacioén esta en forma conservativa. Si no es asi, se dice que esta en forma no

conservativa o cuasilineal.

o Esta forma diferencial es mas restrictiva que la forma integral anterior ya que exige
que los flujos sean diferenciables (esto es, de clase C' como poco) lo cual no es el

caso de las onda de choque.

¢ Cualquiera que sea la magnitud U deben hacerse asunciones adicionales para definir

los flujos y los términos fuente en funcidn de otras variables computadas.

b) Leyes de conservacion como ecuaciones de conveccion-difusion

Trataremos ahora de prestar atencion con cierto detalle a la fisica del transporte de la
magnitud U en un flujo. Los términos de flujo son generados de dos formas: una contribucion
debida al transporte convectivo del flujo y una contribucién debida a la agitacion molecular la

cual puede estar presente incluso si el fluido esta en reposo.

El término de flujo convectivo 17“0 relacionado con la magnitud U en un flujo de velocidad ¢

representa la cantidad de U que esta siendo transportada por el flujo
F.=Uc (Ec. 5.5)

La segunda contribucion es el flujo difusivo ﬁD definido como la contribucion presente

incluso en flujos en reposo debido a los efectos macroscépicos de la agitacion térmica
molecular. Los flujos difusivos no siempre existen. Para un fluido de una fase en reposo no
hay difusion de masa pues acarrearia el desplazamiento de particulas de fluido. Esto tiene

efectos ulteriores por cuanto en la ecuacion de conservacion de la masa veremos que no
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apareceran términos difusivos.

Naturalmente que las contribuciones difusivas son de naturaleza fisica completamente
diferente a las convectivas. Las siguientes evidencias empiricas determinan el caracter de la

difusion:

e Cualquier pico local de alguna magnitud se difunde desde donde toma valores altos

hacia donde éstos son bajos, en todas direcciones.

e El proceso para en cuanto no hayan diferencias de concentraciones, esto es, cuando

se alcanza la uniformidad.

e El proceso de difusion entre dos puntos es proporcional a la diferencia de
concentracion entre esos dos puntos y el proceso en si tendera a reducir esas

diferencias.
e Un proceso del tipo antidifusion no se ha observado nunca.

Las propiedades de los procesos difusivos pueden resumirse en una ley tipo Fick en la que

x es el coeficiente de difusion

—_

F, =—kpVu (Ec. 5.6)

Con lo anterior puede obtenerse

%-{-V-(IouE)ZQV+V°QS+V(K'OVM) (Ec. 5.7)

que es la forma conservativa general de una ecuacién de transporte para la cantidad U=pu y

es la que denominamos ecuacion de conveccion-difusion.

La estructura de esta ecuacion deberia ser aprendida cuidadosamente por cuanto es el
nucleo de todos los modelos matematicos relacionados con fendmenos de flujo. Dicha
ecuacion toma su nombre de las propiedades fisicas de las contribuciones a los términos de
flujo y de su especifica expresion matematica la cual recoge propiedades fisicas muy
diferentes. De hecho las propiedades siguientes constituyen la guia basica a la hora de

establecer las condiciones operativas de simulacion.




Pag. 46

Memoria

Los flujos convectivos describen el transporte pasivo de la variable. Como un tronco

de madera cuando es transportado por un rio.

Los flujos convectivos describen un fenémeno que tiene propiedades direccionales y
son proporcionales a la velocidad. Un flujo convectivo no da contribucion en una
direccion transversal a la direccion del flujo de fluido y, como veremos después, tiene

propiedades muy similares a los fendmenos de propagacion de ondas.

Los términos relacionados con flujos convectivos aparecen en las ecuaciones como

derivadas parciales de primer orden.

Los términos convectivos son esencialmente no lineales pues el campo de
velocidades depende generalmente de la propiedad transportada. Esta no linealidad

es una propiedad esencial de la mecanica de fluidos.

Los efectos difusivos aparecen en la ecuacion de conservacién como derivadas de
segundo orden. En particular, para valores constantes de x y de p el término
difusivo esta en el operador de Laplace. Esto nos da una interpretacion fisica del
operador de Laplace como descriptor de una difusion isotrépica en las tres

direcciones espaciales.

Estas diferencias son cruciales para comprender la fisica de los flujos asi como las reglas de

discretizacién y de las propiedades esenciales de los esquemas numéricos CFD.
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Tabla 5.1. Caracteristicas especificas de fenémenos de conveccion y difusion.

conveccion Difusion

Expresa el transporte de la magnitud por el flujo. = Da cuenta de los efectos de las colisiones

moleculares.
No existe en un fluido en reposo. Puede existir en un fluido en reposo.
Todas las magnitudes son transportadas por el No todas las magnitudes estan sujetas a
flujo. fendmenos de difusion.
Comportamiento direccional. Comportamiento isotrépico.

Aparece en derivadas espaciales primeras en las Aparece en derivadas segundas en las

leyes de conservacion. leyes de conservacion.

Es no lineal por cuanto, en general, la velocidad del En general son lineales y mas cuando las

flujo depende de la magnitud transportada. propiedades del fluido son constantes.

La importancia de toda esta descripcion radica en que un esquema numérico ajustado a la
resolucion de una ecuacion difusiva (como la ecuacion de Laplace o de Poisson) fracasara

cuando se utilice en la resolucion de un problema dominado por la conveccion.

Las soluciones de la ecuacion de conveccion-difusién dependeran de las intensidades
relativas de los dos fendmenos. Para valorar la influencia de uno u otro fenémeno utilizamos

un nimero adimensional denominado nimero de Peclet (Pe) definido como

C.L

_ _ref"ref
P, = k (Ec. 5.8)
Donde los subindices ref hacen referencia a valores caracteristicos de velocidad y longitud.
Cuando esta relacion es mucho mayor que uno la evolucién de la magnitud U estara
dominada por la conveccién. Valores intermedios del Pe informan de influencias convectivas
y difusivas comparables mientras que valores mucho menores que uno informan de una

difusién dominante.
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c) Ecuacion de conveccion 1D lineal

Conviene remarcar aun mas si cabe los detalles y caracteristicas de las ecuaciones de
conveccién-difusion dejando de lado cualquier complejidad no esencial. Siguiendo estas

premisas, la ecuacion lineal de conveccion en una dimension

ou ou
—+a—=0
ot ox (Ec. 5.9)

Esta ecuacion describe el transporte de la magnitud u a una velocidad convectiva constante
a de manera que un perfil inicial u(x, t=0)=uy(x) es trasladado sin cambios a esa velocidad a.
Dicho de otras forma, después de un tiempo t, la magnitud u continua siendo el perfil inicial
pero desplazado una distancia x=at. En otras palabras, la solucién es formalmente idéntica a

una ecuacion de ondas de manera que

u(x,t) = Uy (x —at) (Ec. 5.10)

Consideremos una onda plana definida por

_ N pJ(kx—aot)
u(x,t)=ue
( ? ) (Ec. 5.11)
donde k=2m/A es el numero de onda. Esta onda sera soluciéon de la ecuacion original si
w=ak. Esta equivalencia entre una conveccion pura y la propagacion de ondas es critica
para comprender la fisica de la conveccion. Estos dos fendmenos son las dos caras de las

mismas propiedades fisicas.
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d) Ecuacion de difusiéon dependiente del tiempo 1D

En ausencia de conveccién podemos simplificar la ecuacién de conveccion-difusion hasta

obtener

ou 0’u
Ot ox (Ec. 5.12)

Resultando una ecuacién de difusion 1D dependiente del tiempo. Cuando esta ecuacion se
aplica a la temperatura resulta la ecuaciéon de Fourier del calor. Si ensayamos una solucién
en forma de onda como se ha hecho en la seccidén anterior obtendremos que
. 2
w=ak
J (Ec. 5.13)
que conduce a la solucién

: 2
A jkx —ok”t
ux,t)y=u e’ e
( > ) (Ec. 5.14)
Este resultado representa el comportamiento de una onda en el espacio, con nimero de
onda k, que decrece exponencialmente en el tiempo debido al coeficiente de difusion a.
Valores negativos de a conducen a fendmenos de crecimiento exponencial como son los

casos de explosiones.

Lo que ahora interesa es recordar esta propiedad de los procesos difusivos: representan una
amortiguacion exponencial de la amplitud de una onda en el espacio siempre y cuando el

coeficiente de difusién a sea positivo.

5.1.2. Ecuacion de continuidad

La ley de conservacion de masa es una ley general de naturaleza cinematica, esto es,
independiente de la naturaleza del fluido o de las fuerzas que actuan sobre él. Establece la
evidencia empirica de que, en un sistema fluido, la masa no puede desaparecer ni ser
creada, sin mas. Por otra parte, no existen flujos difusivos para el transporte de masa: la

masa solo puede ser transportada por conveccion.

La ecuacion de conservacion de masa o de continuidad valida para flujos no estacionarios y
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compresibles es

@4‘ V.(pc)=0
a (Ec. 5.15)

Donde p es la densidad del fluido (kg/m’) y ¢ es la velocidad del flujo (m/s). Cuando se

expande el término que incorpora la divergencia mediante la regla del producto se obtiene

@+ V.(pE)z@+E.Vp+ pV.e=0
a a (Ec. 5.16)

Y cuando se identifica la derivada sustancial (material o total), ésta es

dp Jp .
—=——+4+cVp=0 Ec.5.17
g eV ( )

Se obtiene una forma alternativa dada por

l@+V.E=O

p dt (Ec. 5.18)

Dicha ecuacién muestra que, cuando se “sigue” un elemento de fluido (particula de fluido o
elemento material) transportado por el campo de flujo, su densidad varia cuando cambia el
término divergencia de la velocidad. Asi las cosas, cuando el flujo es incompresible la

ecuacion se reduce a
Ve=0 (Ec. 5.19)

Fisicamente significa que, conforme el campo de velocidades cambia en una regién de un
campo de flujo incompresible, el resto del campo de flujo se ajusta inmediatamente al cambio

de manera que la ecuacion 5.79 se cumple en todo momento en cualquier localizacion.

5.1.3. Ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento

Esta ecuacién vectorial que se denomina en ocasiones ecuaciones de Navier-Stokes del
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movimiento, describen la fisica de los flujos de fluidos newtonianos. Para fluidos

incompresibles, dicha ecuacion toma la forma

dc - s -
p?j = V,[— p+n(Ve+(Vc) )]-i— of, (Ec. 5.20)

Donde ¢ es el campo de velocidades (m/s), p es la densidad del fluido (kg/m°), p es la
presion (Pa), n es la viscosidad dinamica (Pa.s) y fv son las fuerzas de volumen o masicas.

Debe observarse que el término convectivo es no lineal incluso para fluidos incompresibles.
Esta es una caracteristica importante por cuanto dicho término es el responsable de la

aparicion de la turbulencia.

El término de la izquierda de ecuacion 5.20 es la derivada total o sustancial (0 material)

definida por

dc a& __. .
& T L@V
P (c.V) (Ec. 5.21)

a& - - . . o L
Donde — es la aceleracion local (nula en régimen estacionario) y (¢.V)c es la aceleracion

convectiva que da cuenta de que la propiedad es transportada por el campo.

El primer término que aparece a la derecha de la ecuacion 5.20 éste es, —Vp, es el gradiente

de presiones definido, en coordenadas cartesianas, por

_vpz{@ﬁﬁj

& @& (Ec. 5.22)

El término V.[n(VEJr(VE)’)] es el término disipativo representativo de las pérdidas por
rozamiento y fv es la fuerza volumica. La unica contribucion de interés (en el presente
trabajo) a este ultimo término es la debida a efectos gravitatorios, o sea, fv =—pg.

Volvemos a notar que los términos viscosos aparecen bajo derivadas segundas y que, como

se ha apuntado antes, es una caracteristica esencial de un proceso difusivo. De hecho es

asi, y en este caso la viscosidad dinamica hace las veces de coeficiente de difusién (de
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cantidad de movimiento). Ahora podemos definir un caso particular del Pe, denominado
nuamero de Reynolds (Re) que valora las influencias relativas de transportes convectivo y

difusivo de cantidad de movimiento

Crop-Lyos

_ ref
R =——
% (Ec. 5.23)

5.1.4. Ecuacion de conservacion de la energia

Es bien sabido del analisis termodinamico del continuo que el contenido energético de un
sistema se mide en términos de energia interna (por unidad de masa). Esta energia interna
es una funcion de estado de manera que su variacion durante cualquier transformacion

termodinamica so6lo depende de los estados inicial y final.

En un fluido la cantidad conservada es la energia total (E) definida como la suma de su

energia interna y su energia cinética especifica (c%2), esto es,

2
E=e+<
2 (Ec. 5.24)

La primera ley de la termodinamica establece que las fuentes de variacion de la energia total

son el trabajo de las fuerzas que actian sobre el sistema y el calor transmitido.

Si consideramos la forma general de la ley de conservacién de una magnitud como pE

tenemos para el flujo convectivo de energia
= 62 -
F.=ple+ 7)0
(Ec. 5.25)

y para el flujo difusivo

F“D =—p y kK Ve (Ec. 5.26)

por definicidn no hay flujo difusivo asociado con el movimiento. El coeficiente x es el
coeficiente de difusividad térmica y tiene que ser determinado empiricamente junto con la

viscosidad dinamica p. El coeficiente y es la relacion de calores especificos C,/C,. Este flujo
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difusivo escrito asi describe la difusion de calor en un medio en reposo debido a la
conduccién térmica molecular. Generalmente sin embargo, se escribe de forma algo

diferente, en términos de lo que conocemos como la ley de Fourier de la conduccién de calor

Fp=—k VT (Ec. 5.27)
donde T es la temperatura absoluta y k es la conductividad térmica.
Aqui se dispone de la siguiente relacion
76
k=pC, k=22
g P
r (Ec. 5.28)
donde Pres el numero de Prandftl
p =L
"ok k
(Ec. 5.29)

El Pr es representativo de la relacion entre la difusion de cantidad de movimiento respecto de
la difusion molecular de calor (es el parametro habitualmente utilizado para comparar los

espesores relativos de las capas limite hidrodinamica y térmica)

Respecto de las fuentes de variacion de energia en un sistema fluido debe hacerse una
distincion entre las fuentes de volumen y de superficie. Las fuentes de volumen son la suma
del trabajo de las fuerzas volumicas y de fuentes de calor que no sean de conduccion y que
denominamos qy. Por ejemplo, radiacién o calor liberado por efecto de reacciones quimicas.

De manera que, por unidad de volumen tenemos

Oy =p feCtdy (Ec. 5.30)

Las fuentes superficiales Qs son el resultado del trabajo realizado sobre el fluido por los
esfuerzos de cizalla internos que actian sobre la superficie del volumen considerando que

no hay fuentes de calor superficiales. Esto es,

Q|
o

Oy =-pc+7c=0. (Ec. 5.31)

all
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Agrupando todas las contribuciones, la ecuacion de la energia en forma integral es
6 - 15 = 7 - — ~
p [ PEdQ+ [ pEC.dS = [kVTdS + [ (of.& +4,)dQ+ [ (G6).dS  (Ec.5.32)
Q S S Q S

Y en forma diferencial

a(g’tE) YV (PEE) =V -(WVT) 4V -5 - O W, 44y (o530

Wf el trabajo de las fuerzas externas

Ecuaciones de Navier-Stokes

Las leyes de conservacion correspondientes a las magnitudes basicas del flujo (o, pc , pE)

pueden escribirse de forma compacta como

ou =
—+V - F=
ot 0
P (Ec. 5.34)
U=|pc
PE

donde U es el vector de variables conservativas, F' es el vector de flujo Q es el vector de

fuentes, de fuentes de calor q4 y del trabajo realizado por las fuerzas externas

Si se desarrolla el término de la divergencia del vector de flujo se obtiene

U, o g oh_

o oOx Oy 0Oz ©

(Ec. 5.35)
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pou
pu'+p-1,
f=|pu—-1,
pUW =1,

puH — (% -¢) —k

oT

ox |

oW
pwu_TZX
pwv_z-zy
pw +p-1,

oT

pwH —(T -¢).—k—
L 0z

(Ec. 5.36)

donde H es la entalpia total o de remanso (estancamiento)

donde u, v y w son las componentes cartesianas del vector velocidad y f, g y h son las

componentes del vector de flujo.

Estas ecuaciones son las ecuaciones de N-S que constituyen la base de la mecanica de

fluidos y que son validas tanto para flujos laminares y turbulentos de cualquier fluido definido

éste por su ecuacion constitutiva la cual relaciona los esfuerzos de cizalla (o cortantes) con el

resto de variables de flujo.
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6. Dinamica de fluidos computacional

6.1. Introduccioén a los métodos numéricos

El objetivo que persiguen las disciplinas cientificas es la obtencién de leyes generales que
permitan explicar, y asi entender, los fendmenos naturales. La descripcion de dichos
fendmenos se plasma en ecuaciones matematicas cuya resolucion, congruente con ciertas
condiciones de contorno e iniciales, permite estudiar casos particulares e incorporar dicho

conocimiento a nivel tecnolégico.

Sin embargo, muchas de esas ecuaciones no admiten soluciones analiticas y las ecuaciones
de la mecanica de fluidos son un ejemplo de ellas. Su estudio se ha abordado desde
diferentes frentes: mediante simplificaciones que permiten la obtencién de soluciones
analiticas, mediante técnicas de analisis dimensional que permiten la identificacion de las

variables de influencia (asi como la combinacién entre ellas) y mediante la experimentacion.

Las simplificaciones, sin dejar de ser importantes, no permiten la obtencién de soluciones
para muchas situaciones de interés en ingenieria. El estudio de flujos complejos, debidos a
la turbulencia por ejemplo, asi como dominios de solucién y geometrias complejas exigen

niveles de detalle que obligan a dejar de lado las simplificaciones.

El andlisis dimensional es una extraordinaria herramienta de analisis de la fisica en general y
de la mecanica de fluidos en particular. La identificacion de las variables de influencia, su
agrupacion en grupos adimensionales, la metodologia idénea para optimizar los recursos
experimentales asi como compactar los resultados de los ensayos, son algunas de sus
caracteristicas mas remarcables. Del analisis dimensional se establecen las relaciones de
semejanza (geométrica, cinematica y dinamica) que permiten la extrapolacién de los
resultados obtenidos sobre modelos a escala, a prototipos a escala real aun cuando es

imposible, en la practica, asegurar las condiciones de semejanza total.

La tercera opcién es la de estudiar los flujos a partir de experimentos. Claro esta que la
validez de los resultados (siendo éstos un conjunto limitado de observaciones) esta limitado
por la resolucién y exactitud de los medios instrumentales disponibles y, naturalmente, de la
disponibilidad de estos ultimos. En cualquier caso, la programacion, el disefio y la ejecucion

de los ensayos exigen grandes recursos de tiempo, infraestructura humana y material, y de
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dinero.

Complementariamente, la evolucion de los ordenadores ha permitido desde hace ya tiempo
poner a disposicion de la comunidad interesada de nuevas técnicas de analisis: el estudio
computacional de los flujos o lo que en la actualidad se conoce como dinamica de fluidos
computacional (DFC). Este método tiene por objetivo la resolucién de las ecuaciones del flujo
haciendo uso de herramientas numéricas discretizando el dominio de solucién espacial y
temporalmente [43- 46 y 47- 53].

6.2. Dinamica de fluidos computacional

Las ecuaciones que describen los flujos de fluidos son ecuaciones en derivadas parciales en
su version diferencial, o ecuaciones integro-diferenciales en su version integral. La solucién
de estas ecuaciones mediante métodos numéricos necesita realizar dos discretizaciones:
una espacial y otra temporal, y la calidad de la soluciéon depende de la calidad de dicha
discretizacion. Dichas discretizaciones aproximan las ecuaciones mediante diferentes tipos
de formulaciones matematicas (diferencias finitas, volumenes finitos, elementos finitos etc.)
que incorporan los valores de las propiedades de interés en los diferentes nodos de una
malla de calculo. De esta manera, las ecuaciones se transforman en sistemas de ecuaciones
algebraicas que son las que a la postre deben resolverse y que se caracterizan por tener una

dimension muy elevada.

Es importante tener presente que la solucion obtenida por un método numeérico es una
aproximacion de mayor o menor calidad del proceso real y que existen diferentes etapas en
el proceso de resolucién que pueden dar lugar a diferencias entre el resultado final y las

observaciones experimentales.

En la primera etapa del proceso se plantea la descripcion fisico-matematica del problema a
resolver y se establece un modelo mas o menos realistico del fendbmeno real bajo estudio. A
modo de ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes son las ecuaciones que describen el
flujo de fluidos que son de interés en el presente proyecto. La segunda etapa consiste en
realizar la discretizacion espacial y temporal del dominio de solucién, lo cual anade nuevas
aproximaciones al proceso de resolucion numérica. En la secciéon 6.3 se comentan,
sucintamente, tres grandes técnicas usadas en la discretizacion de las ecuaciones: el
método de las diferencias finitas (DF), el método de los volumenes finitos (VF) y el método

de los elementos finitos (EF).
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La tercera etapa consiste en la resolucién de los sistemas de ecuaciones algebraicas
resultantes de las discretizaciones. Este proceso depende del tipo de ecuaciones que en la
mayoria de los casos son no lineales lo que obliga a la utilizacion de nuevas aproximaciones

que permitan su linealizacién junto con métodos iterativos de solucion.

En el momento de interpretar y verificar los datos obtenidos es de suma importancia la
representacion grafica de los resultados. La cantidad de informacion obtenida en un proceso
de simulacion puede ser enorme y se necesitan herramientas de posprocesado potentes
para poder analizar y manipular agilmente los resultados y, asi, llegar a sacar conclusiones
del estudio. En la fase de posprocesado la experiencia del usuario es de suma importancia a

la hora de detectar problemas y errores en la solucion.

6.3. Métodos de discretizacion

En la busqueda de una descripcion cualitativa y cuantitativa de un determinado fendmeno
fisico el ingeniero, por lo general, plantea un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
0 en derivadas parciales validas para determinada regién (o dominio), e impone sobre dicho
sistema condiciones de contorno e iniciales apropiadas. En este momento el modelo
matematico esta completo. Es aqui donde aparece la mayor dificultad dado que solamente
las formas mas simples de estas ecuaciones aplicadas a dominios geométricamente
sencillos pueden ser resueltas de forma exacta con los métodos matematicos disponibles.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes son uno de los pocos

ejemplos para los cuales se dispone de procedimientos matematicos clasicos de solucién.

Con el fin de evitar tales dificultades y lograr resolver el problema con la ayuda de
computadoras, es necesario presentar el problema de una manera puramente algebraica.
Mediante el proceso de discretizacion el conjunto infinito de numeros que representan la
funcién o funciones incognitas en el continuo es reemplazado por un numero finito de

parametros incognita y este proceso requiere alguna tipo de aproximacion.

Entre las diferentes formas de discretizacion posibles (elementos finitos, volimenes finitos,

etc.), una de las mas simples es el Método de Diferencias Finitas (MDF).

6.3.1. Diferencias finitas

Es el mas antiguo y también el mas sencillo de usar cuando las geometrias son sencillas. El

punto de partida son las ecuaciones de conservacion en forma diferencial. El dominio de la




Pag. 60 Memoria

solucion es cubierto por una malla y en cada punto de la malla, la ecuacion diferencial es

aproximada a partir de los valores nodales de las funciones.

Calculo de derivadas.

Fo |- —
S(x) /
« —F /
a.\' ‘ X 4
Diferencias finitas: Y N
. : V) =
*Regresivas BRTA N AN o GO L)l L€ Sy Y0 O o
Yia ot Xirl o X
*Progresivas —— Error =A(x) = 0(l)
i=1 it

*Centradas ——— Error =A(x')=0(2)

Fig. 6.1. Método de diferencias finitas: Aproximan las derivadas mediante
formulas de diferencias. [55]

En principio es posible aplicar DF a cualquier tipo de malla pero es usual utilizarlo con mallas
estructuradas con las que este método es particularmente simple y efectivo y con el que

pueden obtenerse esquemas de orden superior muy facilmente.

6.3.2. Volumenes finitos

El método de VF utiliza la forma integral de las ecuaciones de conservacion como punto de
partida. El dominio es dividido en un cierto numero de volimenes de control contiguos sobre
los que se aplican las ecuaciones de conservacion. En el centroide de cada volumen se

establece un nodo sobre el que se valoran las variables de interés.

El método de VF es adecuado para cualquier tipo de grid y, por tanto, util para geometrias
complejas. La malla define solamente las fronteras de los voliumenes de control y no necesita

estar relacionado con un sistema coordenado particular.
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6.3.3. Elementos finitos

El método de los EF es similar en muchos aspectos al de VF. El dominio se subdivide en un
conjunto de elementos discretos generalmente no estructurados; en 2D se utilizan elementos
tipo triangulo o cuadrilatero, mientras que en 3D se utilizan tetraedros y hexaedros. La
caracteristica distintiva es que las ecuaciones en el método de EF estan multiplicadas por
funciones de peso antes de ser integradas sobre el dominio. En su método mas simple, la
solucién es aproximada por una funcién de forma lineal en cada elemento de forma que se

garantice la continuidad de la solucién a través de las fronteras de los elementos.

Una gran ventaja de los EF es la facilidad con la que trata geometrias complejas pues las
mallas son muy faciles de refinar. Por otra parte, el método es relativamente facil de analizar

matematicamente y presenta algunas propiedades 6ptimas para cierto tipo de ecuaciones.

Su principal desventaja, la cual es compartida por todos los métodos que utilizan mallas no
estructuradas, es que es mas dificil encontrar métodos eficaces para la manipulacién de las

matrices resultantes.

a) El método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos proviene del campo de analisis de estructuras. El
concepto de elemento tiene su origen en las técnicas usadas en el célculo de esfuerzos en
los que una estructura es subdividida en pequefas subestructuras de varias formas y
reensambladas posteriormente después de que cada elemento haya sido analizado. El
desarrollo de esta técnica y su elaboracién formal es lo que hoy en dia se conoce como
método de los elementos finitos (MEF). La expresién en si misma fue introducida por Clough
(1960).

Después de haber sido un método aplicado a una amplia variedad de problemas
estructurales tanto lineales como no lineales, se vié pronto que el método podia ser usado
para resolver problemas de medios continuos en general (Zienkiewicz and Cheung, 1965).
Desde entonces el método EF se ha convertido en un método de aproximacién de
soluciones numéricas de problemas fisicos descritos por ecuaciones de campo en medios
continuos y en la actualidad contiene muchos de los esquemas de diferencias finitas como

casos especiales. Conviene recordar las primeras referencias histéricas al tratamiento de
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problemas de flujo de fluidos mediante EF de Chung (1978), Bake (1983) asi como
esquemas mas avanzados de Temam (1977), Girault y Raviart (1979) y Thomasset (1981).
La literatura reciente debe considerar el tercer volumen del texto de Zienkiewicz y Taylor
(2000). Recomendable el link http://ohio.ikp.liu.se/fe como una extensiva base de datos con

la mas reciente literatura relacionada.

El método de los elementos finitos tiene un par de caracteristicas comunes con el método de

los volimenes finitos:

e La discretizacidon del espacio consiste en un conjunto de volumenes o celdas,
llamadas elementos segun la tradicion de los EF, en contra del conjunto de puntos

que es la forma en que lo hacen las DF.

¢ Requiere una formulacién integral como punto de partida la cual puede considerarse

una generalizacién del método de los VF.
Especificamente el método de EF se basa en las siguientes etapas:

e La discretizacion del espacio en elementos contiguos de formas arbitrarias tipico de
mallas no estructuradas. De hecho los EF son particularmente apropiados para

mallas no estructuradas.

o Define en cada elemento una representacion paramétrica de las variables incégnita
basadas en las denominadas funciones de forma o de interpolacién asociadas con

cada elemento.

o Define una formulacion integral de las ecuaciones que deben ser resueltas en cada

elemento del espacio discretizado.

A continuacién se presentan explicitamente estas etapas.

b) Funciones de interpolacién

El método EF esta basado en la definicion de ciertos valores funcionales asociados a los

nodos de la malla donde el valor numérico de las funciones incégnita (y eventualmente de
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sus derivadas) deben ser determinadas. El numero total de incognitas nodales son los

denominados grados de libertad.

El método es una adaptacion de los denominados métodos variacionales. Estos buscan la
mejor aproximacion de la solucion de forma que las variables de campo son aproximadas
por combinaciones lineales de ciertas funciones de base también llamadas funciones de

forma, de interpolacién o funciones de prueba.

Si U es una aproximacion numérica de las funciones incognitas u(x), se define su

representacion paramétrica como la superposicion lineal de funciones N,

u(x)= ZulNl(x) =u,Ny(x)+...+uy N, (x)
I (Ec.6.1)

donde la suma se extiende a todos los nodos. Para cada nodo / asociamos una funcién base
N,. Estas funciones pueden ser de muchos tipos y con grados de continuidad diferentes en
las fronteras entre elementos. Por ejemplo, los métodos basados en la definicion de las
funciones de interpolacion mediante funciones trigonométricas que conducen a series de
Fourier son usadas por los denominados métodos de colocacién y en métodos espectrales
donde las N, (x) pueden ser definidas a partir de polinomios ortogonales (del tipo Legendre o

Chebyshev, por ejemplo).

En cualquier caso, las propiedades del método EF estan basadas en una eleccion especifica

de estas funciones de interpolacién que deben cumplir siguientes propiedades:

e Regularidad. La solucién aproximada debe ser continua y diferenciable en el

elemento tantas veces como lo requiera la representacion débil (seccién 6.3.3 (d)).

o Completitud. Deben ser polinomios completos hasta el grado escogido. Es decir,
deben incluir todos los términos desde grado cero hasta el escogido (asi se asegura

la representacion de soluciones constantes).

o Continuidad. Las funciones de forma deben ser interpolantes de las variables
primarias en los nodos del elemento finito. Con esto se asegura la continuidad de las

variables en los nodos que son comunes a varios elementos.
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Estas condiciones definen completamente las propiedades de las funciones de interpolacion
locales usadas en EF y, de entre las muchas posibles elecciones, generalmente se
consideran dos familias de elementos en funcién de sus grados de continuidad entre

elementos y de sus valores nodales asociados.

Si los valores nodales estan definidos por los valores de las funciones incognitas entonces
es suficiente, si el sistema esta descrito por EDP's de orden no superior a dos, una
continuidad tipo C° en las fronteras entre elementos. Estos elementos y sus funciones de
forma asociadas se denominan elementos de Lagrange. Si, por otro lado, las derivadas
parciales de primer orden de las funciones incognitas deben ser consideradas como
incognitas adicionales (o grados de libertad) generalmente se exige la continuidad hasta el
mayor de los o6rdenes de esas derivadas y los elementos se denominan Hermitianos.
Cuando las condiciones de continuidad requeridas se satisfacen a lo largo de todos los
puntos de las fronteras entre elementos el elemento se llama de conforming. Cuando esta
ultima condicion se relaja de manera que solo se exige la continuidad en un numero limitado

de puntos de la frontera se denominan no-conforming.
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¢) Un ejemplo: elementos lineales 1D

El elemento mas simple tiene una funcién de interpolacién lineal a trozos y contiene dos
nodos. En referencia a la figura 6.2, el elemento entre los nodos i-7 e i es el elemento 1y el
elemento adyacente, entre los nodos i e i+17 el elemento 2. Tienen pues un nodo en comun y

longitudes respectivas Ax; y AXs.

Elemento 1 Elemento 2 i+1

v

A

A
Y
v

Ax; AX;q

Fig. 6.2. Esquema de explicacion para elementos lineales 1D.

Para cumplir (i) no tenemos mas que utilizar polinomios interpoladores de Lagrange de

manera que para el elemento 1 tenemos que

(1 X=X, 1) X, —X
N, (x):? N (%)=
! i (Ec. 6.2)
y para el elemento 2
2) Xigg =X 2) X=X
N7 (%)= Zx Ny, (%)=
i+l i+l (EC. 63)

La funcién de forma global N; asociada con el nodo i se obtiene ensamblando N(”; con NZ..

Esta claro que el resultado es cero para valores menores que x.; y mayores que Xj.1.
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En la expresiones que utilizamos x es la coordenada global del problema pero para fines

calculisticos conviene utilizar las denominadas variables normalizadas definidas por

i (Ec. 6.4)

que permiten que las expresiones de las funciones de forma no dependan del elemento

considerado. Asi las funciones de interpolacion toman la forma universal

N@=1-¢  N(=¢

(Ec. 6.5)

donde el nodo 1 se corresponde con el punto de malla i-1 con =0y el nodo 2 con el punto

de malla j con {=1.

Analogamente, la transformacion entre el espacio (x;, xi1) y el espacio {(0,1) es

i+l (Ec. 6.6)

Que conduce a

NP =1-&=N() NI =&=N,(¢)

(Ec. 6.7)
La funcidn incdgnita u(x) es aproximada ahora en el nodo 7 por
u(x)=u_NDx)+uN"(x)
i-17"i-1 it (Ec. 6.8)
_ X=X,
0 u(x)=u, + Axl (u, —u,,) X SXSX, (Ec69)

i
Y sobre el nodo 2, u(x) es aproximada por

X=X,

1) =, N () +1, ,NO () =,

i+14 Vil (ui+1 _ui)

i+1 (Ec. 6.10)
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Las derivadas de & (x) segun esta representacion por elementos finitos es aproximada por

O_L_t_zu ON,
o o

(Ec. 6.11)
y en particular, en el nodo i se tiene para el elemento 1 que
u.
(i), —( )(” -
i (Ec. 6.12)

que se corresponde con una diferencia finita hacia atras con un orden de exactitud igual a

uno.

Si consideramos el elemento 2

@), = (G ==t
AXyy (Ec. 6.13)

Expresién que es idéntica a la formula de diferencias finitas en adelanto.

Deberia notarse que las derivadas de & (x) no son continuas en la frontera de los elementos
y sin embargo las funciones de interpolacion son de clase C°. Es habitual en la técnica de EF
hacer servir un promedio entre los dos elementos para definir una aproximacion de la
derivada (0,); que ponderadas adecuadamente respecto de sus dimensiones relativas dan

lugar a aproximaciones con un orden de exactitud igual a dos y validas para cualquier malla

= Ax., +H(—) 7 Ax,
(ux)l ~ o ~ i (6)(: )l i+1 (ax )l i

(Ec. 6.14)

Esta forma de proceder se denominada transformacion isoparamétrica e ilustra un

procedimiento general en el método de EF que también se aplica en 2D y 3D.
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d) Discretizacion de las ecuaciones: formulacion integral

Este es el paso mas especifico y esencial del método pues requiere la formulacion integral

del problema fisico equivalente a las ecuaciones de campo que deben ser resueltas.

Para conseguir este propésito pueden escogerse dos caminos. Uno, utilizar un principio
variacional que exprese el problema fisico como valores extrémales de un funcional, dos,

hacer servir una formulacién débil (también llamada método de residuos ponderados).

A pesar de que muchos problemas fisicos pueden ser formulados como principios
variacionales (el modelo de flujo potencial es un ejemplo) no es cierto en el caso general de
las ecuaciones de NS. La formulacién débil es la técnica mas general que permite disponer
para todos los casos de una formulacion integral equivalente. Incluso cuando aparecen
dicontinuidades (como ondas de choque, por ejemplo) la formulacion integral es la Unica que
asegura significado fisico aun cuando las derivadas de las variables de flujo no estén bien

definidas por problemas de discontinuidad.

Para ilustrar como trabaja este método consideramos la ecuacion:

V- (kVu)=gq (Ec. 6.15)

Que escrita con forma compacta es L(u) = q, donde L representa cierto operador diferencial.
Si G (x,y) es una aproximacion a la solucion u(x,y), denominamos residuo R a

R(u)=L(u)~q (Ec. 6.16)

que es diferente de cero sino { seria la solucién analitica. Cualquier algoritmo de resolucién
convergera si consigue hacer tender R hacia cero a pesar de que el valor cero no pueda
alcanzarse en un numero finito de operaciones. Asi pues el residuo aparece como una
medida de la exactitud o del error de aproximacién. Debido a que este error no puede
hacerse cero simultaneamente en todos los puntos del dominio discretizado, la mejor
solucion puede obtenerse requiriendo que algun promedio ponderado de los residuos sobre
el dominio sea idénticamente cero.

Si W(x) es alguna funcién de peso con ciertas propiedades de suavidad, el método de
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residuos ponderados o formulacion débil requiere que

JWR(ﬁ)dQ =0

Q (Ec. 6.17)

Esto es, técnicamente se establece la ortogonalidad entre el residuo y las funciones de
prueba (en realidad con el subespacio que constituyen). Asi que aplicando a la ecuacion
6.15:

.[ WV - (kVit)dQ = .[ WqdQ

(Ec. 6.18)

Un paso esencial de esta aproximacion es la integracion por partes del término derivada

segunda mediante el teorema de Green

—j(k Vil - VW)dQ+jk—Wdr _qudQ
(Ec. 6.19)
Q
donde la derivada normal a lo largo de la frontera I~ del dominio aparece en el lado derecho.

Asi pues la ecuacion 6.18 se transforma en

jWV-(kVﬁ)dQ:—I(k Vﬁ-VW)dQ+jk2—quF

r (Ec. 6.20)

Dicha ecuacion es la formulacion matematica del método de los residuos ponderados vy
también se denomina formulacién débil del problema. En funcién de la eleccion de la
funciones W denominadas funciones de test o prueba, se obtienen diferentes métodos con

nombres propios.

Esta claro que una forma sencilla de disminuir el residuo es disminuir el tamafo de los
elementos utilizados. La alternativa es incrementar el orden del elemento. El orden del
elemento esta relacionado con el grado del polinomio interpolador utilizado. Asi, en la

seccion “Un ejemplo: elementos lineales 1D” hemos ejemplificado el método EF mediante
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elementos finitos de primer orden o lineales. Si utilizasemos polinomios de grado dos
necesitariamos tres nodos en cada elemento para asegurar la unicidad en la interpolacion.

En este caso hablariamos de elementos de segundo orden o cuadraticos.

e) El método de Galerkin

El método mas ampliamente utilizado es el método de Galerkin en el que las funciones de
peso son iguales a las funciones de forma o interpolacién N,(x). También se denomina
método de Bubnow-Galerkin para distinguirlo del método de Petrov-Galerkin el cual utiliza

funciones de test diferentes a las de interpolacion.

Para cada uno de los M grados de libertad

u(x,t)=Y u,(ON,(x)  (I=12,..M)
! (Ec. 6.21)

y con la seleccion de W = Nj(x) para obtener la ecuacion discretizada para el nodo J se

obtiene con ayuda de la ecuacion (6.19)

_Z‘ulj(kVNl-VN,)dQ+§ka—ZN,dF= qufdQ (Ec. 6.22)
Q,

Q, r

donde Q, es el subdominio de todos los elementos que contienen el nodo Jy la suma sobre /

cubre todos los nodos de ;. La matriz

K, = [(kVN,-VN )dQ
& (Ec. 6.23)
es la denominada matriz de rigidez (stiffness matrix). Para problemas lineales en los que k

sea independiente de u dependera unicamente de la geometria de la malla y de los

elementos escogidos.
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f) El método de Galerkin para leyes de conservacion

Consideremos la ley de conservacion siguiente

oU

~—~ +VF =
Py 0 (Ec. 6.23)

donde I es el vector flujo que se considerara que solo contiene contribuciones convectivas.
Consideraremos las siguientes condiciones de contorno e iniciales sobre el dominio Q cuyo

contorno o fronteraes =, U I,

Ux,00=U,(x) para t=20 xeQ
U(x,t)=U/(x) para t>t, xeI”

F-h=Fn=g para t20 xel'

(Ec. 6.24)
Definimos una formulacion débil con W=0en I
ou -
J‘EWdQ+I(V - FYWdQ =IQW dQ
Q Q Q (Ec. 6.25)
La integracion por partes de los términos de flujo conduce a
ou ~ - -
EWdQ—J‘(F-V)WdQvLJ'WF-dS :J‘QW dQ
Q Q r Q (Ec. 6.26)
La representacion mediante EF es
U=2.U,(.N,(x)
1 (Ec. 6.27)

y como el término F es generalmente una funcién no lineal de U, es preferible definir también

una representacion separada para los flujos como

F= z F}Nl (%)
7 (Ec. 6.28)
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La ecuacion discretizada para el nodo J se obtiene mediante Galerkin con W=N,y conduce a

D U, [NN,dQ=>"F, [(N,-V)N,dQ+ [ gN,dl = [ON,dQ
oA, Y r Q, (Ec. 6.29)

donde Q, es el subdominio de todos los elementos que contienen el nodo J mientras que la
suma sobre [ cubre todos los nodos de Q, (figura 6.3) La matriz resultante del término
dependiente del tiempo se denomina matriz masica M,

g
N

4
5

Fig. 6.3. Subdominio Q, de todos elementos conteniendo el nodo J.

M, = [N,-N,dQ
2 (Ec. 6.30)

mientras que la matriz de rigidez
K, = [N,VN,dQ
2y (Ec. 6.31)
no es simétrica. De manera que la ecuacion 6.29 se convierte en
dU ~ -
ZM]J I_ZF]'KU: _[QNJdQ_JgN]dF
J (Ec. 6.32)

En una discretizacion de diferencias finitas el término dependiente del tiempo generalmente
se reduce a dU/dt correspondiente a una matriz masica diagonal mientras que la presente
formulacién conduce a un promedio sobre varios nodos de Q,. De hecho la presencia de

esta matriz masica complica la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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resultante. Una rigurosa manera de diagonalizar la matriz masica consiste en introducir
funciones de interpolacion ortogonales y aplicar Petrov-Galerkin con estas nuevas funciones.
Actualmente se utiliza una aproximacion denominada mass lumping consistente en

reemplazar My, por la suma sobre / de sus elementos en J fijos. Esto es

(Immp)
M]J = ZMU 517
i (Ec. 6.33)

La ecuacion 6.31 obtenida de esta forma es muy semejante a la formulacién de volumenes

finitos.

dg) Eleccion de elementos

Es éste posiblemente uno de los puntos mas dificiles del métodos de EF y en relacion con
las ecuaciones de NS esta lejos de ser simple ¢Qué elementos trabajan bien? ;Por qué
otros no? ¢ Por qué hay tantas posibles elecciones? Lo que se presenta a continuacién esta
mas o0 menos contrastado con la experiencia acumulada alrededor de flujos incompresibles
mientras que los esfuerzos actuales van desde sofisticados aparatos matematicos hasta
consideraciones mas simples, pero no por ello menos efectivas, como son exactitud,

simplicidad o coste computacional efectivo.

El campo es ciertamente rico pero en lo que se refiere al usuario solo cabe decir que no
existe el mejor elemento. Se dispone de mas de dos docenas de elementos triangulo y
cuadrildtero para flujos 2D pero para 3D el ndmero es menor. Sin embargo, los
investigadores del tema mantienen que el método EF estaria en la edad de piedra si los
usuarios necesitados de resultados practicos hubieran tenido que esperar a que los
investigadores tedricos hubieran probado concienzudamente propiedades como

consistencia, estabilidad, exactitud o convergencia.

Conviene a modo de resumen presentar algunas de las categorias que engloban los

distintos tipos de elemento:

¢ interpolacion de igual orden versus mixta. Hace referencia a las funciones de base
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Ahora

usadas para las componentes de la velocidad y para las de presiéon. El caso mixto
quiere decir que para la velocidad se utilizan polinomios de orden superior a los que
se utilizan para la presion. Debe notarse que un método estable puede conseguirse
"enriqueciendo” el espacio de velocidad para un espacio de presiones fijo. Sin
embargo, tal esquema podria no ser necesariamente mas exacto en el sentido de
escoger funciones base de mayor orden (cuadraticos por ejemplo) si la exactitud del
espacio de presiones escogido es baja. Los mas populares elementos de
interpolacion mixtos emplean funciones de base un orden menor para la presion que

para la velocidad.

Presién continda versus discontinua. Cuando la formulacién débil de las ecuaciones
de cantidad de movimiento necesita de la integracién por partes del gradiente de P,
la forma débil resultante no contiene derivadas de la presién y puede por tanto
aproximarse por funciones (polinomios a trozos de hecho) que no son de clase C°.
Debe notarse que los elementos de presion discontinuos no tienen presion Unica
definida en la frontera de los elementos, son bivaluadas y en ocasiones

multivaluadas en ciertos nodos.

Conforming versus no-conforming. Los elementos de velocidad tipo conforming son
aquellos cuyas funciones base son tales que sus primeras derivadas asi como sus
cuadrados son integrables en el dominio. El elemento mas simple no-conforming es
un triangulo lineal con los nodos emplazados en los puntos medios de sus lados. Se

"conforma" con la velocidad en cada tridngulo vecino Unicamente en un punto.

se introducira algo de terminologia que permite clasificar los distintos tipos de

elementos que habitualmente se utilizan.

Para triangulos y tetrahedros la denominaccion PP, significa que cada componente
de la velocidad es aproximada por polinomios completos y continuos a trozos de
grado m mientras que para la presion son de grado n. Esto es, P,P4 en 2D significa

que para la componente u de la velocidad se toma

U = artax+asy+axy+asx +agy’

y resultados semejantes para el resto de componentes de la velocidad, mientras que
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para la presion se tiene
P= artaxt+azy

Tanto la velocidad como la presion son continuas a través de las fronteras de los
elementos y cada elemento (triangular) contiene seis nodos de velocidad y tres de
presion. La versiéon 3D (tetrahedros) contiene 10 nodos de velocidad y cuatro nodos

de presion.

e Para la familia P,P., vale lo mismo que antes excepto que la presion es aproximada
mediante polinomios discontinuos a trozos (de clase C"') de grado n. Esto es, P,P_
es lo mismo que P,P; so6lo que ahora la presién es una funcién lineal independiente

en cada elemento y discontinua en las fronteras entre elementos.

P,P.1 = PP,

e Para cuadrilateros/hexahedros la denominacion Q,Q, significa que cada
componente de la velocidad es aproximada por un polinomio continuo a trozos de
grado m en cada direccion del cuadrilatero mientras que para la presion es de grado
n. Por ejemplo, Q,Q; es lo mismo que P,P; con la adicién por ejemplo a la
componente u de

ax’y+agxy’+ax’y’ yde axy aP.
QQq
Cada elemento contiene nueve nodos de velocidad (3?) y cuatro de presion (2°). La
version 3D (ladrillo o brik) tiene 27 nodos para la velocidad (3°) y ocho (2°) para la

presion.

e La familia del tipo Q,Q., es como antes pero la aproximacion sobre la presion no es

continua en las fronteras entre elementos.

e También la denominacion Q,P., indica la misma aproximacion para la velocidad que
el caso anterior pero con una aproximacion para la presion que es un polinomio
completo discontinuo de grado n (es como si la presion estuviera representada sobre

un triagulo en el interior de un cuadrilatero)

e La denominacion P, o Q", significa que utilizan elementos bubble como

aproximacioén para la velocidad. Estos elementos tienen funciones de forma que son
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cero en las fronteras de los elementos de malla y toman su valor maximo en el medio
del elemento. La funcion de forma (sélo hay una para elemento de malla) se define

como el polinomio de orden mas pequefio que es cero en la frontera del elemento.

Finalmente cuando n=0 se considera que la presion es constante a trozos y se omite

el signo menos por simplicidad.

Consideraciones adicionales finales:

La interpolacién mixta mejora la estabilidad y la exactitud pero requiere esfuerzos

adicionales tanto durante la resolucién como en la etapa de post-procesado.

La interpolacion de igual orden sdélo consigue estabilidad y buena exactitud si la
condicién V u =0 se modifica o debilita a V u = €. Si no se estabiliza aparecen modos

de presion espureos.

Aproximaciones continuas de la presion no pueden asegurar balances de masa a

nivel de elemento mientras que las discontinuas pueden evitar esta desventaja.

Los elementos cuadrilateros son usualmente mas exactos que los triangulares pues
estos ultimos presentan efectos de orientacion de la malla. EI generador de malla es

el que deberia disminuir dicho error de orientacion.

Los elementos triangulares son mas Uutiles a la hora de describir geometrias
complejas. Una buena politica es usar triangulos sélo cuando sea necesario y
cuadrilateros donde sea posible. Esto es un verdadero reto para el generador de

malla y no esta resuelto en el caso de 3D.

Hay opiniones que abogan que se afnadan elementos tipo bubble (y otros elementos
con nodos internos) deberian afiadirse para mejorar la estabilidad incluso si el orden

de la convergencia no se incrementa.

El elemento Q;Q, es posiblemente el mas controvertido y el menos conocido de
todos los elementos. Paraddjicamente, en 3D es el mas utilizado. Con esto suele

querer decirse que no hay nada como la experiencia acumulada después de afos.

Q1Qy
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o El hexahedro, elemento con seis caras cuadrilateras, es en general mejor elemento
en 3D que el tetrahedro. Asi lo sefalan Wait y Mitchell (1985) aunque no

explicitamente para las ecuaciones de NS.

e Para todos los elementos, el método Galerkin de elementos finitos genera
basicamente aproximaciones de diferencias finitas centradas a la ecuacion (no lineal)
de adveccion y para AD pero pueden presentar problemas de oscilaciones (wiggles),

fenomenologia numérica que trataremos mas adelante.

e En 2D los elementos triangulares P.,P; y P.,P.; son muy buenos como lo son los
cuadrilateros isoparamétricos como el Q.P_ el cual es, posiblemente, el elemento

mas exacto en 2D.

e Si no se desea utilizar funciones bubbles sobre elementos triangulares, P,P4 no es

malo y P, (P+Py) es incluso mejor a pesar de ser algo mas complicado.

e En 3D el tema es menos claro en parte porque no se han realizado suficientes

simulaciones destinadas a valorar los distintos tipos de elementos.

h) El mallado

La generacion del mallado es un paso crucial en cualquier simulacién computacional.
Posiblemente el mas importante y la eleccion de la malla tiene una importancia enorme
sobre el resultado y sobre el tiempo de calculo. El software permite elegir diferente tipos de
elementos de malla y éstos pueden ensamblarse para constituir mallas uniformes o no
uniformes. La mayor diferencia entre los dos es que el mallado no uniforme tiene un
gradiente en el tamafo de las células. En general encontramos elementos de malla
pequefios cerca de geometrias complejas y elementos mayores a medida que nos alejamos.
[43]

Conviene no perder de vista algunas recomendaciones para obtener una malla de calidad:

e Evitar discontinuidades en el tamafio de los elementos de malla. Cualquier variaciéon
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subita en el tamafio de la malla puede reducir a cero la exactitud local.

Asegurar en lo posible que los tamafios de los elementos varian de manera continua

en todas las direcciones.

Minimizar las distorsiones de la malla, evitando elementos céncavos o células o
elementos que formen angulos entre bordes adyacentes lejos de ser

perpendiculares.

Evitar elementos de malla con uno o varios bordes excesivamente cortos, excepto en
capas limite donde se permite altas relaciones de aspecto asegurandose asi que los

elementos son practicamente ortogonales a la superficie sélida.

La importancia de estos recomendaciones es particularmente critica en regiones de flujo

donde se manifiestan grandes gradientes, es decir, regiones en las que las variables de flujo

varian rapidamente. En caso contrario, en aquellas regiones en las que el flujo es casi

uniforme estas recomendaciones no son tan exigentes.

En cualquier caso, conviene recordar lo siguiente:

Las mallas estructuradas, en general, son la mejor garantia para obtener la mejor

exactitud.

Las mallas no estructuradas son las mejores, debido a su flexibilidad, cuando se

trabaja con geometrias complejas.

Debe tenerse mucho cuidado con la calidad del mallado evitandose discontinuidades
y distorsiones del mismo especialmente en aquellas regiones en las que se esperan

variaciones importantes de los valores de las variables de flujo.
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i) Mallas adaptativas

Durante la modelizacion es importante seleccionar una malla que minimice el error en las
cantidades de interés. Es posible hacerlo manualmente pero no es facil hacerlo a priori. En
muchas aplicaciones el algoritmo debe resolver la solucion soélo en regiones muy especificas
como capas limite, ondas de choque, cargas localizadas o pequefios detalles geométricos.
La generacion de mallas adaptativas identifica las regiones que requieren una mayor

resolucion y refina la malla en esa region.

Los errores se valoran en términos de residuos, uno por cada elemento de malla. En
COMSOL tenemos dos formas de hacerlo. Mediante las metodologias que dicho entorno

denomina Débil y de Coeficiente.

El dltimo evalua el residuo de la EDP en el centro de cada elemento y tiene en cuenta los
saltos de flujo a elementos vecinos. Sin embargo no es posible hacer esto con ecuaciones

formuladas en su forma débil.

El método débil utiliza una malla auxiliar para estimar el residuo. Este método genera
automaticamente la malla incrementando el orden (en uno) de las funciones de forma
usadas haciendo uso de la misma malla. Debido a este trabajo extra de ensamblado, este
meétodo es mas lento que el anterior pero es mas general. Este método utiliza elementos tipo

vector de manera que tiene en cuenta los flujos en las fronteras.

El solver adaptativo lleva a cabo la siguiente secuencia iterativa:
1. Resuelve el problema sobre la malla existente mediante algun solver estacionario.
2. Evalua el residuo de la EDP en todos los elementos de malla.
3. Estima el error en la solucion sobre todos los elementos de malla.

4. Termina la ejecucion si ha hecho el numero requerido de refinamientos o si ha

excedido el maximo numero de elementos.

5. Refina un subconjunto de elementos basado en el tamano de los indicadores de error

locales.

6. Repite desde 1.
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Cc D

Fig. 6.3. Ejemplo de calidad de mallas. (A)Coarse, (B) Normal, (C) Fine, (D)
Extra fine.

j) Puesta a prueba (benchmarking) de algunos resolvedores (solvers)
de COMSOL

Resulta conveniente realizar alguna prueba de las prestaciones de los resolvedores (directos
y lineales) que incorpora COMSOL. Con ello se persigue poder valorar objetivamente cémo
pueden mejorarse las simulaciones mediante la eleccion adecuada de ciertos parametros de
los resolvedores. La tarea es optimizar las especificaciones de éstos de manera que el
problema sea resuelto con una exactitud y una eficiencia tan buena como sea posible. La
cuestion es, dado un PC estandar de 32 bits y 3 GB de memoria RAM, para cuantos grados
de libertad podemos resolver el problema en unos pocos minutos. El problema fisico que

resolveremos es un problema de difusion relacionado con una conducciéon de calor de
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manera que podamos pensar que todos los solvers funcionaran relativamente bien con este

problema. [54]

Para ello lo primero que haremos es visualizar en el administrador de tareas de Windows el

uso de memoria como estimador de la cantidad de memoria utilizada durante la simulacion.

Tabla 6.1. Tabla de tiempo de célculo en funcién de diferentes pardmetros.

Umfpack  Coarse 1° 168 365 132 0'031
Umfpack Coarse 1° 245 524 133 0'047
umfpack Normal 1° 560 1171 134 0'063
umfpack Fine 1° 849 1760 135 0'062
umfpack Fine 1° 1840 3769 136 0'093
umfpack  Extrafine 1° 6112 12385 142 0'266
Extremely
umfpack 1° 49266 49266 224 1'031

fine
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Ahora haremos algo parecido con el solver Multigrid con tres casos diferentes de mallas

(anidadas). Para ello haremos lo siguiente:

1. Seleccionaremos Physics>Subdomains Settings y desde aqui Element Page
desde donde seleccionaremos Lagrange linear element para todos los

subdominios. Pulsaremos OK.

2. Seleccionaremos Mesh>Free Parameters y posteriormente Finer como tamafio de

malla predefinido. Clicaremos Remesh y OK. Aqui se habra creado el caso 0.

3. Seleccionaremos Mesh>Cases Mesh. Clicaremos sobre New y chequearemos Use

same elements as mesh case: 0. Después OK.

4. Haremos un refinado regular mediante Refine Mesh que definirda el caso 1.
Abriremos ahora la ventana de didlogo Mesh Cases y clicaremos New para crear el
caso 2. Chequearemos Use same mesh as mesh case. 1. Clicaremos OK y
abriremos Subdomain Settings donde verificaremos que usaremos elementos de

Lagrange de segundo orden para el caso 2.

5. Abriremos el Solver Parameters y seleccionaremos Geometric multigrid como

solver lineal.

6. Clicaremos en Settings y cambiaremos Multigrid cycle a F-cycle, Hierachy

generation method a Manual y no chequearemos Assemble en los casos 1y 2.

7. Clicaremos OKy OK para cerrar Solver Parameters. Y resolvemos.

Tabla 6.2. Tabla de tiempo de célculo en funcion de diferentes parametros haciendo uso de

Geometric multigrid.

Solver iterativo

Dofs Memoria Tiempo

Geometric multigrid 14897 174 MB 0,375
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7. Entorno de programacién y simulacion:
COMSOL

Es bien sabido que mediante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se pueden
describir una gran variedad de sistemas y fendmenos fisicos. Dichas ecuaciones describen
las variaciones de las propiedades en el espacio y a lo largo del tiempo y necesitan de
ciertas condiciones (iniciales y de contorno) para su resolucién. Se ha comentado con
anterioridad que las soluciones analiticas sélo son posibles en casos muy determinados pero
no a nivel general. Es en este punto en el que la resolucion numérica se constituye en una

herramienta de gran ayuda. [43]

El programa que se ha utilizado como entorno de simulacion computacional es COMSOL
Multiphysics. Se trata de un entorno de simulacion destinado a la resolucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales utilizando el método de los elementos finitos. A través de
su entorno de trabajo el usuario dispone, ademas de las herramientas necesarias para el
establecimiento de las ecuaciones que describen su modelo, de un importante numero de
fenomenologias predefinidas con sus ecuaciones (modelos) agrupados en areas tematicas
(mddulos) junto con librerias de materiales con un buen numero de propiedades fisicas

relevantes.

Otro aspecto de gran importancia es la posibilidad que brinda de valorar el acoplamiento de
diferentes fisicas en un mismo problema de una forma muy sencilla. Esto es, valorar la

accion simultanea de solicitaciones de distinta naturaleza sobre el mismo sistema.

Se presentan a continuacion las cinco fases fundamentales que deberian tenerse presentes
en cualquier simulacion numérica computacional. Pero, ¢cuales son las etapas necesarias
en toda simulacion computacional? Naturalmente, todo programa es el resultado de algun
algoritmo previo que obliga a saber qué hacer, por qué hacerlo y en qué momento de la

simulacién. Las etapas que se presentan son:

Etapa 1: Seleccién del modelo matematico que determina el nivel de aproximacion de la

realidad que se simula y definicion de la geometria.

Etapa 2: Fase de discretizacion compuesta de dos partes. Una discretizacion del espacio

definida con la generacion de malla y, a continuacion, la discretizacion de las ecuaciones que
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constituye lo que se denomina el esquema numeérico.

Etapa 3: El esquema numérico tiene que ser analizado de forma que sus propiedades de

estabilidad y exactitud puedan ser valoradas.
Etapa 4: Resolucion del esquema numérico.

Etapa 5: Valoracion e interpretacién de los resultados (etapa de postprocesado).

7.1. Etapa 1: definicion del modelo matematico

La definicibn del problema se inicia seleccionando los modelos fisicos a utilizar e
introduciendo la geometria. Aunque conocemos las ecuaciones de la mecanica de fluidos
desde la segunda parte del siglo diecinueve gracias a los trabajos de Navier y Stokes, estas
ecuaciones son muy complejas. Constituyen en su forma general un sistema no lineal de
ecuaciones en derivadas parciales que pueden llegar a presentar soluciones multiples y que,
por otro lado, describen fenomenologias fisicas intensamente estudiadas pero no bien
conocidas como la turbulencia.

Por lo tanto, un buen conocimiento de las propiedades fisicas y del limite de aceptacion del
modelo son muy importantes y aun asi es habitual encontrar diferencias entre los resultados

de simulacion y las experiencias debido a errores numérico-computacionales.

7.2. Etapa 2: proceso de discretizacion

Una vez seleccionado el modelo matematico puede comenzarse con la etapa principal de
una simulacion: el proceso de discretizacion. Dado que el ordenador sélo reconoce numeros,
debemos traducir nuestro modelo matematico y nuestra geometria en numeros. Este

proceso es lo que se denomina discretizacion.

La primera accion consiste en discretizar el espacio, incluyendo geometrias y cuerpos
solidos inmersos en el flujo o paredes que pudieran confinarlo. Las superficies sélidas cabe
pensar que estan disponibles a partir de algin sistema CAD en formato digital apropiado a
partir del cual se comienza el proceso de distribuir puntos en el dominio de flujo y en las

superficies sdlidas. Este conjunto de puntos que remplaza la continuidad del espacio real por
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un numero finito de puntos en el espacio es los que se denomina malla (grid o mesh).

En general, el proceso de mallado o de generacion de malla es extraordinariamente
complejo y se necesitan herramientas especificas que ayuden a adaptarlo adecuadamente a
la geometria del problema. La generacion de la malla pasa por ser una de los aspectos
cruciales de cualquier propuesta de simulacién por cuanto la exactitud de éstas, en general,
depende extraordinariamente de las propiedades y calidad de la malla. De hecho, no puede
olvidarse que el objetivo final es determinar los valores numéricos de todas las variables
relevantes del flujo (velocidad, presion, temperatura...) en los puntos de la malla. Detalles

adicionales se presentan en la seccion 7 4.

Una vez se dispone de un grid, puede iniciarse la segunda parte del proceso de
discretizacion, ésta es, la discretizacion de las ecuaciones del modelo matematico. Dado que
las Unicas cantidades disponibles son los valores en los puntos de malla, todos los
operadores matematicos (como las derivadas parciales de las magnitudes de interés) deben
ser transformados, mediante un proceso de discretizacion, en operaciones aritméticas con
los valores de los puntos de malla. EI método de las diferencias finitas, de los voliumenes
finitos o el de los elementos finitos son algunos ejemplos de métodos ampliamente utilizados

para realizar esta tarea.

7.3. Etapa 3: fase de analisis

Después de la fase de discretizacion se dispone de un conjunto de relaciones algebraicas
entre puntos de malla vecinos, una relacién por cada nodo. Estas relaciones se denominan

esquema numerico.

El esquema numérico debe satisfacer ciertas reglas que aseguren unos minimos de
exactitud dado que todo proceso de discretizacion del continuo generara errores. La
importancia de esta etapa radica en que debiera ayudar en la seleccion del mejor esquema

para la aplicacidn prevista mientras reduce al minimo los errores numéericos.

7.4. Etapa 4: fase de resolucién

El ultimo paso en el proceso de discretizacion es la resolucion del esquema numérico para
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obtener los valores de malla de las variables de flujo. Los algoritmos de solucion dependen
del tipo de problema que se simula, es decir, si es estacionario o dependiente del tiempo de
manera que se requieran técnicas para la resolucibn de conjuntos de ecuaciones

diferenciales ordinarias o bien para resolver sistemas algébricos.

Para formulaciones numéricas dependientes del tiempo debe prestarse especial atencién al
tiempo de integracién dado que, para una discretizacion espacial dada, no todos los
esquemas de integracion en el tiempo son aceptables. En realidad, al final del proceso todos
los esquemas deben resolver algun sistema de ecuaciones algebraico que pueden llegar a

ser de tamanos considerables.

7.5. Etapa 5: Estudio de resultados

En el momento de interpretar y verificar los datos obtenidos es de suma importancia la
representacion grafica de los resultados. La cantidad de informacion obtenida en un proceso
de simulaciéon puede ser enorme y se necesitan herramientas de postprocesado potentes
para poder analizar y manipular agilmente los resultados vy, asi, llegar a sacar conclusiones
del estudio. En la fase de postprocesado la experiencia del usuario es de suma importancia a

la hora de detectar problemas y errores en la solucién.
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8. Descripcién de la progresion del flujo y su
aplicacion en la cifoplastia. Método de Level Set

8.1. ¢Qué es Level Set?

Los problemas simulados en trabajo y proyectos previos responden al interés de poder
describir las condiciones de flujo en las cavidades de un sistema de inyeccion de cementos
6seos. En todos los casos se habia considerado que el fluido llena toda la conduccién. Sin
embargo, esta claro que hay un tiempo finito inicial durante el cual la corriente debe
establecerse. Este hecho no supone ningun problema adicional que obligue al
replanteamiento de los casos resueltos hasta ahora, excepto cuando se desea simular el
rellenado de las oquedades vertebrales y asi valorar, si el fluido rellena correctamente las
mismas asi como los intersticios porosos caracteristicos de un tejido 6seo. En este sentido,
el método de Level Set (LS en adelante) aqui utilizado permite describir la progresion del
flujo, tanto a la hora de establecer la corriente en una canula, por ejemplo, como para la

simulacién del proceso de rellenado antes mencionado.

De forma sucinta, las técnicas de LS constituyen un conjunto de técnicas numéricas que
permiten aproximar las ecuaciones del movimiento de un frente de propagacion (en su
propuesta inicial era un frente de llama) en un problema de valor inicial en términos de una
ecuacion en derivadas parciales y cuya solucion solo informa de las nuevas posiciones del
frente de avance. Este detalle es particularmente Util para simular las situaciones sefialadas

en el apartado anterior.

Los ambitos en los que las técnicas LS encuentran aplicaciones destacables van desde el
procesado de imagenes hasta la fisica computacional y, en el caso que interesa al presente
trabajo, aquellos flujos que afectan a varios fluidos, y en particular aquellos que sin llegar a
mezclarse mantienen una interfase de separacién, esto es, una superficie libre. Estas
situaciones engloban desde la inyeccion de un fluido en el seno de otro, la descripcion de la
dinamica de burbujas inmersas en otro fluido, asi como la simulacion de patrones de flujos
complejos debidos, por ejemplo, a inestabilidades en los mismos. En lo que a este trabajo
concierne, el método LS utiliza la informacion del flujo para localizar la ubicacion de la
superficie de separacion de ambos fluidos a medida que es transportado (por conveccion)

por el campo de flujo.
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Para conseguir esto, el método LS hace servir una funcién distancia con signo (denominada
funcion level set, @) que etiqueta cada punto del dominio de flujo con un signo a partir del
que se deduce si el punto pertenece a un fluido o a otro, y con un numero que representa la
distancia mas corta a la superficie de separacién (véase la figura 8.1). El valor cero identifica

la interfase.
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Fig. 8.1. El método LS etiqueta cada elemento del dominio con un numero con
signo. El cero representa la interfase. Los numeros negativos identifican la
regién de uno de los fluidos y los positivos la del otro (de referencia [55]).

El método sigue la localizacién de la interfase como consecuencia del transporte (convectivo)
que sufre por parte del campo local de velocidades. Asi pues, la ecuacién de evolucion de ¢

tiene la forma

$,+cNVg=0 (Ec. 8.1)

Por otra parte, este seguimiento de la interfase esta casi completamente desacoplado de las
ecuaciones de flujo. Los unicos acoplamientos son los relacionados con la distinta naturaleza
de los fluidos y la localizacién de la interfase, y el establecido entre el campo de velocidades
y la evolucion (convectiva) de la interfase. La ventaja de esto es que pueden establecerse
estrategias numéricas distintas para las ecuaciones de flujo y las ecuaciones de evolucion
LS.

El tratamiento de la interfase merece algun comentario adicional para clarificar un par de
cuestiones. La primera se refiere a la gestion numérica de las discontinuidades de las
propiedades de los fluidos y del flujo a través de la interfase de separacion. Por ejemplo,
¢cual es la densidad o la viscosidad en la interfase donde ¢=0? La segunda es inherente a

todo proceso de discretizacion del continuo. A medida que la interfase avance atravesara
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celdas (de discretizacion) sin coincidir exactamente con sus contornos. Esto provoca que
pueda darse el caso que una misma celda contenga porciones de ambos fluidos pero como
el solver numérico solo utilizara las variables de un solo fluido, la interfase es empujada hacia
las caras de las celdas (véase la figura 8.2). Esto es lo que se conoce como recubrimiento en
escalera (staircasing) y puede dar lugar a errores en la localizacion de la interfase y, por

ende, a errores numericos.

Fig. 8.2. La interfase es empujada hacia las caras de las celdas (linea a puntos) lo
que conduce al encasillado en escalera (de referencia [56]).

Para evitar esto, la interfase es considerada no una linea nitida, sino una linea de cierto
grosor que abarque varias celdas (smeared-out). Asi, en lugar de utilizar una funcién unitaria
de Heaviside para tratar la discontinuidad se hace servir una funcion escalén suavizada

(véase la figura 8.3) dada por

i 1 pe-e
H(g)= E+2£8+Esin(%¢)—g<¢<g (Ec. 8.2)
1 e< @

Donde ¢ es un parametro ajustable que permite determinar el grosor numérico de la

interfase.
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-
Y

Fig. 8.3. La funcién unitaria de Heaviside, H, es suavizada a partir de H.(@) para
evitar oscilaciones esplreas debido al encasillado en escalera(de
referencia [56]).

Ahora ya se dispone de herramientas para soslayar el problema de discontinuidad en la

densidad o la viscosidad apuntado mas arriba. Estas se escogen como

p@)=p +(p" —p )H ($)

(Ec. 8.3)
w(@)=pu +u" —p )H (P

Esto evita todas las discontinuidades a través de la interfase excepto, el salto en la presion
debido a la tension superficial (caso de que sus efectos fueran de interés), p = ok, donde ¢
es la tensién superficial y k es la curvatura de la interfase. La solucion a esta ultima situacion
consiste en modificar el término correspondiente a los efectos de la tensién superficial en las
ecuaciones del movimiento y utilizar la expresion siguiente en la que &(¢) hace el mismo

papel que antes asignabamos a H(¢).

S p)ok
P

n (Ec. 8.4)
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8.2. El modulo Level Set de Comsol

En esta seccion se ejemplifica, paso a paso, una aplicacién resuelta haciendo uso del
modulo Level Set de Comsol Multiphysics. Cada una de las etapas puede visualizarse a
través de figuras en las que se presentan las distintas ventanas de dialogo que el programa
pone a disposicion del usuario para conseguir las especificaciones necesarias en la
resolucion de un problema a partir de Level Set.

Primer paso

El primer paso consiste en elegir el modelo a través de la ventana Model Navigator (véase
la figura 8.4). Debe seleccionarse las dimensiones del dominio computacional y después las

ecuaciones del modelo.

% Model Navigator g l

New | Madel Library | User Models | Open | Settings

Space dimension: | Axial symmetry (207 -vf

-5 Chemical Engineering Madule | )
i +_'] Energy Transport
: [+ ) Mass Transpart
=t \__J Momentum Transeort
+-|) Laminar Flow
- Turbulent Flow
Poraus Media Flow
=49 Multiphase Flow
+ @ Bubbly Flow, Laminar
F Y Bubbly Flow, k-2 Turbulence Model

[ @ Mixture Model, Laminar | ) o )
1 }- @ Mixture Model, k-z Turbulence Model  |s | :Transnant analysis in 2D axial symmetry,
i< = (]

: Description:

@ Level Set | |Separated twa-phase Flow using a level set
+- @ Level Set Twa-Phase Flaw, Laminar | |methad ta track the moving interface

# 4 Level Set Two-Phase Flow, k-2 Turbule between the bwo phases, Laminar Flow,

Dependent variables:  uwv p phi

Application mode name: |chns

Element: |Lagrange - P, Py w | I Multipheysics ]

[ QK H Cancel ” Help ]

Fig. 8.4. Ventana Model Navigator de Comsol: eleccion del modelo.
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Segundo paso

Durante esta segunda etapa se realizara el dibujo de la geometria. Mediante Specify
Objects podemos crear objetos geométricos con facilidad (figura 8.5).

File Edit Options Draw Physics Mesh Solve Postprocessing  Multiphysics  Help
DEES: 42k Ass24=2 @ Pepptlaree® ?

ee f & ‘ I ‘ I II \‘ ‘ ‘ ‘ I .
0.z !’

5

= Geaml
Level Set.

-le0oO

B 1w e [~ 3~ [l

olr

I

< >
[uncitled]

ZI@ENUCY S8 N |EHo+sT N

Py

v

{-0.08, 0.08) GRID [EQUAL [SMAR SOLID Memory: (231 ] 243,

Fig. 8.5. Area de dibujo de COMSOL: dibujo de la canula de inyeccién.

Tercero paso

En esta tercera etapa se definiran las propiedades fisicas del fluido (viscosidad o densidad,
por ejemplo) en cada uno de los subdominios definidos mediante la seleccion de menu

Subdomain Setting (figura 8.6).
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Subdomain Settings - LevelSet Two-Phase Flow, Laminar (mmglf) g‘ Subdomain Settings - Level Set Two-Phase Flow, Laminar (mmglf)

Equations Equations
pouat + purFu = T{-pl + n{Fu + (Vu)T)] +F + pg + oxin paujat + puu = T[-pI + n{Vu + (Vu)T)] +F + pg + oein
Vu=10 A Fu=0
BbJ8t+wv g =y V{0 - 910V | 0] AR+ Ty =y P LT - 4{1-0)7{F9]] B
roups SuurcesiSiﬂicmFIuwdic Init | Element ourcesﬂSinicmﬂuidic Init | Element
Subdamain selection Fiuid properties Subdomain selection Level Set parameters
_ & Fluid 1 1 A Quantity ¥alue/Expression Unit Description
_ ¥ 0001 mjs  Reiniialization parameter
Library material: |Air,1atm ¥ | Load..,
v ' z hmaz:_mmglf m  Parameter controling interface thickness

Quantity Value/Expression Unit Description
P, [rhofpref[1/Pa]Tr kgjm? Density, fuid 1
Ny leta(Tref[1/K1)[Pd Pas Dynamic viscosty, Fuid 1

Fluid 2

Library material: | [ Load..
2 d 3
roup: Quantity Value/Expression Unit Description G

pe o m? Density, fluid 2
[ Select by group : b ! [] 5elect by group

M |mu Pars Dynamic viscosity, fuid 2
Active in this damain Active in this domain

I 0K } l Cancel ] [ Apply I I Help ] [ 0K } [ Cancel ] [ Apply ] [ Help ]

Fig. 8.6. Ventana de dialogo Subdomain Setting: (A) Pestafia Fluids en la que se
especifican parametro del fluido. (B) Pestafia Level Set en la que se
especifican parametros especificos del método Level Set.

Hay dos pestafas que necesitan especificaciones importantes. La pestafia Fluids y la
pestafia Level Set. En la pestafa Fluids es donde se deben elegir el tipo de fluido y sus
propiedades, densidad y viscosidad, o hacer uso de las librerias materiales que COMSOL
incorpora con propiedades de un gran numero de substancias de interés en ciencia y
tecnologia. En la pestafia Level Set se pueden ajustar dos parametros, a saber, gamma y
ypsilon. Estos dos parametros y su influencia en la calidad de las simulaciones seran

explicados posteriormente.

Cuarto paso

A través de la seleccion del menu Boundary Settings se pueden identificar los contornos de
la geometria y especificar las condiciones de frontera en los mismos (figura 8.7). En esta
ventana de dialogo se ve que hay que elegir el nUmero del contorno, especificar el tipo de
contorno y al final la condicion de contorno. Eso hay que hacerlo para todos los contornos de
la geometria. En el presente ejemplo se dispone de una entrada, una salida, el contorno de

simetria y el contorno que identifica las paredes que confinan el flujo.
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Tabla 8.1. Caracteristicas del flujo, propiedades del fluido para la canula.

Velocidad Viscosidad
de entrada Dinamica Densidad Diametro Longitud
1102 m/s 10 Pa.s 2200 kg/m3 3,175 mm 12cm

Doundary Settings - Level Set Two-Phase [[low, Laminar (mmglf)

Frpabinn
WFu+(Tu)n=0,p=p,
=4,

Beundaries | Groups Coefficients

Boundary selection Boundary conditions

O | ||| S [r o

2 Boupdary condition: | pressure, no viscous stress v

4 Quantity  Value/Expression Unit Description

5 L 1 1 yolume fraction of Auld 2
]

B Py g0 | Pa Pressure

-

Group:

[ Select by aroup

[¥] Interior boundaries

[ox J([Cconcel J[ ooy J[ v ]

Fig. 8.7. Ventana de didlogo Boundary Settings de Comsol: seleccion de los
contornos del dominio y especificaciones de las condiciones de frontera.

Quinto paso

En este paso estamos en disposicién de aplicar lo sugerido en la seccion 7.2 relacionado
con el mallado. Se dispone de varias maneras de hacerlo dependiendo del grado de control
deseado sobre la densidad y refinado del grid. Dado el grado de dificultad geométrico del
dominio en este caso es suficiente, a modo de ejemplo, recurrir a los botones del menu
Initialize Mesh, Refine Mesh y Refine selection. El tercero de estos botones permite de
una forma extraordinariamente sencilla refinar, mediante el raton, la malla y obtener

resultados mas precisos en lugares especificos.

Cuando lo que se desea es tener cierto control sobre la densidad de la malla debe

seleccionarse Free Mesh Parameters del menu Mesh desde donde pueden controlarse los
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detalles del grid a distintos niveles: a nivel global, a nivel de subdominio, a nivel de contorno
o a nivel de puntos (figura 8.8). La pestana Advanced permite escalar la geometria antes del

mallado.

Global | Subdomain | Boundary | Point | Advanced
= :

() Custom mesh size
([hee ]

Optimize quality

Refinement method: Regular

[ Reset to Defaults l[ Remesh ] [ Mesh Selected ]

Fig. 8.8. Ventana de dialogo Free Mesh Parameters: seleccion y parametros de
malla.

En la figura 8.9 se muestra otra alternativa para controlar mas aun si caben las
especificaciones de la malla. A través de Boundary Layer Mesh se puede, modificando
adecuadamente las variables scaling factor, stretching factor y Number of layers, obtener

un control completo del refinado en los contornos.

Boundary Layer Mesh Parameters E

[sinonen
Boundary selection Boundary layers
1 Al Iniitial layer thickness

Apply

_ +) Scaling Factor: § (1.0
; e S
4 () Size: |
=
6 Btretching Fackor: -l-é _.
’ umber of layers § 3 ]

[ select by araup

[ Reset to Defaulks J[ Remesh J

Fig. 8.9. Ventana de dialogo Boundary Layer Mesh Parameters: procedimiento
para la obtencién de una malla selectiva cerca de los contornos.
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Sexto paso

Ahora es el momento de la resolucién. Para ello debemos seleccionar Solver Parameters
del menu Solver (o el botdn de la barra de herramientas destinado al mismo fin). Lo primero
que debe hacerse es un analisis preliminar a partir del cual el método Level Set identificara
adecuadamente la interfase mediante el analisis Transient initialization y escoger como
resolvedor Time dependent. En la pestafia General debe especificarse el vector de tiempos
a partir de los cuales se computara la solucion. En la figura 8.10 se muestra el uso de Direct

(UMFPACK) como Linear system solver.

Solver Parameters

Translent initialization ' '
——

Auto selsct solver

| General | Time Stepping | Advanced

Time stepping

Times: P [0:0,5e-3i2e-1
!5°|V°” ! Relative tolerance: 0,01
Staticns s Absolute tolerance: [0.0010

< Time dependent

[Figenvalue [T] Allow complex numbers
|Parametric
|Skationary segregated Linear system solver
[Parametric segregated Linear systern solver! | Direct (UMFPACK) v

———

[/
Matrix symmetry: ;Automatic v
[ O J [ Cancel ] [ Apply ] [ Help ]

Fig. 8.10. Ventana de diadlogo Solver Parameters: andlisis previo mediante
Transient initialization para la identificacion inicial de la interfase.

Finalizada esta etapa previa de inicializacion se pulsa OK y se resuelve mediante Solve. A
continuacion debe cambiarse el analisis en Solver Parameters a Transient y pulsar Ok

para cerrar la ventana de dialogo.
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Wesh  Solve  Posktprocessing ﬁultiphysics Help

h|Ads | @2==2(@RPLPE B4 fahaad 2

Boton « Solve »

Solver Parameters

| Transient
Auta select solver

Solver:

|Skationary -~ |

EEigenvaIue
iParametric
EStationary segregated
iParametriE segregated

General I Time Stepping | Advanced

Time stepping

Times: |0:0.58-5:26-1 |
oot |
|0.0010 |

Relative tolerance:

Absolute tolerance:

[] Allaw complex numbers

Linear syskem solver

Linear systern salver: | Direct (UMFPAGCK)

L5

Sektings...

Makrix symmmetry: Automakic o ;

C )

Wﬁ[ Cancel | [ appky | [ Heln |

Fig. 8.11. Ventana de dialogo Solver Parameters: una vez identificado la interfase
debe seleccionarse Transient en el desplegable Analysis.

Queda una ultima configuracién antes de lanzar el proceso. Abriremos la ventana de dialogo
Solver Manager. Pulsaremos el boton Store Solution... y seleccionaremos el ultimo
instante de tiempo de calculo escogido anteriormente, es decir, 0,02. Posteriormente, en las
secciones Initial value y Values of variables not solved for and linearization point debe
seleccionarse Stored solution y especificar el mismo instante de tiempo final (o sea, 0,02).

Pulsando el boton Solve lanzaremos el proceso de calculo.
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Solver Manager

(X

Initial Walue | Sglve For || Cutput | Seript

Iritial vvalue

—

() Inikial value expression

() Initial value expression evaluated using current solution
() Current solution

() Initial walue expression evaluated using stored solution

Stored solution

Solution at time: 0,02

‘alues of variables not solved For and linearization poink

() Use setting from Initial value frame

) Zero

() Current solution

Stored salution

Solutian at tine: |0,02

([ store solution...|)
S —

‘[ [o]'4 ][ Cancel H Apply H Help ]

Fig. 8.12. Ventana de dialogo Solver Manager: eleccion del instante final de tiempo
de la inicializacién como valor inicial del proceso de calculo final.
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8.3. Resumen de resultados anteriores (Level Set)

8.3.1. Progresion de un flujo newtoniano en una canula

Se desea estudiar mediante simulacién las condiciones de inyeccion de cementos de fosfato
de calcio modificados con 6xido de hierro destinados a la cifoplastia. En este estudio se
realiza un analisis paramétrico pues se han considerado tres valores distintos para la
viscosidad (i.e. 10, 100 y 1000 Pa.s).

Tabla 8.2. Caracteristicas del flujo, propiedades del fluido para la canula.

Velocidad Viscosidad
de entrada Dinamica Densidad Diametro Longitud

1"102m/s  10-100-1000 Pa.s 2200 kg/m? 3,175 mm 12cm

Resultados y conclusiones:

> La figura 8.13 muestra a medida que transcurre el tiempo la evolucién de la presion
en el centro de la canula para una viscosidad de 10 Pa.s. La canula tiene una
longitud de 120 mm y la velocidad del flujo se establece en 1 cm/s de manera que
pasados 12 segundos puede estimarse la presion de entrada necesaria y, por ende,
la presion en el punto de inyeccion. Las distintas curvs informan del incremento en la

resistencia al flujo a medida que éste avanza en la canula.
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Presion a lo largo de la canula a distintos tiermpos
3000 T T T

— t=0s

; : —4

10
12

Presion (Pa)

a 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012
Longitud de la canula ()

Fig. 8.13. Evolucién de la presion a lo largo de la canula para distintos tiempos.

Para esos tres valores de viscosidad se han determinado las presiones de inyeccion (ver

tabla 8.3) que demuestran la dificultad experimental observada al inyectar manualmente
cementos de fosfatos de calcio.

Tabla 8.3.Valores de presién en funcién de la viscosidad.

n=10 Pa.s n=100 Pa.s n=1000 Pa.s

Presion (Pa) 2700 27 000 270000

8.3.2. Progresion del flujo en presencia de obstaculos

En esta seccion se propone el estudio de la progresion del flujo en presencia de obstaculos

que permitieran identificar los mejores parametros de simulacién.

Tabla 8.4. Caracteristicas del flujo y propiedades del fluido.

Velocidad de Viscosidad
entrada Dinamica Densidad Didmetro Longitud

1102 m/s 10 Pa.s 2200 kg/m3 3,175 mm 12mm
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Resultados y conclusiones

Los resultados se muestran en la figura 8.14 y la conclusién mas importante fue que debia
mejorarse la sistematizacion de los parametros de la simulacién que, por otra parte, es uno
de los objetivos del presente trabajo.

t=0s t=5e-5s t=2e4s t=4e4s

S J

T=8e-4s T=0.001s t=0.0014 s t=0.0018 s

Fig. 8.14. Frente de avance de la corriente en presencia de obstaculos para
distintos tiempos.
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8.3.3. Progresion del flujo newtoniano en la técnica de cifoplastia

Los resultados de esta seccion modelizan el llenado de una cavidad previamente creada en
una hipotética estructura porosa (cifoplastia), asi como su nivel de infiltracion en la estructura
porosa circundante. La cavidad creada por el globo de cifoplastia se considera vacia.
También se ha considerado que el medio poroso circundante esta vacio (en una situacion
real estas cavidades estan rellenas por la médula 6sea). Esta aproximacion esta justificada
ya que segun datos publicados [20] la presion necesaria para inyectar un cemento depende
en un 95% de la presion necesaria para superar el fenébmeno de friccion en la canula; tan
solo el 5% restante se utiliza para desplazar a la medula 6sea.

El estudio considera que el cemento presenta una viscosidad practicamente constante
durante todo el proceso de inyeccion. Sin embargo, dada la complejidad de este caso en su
momento, en lo que se refiere a su geometria, y por necesidad de tiempo, no se realizaron
las simulaciones para los tres valores de viscosidad analizados en el caso de la canula (ver
seccion 8.3.1). Como condicion inicial de entrada se ha escogido la presion y no la velocidad.

Tabla 8.5. Caracteristicas del flujo y propiedades del fluido.

Presion de Viscosidad
entrada Dinamica Densidad Diametro

100 kPa 100 Pa.s 2200 kg/m® 18 mm




Aproximacion computacional al estudio de la inyectabilidad de cementos dseos y medidas ultrasénica Pag. 103

Resultados y conclusiones

» Segun la figura 8.15 se puede apreciar la evolucion del frente de avance del flujo,
para una viscosidad de 100 Pa.s durante el llenado de la cavidad y de la estructura
porosa circundante.

T=22s t=4s

Fig. 8.15. Frente de avance de la corriente para la cifoplastia.

» Se ha valorado la presion de entrada en la canula para una buena inyeccion en el
caso de la cifoplastia, para un cemento de viscosidad igual a 100 Pa.s y un
material utilizado clinicamente. Ademas se ha encontrado un valor bastante cerca
de los encontrados en la literatura para los cementos acrilicos, sin superar la

presion maxima que puede ejercer manualmente el cirujano.
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9. Mejora de los parametros computacionales

9.1. Introduccion

Como se ha visto, se dispone de resultados realmente significativos sobre como el flujo del
cemento avanza en un hueso esponjoso y como se establece la corriente en una canula. Lo
que también puede observarse de los resultados previos es la excesiva dispersion de la
interfase que identifica la superficie libre del fluido. Esto se puede explicar porque ciertos

parametros del modulo Level Set (véase 8.1) no estaban correctamente sintonizados.

En este estudio se trata de mejorar los resultados mediante la identificacion de los
parametros que controlan el espesor de la interfase y por ende, que controlan la calidad de la
simulacién frente de avance del flujo. Debe recordarse (seccién 8.2) la existencia de dos
parametros fundamentales que debian especificarse en la ventana de didlogo Subdomain

Setting: gama y epsilon.

Lo que sigue es un estudio sistematico sobre la influencia que sobre la calidad de las
simulaciones tienen el parametro gama, el tipo de malla y ciertas caracteristicas de la

geometria que confina el flujo.

9.2. Influencia de gamma con la malla segun el tipo de entrada

9.2.1. Mallado estructurado y condicion de presion de entrada especificada

Utilizando la guia del paragrafo “8.2.” y siguiendo las etapas paso a paso se ha estudiado la
influencia que tiene el parametro gama sobre la simulacién cuando mallamos

estructuradamente la canula'y con una entrada de presion especificada de 120 000 Pa.

Se especifica una malla cuadrada (125 — 4: 125 divisiones horizontales y 4 verticales) asi
como los parametros de contornos y el paso de tiempo de tiempo de resolucidén y se varia
Unicamente el parametro gamma para ver cémo influye sobre el frente de avance. Este
frente puede visualizarse monitorizando la densidad a lo largo de la canula para distintos

instantes de tiempo.
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A comparacion se valora si el refinado de la malla a una malla 250-8 modifica los valores de

gamma escogidos.
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Fig. 9.3. Curvas de densidad en funcion de z a lo largo del centro de la
canula, para un mallado rectangular (250-8) y una presioén de entrada de
120 000 Pa. (A) y =0.7, (B) y =0.8

Observaciones:

Puede observarse que el parametro gamma tiene una fuerte influencia en la calidad de las
curvas y que, para cada caso de estudio, debe hacerse una eleccion de una gamma
especifica. Menores valores del parametro gamma requieren menores esfuerzos
computacionales.

Por otra parte, merece especial atencion que contra mayor es el parametro gamma menor es
el recorrido del flujo.

Por otra parte se puede observar la aparicién de un fenédmeno de oscilaciones (wiggles) que

requiere ser explicado pues distorsiona extraordinariamente los resultados de la simulacion.

Conclusiones:

La primera conclusidon que se puede sacar es que para una malla de tipo 125-4 cuadrada y
para una entrada de presion especificada, la gamma que parece dar mejores resultados es
la de 0.8. Por el contrario, para una malla 250-8 la gama 0.7 parece mejor. Se puede concluir
que cada estudio y cada mallado requieren la eleccion de un parametro gamma particular
para obtener resultados de calidad.
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9.2.2. Malla no estructurada y presion de entrada especificada

Se plantea ahora un nuevo estudio pero con una malla triangular con distintos niveles de

refinado. Se especifica un presion de entrada de 120 000 Pa.

El estudio sistematico consiste en establecer una malla triangular (pulsando una vez sobre el
botén “Initialize Mesh” y una vez sobre “Refine Mesh”), fijar los parametros de contornos y
el paso de tiempo de resolucion y se varia evaluar la influencia de los distintos valores de

gamma sobre la calidad de la simulacion.
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Fig. 9.4. Curvas de densidad en funcién de z a lo largo del centro de la
canula, para un mallado triangular (fino) y una presion de entrada de
120 000Pa. (A) y =0.05, (B) y =0.5, (C) y =0.7, (D) y =0.8
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Fig. 9.5. Curvas de densidad en funcién de z a lo largo del centro de la
canula, para un mallado triangular, una presion de entrada especificada
de 120 000Pa y una gama de 0.8. (A) mallado normal, (B) mallado muy
fino.

Observaciones:

Nuevamente la influencia de gamma es enorme y cada caso de estudio aparentemente
requiere una eleccion especifica del mismo. Nuevamente, el esfuerzo computacional es
menor cuanto menor es el valor de gamma. Por otra parte, y de manera semejante al caso
anterior, valores grandes de gamma hacen que la distancia recorrida por el frente de avance

sea menor.

Asi mismo, si la gamma no es escogida adecuadamente aparecen nuevamente oscilaciones.
Naturalmente que el refinado de la malla provee resultados de mejor calida pero mas tiempo
de calculo

Conclusiones:

Se puede observar de los resultados que un valor de 0.05 es la mejor eleccién para obtener

mejores frentes de avance.

Se puede concluir una vez mas que cada estudio y cada mallado tiene una gamma particular
para obtener el resultado mas suave.

Aparentemente cuando se especifica la presién de entrada la malla triangular con un valor de

gamma pequefio da mejores resultados que con una malla estructurada.
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9.2.3. Malla triangular y velocidad de entrada especificada

En esta seccion se realiza el mismo estudio que en la seccion anterior pero para dos mallas

triangulares mas o menos refinadas y una velocidad de entrada especificada 0,01 m/s.

En primer lugar se realiza un estudio sistematico fijando la malla, los pardmetros de contorno

y el paso de tiempo de resolucion y se varia solamente la gamma para valorar su influencia.
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Fig. 9.6. Curvas de densidad en funcién de z a lo largo del centro de la
canula, para un mallado triangular refinado y una velocidad de entrada
de 0,01m/s (A) y =0.03, (B) y =0.05, (C) y =0.001, (D) y =0.001.
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Observaciones:

Las observaciones son formalmente idénticas a los estudios anteriores.

Conclusiones:

Podemos ver que un valor de gamma de 0.001 es la mejor eleccion para obtener curvas de

densidad muy finas por este estudio.

Se puede concluir una vez mas que cada estudio y cada mallado necesita de la eleccion de
un valor de gamma particular para obtener buenos resultados.

Puede concluirse que para una velocidad de entrada especificada, una malla triangular con

una gamma de 0.001 fina da buenos resultados.

En adelante, realizaremos los siguientes estudios haciendo uso de una malla triangular fina y

una gamma de 0.001 para obtener resultados significativos.
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9.3. Presencia de obstaculos

9.3.1. Influencia de la posicion y del tamaio

Antes de establecer las condiciones finales de simulacion del frente de avance en una
kifoplastia valoraremos la influencia del tamafo y de la posicién de obstaculos sobre el

avance del flujo.

Para valorar estos casos repararemos en calcular el caudal circulante como magnitud que
informara de algun posible “desajuste” en la progresion del flujo debido a la presencia de los
obstaculos. En otras palabras, esta claro que los obstaculos romperan el frente de avance
pero esto no debe ser obice como para que ciertas magnitudes no mantengan los valores
que les atanen. Por otra parte, verificaremos que el flujo se reestablece correctamente

suficientemente lejos del obstaculo aguas abajo del mismo.

Primera experiencia:

En este caso se fijan las condiciones de entrada, los parametros Level Set relevantes, el tipo
de malla y colocamos un obstaculo redondo en el centro de la mitad de la canula como se
muestra en los dibujos siguientes. Los distintos obstaculos ocupan tiene el mismo lugar,

tienen la misma forma pero su tamafio varia.
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Fig. 9.7. Canulas con un obstaculo de diferentes tamafios. (A) r = R/20
(B)r=R/10 (C)r=R/5 (D) r=R/4 (E) r = R/3. R es el radio de la canula.

Se observa que el flujos se reestablece completamente una vez alejados del obstaculo. Las
lineas negras horizontales son utilizadas como secciones especificas en las que el caudal es
evaluado. Comsol permite determinar facilmente el caudal y verificar entonces que el caudal
no sufre ningun “percance” y que la simulacion explica correctamente la progresion del flujo

por cuanto las leyes de conservacion relacionadas se cumplen escrupulosamente

Seqgunda_experiencia:

Se fijan nuevamente como en los casos anteriores todos los parametros de interés:
condiciones de entrada, parametro gamma, tipo de malla y se coloca un obstaculo de
tamano fijo r=R/10. El obstaculo se coloca esta vez en cuatro lugares diferentes como
muestran las figuras siguientes. Este obstaculo tiene el mismo tamafo y la misma forma

durante el estudio pero cambia su ubicacion.
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1
i

Fig. 9.8. Canulas con un obstaculo de tamarno r = R/10. Ubicacién del
obstaculo: (A) en el centro (B) 3/8 del borde derecho (C) Y del borde
derecho (D) 1/8 del borde derecho.

Como en el primero estudio, aqui también se reestablece el flujo sin ningun problema y el
caudal encontrado es el mismo a través de cualquier seccion recta de la canula. Se concluye
que las especificaciones establecidas de simulacion explican correctamente el avance del

flujo también en este caso.
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9.3.2. Influencia de la forma del obstaculo

En esta parte se desea valorar si las especificaciones también solventan correctamente el

avance del flujo para las tres geometrias seleccionadas para hacer el estudio.

Fig. 9.9. Evolucién del frente de avance para obstaculos de dimensiones
r= R/2. Tipo de obstaculo: (A) redondo (B) rectangular (C) triangular.

Puede apreciarse una situacion tipica de obstaculos con cambios de forma abruptos como
es el caso del cuadrado. Mientras el flujo “envuelve” correctamente los obstaculos redondo y

triangular, el cuadrado presenta una zona muerta dificil de rellenar.

Nuevamente monitorizamos el frente de avance de la superficie libre a partir de la

visualizacién en el tiempo de la densidad a lo largo del eje
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Fig. 9.10. Curvas de densidad en funcién de z a lo largo de las lineas
rojas, para un mallado triangular (fino), una velocidad de entrada
especificada de 0.01 m/s y un parédmetro y igual a 0.001. (A) Obstaculo

rectangular, (B) obstaculo circular, (C) obstaculo triangular.

Puede verse de las curvas que un valor de ¥ de 0.001 no da resultados destacados en el

caso del obstaculo rectangulo pero si en el caso de los obstaculos circular y triangular. Esto
puede explicarse a partir de las observaciones sefialadas en la seccion “9.2.1".
Aparentemente con obstaculos rectangulares el valor de gamma idéneo no es el mas

pequeno sino el correspondiente a 0.05.

Por otra parte puede verse que en el caso del obstaculo triangular las oscilaciones son
practicamente imperceptibles. Esto puede explicarse porque el valor de gamma se ha
escogido correctamente y porque la malla triangular se adapta perfectamente a los detalles

de la geometria de este obstaculo a diferencia de los otros dos.
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Puede concluirse que la influencia de la malla es definitiva a la hora de adaptarse a los
pormenores geomeétricos de los obstaculos y que es la causa fundamental, junto con la

seleccion adecuada del parametro gamma, de la bondad de los resultados
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Fig. 9.11. Curvas de densidad en funcién de z a lo largo de las lineas
rojas, para un mallado ftriangular (fino), una velocidad de entrada
especificada de 0.01 m/s y un valor del parametro y igual a 0.05. (A)

Obstaculo rectangular, (B) obstaculo circular, (C) obstaculo triangular.
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9.4. Presencia de obstaculos multiples (porosidad)

En este apartado se ha realizado el estudio de la progresion del flujo en una canula llena de
obstaculos representativos de un cierto nivel de porosidad. Al contrario que en los estudios
llevados a cabo en proyectos anteriores, y como se muestra en la seccién 8.3.1, se han
anadido mas que no Unicamente tres obstaculos. Las especificaciones materiales del
cemento considerado son, densidad igual a 2200 kg/m3 y viscosidad dinamica de 1 Pa.s que
resultan ser las mismas que la que se utilizaron en proyectos previos de forma que podran

compararse los resultados y valorar asi las mejoras aportadas.

Se ha realizado el estudio en bajo dos premisas computacionales diferentes: en un primer
caso se ha utilizado una gamma igual a 0.001 tal y como se ha hecho en estudios anteriores.
En un segundo caso se ha utilizado un operador especifico de COMSOL denominado
nojac() que mejora las prestaciones de calculo sobre todo cuando el esfuerzo computacional

es grande y que merece alguna explicacion adicional para utilizarlo correctamente.

Los resolvedores (solvers) trocean cada problema, sea lineal o no, en uno o varios sistemas
de ecuaciones lineales como resultado de la aproximacion lineal del problema propuesto. La
matriz de coeficientes del problema discretizado linealizado es lo que se conoce como matriz
de rigidez o matriz jacobiana. En muchos casos, especialmente cuando se utiliza la forma
débil de la solucion, COMSOL computa correctamente dicha matriz. En otros casos, sin
embargo, el programa trata ciertos términos de la EDP y de las condiciones de contorno
como si no dependieran de la solucidon buscada y encuentra resultados erréneos de la matriz
de rigidez. Las consecuencias inmediatas son, o bien se obtienen soluciones directamente
erroneas (si el resolvedor es lineal y estacionario por ejemplo) o el tiempo de convergencia
cuando se utilizan resolvedores no lineales o dependientes del tiempo crece enormemente y
en algunas ocasiones también falla. Aun asi, si los términos ignorados tienen una débil
dependencia con la solucién buscada el impacto sobre la velocidad de convergencia es
pequeno. El uso del operador nojac() puede inducir a estos problemas si no se usa con

cuidado.

El operador nojac() asegura que la expresién de su argumento no contribuira a la matriz de
rigidez (jacobiana o stiffness) simplificando el calculo pero con serias posiblidades que, no
solamente tenga efectos numéricos, sino que se modifique la fisica del problema

Antes de presentar los resultados de este estudio se va a explicar como se utiliza el operador
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nojac() en COMSOL.

1. Después de Options>Integration Coupling Variables... rellenaremos la ventana de

dialogo Subdomain Integration Variables como se muestra en la figura 9.12.

Subdomain selection : ” T
Mame Expression _Iljt_x_e_gra_tl_o_n__o_rdg_r_ = Global destination
L i 11 vD“‘dera_mmglF ‘}. [~] A
z 1z delta_mmalf 4 [#] i
2 [v]
=
[v]
[v]
[v]
[4]
[v]
~ [v]
[v]
[] select by group = w
[ OF ] [ Cancel ] [ Apply ] [ Help

Fig. 9.12. Ventana de dialogo Subdomain Integration Variables.

2. Después seleccionaremos Options>Expressions>Scalar expressions e

incluiremos la expresion mostrada en la figura 9.13.

o scalar Expressions rﬁ|
Mame Expression Unit Descripkion
gamma FnojacIliIZ) ] ”~
w
= H I o] 4 ] [ Cancel l [ Apply ] l Help

Fig. 9.12. Ventana de dialogo Scalar Expressions.

3. Por fin seleccionaremos Physics>Subdomain setting>Level Set y rellenaremos el

campo de texto gamma como se muestra la figura 9.13.
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Subdomain Settings - Level Set Two-Phase Flow, Laminar. (mmglf)

Equations
pEUYat + pustu = T[-pL + n{Fu + {7u) 1]+ F + pg + oxdin
Fu=0

Bpfat +wTh =y WV - pL1-pI T T[]

Groups Fluids | Sources/Sinks | Level Set | Microfluidic | Init | Element

ubdomnain selection Lewvel Set parameters

It ™ Quantity Y¥alue/Expression Unit Description
2 ¥ [gamma | mis  Reinitialization parameter

@Parameter controling interface thickness

Group:
[ select by group

Active in this domain

ok | [ cancel | Aeply | [ Hel

Fig. 9.13. Ventana de dialogo Subdomain Setting, pestaria Level Set en la que se
especifican parametros especificos del método Level Set.

Las figuras que siguen muestran, en diferentes instantes de tiempo, la comparacion de

resultados entre el uso del operador nojac() y el uso de un valor de gamma de 0.001.

Fig. 9.15. Evolucion del frente de avance en una canula con porosidad.
(A) ¥ =0.001, t=0 (B) nojac(), t=0 (C) y =0.001, t=0.4, (D) nojac(), t=0.4
(E) ¥ =0.001, t=0.6 (F) nojac(), t=0.6.
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Fig. 9.16. Evolucién del frente de avance en una canula con porosidad. (A) y =0.001,
t=0.7s (B) nojac(), t=0.7s (C) y =0.001, t=0.9s, (D) nojac(), t=0.9s (E) y =0.001, t=1.2s
(F) nojac(), t=1.2s.

L | e
L 2
£
[Occ_oj Tl
B I:Dca
Fo
oo
fa
Ly

Fig. 9.17. Evolucion del frente de avance a t=2s y la malla utilizada. (A)y =0.001 (B)
nojac(). (C) Malla para y =0.001 (D) Malla para nojac().
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Se puede concluir que valores de y de 0.001 dan mejores resultados que el uso del

operador nojac() pues con la misma malla el flujo es mas suave. Ademas se puede ver que

el flujo avanza mas con y de 0.001.

Puede pensarse ahora que conocemos las mejores especificaciones de simulaciéon para
simular correctamente el flujo en presencia de obstaculos. Para que puedan compararse ain

mas, se han medido las presiones de entrada en el centro de la canula.

Tabla 9.2. Tabla de presién de entrada durante diferente tiempo de rellenado de una canula con

obstaculos.
I
0 40 42
0.4 58 64
0.6 767 1016
0.7 1983 2092
0.9 2924 2855
1.2 3189 3175
2 3296 3294

Se puede ver que la diferencia entre los dos métodos no esta tan grande cuando lo que se

compara es la presion.
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9.5. Estudio de la kifoplastia

En esta parte se utilizan todos los resultados anteriores con el objetivo de simular con
garantias el rellenado hipotético de una cavidad vertebral. En efecto, tal y como se muestro
en la seccion 8.3.2, se ha intentado modelizar la inyeccién de un cemento de densidad 2200
kg/m3 vy viscosidad dinamica 100 Pa.s en una hipotética cavidad ésea. Se mostrara la
mejoria respecto de resultados de estudios previos al presente trabajo al especificar
adecuadamente algunos parametros del modulo Level Set como se ha mostrado a lo largo
de toda la seccion 9. La decisiva influencia del parametro gamma se puede visualizar en la
figura 9.18. En esta seccion se utilizara un valor de gamma de 0.001 del que sabemos da
buenos resultados. Por otra parte se ha especificado una velocidad de entrada en lugar de

una presion como condicién de contorno.

A B
Fig. 9.18. Evolucion del frente de avance en una cavidad durante la técnica de
cifoplastia. Imagenes a instantes de tiempo iguales a 12s. (A)y =0.05 (B)

¥ =0.001.

Fig. 9.19. Malla utilizada durante la evolucién del frente de avance en una cavidad.
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t=0s t=5s

t=20s

t=40s t=60s

Fig. 9.20. Evolucion del frente de avance en un hueso durante la técnica de
cifoplastia con y igual a 0.001. Malla utilizada, imagenes a diferentes tiempos y

comparacion con imagen anterior.
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Fig. 9.21. Comparacion entre los resultados (A) Nuevo resultado con y = 0.001
(B) resultado anterior con y = 1.

Se puede concluir que se obtienen resultados significativos que de una forma verosimil
puede simular de forma solvente una cifoplastia. Ademas, los ajustes apropiados de los

parametros de la simulacién han permitido disminuir enormemente el esfuerzo de calculo

También ahora se han estimado las presiones necesarias de entrada a la cavidad (véase el
punto verde sefialado en la figura 9.20 para t = 60 s), éstas son, las presiones en el punto de

inyeccion a medida que se lleva a cabo ésta.

Tabla 9.2. Tabla de presién de entrada durante el rellenado de la cavidad para diferentes instantes

de tiempo
t (segundos) P (Pa)
0 127
5 2048
10 2440
20 3076
40 4090

60 4201
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Se concluye que la presion aumenta durante el rellenado del hueso hasta alcanzar una
presion limite pero que queda por debajo de la presidén maxima que puede ejercer el cirujano

manualmente, i.e., aproximadamente 1,5 MPa.
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10. Impacto ambiental

En este proyecto se han realizado principalmente simulaciones por ordenador. El impacto
ambiental es el que se corresponde con el gasto de energia eléctrica utilizada para llevar a
cabo las simulaciones. Por parte de este estudiante se ha minimizado el posible impacto
ambiental de este proyecto reduciendo al minimo el uso de papel antes de la publicacién
final de este proyecto. Por ofra parte, los estudiantes de la Titulacién Europea de Materiales
estamos a la espera de que Ordenaciéon de Estudios de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales de Barcelona publique una guia que facilite las pautas a seguir para
una correcta valoracion del impacto ambiental de un Proyecto Fin de Carrera.
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11. Coste del proyecto

Este proyecto se inicio el 3 de septiembre 2008 y ha finalizado el 2 de febrero 2009 (o sea 5
meses), con 5 dias a la semana y 6 horas al dia.

Para determinar el coste del proyecto se van a considerar 3 apartados de coste:
- Sistema informatico y maquinas
- Material de laboratorio y de ultrasonidos
- Recursos humanos

Para el sistema informatico se han tomado en cuenta los precios iniciales del ordenador
utilizados asi como los costes del programa y una licencia. Se toma en consideracion el
tiempo de amortizacién y se puede deducir el precio por hora.

Evaluacion del coste horario de los recursos informaticos
Concepto
Coste(€) | Tiempo de amort.(a) | Coste Anual(€/a) | Coste Dia(€/d)
Workstation HP xw4400 1200 4 300 0,82
1 Licencias COMSOL 8000 1 8000 21,92
Coste asociado a la utilizacion del equipamiento informatico
Concepto
Coste Dia (€/d) Dias de utili. Coste (€)
Workstation HP 0,82 100 82
1 Licencia COMSOL 21,92 100 2192
COSTE INFORMATICO Y DE MAQUINA 2274 €
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El material de laboratorio y de ultrasonidos es el que se corresponde con el equipamiento
para hacer los ensayos de ultrasonidos:

Coste asociado al material de laboratorio
Concepto

Precio/Cantidad Cantidad Coste (€)
Tarjeta Generadora 9000 € 1 9 000
Palpador 500 € 2 1000
Cable BNC 30€ 3 90
Montaje de ensayo 500 € 1 500
Ordenador 800 € 1 800
Osciloscopio 2000€ 1 2000
COSTE DEL MATERIAL DE LABORATORIO 13 390 €

Por ultimo, el coste asociado a personal, se ha calculado tomando como base que se ha

trabajado 5 dias a la semana, a 6 h/d en la universidad con la ayuda de un catedratico
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universitario. El precio por hora de un ingeniero superior es de 20€/h, para un catedratico

universitario es de 70€/h.

Fases del proyecto Coste asociado al personal

Dias | Horas /Ing | Horas/Cat.Uni Coste (€)
Analisis preliminar 5 30 5 950
Estudio bibliografico 5 30 - 600
Creacién de modelos | 30 180 20 5000
Ajuste del programa 30 180 20 5000
Andlisis de 5 30 30 2700
resultados
Elaboracion informe 30 180 50 7100
Subtotal 1 Ing. - 630 - 12 600
Subtotal 1 Cat. Uni. - - 125 8750
SUBTOTAL 2 PERSONAS 21 350€

A continuacion el coste general de este proyecto:

Conceptos Costo asociado (€)
Equipamiento informatico y maquina 2275
Material de laboratorio y de ultrasonidos 13 390
Recursos humanos 21 350
COSTE TOTAL DEL PROYECTO 37015 €
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Conclusiones

En este proyecto se han realizado diferentes modelos numéricos con los cuales se ha podido
entender el comportamiento de estos cementos y las propiedades de flujo durante su
inyeccidn en vértebra, asi como entender qué parametros se pueden utilizar para mejorar su
inyectabilidad.

Asi mismo se ha realizado un protocolo de utilizacién del programa Comsol adecuado al
tema de investigacion tratado, i.e. inyectabilidad de cementos en vertebroplastia, para
facilitar el trabajo posterior en otros Proyectos Finales de Carrera.

Se deja en disposicion todo un montaje para hacer medidas de ultrasonidos y estudiar el
comportamiento de la viscosidad de un cemento durante el tiempo. Toda la cadena de
medida se puede realizar con facilidad gracias al estudio previo que se ha hecho.

Por ultimo, se pone a disposicion un modelo numérico seguro para el caso de la cifoplastia
que permitira, con todos los parametros deseados: tipo de cemento (viscosidad, densidad)
dimensiones de la canula o del globo, predecir el comportamiento de estos materiales
durante su aplicacién clinica.
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