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Abstract

The coupled temperature, Navier-Stokes and induction equations are projected on a limited
number of basis functions in order to derive low dimensional models of
magnetohydrodynamic convection. The stability of these models is studied in function of the

relevant parameters, including the applied forces, the Reynolds number and the Prandl

number.
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0. Introduction

Ce mémoire a pour but de caractériser et modéliser la convection turbulente au sein des
fluides électro-conducteurs. On retrouve ces phénoménes dans les métaux liquides, les
plasmas ainsi que dans l'astrophysique. Les fluides interagissent avec des champs de forces

électromagnétiques et gravitationnels.

La convection turbulente peut exister dans différents situations, comme par exemple dans
I'atmosphere (champ magnétique nulle), dans les plasmas utilisés en fusion nucléaire, ou aussi
dans les étoiles. Pour faire cette modélisation on se base sur la magnétohydrodynamique, et
les modeles d’approximation que l'on va développer sont appelés Modéles de Basses

Dimensions.

Le travaille se développera en trois parties. La premiére s’intéresse aux aspects théoriques qui
serviront a encadrer le travail, la deuxieme sera la dérivation et la modélisation crée. La

troisiéme partie servira pour les conclusions.

Pour pouvoir les caractériser, on a besoin de faire des bilans de matiére, de quantité de
mouvement et d’énergie, (équations de Navier-Stokes), qui avec les équations de Maxwell,
lesquelles décrivent l'interaction entre les champs et les particules, nous permet de
caractériser I"évolution de I'état des particules et du champ magnétique. Cette approche
s’appelle Magnétohydrodynamique (MHD). La MHD détermine I'état du systéme avec deux

champs vectoriels, un pour la vélocité et I'autre pour le champ magnétique.

A cause des échanges d’énergie magnétique et cinétique, qui interagissent de maniére non
linéaire, les colts de calcul pour la modélisation sont trop élevés. Il faut trouver des modeles
d’approximation valables et moins couteux. Nous choisirons le modéle de Basses Dimensions
car il est relativement simple et nous permet de caractériser les régimes chaotiques pour la

convection turbulente.

Le but sera d’extraire les équations de bilan hydrodynamique, des modeéles simples pour

étudier la convection dans un fluide conducteur.



1. Description du systeme :

1.1.BILAN DE MASSE :

Le plasma est un fluide, qui peut étre défini comme un milieu continu ayant une tres petite
résistance aux déformations. Et nous pouvons le considérer comme un milieu continu si on
s’intéresse a des phénomenes de taille suffisamment grande pour contenir un grand nombre
de particules. Le but sera d’établir des équations régissant le comportement de fluides
conducteurs a partir des bilans classiques de la conservation de la masse, de I'impulsion et de

I’énergie, aussi on devra tenir compte de la conductivité électrique du fluide.

On considére un volume V délimité par une surface fermée S. Le volume est fixe dans I'espace
et qu’on suppose que le nombre de particules N est conservé (pas de phénomenes chimiques
ou de recombinaison). Dans ce cas, la variation de nombre de particules provient seulement du

flux entrant ou sortant par cette surface S.

N = f ndv (1.1)
v
Oun C’est la densité de particules. Si on regarde des faibles variations sur des intervalles de
temps At petits, la variation du nombre de particules N donnée par le flux sortant ¢ (le flux
de particules est défini par le produit de la densité de ces particules avec sa vitesse v) dans

I’élément de surface ds (vecteur perpendiculaire a la surface S) est:

dN
Ny = — f((j), v)ds N; = s (1.2)

av
Dans ce cas on peut utiliser le théoreme de la divergence qui dit que I'intégrale sur une surface
fermée du flux d’un vecteur différentiable ¢p est égale a I'intégrale dans le volume délimitée

de la divergence de ce vecteur.

f(q,’),v)ds = f V- ¢pdv (1.3)
av |4
Ny= | V-¢dv (1.4)
/



Dans le cas limite ou les intervalles de temps sont trés petits, on obtient dans un référentiel
fixe par rapport auquel le plasma est en mouvement. Dans ce référentiel la dérivée temporelle
s’appelle dérivée eulérienne. Comme le volume choisi est arbitraire, on prend la forme locale :

La dérivée temporelle de la densité de particules est donnée par :

on = N
- =V (nv) (1.5)

Ou ¥ est la vitesse.

Pour obtenir le bilan de masse, on doit seulement multiplier le nombre de particules par la

masse d’une particule :

p = f(nm) (1.6)
dbp o
7 = —-V. (pl?) (17)

De la méme maniere, pour obtenir le bilan de charge, on multiplie le nombre de particules par
la charge d’une particule : 0 = ngq

== —V.(nq¥)=-V.] (1.8)

Si par contre, on prend le référentiel ou le volume se déplace avec le plasma, on n’aura pas de
flux sortant, mais si une variation de cet volume, et la variation de nombre des particules

prends alors la forme de dérivée lagrangienne :

dn

— = nV.¥ 1.
7t nv.v (1.9

La relation entre cette dérivée totale et la dérivée partielle eulérienne décrite avant s’écrit :
—=—+%.V (1.10)

Cette relation mathématique simple entre la dérivée totale par rapport au temps et les

dérivées partielles pour une quantité dépend de la position et du temps :

d_6+ ar; 9 11
dt ot ; Ot Or; (111)



Dans notre cas d’étude, on considérera toujours des écoulements incompressibles, la forme

du volume V peut changer, et non la taille.

dp+ V.(pd) =0 (1.12)
ap _ 9 7. Vp =
It tp+v.Vp=20 (1.13)
dp=—V.(p¥) = —B.Vp+pV. ¥ (1.14)
V.$=0 (1.15)

La divergence du champ des vitesses est donc nulle.

1.2.BILAN D’IMPULSION :

Pour le bilan de vitesse on part de la premiére loi de Newton:

EF =ma (1.16)

—

dv _ ¥R

fir =P =5, (1.17)
p e +v- x = fior (1.18)

La variation d’impulsion peut varier sous |'effet de forces de volume F', comme par exemple la

Force de Lorentz ou de surface F°, comme la pression.

dU =3 -
poV —— = ~VpdV + V78V + fpsV  (1.19)

p est la pression, qui est par définition isotropique (c'est-a-dire, que ne dépends pas de la

direction d’application) dans notre volume infinitésimale.
p=— f pdS = —f VpdV = —VpsV  (1.20)
asv 1%

3 . . . ~ L
Le tenseur T exprime les autres contraintes qui peuvent étre appliquées a la surface de notre
élément de volume. On peut le décomposer en deux termes : le premier provient du stress de

cisaillement subit par le volume &Vlorsqu’il est plongé dans un écoulement inhomogene



(effets visqueux), et le deuxiéme décrit les contraintes dues aux variations de volume

entourant 6V :

F= @)™ - (TR (121

SST signifie symétrique sans trace, ) représente la viscosité de cisaillement et ( la viscosité de
volume. Ces deux parameétres sont supposés constants. Comme on travaille avec fluides

newtoniens, ce tenseur de contraintes dépend de la vitesse de ces particules.
Tij = pV(ain + 6jui) (122)
La viscosité intrinseéque du fluide est également I'un des paramétres a prendre en compte.

L’équation pour I'évolution de la vitesse s’écrit dans des termes lagrangiennes et la pression

normalisée par la densité se décrit:

dv _ V(p)+ AG+ f 1.23
Frie 5) T vav f (1.23)

C'est I'équation de Navier-Stokes (avec un terme de force additionnel). Le deuxiéme terme

exprime la non-linéarité de I’évolution de la vitesse.
En termes eulériens :
o= —(0-V)o— Vp+vAD + f (1.24)
V.v=0 (1.15)

Nous pouvons aussi exprimer la vitesse en termes de vorticité. La vorticité c’est définie comme

le rotationnel de la vitesse :
B=Vxv (1.25)
0= BXD— V(p+|32)+vAD+f (1.26)

L’évolution de la vorticité décrit 'importance du terme non linéaire dans la turbulence, donc

elle nous donne une idée de I'intensité de la turbulence :

0,8 =VX(@BXD)+VvAB+V X f (1.27)



La caractérisation de la turbulence se fait par la relation entre le terme non-linéaire et le
visqueux, et ce parametre adimensionnel s’appelle le Nombre de Reynolds. Si I'’écoulement a

comme magnitudes typiques d’espace | et de vitesse U, le nombre de Reynolds est défini par :
Ul
R, = v (1.28)

Si le terme non-linéaire croit, le nombre de Reynolds et la turbulence croissent également.

1.3.BORNES DU SYSTEME :

Notre écoulement est défini dans des volumes finis suffisamment loin des parois solides, donc
on peut dire que I'écoulement est homogene, et que les conditions aux bords sont
périodiques. Pour pouvoir déterminer I'espace physique R *d’une facon simple, on prend une
boite borné qui remplit notre espace en trois dimensions et on suppose que tout le reste de
I'espace est une répétition de cette boite particuliere. Cette a dire, nous discrétisons I'espace
en infinités de boites. Grace a cette approximation, on peut dire que toutes les fonctions

spatiales f(7) vérifient :
f(x+Lx,y+Ly,z+LZ)= fx,y,2) Vx,v,z €R (1.29)

Ly L, et L, sont les distances de périodicité dans les trois axes. Cette approche nous est trés
avantageuse pour travailler dans I'espace de Fourier, dans lequel les différentes échelles
spatiales de I'écoulement sont facilement séparées. Dans notre cas de modélisation, on va

assumer que Ly=L,=L, =L

1.4.INVARIANTS DANS L’'HYDRODYNAMIQUE :

La quantité moyenne de f dans notre boite L* on peut I'écrire comme :

_ 1 d 1
(=] fv s

5
Si on considere I'état idéal v = 0 et f = 0 les équations de Navier Stokes s’appelle équations
d’Euler, et on trouve un série de lois de conservation, dans les formes linéaires et aussi

guadratiques :



e Vitesse:9,(V) =0 (1.31)
e Energie (cinétique) :
- - 2 - =
at%(v -v) = —%v (Zij(aivj + ajvi) Y= —v{w- w) (1.31)

o Hélicité : a&w @)= —v(@-V X @) (1.32).

1.5.TURBULENCE HYDRODYNAMIQUE ET SPECTRE DE KOLMOGOROV :

Dans cette section on va expliquer comment I'énergie se propage dans les différentes échelles

de I'’écoulement. Les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle s’écrivent :
1 2
oru; +uoju; = —0;p + R_ev u; + (forcage) (1.33)

. 1 :
u;0;u; est le terme de convection et Evzui est le terme visqueux.

Il s"avere que le comportement des fluides varie trés fortement suivant I'importance du terme

visqueux, c'est-a-dire, suivant la valeur du nombre de Reynolds Re :

e Re=0:Pasde tourbillons, écoulement laminaire.

e 0 < Re < 40: Premiers tourbillons (c'est-a-dire, instabilités). Leur taille croit avec le
nombre de Reynolds.

e Re > 40: Comportement non stationnaire, oscillation des tourbillons.

e Re > 100: Tourbillons détachés de la source des turbulences, souvent I'écoulement
général (sillage tourbillonnaire).

e Re =1800 : Tourbillons chaotiques.

En général, il est impossible de résoudre analytiquement les équations de Navier-Stokes en
présence de turbulences, donc le colt de calcul est trop élevé. En revanche, on dispose des

constatations phénoménologiques suivantes :

e En un point donné, la taille des grands tourbillons est de I'ordre de celle de I'obstacle
qui produit les turbulences, ou de I'ordre de I'échelle caractéristique du forcage.

e La non-linéarité du terme inertiel rend ces grands tourbillons instables et ceux-la se
brisent en tourbillons de plus petite taille. Ce mécanisme de génération de petits
tourbillons est universel (il est indépendant de la source des turbulences et est di

uniquement a la structure du terme inertiel).

10



e Une fois que les tourbillons sont suffisamment petits et que I'énergie qu’ils
contiennent s’est dissipée sous forme de chaleur, ils sont détruits par viscosité et

transformé en chaleur.

. N S 1 S ) S
D’un point de vue plus quantitatif, si e ;, (X, t) = Euiui(x, t) estl’énergie cinétique

locale par unité de masse dans un fluide, alors I'énergie cinétique totale du fluide est

1
Ea’n = fV Euiui pdV (134)

Par conséquence :

dE,; 1
ﬁ = pfv Euiatui dv

f deui(—ujajul- + fiext - alp + Vzui)
v

f deui(—ujajui - alp + Vzui) + f qul-fl-e’Ct (135)
14 v

On peut dire que

dE; -
—an _ f (I)‘r_ids-l-f quifieXt—Z,uf dVeL-]-el-j (136)
dt ov 174 \%4

= 1 1
ou @ = —PU WU — U P+ 2puje;; et e = E(aiuj + ajui). (1.37)

Le terme gﬁava-fl’dS représente le flux d’énergie cinétique a travers les bords du

systéme. Si les bords du systéme sont rigides, 1 = 0 sur les bords, et ®=0.

Le terme fV dV u; f;#** représente la puissance de la force extérieure. Enfin, le

terme Zufv dVeijel-j, d’origine visqueuse, est un terme de dissipation, c’est lui le

responsable de la transformation de grands tourbillons en chaleurs.

11



Turbulence homogeéne:

Le champ de vitesses peut étre développé en série de Fourier :

i (%,6) = Tk i, B (K, £)eRe? (1.38)

2 .
Aveck; = L—nni,et n€ZVi=1.2,..
i

Les f[l(l_é, t) sont appelés modes de Fourier. Les modes a petit ||E|| correspondent a des

solutions lentement variables dans |'espace, aux grands tourbillons. Par contre, ceux a grand
—
|| k|| correspondent & des solutions rapidement variables, les petits tourbillons. En insérant un

tel développement dans les équations de Navier-Stokes, on trouve :

p Z 0,0,(K)e"* + Z ﬁi(’?)eﬁfz 2 (§e*
k

=

k q
= =0, | ) ()R +v(03+03+07) ) ay(k)eR
T R

+ Z Fy(k)ek™ (1.39)
2

Mais cette équation et I'expression d; (Zié ﬁi(k)ekl'x Yi0;(@e l'x) = Yp X (Q i (k -
ﬁ)ikjekl"Z doivent étre vérifiées individuellement par chaque mode de Fourier, ce qui permet

de conclure que :

poy(K) = ik (B)+ ipky ) a@a(k-q)— pk’q(k)+E(E)  (140)
q

e Le terme de forgage de cette équation, E(E) affecte seulement une certaine gamme
de modes de Fourier, car les I?l(l_c)) sont nuls hors de I’échelle d’application du terme
de forcage d’origine (fl-ext). Les modes typiquement affectés sont les modes a grande

échelle, c’est-a-dire a petit||E||. Ainsi, les tourbillons dont I'échelle est beaucoup plus
petite que celle du terme de forcage se comportent comme s'il n’y avait aucun

forgage.

12



e Le terme visqueux ykzlfl(E) est la cause de la destruction exponentielle des

tourbillons, d’autant plus importante que ||E|| est grand (et les tourbillons sont

petits). Le temps caractéristique de destruction est :

pda; (k) = — uk?a, (k) (1.41)
w,(},6) = u,(k, o) e~V (t=to) (1.42)
1

e Leterme non linéaire, i p k; Zaﬁ\l(ﬁ)ﬂ}(ﬁ — (7), permet de transférer de I'énergie des

modes a petit ||E)|| aux modes a grand ||E , C'est-a-dire, des grands tourbillons aux

petits tourbillons.

L
Kinetic energy «# Eimetic emergy
Heat Potential energy
£y L Length
-
Dissipative range Imertial range Forcing range

Transformations de Fénergie dans un écoulement turbwlent

Image 1Transformation d'énergies dans un écoulement turbulent
Image extraite de la référence [2]

Ainsi, pour un systeme isolé dans un régime stationnaire g; est le taux d’injection d’énergie, &,

le taux de dissipation visqueux et ; le taux de transfert d’énergie, alors €= g, = €..

13



SPECTRE DE KOLMOGORQOV

L’énergie totale est la somme des énergies individuelles des modes de Fourier.

E= ) E(F) (1.44)
P
Etudions la forme du spectre d’énergie sous la base d’une analyse dimensionnelle dans la zone
inertielle (||E|| intermédiaire) : E(I_c)) = F(E, s) (ou € est le taux d’échange d’énergie a

I’équilibre), on peut dire que : E(I_c)) = K,e?/3k=2/3. K, est appelé constante de Kolmogorov.
Si on définit le spectre d’énergie e(k) de telle sorte que E = [ e(k)dk, alors :
e(k) = Koe2/3k™5/3 . (1.45)

Cette dépendance de e(k) en k™ est un résultat observé systématiquement dans tous les
phénomeénes turbulents dont le nombre de Reynolds est suffisamment grand (nuages

interstellaires, tourbillons, etc.)

ECHELLE DE KOLMOGOROV

La phénoménologie de Kolmogorov permet également de prédire I'échelle minimale dans
laquelle les tourbillons se produisent. En effet, cette échelle minimale est telle que le temps de

dissipation est égal au temps de transfert de I'énergie. Le temps caractéristique de dissipation
1 E(E) 2 .
est 7, = —-et le temps de transfert est : 7, = - & est le taux de transfert de I'énergie.
tr
Ainsi, I'échelle la plus petite dans un écoulement turbulent est définit par :
Ty = Ty (1.46)

Les échelles pour lesquelles t,, < 14, sont interdites, car le transfert d’énergie est trop lent que

pour entretenir les tourbillons. A I'équilibre, &, = € et donc T, = T, se réécrit :

1 E(k) _ Kee3k,

5=
vk, & &

= Kye 13k, /3 (1.47)

- am
0

Par conséquence, I'échelle de Kolmogorov (proportionnel a k—) est définie comme :
c

14



n=(%) . (1.49)

1.6.CONVECTION TURBULENTE :

La convection est le processus selon lequel une différence de températures entre les régions
de notre systéme provoque un flux de chaleur et une variation de la densité. Dans les fluides
la densité diminue avec la température. Plus concrétement, on va s’intéresser a la convection
thermale homogéne de Boussinesq [3 ] dans une boite périodique ou la force conduisante est
un gradient de température constant. Comme dans [|'étude [3], on peut faire ces
approximations pour caractériser la turbulence stratifiée de maniére instable puisqu’ on est a

I'intérieur d’une cellule convective de Rayleigh-Benard, loin des murs de notre domaine.

Selon I’étude [3 qui nous allons suivre pour ce chapitre, dans le domaine inertiel, des échelles
spatiales intermédiaires, la turbulence tridimensionnelle montre un flux d’énergie constant
des échelles les plus grandes ou I'énergie est injectée, vers les échelles plus petites, ou
I’énergie est dissipée. Dans les échelles plus petites le domaine dissipatif est caractérisé par le
nombre d’onde de dissipation limite ky. Dans le rang inertiel, le fluide est effectivement décrit
par les équations non-visqueux et la direction du flux d’énergie provoque un flux irréversible.

La fagon d’extraction de I’énergie n’influence pas les propriétés du domaine inertiel.

Il est possible d’augmenter la mesure de ce domaine inertiel en utilisant de formes alternatives
de dissipation, comme par exemple substituer la dissipation normal Newtonienne par une de

puissance plus élevée comme I"hyperviscosité Laplacienne.

Le nombre de Péclet (Pe) est un nombre sans dimension utilisé en transfert thermique et en
transfert massique. Il représente le rapport entre le transfert par convection et le transfert par
conduction (ou transfert par diffusion pour les transferts massiques). Il est équivalent au
produit du nombre de Reynolds et du nombre de Prandtl dans le cas du transfert thermique

ainsi qu’au produit du nombre de Reynolds avec le nombre de Schmidt en transfert massique.

Si le nombre de Peclet est suffisamment élevé, la maniére dont la température est dissipée
n’influence pas non plus les propriétés du rang inertiel. Le nombre d’onde limite de dissipation

de la température, k4" peut étre différent de kq. La relation entre ces deux nombres définit le

4/3
nombre de Prandlt du systeme : Pr = (kC(iT)/kd) , dans ce cas ci, hous nous limiterons au

nombre de Prandlt unitaire, c’est-a-dire ky'" = kq

15
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Les moments d’ordre plus élevés de fluctuations de température montrent un comportement

intéressant avec des graduations exposantes qui se saturent a moments plus élevés.

Kolmogorov avait dit qu’avec la présence d’un flux d’énergie des échelles plus grandes, la loi

k>3 (k c’est le nombre d’onde). Obukhov avait

d’évolution du spectre d’énergie cinétique c’est
prédit une chose similaire pour la température, avec un spectre de k™ pour les fluctuations de

température.

On va considérer la convection tridimensionnelle dans un domaine périodique dans les trois
directions de I'espace (L=2m)?. La direction z sera la vertical, et x et y les horizontaux. La force
gravitationnelle agit dans la direction verticale avec I'accélération gravitationnelle g qui est
négative. Le fluide de Boussinesq est considéré avec un coefficient d’expansion a et un
nombre de Prandlt unitaire. La convection est donnée par un gradient de température

constant et négatif Zn]z/, et le fluide est stratifié de maniére instable. Les unités de

température et de vitesse sont :
To=vy (1.50)

YL\

vy = (ga)'/? (ﬂ) (1.51)

Dans l'approximation de Boussinesq, les équations basiques non dimensionnelles pour le

moment et pour la température sont :
0cv; = —0;(vivj) — 0;(p + ) + fi + pgi + vV v + pogiad  (1.53)
0,T=0,0 =—%-7V0 — v,y + kV26 (1.54)

Nous avons obtenue I'équation pour la température en imposant une température moyenne
avec un gradient y constant et une fluctuation 8. La pression p viens de la condition
d’incompressibilité d;v; = 0. La dissipation fourni un écoulement d’énergie et de température
aux petites échelles en caractérisant le nombre d’onde limite k;. Pour Pr=1, k, est le méme
pour la vitesse que pour la température. Pour pouvoir faire une définition indépendante de
I’hyperviscosité on définit le nombre d’onde limite k; comme le maximum de I'spectre de la
vorticité, ou comme le maximum des spectres de gradients de température. Comme ¢a, le

seul paramétre non-dimensionnel qui gouverne notre dynamique de nos équations est Lk,
Le parametre le plus important dans la convection homogéne est le flux de chaleur moyenne :

Q = (v,T) (1.55)
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Le symbole {...) indique une moyenne simultanée dans I'espace et dans le temps. Les unités

du flux de chaleur sont définis par :

1/2

L
Qo = (ga)/?y*/% (=) (156)

La dépendance du flux de chaleur avec la viscosité et le nombre d’onde limite k; suivi une loi

potentielle s’écrit:

Qo
Qoo k)P (1.57)
Le nombre de Rayleigh quand Pr=1 est :
aylL3
Ra= 2 vyz (1.58)

Le nombre de Nusselt est défini comme flux de chaleur mesurée en unités de viscosité v:

_ oL
=

Nu (1.59)

Pour pouvoir trouver la connexion entre k,; et v on a besoin de connaitre la forme du spectre
énergétique et de température. Ce spectre c’est isotopique i consistant avec Kolmogorov,
surtout dans les petites échelles. Dans ce dernier cas on peut définir ky a partir du taux de

dissipation énergétique € :
€ =gaQ (1.60)
L’échelle de dissipation kd est :

eVt (ga@)™*
V3/E T 374

kg = (1.61)

D’ol on obtient finalement les définitions pour le nombre de Nusselt et de Rayleigh a partir de

kd:

8,28
Ra oo (Lky;)3" 3 (1.62)

4 2B
Nu oo (Lky)3 3 (1.63)
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2_
+

=

Nu o Ra® avec § = (1.64)

S
N

Dans le cas ou le flux de chaleur Q est indépendant de kd, 8 = 0, et alors Nu o Ral/? ,

définition qui représente également le maximum pour les convections de Rayleigh-Bénard.

Par contre, dans le cas ou le nombre de Nusselt Nu est indépendant de L, alors
1

5=t g=
=3¢t B=3

L . , 2 2
Pour finir, si on est dans le cas de turbulence convective serrée, alors § = - et f = >

Dans les rangs inertiels stables, les identités de Kolmogorov pour le bilan d’énergie i d’entropie

respectivement prennent la forme suivante :
([v0;v:] (r)v;(0)) = (T (r)v,(0)) (1.65)
([v;0;T] ()T (0)) = (T (r)v,(0)) (1.66)

Comme I'entropie du systéeme S dans les approximations de Boussinesq sont proportionnelles

au:
S fTZ (x)dx (1.67)

Des corrélations entre la température et la composante z de la vitesse meénent a un pompage
d’énergie et de température distribué dans les différentes échelles. La dissipation de la

température (définit comme la taxe de dissipation de T*(x)) c’est :

21

x=2yQ (1.68)

Il existe une échelle de longueur qui caractérise une échelle pont routier dans laquelle les

forces de poussée sont dominantes :

85/4

Dans cette approche, le spectre d’énergie prend la forme suivante :

2

€3
E(k) = 5 f(kL.) (1.70)
k3
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Et le spectre de température a la forme du :

Er(k) =~ fr(KL.) (1.71)
€3 k3

Pour un nombre d’onde kL«>>1, les forces de poussées sont considérées négligeables et dans
les graduations de Kolmogorov les fonctions f(kL,) et fr(kL,) sont constantes. Pour un
nombre d’onde kL«<<1, le spectre est indépendant du € et nous ramene a la graduation de
Bolgiano-Obukhov, ol on a supposé que le flux d’entropie est constant, mais pas le flux

énergétique. De plus :
(6,v)2 07168, T (1.71)

6,v et 6, T sont les différences de vitesse et de température respectivement.
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2. MAGNETOHYDRODYNAMIQUE :

2.1.EQUATIONS POUR LA MAGNETOHYDRODYNAMIQUE

La magnétohydrodynamique décrit les fluides électro-conducteurs. On suppose que le fluide

est neutre électriquement, mais par contre, il est possible que certains courants électriques le

traversent. L'interaction plasma — champ électrique (E) et magnétique (§) peut étre décrite

via les équations de Maxwell:

Les deux premieres sont les contraintes liées a la nature du champ électromagnétique :

VXE=—— 2.1
e (2.1)
V-B=0 (2.2)
On a aussi les équations de source :
e O’e
V- E=— (2.3)
€o
VxB = 0 2.4
X B = —— .
.u'()] C2 at ( )

S
o, est la densité de charge et J le courant. La densité de charge tend a zéro, en raison de
I'électro-neutralité de plasma, mais non le courant. La perméabilité diélectrique €, et la

perméabilité magnétique p, sont reliées par la vitesse de la lumiére c¢™2 = equ, .

Les champs EetB peuvent s’écrire en termes de potentiels scalaire (D) et vectoriel (/f) :

E= -V 04 2.5
B=VxA (2.6)

Chaque particule de fluide subit I'influence du champ électromagnétique via la Force de

Lorentz :

F=q(E+VxB) (2.8)
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La loi d’'Ohm nous indique la relation entre le courant et le champ électromagnétique

accompagné de la vitesse et de la conductivité :
J=0(E+VxB) (2.9)

Si on dérive divergence de E par rapport au temps la en tenant en compte du fait que le

gradient d’un rotationnel est toujours nul, on trouve le bilan de charge électrique suivant:

age—ﬁ* 2.10
pral Ay (2.10)

L'interaction entre la vitesse et le champ magnétique répresente :

e La présence simultanée d’un champ magnétique B et de particules en mouvement a
une vitesse V provoque un courant induit T via la loi d’'Ohm : f= O'(E +V X §) par

conséquence, E = -] —V x B (2.11)

QR

- —
e Ce courant ] cause l'induction d’un deuxiéme champ magnétique B1 di a la loi

d’Ampére: VX B = y0f+ ;—ZZ—f (2.12)

e Etle courant T et le champ magnétique B alterent I'écoulement via la force de Lorentz

(2.8).

Ainsi, pour finir les équations magnétohydrodynamiques s’écrivent :

a S o=\ 5 - — — N n aole -
p<a+v-V)v=(]XB)—VP+UV2U+((+§)V(V'U) (2.13)

s 1 - .
Les parameétres v = %et k= . caractérisent un fluide conducteur.
0

Si on prend la divergence de la loi d’Ohm, et qu’on applique la loi de Gauss et la conservation

de la charge, on arrive a :
o — N —
0,0, + Ot oV - (¥xB)=0 (2.14)
0

Le facteur qui accompagne le deuxiéme terme a les unités de I'inverse du temps (s7) et le
. \ =0 y . .
temps de relaxation du systeme est T 10 = — Dans la magnétohydrodynamique on travaille

avec des procédés ou I'échelle de temps est beaucoup plus petite que le temps de relaxation.
Ca nous permet de négliger le premier terme avant le deuxiéme, et cela nous rameéne a une

équation statique :

21



0, = —&V - (% x B) (2.15)

Cette équation nous démontre qu'une petite charge peut exister dans un conducteur en
mouvement a travers un champ magnétique. Cette charge doit étre tres petite, on peut donc

la négliger.

2.2.BILAN D’ENERGIE ET EQUATION POUR LA TEMPERATURE :

La densité d’énergie totale e d’'un systeme couplant des écoulements et les champs

électromagnétiques s’écrit comme la somme de troistermes:e = k + pe +w (2.16).

—

Cela correspond a la densité d’énergie cinétique k = pT' la densité d’énergie interne pe et la

)

s L - = 1 35 o L
densité d’énergie électromagnétique w = 5 E? +§B2. Si on les dérive par rapport au
0

temps :
LS. (ExB) -] B 217

ok ov  v2ap 218

ac PV o T2 o (2.18)
€ =f dV (pe) (2.19)

%4
d€ ad(pe) =

d€ = dQ — dw (2.21)

dW est le travail exercé par les forces en présence pour contribuer a I'énergie interne, dQ est
I’échange de chaleur. Ces deux termes peuvent provenir de termes aux bords et de termes de
volume. Mais les échanges de chaleur en termes de volume seulement peuvent provenir des
échanges d’énergie interne entre les différentes especes, car les interactions entre espéces ne

peuvent globalement modifier I'énergie totale. Le flux de chaleur aux bords du volume est

modélisé par la loi de Fourier L@@ = —AVT (2.22)

@__

- (2.23)

f@-ﬁ:—j Av V.ol
4
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En sommant toutes les contributions a la densité d’énergie interne, et avec I'équation pour la

densité, on arrive au bilan suivant :

dpe = 3 =, 2
5 = ~V(Wpe) - P: (Vo) + Z Qup + A VT (2.24)

a+f
Alors on peut dire que I'équation pour I'énergie totale se réduit alors a la divergence d’un flux :
—=-V.p° (2.25)
OU &% = B(pe + k) + @ + - P —— (E x B). (2.26)
0

Pour finir, on suppose que le fluide conducteur se comporte comme un gaz parfait. Dans ce

cas:
p = nRT (2.27)
3R
e=¢,T= 7T (2.28)
T - e
+ ¥-VT = AV?T (2.29)

at

2.3.SIMPLIFICATIONS DES E'QUATIONS
MAGNETOHYDRODYNAMIQUES:
Il est utile de noter que :

2
(@xB)x B = -7 <B7> +(B-V)B (2.30)

En outre, on définit le champ magnétique réduit :

. B
b= (2.31)
PHUo
Ainsi que la pression magnétohydrodynamique :
=P + b° 2.32
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Quelgues changements de variables permettent alors de réécrire I’équation de I'évolution de

la vitesse comme :

ov

E+ﬁ-\717:—\7p’+5-l75+vv217+f (2.33)

De maniéere analogue, la seconde équation peut étre mise sous la forme :

aB —_— = - — - -
E+(v-\7)b = -V)V+xV?b+f (2.34)
ou V-5=0 e V-b=0.

Notons que I'équation satisfaite pour p’ est :

vip' =V ((5-V)b - (v V)p) (2.35)

2.4.PARAMETRES ADIMENSIONNELS DANS LA
MAGNETOHYDRODYNAMIQUE :

On définit avant tout le nombre de Reynolds :

0 ((a : V)ﬁ)

Re = - 2.36
¢ 0(vV27) (2:36)
Et le nombre de Reynolds Magnétique (Rm) :
0 ((ﬁ . V)b) UL
Rm=———%t=— (2.37)

0(kv2p) K
Enfin, on définit le nombre de Prandtl (caractéristique du fluide):

P _v_Bm 2.38
"=k Re (2.38)

Analysons le comportement du fluide en fonction de la valeur de ses parameétres :

ab - . - .
e Rm<<1: Py kV2b. Dans ce cas, on peut dire queb = constant, donc on est aussi

dans le régime de Navier-Stokes habituel.

e Enrevanche, si un champ magnétique _15;) est imposé de I'extérieur : b= 233 +8b
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Pour by constant et uniforme :

a8b

-t (#-V)8b = (b - V)7 + (6b - V) + kV26b (2.39)

Et avec Rm<<1:

@ = BO : ﬁ"j + KVZSE.
at
Mais comme le terme kV2§8D est grand, —(bg, - V)¥ = kV28b (2.40)

Puisque b est liée a ¥ on peut aussi résoudre :
0.0+ (9-V) = —Vp' + b, - V8b + vW2D (2.41)

Ce domaine d’approximation est typiquement le domaine utilisé pour traiter les

métaux liquides.

e SionaRm>>1etRe>>1onestdansle domaine de I'astrophysique.

2.5.INVARIANTS DANS LA MAGNETOHYDRODYNAMIQUE :

La détermination de quantités conservées constitue une étape important dans la

caractérisation de notre systeme. Les invariants présentées sont les suivants :

e L'énergie totale: E;y = %fﬁ (pﬁ+iﬁ) dV .(2.42) La conservation de
0

2
I’énergie est nécessaire puisque dans la limite idéale, les équations a la base de la MHD
conservent la somme des énergies cinétique et magnétique.

e L’hélicité croisée : Elle mesure I'alighement entre le champ de vitesse et le champ
magnétique. H, = %-&3 %(17 -B)dv. (2.43)
e L’hélicité magnétique : Elle mesure I'alignement entre le champ magnétique et le

vecteur potentiel A défini parﬁ =VxA: H, = z_istS %(Af . §)dV. (2.44)

Ces invariants correspondent a des systémes incompressibles pour IesqueIsV) -v=0.
Cependant, pour un systéme compressible I’énergie est toujours conservée pour autant qu’on
lui ajoute un terme de pression (3p/2) qui, dans I'approximation des gaz parfaits, c’est un
terme d’énergie interne 3p/2 = C,T = €. Ainsi, la forme générale de I'énergie pour la MHD

devient :
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1 p— 1 — 3p
H=-—| (2v2+-—p? —)dV 2.45
203 | 5 (2” ot T2 (245)

Pour finir, on a aussi la conservation du flux magnétique. Le flux du champ magnétique a
travers de n‘importe quelle surface est conservé dans le sens lagrangien du terme, et puisque

le champ magnétique est a divergence nulle :

d —_ —
a(B -dS) =0 (2.46)
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3. EQUATIONS DANS LESPACE DE
FOURIER

Dans la présentation de cette section, nous nous inspirons du travail de T. Lessines [1]. Les clés
de ce chapitre vont nous permettre de décomposer I'écoulement en la somme d’interactions
en trois variables complexes seulement. Cette interaction triadique peut étre exprimée dans
I’espace usuel de Fourier, mais il est également possible de décomposer les champs dans une
base de vecteurs propres du vecteur rotationnel. Cette décomposition s’appelle hélicoidale et
permet de manifester la conservation des énergies et de I’hélicité. On va projeter dans I'espace

de Fourier nos équations de la vitesse, du champ magnétique et de la température.

3.1.DEFINITIONS

On discrétise notre espace avec des domaines périodiques limités pour une distance L dans les
trois directions de I’espace. Un champ vectoriel v (v est une fonction C° de R® = R?®) est défini

dans notre domaine comme :

3@ = Zﬁ(/?)e@'f (3.0)
k
ou EE{(m,n,l)zTnlm,n,lEZ} sont les vecteurs d’onde, le nombre d’onde est son

module k = |E , et on appelle a 3(1})) ces composantes de Fourier. On parlera de modes de

Fourier pour designer vecteurs d’onde k ou 2 composantes de Fourier 3(%), dépendant du

contexte cité.

. - . ll_()}_é . 3,7 _ 1 - > —l}J_C)
On peut projeter v dans la base de fonctions e comme : v(k) = L—3fL3 v(x)e dx (3.1
car les fonctions e** forment une base dans I’espace vectoriel de C® sont fonctions L3 —

périodiques de R* > C>.

Dans cette espace, nous étudierons le sous ensemble de fonctions avec modes de Fourier qui

accomplit 1?(——15) = F(E) (3.2) , lesquelles forment un sous-espace vectoriel V formé

par des fonctions évaluées réellement.
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Dans la suite on va noter les composantes de Fourier ¥ comme ¥. Les positions de I'espace
-
physique comme 7 et X, et k,q,etp seront les vecteurs d’onde dans I'espace de Fourier.
- > . g - >r7 - .
Dans ce cas, U(7) est la vitesse dans la position 7 et v(k) = v}, est le mode de Fourier de

vecteur d’onde k.

L'operateur qui effectue la transformée de Fourier et qui projette le champ de vitesses dans le

mode de Fourier associé au vecteur d’onde k est:

FpiV - Ci 3@ - B(@)e Fidz, (3.3)

Les composantes Fourier de la divergence d’'un champ vectorielle sont exprimées par
ik - ﬁ(E), et la condition de divergence nulle V - (%) = 0 devient ik - ﬁ(E) = 0. Dans ce cas,

les modes de Fourier de champs solénoides sont toujours orthogonaux au vecteur d’onde.

En plus, TE(V . 17) = .'FE(V) . Zﬁ 1_7)(1_()') g k"X = T}’(Zﬁilz’ . ﬁ(E') etk X = k' .
(k). (34)

De fagon pareil, Les composantes Fourier du rotationnel d’'un champ vectorielle sont

exprimées par ik X 17(%)

.‘FE(V X 7) = Fy (V x Yo ﬁ(E’) e—ik/% — ?;(Z;;iﬁ’ % g(ﬁr) p—ik’ % _

ik’ x 5(k"). (3.5)

3.2.NAVIER STOKES ET MHD DANS L’ESPACE DE FOURIER

Dans cette section on va traduire les équations de Navier —Stokes, Température et MHD dans
notre espace de Fourier. La pression sera la cause de la condition de divergence nulle de la

vitesse :

Si on commence pour I'équation de Navier-Stokes :

atvi = —aj(vlv]) - a]p + f+ vvzvi ->
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9, Z o, (K, )ekrs

krez3

= —0 Z ,(p, )eP* Z ,(4,)e'd* | - g; 2 p (It)eils

ez’ qez’ lez3
+ Z fi3, )els% +uv? Z ,(7, t)el* (3.6)
Sez3 re7z3

9,0;(k' t)etk"%

krez3

== Z 0:(B, t)ipjeP ™ Z 0;(q, t)e'd*

ﬁEZS qEZ3
- z 0;(p, t)e'P¥ Z 9;(q, t)igq;e'd* — 2 p (It)iLel*
per? q€L’ lez3
+ Z fiB e * +v Z G 1:)1'1”]-1'1"]-ei#"z (3.7)
Sez3 7FET3
Et on sait déja que :
—i? = (-1
iy = IF1?

0v; = 0 - 9;(q, t)iqje"™* =0
On arrive a:

3 T ikr-%
atvm(k ,t)e

krez3

= =i ) G0 3@ 0 EDE — i Tpy(1,e)e™

ey

p.geL3 lez3
£ RG0S - Y I E DT @8)
Sez3 FeZ3

Si maintenant on projette dans le mode de Fourier_k), c’est-a-dire qu’on applique F7 aux deux

—
ikr-%

cotés de I'identité, les termes e vont disparaitre:

0,y (k,t) = —i z (G5B, 1) - )05(G, £) — ikpy (k. t) + fr (k. t)
Pab+i=k

—k B (39)
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Dans cette équation, le terme f désigne les forces, dans lequel il y a le terme pour les forces
extérieurs (Force de Lorentz) et le terme pg; qui nous intéresse pour pouvoir caractériser
I’effet de la convection. L’existence d’un gradient de températures AT provoque une variation

de densité Ap et cette derniere variation provoque des fluctuations dans la vitesse.

0.v; = —0;(vivj) — Ojp + f+ pg; + vV, (3.10)
p=po(1+aTl) (3.11)
Notre équation pour la température est : 9,T = —0;(v;T) + kV2T (3.12)

div; =0 v,k «aindépendantes de la Température

Nous ferons I’hypothése que la température moyenne présente un profile linéaire dans la

direction z et nous nous intéresserons aux fluctuations 6 par rapport a ce profil :
0, T = 0,0 = —%-V0 — v,y + kV20 (3.13)
De I'équation de Navier-Stokes c’est le terme pg; qui nous intéresse :

pgi = po(l+a(Ty+yz+6))g;

ayz?

= Podi + Pogi@0 + V(pogi((1 + aTo)z +——)) (3.14)
2
Dans la suite on va appeler p’ = pog;((1 + aTy)z + L) (3.15)

2

Donc on peut réécrire I’équation de Navier Stokes comme :

v = —0;(viv;) — 0i(p + p) + f; + pgi + vV?v; + pogiad
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9, Z 0, (% )ekrs

K€z

=0 Dl 0G0 3G e

pEL3 q€z3

—O Z(ﬁ Co)e +p (Le)elt )+ 2 £ )elsE

lez3 seus

+ oV Z 5,7, 0)e™E + pyg,a Z (0,(7, £)e M%) (3.16)

7€Z3 me73

9,.0;(k', t)etk"*

krez3

== Z 2;:(, t)ipjeiﬁ"? Z ;(q, t)eld*

ﬁEZS qu3
- Z 0., e Z 9;(g, 0)iq;e'T¥ — Z p (Le)ilel
ﬁEZ3 qu3 iez3
- > P @Ome )+ Y fiG 05 1y ) oy irjingei™
ez Sez3 TEL3
mez3

Avec la méme procédure, on arrive a :

Z 0B (K, t)e %

k€73

=i Y B0 D01y Ty 1)et

Paer? lez3
=i ) 7ipy(, e + Z fiG esE —y Z [7128:(F, el
nez? Sez3 re73
+ Pogza Z @,(m,e™*)  (3.18)
mez3

oi(f) =i Y (Gal 0 D@0 — g (k) — (R 1) + Fy(ot)

B.d:p+q=k

— 2/_; - ~ -
- v|k| vp(k,t) + poglgaé?k(k, t)) (3.19)
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Si on redéfinit les variables des sommes comme p,§ — —p, —q et avec la condition (3.2) on

arrive a réécrire le terme non linéaire
comme izﬁ.a’:ma%:ﬁ'(mﬁ @.t) - Qv +5 (G, 0). (3.20)

De cette maniere on voit que les modes qui influencent I'évolution du vecteur d’onde k sont
ceux qui forment un triangle avec k dans I’espace de Fourier: p + q + k =0.0n peut définir

cet effet dans la somme comme Zﬁﬁ:ﬁ+ﬁ+§=3 ol Zﬁ,ﬁ:ﬁﬁﬁ

R
On peut éliminer la pression si on la calcule explicitement en termes de ¥ et f. En prenant la

divergence scalaire et en le multipliant par —iE, on peut extraire le terme (pz +p';) :

03 (K0) =~ > B0 0354, 0) — tkpg(F.t) - pg (Rot) + fr(K.t)
B.g:p+q=k
- 23 - ~ -
- v|k| vp(k,t) + poglgaGk(k, t)) (3.21)
V-o=0-k v,=0
i 3 - <3 - . 2 M . Y 7 07 2 ~
0=—ik (B, t) - Qvg(q,t) + if (k. t) +ipogizabi(k,t) | —ilk| (B
B.g:p+q=k
+ ﬁ'§) (3.22)
o Z**Aﬁ**ﬁﬁ'a(ﬁﬁ k) —isz"?—ipoglzaék'/;
by +'3) = 22— )
k|
_ =10 X5 6.0%55 V *5° CI)”_)*;?"‘ % T Pog1zab) - k (323)
k|

Si maintenant on introduit cette expression a notre équation pour la vitesse, on peut observer

o
I’évolution du mode k en préservant explicitement la condition de divergence nulle.

—
_—

5 (7 = 3 o N N5 o > 7 2123 1 >
v (kot) = —iPy - X o5 aci(Ws (B, 0) - Q)vg(q, 6) + Py - f (k. t) —v|k| v (e, t) + Py -

pog12a0;. (K, t)) (3:24)
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—,2
_ || 8ij=kik;

Dans ce cas, le tenseur P, est défini comme Pi,.(E) = Il permet de projeter tout
k

champ avec sa partie de divergence nulle grace a la projection orthogonal de tous les modes

dans le plan perpendiculaire a son vecteur d’onde.

= = . o S, (|E|25ij—ktkj)(|z|25jm—kjkm) o
(i (72+9)) = Po(8) B B)on ) - o o)
L

- 4 -2 -2 -2
(K] 8im — 21K| ki + || ki) Y (I%]” 8im — keikm )

= -4 Um = . ) Um(_))
k| k|
= Py (K)vm(k) = (P__E)'ﬁ)i (3.25)
_ |%|25ij_kikj . kD)

De plus, comme (P_,;)ﬁ) v, =v;—k; E|2 . On a démontré que P_,;)projette

i k7

—

tout vecteur ¥ € C3dans le plan perpendiculaire a k.

Comme conclusion de cette partie on peut dire que la transformée de Fourier du terme non
e s . > 2\ > ’ = =N N .

linéaire est - (v . V)v c’'est Zﬁﬁ:ffﬁﬁv *5°q)V *5. Dans l'espace de Fourier, on peut
supprimer le terme de pression de I’équation de Navier-Stokes grace a la projection de tous les

termes de I'équation avec divergence nulle via le projecteur Ps.

Dans le cas MHD, I’équation pour I’évolution de la vitesse peut étre obtenue directement. En

plus, la force de Lorentz est une force du corps qui a la méme structure que le terme inertiel :

(E . V)E Donc, sa transformé de Fourier sera
frorens® == Y (G330 Dbg@t)  (3:26)

B.q:p+q=k

L'espace de Fourier devient :

—
_—

03 (k0) = —iPy - > (B0 99,0 — (b0 353G, ) + P - f (K1)
B.a:p+q=k
2

—v|k| B, (K, t) + Py - pogizabi (K, 1)) (3.27)

On projette I'équation pour l'induction (2.40) de la méme maniére, car elle est presque

symétrique a la de la vitesse.
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0bp(k,t) = =Py Y (BsB.0 - Dbg(d,0) - (bsF,0) - (@ 0)

p.q:p+q4=k

5+
—.23 Ed
—nlk| by (k,©) (3.28)

Et on fait la méme chose pour I'équation de la température (3.13)

T 7 : 3 - 5 - 3 i 7 2" 7
0Tz (k,t) = —iP; - Z (W30 - T3(4,0) —yv@,t) — k|k| Tr(k,t)
p.d:p+d=k

(3.28)
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4. Modeles de Basses Dimensions.

Dans ce mémoire, on reprend les études réalisées par T. Lessines [1], sur les modéles de basses
dimensions pour la magnétohydrodynamique et on I'applique au phénomene de convection

turbulente dans un fluide conducteur.

On va étudier les modéles magnétohydrodynamiques de basses dimensions, lesquels décrivent
trois modes pour la vitesse, pour le champ magnétique et un pour la température. Le premier
modele qu’on va considérer est le modele non hélicoidal. Ce modele a hélicité et hélicité
cinétique nulles, bien que I'autre modele (appelé hélicoidal) a hélicité et hélicité cinétique non

nulles. Dans ce cas, on va forcer trois modes pour la vitesse.

Dans des flux légérement turbulents, la majorité de I'énergie globale est transporté par
seulement quelques modes de Fourier. Dans ce cas, il est intéressant d’étudier les systemes
dynamiques qui décrivent I'évolution des modes de Fourier. Avec cet objectif, on va décrocher
ces modes des autres variables. Ainsi, nous pourrons décrire de maniere simple la transition du
flux laminaire au flux turbulent. Dans les flux tres turbulents, les interactions entre les modes

peuvent aussi aider a comprendre la dynamique des cascades turbulentes.
On projettera aussi les équations MHD dans trois modes.

Quand les échelles sont considérées de maniére isolées, ces systemes tendent

systématiquement a relaxer les points stables fixés.

Les tourbillons a large échelle, c'est-a-dire d’échelles de vitesse larges, sont responsables de

I'apport de 40% de |’énergie cinétique comprise dans le champ magnétique a grandes échelles.

Ces modeles dépendent de quelques parameétres physiques du fluide comme la viscosité ou la
diffusivité magnétique. On va les différencier grace a la valeur du parametre h, lequel est nul
pour le modele non hélicoidal et non nulle pour le modeéle hélicoidal. On va les analyser et

discuter des solutions pour le cas h=0.
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4.1.DERIVATION DU MODELE DE BASSES DIMENSIONS
Les équations de la MHD peuvent étre exprimées dans leur version symétrisée comme :
00 = —7A(¥,B) + (b, b) + vV2D + f — Vp + pojad (4.1)
d:b = —ii(,b) + (b, %) + nv2b (4.2)
9,T = 0,0 = —5-V0 — v,y + kV26 (4.3)

L'operateur bilinéaire est défini 7i(a;,a;) = (a5 - V)as : il représente le terme non-linéaire.

On se limite a des solutions périodiques dans une boite cubique de dimensions linéaires L. Le

. e 21
vecteur d’onde non nulle le plus petit est alors défini comme ky = -

Le modéle est dérivé en projetant les équations de la MHD dans le sous-espace S< limité par
un petit nombre de vecteurs de base compatible avec les conditions limites, et qui peut étre

considéré comme un sous-ensemble d’une base complete.

Dans notre étude, on va pendre en considération trois vecteurs seulement. Avec ces

procédures, les projections des équations ¥ et b dans ces vecteurs aménent a un systéme non

linéaire de neuf équations différentielles. Les trois vecteurs sont :

(— sink,x cosk,z
e; = ———| hsink,x sin koz)
VZ+h%\ cos kox sink,z
( hsink,y sink,z
e, = ———| —sink,y cos koz)
VZ+h%\ cos k,y sink,z

4 —sink,x cosk,y cos2k,z

0
ey = —— <— cos k,x sink,y cos ZkOZ) +h (— 2sink,x cosk,y sin 2k02>]
V6 + 10h? [ cosk,x cosk,y sin2k,z sink,x sink,y cos2k,z

Ces trois vecteurs sont orthonormés (e, - eg) = 8up (4.4)et de divergence nulle
V-e, =0. (4.5)
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Pour la température, on va la projeter dans
my; € {my,my, m3 } =

{2cos k,x sinkyz,2cosk,y sinkyz ,2V2coskyx cosk,ysin2k,z }
Qui est un ensemble orthonormé aussi :

Le but est d’obtenir un systeme avec cette apparence :

5
(5) - b= Z be; (4.6)
T

Le produit intérieur de deux vecteurs arbitraires a, et a, est défini par :

— e 1 L L L o e
(a; -a, >=ﬁf dxf dyf dza;(x,y,2) - a,(x,y,2). 4.7)
0 0 0

Ces vecteurs dépendent d’un parameétre libre h qui détermine la quantité d’hélicité que la base
de vecteurs transporte. Pour h = 0, chague mode sera non-hélicoidale. Dans notre étude, e;

et e, ont configurations de champ dans xz et xy respectivement.

L’operateur projection sera noté par P et son application avec un vecteur d est défini par :

—

P[C_i] = a< = alé)l + azé)z + agé)g (48)

-

Ou a, =(d -ey ), en résulte un nombre réel sans dimensions. La partie projeté de d en

—_— — —
S< noté a< est la différence avec le vecteur original est > = a — a<. Donc pour un champ

vectoriel, la projection est :

—

Pla]=a<=(d -e )é;+(d -& )&, +(d -e5 )é; (4.9)
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— 1

L L L
Pld] = a< dx f dy f dz d(x,y,z) - e/(x,y,2) e
0 0 0
1 (L L L
+ & dxf dyf dzd(x,y,z) - e;(x,y,2) &,
0 0 0

1 (L L Lo . A
+E . dxf0 dyf0 dz da(x,y,z) - e3(x,y,2) é; (4.10)

Si on prend maintenant le vecteur @ comme les champs de vitesse, le champ magnétique et

champ de forces, ces projections sont :

—_—

P[V] = v< = (v1€; + 1,6, + v3€3)vk, (4.11)
P[b] = b= = (by&, + &, + bs&3)vk, (4.12)

PIf] =72 = (fis + fo8s + f385) (Wko)?ko  (4.13)

La composante €5 du terme de forgage est supposé nulle. Avec cette méthode appliquée a nos

équations MHD on obtient un systeme d’équations dynamiques pour ces variables.

4.2. MODELE NON HELICOIDAL

o
Pour faire cela, on doit seulement remplacer toutes les variables ¥, b et T par sa part

_— —
projeté v<,b<,T<. La projection de I'équation résultante pour la vitesse dans le vecteur e;

donne I'équation pour u, et successivement. Pour la température on fait de méme opération

mais avec le scalaire m; : On reprend les équations (4.1), (4.2) et (4.3) et on applique le modeéle
de basses dimensions. Pour faire ces calculs on a programmé les codes du Matlab qui nous

résoudrons les intégraux pour chaque terme.

Si on commence par I'équation de la température (4.3) , on considere le cas non hélicoidal

(h=0) et on projette terme a terme :

0= Z T;(t) m;(x,y,2) (4.14)
1

Q = ate - <at9|mll> = atTl(t)(ml(xl Y, Z)|ml1 (x' Y, Z)) -
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0| Y T mi ey, 2y, ey, 2)) = ) 8T (6, ,2) |, (1,7, 2))
l l

=Y an®e,  (415)
l

Si on prend le terme suivant de I'équation de la température et qu’on fait la méme chose :

Q=—1-V6 -

i=) n®EEy)  (416)
l

Q=-7-70 ) v® @y V) ) Tu®Omy oyn  (*17)
l v

Y vO|@Ewr )Y T Om @y |y @18)
l’

l

Z v(OT @) ((e/(x,y,2) - V))mlr(x, y,2)|my, (x,y,2)) (4.19)
g

La majorité de ces combinaisons sont zéro. Les combinaisons non nulles sont les suivantes :

Dans I'équation projetée pour T3 le terme non linéaire est différent de zéro :

VU, (t)Tl(t)<(erax + eZyay + eZZaz)ml(x’ Y Z)|m3 (x, Y Z))
Z = L3 dxj dyf dz v2T1(62x6 + 5,0, + €5,0, )ml(x y,z)ms(x,y,z) =

_ T;

= \/_f dxf dyf dz (((0)0,(2cos k,x sink,z) + 0

+ (cosk,y sink,z)d,(2cos kyx sink,z)(2V2 cos kyx cos k,y sin2k,z))

_ v Ty 3 = v Ty
(2m)3 2
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vl(t)TZ (t)<(elxax + elyay + elzaz)mz (x' Y, Z)|m3 (x, Y, Z))

1 (L L L
= L_3f dxf dyf dz v, T, (€10, + €10y + e1,0,)my(x,y, z2)msz(x,y,2)

U1T2
= \/_ dx dy dz ( sink,x cos k,z)0,(2cosk,y sink, Z)

+ (0)63, (2 cos koy sin koz )
3

+ (cos kox sink,z)d,(2 cos kyy sink,z))(2V2 cos kox cos kyy sin2k,z)) = (2 )3

Le terme non linéaire est aussi différent de zéro pour une combinaison dans I'équation

projetée pour T2 :

v1(6)Ts (t)((elxax + e1,0y + elzaz)m3 (x,y, Z)|m2 (x,y, z))

1 L L L
= L_3f dxf dyf dz v;Ts(e1,0y + €150, + €;,0,)ms(x, y,z) my(x,y, )

1T
=1 3 fdxf dyf dz ( sink,x cosk,z)0,(2V2cosk,x cosk,ysin2k, Z)
\/2+h2

+ (0)9, (2\/5 coskox coskyysin2k,z)
, . . —v;1T3
+ (cos ky,x sin koz)az(Z\/E cosk,x cos k,ysin2 koz) (2cosk,y sink,z)) = —

De fagon symétrique, pour I'équation de T1 :

v, ()T (t)<(92xax + e5,,0, + eZZaz)m3 (x,y, Z)|m1(x, Y, Z))
Z= L3 dxj dyf dz v,T3(e,0, + €250y + €5,0, )ms(x,y, 2)my(x,y,2) =

T
_V2ls 3\/_[ dxf dyf dz (0)6 (2V2 cos k,x cosk,ysin2k, Z)

+ (—sink,y cos koz)ay(Z\/f cosky,x cosk,ysin2 koz)
+ (cos koy sin koz)az(Z\/z coskox cosk,ysin2kyz)(2coskyx sin koz))

—v,T3
2

Pour les termes suivants on a fait aussi un code Matlab qui calcule tous les intégraux
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3
0 =—vy - Y v @y, Dm, (. y,2)  (420)
l

Q = k0?0 - <K729|m11> = —2k kSTl(t)<ml(x,y,z)|mll(x,y,z)) -

at <Z —2K kng(t) m; (x, Y Z)
l

l
- Z 2 K2T (6 6y, (421)
l

Pour I'équation de la vitesse (4.1) on fait la méme chose :

Q =0,V — (0vep) = atﬁ(t)(?i(x, Y Z)|5’—11)(x: Y, Z)) -

l

3 3
at <Z v (t)(t) e_l)(xr Y Z) e—ll)(xf Y Z)> = Z atvl(t) (?l)(x; Y, Z)le—ll)(xl Y Z))
l

=Y aw®sy,  (@22)
l

Q =—i®,9) =—(3-V)b -

Q=-5-95- ) n® @GEEy) V) ) wdEm ey  (423)
l v

2 Uy (t) (El)(x' Y, Z) ' v)) Z vl'(t)e—ll) (X, Y, Z)
I

l

e, (x,y, Z)>

> w@u (@@ Nawy e @) @24
I

0 =—i(5,5)=—(b-7)b

b= h®&®yn) (425
l

Q=-b-Tb- > h® @y, 7) ) by®em yn)  (426)
l v

mll(x' Y Z)> = Z —2kK kng(t) (ml(x' Y Z)|ml1 (X, Y Z))
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D hi® <(e7<x. y,2)-9) ) by (3, 2)|e; (9, z>>
l [

> b©b (@) Na@yDe @) @27

Ly

Q = vV2v - (vV?d|e;) = —2v kiU, (t)(e/(x,y, 2) e, (x, y, 2)) -

l

¢ <Z —2v kv () e/(x,y,2)|e; (x,y, Z)> = Z —2v k§v,(t) (e;(x, v, 2)|e;, (x,y,2))
]

= Z —2v k§v (t) &y, (4.28)

l
3
f=) h®cyn @29
l

Q =f - (fle) = fF®)(eix,y, e (x,y,2) >

3
<Zﬁ(t> &0y, 2)
l

=) [©8, (30
l

3
CNERY z)> = > A® @Gy Dy, 2)
l

Vp = z pi(6) e (x,y,2) (4.31)
l

Q =-Vp - (-Vple;,) = —Vpi(®)(e/(x, v, 2)[e;, (x,y, 2)) -

<Z _ﬁpl (t) ?l)(xl Y, Z)
l

=_Ujdxdydz ﬁp-?{—p(ﬁ-?{)=0 (4.32)

l

?l)l(x' BL Z)> = Z _ﬁpl(t) (_éf(x, Y, Z)|_é_l)1(xl Y, Z))

Q = pog1za6 - (pogable;,) = pogaT(®)(m(x,y,2)|e;, (x,v,2)) -
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<Z pogaTy (&) my(x,,2)
l

3
Z\/— pogaT(t) (4.33)

=1

Pour I'équation du champ magnétique (4.2):

Q = 8:b — (9,b|e;) = 8:b(t)(e; (x, v, 2)|er; (x,y, 2)) >

3 3
at <Z bl (t)(t) e_l)(xr Y, Z) e—ll)(xf Y Z)> = Z atbl(t) (?l)(x; Y, Z)le—ll)(xl Y Z))
l l

=D ab® sy, (434
l

Q=—5-Vb - Z () (8(x,,2) - V) Z by (e (x,y,2)  (435)
l v

> w®| @@y 7) ) by© .2
l,

l

e, (x,y, Z)>

Z v ()b (t) (( (x,y,2) - V)el,(x y, z)|ell(x Y, Z)) (4.36)
r

Q =—ii(b, %) = —(b-V)p -

Q = _B ’ Vﬁ - z bl(t) (El)(x' Y, Z) ’ V) Z vl'(t)e_ll) (X, Y, Z) (437)
l v

Z b |(E 0y, 2) V) Z OCHCR )
l I

e, (xy, Z)>

Z b, (v (t) (( (x,y,2) - V)el,(x Y, Z)|ell(x Yy, z)) (4.38)
L

El)z(x' Y, Z)> = z pOgaTl(t) <ml(x! Y Z)|e—l)z(xl Y Z))
l
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Q =nV2b - (nV2b|e;) = —2nkdb,(t)(e;(x, v, 2)|er; (x, ¥, 2)) >

at Z —2n kgbl(t) ?[(x,y,z) e—ll)(x!ylz) = z —2n kgbl(t) <e—l)(x!y1z)|e—ll)(xly! Z))
l l

=) —mKh© sy, (439)

l

Le systéme d’équations résultant est le suivant : (4.40)
6 V2pogaT
Uy = == (Vav3 — bybs) — 2vv; + f1 + TP
12 2
V6 V2 pogaT.
Uy = - (V1v3 — bsby) — 2vv, + f, + Yo Pog
12 2
V6 V3pegaT:
ty =2 (a0 + byby) = 6wy + fy + i)

.6
b, = 5 (—vbs+v3by) — 2nby

. 6
b, = ?(—V3b1 + b3v;) — 2nb,
53 = _6nb3
—U,T3 \/E)”h

T, = — 2kT.
1 2 K1+

. —v, T \V2yv
T, = 213—2KT2+ e

. 1 V3yv
T3 = E(Usz + Ule) - 6KT3 + 52/ 3

Le but de ce mémoire est de résoudre le systéme non linéaire par un point donné (c'est-a-dire,
définir des valeurs a nos parametres comme le paramétre de forcage, la conductivité
thermique, la viscosité, la perméabilité magnétique, densité, gravité, hélicité, etc.) On

recherchera d’abord les points fixes de ce systeme.

La résolution du systéme nous donne les valeurs (solutions stationnaires) pour les variables

v;, b; et T;. Les solutions stationnaires, serons appelés v;, pour v;, b;y pour b; et T pour T;.
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Nous soustrairons ces valeurs a nos variables dans les équations pour centrer |'origine de
notre solution stationnaire et ainsi savoir si le point est stable ou non. Un point sera stable
guand toutes les valeurs propres de la partie linéaire de la matrice jacobine ont part réel
négative. Pour cela, on a besoin de trouver la matrice jacobine du systéeme résultant laquelle
dépendra de notre solution stationnaire et de nos parametres. La forme de la matrice Jacobine

est:

/ 9 -\J6 - \'"'5_1"1-:'

<V =5V — 12 0

J6 6 V2 pga
b b +§ 0 0 \
0

%"30 -2v %"m gﬁan 0 ghm 0 ﬁig”‘
g"vu g"'m - 6v gf’ﬁn gf’m 0 0 0 ﬁgga
0 %E’m “:3_3320 - 21 g"au _H'Jﬁ_""ﬂu 0 0 0
%530 0 ghm m Ve 27 _1“{26_"10 0 0 0
0 0 0 0 0 -6m 0 0 0
V2oo1p o o 0 0 0 -2k 0 luy
ir, Y22 o 0 0 0 0 -2 lv,
\ -3 37T J_ET 0 0 0 Sy 3V -6k /

Comme on peut observer, la stabilité de la matrice résultante dépend des solutions
stationnaires (vi,’s, bi,’s, Ti's) et aussi des parameétres physico-chimiques (viscosité,

perméabilité magnétique, etc.) du fluide.

4.3.DISCUSSIONS DU RESULTAT.

Pour le résultat, nous allons essayer le programme Matlab crée avec quelques points donnés
pour tester sa stabilité. Pour les paramétres correspondants aux propriétés physico-chimiques
(densité, viscosité, conductivité thermique, perméabilité, coefficient d’expansion, etc.) on va
pendre les valeurs correspondantes a I'aire dans I'atmosphere (dans les unités du S.I.) a une

hauteur inférieure a 1000 m en gardant une conductivité magnétique finie. [4]
visc=0.0000179; perm=4*pi*0.0000001; gamma=0.01; kappa=0.0000254;

dens=1.225; g=9.806; alpha=0.000341;
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Le facteur gamma on I’a pris de 0.01 car il représente I'augmentation d’12C/100 m.

Pour analyser la stabilité on regarde la partie linéaire de la matrice Jacobine. Si toutes les

valeurs propres a part réel sont négatives, alors on peut dire que la solution du systeme est

stable. Voici un tableau avec quelques points considérés :

Valeurs fi f2 f3 vl v2 v3 b1l b2 b3 T1 T2 T3
initiales
-10 10 0 0 0 0 0 0 0 300 300 300
Solution Re Stable v10 v20 v30 b10 b20 b30 T10 T20 T30
2.751e+05 Non 0.3601 0.3358 -0.0081 0 0 0 3.453e+03 - -0.0222
3.22e+03
Valeurs 1 2 3 vl v2 v3 bl b2 b3 T1 T2 T3
initiales
-1 -10 0 -100 100 -100 -1 -10 0 300 300 300
Solution Re Stable v10 v20 v30 b10 b20 b30 T10 T20 T30
2.563e+06 Non -4.2407 1.7482 -4.4478 0.5224 - 0.0278 2.34e+03 965.3262 1.4240
0.1639
Valeurs fi f2 f3 vl v2 v3 b1l b2 b3 T1 T2 T3
initiales
10 -10 0 10 10 100 100 100 0 300 300 300
Solution Re Stable v10 v20 v30 b10 b20 b30 T10 T20 T30
1.08e+05 Non -0.1129 -0.1104 9.03e-05 107.581 - 0 3.45e+03 3.38e+03 141.3719
0.0063
Valeurs f1 f2 f3 vl v2 v3 bl b2 b3 T1 T2 T3
initiales
-10 -10 0 100 100 100 -10 -10 0 300 300 300
Solution Re Stable v10 v20 v30 b10 b20 b30 T10 T20 T30
1.226e+06 Non -1.2198 1.8242 0.9333 -6.8423 - -0.0030 3.17e+03 4.75e+03 0.1980
0.0121
Valeurs fi f2 f3 vl v2 v3 b1l b2 b3 T1 T2 T3
initiales
-10 -10 0 100 100 100 -1 -10 0 300 300 300
Solution Re Stable v10 v20 v30 b10 b20 b30 T10 T20 T30
3.796e+06 Non 3.0315 6.0816 8.9705 -1.4097 - -0.0261 -2.397e+03 4.81e+03 -0.1240
0.1219

Tableau 1.Résultats obtenu
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5. Conclusions

Comme dans I'étude préliminaire [1], seules quelques valeurs des parameétres ont été
explorées.

D’autres modeles pourraient  étre explorés en changeant les modes
€1,8,, €3, My, My, et ms sur lesquelles on projette les équations de bilan MHD-T.

Avec nos parametres, la plupart de points consultés sont non stables. Il s’agit d’'un résultat
cohérent, on modélise donc un phénomene chaotique comme la turbulence, lequel est par
définition instable.

Une autre cause possible d’une telle instabilité serait le fait qu’on a trop simplifié afin de
pouvoir réduire au maximum le colt du calcul. Ainsi, on a supposé que la variation de tous nos

variables par rapport au temps était zéro, alors que dans la réalité si que varie avec le temps.

v @i

Si on regarde le nombre de Reynolds (obtenue comme Re =3 —T) on voit que

I’écoulement simulée est toujours fortement turbulent, avec Re>10°.

Le Reynolds magnétique, défini comme Re,, = % est proportionnel au nombre de Reynolds,

donc dans nos réponses, la variable qui change est dans les deux cas la vitesse U, et |’évolution

de ce produit de la méme fagon.

Comme on a travaillé avec les parameétres de I'air atmosphérique, le nombre de Prandtl, défini

par la division entre la viscosité et la diffusivité thermique, est constant.

Le nombre de Prandtl magnétique, défini par la division entre la viscosité et la diffusivité
magnétique (laquelle on a laissé finie et constante), sera aussi constant, ces parametres sont

en effet définis comme variables imposés dans notre programme.

Pour voir la dépendance de ces variables, il suffit de changer les parametres, c'est-a-dire

changer de fluide d’étude et regarder I'influence avec les résultats obtenus.
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En appliquant les modéles de basses dimensions, on a réussi a avoir un systeme (non linéaire)
de 9 équations et 9 inconnues. La premiere grande difficulté a laquelle nous avons été
confronté dans la réalisation de ce mémoire a été le choix de la base de I'espace sur la que
projeter. C’'était trés important que les termes des équations aient une image projetée avec la
base afin que notre model soit valable. Avec ces bases, et les équations projetées, on a
construit un petit code qui nous aide a résoudre le systéme d’équations qui décrit la
convection magnétohydrodynamique. On a testé plusieurs exemples de points fixés par ces
parameétres physico-chimiques ainsi que des forcages imposées, afin de trouver des solutions
stationnaires pour les valeurs projetés de vitesse, champ magnétique et température et
vérifier la stabilité (ou non) des points testés. Il a été révélé que la majorité des points testés
sont instables. Avec les solutions trouvées on analyse le nombre de Reynolds pour voir leur

dépendance.

L'instabilité observée peut étre causé par la nature de I’écoulement encodé (la convection

turbulente est par définition chaotique et instable).

La réalisation de ce mémoire m’a apporté un grand défi car la difficulté extra qui entraine faire
une mémoire en physiques quand ma formation de base est d’ingénier chimique. Arriver a
comprendre et résoudre tous les calculs et toute la théorie de base ma comporté une grand
effort et la réussite de ce mémoire (a part d’'un pas nécessaire pour I'obtention en Espagne de

mon dipldme) sera un énorme autodépassement personnel.
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6. Annexe

Codes MATLAB pour la résolution des calculs dans ce mémoire :

function [] = fa(x,vy,z)

$Fonction qui calcule la projection du terme non linéaire dans 1l'équation pour
la température. Il suffit de changer le sub-index des vecteurs et des

scalaires pour chaque cas.

h=0;

syms x;

syms y;

syms z;

el=[(-2/sqrt(2)) *sin(x) *cos (z),0,2/ (sqrt(2)) *cos(x) *sin(z) 1;
e2=[0,(—2/sqrt(2))*sin(y)*c05( ), (2/sqrt( )) *cos (y) *sin(z) 1;
e3=[(-4/sqrt (6)) *sin (x) *cos (y) *cos (2*z), (-

4/sqrt (6))*cos(x) *sin(y) *cos (2*z), (4/sgrt (6)) *cos (x) *cos (y) *sin(2*z) ];

m=[2*cos (x) *sin(z),2*cos (y) *sin(z),2*sqrt (2) *cos (x) *cos (y) *sin(2*z) ];

dmldx=diff (m(1)
dmldy=diff (m (1)
dmldz=diff (m(1)
dm2dx=diff (m(2)
dm2dy=diff (m(2)
(m(2)
(m(3)
(m(3)
(m(3)

~
~e

N X NK X NN X

~.

dm2dz=diff
dm3dx=diff
dm3dy=diff
dm3dz=diff

~
~.

~
~e

~ 0~
~e N ~.

i=int (e3 (1) *dm3dx*m(3) +e3 (2) *dm3dy*m (3) +e3 (3) *dm3dz*m(3) ,x,0,2*p1i)

j=int (i,y,0,2*pi)
k=int(j,z,0,2*pi)

end

function [ out ] = Q( %X,v,2z )

$Fonction qui calcule la projection du terme theta
température) dans 1l'égquation pour la vitesse. Il suffit de
index des vecteurs et des scalaires pour chaque cas.

$h=0;

syms x;
syms v;
syms z;
el=[(-2/sqrt(2))*sin(x)*cos(z),0,2/(sqrt(2))*cos(x)*sin(z) 1;
e2=[0, (-2/sqgrt (2)) *sin(y) *cos (z), (2/sqgrt (2)) *cos (y) *sin(z) 1;

e3=[(-4/sqrt (6)) *sin (x) *cos (y) *cos (2*z), (-

(fluctuation de
changer le sub-

4/sqrt (6)) *cos (x) *sin(y) *cos (2*z), (4/sqrt (6)) *cos (x) *cos (y) *sin (2*z) ];
=[2*cos (x) *sin(z),2*cos (y) *sin(z),2*sqrt (2) *cos (x) *cos (y) *sin (2*z) ];

i=int (e3(3)*m(3),x,0,2%pi)
j:int(iIYI 012*pl)

k=int (j,z,0,2*pi)

end

function [] = fv(x,y,2z)
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%Fonction qui calcule la projection du terme non linéaire dans 1l'équation pour
la vitesse et aussi pour le champ magnétique, car ils sont projetés dans la
méme base de vecteurs. Il suffit de changer le sub-index des vecteurs et des
scalaires pour chaque cas.

$h=0;

sSyms x;
syms v;
syms z;

el=[(-2/sqrt(2))*sin(x) *cos(z),0,2/ (sqrt(
e2=[0,(—2/sqrt(2))*sin(y)*cos( ), (2/sqrt(
e3=[(-4/sqrt (6)) *sin (x) *cos (y) *cos (2*z), (
4/sqrt (6))*cos (x) *sin(y) *cos (2*z), (4/sqrt

2))*cos(x)*sin(z) ];
2))*cos(y)*sin(z) ];
(6)) *cos (x) *cos (y) *sin (2*z) ];

deldx=diff (el
deldy=diff (el
deldz=diff (el
de2dx=diff (e2
de2dy=diff (e2
(e2
(e3
(e3
(e3

~ N N~ 0~
e Ne Ne Ne N

~ 0~
~e

de2dz=diff
de3dx=diff
de3dy=diff
de3dz=diff

~.

~e

N X N XN X

~

~
~.

i=int (e3 (1) *de2dx*e3 (1) +e3 (2) *de2dy*e3 (2) +e3 (3) *de2dz*e3(3) ,x%x,0,2*pi)
j=int(i,y,0,2*pi)
k=int(j,z,0,2*pi)

end

function [y] = pfc(x)

$Fonction qui résoudre le systéme non linéaire d'équations:
Sh=0:
o 7

visc=0.0000179;
perm=4*pi*0.0000001;
gamma=0.01;
kappa=0.0000254;
dens=1.225;
g=9.806;
alpha=0.000341;
sfl=1;

£3=0;

f1=-10;

£f2=-10;

y(1)=(sqrt (6)/12) * (x(2) *x(3)-x(5)*x(6)) -
2*visc*x (1) +fl+ (sqrt (2) *dens*g*alpha*x(7)/2)

y(2)=(sqrt (6)/12) * (x (1) *x(3)-x(4)*x(6))-
2*x (2)+£2+ (sqrt (2) *dens*g*alpha*x(8)/2) ;

y(3)=(sqrt (6)/6)* (-x (1) *x(2)+x(4) *x(5)) -
6*x (3)+f3+ (sqrt (3) *dens*g*alpha*x (9)/3);

v (4)=(sqrt(6)/6) * (-x(2) *x (5) +x (4) *x (3) ) -2*perm*x (4) ;
v (5)=(sqrt(6)/6) * (-x(3) *x (4) +x (6) *x (1) ) -2*perm*x (5) ;

y(6)=-6*perm*x(6) ;

v(7)=((-x(2)*x(9))/2)-2*kappa*x (7)+ (gamma*sqrt (2) *x (1) /2) ;
v(8)=((-x(1)*x(9))/2)-2*kappa*x(8)+ (gamma*sqrt (2) *x(2) /2) ;
v(9)=((x(1)*x(8)+x(7)*x(2))/2)-6*kappa*x (9)+ (gamma*sqrt (3) *x (3) /3) ;

50



end

function ([v10, v20, v30, bl0, b20, b30, T10, T20, T30] = origen( ~ )
%$Fonction qui centre l'origine a notre solution stationnaire

[x]=fsolve('pfc', [100; 100, 100;-10,-10;0;500,300;3001)

function [vaps, Re, v10, v20, v30, bl0, b20, b330, T10, T20, T30] = stabilite(
X )

$%Fonction qui résolu notre systeme d’équations, et qui cherche les wvaleurs
propres de la matrice jacobine A.

[ v10, v20, v30, bl0, b20, b330, T10, T20, T30 ] = origen( x );
visc=0.0000179;

perm=4*pi*0.0000001;

gamma=0.01;

kappa=0.0000254;

dens=1.225;

g=9.806;

alpha=0.000341;

Re=sqrt (v10"2+v2072) /visc;

al=[-2*visc, -sgrt (6) *v30/12,-sqrt (6) *v20/12, 0, sqgrt (6) *b30/12,
sqrt (6) *b20/12, sqgrt(2)*dens*g*alpha/2, 0, 0];

a2=[-sqrt (6)*v30/12, -2*visc, -sqrt (6) *v10/12, sqrt (6) *b30/12, 0,
sqrt (6) *b10/12, 0, sqgqrt(2)*dens*g*alpha/2, 0];

a3=[sqrt(6)*v20/6, sqrt(6)*v10/6, -6*visc, -sqrt(6)*b20/6, -sqgrt(6)*bl0/6, O,
0, 0, sgrt(3)*dens*g*alpha/3];

ad=[0, -sqgrt (6) *b30/12, sqrt (6) *b20/12, -2*perm, sqrt (6) *v30/12, -
sqrt (6) *v20/12, 0, 0, 0];

a5=[-sqrt (6)*b30/12, 0, sqrt (6) *b10/12, sqrt (6) *v30/12, -2*perm,
sqgrt (6)*v10/12, 0, 0, 0,]1;

a6=[{0, 0, 0, 0, 0, -6*perm, 0, 0, O];

a7l=[sqrt (2) *gamma/2, T30/2, 0, 0, 0, 0, -2*kappa, 0, v20/2];

a8=[T30/ (2*sqrt(2)), sqgrt(2)*gamma/2, 0, 0, 0, 0, 0, -2*kappa, v10/2];
a9=[-T20/2, -T10/2, sqrt(3)*gamma/3, 0, 0, 0, -v20/2, -v10/2, -6*kappal;
A =lal; a2; a3; a4; ab5; ao; a7; a8; a9l;

vaps=eig (A);

end
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