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Resumen

Analisis del dafio en problemas de impacto

Autor: Oriol Colomés Gené
Tutor: José Javier Mufioz Romero

Tutor externo: José Luis Curiel Sosa

En esta tesina se estudian distintos modelos de dafio para problemas de impacto
asi como los métodos de resolucion de estos mismos.

El problema de impacto es uno de los casos que requiere un estudio minucioso
para poder evaluar la maxima solicitacion en ciertas aplicaciones, sobretodo en el caso
de materiales compuestos. Para analizar este tipo de problemas se usan simulaciones
numéricas obtenidas mediante el método de los elementos finitos (MEF).

Para ello se requiere la definicion de un modelo de dafio que nos permita describir
el comportamiento del material. En primer lugar, pues, se describen dos modelos de
dafio definidos para distintos materiales, uno para materiales isétropos y otro para
materiales compuestos (ortétropos). Basandose en el modelo de dafio is6tropo, se
define un modelo de dafio simple, con el fin de observar el comportamiento de los
distintos métodos de resolucién propuestos con mas facilidad.

Uno de los objetivos de la tesina es verificar que el método de resoluciéon de
problemas dinamicos explicito puede causar errores debido a las inestabilidades a las
que estd condicionado. Este es el problema que aparece en el modelo de dafio
ortétropo para materiales compuestos. Dado que el método explicito es
condicionalmente estable, los pasos de tiempo utilizados para analizar un problema
dinamico deben ser muy pequefios. Esto implica que los test de impacto que se
realizan se efectuan a pequefia velocidad y conllevan un coste computacional muy
elevado.

También se pretende mostrar que el método de resolucion implicito es
incondicionalmente estable y que, a pesar de que en principio sea mas caro porque se
trata de un método iterativo, puede ser mas eficiente. Esto se explica porque los
métodos explicitos deben usar un incremento de tiempo pequefio para evitar
inestabilidades, en cambio, los métodos implicitos pueden usar un incremento de
tiempo mayor dado que son incondicionalmente estables.

Para verificar estas consideraciones se implementan los dos métodos de
resolucion en el problema de impacto para un modelo elastico lineal y para un modelo
de dafio isotropo. El primer caso nos sirve de comprobacion del comportamiento de los
distintos métodos. Al tratarse de un caso lineal, el método explicito da la solucion
correcta, con incrementos de tiempo suficientemente pequefos, y el método implicito
solo necesita una iteracion para llegar a la solucion. El segundo caso nos permite ver
las diferencias entre los dos métodos para el caso de un problema no lineal. Es
importante destacar que para implementar un problema no lineal en un método de
resolucion implicito, lo primero que se debe hacer es linearizarlo.



Estos modelos de dafio descritos tienen un inconveniente, y es que se trata de
modelos locales. Es decir, dada una malla, se tiene en cuenta el dafio en cada
elemento a partir de los desplazamientos del mismo elemento. Esto hace que los
modelos propuestos tengan una dependencia de la malla muy elevada. Para reducir
esta dependencia se plantea un modelo de dafio no local que tenga en cuenta los
desplazamientos de un conjunto de elementos que interaccionan entre si. De esta
forma, cambiando el tamafno de los elementos, no cambiamos la distribucién del dafo
en la estructura.

El modelo de dafio no local se implementa para una geometria sencilla en 2D,
permitiendo evaluar la dependencia de la malla considerando distintas longitudes de
interaccion entre elementos y distintas mallas.
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Abstract

Analisis del dafio en problemas de impacto

Autor: Oriol Colomés Gené
Tutor: José Javier Mufioz Romero

Tutor externo: José Luis Curiel Sosa

In this thesis we talk about different models of damage on impact problems and
the resolution methods for these.

The impact problem is one of the cases to be studied to assess the maximum
solicitation in certain applications, especially in the case of composite materials. To
analyze such problems numerical simulations are used through the finite element
method (FEM).

This requires the definition of a damage model that allows us to describe the
behavior of the material. First, therefore, we describe two damage models defined for
different materials, one for isotropic materials and one for composites (orthotropic).
Based on the isotropic damage model, we define a simple damage model, in order to
observe the behavior of the proposed resolution methods easier.

One of the objectives of the thesis is to verify that the explicit solving method for
dynamic problems may cause errors due to instabilities to which is conditioned. This is
the problem that appears in the orthotropic damage model for composites. Since the
explicit method is conditionally stable, time steps used to analyze a dynamic problem
must be very small. This implies that the impact tests are performed with a low speed
and very high computational cost.

It is also intended to show that the implicit solving method is unconditionally stable
and, although initially more expensive because it is an iterative method, may be more
efficient. This is because explicit methods must use a small time step to avoid
instabilities, in contrast, implicit methods can use a larger time step since they are
unconditionally stable.

To verify these considerations the two methods are implemented for solving the
impact problem on a linear elastic model and for an isotropic damage model. The first
case allows to check the behavior of the methods. Being a linear case, the explicit
method gives the correct solution, with sufficiently small time steps, and the implicit
method only needs one iteration to reach the solution. The second case allows us to
see the differences between the two methods for a nonlinear problem. Importantly, to
implement a nonlinear problem in an implicit solution method, the first thing to do is to
linearize the problem.

Another problem with proposed damage models is that they are local models. le,
given a mesh, the damage for each element is calculated taking into account the
displacements of the same element. This makes that the proposed models have a very
strong dependency on the mesh. To reduce this dependency we propose a non-local
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damage model that takes into account the displacements of a set of elements which
interact with each other. Thus, changing the size of the elements do not change the
distribution of the damage in the structure.

The nonlocal damage model is implemented for a simple geometry in 2D,
evaluating the dependence of the mesh considering different lengths of interaction
between elements and different meshes.
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION
1. Motivacion

La utilizacién de materiales compuestos ha ido aumentando durante los ltimos anos, como
respuesta a la creciente demanda de estructuras cada vez mas ligeras y con mayor resistencia.
Especialmente en la industria aeronautica, pero cada vez mas en el campo de ingenieria civil, estos
materiales sustituyen al metal, un material que histéricamente ha sido utilizado en dichos campos.

Figura 1.1: Distintas estructuras y aparatos que utillizan los materiales compuestos como material
principal

En el pasado se despreciaba el uso de materiales compuestos debido a su elevado coste y al
desconocimiento de su comportamiento. El avance tecnoldgico y la mejora en el conocimiento de
estos materiales ha hecho que su uso sea cada vez mayor.

El aumento de su uso hace que sea més necesaria la utilizacién de herramientas como el Método
de los Elementos Finitos, para el diseno y concepcién de estructuras con materiales compuestos,
permitiendo optimizar su rendimiento y seguridad.

En la mayoria de aplicaciones de estos materiales, el impacto es el caso que determina la mayor
solicitacion. Por este motivo, a lo largo de la dltima década, se han ido describiendo modelos de
impacto para simulaciones numéricas que permiten establecer el comportamiento de este material
en el caso de impacto.

La implementacién de estos modelos se hace con programas comerciales como ABAQUS [1],
utilizado en el documento [2], o LS-DYNA [3], utilizado en [4] [5]. Estos programas comerciales
tienen incorporadas las rutinas a seguir en el caso de impacto sobre materiales compuestos, las
cuales utilizan métodos de resolucién explicitos. La implementacién de los modelos propuestos
con las rutinas establecidas con métodos de resolucién explicitos, plantea ciertas cuestiones que se
deberian considerar.

Teniendo en cuenta que los métodos de resolucién explicitos se ven afectados por inestabili-
dades que dependen directamente de la discretizacién temporal, ; Debemos fiarnos de los resultados
obtenidos? Si es asi, ;Qué coste computacional estamos dispuestos a aceptar para obtener unos
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resultados correctos?

Para resolver estas cuestiones, en la presente tesina se plantea la utilizacién de métodos de
resolucién implicitos. Estos métodos de resolucién son, en principio, mas caros porque incorporan
iteraciones en los pasos de tiempo, pero pueden resultar mas eficaces porque no sufren inestabili-
dades. De esta forma se podria llegar a reducir el coste computacional necesario para obtener un
resultado correcto.

Por otro lado, los modelos de impacto planteados para la simulacién numérica, ya sea para
materiales compuestos como en [4] [5] [6] o para otros materiales como en [7] [8], incorporan
un modelo de dano local. Este tipo de modelo tiene en cuenta el dano en un tinico elemento
del conjunto, creando una clara dependencia de la malla utilizada para el calculo. El hecho de
tener modelos de dano local hace que las mallas planteadas para la simulacién deban ser muy
finas. Si disminuimos el tamano de los elementos, tenemos dos problemaéticas asociadas. En primer
lugar, un aumento del coste computacional debido a que las matrices serdin ma&s grandes. En
segundo lugar, teniendo en cuenta que el tiempo critico del método explicito es directamente
proporcional al tamano del elemento, tendremos un aumento adicional del coste computacional ya
que el incremento de tiempo en cada paso se reducird, aumentando a su vez el nimero de pasos
necesarios para describir un intervalo de tiempo dado.

Para solventar los problemas asociados a la formulacion local de los modelos de dano, en esta
tesina también se plantea la utilizacién de un modelo de dano no local simple con el fin de reducir
la dependencia de la malla.

2. Objetivos

Tal como se deduce de la motivacion, el objetivo principal de esta tesina es la comparacion de dos
métodos de resolucién en problemas de impacto, el explicito y el implicito. Se quiere mostrar que el
método de resolucion explicito puede llevar a errores porque es condicionalmente estable, mientras
que el implicito da la solucién correcta de forma incondicional. Si estas premisas se cumplen,
podriamos llegar a la conclusién que el método implicito puede ser més barato computacionalmente
que el explicito.

Por otro lado se pretende implementar un modelo de dano no local que reduzca la dependencia
de la malla en la simulacién de geometrias con mas de un elemento. Este modelo puede hacer
disminuir, a su vez, el coste computacional de los cédlculos.

Para ello serd necesaria la realizacién de diversas tareas que nos permitan alcanzar el objetivo
final. Estas tareas se describen en los puntos siguientes.

= Implementacion de los métodos de resolucion implicitos en el programa de célculo.
= Comprobacion de resultados para el caso elastico lineal.

= Definicién de un modelo de dano isétropo.

= Comparacién de resultados para el modelo de dano isétropo.

= Definicién de un modelo de dano no local isétropo.

= Comparacién de resultados para el modelo de dano no local isétropo.

3. Metodologia seguida

El contenido de la tesina se puede dividir en una parte de obtencién de las ecuaciones y justi-
ficacién tedrica de los procedimientos y otra parte referente a los resultados. No obstante, entre la
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obtencién de ecuaciones y razonamiento tedrico y la obtencién del resultado, hay una fase tan im-
portante como estas dos que no se ve reflejada en el documento. Esta fase es la de la implementaciéon
y programacion de las rutinas en el programa de calculo.

En primer lugar, para poder obtener una descripcién tedrica de los modelos de dano y de
los métodos de resolucion, necesitamos recoger informacién de las formulaciones existentes. Esta
informacién se muestra resumida en los primeros apartados del Capitulo 2. A parte de los articulos
resumidos en este apartado, también se han consultado otras fuentes de informacién, todas ellas
referenciadas en la bibliografia.

Obtenida y analizada la informacién necesaria, se propone un modelo de dafio isétropo (Capitulo
2). Este modelo de dano permitird evaluar el comportamiento de los métodos de resolucién para
un problema no lineal. Para poder implementarlo a posteriori se lineariza el problema, obteniendo
la matriz de rigidez tangente.

Al ser un modelo de dano local, los resultados de la implementacién de este modelo de dafio en
una geometria con una malla multielemental tendran una fuerte dependencia de la malla utilizada.
Para reducir esta dependencia se plantea un modelo de dafio no local simple (Capitulo 2).

Con el fin de poder implementar los modelos de dano y los métodos de resolucién al programa
de célculo, se debe definir la formulacién numérica que se va a seguir. Esto se hace en el Capitulo
3 de integracién numérica.

Una vez definida la formulaciéon numérica para los distintos modelos que se van a utilizar en el
calculo, deben implementarse en un programa de cdlculo. En esta tesina se ha utilizado MATLAB
[9]. Para la implementacién de los distintos métodos de resolucién y modelos de dafio han sido de
gran ayuda las referencias [10] [11].

Con la teoria implementada solo queda la obtencién de resultados para los distintos casos
planteados. Esto se hace en el Capitulo 4. Para distinguir los distintos objetivos planteados en el
apartado anterior, este capitulo se divide en un primer apartado de planteamiento del problema a
resolver, y otros tres con los resultados de los tres casos planteados. Asi, tenemos en primer lugar
una comprobacion con el caso elastico lineal, seguida de la comparacién de resultados para el caso
de dano local isétropo y finalmente los resultados obtenidos con la implementacién de un modelo
de dano no local.

Para finalizar, en el Capitulo 5 se extraen las conclusiones finales de la tesina y se sugieren los
trabajos futuros que se deberian realizar.

4. Formulacion del problema

El problema al que nos enfrentamos en esta tesina es el del andlisis del dano en casos de
impacto. Este problema, de entrada, presenta ciertas complejidades. Una de ellas es el estudio de
un caso dindmico. El problema de impacto resulta ser un problema donde tenemos una fuerza
aplicada durante un cierto tiempo y luego dejamos la estructura libre, de forma que evoluciona de
una cierta forma a lo largo del tiempo. Dado que tenemos un movimiento a lo largo del tiempo,
decimos que se trata de un problema dinamico.

Por otro lado tenemos la complejidad del danio en la estructura. El dano se trata mediante los
distintos modelos que se presentaran en los proximos capitulos.

Para plantear el problema de forma simple se define el caso eldstico lineal, el cual no tiene en
cuenta ningtn tipo de dano y supone que los desplazamientos son muy pequenos.

Con el fin de introducir el problema, a continuacién se describe el método de los elementos
finitos de forma general. Este método nos permite solucionar problemas en los que intervienen
ecuaciones con derivadas parciales, que es nuestro caso. También se introduce el planteamiento del
problema eléstico lineal que nos servird de base para la obtencién de la ecuacién de equilibrio en
los modelos de dano.
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4.1. Introduccién al método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos es un método numérico general usado para la aproximacion de
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, muy utilizado en diversos problemas de ingenieria
y fisica.

El MEF estd pensado para ser usado en computadoras y permite resolver ecuaciones diferen-
ciales asociadas a un problema fisico sobre geometrias complicadas. El MEF se usa en el diseno
y mejora de productos y aplicaciones industriales, asi como en la simulacién de sistemas fisicos y
biolégicos complejos. La variedad de problemas a los que puede aplicarse ha crecido enormemente,
siendo el requisito basico que las ecuaciones constitutivas y ecuaciones de evolucién temporal del
problema a considerar sean conocidas de antemano.

En este apartado se va a presentar una introduccién general a este método extraida del libro
escrito por Eugenio Onate “Célculo de Estructuras por el Método de Elementos Finitos” [12]. En
concreto nos centraremos en el capitulo referente a la particularizacién para los sélidos tridimen-
sionales.

En primer lugar se presenta un resumen de los conceptos de la teoria de la elasticidad tridimen-
sional que se deben tener en cuenta para el andalisis realizado por el método de los elementos finitos.
Definidos los conceptos basicos, se detalla la obtencién de la formulaciéon matricial. Finalmente se
presentan las funciones de forma utilizadas para el elemento hexaédrico de ocho nodos.

4.1.1. Definiciéon de los campos a analizar

Campo de desplazamientos

En primer lugar se define el campo de desplazamientos. Este campo se puede definir segin sus
tres componentes de la forma:

u(z,y,z)
u(x’yaz) = U(Iay;z) (1.1)
w(z,y, 2)

Siendo u(x,y, z), v(z,y, 2) y w(z,y, 2) los desplazamientos en las tres direcciones segin los ejes
cartesianos x, y i z, respectivamente.

Campo de deformaciones

A partir del campo de desplazamientos, se pueden extraer las deformaciones segin la teoria
general de la elasticidad. Asi se obtienen las siguientes expresiones.

9

€@ = 5y
_ Ov
€y = 5y
o

€z = 55

__ Ou v
) )
Yoz = 5: G0
_ Ov Jw
Tyz = gz T oy
Siendo €z, €y, €, las deformaciones normales ¥ Vzy, Vo=, Vy= las deformaciones tangenciales.

Con las expresiones anteriores se puede componer el vector de deformaciones como:

T
€= [GmaﬁyaGZa’mea'sza'sz] (13)
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Campo de tensiones

Para el caso tridimensional, el vector de tensiones toma la siguiente forma:

o= [UxagyagzaTrvamZ7Tmy]T (14)

Con o0y, 0y, 0. las tensiones normales y Ty, Tz., Tzy las tensiones tangenciales.

Relacién tensién - deformacion

A partir de las expresiones encontradas hasta el momento, se puede hacer uso de la ecuacién
constitutiva del material para encontrar la relacion entre las tensiones i las deformaciones del sélido.
Como en el estudio de la presente tesina no se considera la presencia de tensiones o deformaciones
iniciales, ni de deformaciones debidas a fendémenos térmicos, la ecuacién constitutiva del sélido
quedard de la siguiente forma:

o = De (1.5)
Con

di1 dia diz 0 0 0

doy dos dos O 0O O

| da1 dsz dsz O 0 0
D= 0 0 0 du O 0 (1.6)

0 0 0 0 dss O

0 0 0 0 0 deg

Donde los pardmetros d;; de la matriz D' dependen del modelo utilizado para la descripcién
del comportamiento del material.

4.1.2. Forma débil del problema

Partiendo de la ecuacion de equilibrio que rige el problema con sus condiciones de contorno,
se aplica el procedimiento de los residuos ponderados e integraciéon por partes. De esta forma
obtenemos la forma débil del problema.

Hace falta destacar que la forma débil obtenida para el problema del sélido eldstico coincide
con la expresion del Principio del Trabajo virtual.

[, 6 0dQ = [, 5uTbdQ + [, 6uTtdl + ", sul P,

(1.7)
u=up en I'p

Una vez obtenida la forma débil del problema se discretiza el campo de desplazamientos con
las funciones de forma.

nnodes

u(:z:,y,z) z’u,h(;p,y7z) = Z Ni(x,y,z)uiJr\I’(x,y,z) (18)

i=1

Sustituyendo las aproximaciones a la forma débil del problema y operando se obtiene un sistema
lineal de ecuaciones, que toma la forma siguiente.

Ka—-f=gq (1.9)

1En el cuerpo de la tesina el tensor constitutivo D se define mediante la nomenclatura C.
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Donde,

r dN; ]

dr d%- X

0 G- 0

0 o0

K(e) = BTDBdQ 5 Bl = dN; dN; @

Qe dy  dx 0

aN; g dN;

(f)z qu', (ﬁ%z
L dz dy

age) = U;

Fle = / NTbdQ + / NTtydl
Qe (e

N

Zqie) =P;

4.2. Elasticidad lineal

Tal como se desprende de [13] y [14], la elasticidad lineal se basa en una serie de hipétesis que
nos permiten simplificar el problema al que nos enfrentamos. Estas hipdtesis son:

- Deformaciones infinitesimales. Esto implica que los desplazamientos en el cuerpo y sus gra-
dientes son pequenos.

- Fxzistencia de un estado neutro. Se admite que existe un estado neutro en el cual las tensiones
y deformaciones son nulas.

- Proceso de deformacion isotérmico y adiabdtico. Un proceso isotérmico es aquel que se realiza
a temperatura constante, un proceso adiabatico es aquel que se produce sin generacién de calor en
todo punto y instante de tiempo.

4.2.1. Ecuacion constitutiva elastica lineal
En la teoria d’elasticidad se supone una proporcionalidad entre el campo de tensiones y el de

deformaciones. Se supone una linearidad entre componentes del los dos tensores, nombrada Ley de
Hooke generalizada.

o(x,t)=C:e(x,t) (1.10)

Donde C es el tensor de constantes elasticas del problema.

4.2.2. Ecuacion de equilibrio

Definida la relacién entre tensiones y deformaciones para el caso lineal se plantea la obtencion
de la ecuacién de equilibrio que sera utilizada para la resolucién del problema.

Si nos fijamos en la energia interna para el caso lineal, introduciendo la discretizaciéon propia
del método de los elementos finitos, se puede definir como:

U :/ 1o' : edf) :/ 1e :C ed) = / 1uTBTCBudQ (1.11)
o2 Q2 o2
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Como nos interesa la forma débil del problema, encontramos la energia equivalente a un trabajo
virtual de la siguiente forma.

0
- 9 1.12
U 85U(u + edu) » (1.12)
0 1 T T
U = — | z(u+edu) B CyB(u+ cdu)d =
85 Q 2 e=0
1
= 5 / [6uB"CyB(u + edu) + (u + edu)’ BT CyBsu] dQ =
Q
= / BTCBu - 5ud) = Ku - §u (1.13)
Q
Siendo
K= / BTCBdQ (1.14)
Q

Entonces se puede establecer el equilibrio entre los trabajos virtuales que actian sobre el cuerpo
de la forma que se muestra a continuacién.

SWain + We = 0Feny (1.15)
Donde,
OWain = fain - 0u (1.16)
We =0U = fins - Su (1.17)
6Fe:}ct = fe:rt -ou (118)

Si operamos, se establece la ecuacion de equilibrio definitiva.

Ma+ Ku= fe: (1.19)

Con M la matriz de masa del cuerpo y a su aceleracion.



Capitulo 2

MODELOS DE DANO
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1. Modelos de dano continuo basados en deformaciones.
Formulacién

El articulo [7] redactado por J. C. Simo trata sobre modelos de dano para materiales elasto-
plasticos usando variables termodindmicas irreversibles y variables de estado internas para desar-
rollar dos alternativas de formulacién. Una de ellas estd basada en la formulacién sobre el espacio
de deformaciones, caracterizando el dano mediante el concepto de tension efectiva. Por el otro lado
tenemos la formulacion en el espacio de tensiones, caracterizando el dano a partir del concepto de
deformacion efectiva.

dado que el estudio de esta tesina se basa en la formulacién en el espacio de deformaciones, nos
centramos en las partes del articulo que a ello se refieren.

En primer lugar se definen las siguientes tres caracteristicas bésicas para la formulacién sobre
el espacio de deformaciones:

a) Para rotura ductil, el concepto de deformacién equivalente, usualmente definido mediante el
invariante Jo! del tensor de deformaciones, se redefine como el modelo de energia (sin dafio)
del tensor de deformaciones. Para rotura fragil, se considera el modelo de energia asociado
con la parte positiva del tensor de deformaciones.

b) El dano es introducido en el modelo a través del concepto de tension efectiva y la hipétesis de
equivalencia de deformaciones.

c) La respuesta pldstica del material se formula en el espacio de tensiones efectivas mediante una
separacion aditiva del tensor de tensiones.

1.1. Conceptos basicos

Tension efectiva y hipétesis de deformacién equivalente

Una forma para tener en cuenta el crecimiento de las micro fracturas que se producen en el
material cuando se degradan sus propiedades, es introducir una variable interna de dafio. Se toma
un tensor My, de cuarto orden, que caracteriza el estado de dano del material y transforma el
tensor homogeneizado de tensiones o a un tensor de tensiones efectivas &:

6:=M;': 0o (2.1)

En el caso isotrépico, el comportamiento mecénico de las micro fracturas es independiente de
su orientacién y solo depende de una variable escalar d. De esta forma, se puede reducir el tensor
M, a (1—d)I, donde I es el tensor identidad de rango cuatro. Con esta simplificacién la ecuacién
2.1 queda de la siguiente forma:

. o(t)
t) = ———— 2.2
o) = 17 i (22)
Donde d(t) € [0,d.] para t € Ry, es el pardmetro de dafio, o(t) es el tensor de tensiones de
Cauchy, y &(t) es el tensor de tensiones efectivas, ambos a tiempo t. El valor d = d.. define la
ruptura local completa.

Por otro lado se introduce la hipdtesis de equivalencia de deformaciones con la definicién:

1Se define el invariante del tensor de tensiones Jo tal como se propone en [14].

B2 =5 [(r(@)? ~ tr(ey’]
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“la deformacion asociada a un estado de dano causado por una tension aplicada es equivalente
a la deformacion asociada con su estado intacto causado por la tension efectiva”.

De forma andloga, trabajando en el espacio de tensiones, se obtiene el concepto de deformacién
efectiva e hipotesis de equivalencia de tensiones. Pero como se ha mencionado anteriormente nos
centramos en la formulacién sobre el espacio de deformaciones.

1.2. Modelo de dano is6tropo basado en deformaciones

Base termodinamica: separacién de la tensién

Para introducir los procesos de dafio y deformacién plastica, se considera un potencial de energia
libre de la siguiente forma:

(e, 0?,q,d) := (1 —d)¥°(e) — €: 0P +=(q,0P) (2.3)
En esta ecuacién nos aparece el término g que son las variables internas (pldsticas). El término

o? es el tensor de tensiones pldsticas. También aparece un potencial plastico (Z(q, a?)). ¥°(€ es
la funcién de energia elastica inicial de material no danado.

Centrandonos en la teoria de la mecénica pura, la inigualdad de Clausius-Duhem coge la forma:

VU 4+o:€>0 (2.4)

Operando con las ecuaciones (2.3) y (2.4) y asumiendo que tanto la ruptura como la descarga
plastica son procesos elasticos, se obtiene:

ov owo
= — = — _ P
o= (1—4d) 5 7 (2.5)
Y las inigualdades disipativas:
W0(e)d >0 (2.6)
o= 0=
el coP > 2.
oq q (&Tp) o’ =20 27)

Nota 1.2.1 FEl potencial = estd relacionado con la disipacion plastica. Cabe tener en cuenta que
se asume = independiente de la variable de dano d. Teniendo en cuenta estas ideas, a partir de la
ecuacidn (2.3) se deduce:

aw(€7 Up, q’ d)

=TT

=0 (2.8)

Donde vemos que la energia de deformacion eldstica inicial W se corresponde con la fuerza
temodindmica —Y .

Caracterizacion del dano basada en las deformaciones. Coeficiente de dano eldstico

Se caracteriza la degradacién progresiva de las propiedades mecanicas debidas al dano de la
estructura mediante un mecanismo isotrépico de dano. Con este fin, se usa el concepto de defor-
macién equivalente 7. Se propone definir 7 como el modelo de energfa (sin dano) del tensor de
deformaciones. De esta forma, se define:
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7= /(200(e)) (2.9)

Seguidamente se caracteriza el estado de dano en el material mediante un criterio de dano
9(7t, ) < 0, formulado en el espacio de deformaciones, con la siguiente forma:

9(7e, 1) =7 — 11 <0, teR, (2.10)

Para el caso isotrépico, se define la evolucion de la variable de dano d con la ecuacién:
d = pH(7,dy)
o= (2.11)

Donde /i es el pardmetro de consistencia de dano que define las condiciones de carga / descarga
del dano de acuerdo con las relaciones de kuhn-Tucker:

t>0 (2.12)
9(7i,m) <0 (2.13)
f1g(7e,74) = 0 (2.14)

A partir de estas condiciones se pueden sacar dos conclusiones muy claras para entender el
comportamiento del modelo.

1. Si g(7,7¢) <0, el criterio de dafio no se satisface y por la condicién (2.14) o = 0. Este hecho
significa que por la regla de dafo expuesta en (2.11), la evolucién de la variable de dafio es
nula d = 0. Entonces el dano en el material no aumenta.

2. Por otro lado, si 1 > 0, cuando el dafio en el material aumenta (carga), la condicién (2.14)
nos dice que g(7,7:) = 0, por lo tanto, que se satisface el criterio de dano. En este caso, el
valor de /i viene determinado por la condicién de consistencia del dano:

9(7e,re) = §(T,m) = 0= =T (2.15)

Es por este motivo que r; puede expresarse como:

74 = MAX {ro, max TS} (2.16)

s€(—o00,t]

Moédulo tangente de dano elastico

A partir de las expresiones expuestas arriba, queda definido el modelo de dafio en la parte de
deformacion eldstica del material. Para terminar de caracterizar el comportamiento del material
en su dominio elastico, el articulo expone la formulacién para la obtencién del modulo tangente en
la parte eldstica.

En ausencia de deformacién plastica del material, &P = 0. A partir de la derivacién respecto del
tiempo en la ecuacién (2.5), teniendo en cuenta la ley de dafio (2.11) y la condicién de consistencia
del dafio (2.15) se obtiene:
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2\:[,0 .
G(e,d) = (1 - d)an) :é— H(7,d)7a® (2.17)
€
Para simplificar la notacién se define o := aqge(e) que se refiere a la tensién eldstica inicial.

Cogiendo la derivada temporal de la ecuacién (2.9) y sustituyendo en la ecuacién (2.17) se da
el valor del modulo tangente de dafno elastico:

9> (e) _H

C(e,d):= |(1 —d)w —o ®a’ (2.18)

Se puede observar que C(e,d) es un tensor de cuarto orden simétrico. Cabe destacar que se

2,0
asume el modulo inicial (sin dafio) C° := 6;’762(6) como constante.

Caracterizacién de la respuesta plastica. Mdédulo tangente

Teniendo en cuenta el concepto de tensién efectiva, la caracterizacién de la respuesta pléstica
se tiene que formular en el espacio de tensiones efectivas en términos de tensiones efectivas & y
aP. Asi pues, en la formulacién reemplazamos el tensor homogeneizado de Cauchy o por el tensor
de tensiones efectivas &, de esta forma el dominio de dano eldstico se define como f(&,q) < 0.

La respuesta plastica se caracteriza en el espacio de deformaciones con las siguientes ecuaciones
constitutivas:

&P = A% (aqge(e) - &p,q) (2.19)
q=A\h (3\12’;6) _ 47, q> (2.20)
f <8\1§6(6) — &7, q> <0 (2.21)

Donde 6P es el tensor de tensiones efectivas que se refiere a la relajacién pldstica. A es el
parametro de consistencia plastica y h se refiere a la ley de endurecimiento.

Las condiciones de carga y descarga son las siguientes:

f <8q§€(6) - &”,q> <0 (2.22)
A>0 (2.23)

. 0 6

Af <8\I’6€() — 67, q> =0 (2.24)

Igual que en el caso elastico podemos sacar dos conclusiones:

1. Si f < 0 entonces A = 0 y el proceso es de daiio eldstico.

2. Por otro lado, para carga, A>0 y f = 0. Este es el caso de la condicién de consistencia
plastica, obteniendo la siguiente ecuacion:
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of s O
55 " T ag 4 (2.25)

A partir de la ecuacién (2.5) obtenemos la expresién:

. 0°0%e) . . 0°0%e) (. Of

Operando con las ecuaciones (2.25) y (2.26) junto con & = C® : é obtenemos el valor del
modulo tangente elastoplastico efectivo, dado por:

5200(e) [82\81160 , } [azwo(e). }

~ . 662
Cer — 5 o 32\1/0 OB T (2.27)
96 °  Oe? . 80’
Y el médulo tangente elastoplastico viene dado por:
e “ve. H . 0
C?=(1-d)C? - =625 (2.28)
T

Observamos que C°?P es un tensor no simétrico.

2. Modelo de dano direccional para composites

El modelo de dano isétropo definido en el apartado 1.2, sobre el que se basa la posterior
formulacién del modelo de dano is6tropo (definido en el apartado 3), no es vdlido para materiales
que presentan una clara constitucion ortétropa como es el caso de los materiales compuestos.

Como el objetivo a largo plazo del trabajo es la implementaciéon de métodos de resolucion
implicitos para la simulacién de este tipo de materiales, se introduce este modelo de dano para
tener en mente su definicién para una posterior aplicacién al caso implicito. Hay que tener presente
que la rutina base sobre la que se ha trabajado para la implementacién del dano isétropo, era la
que contenia este modelo implementado con el método de resolucién explicito.

El modelo de dano anisétropo se caracteriza principalmente por tener distintas variables de
dano segun las direcciones y tipologias de dano producido en el material. Otra variacion respecto
al dano isétropo es la evolucién del dano. Pues en el modelo anisétropo se define un criterio de
dano para la deteccién del mismo y otro para su evolucién.

Por otro lado, teniendo en cuenta que no estd implementado para la resoluciéon mediante méto-
dos explicitos porque no incumbe al objetivo principal de la tesina, no se deduce la matriz de
rigidez tangente.

De todas formas, en el apartado de implementacién de los distintos casos se da un pequeno
resumen de la implementacién de este modelo para el método de resolucion explicito.

Esta formulacién estd basada en la formulacién dada por J.L. Curiel, en su articulo [6]. También
se han tenido en cuenta los otros articulos, libros y referencias mencionadas en la bibliografia [7]
[13] [15].

El modelo de dano que se trata en este documento, es un modelo en 3D para composites. Las
particularidades de este material hacen que la formulacién tenga relacién con la parte anisotrépica
de la formulacion descrita por J.C. Simo. Por otro lado, este modelo se basa en la ley de deforma-
ciones para obtener la caracterizacién del dano en la estructura.

En primer lugar se dan unos conceptos basicos que se tendran en cuenta para realizar la
formulacién del modelo de dano. En estos conceptos bésicos se incluye el concepto de tensiéon
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efectiva y la hipdtesis de deformacion equivalente, que nos permiten obtener una descripcién del
comportamiento del material una vez ha empezado la rotura. A partir de estos conceptos se dan las
bases termodinamicas que permiten describir el proceso de dano de la estructura. Una vez definido
el comportamiento, se introduce un criterio que nos permite identificar el dafio en la estructura.

2.1. Conceptos basicos

Tension efectiva

El concepto de tensién efectiva estd relacionado con la degradacion del material y su consecuente
pérdida de propiedades resistentes. Para tener en cuenta el crecimiento de las micro fracturas de
la estructura, se introducen unas variables internas de dano. Estas variables estdan definidas en un
tensor, llamado tensor de dano, que transforma el tensor de tensiones homogeneizado en un tensor
de tensiones efectivas.

c6.=M,: o (2.29)

Para definir el tensor de dafio M,? J.L. Curiel propone utilizar unas variables internas wyj,
parametros de dano, que identifican la degradacion de las propiedades del material.

1 1 1 1 1 1

d. Mw - 9 5 ) )
Zag[ ] 1—w11 1—’[1}22 1—11)331—’[1)12 1—1023 1—11)13

(2.30)

Para simplificar las operaciones y aprovechando la simetria del tensor de tensiones y del tensor
de deformaciones, se trabajard con el vector de deformaciones y el vector de deformaciones.

011 012 013
o = 012 0929 023 — O
013 023 033

[ 011 022 032 012 02 o013 |

€11 €12 €13
€= [ €12 €22 €23 — € 2[611 €22 €32 €12 €23 613]
€13 €23 €33

Utilizando esta notacién, las ecuaciones definidas anteriormente se pueden simplificar de la
siguiente forma:

A T 011 022 033 012 023 013
UT = [Mw U] = ) ) y ) (231)
1—’LU11 1—w22 1—w331—w12 1—UI23 1—w13

Hipétesis de deformacién equivalente

La hipotesis de deformacién equivalente refleja la interpretacion fisica de la definicién de tensién
efectiva expuesta en la ecuacion 2.29. Esta hipotesis es la que formula J.C. Simo y que se refleja
en los conceptos bésicos del apartado anterior (1.1)

2.2. Modelo de dano anisétropo

Base termodinamica. Potencial de energia libre

Siguiendo las lineas expuestas por J.C. Simo, se considera un potencial de energia libre que
permite describir los procesos de dano y deformacion pléstica en el material.

2Se puede observar que la notacién que utilizamos es distinta a la notacién utilizada por J.C. Simo. El tensor de
dafio utilizado es equivalente al inverso del descrito por J.C. Simo. My, — My L.
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TU(e,0?,q,d) := (1 —d)¥°(e) — €: 0P +=(q,0P) (2.32)

En esta ecuacién nos vuelve a aparecer el término g que son las variables internas (pldsticas).
El término o? es el tensor de tensiones pldsticas. También aparece el potencial pléstico (Z(q, o?)).
UY(€ es la funcién de energfa eldstica inicial de material no dafiado.

En nuestro estudio se considera que no hay deformacién plédstica en el material sino que sélo
existe un comportamiento eldstico en su fase inicial, seguido de un comportamiento ineldstico
con la consiguiente pérdida de propiedades resistentes. Es por este motivo que no se considera la
parte plastica en el potencial de energia libre. Asi pues, teniendo en cuenta estas condiciones y
considerando el caso anisétropo, el potencial se define con la siguiente expresion:

1
U= €" C:e (2.33)

Donde C es el tensor de cuarto orden que define el médulo tangente de dano.

Se obtiene la relacién entre tension y deformacion de la siguiente formas:

O’—a—C:E (2.34)

Expresion que en términos de tension efectiva nos da la ecuacién:

6=C":¢ (2.35)

Como podemos observar, en ausencia de tensién plastica, la tensién efectiva & coincide con la
tensién eldstica inicial . De esta relacién obtenemos la definicién del médulo tangente inicial o

- o 22¢°
tensor de rigidez inicial C? := 362(6), supuesto como constante.

Tensor de rigidez

A partir del concepto de tension efectiva expuesto en la ecuacién 2.29 y combinando las ecua-
ciones 2.34 y 2.35 se puede obtener la expresién del tensor constitutivo o de rigidez C.
c=M"'1:6=M':C":e=C:¢ (2.36)

Tomando la notacién vectorial del tensor de tensiones y del tensor de deformaciones la expresién
anterior se puede escribir como:

o1 Cii Ci2 Ciz Cuu Cis5 Cis €11
022 Co1 Cay Caz Coy Cas5 Cog €22
033 C31 C3z C33 C34 C35 Csg €33
p— p— 2.37
7 012 Cun Cuo Cuz Cu Cus Cug €12 ( )
023 Cs1 Csa Cs3 Css Css Csg €23

013 Ce1 Cs2 Cs3 Cea Css Cgs €13
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Es decir,
Ch‘ = (1 — wu)C?i
Cgi = (1 — U)QQ)C%
Csi = (1 —ws3)CY;
Cii = (1 — wi2)CY;
Csi = (1 — wa3)Cy;
Cﬁi = (1 — wlg)Cgi

Coni=1,..,6

Se puede demostrar a partir de la expresion (2.33) que el tensor de rigidez C es simétrico, es
decir, Cy; = Cy;.

Cabe destacar que las 36 constantes que definen el tensor de rigidez estan asociadas a un sistema
de referencia, al igual que los tensores de deformacion y tensién o sus vectores derivados. Estas 36
constantes se pueden reducir aprovechando las simetrias existentes en la constitucién del material.

Teniendo en cuenta estas consideraciones el tensor de rigidez queda de la siguiente forma:

Cii Cip Ciz O

Cy1 O C 0

C31 O3 C33 0
0 0 0 Cyu
0 0 0 sy
0 0 0 Ces

C:

SO OO OO
OO OO OO

Para el caso ortétropo, la matriz C' toma la forma:

r  l—vo3vss V12 —V39V13 Vi3 —V12V23 0 0 0
E2E3A E1E3A E1E2A
V12—V3al13 1—vi3vs V23—V21V13 0 0 0
E1E3A FE1E3A FE1E2A
Vi3—Vi2V23  V23—V21V13 1—viov21 0 0 0
C E1E2A E1E2A FE1E2A (2 38)
o 0 0 0 G512 0 0 ’
0 0 0 0 G823 0
0 0 0 0 0 G831
; _ 1-v1ov21—Va3V32—V31V13—2V21 V32113
Siendo A = s .

Criterio de dano. Deteccion

Para la caracterizacién de la degradacién progresiva de las propiedades del material se utiliza
un mecanismo isotrépico de dano. Este mecanismo es el concepto de deformacién equivalente 7.
Siguiendo el articulo de J.C. Simo [7], vemos que T se define como el modelo de energia del tensor
de deformaciones, cogiendo la forma:

7= /(200(e)) (2.39)

A continuacién se caracteriza el estado de dano en el material mediante un criterio de dafio
9i(7t,¢;,) <0, que lo definimos como:

9i(Te,¢i,) = Te — ¢i, <0, te R, (2.40)

Usando las particularidades del material anisotrépico, el criterio toma la siguiente expresion:
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gile®e€,c;,) = Hi(e®e) — ¢, (2.41)

Donde 7 := /(e : CY : €), ¢;,® es una variable interna que se puede interpretar como el radio de
la superficie de dafio g(e ® €, ¢;,) = 0 en un tiempo dado y la funcién H;*, que denota la evolucién
del comportamiento del material en el espacio de deformaciones.

Vemos que las variables dependen del tiempo. Esta dependencia es debida a que su valor se va
modificando a medida que se modifican las condiciones de carga.

Criterio de dano. Evolucién

Una vez definido el criterio de dano falta definir la evolucién del mismo. Para ello se definen
dos alternativas. La primera es la que se propone en esta tesina como modelo de dano isétropo. La
segunda es la propuesta por J.L. Curiel en [6] y [16].

Alternativa 1

Esta alternativa define de la misma forma la evolucién que la deteccién del dano. Se supone
que el dano empieza cuando aparecen deformaciones en el material y evoluciona a medida que va
aumentando la deformacién.

En este caso, la variable ¢;, es igual al maximo valor del dano.

Por otro lado, el dafio se considera como un escalar, tal como define J.C. Simo en [7]. De esta
forma, las variables de dano definidas en este apartado serian todas iguales.

Wy = Wy = W33z = Wiz = Wez = w3 =d=Ve:Cl:e€

. . . .z ~ 15 .
Teniendo en cuenta estas consideraciones, la evolucién del dano (d°) para la alternativa 1 se
puede definir como se muestra en la siguiente expresion.

i=Ve:Cl:e (2.42)

Con0<d<1

Alternativa 2

Para el caso de dano anisétropo, tal como propone J.L. Curiel, la regla de evolucién de dano
viene dada por:

nmodes

b= > O (2.43)
i=1

Donde ¢ representa el modo de dano que sufre el material, variando de 1 hasta nmodes que es
el nimero total de modos de fallo modelados. La funcién ©; es una funcién de crecimiento para
cada modo de dano que viene dada por la expresion:

Vegi .
0, = <,6> 2.44
Vel /. (244)

3En este caso la notacién utilizada en [7] describe esta variable como una variable escalar 7;.
4En el articulo [7] esta funcién se define como G.

5Notacién: d = %
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(,)+ es el producto escalar no negativo, se anula para valores negativos. Este producto asegura
que no hay crecimiento del dano si no se alcanza o traspasa la superficie de dafno. V. es el gradiente
respecto la deformacién (%) y € es la derivada temporal de la deformacion.

En las funciones de crecimiento aparece el criterio de dano definido anteriormente, caracteri-
zando la funcién (H) como:

Hi(e®e€):=€c' -G;-¢ (2.45)
Asi pues, la superficie de dano queda de la siguiente forma:

gi=¢ -G e—c (2.46)

Operando con esta expresién obtenemos el gradiente de la funcién de crecimiento respecto la
deformacion.

94
Vegi = gi = ET . (G7T + Gl) (247)
Oe
Para obtener el tensor de segundo orden G; se considera la ley constitutiva del material (?7)
junto a la equivalencia entre las formas cuadraticas en el espacio de tensiones y en el espacio de
deformaciones.

ol F,ooc = I -G;-e (2.48)
C- € F-[C-¢ = -G-e
el .CT . F,-C-e = € G;-¢

CT.F,-C = G,

F; es un tensor de segundo orden obtenido a partir de un criterio de fallo basado en el espacio
de tensiones que también depende de las variables de dafio w;;.

Para terminar de caracterizar la evolucion del dano se definen unos vectores directores unitarios
v;. La direccién de estos vectores define los componentes de la rigidez del material que se degradan
segiin el modo de dano. Las componentes degradadas y sus pesos se escogen teniendo en cuenta
los resultados experimentales realizados para cada modo de fallo.

3. Modelo de dano isétropo

Para poder hacer un analisis simple de un modelo de dano y poder implementar de forma
relativamente sencilla los métodos de resolucién implicitos, es necesario definir un modelo de dano
isétropo. Este tipo de modelo permite tratar el dano de forma escalar, reduciendo considerable-
mente la dificultad de linearizacién del problema.

El modelo de dano isétropo propuesto para la implementacién de los métodos de resolucion
implicitos se basa en la formulacién de J.C. Simo [7] descrita en el apartado 1°. Pero en este caso
no se considera ningtn criterio de inicio, sino que, tal como se describe en la alternativa 1 del
apartado 2.2, el dano aparece cuando el material sufre deformaciones.

Para recordar la formulacién descrita en el apartado 1, a continuacién se presenta un breve
resumen con las ecuaciones y conceptos mas importantes.

SPara la formulacién del modelo de daifio isétropo nos fijaremos tnicamente en la parte elstica de lo definido
en el apartado 1.2. No se considera evolucién pléstica porque nos basamos en un modelo de dano para materiales
compuestos, los cuales tienen una rotura fragil.
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3.1. Formulacion del modelo de dano isétropo
En primer lugar se define el concepto de tension efectiva como aquella tension que viene definida
por la hipétesis de equivalencia de deformaciones.

“la deformacion asociada a un estado de danio causado por una tension aplicada es equivalente
a la deformacion asociada con su estado intacto causado por la tension efectiva”

Con esta definicién i definiendo el tensor de dano como My = (1 — d)I, donde d es la variable
de dano isétropo, las tensiones efectivas se escriben:
6:=M;'c (2.49)
Introduciendo este concepto en las bases termodinamicas del problema se obtiene:
—_— 2.50
e (2.50)
Donde U es el potencial de energia y U0 es el potencial de energia eldstica inicial.

Para caracterizar la degradacién progresiva de las propiedades del material con la evolucion del
dafio, se define el concepto de tensién equivalente (7).

7:=1+/(20%€)) = /(e : CY : ¢€) (2.51)

Con el concepto de deformacién equivalente podemos caracterizar la evolucién del dano con un
criterio de dano definido como:

9(Te,re) =T — 1 <0, te Ry (2.52)
Para el caso is6tropo, se define la evolucién de la variable de dafio d con la ecuacién
dy = [pH(7,dy)
Fo= f (2.53)

Donde £ es el pardmetro de consistencia de dafio que define las condiciones de carga / descarga
del dano de acuerdo con las relaciones de kuhn-Tucker

>0 (2.54)
9(Te,me) <0 (2.55)
f1g(7e,7¢) =0 (2.56)

A partir de estas condiciones sacan dos condiciones que nos permiten entender el compor-
tamiento del modelo.

1. Si g(7, 1) < 0, el criterio de dano no se satisface y por la condicién (2.56) 1 = 0. Este echo
significa que por la regla de dafio expuesta en (2.53) la evolucién de la variable de dafio es
nula d = 0. Entonces el dano en el material no aumenta.

2. Por otro lado, si i > 0, cuando el dano en el material aumenta (carga), la condicién (2.56)
nos dice que g(7,7:) = 0, por lo tanto, que se satisface el criterio de dano. En este caso, el
valor de i viene determinado por la condicién de consistencia del dano:
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3.2. Concepto de linearizacién de un problema no lineal

Siguiendo el apartado que a ello se refiere en [13], en la teoria de mecénica de medios continuos, el
concepto de linearizacion es esencial en la obtencién de aproximaciones lineales de teorias generales
no lineales, como es el caso que nos ocupa. Por otro lado, en mecanica computacional, el interés en
la linearizacion de los problemas recae sobre el hecho que las soluciones numéricas de problemas no
lineales normalmente se obtienen mediante algoritmos que requieren la solucién de una secuencia
de problemas linearizados. Este es el caso del método de resolucién implicito utilizado, Newton-
Raphson.

Esta linearizacién se puede definir mediante el siguiente razonamiento:

Sea Y : D C X — Y una funcién no lineal cualquiera. Entonces, nuestro problema no lineal
constist en encontrar x € D que cumpla la condicién de equilibrio

Y=0

La linearizacién del problema en un punto arbitrari xg € D donde Y es diferenciable consiste
en encontrar U € D tal que

L(U) = Y (x0) + DY (x0)[U] = 0

Donde L(U) es la linearizacién de Y en xo.

3.3. Ecuacién de equilibrio. Matriz de rigidez tangente

Con el fin de introducir el modelo definido en este apartado en el algoritmo de resolucién del
problema, se debe obtener la matriz de rigidez tangente del problema. La matriz de rigidez se
obtiene a partir del concepto de linearizacién del problema no lineal presentado en el subapartado
anterior y nos permitird usar los métodos implicitos en el caso de dano isétropo.

Para la obtencién de esta matriz se parte de la base termodindmica del problema, con la
definicién de la energia interna del material, la energia debida a las fuerzas externas y la debida a
las fuerzas dinamicas.

Asi, para el caso no lineal la energia interna del cuerpo (U) se puede definir segiin la siguiente
expresion.

1 1 1
U:/ w:edﬂ:/ fe:Cd:edQ:/ —u”BTCyBudQ (2.57)
Q2 Q2 Q2

Tal como se desprende de la formulacién de J.C. Simo resumida anteriormente, utilizando el
concepto de tension y deformacion efectiva, el tensor constitutivo del material danado (Cy)se puede
escribir como:

Ci,=(1-a)cC° (2.58)

Siendo C° el tensor constitutivo para el caso lineal eldstico. Hay que tener en cuenta que C°
es constante para cualquier instante de tiempo y que Cy dependeré de la evolucion del dano. Para
simplificar el problema se define la variable de evoluciéon de dano igual a la deformacién equivalente
(d=7").

7Con esta simplificacién, en el criterio de evolucién del dafio (g), se toma:
re = maz{d(t)}

Con d(t) € [0, 1]. De esta forma hay evolucién del dafo siempre que la deformacién aumente.
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d=7=Ve:CO:¢€ (2.59)

Des este modo, el dano empieza cuando hay deformacién en el material.

Este modelo de dano no es el que se corresponde al planteado por J.C. Simo, pero nos permite
implementar el método implicito de forma sencilla para un caso no lineal y poder, posteriormente,
adaptar-lo al caso de modelo de dano anisétropo planteado inicialmente.

Como para el método de los elementos finitos se trabaja con la forma débil del problema o,
lo que es lo mismo, con el principio de los trabajos virtuales, debemos obtener la expresién de la
energia equivalente a un trabajo virtual. De esta forma, partiendo de la ecuacién de la energia para
el caso no lineal, se opera como sigue.

0
oU = %U(u + edu) (2.60)
e=0
0 1 T T
U = — | =(u+edu) B' CyB(u + cdu)d =

Oe Jq 2 =0

1
= 3 { / [6uB" CyB(u + edu) + (u + edu)” BT CyBiu] d2+

Q
0
+ €: 8—C’d(u + edu) €| dQ (2.61)
Q € e=0

En caso de tener dano, como el que nos ocupa en este apartado, la variacién de la energia interna
del material se descompone en dos partes. Una parte que se debe a la variacién de energia elastica
del elemento y otra debida a la variacion del danio en el elemento. La primera es la misma que la
que tenemos para el caso lineal elastica y la segunda se puede asociar a la energia de disipacion
por efecto del aumento de dano en el elemento.

SU = 6W, + 6W, (2.62)

Si nos centramos en el primer sumando de la ecuacién (2.61), utilizando la propiedad de simetria
del tensor Cy, se puede simplificar, quedando de la forma:

[ / [6uB"CyB(u + eéu) + (u + edu)” BT CyBdu] dﬂ] = / 2BTCyBududQ  (2.63)
Q e=0 Q

Para encontrar la expresion del segundo sumando, en primer lugar se obtiene el resultado
intermedio referente a la derivada %Cd(u +edu) |-

0 0 0
- Y1 0 -_ = 0 2.64
5% Cyi(u + eou) . ag( d(e(u + edu)))C . 9% d(e(u + edu))C . (2.64)
0 0
“ - < T BT C0 —
e d(e(u + edu)) . 5% \/(u +e6u)TBTCOB(u + £du) .
T BT O
— ;QUTBTCOB&UJ — M (2.65)

2V/uTBTCOBu VuTBTC°Bu
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Introduciendo todos los resultados intermedios obtenidos hasta el momento en la ecuacion
(2.61), la ecuacién de la energia queda como se expresa a continuacion.

oU

1 B"C°Bu -
/BTCdBu-éudQ—i—f/e: (-C “ 6u>CO:edQ:
Q 2 Ja VuTBTC'Bu

1
- /BTCdBudQ Su— 5/ (\/e ol e) BTC°BudQ - §u =
Q Q
= Kju-0u—Ku-du= fin - 0u— fus- ou (2.66)

Siendo fin: las fuerzas internas del elemento y fy;s las fuerzas correspondientes a la disipacion
de energia por efecto del dano. Con:

K, = / BTC,Bd0 (2.67)
Q

K= %/ (\/e L CY e) BTC’BdQ (2.68)
Q

fit =Kau 5 fais = Ku (2.69)

Con estos resultados podemos establecer la ecuacion de equilibrio como se muestra. Para este
caso, se tiene en cuenta que en la ecuacién de equilibrio solo interviene la variacién de energia
elastica.

SWain + OWe = 6F oy (2.70)
Donde:
Wiain = fain - 0u (2.71)
We = fint - 6u (2.72)
0Feat = fear - 0u (2.73)

Operando con las ecuaciones anteriores se obtiene una nueva ecuacién de equilibrio, la cual
utilizaremos para la resolucién del problema. En este caso tenemos en cuenta la expresién (2.70) y
_ 8
que fiin = Ma®.

fdin + .fint = feazt (274)

O lo que es lo mismo:

Ma+ Kgu = feut (2.75)

Una vez definidas todas las componentes que intervienen en la ecuacién de equilibrio para el
caso del modelo de dano is6tropo, se obtiene la matriz de rigidez tangente correspondiente al vector

8 M es la matriz de masa del cuerpo. Se calcula a partir de las funciones de forma como: M;; = fQ pNiTdeQ
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de fuerzas internas. Esta, pues, serd el resultado de la derivacién del vector de fuerzas internas del
elemento respecto de los desplazamientos.

Ofie O OK _

Donde la segunda componente se resuelve como se muestra a continuacion.

_ 0 T _ | 9
u=cte B 8“’ </Q B CdBdQ) u=cte B /QB |:au (Cd)

Introduciendo la expresién (2.58) en la anterior y siguiendo los mismos pasos que los que se
han seguido para la obtencién de K, se tiene que:

_ 0
Kd = (()"716 (Kdu)

} BdQ  (2.77)

u=cte

Kd:/BTCOBMdQ: 7/ ;BTCOBu@@BTcOBudQ (2.78)
0 ou o VuT BTC'Bu

Resumiendo, la matriz de rigidez tangente del problema se escribe como:

Kt:%:Kd+Kd:K+K (2.79)
Donde
K =K;= /Q (1—d)BTC’Bd (2.80)
y
K=K;=— /Q éBTCOBu ® BT C° Bud® (2.81)

Siendo d = vuT BTCYBu.

4. Modelo de dano No-local

La evolucién del dano en un material se debe a la acumulacién microscépica y fusién de huecos,
pequenas roturas o pequenas dislocaciones. Estos fenémenos se pueden producir por un exceso
de tension o de deformacién en el material. La evolucién progresiva del dano en las fracturas
localizadas siempre va acompanado de un reblandecimiento del material. La descripcion local de la
evolucién del dafio normalmente no permite establecer una descripcién aceptable de este fenémeno.
En consecuencia, los modelos de dano local para el método de los elementos finitos sufren una
dependencia de la malla.

Para resolver este problema se han planteado diversas soluciones que establecen una objetividad
en el modelado numérico y unos resultados fisicamente creibles. Tal como se desprende de [17] hay
dos formulaciones principales que tratan de resolver este inconveniente. En primer lugar hay la
formulacién de dafio no local (integral). Esta formulacién tiene en cuenta el efecto no local mediante
el acoplamiento directo de la variable de dano referente a la deformaciéon no local equivalente,
que es una media ponderada de la deformacién local equivalente. La otra formulacién incluye
el parametro de gradiente del dano para predecir el reblandecimiento del material. Esta tltima
formulacién puede ser considerada como la formulacién diferencial de la aproximacién integral del
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dafio no local. Aunque existen diferencias significativas en la derivacién del modelo matematico
asi como en la implementacién numérica asociada.

En el presente trabajo se va a tratar el dano no local mediante la formulacién integral. Esta
formulacién es mas sencilla de implementar porque no se debe incluir otra ecuacién en el problema
inicial, permitiendo trabajar directamente con las deformaciones obtenidas en cada iteracion.

4.1. Formulacion integral

Partiendo de la definicién de dafio local utilizado para el caso de un elemento d = Ve : CV : €,
se define el dano global en cada punto de evaluacion mediante la formulacién integral como la
integral del dano local en un dominio predefinido, ponderada con el area del dominio

er Ve:CO: ed)
er dQ

Donde el dominio €. estd predefinido segiin la afectaciéon por el reblandecimiento de cada
material.

dy = (2.82)

A la préctica, para implementar el dafio global, se sumara en cada punto de Gauss, el dafio de
los puntos de Gauss que estén dentro del dominio de influencia (£2.)

B Zieﬁe Ve 1 CV: € - wpe - wpy|J|

d
I Zieﬂe ‘wpe - wpy|J|

(2.83)

El dominio 2. se define como el espacio que encierra una circunferencia de radio [, = aL;. Con
L, la longitud horizontal de la placa y a una constante que dependerd del material. wp; son los
pesos del punto de Gauss y |.J| el determinante del jacobiano.

Una vez definido el dano global se introduce a la matriz de rigidez tangente obtenida para el
caso de un elemento y se resuelve el problema mediante los distintos métodos planteados.

K = / (1-dy) BTC°BdS) —/ diBTCOBu@)BTCOBudQ (2.84)
Q Q %g

En un principio se considera que la matriz de rigidez tangente no varia con la nueva definicién
de dano global. Este planteamiento no es correcto, pues la linealizacién de las fuerzas internas no
es completa’, pero por lo menos nos permite obtener una variable de dafio (dg) independiente de
la malla utilizada.

9La convergencia a la solucién dejara de ser cuadrética y serd menor cuanto mayor sea la longitud ..
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1. Método explicito

Siguiendo la formulacién expuesta en [18], el método explicito se basa en definir las derivadas
que aparecen con las ecuaciones de equilibrio como incrementos finitos A fe.;, Au y At.

A partir de estas definiciones, la ley de carga se describe mediante incrementos sucesivos, igual
que la ley de desplazamientos.

Considerando que el equilibrio se define con la siguiente expresion,

Ma = feact - .fint (31)

con M la matriz de massa, a la aceleracion, f..: las fuerzas externas aplicadas y fi,: las fuerzas
internas del dominio, podemos discretizarla en el espacio temporal; obteniendo , en el instante de
tiempo n, la ecuacién que sigue.

Man = fert,n - fint,n (32)

Las fuerzas internas fin: , se obtienen a partir de la matriz de rigidez y los desplazamientos en
el instante de tiempo n.

Con estas fuerzas internas se calcula el vector de fuerzas residuales R que serd usado para
calcular el desplazamiento para el paso de tiempo en el que estamos trabajando.

Rn = fewt,n - fint,n (34)

Llegado este punto, solo resta actualizar los desplazamientos. Para ello, en primer lugar se
encuentra el valor de la aceleracién en el instante n. A partir de la aceleracién podemos saber las
velocidades en el instante de tiempo n + % y los desplazamientos en el instante n + 1 mediante las
aproximaciones siguientes.

a. —
" At (3.5)
Unp4+1—Un
Upyl = At

Operando se puede extraer que:

V11 =0, 1+ ants
? : (3.6)

Up41 = Up + 'Un+%t3

2. Meétodo implicito

La principal diferencia entre el método explicito y el implicito, es que en el implicito se reconoce
que la solucién obtenida para cada paso de tiempo utilizando el método explicito no es la real.
A partir de esta hipdtesis se realizan pasos intermedios para poder encontrar la solucién exacta
en cada paso de tiempo. Estos pasos intermedios consisten simplemente en anadir un esquema
iterativo en cada paso de tiempo, de tal forma que se encuentre una solucién que satisfazca la
condicién de convergencia impuesta.

Si partimos de una condicién de equilibrio definida por la funcién G que depende de los de-
splazamientos en los nodos u y de las fuerzas externas f..;, podemos establecer una ecuacién de
equilibrio que toma la siguiente forma:
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G(u> fe:rt) = g(u) - f(.fezt) =0 (37)

Para encontrar las funciones g(u) y f(fext) se utilizan las ecuaciones de equilibrio de la dindmi-
ca. Asi, la funcién de equilibrio se escribe como se muestra en la siguiente ecuacion.

G(uv feazt) = fdin - R =0 (38)
Dénde fiin, = Ma es la fuerza dindmica del elemento. M es la matriz de masa del elemento,
a representa la aceleracién del elemento y R la resultante de las fuerzas aplicadas en los nodos.

Esta resultante vendra definida por la diferencia entre las fuerzas externas aplicadas a los nodos y
las internas debidas a los desplazamientos.

R = fe:ct - fint (39)

2.1. Discretizacién temporal

Con la ecuacion de equilibrio, se procede a discretizar el espacio temporal del problema. De
esta forma se evalian los distintos campos en los instantes de tiempo n + 6.

G(Un+9, feact,n+9) - fdin,n+9 + fint,n+9 - femt,n+9 =0 (310)

Los distintos esquemas implicitos vendréan dados por los valores de 6 que se definen a contin-
uacion.

1 Euler hacia atrds (orden 1)
=1 Crank-Nicolson (orden 2)

2.2. Método de Euler hacia atras
2.2.1. Forma general

Aplicando el método de discretizacién del campo de desplazamientos, Backward Euler (Euler
hacia atrds), se obtiene la discretizacién del vector aceleracién en el instante n como se muestra.

Un+1—Un

ar Y

At

n—

[N

(3.11)

a, =

Dénde v,,_1 es la velocidad en el instante de tiempo n — %, funciéon de u,, y u,_1 conocidos.

At es el intervalo de tiempo entre pasos.

Como estamos trabajando con un método implicito, la funcién de equilibrio se evalia en el
instante n + 1. Asi, suponiendo que tenemos equilibrio en este instante, se obtiene la ecuacién de
equilibrio (3.12).

Gn+1 = Man + fint,7z+1 - .fea:t,7z+1 =0 (312)

2.2.2. Caso elastico lineal

Si se considera que el material es elastico lineal y que no hay efecto del dano, el problema
se simplifica considerablemente, pues las fuerzas internas en los nodos son funcién lineal de los
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desplazamientos. Asf, conocida la matriz de rigidez para el caso eldstico lineal (K), podemos
escribir las fuerzas internas en el instante de tiempo n + 1 como.

Sintnt1 = Knp1nt1 = Kupp (3.13)

Si introducimos la expresién (3.13) en la ecuacién de equilibrio (3.12), se obtiene una nueva
expresion de la funcién de equilibrio para el método de Euler hacia atrés.

Gn—i—l = Dn+lun+1 - Rn+1 =0 (314)
Donde:
M
Doy = [M + Knﬂ} (3.15)
M /u
Rn+1 = l:At (XZ =+ vn—%) + fe;ct,n+1:| (316)

2.2.3. Caso de dano is6tropo

Si seguimos con la notacion del caso elastico lineal, tenemos que se debe satisfacer la ecuacion
de equilibrio en cada incremento de tiempo, que para este caso se escribiria como:

GZH = DZ+1”Z+1 -R,11=0 (3.17)
con
M
Dy, = |:At2 + Kf,nﬂ} (3.18)
M ru,
Rn+1 = l:At (E + 'Un—%> + fewt,n+1:| (319)

Podemos apreciar que las matrices que intervienen en el problema varian en cada iteracién
implicita, con lo que debemos introducir su calculo dentro del bucle de iteraciones implicitas. Esta
variacion supone un aumento considerable del coste computacional del problema, pero este incon-
veniente se compensa con la posibilidad de hacer pasos de tiempo maés grandes sin que aparezcan
inestabilidades.

2.3. Método de Crank-Nicolson

2.3.1. Forma general

En este caso la funcién de equilibrio se puede escribir como:

Gn+% = Ma’n+% + fint,nJr% - fe:ct,nJr% =0 (320)

Esta ecuacion de equilibrio se puede interpretar como un sistema de ecuaciones con derivadas
de primer orden. Asi, tomando como variables el desplazamiento y la velocidad, la ecuacién de
equilibrio equivaldria al siguiente sistema.
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{ Mé— R =0 (3.21)

u—v=0

A partir de este sistema se definen las variables f y b como:

() e (2

Tales que f =b.

Entonces, evaluando los desplazamientos en el instante de tiempo n + 6, se tiene que fn+9 =
b, 1¢. Si definimos:

. _ fn—&-l — fn
Srnvo = AT (3.23)

Se obtiene la expresién del desplazamiento en el instante n + 1 para el caso de 6 = % que
tendra la forma siguiente.

2

At
un+1 = Up + Atvn + Tan+% (324)

Otra forma de deducir la expresion del desplazamiento en el instante n + 1 es discretizando la
aceleracion. La aceleracién en el instante de tiempo n+% puede estar definida por las aceleraciones
en los instantes de tiempo concomitantes o por las velocidades en estos mismos intantes. De esta
forma podemos definir el valor de la aceleracién a,, 1 con dos expresiones distintas.

ant+1+an,

a, g = (3.25)
Un+1 + v,
a3 =" (3.26)

Si igualamos las expresiones anteriores y aislamos la velocidad en el instante n + 1, se obtiene:

At
Vnil = Vn + - (@ni1+an) (3.27)

Aplicando el mismo procedimiento a la velocidad en el instante n + % se obtiene el valor del
desplazamiento en el instante n + 1 como:

2

At
Upt1l = Up + Atv, + e (ant1+ an) (3.28)

Finalmente, introduciendo la expresién(3.25) en la anterior, se obtiene el desplazamiento en
funcién de la aceleracién en el instante n + %

2

At
Upq1 = Uy + Atv, + TCLnJ’_% (3.29)
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2.3.2. Caso elastico lineal

De la misma forma que para el método de Euler hacia atras, para el método de Crank-Nicolson
se obtiene una nueva expresién de la ecuacién de equilibrio. A partir de las expresiones (3.26 y
3.27), introduciéndolas a la ecuacién de equilibrio (3.13), se define la ecuacién de equilibrio para
el método de Crank-Nicolson.

G,i1=D, 1up1— R, 1 =0 (3.30)
Donde:
2 1
2 /u, 1 1
RnJ’,% =M |:At (E + ’Un):| - 1 (Kn+1 + Kn) Up, + § (.fe:vt,n-ﬁ-l + .fewt,n) (332)

Para la obtencién de la matriz D, 1y R, 1 en este caso, se ha considerado que el desarrollo de

las fuerzas internas y externas en el instante n+6 = n+% se define como se muestra a continuacién.

Kn+1 + Kn . Up 41 + un,

5 5 (3.33)

fint,n-‘re = fint,n+9(un+9) = Kn+9un+0 ~

.fe:bt,nJrl + fextin
feact,n-&-@ ~ 22 (334)

2.3.3. Caso de dano isétropo

Para el caso de elasticidad lineal, los resultados obtenidos para este método son los mismos
que los obtenidos con el método de Newmark. Esto se debe a que la formulacién del método de
resolucién de Crank-Nicoloson es la misma que para el método de Newmark con los pardmetros

_1 _1
Yy=3vyB=73
Teniendo en cuenta esta consideracion, para el caso de dano isétropo solo se define e implementa
el método de Newmark.

2.4. Meétodo de Newmark
2.4.1. Forma general

Newmark, a diferencia del método de Crank-Nicolson, propone que el equilibrio se obtenga en
el instante de tiempo n + 1.

Gn+1 = ManJrl + fint,n+1 - fext,l =0 (335)

Pero la principal diferencia que existe respeto los dos métodos comentados anteriormente es
que se propone una discretizacién del campo de deformaciones y de velocidades con la aparicién
de ciertos parametros de ponderacién de los valores de los campos en los instantes contiguos. Es
decir, el campo de desplazamientos en el instante n 4+ 1 depende de la velocidad en el instante n y
de la aceleracién ponderada en el instante n y n + 1 segin se muestra en la siguiente ecuacién.

At?
Upi1 = Uy + Atwo, + - [(1—-28)a, + 28an,+1] (3.36)
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De la misma forma, la velocidad en el instante n+1 depende de otro parametro.

Upt1 = U + AL[(1 — ) apn + yan+1) (3.37)

Es importante destacar que las expresiones (3.20) y (3.21) resultantes del método de Crank-
Nicolson son equivalentes a las del método de Newmark, tomando v = % y 8= %. Por este motivo,
en la implementacién del método se tomaran estos valores.

Con estos valores, la expresién de la aceleracion en el instante n + 1 (a,1) se escribe como:
Apy1 = —=3x;—— —an (3.38)
2.4.2. Caso elastico lineal

Para el método de Newmark con pardametros v = % y B = % se sigue el mismo procedimiento,
obteniendo la ecuacién de equilibrio siguiente.

GnJrl = Dn+1un+1 - Rn+1 =0 (339)
En este caso,
4
Dn+1 = @M + Kn+1 (340)
4 ru,
R, w.=M AL (Kt + 'Un> +an| + fextnt1 (3.41)

Es importante percatarse de que el vector R es distinto a R. Pues R es el vector de fuerzas
resultantes y R es el vector de fuerzas residuales, el cual s6lo depende de la fuerza externa en el
instante (n + 1) y de los desplazamientos en los instantes de tiempo previos.

Cuando tenemos definida la funcién de equilibrio, aplicamos la hipdtesis que asume el método
implicito. Suponemos que no se cumple el equilibrio para el valor del desplazamiento en el instante
(n+1) (G(41) # 0) y buscamos mediante iteraciones el valor del desplazamiento en la iteracién

k (u’fnﬂ))tal que cumpla:

Gécn+1) = D(n+1)“’(€n+1) —R(i1) =0 (3.42)

En el caso del método de Crank-Nicolson la matriz D, 1) y el vector Ry, 1) serian la descrita
con la notacién D(nJr%) y R(nJr%).

Se puede observar que la matriz D es la misma en cada iteracién del mismo paso de tiempo.
Esto se cumple en este caso porque se supone elasticidad lineal y se desprecia el efecto de la
variacién del desplazamiento en cada iteracion sobre la matriz de rigidez.

Si aproximamos la funcién G’(“n +1) podemos escribirla en funcién de las iteraciones precedentes.
leakan
k _ k-1 k

Donde
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— = D41y (3.44)
|: ou (n+1)
Por lo tanto,
G,(cn-ﬁ-l) = G](C'n_—‘:l) + D("+1)5u?n+1) (3.45)

A partir de esta expresién, si suponemos que se llega al equilibrio en la iteracién k, podemos
obtener la variacién del desplazamiento en cada iteracién como

5ul(€n+1) = 7(D(n+1))71Gl(€n__:1) (346)

Asi, el desplazamiento en la iteracién k sera:

k k=1 k
U(n+1) = u(n+1) + 5“(n+1) (347)
Con este procedimiento se itera hasta que la funcién G”(“n +1) cumple con la condicié de equilibrio,

es decir, su médulo es menor que una cierta tolerancia (€| fezs n+1l)-
HGl(cn—i-l)H < €||fewt,n+1|| (348)

2.4.3. Caso de dano isétropo

Siguiendo los mismos pasos que en el método Euler hacia atras, se describe la ecuacién de
equilibrio del problema como:

Ghy1=Dyyupy — Ry =0 (3.49)
En este caso,
Di = |- vtk
n+1 — rtg + t,n+1 (3.50)
4 ru,
Rn+1 =M Kt (Kt + vn) +an| + fezt,n+l (351)

2.4.4. Propiedades. Conservaciéon de la energia

Una vez obtenidos los resultados del test de impacto para los distintos métodos, se deben validar
y comprobar que se cifien a las hipétesis formuladas inicialmente. Esto lo hacemos mediante la
comprobacién de la conservacién de la energia, siguiendo los pasos establecidos en [19].

En el planteamiento del problema se parte de la premisa de que para el caso elastico lineal, la
energia se conserva y con esta hipdtesis se extrae la ecuacién de equilibrio que gobierna el problema.
Asi, si demostramos que durante la resolucién del problema dindmico la energia se conserva, y los
resultados asi lo muestran, podemos decir que el método utilizado es correcto.

Este analisis se hace para el método implicito de Newmark. Este método es el que no presenta
inestabilidades ni variaciones a lo largo del tiempo. De esta forma, si logramos verificar sus resulta-
dos y su estabilidad de forma incondicional, podemos comparar los otros métodos con el resultado
correcto.
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En primer lugar se define un potencial de energia (') que tiene en cuenta la energia dindmica
del elemento (Wy;,) v la energia eldstica interna del elemento(W?).

Con )
Wi = 5 [ plllPao
Q

1
We:f/a':edﬂ
2 Ja

El principio de conservacién de la energia se puede establecer con la siguiente relacién.

dw  dWyy  dW,

eV deis + dWemt
dt dt dt

i | il (3.53)

Donde Wy;; es el trabajo realizado por las fuerzas de disipacién que aparecen con el dafio (fgis)
y Wezt es el trabajo realizado por las fuerzas externas aplicadas (fezt)-

Definido el potencial de energia, se discretiza en el espacio temporal y se integra en un incre-
mento de tiempo [tn,t,11], quedando de la forma:

n

tnt . .
AW = W] = (Wi + W] = / (—|Wdi5\ + Wemt) dt (3.54)
t

n

Si consideramos que nos encontramos en el tramo elastico del problema, es decir, que la variable
~ n+1
de dafio no crece; podemos afirmar que [W], " = 0.

La integral del potencial en el incremento de tiempo se puede reescribir como:

AW = WmH —wn = (Wi L wrt ) — (W W) = (W W )+ (WP — W) (3.55)

din din
Con
n+1 1 2 n41 1
Wiin =5 pllvny1]7dQ ; w, == Ot : €Ent1dS)

2 Ja 2 Jo

n 1 9 .1
Wdin =3 pan” dsQ) 5 We = = Op . GndQ
2 Ja 2 Ja

Llegados a este punto, si discretizamos el espacio y integramos numéricamente los campos
podemos escribir las variables anteriores de forma matricial, quedando de la forma siguiente.

1 1
Wiin' = §(v"+1)TMv”+1 Pt = §(un+1)TKUn+1
1 1
Wi, = 5(vn)TM'un ;o W= §(Un)TKun

Siendo M y K las matrices de masa y de rigidez respectivamente.

Aplicando la formulacién matricial a las variaciones de energia interna y de energia dindmica
se pueden escribir con las siguientes ecuaciones.
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1
AWain = (Wit = W) = 5 Wags = vn)" M (0041 + ) (3.56)
1
AW = (WIHH = W) = 5 (s — )" K (g + ) (3.57)

Tal como se ha mencionado, se asume que la integraciéon temporal se hace mediante el método
de Newmark con los parametros v = % y B = %. Este método relaciona los desplazamientos,
velocidades y aceleraciones en los distintos pasos de tiempo como:

{ "t = u,, + Atv,, + ATR (an + any1)

v =, + 5 (an +an)

De lo que se puede deducir que:

{ (un+1 - un) =&t (vn-l-l + vn)

Entonces, introduciendo las ecuaciones anteriores a las (3.56) y (3.57) se obtiene que las varia-
ciones de energia se expresan como se muestra.

At
AWyin = I (vn-‘rl + 'Un)T M (a'n + an-‘rl) (3'58)
At T
AWE = Z (’Un+1 + 'Un) K (un+1 + Un) (359)

De esta forma, la variacion del potencial de energia viene dada por la siguiente expresién.

At
AW = e (Vns1 + )" [M (an + @ni1) + K (Uni1 +up)] =

At

= Z (vn+1 + vn)T [.fdin,n + fdin,n+1 + fint,n + fint,nJrl] =

At

= o @ +02)" [(Fain + Fine) + (Fain + Fint) ] (3.60)

Por otro lado, tal como se define en la ecuacién de equilibrio:

fext = fdin +flnt

Introduciendo la ecuacién anterior en (3.60) se obtiene la expresién final de la variacién de
energia.

At
AW = Z (vn+1 + 'Un)T [.feact,n + .fext,n+1] (361)

Si particularizamos el resultado anterior para el caso eldstico sin carga, es decir, no hay fuerzas
exteriores aplicadas sobre el elemento (fe.: = 0); la variacién del potencial de energia es nula.

AW =0



3. IMPLEMENTACION DE LOS METODOS DE RESOLUCION 37
3. Implementacion de los métodos de resolucion

Una vez justificados los métodos de resolucién que se pretenden analizar, en este apartado se
procede a describir la implementacion de cada uno de los métodos para los distintos modelos de
dano definidos en el capitulo anterior.

Al tratar con distintas aproximaciones temporales de los distintos campos, la implementacién
para cada modelo serd distinta segin el método de resolucién. Asi, es necesaria una descripcién
especifica del método de resolucién en el modelo de dano analizado.

En primer lugar se realizara una descripcién de la rutina implementada por J. L. Curiel, sobre
la cual se trabaja en la implementacion del resto de casos.

3.1. Rutina de partida

Se hace un andlisis de la rutina existente, describiendo las subrutinas que intervienen y refe-
renciando a la formulaciéon del modelo de dano para composites. Debe destacarse que esta rutina
estd pensada para la implementaciéon del caso de dano anisétropo con un método de resolucién
explicito.

Para realizar este andlisis se presenta, en primer lugar, un diagrama que muestra la secuencia
que sigue el programa para llegar a la solucién.

ExpTensionTest
/ ExpCompressionTest <=
Elastmatplate ExpShearTest

Geomat I:>I Plate I I Compositeplate I

Composite
\ / K Elastmatplate
el

=

Inicializacién |
SZ
Puntos de Gauss |
2
Incremento de tiempo critico | < I Critts I
SZ
Matriz de masa |

SZ

Fuerzas externas nodales

Actualizacién de posiciones |

SN2
Operador deformacion

SNZ

Deformacion a los puntos de Gauss

S

Tensor constitutivo |<:| I Compmod / Damgt |
SN2

Matriz de rigidez | < I Stiff I
N2
Fuerzas internas del elemento |
SN2

Fuerzas residuales |
SZ

Solucién mediante método explicito |

Bucle de pasos
de tiempo

Figura 3.1: Diagrama de las subrutinas que intervienen
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3.1.1. Descripcion de las subrutinas

Una vez presentado el diagrama que sigue el programa, se procede a describir las subrutinas
que intervienen en el cdlculo. En la descripcién de las subrutinas se hablard de las variables que
intervienen, las entradas que necesita, los procesos que sigue y los resultados o salidas que pro-
porciona. Todos los procesos y variables se referenciaran en la formulacién del modelo de dano
propuesto por J.L. Curiel [6].

Compositeplate Esta es la subrutina que se debe llamar para correr el programa. Partiendo
de esta se van utilizando todas las demds para llegar al resultado final. Por este motivo, en esta
rutina se describe el elemento que se va a utilizar, asi como se obtienen todos los datos para poder
realizar el anélisis.

En primer lugar se define el tipo de esfuerzo al que estd sometido el elemento, determinando
si se trata de un test de compresion o de tracciéon. Es importante determinar el tipo de esfuerzo
porque de él dependen las variables de dano que van a intervenir en el problema. Definido el tipo
de esfuerzo se llaman las subrutinas referentes a los test reales, que contienen todos los datos para
el caso de compresion, traccién o cortante definidos en el articulo de P.D. Soden [20]. Las rutinas
a las que nos referimos son:

- ExpTensionTest
- ExpCompressionTest
- ExpShearTest

Una vez tenemos los datos del test introducidos, la subrutina define el elemento con toda su
topologia. Se trata de un elemento hexaédrico de 8 nodos, con los movimientos restringidos en
una cara y las fuerzas externas aplicadas a la opuesta. Para clarificar la geometria, condiciones de
contorno y fuerzas externas se presenta la siguiente imagen (Figura 3.2).

Pz 7

Figura 3.2: Elemento hexaédrico de 8 nodos con las condiciones de contorno y cargas aplicadas

Cuando tenemos definida la geometria, las condiciones de contorno y las cargas aplicadas, se
debe definir el material del elemento. Para esta eleccién, la rutina incorpora tres posibles subrutinas
que debe elegir el usuario. Estas subrutinas, que incorporan los datos referentes al material del que
estd compuesto el elemento, son:

- Elastmatplate

- Geomat

- Composite

Después de la definicién del material, se debe elegir el método de resolucién que se va a utilizar.

Por 1ltimo, la subrutina compositeplate da paso a la subrutina main para que siga con el calculo.
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Main Tal como indica el nombre, esta es la subrutina principal. Una vez introducidos los datos
del problema por la subrutina precedente, main se encarga de resolverlo, haciendo uso de otras
rutinas necesarias para la realizacién de los pasos intermedios.

Asi pues, en primer lugar se inicializa el proceso, poniendo a cero todas las variables que van a
ser utilizadas.

A continuacién se definen los puntos de Gauss, junto a sus pesos correspondientes, que se
utilizaran para el cdlculo de las integrales. Al ser un elemento con anélisis lineal, s6lo serd necesario
un punto de Gauss. Este punto coincidird con el origen de coordenadas del elemento. En la rutina
se define el punto de Gauss (poi) y su peso (wp) como

poi = (0,0,0)
wp = (2,2,2)

Para el célculo de la matriz de masa se utilizaran 4 puntos de Gauss definidos en las matrices
POl y wp como:

1 _ 1 _1
Vi V3 /B
1 1 1
V3 V3 V3
1 1 1
V3 V3B
1 1 1
. V3 V3 V3
por=1 _1 1 _ 1
1 1 1
Vi V3 V3
11 1
Vi V3 V3
11 1
Vi V3B
11 1
11 1
11 1
1
YP=11 11
11 1
11 1
11 1

Una vez definidos los puntos de Gauss, se define el incremento de tiempo critico. Debemos
recordar que el método de resolucién es explicito, por lo que puede presentar ciertas inestabilidades
para pasos de tiempo demasiado grandes. Para la determinacién del paso de tiempo critico (ts) se
utiliza la subrutina critts.

Al tratar-se de un problema temporal, en el cdlculo interviene la matriz de masa. Asi, después
de haber definido el paso de tiempo critico, se define esta matriz mediante la expresion:

M;; = / pNIN;dQ (3.62)
Q

Con N; y N; las funciones de forma del nodo 7 y j, respectivamente.

Después de la definicion de la matriz de masa, se asignan las fuerzas externas a los nodos. Como
se trata de un modelo de dano, la fuerza aplicada a los nodos serd incremental, es decir, a cada paso
de tiempo ésta se incrementara hasta llegar al estado 1ltimo. En este caso el incremento serd lineal,
es decir, el incremento de carga entre cada paso de tiempo serd igual y serd proporcional a la carga
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total final. En esta subrutina también se da la opcién de aplicar la carga de un solo golpe, es decir,
toda la carga final se aplica en una unica iteracion. De esta forma la carga total y incremental se
pueden describir como:

femt = ferctpmal para tO

i1 (3.63)
fea:t = njfextF'inal para t > tO

Donde n es el nimero de pasos de tiempos totales definido por el usuario y i es el paso en que
nos encontramos, siendo ¢ = 1,2,..,n. Con feztp,,., = 50 MN.

Es importante actualizar la posiciéon de los nodos en cada paso de tiempo porque el efecto de
las cargas externas no serd el mismo si los nodos se desplazan significativamente. De esta forma,
las posiciones actualizadas se obtendrdan de la forma

Para la resolucion del problema mediante el método de los elementos finitos, es necesario definir
las funciones de forma del elemento, asi como sus derivadas respecto los distintos ejes. Estas
funciones se definen sobre el elemento paramétrico de lado unidad, asi que también serd necesario
el Jacobiano para hacer la transformacion. Este conjunto se define en la subrutina bmatriz. Esta
subrutina esta incluida en el bucle de pasos de tiempo porque se considera que los desplazamientos
de los nodos pueden influir en el comportamiento del elemento. Si se considerara un problema
estatico, es decir, que los desplazamientos en los nodos fueran despreciables, esta subrutina podria
excluirse del bucle, reduciendo el coste computacional.

Obtenida la matriz B, podemos determinar la deformacién en cada nodo. Este paso se realiza
en la subrutina strainnod. Para obtener el tensor constitutivo del modelo de dano propuesto,
serd necesario obtener el valor de la deformacién en el punto de Gauss. Esta deformacién se obtiene
en otra surbrutina, strainpoi, que depende de los valores de la deformacién en los nodos obtenidos
anteriormente.

Para hallar el tensor constitutivo del material se utilizan dos subrutinas. Una si se considera
que el material tiene un comportamiento eldstico lineal y otra considerando un estado inelédstico
con la aparicién de dafio. En el primer caso (caso eldstico) se activa la subrutina compmod, si se
considera el efecto del dano en el material se usa la subrutina damgt.

Una vez tenemos el tensor constitutivo del material, la matriz de derivadas de las funciones de
forma, su jacobiano y el conjunto de pesos de los puntos de Gauss podemos calcular la matriz de
rigidez. Este cédlculo se realiza en la subrutina stiff.

A partir de la matriz de rigidez y de los desplazamientos obtenidos en el paso de tiempo previo
se obtienen las fuerzas internas en los nodos.

Con estas fuerzas internas se calcula el vector de fuerzas residuales R que sera usado para
calcular el desplazamiento para el paso de tiempo sobre el que estamos trabajando.

Rn = fezt,n - fint,n (366)

Llegado este punto, solo queda actualizar los desplazamientos en los nodos. Esta accién se
realiza mediante un método explicito. Es decir, se utiliza el vector de fuerzas residuales, encontrado
a partir de los desplazamientos en los nodos del paso de tiempo previo, para determinar el campo
de desplazamientos en el paso de tiempo corriente.

En la subrutina se definen dos algoritmos para encontrar el nuevo campo de desplazamientos.
Uno segin el método Europlexus y otro mediante el CDM. El usuario puede elegir cudl es el que
quiere utilizar.
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En el siguiente esquema se detalla el algoritmo para el método Europlexus.

a, =M1 R,
'Un_,'_% = 'Un_% —+ ants (367)
Upp1 = Up + Uy, 1Ls

El proceso iterativo sigue hasta que se llega al nimero de pasos de tiempo indicados por el
usuario al ejecutar la rutina.

Una vez obtenidos los valores para cada paso de tiempo, solo queda el postproceso de los
resultados, en el cual se obtienen las diferentes graficas que nos serviran para interpretar el com-
portamiento, tanto del programa como del material.

Subrutinas auxiliares

La subrutina elastmatplate contiene los valores del médulo de deformacién, coeficiente de Pois-
son y densidad referentes a un material elastico isétropo. Las valores introducidos son:

E=1,0-10"* MPa
v=20,0
p=1000 Kg/m3

Es importante destacar que estos valores seran los utilizados en el analisis del caso lineal elastico
y de dano isétropo.

La subrutina Geomat contiene las mismas variables referentes al material que la anterior, pero
para el caso de material elastico ortétropo. Esto implica que habrd un parametro diferente para
cada una de las tres direcciones. También contiene los valores de los pardmetros referentes a la
resistencia del material, el nimero de modos de fallo, parametros de fallo y variables de dano
iniciales.

La subrutina Composite contiene los valores de los pardmetros de un material compuesto
anisotropo.

En la subrutina critts se define el paso de tiempo critico que no debe ser superado si se quieren
evitar los posibles inestabilidades en la resoluciéon por el método explicito.

Para obtener el tiempo critico, esta rutina, necesita unos datos. A continuacién se mencionan
los inputs que necesita y los outputs que obtiene.

Inputs: E, p, X (Matriz de coordenadas de los nodos)
Outputs: ts

En primer lugar se determinan las longitudes de cada arista. Obtenidos estos valores se escoge
el valor de la arista mds corta (Le). Asi, se determina el paso de tiempo critico (ts) como:

Le
E/p

ts = (3.68)

Compmod Una vez tenemos las deformaciones, necesitamos saber la expresion del tensor consti-
tutivo del material para poder obtener los desplazamientos actualizados. Este tensor constitutivo,
en este programa, toma dos formas distintas dependiendo de si se considera el efecto del dano en el
material o no. En el caso de que consideremos un material isétropo o ortétropo, pero sin dano; la
subrutina a utilizar para determinar el tensor constitutivo serd compmod. En el caso que el material
considerado sea el material compuesto con efecto del dano, la subrutina a utilizar serd damgt.
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Asi pues, en la subrutina compmod, se obtiene el tensor constitutivo constante tanto para el
caso isétropo como ortétropo.

Para el problema de material isétropo, el tensor constitutivo se expresa segin la matriz C
calculada como se indica.

1/E —v/E —v/E 0
-v/E 1/E —v/E 0
-v/E —-v/E 1/FE 0

o o oo

D= 0 0 0 1/(2G) (3.69)
0 0 0 0 1/(2G)
0 0 0 0 0 1/(2G)
Donde G = ﬁ
C=D"! (3.70)

Damgt La subrutina damgt, como ya se ha comentado anteriormente, proporciona el tensor
constitutivo en el caso del efecto del dafio. Esta subrutina incorpora la formulacién referente al
modelo de dano propuesto. Por este motivo, serd una subrutina muy importante en el proceso de
calculo.

En la tabla! que se muestra a continuacién aparecen los inputs que necesita y los outputs que
obtiene.

Inputs: eps, n, timestep, w
Outputs: C\, w, ¢, o

En primer lugar se inicializa el proceso definiendo unas nuevas variables (epsbd y sigb4d)donde
se guardard el valor de la deformacion y tensién en el paso de tiempo previo, permitiendo calcular
la derivada temporal discretizando mediante diferencias hacia atras.

A continuacién se introducen los datos referentes a la curva tensién-deformacién para el exper-
imento de tensién de corte AS4/3501-6.

A partir de estos pardmetros se obtiene la expresién del tensor constitutivo del material no
daniado (C) que, expresado en forma matricial, queda de la forma siguiente.

r l—vagvss V12 —V32V13 V13 —V12V23 0 0 0 .
E2E3A E1E3A E1E2A
V12 —V32V13 1—vi3vs V23 —V21113 0 0 0
E1E3A E1E3A E1E2A
V13—V12V23 V23 —V21113 1—viov9 0 0 0
C E1E2A E1E2A E1E2A (3 71)
- 0 0 0 G812 0 0 ’
0 0 0 0 G523 0
0 0 0 0 0 G831
— 1-vi9v91—Vo3V30—V31V13— 2091 V32113
Con A = E1E2E3 :

Definido el tensor constitutivo no danado, entra en juego la formulacién del modelo de dano.
Para ello debemos definir en primer lugar los vectores directores de la evolucién del dano.

Una vez definidos los vectores directores se obtiene la derivada temporal de la deformacién en
el instante de tiempo corriente de la formas:

INotacién segiin lo definido en el apartado 2 del capitulo 2.
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€n —€p—1
ts

erate = € = (3.72)

El siguiente paso es escribir la matriz de dano M,,. Véase que, aunque se defina con la misma
notacion, esta matriz es distinta que la matriz de masa definida en la subrutina main.

[ = 0 0 0 0 0
= 0 0 0 0
0 0 ! 0 0 0
— 1—w
M,=| 0 o oy 0 (3.73)
0 0 0 0 1= O
0 0 0 0 0 =

Entonces, siguiendo el modelo de dano, se puede escribir el tensor constitutivo del material
danado usando la matriz de dafio y el tensor constitutivo no danado descrito anteriormente.

C,=M,'C (3.74)

Aplicando la ley constitutiva del material y usando la deformacién en el punto de Gauss obtenida
en la subrutina strainpoi, se determina el campo de tensiones en el elemento.

o=Cue (3.75)

Una vez obtenidas las tensiones del elemento se introduce el criterio de fallo. En primer lugar
se definen las funciones Fj;; para cada modo de fallo basadas en el campo de tensiones. Asi pues,
para los distintos modos de fallo, las funciones que intervienen son:

1. Rotura de fibras (traccién):

_ 1 . _ 1 ) _ 1 .
F11,1 — (A—w1)?2X222> F44,1 — (1—w4)25122> F66,1 — (1—we)283127
(3.76)
2 2 2
fi=0tFu1+05Fuq + 05Fs61
2. Pandeo de fibras (compresion):
_ 1 . _ 1 . _ 1 .
F11,2 — (I—w1)2X22%> F44,2 — (I—w4)?5122> F66,2 — (1—we)28312°
(3.77)
2 2 2
fo=o0iF112+0iF 2+ 05F66,2
3. Quebradura de la matriz en la primera direccién transversal (traccién):
_ 1 . o 1 } o 1 }
F22,3 — (I—w2)?X222? F44,3 — (I—w,)2S122° F55,3 — (1—ws)25232>
(3.78)
_ 2 2 2
fs=05F23+01Fu3+ 05F553
4. Aplastamiento de la matriz en la primera direccién transversal (compresion):
_ 1 . _ 1 ) _ 1 .
F22,4 — (A—w2)2X222> F4474 — (A—w,)Z5122° F55,4 — (1—ws)2523%° (3 79)

_ 2 2 2
fa=05F5 4+ 05Fiu4+ 05F554

5. Quebradura de la matriz en la segunda direccién transversal (traccién):
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_ 1 . _ 1 . — 1 .
F33,5 — (I—ws3)?X332? F55,5 — (1—ws)25232° F66,5 — (1—we)28312°
(3.80)
2 2 2
f5s = 05 335 + 05F55 5 + 05 F66 5
6. Aplastamiento de la matriz en la segunda direccién transversal (compresién):
Fys6 = m———trsmmm; Frs6 = m—ovoage; Fo6,6 = morosrs
33,6 — (1I—ws)2X332? 55,6 — (1—w5)25232 66,6 — (1—we)28312 ( )
3.81

_ 9 2 2
fo = 05F336 + 05F556 + 05 66,6

Como la formulacién del modelo de dano se basa en el espacio de deformaciones y no el de
tensiones, se definen las funciones Gjy;; como criterio de fallo en el espacio de deformaciones a
partir de las funciones Fj;;.

G, = CLF;C, (3.82)

Para cado modo de dano j =1,...,6.

Para definir las funciones de crecimiento del dano se utiliza el vector gradiente de las funciones
g;, que se define como se muestra en la siguiente ecuacién.

Vg, =€ (G;+ GT) (3.83)

Para cada modo de dano j =1,...,6.

A partir de este resultado se obtienen las funciones de crecimiento () como el producto escalar
del gradiente de las funciones g; y la derivada temporal de la deformacién. También se debe destacar
que las funciones de crecimiento no pueden ser negativas, asi que si sale un valor negativo para
estas funciones se tomara ¢ = 0.

$; = (ng7 6>Jr (384)

Para finalizar con la formulacién del modelo se define la regla de dano que sera introducida en la
matriz de dano M, definida al principio de la subrutina. Para definir la evolucién del dano, pues,
se aplican las funciones de crecimiento obtenidas sobre los vectores directores definidos también
con anterioridad. De esta forma se cierra el proceso, volviéndose a calcular en el paso de tiempo
siguiente el nuevo tensor constitutivo con el pardmetro de dano obtenido en el paso corriente.

w_rate = w = Z ©iq; (3.85)
J

Wy = W(p_1) + W - s (3.86)

Stiff Una vez obtenido el tensor constitutivo del material (C) para cada tipo de problema, se
debe obtener la matriz de rigidez del problema.Esta matriz se obtiene a partir de las matrices B;,
la matriz constitutiva del material y los pesos correspondientes para la integracién numérica.

Cuando tenemos las matrices para cada nodo ¢ = 1,...,8 y j = 1,...,8; solo resta hacer el
ensamblaje para obtener la matriz de rigidez total K.
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3.2. Algoritmos de los métodos utilizados

Una vez descritas las formulaciones, se puede establecer un algoritmo que describe los pasos
que sigue la rutina con la implementaciéon de un método de resolucién. Los algoritmos que se usan
para el caso de dano isotropo, se muestra en los siguientes diagramas de flujo.

Para el caso elastico lineal, los algoritmos serian muy similares. En este caso, solo se diferencian
en que no hay calculo de la variable de dano y que para los casos implicitos, la matriz tangente se
puede sacar fuera del bucle de las iteraciones para cada paso de tiempo.

Para el método de Crank-Nicolson solo se muestra el algoritmo del caso eldstico lineal ya que
en el caso de dano isétropo no se ha utilizado.

Inicializacién: tg, poi, wp, ts, M, 'f"""’tFinal

aN;
{N;, CEr Jacob, B, C}
Pasos de carga: n = 1,2, ..., npinal
- _n=1
fext,n = n,Fm@l—lfel‘tFmaz

Kint1=Jy 0—a)yBTcOBav — [y, 1BTCBu, 1 @ BTCOBu, qav
Fint,n = Knun
Rn = fext,n — Fint,n
Método Europlexus:

anp = Mflfin

U'n«%»% = 1)n7% + ants
Up 41 :un+vn+%t5

—w*
UYnt+lp = ¥n41

d= \/(un+1)TBTCOBun+1

Final del paso de carga: n = n 4 1

Cuadro 3.1: Algoritmo del método explicito para el caso de dano isétropo
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Tnicializacién: t(, poi, wp, &t, M, C, Featpm,

aN;
{N;, Crrd Jacob, B}

Pasos de carga: n = 0,1,2, ..., (N p;pqr — 1)
__ n
Fewtn+1 = np; o Fewtpinal
Kint1=Jy 1 - d)BTCOBav — fy, §BTCOBuyyy © BTCOBuy 1av
_ (M
Dyy1 = (Aﬂ *Kt,nJrl)

M [
Rpt1 = A7 (K% + ”n+;> + feat,nt1
2
Gpt1 =Dptiupny1 — Rpga
Iteraciones: k = 1,2, ...

k _ k -1 k-1
Sup iy =— (Dn+l) Grt1

ko k-1 k
U1 = Uppr t UL

k _ k TgTco k
d _\/(un+1) Bf C Bun+1

. k—1 .
SilGETII < epllfentnyrll v 116wk 111 < culluf 1):
— .,k
Un+41l = Ypi1

Fin bucle de iteraciones

k _ K\ T &0 1 5T o0 gk T o0 gk
KFo 1=y (l—d )B c®Bav - [, $BTcOBuk | @ BTCOBuk | dv

ko _ (.M k
Dpt1 = (‘M +Kt,n+1)

_ pk k
nt+1 = Pni1¥ni1 — Bntl

Fin de la iteracién

_ UYUn41—Un
UT,,+% = At

Un = U(ni1)

Final del paso de carga: n = n + 1

Cuadro 3.2: Algoritmo del método de Euler hacia atras para el caso de dafio isétropo

Tnicializacién: t, poi, wp, &t, M, C, Featpm,

ON;
{Ni, gzl Jacob, B}
Pasos de carga: n = 0,1,2, ..., (Mpinq — 1)

_ _ n
fewt,nt1 = pp—Fertpina
Kipy1=Jy Q—ayBTcOBav - [y, 1 BTCOBu, 1 @ BTCOBu, 1 qav

Dn+1 = (ﬁM + Kt,n+1)

Rpp1=M [ﬁ (% + ”71) + a.n} + fext,nt+1
Gnt1 = Png1¥nt1 — Rpp1

Iteraciones: k = 1, 2, ...

k _ k -1 k-1
sup iy =~ (D) ey

k _ k-1 k
U1 = Uy g H0UR Ly

k _ k TgTco k
d 7\/(un+1) Bl C Bun+1

. k—1 k
SilIGR T < epllfeatnarll y 8wl 111 < eullul 11
— k
Un+4+1l = Yp41
Fin bucle de iteraciones

k _ kY gT &0 1 5T 0 ok T 0 ok
KF 1=ty (1-aF)BTcOBav - [, 1BTcOBul  ; @ BTCOBuE av

_(_a k
nt1 = (Ap M+ Kt,n+1)
kE  _ pk k
Gnt1 = DPpy1vnyr — Bnga
k=k+1
Fin de la iteracién

Yntl—Un

n

Antl = T AF T 9n
4

Vn41 = % (an+1 + an) + vn

un = (nt1)

Final del paso de carga: n = n 4+ 1

Cuadro 3.3: Algoritmo del método de Newmark para el caso de dano isétropo
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Inicializacién: tg, poi, wp, At, M, C, fe“’tFinal

Pasos de carga: n = 0,1,2, ..., (M p;pq; — 1)

_ n

Fewt,nt1 = N Einal felt’Final
ON;

Ny, 81'; , Jacob, B},

X T
Knpt1 = Jy(Bpy1)” CBpq1dV
_ 2 1
D1 = ar Mt (Kupy + Kn)
Iteraciones: k = 1,2, ...
uwl ) =un

"2+1 = vYn

0 0
Yn+1 " Yn 0

a - At “Yn

ntg &

o T _ 0 1 0
GO, = Ma"Jr% + 5 (Kng1 + Kn)ud ) -

— 2 (un _ 1

Ropg =M (3 (&t +on)] - § (Knp1 + 50
k—1 _ k—1

n+1 = Dn+%un+1 - Rn+%

k=1
silIGE T > el feat,nll:

-1
k _ k—1
6un+1 = (D7l+%> Gn+1
k — k-1 k
U1 = Uppq T OUL L
Final de la iteracién: k — 1 =k
. k—1
silIGE T < ellfeat,nll:
k-1
Untl = Ypya
Up41—Un
— At
At
A 2
Vn4l1 = Tf (a‘n+1 + a,n) + vn

Final del paso de carga: n = n 4+ 1

a —Vn
n+%

)

-femt,n+1 + fezt,,n)

un + % (Fewtn1 + Fext,n)

Cuadro 3.4: Algoritmo del método de Crank-Nicolson para el caso elastico lineal
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1. Problema analizado

1.1. Caso elemental 3D

Una vez obtenidos los distintos algoritmos, éstos se aplican a la resolucién del problema para
un elemento las caracteristicas del cual se dan en este apartado.

1.1.1. Geometria del elemento

Siguiendo en la linea del analisis del programa piloto descrito anteriormente, se define la misma
geometria del elemento. En este caso se trata de un elemento hexaédrico no regular de dimensiones
iguales a las que se muestran en la siguiente figura (Figura 4.1).

2 m
\

Clx=4 m

0

2Lz

Figura 4.1: Geometria del elemento

1.1.2. Condiciones de contorno y carga aplicada
Las condiciones de contorno a considerar también son iguales que las definidas en el programa
piloto. De esta forma, el elemento esta empotrado en una cara y tiene el resto de caras libres.

Por lo que se refiere a las cargas externas aplicadas se sigue el mismo razonamiento. Se aplica
una carga en direccién del eje x y de valor 50M N en la cara opuesta al empotramiento.

Flut = 50M N

En la figura siguiente se muestra un resumen de la geometria, condiciones de contorno y cargas
aplicadas, teniendo en cuenta que la fuerza aplicada se divide en 4 fuerzas de valor P, = %
aplicadas a cada uno de los nodos de la cara donde se aplica la carga.

n
)

elx=4 n \ &

=02
<

o2

Figura 4.2: Condiciones de contorno y de carga consideradas para el analisis del elemento

1.2. Caso multielemental 2D
1.2.1. Definicién de la geometria y condiciones de contorno
Para realizar el andlisis multidimensional con dano no local se define una geometria sencilla que

nos permita analizar facilmente los resultados obtenidos con la formulaciéon implementada. Esta
geometria también debe ser comparable con alguna estructura real para poder ver si los resultados
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obtenidos son fisicamente creibles. Por otro lado, se debe tener en cuenta que no se pretende
estudiar el comportamiento de una estructura real, sino el comportamiento de la formulacién. Por
este motivo es importante que el conjunto analizado no tenga complejidades geométricas y que
se pueda discretizar con un nimero pequeno de elementos, evitando de esta forma que el coste
computacional del andlisis sea excesivo.

Cumpliendo con estas condiciones, la geometria escogida para el problema es la de una placa
rectangular, las dimensiones de la cual se definen en la siguiente imagen.

Ly=2m

Lx=4 m

Figura 4.3: Diagrama de las subrutinas que intervienen

Como podemos ver, las condiciones de contorno utilizadas son parecidas a las que teniamos para
el caso de un unico elemento. De esta forma podemos comparar en cierta medida el comportamiento
de ambos modelos.

De igual forma que las condiciones de contorno, las fuerzas externas aplicadas a la placa son
en la misma direccién que en el caso anterior.

2. Caso elastico lineal

Una vez tenemos definido el problema y los distintos algoritmos para los métodos implicitos
propuestos, se analizan los resultados y se comparan con el método explicito. Esta comprobacion
es importante porque nos permite ver la fiabilidad de los métodos, asi poder establecer cual es el
mas idéneo para la implementacion en el caso no lineal.

Es importante puntualizar que la implementacién de los métodos implicitos en el caso lineal no
aporta ventajas significativas, ya que estos métodos convergen al equilibrio en la primera iteracién.
Pese a que las ventajas de la implementacién para el caso lineal no sean evidentes, si lo seran, o
se espera que lo sean, para el caso no lineal. Asi pues, antes de la implementacién para el caso no
lineal es importante hacer una buena puesta a punto de los métodos, es decir, implementarlos para
el caso lineal y comparar los resultados, que deberian ser similares.

Para realizar este andlisis se trabaja con una malla de un tnico elemento 3D. Este elemento es
el definido anteriormente en el apartado 1.1.

2.1. Test de fuerza incremental

Para realizar este andlisis consideramos un test de compresion, con las fuerzas actuando tinica-
mente sobre la direccién x del elemento. El paso de tiempo (At), que es el mismo para todos los
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métodos, es el definido como critico en la subrutina critts (ts'). El nimero de pasos serd de 20
(nFinal = 20)

2.1.1. Evolucién de la deformacién con el tiempo

En primer lugar se muestra una grafica con la evolucién de la deformacién respecto los pasos de
tiempo. En este caso, se trabaja con la componente de la deformacion €., ya que es la inica que se
ve modificada por la actuacién de las fuerzas externas, recordemos que solo tienen la componente
x distinta a cero (Figura 4.4).

Se espera que la evolucién de la deformacién con el tiempo siga un comportamiento parabdlico.
Al tratarse de un problema dindmico (intervienen fuerzas dindmicas en la ecuacién de equilibrio),
este comportamiento viene dado por la dependencia cuadratica de los desplazamientos respecto
del tiempo.

Deformacion (epsilon xx) explicito vs implicito
Elastico lineal isotropo (pasos=20)

-0,002
-0,004 \-\-\‘
-0,008 - —] explicito
=>=implicito BE
0,01 —| =4=implicito Crank-Nicolson

== Implicito Newmark

Deformacién

-0,012
Pasos de tiempo

Figura 4.4: Evolucién de la deformacién €, respecto del tiempo para los distintos métodos

Podemos observar que hay cierta diferencia entre los distintos métodos. Se observa que el
método implicito de Euler hacia atrds (Backward Euler) da unos resultados ligeramente distintos
a los del resto de métodos. Este comportamiento es debido a que la aceleracién se calcula en el
instante de tiempo n, pero la fuerza aplicada es la del instante n + 1.

Para el caso de Newmark, las fuerzas externas seran las del instante n + 1, igual que la acel-
eracién. Asi pues, se puede ver que la deformacién del paso n del método de Newmark es inferior
a la deformacion del paso n del método BE porque la fuerza aplicada es menor.

Una cosa similar pasa con el método de Crank-Nicolson. En este caso la fuerza externa es la
del instante n + %, pero los desplazamientos se evalian en n + 1. De esta forma puede observarse
que la deformacién del método de Crank-Nicolson sigue la misma evolucién que para el método de
Newmark.

2.1.2. Tensién-Deformacién

Para poder demostrar que el comportamiento de los métodos es elastico lineal se muestra el
grafico de tensién-deformacién (Figura 4.5). En este grafico se representa la tensién o, respecto
la deformacién €.

Podemos ver que para todos los métodos se sigue una ley lineal con el mismo médulo de
elasticidad. Este comportamiento es correcto, ya que la tensién depende de la deformacién segin el

1Tal como se define en el apartado 3.1.1 del Capitulo 3:
Le

\/%

Con Le la longitud de la arista més corta, E el médulo de elasticidad y p la densidad.

ts =
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Grafico tension - deformacion

(test de compresién, pasos=20)

r T T T T T
-0,012 -0,01 -0,008 -0,006 -0,004 »O,w
2
/ a=t=Implicit BE
== Explicit
Implicit Crank-Nicolson
=== |mplicit Newmark

Tensién o11

Deformacion €11

Figura 4.5: Gréafico tension - deformacion para el caso elastico lineal

tensor constitutivo del material. Al estar analizando un caso eldstico lineal, este tensor constitutivo
es constante para cada instante de tiempo.

Los valores de las tensiones y deformaciones en cada paso de tiempo son muy similares para
los cuatro métodos. La pequena diferencia entre los valores para los distintos métodos se debe a
que para cada instante de tiempo, la deformacién calculada es distinta para cada método.

También se puede observar que el método implicito Backward Euler llega més lejos en la
evolucién lineal del gréafico tension-deformacién. Este comportamiento se debe a que, como ya se
ha comentado anteriormente, en este método las fuerzas externas se evalian en el instante n+ 1 y
la aceleracién al instante n, mientras que para los métodos implicitos Crank-Nicolson y Newmark
y para el método explicito esta evaluacién se hace en el instante n + % y n + 1, respectivamente.
Asi pues, en el instante de tiempo 20 para los casos de Crank-Nicolson, Newmark y explicito los
valores de la deformacion y la tensién serdn los equivalentes al instante 19 para el caso de Backward
Euler.

2.2. Test de impacto

Para verificar el comportamiento de los métodos implicitos y comprobar que son mas eficaces
que el método explicito, se realiza un test de impacto. En este test se pretende comprobar que para
un intervalo de tiempo superior al critico, el método explicito es inestable y los métodos implicitos
estables.

El test de impacto consiste en aplicar una fuerza en el primer instante de tiempo y después
retirarla.

El comportamiento esperado del elemento frente a esta accién y considerando el caso eldstico
lineal sin amortiguamiento, es que la deformacién siga un movimiento oscilatorio a lo largo del
tiempo.

En el caso del método explicito, si el paso de tiempo es superior al critico, se espera que la
deformacion siga un movimiento oscilatorio, pero con un aumento de la amplitud en cada ciclo.
De esta forma, el método se vuelve inestable, dando resultados claramente distintos a la realidad.

En cambio, par un método implicito, la amplitud del movimiento oscilatorio de la deformacién
se deberia mantener constante a lo largo del tiempo.

En este test se realizard el andlisis para cuatro casos con distinto paso de tiempo. Estos pasos
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Figura 4.6: Fuerza externa aplicada al elemento en funcién del tiempo en el caso de impacto

de definen con las siguientes prescripciones.

1. Paso de tiempo igual al definido en la subrutina critts (At = ts).

2. Paso de tiempo igual al critico obtenido con el valor propio de la matriz de rigidez maximo:
At = Aterip = 52

3. Paso de tiempo diez veces superior al critico (At = 10A¢qyi).

4. Paso de tiempo cincuenta veces superior al critico (At = 50Atqp¢).

5. Paso de tiempo en el que se inicia la inestabilidad

Para todos los casos se considera que el numero de pasos es 500.

Casol (At =ts)

En el gréfico que se puede ver a continuacién (Figura 4.7)se muestra la evolucién de la defor-
macién con los distintos métodos, en funcién del tiempo.

Evolucién de la deformacién
(Test de impacto, pasos=500,At=ts)
SE+287

0

-SE+287

-1E+288

ion

-1,56+288

-2E4288

Deformac

-2,56+288

-3E4288 plicito Newmark

| mplicito Crank-Nicolson

-3,5E+288 3
Implicito BE

T e Explicita
Tiempo (seg)

Figura 4.7: Evolucion de la deformacién €,, respecto del tiempo en el caso elastico lineal 1

En la figura anterior nos percatamos claramente de la presencia de una inestabilidad en el
método explicito. Esta no es la respuesta esperada, pues la deformacién para todos los métodos
deberia seguir un movimiento oscilatorio constante.

Vemos pues, que el incremento de tiempo definido con la subrutina critts es superior al critico
para el método explicito. Hay que tener en cuenta que en esta subrutina se define el incremento
de tiempo a partir de las dimensiones del elemento y no se tiene en cuenta los valores propios de
la matriz de rigidez del problema.
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En este caso el incremento utilizado, teniendo en cuenta la descripcién hecha de la rutina inicial,
toma un valor de:

At = 0,0316s

Para poder ver la evolucién de todos los métodos y compararlos entre ellos se debe definir un
incremento de tiempo mucho més pequeno. Como maéaximo, lo suficientemente pequeno para que
el método explicito no tenga ninguna inestabilidad.

Caso 2 (At = Atepit)

En la Figura 4.8 se presenta la evolucién de la deformacion para el caso 2, es decir, con un
incremento de tiempo igual al definido como critico segun los valores propios de la matriz de rigidez
del problema.

Evolucién de la deformacién
(Test de impacto, pasos=500, At=Atcrit)

0,00E+00 T T T T T ]
\ 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006

-2,00E-07

s Implicito Newmark

- Implicito Crank-Nicolson
-4,00E-07 y

Implicito BE

e Explicito
S \
SO \
-1,00E-06 \

Deformacion

-1,20606

Tiempo (seg)

Figura 4.8: Evolucién de la deformacién €., respecto del tiempo en el caso eldstico lineal 2

Al tratarse de un incremento de tiempo tan pequeno, con 500 pasos de tiempo no se llega a
describir ni una cuarta parte de una oscilacién. Por este motivo, en los resultados presentados no
se puede apreciar diferencia alguna entre los distintos métodos.

Para este caso, el incremento de tiempo toma un valor de:

At =9,901-10"%s

Si lo comparamos con el incremento de tiempo del caso anterior, podemos ver que es mucho
mas pequeno con lo que el comportamiento serd el mismo para todos los métodos, sin la apariciéon
de inestabilidades para el caso explicito.

Caso 3 (At = 10Aterit)

La deformacién para este caso se muestra en la Figura 4.9. En este caso se espera que el
resultado sea parecido al obtenido en el caso anterior ya que el incremento de tiempo sigue siendo
muy pequeno.

At =9,901-10""s

Para este caso se aprecia el maximo de la primera oscilacién. Se puede ver que todos los
métodos siguen la misma linea. Este comportamiento es normal, pues el incremento de tiempo es
tan pequenio que las diferencias entre los métodos son inapreciables.
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Evolucion de la deformacion

(Test de impacto, pasos=500, At=10-Atcrit)
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Figura 4.9: Evolucion de la deformacién €., respecto del tiempo en el caso elastico lineal 3

Caso 4 (At = 50Ateir)

Siguiendo con los casos planteados, en este se pretende poder mostrar la evolucién de la defor-
macién con un incremento de tiempo 50 veces superior al definido como critico.

Este incremento de tiempo toma el valor de:

At =4,955-107%s

La evolucién de la deformacién se muestra en la siguiente imagen (Figura 4.10).

Evolucién de la deformacién
(Test de impacto, pasos=500,At=50-Atcrit)
3,00E-04

/N

1,00E-04 / \ /
0,00€+00 T T T T T !
0,05 / 01 \ 02 / 025 03
-1,00€-04 \ / \ /
-2,00E-04
e Implicito Newmark
e Implicito Crank-Nicolson

-3,00€-04 Implicito BE
Tiempo (seg)

Deformacién

—Explicito

Figura 4.10: Evolucién de la deformacion €., respecto del tiempo en el caso elastico lineal 4

Si nos fijamos en la figura anterior, podemos ver que, tal como sucede en el caso 1, el método
de Euler hacia atras sufre una ligera amortiguacion.

Por lo que se refiere al método explicito, vemos que sigue una ley oscilatoria con periodo y
amplitud constante, de la misma forma que los métodos implicitos de Newmark y Crank-Nicolson.
En este caso, pero, se puede apreciar con mas precision la evoluciéon de una oscilacién y se puede
ver que el método explicito difiere ligeramente de los métodos de Newmark y Crank-Nicolson, los
cuales siguen una misma linea.

Caso 5 (At = 134,4At i)

Finalmente, para el caso 5, la evolucién de la deformacién es la que se muestra en la figura 4.11.
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En este caso, el incremento de tiempo es mas de 2 veces superior al anterior, pero sera inferior al
considerado en el primer caso. Para este caso se busca el punto en el que aparece la inestabilidad?
para el método explicito.

At = 0,0013s

Evolucién de la deformacion
(Test de impacto, pasos=500,At=134,4-Atcrit)
4,50E-02

4,00E-02
3,50E-02
3,00E-02
2,50E-02

2,00€-02

Deformacién

1,506-02

1,006-02

5,00E-03 e mplicito Newmark

S—— J— =—Implicito Crank-Nicolson
0,00E+00 — —— — e rr— =
0 10 20 30 20 50
-5,00E-03 = Explicito
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Figura 4.11: Evolucién de la deformacion €,, respecto del tiempo en el caso elastico lineal 5

Efectivamente, si nos fijamos en la Figura 4.11 podemos apreciar una inestabilidad clara para
el método explicito. En este caso, el incremento de tiempo es inferior al definido por la subrutina
critts, por lo tanto queda claro que esta inestabilidad viene dada por las restricciones de los métodos
explicitos, en cuanto a incrementos de tiempo se refiere, con la definicién de la matriz de rigidez
del problema.

En cuanto al resto de métodos, siguen el mismo comportamiento que el obtenido para los casos
anteriores. El método de Euler hacia atrds tiene un amortiguamiento que hace que su amplitud
de oscilacién vaya disminuyendo a lo largo del tiempo. Los métodos implicitos de Newmark y
Crank-Nicolson siguen el mismo movimiento oscilatorio con amplitud y periodo constante.

Teniendo en cuenta los resultados presentados para este caso, podemos afirmar que los métodos
implicitos de Newmark y Crank-Nicolson son los més eficaces y los que no presentan ninguna
alteracion.

Hace falta anadir que estos dos métodos presentan los mismos resultados, por lo que en andlisis
posteriores solo se va a analizar el método implicito de Newmark y Euler hacia atras.

3. Caso de dano local isé6tropo

Una vez implementados los algoritmos para el caso de dano isétropo en el programa solo resta
hacer el andlisis de los resultados obtenidos para este modelo.

Igual que en el caso elastico lineal, este andlisis se realiza con un tunico elemento 3D.

3.1. Test de fuerza incremental

Para realizar el andlisis se hace el mismo test que se ha descrito para el caso elastico lineal.
Asi pues, se somete el cuerpo a una fuerza de compresién progresiva, es decir, para cada paso de

2El tiempo donde se inicia la inestabilidad no se calcula de forma exacta, sino que se va aumentando el incremento
de tiempo (At) hasta que se distingue graficamente.
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tiempo, la fuerza aplicada se incrementa de forma proporcional. De este modo, en el instante inicial
tenemos una fuerza nula que va creciendo segin aumentan los pasos de tiempo.

Para obtener un resultado exhaustivo de la solucién los pasos de tiempo se definen como el
incremento critico definido en el test de impacto del caso lineal.

At = At it

3.1.1. Tensién-Deformacion

Uno de los posibles problemas que puede aparecer en la resolucién es que los desplazamientos
dependen de los incrementos de fuerza. Con la aplicacién de un modelo de dano, hay un instante
donde la tensién en el material para de crecer y empieza a disminuir. En este punto la tangente de
la curva tension - deformacién es horizontal y para un incremento de fuerza, la ecuaciéon de equi-
librio no converge o converge muy lentamente. Para evitar este problema se impone una condicién
adicional a los incrementos de desplazamiento de cada iteracién.

Grafico Tenison - Deformacion

(Test de compresidn)
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55
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Figura 4.12: Gréfico tension - deformacion para el caso de danyo isétropo

En el gréfico anterior (Figura 4.12) podemos ver la evolucién de la tensién en funcién de la
deformacién del elemento. Se aprecia claramente el cardcter no lineal del problema, pues la gréfica
sigue una ley parabdlica. Esta parabola viene dada por la dependencia cuadratica de la tension
respecto la deformacion.

3.1.2. Evolucién de la variable de dano

Si nos fijamos en la evolucién de la variable de dafio d respecto el niimero de iteraciones vemos
que sigue la siguiente forma (Figura 4.13).

Vemos que la variable de dano no sigue una ley lineal en el tiempo, sino que va creciendo
de forma cuadrética cuando crecen los pasos de tiempo. Este comportamiento se puede explicar
teniendo en cuenta la relacién entre la variable de dano y la deformacion. Esta relacion es lineal,
entonces, si la deformacién varia cuadraticamente con el tiempo, la variable de dano también lo
hara.

3.1.3. Evolucién del vector G

Otra variable que debe ser analizada para este caso es el vector G, que es igual a cero cuando
se cumple el equilibrio. La no linealidad del problema se refleja en el niimero de iteraciones que se
deben efectuar en cada paso de tiempo para que este vector sea igual a cero.
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Figura 4.13: Evolucién de la variable de dafio d

A continuacién se muestra la evolucién de la norma del vector G (||G||) a lo largo de las
iteraciones y pasos de tiempo. Como es logico, al final de las iteraciones de cada paso de tiempo,
la norma de este vector sera nula, cumpliendo el criterio de convergencia. Por este motivo, en la

figura sé6lo se representa la norma del vector G de la primera iteracién de cada paso de tiempo
(G).

Evolucion de la norma de G inicial
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Figura 4.14: Evolucién de la noma del verctor G inicial

Esta variable sigue dos evoluciones en el tiempo, una de general y otra de particular. La general
muestra el valor inicial de la variable en cada incremento de tiempo. En cambio, la evolucién
particular, que estd bien definida en la imagen anterior, depende de las iteraciones que se efectian
dentro del paso de tiempo.

Si nos fijamos en la evolucién general de la norma de GY podemos ver que sigue un compor-
tamiento cuadratico respecto del tiempo. Este comportamiento se podria relacionar con el com-
portamiento de la variable d respecto del tiempo, puesto que el vector G depende de la variable
de dano.

Para analizar el comportamiento particular en cada incremento de tiempo se muestran los
siguientes graficos correspondientes a distintos instantes de tiempo con la variable de dano fijada.
En este caso se ha optado por una escala logaritmica para poder ver el grado de convergencia a la
solucion para cada paso de tiempo representado.
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Figura 4.15: Evolucién de la norma de G para los pasos de tiempo determinados en el método de
Euler hacia atras y Newmark, respectivamente. Test incremental.

En este grafico queda claro que la convergencia de las distintas iteraciones sigue mas o menos
el mismo grado. Podemos ver que las rectas son casi paralelas entre si, por lo que los grados de
convergencia variardn poco.

Para definir el grado de convergencia de las iteraciones se muestra la tabla siguiente con los
distintos valores para cada método.

Método de Euler hacia atrés Método de Newmark
d log,o(||G]]) Grado log10(||G]) Grado
Iteracion 1 | Iteracion 2 Iteracion 1 | Iteracién 2
0,10 3,00 -11,14 -3,71 3,60 -10,30 -2,86
0,25 3,23 -10,54 -3,26 3,83 -9,78 -2,56
0,50 3,37 -13,38 -3,97 3,97 -9.63 -2,43
0,75 3,42 -10,08 -2,95 4,02 -9.33 -2.32
0,90 3,43 -10,00 -2,92 4,03 -9,33 -2,31

Cuadro 4.1: Anélisis de convergencia para el test incremental en el caso de dano isétropo

En la tabla anterior podemos ver que el grado de convergencia de la funcién G es mayor que
2. Vemos que para valores més grandes de dano, la convergencia también es mayor.

El problema que observamos en estos datos es que solo tenemos dos iteraciones antes de la
convergencia, con lo que la determinacién del grado de convergencia a la solucién es poco preciso.

Al tratarse de incrementos de tiempo muy pequenos y con una fuerza incremental, los dos
métodos convergen de forma més que cuadratica. Para apreciar mejor el cardcter cuadratico de la
convergencia a la solucion de los dos métodos implicitos, se realizara el andlisis de convergencia
para el test de impacto. En este caso, al tener una evolucién de la deformacién mucho més variable,
serdn necesarias méas iteraciones en cada paso de tiempo.

3.2. Test de impacto

Una vez implementados los distintos métodos de resolucién para el modelo de dano isétropo y
analizados los resultados para el caso de carga creciente, se realiza un test de impacto de la misma
forma que en el caso elastico lineal.

Como se ha descrito en el caso eldstico lineal, el test de impacto consiste en aplicar una fuerza
externa en el primer paso de tiempo y después quitarla, permitiendo que el cuerpo se deforme
siguiendo una ley oscilatoria (Figura 4.16).

En este caso, pero, al tener dafio en el material, el comportamiento sera distinto, ya que el dano
crece con la deformacién del elemento, de forma que a medida que la deformacién crezca también
lo hara el dafio en el material. Si la deformacién llega a la amplitud maxima del caso de carga sin
que la variable de dafio haya llegado a su valor méximo (d = 1), el elemento seguird un movimiento
oscilatorio. En cambio, si la variable de dafio llega a su valor méximo antes de que la deformacién
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alcance su maxima amplitud, el material alcanza la rotura total por lo que no se dara ningin tipo
de movimiento del elemento.

3.2.1. Fuerza distinta para cada caso de carga

Dado que nos interesa ver el comportamiento oscilatorio para cada método, las fuerzas externas
aplicadas al elemento variaran de forma que no se alcance la rotura del material, pudiendo analizar
el estado permanente después del dano maximo para distintos incrementos de tiempo. Es logico
pensar que para incrementos de tiempo mas grande tendremos que aplicar una fuerza mas pequena
si queremos que el material no llegue a la rotura. Esto se justifica teniendo en cuenta que el tiempo
durante el cual se aplica la fuerza es igual al de un incremento de tiempo, por lo que para un
incremento més grande las deformaciones inducidas también seran mayores. También se explica
por el impulso ejercido por la fuerza sobre el cuerpo.

A grandes rasgos, el impulso se define como la fuerza multiplicada por el tiempo que esta
estd actuando. Asi para una misma fuerza, si aumentamos el incremento de tiempo, el impulso
sera mayor.

>

fexl

fO,

Figura 4.16: Fuerza externa aplicada al elemento en funcién del tiempo en el caso de impacto

De la misma forma que en el caso eldstico lineal, se trataran distintos casos de carga, variando
los incrementos de tiempo y la fuerza aplicada. Por otro lado, el test se ralizard con los mismos
parametros con los que se ha contado en el caso elastico lineal, es decir, test de compresion, con
500 pasos de tiempo.

Caso 1 (At = Aterity Fo = Fextpna)

En este caso el incremento de tiempo utilizado es el tiempo critico que se define segun el
criterio utilizado en el test de impacto para el caso elastico lineal. Este incremento de tiempo es
muy pequeno, por lo que, con 500 pasos de tiempo, el intervalo descrito de la evolucién del elemento
serd muy pequeno.

A continuacién se puede ver la evolucion de la deformacion del elemento respecto del tiempo
para los distintos métodos en este caso de carga.

Como se puede observar, se sigue el mismo comportamiento en todos los métodos implementa-
dos. Para ver qué estado de dafio se ha alcanzado en esta evolucién de la deformacién, se muestra
la siguiente imagen (Figura 4.18), donde aparece la variable de dafio d en funcién del tiempo.

Se ve que transcurren los 500 pasos sin que se alcance la rotura del material, llegando la variable
d a un valor de 1,15 - 10~ de un méximo de 1.

En este caso se ve claro que los incrementos de tiempo son suficientemente pequenos para que
las deformaciones y el dano para los distintos métodos de resoluciéon sean iguales. Asi pues, si
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Evolucidn de la deformacidn
(Test de impacto, pasos=500, At=Atcrit, Fext=F)
0,00E+00 : T ) " T ,
2 00 QP OE+00 00E-03 2,00E-03 3,00E-03 4,00E-03 5,00E-03 6,00E-03
S -4,00E-07
3 \ e Explicito
g -6,00E-07 \ e Implicito BE
& -8,00E-07 \ == |mplicito Newmark
-1,00E-06 \
-1,20E-06
Tiempo (seg)

Figura 4.17: Evolucién de la deformacion €., respecto del tiempo en

el caso de dano isétropo 1

1,20E-04

Evolucién de la variable de dafio
(Test de impacto, pasos=500, At=Atcrit, Fext=F)

1,00E-04

/

8,00E-05

/

/

e Explicito

T6,00E-05

4,00E-05

/

| mplicito BE

2,00E-05

/

s | M plicito Newmark

0,00E+00

0,00E+00

1,00E-03

2,00E-03 . 3,00E-03 4,00E-03 5,00E-03
Tiempo geg)

6,00E-03

Figura 4.18: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 1

queremos ver diferencias entre los distintos métodos tendremos que aumentar el incremento de

tiempo At.

Caso 2 (At = 10Atcrits Fo = Fextyna;)

Visto que en el caso anterior no se apreciaban diferencias entre los distintos métodos, para este
caso se ha aumentado el incremento de tiempo diez veces (At = 10At.,;;), manteniendo la fuerza
inicial (Fy = Feztpya,)-

Si nos fijamos en la evolucién de la deformacion con el tiempo, se obtiene la siguiente gréfica.

E-02

e Explicito

e |mplicito BE

e |mplicito Newmark

Evolucion de la deformacion
(Test de impacto, pasos=500, At=10Atcrit, Fext=F)
0,00E+00 : . r r .
-1,00€-8800F+ - - 2 - -
& -2,00E-05
3 \
E -3,00E-05 \
(=]
3 -4,00e-05
\
-5,00E-05 — e
-6,00E-05
Tiempo (seg)

Figura 4.19: Evolucién de la deformacion €., respecto del tiempo en el caso de dafo isétropo 2

Para este caso, con 500 pasos se describe un tramo mayor de la evolucién de la deformacién
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en funcién del tiempo. Podemos ver en la Figura 4.19 como la evolucién alcanza un maximo y
empieza a disminuir. Se puede intuir, pues, que la deformacion seguird una ley sinusoidal a partir
de este punto.

Cuando la deformacion alcanza el maximo, la variable de dano también lo hace; manteniéndose
constante a partir de este punto.

Evolucidn de la variable de daiio
(Test de impacto, pasos=500, At=10Atcrit, Fext=0,05F)

6,00E-03

5,00E-03 —

4,00€-03 /

- 3,00E-03 / Explicito
2,00E-03 / e |mplicito BE
1,00E-03

e |mplicito Newmark

0,00E+00 T T T T T |
0,00E+00 1,00E-02 2,00E-02 3,00E-02 4,00E-02 5,00E-02 6,00E-02

Tiempo (seg)

Figura 4.20: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 2

Para verificar este comportamiento se muestra la evolucién de la variable de dafio d en funcién
del tiempo (Figura 4.20). En efecto, a partir del momento en que la deformacién alcanza el méximo,
el dano permanece constante.

Podemos destacar también, que tanto la deformacién como la variable de dano presentan valores
mas elevados que en el caso anterior. Esto es debido al efecto de un mayor impulso, comentado en
el inicio del apartado.

Puesto que lo que nos interesa ver es el comportamiento de los distintos métodos con una
evolucién mas prolongada de la deformacién, en el proximo caso se aumentard el incremento de
tiempo utilizado para el calculo.

Caso 3 (At = 50Alcrits Fo = Fextna;)

Como en los casos anteriores la variable de dano alcanzaba un méaximo muy pequeno, podemos
aumentar el incremento de tiempo sin que el material llegue a la rotura. De esta forma observaremos
una mayor evolucién de la deformacién.

Para este caso se utiliza un incremento de tiempo 5 veces superior al caso anterior (At =
50Aterit), lo que nos permitird ver mds de una oscilacién de la deformacién en 500 pasos de
tiempo. La fuerza se mantiene constante (Fo = Fegtpi,.,)-

Este comportamiento se muestra en la siguiente figura.

Podemos ver que en este caso la deformacion sigue una ley oscilatoria una vez aplicada la fuerza
inicial. Se aprecian ciertas diferencias entre los tres métodos implementados. El método implicito
de Euler hacia atras presenta una amortiguacién de las oscilaciones, mientras que los otros dos
métodos se mantienen con amplitud y periodo constante. Pese a que los métodos de Newmark y
explicito tienen el mismo periodo y amplitud, se puede apreciar una leve disminucién del periodo
para el método de Euler hacia atras. Esta disminucién de periodo esta asociada al amortiguamiento
numeérico del método.

Es importante destacar en este caso las condiciones de carga y descarga del modelo de dano, ya
que el modelo implementado considera que hay dafio siempre que se produzca un movimiento en los
nodos del elemento. Pero la evolucién del dano se debe parar cuando este movimiento disminuye,
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Evolucidn de la deformacién
(Test de impacto, pasos=500, At=50Atcrit, Fext=F)

2,00E-04 // \\ /
1,00E-04
/ \ / -Explicito
0,00E+00 . . . . .
/ \ / e Implicito BE
00E0 0,05 0,1 0 0,2 0,25 0,3

) \ / L \ / e |mplicito Newmark
-2,00€-04 v V

Tiempo (seg)

3,00E-04

Deformacién

-3,00E-04

Figura 4.21: Evolucién de la deformacion €, respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 3

es decir, dado el dano en un paso de tiempo, no es posible que el posterior sea menor ni que el
anterior sea mayor.

dn+1 >d, = dn+1 = dn+1

(4.1)

dn—i—l < dn = dn+1 = dn

El mismo criterio se utiliza para las distintas iteraciones en un paso de tiempo dado en los
métodos implicitos.

i >d, = d¥=dF (4.2)
b <d, = df,=d, ’

Para ver el comportamiento de la variable de dano en una evolucién oscilatoria de los desplaza-
mientos se muestra la siguiente imagen.

Evolucién de la variable de daio
(Test de impacto, pasos=500, At=50Atcrit, Fext=F)
0,03

0,025 /'

0,02 / s Explicito

< 0,015 / = |mplicito BE

0,01 / == |mplicito Newmark

0,005
0 T T T T T ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Tiempo (seg)

Figura 4.22: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 3

En la figura 4.22 se ve como la variable de dano se incrementa hasta que la deformacién llega
a su maximo. A partir de este punto se mantiene constante.

Cuando el dafio no evoluciona, es decir, ya se ha llegado a un desplazamiento méximo (respecto
al estado de equilibrio inicial) que no se supera, el comportamiento del material es eldstico lineal
pero con las propiedades cambiadas (el tensor constitutivo se ve modificado por la variable de
dafio). En este caso no tiene sentido utilizar la matriz de rigidez tangente encontrada para este
modelo de dano. Asi, cuando se cumpla la condicién de no evolucién de dafio se utilizard la matriz
de rigidez derivada de la energia del material.

dnJrl > dy ) quﬁiJrl >d, = Igt =K + I_{

dop1 <dn , diy <dy, = K=0 (4.3)
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Caso 4 (At = 140Atcrity Fo = Fetpipa)

Una vez visto el comportamiento de los distintos métodos para un incremento de tiempo sufi-
cientemente grande, en el caso 4 se pretende ver en que punto el método explicito empieza a tener
inestabilidades.

Este incremento de tiempo es At = 140At.;;. De la misma forma que se ha argumentado en
el caso anterior, la fuerza aplicada es suficientemente pequena para que el material no alcance el
estado de rotura total, por lo que se mantendra la misma fuerza externa que en los casos anteriores.

Con este incremento de tiempo tan grande el método explicito se vuelve inestable después de
177 pasos de tiempo. Si representamos la evolucién de la deformacién para este caso de carga,
observamos que hay un instante de tiempo a partir del cual las oscilaciones del método explicito
cambian ligeramente de amplitud y periodo.

Evolucidn de la deformacion
(Test de impacto, pasos=500, At=140Atcrit, Fext=F)

Explicito

f———————

e | Mplicito BE
0,7 0,8

Deformacién
o
,

e |mplicito Newmark

Tiempo (seg)

Figura 4.23: Evolucién de la deformacion €., respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 4

En este caso, como es el instante en que aparecen las primeras inestabilidades para el método
explicito, no se aprecian diferencias demasiado significativas respecto a los casos anteriores.

Donde si observamos claramente una inestabilidad, es en la evolucién de la variable de dano.
En la Figura 4.24 se advierte que en el incremento de tiempo donde se produce la inestabilidad
hay un salto considerable del valor de la variable de dano.

Evolucion de la variable de daiio
(Test de impacto, pasos=500, At=140Atcrit, Fext=F)
0,12

0,1

0,08 Explicito
/4
< 0,06 I e Ipllicito BE
0,04 I s |mplicito Newmark
0,02
0 T T T T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Tiempo (seg)

Figura 4.24: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo en el caso de dano isétropo 4

En este caso aparece el problema de la no convergencia de la ecuacién de equilibrio para los
métodos implicitos. Hay ciertas iteraciones en las que la ecuacién de equilibrio no se cumple porque
no se puede llegar a la convergencia. En estas iteraciones se tiene resultado porque se limita el
nimero méaximo de iteraciones para cada paso de tiempo, en este caso 20.

Para observar mejor los resultados una vez se alcanzan inestabilidades en el método explicito,
aumentamos el valor de los incrementos de tiempo.
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Numero de iteraciones en cada paso de tiempo
(Test de impacto, pasos=500, At=140Atcrit, Fext=F)

Iteraciones

« Implicito BE

5 = Implicito Newmark

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Tiempo (seg)

Figura 4.25: Numero de iteraciones en cada paso de tiempo respecto del tiempo en el caso de dano
isétropo 4

Caso 5 (At = 180Atcrits Fo = Fertpinar)

Para este caso se considera la misma fuerza aplicada, pero los incrementos de tiempo toman
un valor de At = 180A¢cr4¢.

Dadas estas variables, podemos observar la evolucién de la deformacion respecto del tiempo en
la siguiente figura (Figura 4.26).

Evolucidn de la deformacién
(Test de impacto, pasos=500, At=180Atcrit, Fext=F)

0,0015

0,001

:E, 0,0005 N

S s Explicito

£ 0 il

S e |mplicito BE
7

a

-0,0005

s |Mplicito Newmark
-0,001

-0,0015

Tiempo (seg)

Figura 4.26: Evolucién de la deformacion €,, respeto del tiempo en el caso de dano isétropo 5

Se observa como hay dos puntos a partir de los cuales el periodo y amplitud de la evolucién de
la deformacién para el método explicito varian. Este hecho es debido a que aparece una variacién
brusca de la variable de dano causada por las inestabilidades del problema.

Para observar estas alteraciones de la variable de dano se presenta su evolucién en la siguiente
figura, donde se aprecia claramente el instante en que se producen.

Evolucion de la variable de dafio
(Test de impacto, pasos=500, At=180Atcrit, Fext=F)
0,9
0,8 —
0,7
0,6 e Expllicito
0,5
. 0,4 e |mplicito BE

03 e |mplicito Newmark
0,2
0,1

0 T T T T T T T T T 1

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 06 0,7 0,8 0,9 1
Tiempo (seg)

Figura 4.27: Evolucién de la variable de dano d respeto del tiempo en el caso de dano isétropo 5
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Al no tener una amplitud de deformacién constante, la variable de dano tampoco lo sera. Este
hecho provocara que el tensor constitutivo del material también varie una vez superado el pico
de la primera oscilacion. Cuando el tensor constitutivo del material es variable, la amplitud y el
periodo de la deformaciéon también lo serdn. Este proceso inestable se ird repitiendo hasta que la
deformacion en el elemento sea tan grande que cause la rotura del material.

3.2.2. Fuerza constante para todos los casos de carga

Para poder comparar la evolucién de la deformacién para distintos incrementos de tiempo,
es necesario que la fuerza aplicada sea la misma y durante el mismo tiempo. Asi, el elemento
esta sometido a la misma carga y podemos comparar los distintos resultados.

Seguidamente continuaremos el test de impacto, pero con una carga aplicada durante un tiempo
constante para todos los casos. La carga aplicada en este segundo test sera la menor utilizada en los
casos anteriores, pues se quiere evaluar la evolucién del comportamiento del material con dano, pero
sin rotura total.Como en todos los casos anteriores, no se ha tenido que reducir la carga externa
por efecto del aumento del incremento, la carga en este apartado serd la misma (Fo = Fegtp,.,)-

De esta forma se partira de un esquema de carga como el que se muestra a continuacion.

fext )

fo—r—v—v—v

il

At

\_Y_I
At,

H_J

At

Figura 4.28: Fuerza externa aplicada al elemento en funcién del tiempo en el caso de impacto con
fuerza constante

Donde At; son los incrementos de tiempo para cada caso y Atp es el tiempo durante el cual
la fuerza estd actuando sobre el elemento. En este caso, se toma Atp igual al incremento maximo
considerado en el apartado anterior.

Atp = 180At it

En este test, los resultados para cada caso de carga deberian ser los mismos. Es decir, variando
el incremento de tiempo utilizado para la resoluciéon del problema y manteniendo constante el
tiempo durante el cual la fuerza externa estd actuando, la evoluciéon de la deformacién deberia
seguir la misma ley.

En este apartado, pues, los incrementos utilizados deben ser divisores del tiempo de aplicacion
de la carga. Es decir, si el incremento no fuera un divisor del tiempo total de aplicacién de la fuerza,
el impulso total aplicado sobre el elemento no seria el mismo, dando resultados distintos. Asi pues,
los incrementos de tiempo elegidos son: Atepiz, 100, 20At i, 30AL i, 60AL e, Y0ALrip ¥
180At.;¢, tomando At..;;+ como un valor constante.

Aterir = 9,901 -107% seg
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El ntimero de iteraciones dependera del incremento de tiempo utilizado. Dado que se quiere
comparar los resultados entre los distintos incrementos de tiempo, el tiempo total debe ser el mismo.
Tomaremos como tiempo total el que nos permita ver una parte suficientemente significativa de
la evolucién de la deformacién. Asi, si nos fijamos en el 1ltimo caso del apartado anterior, para
un tiempo de 1 segundo la evolucién descrita es suficiente. De esta forma, el nimero méaximo de
iteraciones para cada caso sera:

1
At;

niner; =

Los resultados obtenidos en este test se muestran teniendo en cuenta el método de resolucion
utilizado. De esta forma podemos comparar el funcionamiento de cada método en funcién del paso
de tiempo utilizado.

Método de Euler hacia atras

Para el método de Euler, la evolucién de la deformacién segun el incremento de tiempo es la
que se puede ver en el grafico siguiente.

Evolucién de la deformacion
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)

1,50€-03

1,00E-03

. e 10-Deltatcrit
5,00E-04 - A = 20-Deltatcrit
0,00E+00 . e 30-Deltatcrit
-5,00e-01°% 00201 6,00E OE+00 1,20E+00 e 60-Deltatcrit

e 90- Deltatcrit

-1,00E-03
e 180-Deltatcrit

Deformacion

-1,50E-03

Tiempo (seg)

Figura 4.29: Evolucién de la deformacién €., respeto del tiempo para el método de Euler hacia
atras

En la figura anterior podemos ver como a medida que el incremento de tiempo aumenta, hay
una mayor amortiguacién del resultado. Debemos recordar que esta amortiguacion viene dada por
problemas internos del propio método, puesto que el problema matematico a resolver no incorpora
ninguna variable de amortiguamiento fisico.

Este comportamiento hace que la evolucion del dano también sea distinta segtn el incremento de
tiempo que escojamos. De esta forma, tal i como se muestra a la siguiente figura, como la amplitud
de deformacion para la primera oscilacién va disminuyendo por el efecto de la amortiguacion, la
variable de dafio también ird disminuyendo en su valor maximo.

Viendo estos resultados, podemos sacar la conclusion de que el método de Euler hacia atras no
da unos resultados aceptables para incrementos de tiempo grandes, pues la amortiguacion implicita
en el método hace que los resultados no sean los realmente esperados.

Método de Newmark

Tal como se ha procedido con el método de Euler hacia atrds, a continuacién se presenta la
evolucién de la deformacién en funcién del tiempo para distintos incrementos de tiempo utilizando
el método de Newmark.

Si nos fijamos en la figura 4.31, podemos ver que solamente se distingue una trayectoria de la
evolucién de la deformacién con el tiempo.
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Evolucion de la variable de daiio
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)

1,20E-01

1,00E-01

8,00E-02 /

====10-Deltatcrit

©  6,00E-02 e 20-Deltatcrit
4,00E-02 I e 30-Deltatcrit
2,00E-02 ’ == 60-Deltatcrit
0,00E+00 T T T T - | === 90-Deltatcrit
0,00E+00 2,00E-01 4,00E-01 6,00E-01 8,00E-01 1,00E+00 1,20E+88=180-Deltatcrit
Tiempo (seg)

Figura 4.30: Evoluciéon de la variable de dano d respecto del tiempo para el método de Euler hacia
atras

Evolucién de la deformacién
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)

1,50E-03

1,00E-03 e 10-Deltatcrit

5,00E-04 /\ /\ /\ /\ /\ /\ e ) 0-Deltatcrit

Ao A WY A WY A WY A WY A WY A R —"

5,006-80 00/ \,OOEll \ 41)05—01\ / 6,00E\)1 / Aoos—(l \ 1,Q(>E+oo 1,20E400 === 60-Deltatcrit
V V V VNV

Deformacion

=== 90-Deltatcrit
-1,00E-03

e 180-Deltatcrit

-1,50E-03
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Figura 4.31: Evolucién de la deformacion €,, respecto del tiempo para el método de Newmark

Todos los incrementos de tiempo analizados Ate.ie, 10AEer:, 20Ateri, 30Aterit, 60AE i1,
90Ateri¢ v 180At,,.;; siguen una dnica trayectoria (color ocre).

Es importante destacar que, para este método, todos los incrementos dan el mismo resultado.
Tal como vamos viendo hasta el momento, el método de Newmark no presenta ningin compor-
tamiento de amortiguamiento, de inestabilidad o de alteracién de la solucién.

Para comprobar la uniformidad de la solucién en todos los incrementos de tiempo, se muestra
la evolucién de la variable de dano.

Evolucion de la variable de dafio
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)

1,20E-01
1,00E-01
8,00E-02 II w10+ Deltaterit
T 6,00E-02 o= 20-Deltatcrit
4,00E-02 ’ e 30-Deltatcrit
2,00E-02 ’ e 60-Deltatcrit
0,00E+00 T T T T T ) === 90-Deltatcrit
0,00E+00 2,00E-01 4,00E-01 6,00E-01 8,00E-01 1,00E+00 1,20E=-09=180-Deltatcrit

Tiempo (seg)

Figura 4.32: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo para el método de Newmark

Asi, podemos afirmar que el método de Newmark presenta un buen comportamiento frente a
incrementos de tiempo grandes, ya sean superiores o muy superiores al critico.
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Método Explicito

Para este método, los resultados obtenidos para la evolucién de la deformacién con el tiempo
son los que se muestran en la Figura 4.33.

Evolucién de la deformacién
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)

0,0015

- /\ /\ AN ,
§ 0,0005 /x \[\ /\ / /\\ /\ //\ \ :izz:::zz:z
/AN A \WAW/AW D e
~§ -0,00820E¢00 y \,OOEAI \\ J)OE- /\ / G,OOE\)k/ Ao (l \ 1,£E+00 1,20E400 e 60-Deltatcrit

0,001 V \-/ \\-/ \/ \x N V =90 Deltatcrit
N4 L —180-Deltatcrit

-0,0015

Tiempo (seg)

Figura 4.33: Evolucién de la deformacién e, respecto del tiempo para el método explicito

En el grafico anterior se distinguen dos trayectorias distintas. En primer lugar tenemos una
trayectoria para el incremento de tiempo At = Ateip , 10AE e, 20Ateris, 30AE e, 60AL¢ Y
90At.i+ (azul). A parte de esta, el incremento de tiempo 180At.,.;;, sigue otra trayectoria distinta
a la anterior (ocre).

La trayectoria azul es la esperada y la que sigue el método de Newmark, por lo que consideramos
que para un incremento de tiempo inferior a 140 veces el critico, el método explicito se comporta
correctamente.

Cuando el incremento de tiempo llega a 140 veces el critico, aparecen inestabilidades en el
método explicito y la evolucién de la deformacion y de la variable de dafio son completamente
distintas a las obtenidas con pasos de tiempo menores.

Para ver esta inestabilidad, mostramos la evolucién de la variable de dano (Figura 4.34), donde
se aprecia claramente el instante en el cual empieza a aumentar la deformacién sin que haya una
fuerza externa aplicada.

.z . ~
Evolucion de la variable de dafio
(Test de impacto, At=variable, Fext=F)
9,00E-01
8,00E-01
7,00E-01
6,00E-01 w==10-Deltatcrit
o S/00E-01 20-Deltatcri
4,00E-01 A— eltatcrit
3,00E-01 e 30-Deltatcerit
2,00E-01 :
1,00E-01 60-Deltatcrit
0,00E+00 : : . . . , === 90-Deltatcrit
0,00E+00 2,00E-01 4,00E-01 6,00E-01 8,00E-01 1,00E+00 1,20E+00- 180-Deltatcrit
Tiempo (seg)

Figura 4.34: Evolucién de la variable de dano d respecto del tiempo para el método explicito

Para este método podemos concluir, que, tal y como se predecia, para incrementos de tiempo
grandes los resultados no son fiables,ya que cuando aumentamos el tiempo de cada paso podemos
incurrir en una inestabilidad propia de los métodos explicitos.

3.2.3. Analisis de convergencia

Tal como se ha hecho para el caso de una fuerza incremental, se realiza el andlisis de convergencia
a la solucién de los dos métodos implicitos para el test de impacto.
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Para el caso de carga incremental los resultados obtenidos no eran suficientemente significativos
porque la solucién convergia en dos iteraciones para todos los pasos de tiempo. En el test de
impacto, pero, son necesarias mas iteraciones porque la variacion de los desplazamientos y, por lo
tanto, de la deformacién es mas pronunciada.

Procediendo de la misma forma que en el andlisis de convergencia anterior, nos fijaremos en el
valor de la norma del vector G para cinco instantes de tiempo, fijando el paso de tiempo. De esta
forma nos aseguramos que los pasos de tiempo que estamos analizando son equivalentes para los
dos métodos tratados.

Dado que para el método de Euler hacia atrés los resultados maés fiables son los que se obtienen
con un incremento de tiempo pequeno, el incremento de tiempo utilizado para obtener la evolucién
del vector G serd el definido como critico At..;+. La fuerza aplicada para este andlisis serd la misma
que se ha utilizado en el test de impacto con fuerza constante para todos los incrementos de tiempo.

Por otro lado, si nos fijamos en los resultados obtenidos en el apartado anterior, la variable de
dafio no alcanza el valor de 0, 1. Teniendo en cuenta este dato y que la norma de G en la primera
iteracién aumenta cuando no hay evolucién de dano y la deformacion oscila, se fijardn los pasos de
tiempoent=0,1,t=0,25,t=0,5,t=0,75y t = 1,0 segundos.

Los valores obtenidos para los distintos métodos, son los que se muestran en la siguiente tabla.

Método de Euler hacia atrés Método de Newmark
a0 Il Il
Iteracion 1 | Iteracién 2 | Ilteracion 3 | Iteracién 1 | Iteracién 2 | Ilteracién 3

0,10 222,813 0,112 7,28 E-12 901,816 0,114 291E-11
0,25 256,747 0,086 1,78E-11 1057,345 0,090 2,91E-11
0,50 83,0171 0,155 1,03E-11 334,7675 0,176 4,12E-11
0,75 348,507 0,019 5,14E-12 1494,674 0,022 2,06E-11
1,00 366,757 0,007 5,14E-12 1601,864 0,008 2,91E-11

Cuadro 4.2: Analisis de convergencia para el test de impacto en el caso de dano isétropo

Expresando los resultados mostrados en la tabla anterior en escala logaritmica de base 10 y
representandolos en un grafico, obtenemos las figuras que se muestran a continuacién.

Evolucion de la norma G en un paso de tiempo dado Evolucion de la norma G en un paso de tiempo dado
Escala semilogaritmica, Método implicito Euler hacia atrds, Test de impacto Escala semilogaritmica, Método implicito Newmark, Test de impacto

——t=0,1 ——t:0,1

——1-025 —--1:025

05 =05

Log10(normade G)

Log10{normade G)

——t=075 ——t=0,75

——t=1,0 ——t=1,0

Figura 4.35: Evolucién de la norma de G para los pasos de tiempo determinados en el método de
Euler hacia atras y Newmark, respectivamente

En ambas imagenes presentadas en la figura anterior podemos ver un comportamiento cuadratico
en la convergencia a la solucién. Esta tendencia no se podia apreciar en el andlisis con carga in-
cremental porque solo tenfamos 2 iteraciones para cada paso de tiempo. En el caso que nos ocupa,
el hecho de que la evolucién de la deformacién no sea tan mondtona hace que tengamos mas
iteraciones y que quede més claro la relacion cuadratica de la convergencia.

Este resultado es el esperado, ya que en cada paso de tiempo estamos resolviendo el problema
con el método de Newton-Rapson, el cual debe tener una convergencia cuadratica.
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3.2.4. Conclusiones del test de impacto para el modelo de dano isétropo
Una vez analizados todos los casos mediante todos los métodos, se pueden sacar algunas con-
clusiones muy claras.

En primer lugar podemos decir que todos los métodos dan la misma solucién para incrementos
de tiempo muy pequenos.

Evolucion de la deformacion
(Test de impacto, At=Atcrit, Fext=F)

5 0,0005 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

[N SN N[N [\ ]

£ 0 <

SR vy [ v A Sy jpve iy e W e

e oo | ' ' ' ' ' ' ' e |Mplicito Newmark

Tiempo (seg)

Figura 4.36: Evolucién de la deformacién €, respecto del tiempo para un incremento de tiempo
igual al critico

En efecto, si nos fijamos en la figura (Figura 4.36), podemos ver que para un incremento de
tiempo igual al definido como critico, las evoluciones de la deformacién siguen la misma trayectoria
para los tres métodos.

A medida que vamos aumentando el incremento de tiempo de los métodos, los resultados ya
no son los mismos. El método de Euler hacia atrés tiene un cierto amortiguamiento que hace
que la solucién encontrada mediante este método no sea fiable. Entonces, podemos decir que para
incrementos de tiempo ligeramente superiores al definido como critico, solo son fiables el método
explicito Europlexus y el método implicito de Newmark.

Esta afirmacion es cierta hasta que el método explicito empieza a tener inestabilidades. Ello
ocurre cuando el incremento de tiempo se encuentra alrededor de 180 veces al definido como critico.
A partir de este punto el método explicito deja de ser valido y solo nos podemos fiar de la solucién
del método implicito de Newmark.

Como se puede comprobar, se cumplen parcialmente las predicciones hechas en el inicio del
test de impacto, donde se decia que los métodos implicitos, a diferencia de los explicitos, deberian
mostrar el mismo comportamiento con incrementos de tiempo tanto pequenos como grandes.

Vistos los resultados y extraidas las conclusiones solo falta anadir que, en los andlisis de los
apartados que siguen, solo se tendran en cuenta los métodos explicito y implicito de Newmark. Se
descarta la verificacion de resultados por el método de Euler hacia atras porqué tiene problemas
de amortiguamiento de la solucién para incrementos de tiempo grandes. También se descarta la
verificacién por el método de Crank-Nicolson, que ya no hemos utilizado debido a que da los mismos
valores que el método de Newmark.

3.3. Conservacion de la energia

Una vez justificada la conservacién de la energia en el algoritmo planteado para el método
de resolucién, se deben verificar los resultados. Para hacerlo se plantea el test de impacto con el
incremento de tiempo que nos permita ver més diferencias entre los distintos métodos. Por ello,
se analizaran los resultados correspondientes al ultimo caso del test de impacto planteado en el
apartado anterior (At = 180At..t).

De este modo, podemos mostrar la estabilidad incondicional del método de Newmark y la
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inestabilidad de los métodos explicito y implicito de Euler hacia atrés. Para ello, a continuacién se
muestra la evolucién de la energfa, la evolucién de la variable de dafio y la evolucion de la fuerza
externa aplicada al elemento para cada uno de los métodos.

El intervalo de tiempo analizado es de 0 a 0, 1 segundos ya que a partir de ¢t = 0, 1 la evolucién
tanto de la energia como de la variable de dano y la fuerza, no tiene variaciones.

Método de Newmark

Para este método, se espera que la energia sufra variaciones mientras hay evolucién del dano y
que cuando este se mantenga constante también lo haga la energia. Para comprobarlo se muestra
la siguiente figura (Figura 4.37) donde se puede ver la evolucién de la energia, la variable de dano

y la fuerza externa aplicada.

Evolucién de la energia
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Newmark)

0,01

0,008

0,006

0,004

Energia (MJ)

0,002

Tiempo (seg)

Evolucidn de la variable de dafio
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Newmark)

0,08 /
0,06
s /
0,04 /
0,02 /
0

0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0,12

Tiempo (seg)

Fuerza externa aplicada
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Newmark)

Fext (MN)

Tiempo (seg)

Figura 4.37: Evolucién de la energfa, variable de dano y fuerza aplicada para el método de Newmark

Como podemos ver en la Figura 4.37, la evoluciéon de la energia sigue el comportamiento
esperado. Comprobamos que hay una primera fase donde la energia aumenta de forma pronunciada.
Esta fase coincide con el tiempo de aplicacion de la carga externa. En esta misma fase también
hay variaciéon de dano pero el trabajo disipado por las fuerzas de disipacién es mucho menor que el
trabajo aportado por las fuerzas externas. Entonces podemos decir que para t < 180At.,;; (tiempo

de aplicacién de la carga externa):

aw : :
dt = _|Wdis| + Weat
Con |Wy;s| < Wegst.
A partir del instante en el que dejamos de aplicar la fuerza vemos que la energia va disminuyendo
progresivamente. En este tramo no tenemos fuerzas exteriores, pero si que tenemos una evolucién
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del dafio. Entonces para 180At..;; < ¢t < 20-180At..;; (tiempo a partir del cual el dano se mantiene
constante):

aw :
e —[Was|

Con |Wdis‘ > 0.

Una vez alcanzado el maximo dano la energia se mantiene constante porque no hay ni fuerzas
externas ni fuerzas de disipacién actuando sobre el elemento. Entonces para ¢t > 20 - 180At ¢

A%%
ot Y

Método de Euler hacia atras

A continuacion se muestran los resultados de las mismas variables para el caso del método de
Euler hacia atréds. Vistos los resultados obtenidos en el test de impacto, para este método se espera
un comportamiento similar al del método de Newmark, pero con una disminucién de la energia a
partir del punto donde el dano es constante.

Evolucion de la energia
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Euler hacia atras)

0,008

0,006

0,004

Energia (M)

0,002

0 : r - r - .
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0,12

Tiempo (seg)

Evolucidn de la variable de dafio
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Euler hacia atras)
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2 0,04
2
& /

0,02

0 T T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0,12

Tiempo (seg)

Fuerza externa aplicada
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método de Euler hacia atras)

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Fext (MN)

Tiempo (seg)

Figura 4.38: Evolucion de la energia, variable de dano y fuerza aplicada para el método de Euler
hacia atrés

En efecto, la figura anterior muestra una ligera disminucion de la energia a partir del punto
donde el dano se mantiene constante. Esta disminucién progresiva de la energia para este caso
explica el amortiguamiento progresivo de la evoluciéon de la deformacion en el test de impacto
presentado anteriormente.
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Por lo que se refiere a la parte inicial de la evolucién de la energia, en este caso se sigue el
mismo razonamiento comentado para el caso del método de Newmark.

Hay que tener en cuenta que estos resultados son referentes al caso més critico. Entonces, para
un incremento de tiempo menor, la pendiente de la energia después del instante en el que se alcanza
el dano méximo también serd menor.

Método explicito

Para el caso del método explicito, se espera que la energia aumente de forma repentina en el
momento de la aparicién de la inestabilidad. Para comprobarlo, se muestran los resultados de las
variables analizadas (Figura 4.39).

Evolucion de la energia
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método explicito)

05

04
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0 ¥ T T T T 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0,12
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Evolucién de la variable de dafio
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método explicito)

0,8
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0,4 l
0,2
J
0 . T r T r )
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12
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Fuerza externa aplicada
(Test de impacto, At=180Atcrit, Método explicito)

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Fext (MN)
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Figura 4.39: Evolucién de la energia, variable de dano y fuerza aplicada para el método explicito

Tal como se predecia y teniendo en cuenta los resultados obtenidos con el test de impacto, para
el incremento de tiempo con el que trabajamos en este apartado, el método explicito presenta una
alteracion brusca de la energia en el momento que aparece la inestabilidad.

A partir de este punto, el método es inestable y los resultados no son reales. La energia, una vez
superada la inestabilidad, sigue una trayectoria oscilatoria. Estas oscilaciones vienen dadas por el
fenémeno ya descrito en el test de impacto. Cuando aparece la inestabilidad, el tensor constitutivo
del material se ve modificado por el aumento del dano. Entonces, cuando el tensor constitutivo del
material es variable, la amplitud y el periodo de la evolucion de la deformacion también lo seran.
Si varia la deformacién, también lo hace la energia y este proceso inestable se ird repitiendo hasta
que la deformacién en el elemento sea tan grande que cause la rotura del material.
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4. Caso de dano no local isétropo

Una vez implementado y analizado el modelo de dano isétropo para un elemento, el siguiente
paso es analizar el comportamiento del mismo para un conjunto de elementos trabajando con-
juntamente. La implementacién del modelo de dano para el caso de mas de un elemento permite
obtener resultados para situaciones reales. Asi pues, podriamos comparar los resultados obtenidos
mediante la simulacion con los resultados de un test real.

No obstante, como el presente documento se cine al andlisis y implementacién del modelo de
dano, nos centraremos en la parte numérica y computacional del problema, dejando aparte la
comparacioén y/o simulacién de estructuras reales.

Es importante destacar que para el andlisis de la rutina en el caso multielemental, se transforma
el problema al caso 2D para poder estudiar mejor el comportamiento. Al trabajar con Matlab, la
visualizacién de resultados es mas facil y mas comprensible para el caso 2D que para el andlisis
3D.

4.1. Calculo del dano en los nodos

Con el fin de visualizar los resultados obtenidos de la variable de dano, se deben trasladar los
valores obtenidos en los puntos de Gauss, a los nodos de la malla. Para ello se extrapolan a los
nodos los resultados que tenemos en los puntos de Gauss. De esta forma se obtiene directamente
una solucién alisada en toda la malla.

Sea d? la variable de dafio obtenida en los puntos de Gauss vy d,, la variable de dafio alisada
en toda la malla. Los valores de d,, dentro de cada elemento se pueden expresar en funcién de las

variables de dano elementales dz(-e) en los puntos de Gauss.
ngaus
d,= Y Nid" (4.4)
i=1
El error entre la solucién alisada y la original en cada punto es
ngaus

e=d,~d= > Nd\ —d (4.5)
=1

El problema puede transformarse en un problema de minimos cuadrados, de forma que los
valores alisados minimicen el error medio expresado con el funcional siguiente.

F= [ &%= /(dn — d)%dQ (4.6)
Q Q
Es decir,
F
L:O:stn:r (4.7)
od\
Con
M = /Q . NP N;dQ (4.8)

3d es un vector con las variables escalares d correspondientes a todos los puntos de Gauss.
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Pl = NTd;d (4.9)
Qe)

4.2. Mallas utilizadas

Para comprobar que el dano no depende de la malla utilizada, se realiza el anélisis con diferentes
mallas, analizando el resultado de la variable de dano sobre cada malla.

Se analizard el problema utilizando 4 mallas distintas. Una con 2 elementos del mismo tamano
cada uno, otra con 3 elementos del mismo tamano, otra con 4 y otra con 6 elementos también del
mismo tamano.

Figura 4.40: Mallas de 2, 3, 4 y 6 elementos respectivamente

También se analizard cada malla variando la distancia de interaccién entre elementos siendo
los casos analizados los que tienen una longitud de referencia:

“1.=0
-1, =0,2-L, =0,8m
“1,=0,5-L, =2m

4.3. Andlisis de los resultados

Definidas las mallas a utilizar y las distancias relativas de influencia que se consideran, se
plantea la resolucién del problema con la geometria detallada en el primer punto del apartado.

Para el caso multielemental nos vamos a fijar en la distribucién de la variable de dano a lo
largo de la geometria, pues los resultados que interesan en este andlisis son los referentes a la
implementacién y validacién del modelo de dano no local. El caso de un tnico elemento nos ha
servido para validar el comportamiento de los distintos métodos de resoluciéon planteados. Asi,
para el caso de més de un elemento se considera que los resultados del caso elemental se conservan,
permitiéndonos que el estudio se centre en la aplicacion y validacion del modelo no-local propuesto.
Estos tres casos seran los descritos anteriormente.

-Caso 1: 1., =0
- Caso 2: I, =0,8m
- Caso 3: I, = 2m

Para cada caso se va a evaluar la distribucién de la variable de dano a lo largo del eje horizontal
() de la placa con las distintas mallas planteadas.

Como nos interesa ver la evolucién del dano, la fuerza aplicada debe ser suficientemente grande
como para producir la rotura en alguna de las partes de la geometria. De esta forma, la fuerza
aplicada serd incremental y con un valor maximo de:
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Fe:vt = 100Feajt0

Por otro lado, tenemos que asegurar que el tiempo total sea el suficiente para poder apreciar
una evolucién clara del dano. Asi, como el caso multielemental se implementa con el método de
resolucién implicito de Newmark, que carece de inestabilidades; podemos realizar el anélisis con
50 pasos de tiempo y con un incremento de tiempo en cada paso 100 veces mayor al definido como
critico en el caso elemental.

At = 100At i = 9,901 - 1045

Sin mas predambulos, a continuaciéon se describen los resultados obtenidos para los distintos
casos analizados.

Caso 1 (I, =0)

En este caso se espera ver una dependencia clara de la solucién respecto de la malla utilizada.
Esto se debe a que con una distancia de influencia nula, estamos resolviendo el problema como
si el modelo fuera local. De esta forma el dano no aparece en el elemento hasta que el elemento
adyacente ha alcanzado la rotura total.

En la figura siguiente se puede apreciar los resultados de la variable de dafio en funcién de la
coordenada x de la placa. Hay que recordar que los resultados no variaran en la direcciéon y ya que
las fuerzas aplicadas se aplican por igual en ambos nodos extremos y en direccién x.

Como se ve en la figura anterior, hay una dependencia clara de la solucién respecto del nimero
de elementos considerados. En el caso de 2 elementos vemos que para el tiempo igual a 10A¢ el
dano no alcanza el valor de 1 en el extremo donde se aplica la carga y sigue una distribucién con
una pendiente poco pronunciada. Esta pendiente va aumentando a medida que aumentamos el
numero de elementos considerados.

Este comportamiento es el esperado para el caso de dano local, pues la pendiente es més
pronunciada cuantos méas elementos tengamos porque el dano se transmite mas lentamente.

Para ver més claramente la dependencia de la malla se presenta en la siguiente figura (Figura
4,42) una serie de imagenes con la variable de dafo representada en distintos instantes de tiempo
y numero de elementos. En la columna de la izquierda se aprecian los resultados para las mallas
de 2, 3, 4 y 6 elementos, respectivamente, y tiempo igual a 10A¢. En la columna de la derecha se
muestran los resultados de la variable de dano para las mismas mallas, pero en el tiempo igual a
20At.

Vemos en la Figura 4,42 que para 2 elementos y tiempo igual a 10At, el dano alcanza un
maximo de 0,7; mientras que para el resto de mallas, se alcanza el valor méaximo de 1 en el extremo
derecho. Esto ocurre porque el tamano de elemento es més grande para la malla de 2 elementos.

Por el contrario, en el tiempo igual a 20At, en la malla de 2 elementos se alcanza el valor
maximo de 1 en toda la geometria; mientras que para el resto de mallas no se llega a la rotura
total. Esto es debido a que al tener solamente 2 elementos el dano se transmite més rapidamente
que en las otras mallas, aunque para llegar al valor maximo tarde mas por ser el elemento de mayor
tamano.

Caso 2 (I, =0,8m)

Para este caso el radio de influencia considerado es de 0,2 L. Para esta distancia de influencia
se espera que las mallas de més elementos se vean més afectadas que las mallas de pocos elemen-
tos, pues con mas elementos, las distancias entre los distintos puntos de Gauss se reducen. Con
distancias entre puntos de Gauss mas pequenas tenemos interaccion del dano entre los distintos
puntos, hecho que producird un aumento del valor de la variable de dano y de su velocidad de
propagacion.
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Distribucién del dafio en los nodos

i Fuerza incremental, At=100Atcrit, f=100f0, 2 elementos
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Distribucion del dafio en los nodos
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Figura 4.41: Distribucién de la variable de dano d para I, = 0 (casol)

Para comprobarlo, se muestra en la figura siguiente la distribucién de la variable de dafio a lo
largo de la geometria en distintos tiempos y para las mallas consideradas.

Tal como se habia previsto, podemos ver que para la malla de 2 elementos los resultados son
similares a los obtenidos en el caso anterior. En cambio, para las mallas de 3, 4 y 6 elementos
vemos que la pendiente de la recta de distribucién del dafio se vuelve mas pronunciada y tiende a
tener el mismo valor para todas ellas.

De todas formas, las distintas distribuciones en los tiempos dados siguen estando maés separadas
entre ellas cuanto méas grande es el tamano del elemento. Esto indica que, aun habiendo equiparado
las pendientes de la distribucién, sigue habiendo una dependencia de la malla.

Igual que en el caso anterior, a continuacién se muestran las imagenes con la distribucién de la
variable de dafio en dos instantes de tiempo y para las distintas mallas propuestas (Figura 4.44).

Como se puede ver, las distribuciones en las mallas de 2 elementos son muy similares a las del
caso anterior. Por otro lado, vemos que para las otras mallas, las distribuciones se parecen mas
entre ellas.

Para el tiempo igual a 10At, al ser pequenio, las distribuciones son semejantes porque la pen-
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t=20-deltat, 2 elem

t=10-deltat, 2 elem

‘ 1

t=20 deltat, 3 elem i

t=10 deltat, 3 elem
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Figura 4.42: Distribucién de la variable de dano d en las distintas mallas para los tiempos 10At y
20At con I, = 0 (casol)

t=10 deltat, & elem

0.2

0.1

diente de la distribucién se equipara entre mallas. Para el tiempo igual a 20At, vemos que para
las mallas de 2 y 3 elementos, a diferencia de las de 4 y 6, el danio alcanza el méximo en toda la
geometria. Este comportamiento, igual que en el caso anterior, es debido a que en las mallas con
mas elementos el danio que se transmite evoluciona mas lentamente.

Caso 3 (I, =2m)

En este caso se aumenta la distancia de influencia hasta 0,5 - L,. Con esta distancia todas las
mallas propuestas se ven afectadas, en cuanto al cdlculo de la variable de dafio se refiere. Asi, se
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Distribucion del dafio en los nodos

Fuerza incremental, re=0.2L , At=100Atcrit, f=100f0, 2 elementos
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Figura 4.43: Distribucién de la variable de dano d para I, = 0,8m (caso2)

espera que la dependencia de la malla en el célculo del dano disminuya.

Tal como vamos haciendo en el andlisis de los casos multielementales, en primer lugar se muestra
la figura con las distribuciones de la variable de dano en toda la longitud de la geometria para
distintos instantes de tiempo (Figura 4.45).

Para este caso, pero, al tener més puntos influenciados, el dafio aumentard mas rapidamente.
Por ello, los instantes de tiempo en los que se muestran las distribuciones deberan ser mas pequenos.

Si nos fijamos en el instante de tiempo igual a 10At¢, se puede ver como las pendientes de
la distribucién del danio son mas similares entre las distintas mallas que en los casos anteriores.
Aunque para la malla de 2 elementos no sea del todo igual, para el resto de mallas consideradas,
tenemos una misma distribucién del dano en la geometria.

Para instantes de tiempo mayores, vemos que las distribuciones entre las distintas mallas siguen
estando desplazadas. Es decir, para mallas con méas elementos, las distribuciones de la variable de
dano para los distintos instantes de tiempo considerados estan mas juntas que para mallas con un
nuamero inferior de elementos. Esto nos indica que sigue habiendo una cierta dependencia de la
malla en cuanto a velocidad de evolucion del dano se refiere.
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Figura 4.44: Distribucion de la variable de dano d en las distintas mallas para los tiempos 10At y
20At con l, = 0,8m (caso2)

En la siguiente figura se muestran las imagenes de la distribucién de la variable de dano para
las distintas mallas en los instantes de tiempo de 10A¢ y 20A¢.

En la imagen anterior podemos ver que para el instante de tiempo igual a 10A¢, las distribu-
ciones para las distintas mallas son casi iguales. En cambio, para el instante de tiempo de 20At,
todas las mallas excepto la de 6 elementos han llegado a la rotura total. Como se ha mencionado
anteriormente, con una malla de mas elementos, la velocidad de evolucién del dano disminuye, por
lo que se tarda mas en alcanzar el valor méaximo de la variable de dano en toda la geometria.
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Figura 4.45: Distribucién de la variable de dano d para [, = 2m (caso3)

4.4. Conclusiones de los resultados del caso multielemental

Vistos los resultados para los distintos casos analizados con un modelo de dano no local en un
dominio con més de un elemento, podemos sacar algunas conclusiones claras.

En primer lugar podemos decir que el modelo no local propuesto reduce la dependencia de
la malla en los instantes iniciales de la evoluciéon del dano. Este comportamiento queda claro
observando los resultados de los casos considerados en los instantes de tiempo inferiores o iguales
a 10At.

Pese a tener una reduccién de la dependencia de la malla en los instantes iniciales, cuando
aumenta el tiempo, la diferencia entre mallas se hace mas evidente, pues la evolucién del dano se
ralentiza cuando tenemos un mayor nimero de elementos.

Este problema podria solventarse introduciendo el modelo de dafio propuesto en [17]. Este mod-
elo de dano tiene en cuenta la derivada de la deformacion respecto del tiempo para la determinar
el dano en una geometria con mas de un elemento.

Por otro lado, otra medida para resolver el problema podria ser introducir una ponderacion
en la suma de los danos de los puntos que influyen en un punto determinado. Asi, un punto maés



84 CAPITULO 4. RESULTADOS

1
1=10-deltat, 2 elem 0.95 t=20-deltat, 2 elem 18

09 16
085 i

17
08

1
075

08
07

06
065

0.4

t=20-deltat, 3 elem

t=10-deltat, 3 elem
t=10-deltat, 4 elem

t=10-deltat, B elem

4

t=20 deltat, 4 elem

1

0.9 t=20-deltat, & elem
0.8

0.7

0.6 .

0.5

0.4

0.3

0.2

.

Figura 4.46: Distribucion de la variable de dano d en las distintas mallas para los tiempos 10At y
20At con I, = 2m (caso3)

alejado influiria en menor medida que un punto cercano. De esta forma, la evoluciéon del dano se
equipararia para mallas con distinto nimero de elementos.

Otro hecho a remarcar es la convergencia a la soluciéon del método implicito de Newmark en este
andlisis. Se ha visto que para el caso de dafio local isétropo la convergencia era cuadratica. En este
caso, en cambio, tiende a ser lineal. Esto se debe a que la matriz tangente no esté linearizada para
el caso de dafno no local, por lo que la convergencia tendera a la linealidad de forma proporcional
a la longitud de influencia [..
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1. Conclusiones

Una vez presentados todos los resultados para los distintos andlisis realizados con los métodos
y modelos planteados, solo nos queda plantear las conclusiones generales que pueden extraerse del
trabajo realizado en esta tesina.

Dado que las conclusiones particulares referentes a los distintos resultados obtenidos ya se han
descrito en el apartado correspondiente, en este capitulo solo se describiran las conclusiones de
caracter general.

En cuanto a los métodos de resolucién planteados, podemos concluir que, como ya se sabia en
el inicio, el método explicito puede producir errores. Como se ha visto en los resultados referentes
a la conservacion de la energia, a partir de un cierto incremento de tiempo el método se vuelve
critico; dando resultados completamente erréneos.

Tal como se ha comentado en la motivacién, la utilizacién de métodos de resolucion explicitos
en programas de cdlculo como Abaqus es muy corriente. Por ello, si queremos que no aparezcan
inestabilidades, se deben utilizar incrementos de tiempo muy pequenos. Teniendo en cuenta los
resultados obtenidos para el método implicito de Newmark, este contratiempo puede solventarse.

Siguiendo en esta linea, podemos afirmar que, teniendo en cuenta que el método de Newmark
necesita entre 2 y 3 iteraciones para cada paso de tiempo en el caso de dano is6tropo, hay un ahorro
importante en el coste computacional. Con el método implicito podemos aumentar el incremento
de tiempo de cada paso, disminuyendo asi el niimero total de pasos necesarios para describir un
intervalo de tiempo determinado. Aunque tengamos 2 o 3 iteraciones en cada paso, el aumento del
incremento de tiempo lo compensa. De esta forma, considerando que el coste final esté relacionado
con el nimero de veces que se resuelve el sistema de ecuaciones, con el método implicito observamos
los mismos resultados con un coste menor.

Por otro lado, en cuanto a los modelos de dano analizados, sabemos que el modelo local isétropo
no se ajusta a la realidad de los materiales compuestos, pero nos permite ver de forma clara el efecto
de la no linealidad del problema sobre los métodos de resoluciéon. En cuanto al modelo de dano no
local, vemos que se puede reducir la dependencia de la malla. Este hecho es muy relevante, ya que
por el momento, en Abaqus solo estd implementado el caso local. Al tener que resolver el problema
multielemental con un modelo de dano local, tenemos una dependencia de la malla importante.
Esta dependencia se podria reducir considerablemente introduciendo un modelo de dano no local
como el propuesto en esta tesina.

A pesar de que no se considera el test de impacto para el modelo de dano no local, los resultados
obtenidos mediante el test incremental son igualmente relevantes en lo que se refiere a dependencia
de la malla.

2. Trabajos futuros

Para finalizar, se presentan algunos puntos que contienen los trabajos relacionados directamente
con lo realizado en esta tesina y que comportarian una mejora y ampliacién del estudio y andlisis
del dano en problemas de impacto.

= Un punto a realizar es la implementacién del modelo de dano anisétropo propuesto por J.L.
Curiel en los métodos de resolucién implicitos. Para ello se debe encontrar la matriz de rigidez
tangente proveniente de la linearizacion del problema.

= Otra mejora que puede complementar lo realizado en la presente tesina es la linearizacion
del modelo de dano no local. Con la linearizaciéon de este modelo de dano se aumentaria el
grado de convergencia de los métodos implicitos, reduciendo a la vez el coste computacional
que supone este modelo.

= En cuanto al test de impacto realizado, se podria proponer un test de impacto més rea-lista.
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Esto supondria la implementacién de los puntos mencionados anteriormente y ademas, la
introduccién de una geometria y condiciones de contorno equivalentes a un test de impacto
real.

= Relacionado con el punto anterior, seria muy tutil la implementacién del modelo de dano no
local con el andlisis multielemental en 3D.
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