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Resumen

En el disefio de un sistema de comunicaciones celular, la zona de cobertura se
divide en celdas, cada una de las cuales esta cubierta por una estacion base.
Cada estacion base puede incorporar mas de un transmisor y cada transmisor
trabaja a una cierta frecuencia en cada instante de tiempo. Ademas, una
misma frecuencia se puede utilizar en diferentes celdas, permitiendo reducir el
numero total de frecuencias utilizadas (parametro importante si se considera el
elevado precio de la licencia de ocupacion del espectro asi como sus cuotas
anuales).

No obstante, la reutilizacién de frecuencias en diferentes celdas esta limitada
por el nivel maximo de interferencias tolerable (7 u 8 dB en el caso de redes
GSM). Debemos considerar ademas que para los servicios de datos esta
limitacién en la reutilizacion de frecuencias es un factor critico si se desean
conseguir velocidades de transmision elevadas. De esta forma, el problema de
la asignacion de frecuencias consiste en encontrar una planificacion que
satisfaga unos ciertos requerimientos utilizando el minimo numero de
frecuencias o utilizando eficientemente las frecuencias disponibles, teniendo
en cuenta las restricciones o limitaciones de la red y tratando de minimizar el
nivel de interferencia resultante. Todo esto con el propésito de optimizar la
calidad de las comunicaciones de voz y aumentar el ancho de banda
disponible para los enlaces de datos.

En este proyecto final de carrera se pretende definir un algoritmo de
asignacion de frecuencias (basado en algoritmos anteriores como Hormigas y
Simulated Annealing) para redes que utilizan mas de una frecuencia en cada
transmisor (frequency hopping) con la finalidad de mejorar el comportamiento
global del sistema.
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Abstract

On the design of a cellular communication system, the coverage zone is
divided into cells, each covered by a base station. Each station incorporates
more than one transmitter and each transmitter works on a single frequency in
every time slot. Moreover, the same frequency can be used in different cells,
allowing to decrease the total number of used frequencies.

Nevertheless, the reuse of frequencies on different cells is limited by the level
of interferences (7 or 8 dB on GSM). The problem of frequency assignment
consists on finding a frequency design that satisfies some conditions using the
minimal number of frequencies or using efficiently all available frequencies,
considering restrictions and limitations of the network.

On this project we pretend to define an algorithm for frequency assignment
using more than one frequency in each transmitter (frequency hopping) in
order to improve the operation of the global system.
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Introduccion 1

INTRODUCCION

La telefonia moévil celular se ha convertido en uno de los campos mas
importantes de las telecomunicaciones, debido principalmente a la aparicion del
sistema GSM vy al final del monopolio en este sector. De esta manera, por
ejemplo, en numero de usuarios de telefonia moévil del estado espainol ha
pasado de 400 mil usuarios a finales de 1994 a 31 millones en el afio 2003.

En el disefio de un sistema de comunicaciones celular, la zona de cobertura se
divide en celdas, cada una de las cuales esta cubierta por una estacion base.
Cada estacion base puede incorporar mas de un transmisor y cada transmisor
trabaja a una cierta frecuencia. Ademas, una misma frecuencia se puede
utilizar en diferentes celdas, permitiendo asi reducir el numero total de
frecuencias utilizadas (parametro importante si se considera el elevado precio
de la licencia de ocupacidén del espectro). Sin embargo, la reutilizacién de
frecuencias esta limitada por el nivel maximo de interferencias tolerable. De
esta manera, el problema de la asignacion de frecuencias consiste en
encontrar una asignacion que satisfaga unos ciertos requerimientos de trafico
utilizando el minimo numero de frecuencias y considerando las restricciones
por interferencias.

En este proyecto de final de carrera se propone un método de asignacion de
frecuencias en redes GSM capaz de realizar disefios de frecuencias multiples
(es decir asignando mas de una frecuencia en cada transmisor) a partir de
disefios simples.

La memoria esta dividida en seis capitulos. En el primer capitulo se describen
los aspectos basicos del sistema GSM, planteando el problema de la
asignacion de frecuencias.

En el segundo y el tercer capitulo se describe con mas detalle el problema del
coloreado de grafos —que es la representacion en términos combinatorios del
problema de asignacion de frecuencias en redes GSM- y se presentan
algunos meétodos de optimizacion combinatoria para problemas NP-completos.
También se describen los algoritmos Hormigas y Simulated Annealing y su
funcionamiento basico.

En el capitulo cuarto se generaliza el problema de la asignacién de frecuencias
y se describe en términos de un coloreado multiple de grafos en el que cada
vértice puede recibir mas de un color. Se incluye asi una breve introduccion del
problema, definiéndose a continuacién un conjunto de matrices (C, C’, D y D’)
asociadas a un grafo que permite reasignar colores a los distintos vértices de
un grafo. La reasignacion de colores se realiza a través del algoritmo de
reciclado (RCY) que se describe al final de este capitulo.
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En el quinto capitulo se resuelve el problema de la asignacion de frecuencias
en términos de coloreado de grafos y se describe el funcionamiento de los
programas empleados en su resolucion. Para finalizar realizamos pruebas con
redes GSM reales y con redes aleatorias. Mediante unas tablas, analizamos los
resultados obtenidos y comparamos el funcionamiento de los algoritmos en
cada caso.

Finalmente, en el capitulo sexto se analizan los resultados obtenidos y se
exponen una serie de conclusiones antes de senalar las posibles lineas de
continuacioén del proyecto.
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Capitulo 1. Asignacion de frecuencias en telefonia
movil

Introduccion

La licencia de explotacion del espectro radioeléctrico es uno de los principales
costes que debe soportar un operador de telefonia moévil. En estos casos, la
reduccion del numero de frecuencias en el disefio de una red puede suponer
un ahorro considerable. Igualmente, una vez contratada la licencia y
determinado el numero maximo de frecuencias disponibles, la capacidad de
trafico de la red puede ser incrementada mediante un mejor aprovechamiento
del espectro, en el sentido de reutilizar frecuencias en distintas celdas de la red
y poder transmitir simultaneamente desde distintos puntos con una misma
portadora.

Una red de telefonia mévil celular se compone de una serie de celdas que
pueden interferirse reciprocamente segun distintos factores de proximidad,
potencia de emision o densidad de trafico. La relacion de interferencia entre las
celdas permite modelar la red a través de un grafo, correspondiéndose los
vértices con celdas (o las estaciones base que dominan cada celda) y
designando las aristas la relacién de interferencia entre celdas o vértices. De
este modo el problema de asignacion de frecuencias puede considerarse
desde el punto de vista del coloreado de grafos y resolverse a partir de los
métodos algoritmicos descritos en posteriores capitulos.

En el presente capitulo se describe el funcionamiento de una red celular GSM,
el problema derivado de la asignacion frecuencial y la definicion de diferentes
especificaciones (matrices y vectores) para la resolucion de dicho problema.
Finalmente se explica su representacién en términos de la teoria de grafos.

1.1 Introduccion al sistema GSM

El sistema GSM de telefonia movil celular debe sus siglas al Group Spéciale
Mobile creado en 1980 con el objeto de definir y especificar un sistema de
cobertura paneuropea (y naturaleza digital), capaz de dar servicio a un gran
numero de abonados y que pudiera integrarse facilmente en las nuevas redes
de telecomunicacién RDSI. Este grupo inicid sus trabajos en el afo 1985
concluyendo la especificacion del sistema en 1991.

El sistema GSM es un sistema:
1. De telefonia movil: puesto que permite la comunicacion entre usuarios
moviles.

2. Celular: la zona de cobertura se divide en zonas llamadas celdas, a las
cuales se asigna un cierto numero de radiocanales o frecuencias. Estas
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celdas cuentan con una infraestructura de estaciones base (a cada celda
le corresponde una estacion base) que transmiten con la potencia
necesaria para alcanzar toda el area de cobertura. La divisidon en celdas
permite el reuso de frecuencias y el consiguiente aumento de abonados
a los que la red puede dar servicio simultaneamente sin necesidad de
aumentar el conjunto de frecuencias contratadas. Cada celda o estacion
base puede asimismo incluir uno o varios transmisores segun el
volumen de trafico cursado. Asi, una celda con tres transmisores podra
emitir con tres frecuencias simultdneamente y soportar tres veces mas
trafico que una celda con un solo transmisor.

3. Digital: dado que supone la solucibn mas econdmica, sencilla y eficaz
para asumir la demanda del mercado e incorporar nuevas posibilidades
de servicio, frente a la solucion analégica empleada por otros sistemas
de telefonia movil.

En el afno 1993 habia 36 redes GSM en 22 paises. Aunque el sistema GSM es
un sistema tipicamente europeo, existen redes GSM operativas en alrededor
de 80 paises de todo el mundo. Con motivo de este desarrollo, se ha asignado
un nuevo termino al acrénimo GSM: Global System for Mobile
Communications. El sistema GSM ofrece las siguientes caracteristicas:

1. Utilizacion eficiente del medio de transmision.

2. Buena calidad de la sefial de voz (incluso en condiciones de recepcion
débil de sefal y alta interferencia) a pesar de que el uso del codificador
de voz puede provocar ciertas variaciones en el timbre de voz y un
retardo hasta cierto punto apreciable.

3. Posibilidad de comunicacién entre distintos paises sin la necesidad de
cambiar de terminal, con el unico requisito de acuerdos pertinentes entre
los diferentes operadores.

4. Conversaciones seguras por la encriptacién de la informacion en el
canal radio.

1.1.1 Sistema radio

El subsistema radio, que constituye el enlace fisico entre las estaciones
moviles y la red fija, esta formado por una serie de canales. El sistema GSM
emplea una modulacion multiplexada en el tiempo y en frecuencia. De esta
forma, una celda puede transmitir diversas frecuencias (llamadas portadoras)
simultaneamente. Cada frecuencia portadora puede soportar ademas distintos
canales (en general dedicados al trafico de llamadas) gracias a la
multiplexacion en tiempo, dividiéendose cada trama en 8 slots (o segmentos de
tramas), correspondientes con otros tantos canales légicos (generalmente 1 de
control y 7 de trafico por cada portadora, o bien 8 de trafico si otra de las
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frecuencias portadoras de la misma celda ya contiene un canal de control). El
estandar GSM distingue los canales de usuario, que cursan y gestionan las
llamadas, de los canales de control propiamente dichos, segun la jerarquia
siguiente:

e Canales de usuario

- Canal de trafico

- Canal de control (asociados durante la comunicacion)
o Lento: Control de potencia, medidas, avance temporal
o Rapido: Informacién de traspaso

e Canales de control

- Difusion (Base - Moviles)
- Acceso (Moviles > Base)
- Dedicados

Como se ha dicho, los canales de usuario ocupan los slots no destinados a los
canales de control (apareciendo éstos como maximo 1 vez por trama), y por
tanto quedando 7 u 8 slots de una trama destinados al trafico y al control de
trafico segun el siguiente esquema:

1. Los canales de trafico soportan la transmisién de la informacion de voz y
datos en forma de rafagas.

2. Los canales de control asociados aparecen una vez se ha establecido la
comunicacion y son propios del usuario. Se distinguen dos tipos de
canales de control asociado:

e Lentos: transporta informacién de control de potencia (en bucle
cerrado, es decir, la estacion base informa al movil si ha de
aumentar o disminuir la potencia transmitida), medidas de
potencia (del movil a la estacion base para que ésta decida el
control de potencia) e informacién de avance temporal.

e Rapidos: transmiten la informacién de traspaso cuando el usuario
se traslada de una celda a otra, que debe transferirse al movil
antes de que se interrumpa la comunicacion. Por este motivo la
transmision se lleva a cabo sobre un canal de trafico, pudiendo
producirse una ligera degradacién de la transmision.

Por otra parte, los canales de control son comunes a todos los usuarios de una
celda siendo utilizados en los pasos previos al establecimiento de la llamada.
Estos canales, que han de estar presentes en todas las celdas de la red,
ocupan normalmente un solo slot de una de las portadoras de la celda,
respondiendo a la siguiente jerarquia:
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1. Los canales de difusion se transmiten en el enlace descendente (de la
estacion base al terminal movil) y proporcionan distintos tipos de
informacion: configuracion del sistema, frecuencia portadora de la
estacion base (permitiendo asi sintonizar el movil) y frecuencias con
canal de control, sincronizaciéon con la trama de la estacion base,
etcétera.

2. Los canales de acceso son canales ascendentes o de subida (es decir,
van del mévil a la estacion base) que, al ser comunes a todos los
usuarios, requieren la presencia de un mecanismo de acceso al medio.
Entre otras funciones controlan las peticiones de llamadas de los
usuarios.

3. Finalmente, se encuentran los canales de control dedicados, destinados
a transmitir informacién de control entre la red y el movil con funciones
especificas, como el intercambio de datos de usuario entre la estacion
base y el mévil antes de realizarse la comunicacion.

1.1.2 Reduccion del nivel de interferencias

Como todo sistema de telefonia celular, GSM permite el reuso de frecuencias
en diferentes estaciones base con el objeto de aumentar la capacidad de trafico
de la red. Esta reutilizacion comporta, sin embargo, la posible aparicion de
interferencias entre celdas. De este modo, junto al disefio de una planificacion
frecuencial adecuada para determinar cual debe ser la distancia de reuso entre
celdas y la utilizacion de una modulacion robusta, el estandar GSM incorpora
tres mecanismos para compensar los efectos de las interferencias, siendo
decisidon de la operadora incluirlos 0 no en su servicio:

e Control de potencia: permite modificar dentro de un cierto rango la
potencia transmitida en ambas direcciones, de movil a base y viceversa.
En GSM se aplica un control de potencia, independiente en ambas
direcciones, en funcion de los niveles de recepcion medidos por la
estacion base y el terminal mévil.

e Transmisién discontinua: detecta la existencia de silencios en la
comunicacion e inhibe la transmision radio durante este tiempo
(aproximadamente el 50% del tiempo de una llamada nos encontramos
a la escucha) para no interferir en celdas contiguas.

e Frequency hopping o conmutacion de frecuencia (FH): varia la
frecuencia portadora de transmision, de una trama a otra y a lo largo de
una misma comunicacion.

El control de potencia y la conmutacién de frecuencia ademas de reducir las
interferencias, solucionan algunos problemas relacionados con la utilizacién del
canal radio como medio de transmisién. Asi, el primero de ellos permite
compensar la atenuacion debida a los obstaculos o atenuacién lenta, mientras
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que el segundo contribuye a atenuar los efectos de la propagacion multicamino
(que induce desvanecimientos rapidos o de “Rayleigh”).

1.1.3 Frequency Hopping

La técnica del Frequency Hopping (también llamada conmutacion de
frecuencia) consiste en la transmisién de las sucesivas tramas a frecuencias
diferentes segun una secuencia definida para cada una de las celdas. En este
caso, un canal no se corresponde con un time-slot y una unica frecuencia
portadora, sino con un time-slot y una secuencia de salto. Tras la transmision
de una rafaga el transmisor conmuta a una frecuencia distinta dentro del grupo
de frecuencias de hopping correspondientes, asignadas segun criterios de
minimizacién del numero de interferencias. Como es ldgico, la capacidad de
trafico de una celda viene determinada por el numero de frecuencias que la
celda es capaz de manejar en un instante de tiempo determinado, y por tanto
no depende del numero de frecuencias de hopping sino del numero de
transmisores. De este modo, el numero de transmisores de una celda
determinara el maximo numero de frecuencias que la estacion base podra
emitir simultaneamente, con independencia del numero de frecuencias con las
que pueda trabajar.

De este modo la calidad del enlace puede cambiar de una rafaga a otra, esto
es, una rafaga con tasa de error elevada puede ir seguida con otra baja, puesto
que:

e Los desvanecimientos rapidos son distintos a frecuencias diferentes,
debido a que la longitud de los caminos medida en longitudes de onda
depende de la frecuencia.

e El nivel de interferencia es distinto para frecuencias diferentes ya que la
sefal interferente puede ocupar una zona determinada del espectro.

El hecho de que la tasa de error pueda variar en dos tramas sucesivas, junto
con la utilizacion de un codigo corrector de errores y un sistema de entrelazado
de la informacién, hace posible la reconstruccion de los datos originales incluso
en situaciones de interferencias. Sin hopping, en general, esto no ocurre dado
que todas las rafagas o son buenas o son malas.

De otro lado, el hopping no se aplica en ningun caso sobre la frecuencia
portadora del canal de control, que se utiliza como referencia de la potencia de
las celdas vecinas en los traspasos de celda (cuando el usuario se traslada de
un punto a otro) para decidir el instante en que debe realizarse el traspaso.

En GSM el frequency hopping o salto de frecuencia puede implementarse
mediante dos técnicas distintas conocidas con el nombre de:

1. Hopping en banda base: a cada transmisor se le asigna una unica
frecuencia y cada rafaga de una llamada es encaminada, por un
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procesador de trama, hacia el transmisor correspondiente de acuerdo
con la secuencia de hopping establecida.

2. Hopping sintetizado: en contraposicion al anterior, todas las rafagas de
una comunicacion son enviadas por el mismo transmisor, que tiene la
capacidad de sintetizar las distintas frecuencias de transmision, segun la
secuencia de hopping asignada.

Para entrar en modo de operacion frequency hopping la red informa al moévil (a
través del canal de control de cada celda) del conjunto de frecuencias
asignadas y del algoritmo de salto.

1.1.4 Limitacion del numero de frecuencias

A pesar de que un operador suele contratar un numero fijo de frecuencias es
posible encontrar disefios frecuenciales GSM en rangos de distinta amplitud, en
el sentido no soélo de que el numero de frecuencias hopping empleadas en
cada celda sea distinto de un disefio a otro, sino de que el propio numero de
frecuencias disponibles por la red pueda variar significativamente. En primer
lugar, la asignacién frecuencial se realiza normalmente por separado,
repartiendo de un lado las frecuencias para los canales de trafico (que
incorporan en general técnicas de frequency hopping) y de otro las frecuencias
asignadas a los canales de control (que, como se ha dicho, no realizan la
conmutacion de frecuencia y requieren normalmente una unica frecuencia
portadora por celda). De otro lado la planificacion frecuencial puede llevarse a
cabo de forma segmentada dividiendo el area de cobertura (una region, un
area metropolitana o una ciudad de dimensiones variables) en distintas coronas
e incluyendo pequefias celdas de apoyo llamadas micro y picoceldas (figura
1.1)

Picocelda

o B
Celda o macrocelda ——__ -

Figura 1.1: Estructura jerarquica de una red de acceso GSM.

Es posible encontrar una planificacion frecuencial en la cual la zona
correspondiente al centro de una ciudad requiera un numero de frecuencias
menor que la periferia, debido a la existencia de un numero determinado de
microceldas, es decir pequefias celdas (que disponen de un grupo especifico
de frecuencias reservadas) cuyo area de cobertura es mucho menor que el
area de una celda (figura 1.1). Las microceldas estan provistas de antenas
directivas dispuestas a escasa altura del suelo y suelen cubrir calles o
avenidas, requiriendo un numero menor de transmisores que las celdas
‘normales”, aunque es usual que trabajen en saturacion. El trafico que no
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pueden cursar las microceldas es transferido a las celdas de nivel superior.
Asimismo, el reuso de frecuencias entre microceldas no reviste grandes
complicaciones gracias a la disposicién de las antenas, cuya escasa altura
permite a los mismos edificios atenuar las posibles interferencias. De esta
forma, la zona de la periferia puede requerir un mayor numero de frecuencias
hopping debido a la escasa presencia de microceldas fuera del centro
comercial de la ciudad (aun asi no es descartable la ubicacion de algunas
microceldas en la periferia como sucede, en el caso de Barcelona, en algunos
tramos de la Avenida Diagonal).

Finalmente cabe la posibilidad de que una red GSM incorpore picoceldas, esto
es, pequeias estaciones capaces de ofrecer cobertura en interiores (como por
ejemplo estaciones de metro o centros comerciales) y cuyas frecuencias no
producen interferencias con el exterior (excepto en las zonas limitrofes, como
pueden ser las escaleras de bajada al metro), asi como de incorporar celdas
sombrilla, que pueden cubrir un determinado numero de celdas de una
jerarquia inferior, y cursar el trafico desbordado. Esta jerarquizacién (mas o
menos pronunciada) de la red de acceso a un sistema GSM (asi como la
presencia de las frecuencias de control) se traduce finalmente, como se ha
dicho, en disefios que incorporan en cada caso distintos numeros de
frecuencias.

1.2 Representacion de una red GSM

Un sistema de telefonia celular, como se ha visto, divide la zona de cobertura
en distintas areas denominadas celdas. Cada celda esta dominada por una
estacion base provista de uno o varios transmisores (0 transmisores-
receptores, también llamados transceptores), encargados de enlazar los
terminales mdviles con la red telefénica. Esta division de la zona de cobertura,
que permite de un lado reducir la potencia de emision y de otro reutilizar
frecuencias en celdas diferentes (con el objeto de aumentar el numero de
canales disponibles) provoca sin embargo la aparicion de interferencias entre
celdas.

De este modo, es preciso antes de definir la asignacion frecuencial realizar un
estudio riguroso de las interferencias electromagnéticas inducidas por las
diferentes celdas de la red. Dada la multiplicidad de factores que deben tenerse
en cuenta este analisis no puede ser unicamente tedrico, debiendo ir
acompanado de un trabajo de campo que permita ajustar los resultados
previstos por la teoria.
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Figura 1.2: Modelado de una red GSM empleando una frecuencia portadora por
celda. Las interferencias cocanal se indican con una sy las interferencias de
canal adyacente con una d.

Una red celular puede ser representada mediante un grafo simple con pesos en
las aristas, donde los vértices se corresponden con las frecuencias hopping
que deben asignarse a cada celda y las aristas unen vértices correspondientes
a celdas interferentes (figuras 1.2 y 1.3). El peso de una arista representa la
distancia que han de guardar las frecuencias asignadas a cada uno de los
vértices con el fin de no sufrir interferencias. El problema asi planteado puede
traducirse finalmente en un problema de coloreado de grafos, donde las
frecuencias se representan con colores 0 numeros enteros, de manera que la
separacion entre colores de vértices adyacentes (definido como el valor
absoluto de su diferencia) ha de ser como minimo el peso de la arista que los
une.

El nivel de interferencias entre celdas viene representado por la matriz de
restricciones, cuyos elementos expresan las distancias que deben guardar las
frecuencias de las distintas celdas de la red. Aunque pueden considerarse
otras posibilidades, el valor de las restricciones es en general un numero entero
siendo los valores mas habituales 1 y 2. Un valor en la matriz de restricciones
igual a 1 requiere una separacion de por lo menos una unidad entre las
frecuencias de las celdas correspondientes, con el objeto de blindar las
interferencias producidas por reflexiones, radiacion de los I6bulos traseros de
un transmisor, cambios rapidos de celda, etc. De otro lado, una restriccion igual
a 2, presente cuando existe un solapamiento entre celdas, requiere una
separacion frecuencial de por lo menos dos unidades. La figura 1.2 muestra un
ejemplo de modelado de una red GSM.

En una red GSM existe normalmente mas de un transmisor por celda siendo el
numero de transmisores menor o igual que el numero de frecuencias hopping.
Por otro lado, la asignacion frecuencial (en la que tenemos tantos vértices por
celda como frecuencias hopping) indicara cuales son las frecuencias que
utilizaran los transmisores, siendo el orden de utilizacion de éstas distinto en
cada uno (siguiendo las secuencias de salto definidas por las tarjetas hardware
de la estacién base). De este modo cada celda se desdoblara en un numero de
vértices igual al numero de frecuencias de hopping asignadas. Dos vértices
seran adyacentes si las celdas de las que proceden interfieren,
correspondiéndose el peso de las aristas con el valor respectivo de la matriz
de restricciones (figura 1.3). En el caso en que no se emplee la técnica del
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frequency hopping el numero de frecuencias coincidira en cada celda con el
numero de transmisores dado que en esta situacion cada uno de los
transmisores emite todo el tiempo en una unica frecuencia portadora.

Figura 1.3.: Modelado de una red GSM con mas de una frecuencia hopping por
celda. El numero de frecuencias hopping por celda es 2 y 3 respectivamente.

Finalmente, los vértices correspondientes a una misma celda deberan guardar
una distancia de dos unidades. En primer lugar, y dado que los distintos
transmisores de una celda deben conmutar las distintas frecuencias
disponibles, no tiene sentido repetir una frecuencia en una misma celda.
Podria darse ademas el caso de que dos transmisores emplearan
simultdneamente la misma frecuencia (en la misma celda), interfiriéndose
mutuamente. De otro lado, y debido al control dinamico de potencia, dos
terminales moéviles emplazados en una misma celda pueden transmitir
simultaneamente a potencias distintas (en funcién de su distancia a la estacion
base) pudiendo de este modo los I6bulos laterales del movil de mayor potencia
interferir el 16bulo principal del movil de potencia menor. Debe evitarse asi el
uso en una misma celda de frecuencias a distancia uno, siendo de este modo
el peso de las aristas correspondientes igual 0 mayor que 2.

1.2.1 Especificaciones para la asignacion de frecuencias

El problema de la asignacion de frecuencias (con o sin hopping) puede
caracterizarse, segun se ha descrito en el apartado anterior, mediante una
matriz de restricciones, un vector que indique el numero de transmisores por
celda, un vector de requerimientos de frecuencias hopping, un vector de indice
de ocupacién de la celda y un plan de frecuencias fijas, alguna de cuyas
informaciones puede no emplearse en asignaciones sencillas. Asi, mientras la
matriz de restricciones y el vector de requerimientos hopping (o el vector de
transmisores en caso de no conmutar en frecuencia) modelan la red en
términos de teoria de grafos, el vector de transmisores y el vector de ocupacion
permiten (en el caso de conmutacién de frecuencias) calcular la funcién de
coste en el transcurso de la asignacion. El plan de frecuencias fijas indica las
celdas que no intervienen en la asignacion dado que contienen frecuencias que
han sido fijadas previamente.
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Matriz de restricciones

La matriz de restricciones o de compatibilidad es una matriz cuadrada de n filas
y n columnas (siendo n el numero de celdas de la red) cuyos elementos
recogen la separacion frecuencial que ha de existir entre la celda fila y la celda
columna correspondientes. Un 0O significa que las dos celdas no interfieren y
que, por tanto, pueden utilizar la misma frecuencia. Un valor de 1 indica que
existen interferencias cocanal y que por lo tanto las frecuencias entre las celdas
han de situarse, cuando menos, a una distancia igual a 1. Finalmente un valor
igual a 2 indica la presencia de interferencia de canal adyacente (los lobulos
laterales interfieren la senal principal) de tal modo que la separacién frecuencial
ha de ser como minimo de dos unidades. Existe la posibilidad de incorporar
restricciones no enteras (valores reales entre 0 y 2) que indicaran los distintos
niveles de interferencias entre celdas de la red. Asimismo, los algoritmos deben
mantener una separacion mayor o igual a 2 entre las frecuencias de una misma
celda.

La calidad del servicio depende en gran medida de la precisién de la matriz de
restricciones dado que las frecuencias asignadas estaran relacionadas con los
valores de los elementos de la matriz. Por esta razon, la matriz de restricciones
se ha de construir con extremo detalle, de manera que refleje las
caracteristicas de la red de la forma mas precisa posible y siguiendo criterios
conservadores en la eleccion de los valores.

El criterio utilizado para obtener la matriz de restricciones varia segun las
caracteristicas del sistema, como pueden ser el control dinamico de potencia,
la transmision discontinua y el frequency hopping. La misma red puede
caracterizarse con diferentes matrices dependiendo de si se representa el
subsistema de trafico, que radia a potencia media cuando hay conversacién, o
el subsistema de control, que radia con maxima potencia de forma continua con
el objeto de facilitar la sintonizacién de las frecuencias portadoras.

2001210211 1
0210201210 2
0020012010 1
0002120101 2
0000211010 1
M=f4 000020201 R=14
00O00O0OD0DZT2T1 21 2
00 00O0O0DO0SZ2 10 1
0000O0O0DO0CO0 2 2 1
0000O0O0O0CO0 D 2 2

Figura 1.4: Ejemplo de matriz de restricciones y vector de requerimientos para
una red de 10 celdas. El vector de requerimientos indica el numero de
frecuencias hopping por celda o, en el caso en que no se conmute en

frecuencia, el numero de transmisores por celda.
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Vector de requerimientos de hopping

Indica el numero de frecuencias (en el caso en que se emplee el frequency
hopping) que deben asignarse a cada celda. Este numero, como se ha visto,
determina el numero de vértices asociados a cada celda. El numero de
frecuencias depende de varios factores y ha de ser siempre mayor o igual al
numero de transmisores de la celda (ya que cada transmisor emitird en cada
instante a una frecuencia distinta del resto de transmisores de la misma celda).
La eleccion del numero de frecuencias hopping puede ser la misma para todas
las celdas de la red o variable en funcion del numero de transmisores y del
trafico de la celda.

Vector de transmisores

Indica el numero de transmisores asignados a cada celda, es decir, el numero
de frecuencias simultaneas radiadas (cifra que no tiene por qué coincidir con el
numero de frecuencias de hopping). El numero de transmisores se escoge en
funcion del trafico que ha de cursar la celda que, a su vez, depende del indice
de poblacion, del numero total de abonados, del trafico en la hora punta y del
grado del servicio ofrecido por el operador de red.

Vector de ocupacioén

Indica el porcentaje de ocupacion de cada celda. Las restricciones incumplidas
entre frecuencias pertenecientes a celdas mas ocupadas (porcentajes
mayores) tienen una mayor influencia en la interferencia global del sistema.

Plan de frecuencias fijas

Contiene un conjunto de frecuencias predeterminado que no puede ser
modificado en el proceso de asignacion. Esta restriccion suele darse en el caso
de ampliacién de una red previamente planificada, la cual no puede modificar
las frecuencias ya existentes en algunas celdas especificas.
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Capitulo 2. Coloreado de grafos
Introduccioén

En el presente capitulo se ofrecen algunas definiciones de la teoria de grafos
asi como del problema clasico del coloreado de grafos. Se definen también los
polinomios cromaticos.

2.1 Teoria de grafos. Definiciones

Un grafo simple G es un par (V(G),E(G)) tal que V(G) es un conjunto finito de
elementos denominados vértices y E(G) un conjunto finito de pares no
ordenados de vértices. Cada uno de los elementos de E(G) se denomina
arista. Tanto los vértices como las aristas de un grafo pueden incluir etiquetas
definidas a partir de aplicaciones ®:V(G)—>Z y @ : E(G)— Z. El orden n de
un grafo G=(V,E) es el numero de vértices o cardinal de V(G). Asimismo se
define el tamano E de un grafo G=(V,E) como el cardinal de E(G) o el numero
de aristas de G.

Segun la definicién, un grafo simple no puede tener aristas repetidas, esto es,
pares de vértices unidos por mas de una arista, ni tampoco lazos (aristas que
enlazan un mismo vértice). En lo sucesivo cada vez que nos refiramos a un
grafo G se entendera que G es un grafo simple.

Se dice que dos vértices u y v son adyacentes cuando los une una arista . En
este caso se dice que los vértices u y v inciden sobre la arista uv o bien que
la arista uv incide sobre los vértices u y v. Dos aristas son adyacentes cuando
tienen un vértice en comun. EIl grado 6(v) de un vértice v es el numero de

aristas que inciden sobre v.

Dado un grafo simple de orden n el numero maximo de aristas que puede
contener es igual a n(n-1)/2. Se define asi la densidad p(G) de un grafo G de

orden n como el cociente entre el numero de aristas del grafo G y el maximo
numero de aristas que puede contener un grafo de orden n. De este modo

E  2E
n(n-1)/2 - n(n-1)

p(G) =

Un clique C cV(G) de un grafo G es un conjunto de vértices de V(G) tal que

todo par de vértices de C son adyacentes entre si. De otro lado se denomina
conjunto independiente a un conjunto S — V(G) de vértices tales que no son

adyacentes dos a dos.
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Figura 2.1: Ejemplo de grafo conexo

Una secuencia de aristas es una sucesidon de aristas consecutivas
VoV ViVy,..,V,, 4V,,. De este modo la secuencia dibuja un camino continuo sobre

Y'm-1""m
el grafo. Una secuencia en la que no se repiten aristas se denomina cola y si
tampoco se repite ningun vértice, trayecto. Un trayecto cerrado tal que el primer
y el ultimo vértice coinciden se denomina circuito.

Figura 2.2: Ejemplo de grafo no conexo

Se dice que un grafo G es conexo cuando es posible trazar al menos un
trayecto entre dos vértices cualesquiera de V(G). Cada uno de los conjuntos
conexos de vértices en que puede descomponerse un grafo no conexo se
denomina componente conexa del grafo. La distancia d(u,v) entre dos vértices
u 'y v se define como el cardinal minimo de todos los trayectos entre uy v, es
decir, el numero minimo de aristas que hay que recorrer para llegar de un
vértice a otro. Cuando un grafo no es conexo y dos vértices pertenecen a
componentes distintas se dice que su distancia es infinita. Se denomina
diametro de un grafo G a la distancia maxima entre dos vértices cualesquiera
de G.

L
Figura 2.3: Ejemplo de arbol.

Un grafo conexo sin ningun circuito es un arbol. Un grafo completo K, es un
grafo simple tal que todos sus pares de vértices estan unidos por una arista. De
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este modo el tamafio de K, es igual a n(n-1)/2. De otro lado, un grafo cuyos

vértices tienen todos el mismo grado es un grafo regular. Concretamente se
dice que G es un grafo regular de grado r si todos sus vértices tienen grado r.

Un grafo G es bipartito si su conjunto V(G) de vértices admite una particion en
dos subconjuntos V, y V, tales que V,uV,=V(G) y V,nV, =0 vy tales que

cada una de las aristas de E(G) une un vértice del subconjunto V, con un
vertice de V,. De este modo ningun par de vertices de V, ni de V, son
adyacentes entre si. En el caso en que cada uno de los vértices de V, sea
adyacente a cada uno de los vértices de V, diremos que el grafo es un grafo
bipartito completo K, siendo ny m los cardinales respectivos de V, y V.

Figura 2.4: Ejemplo de grafo bipartito.

Figura 2.5: Ejemplo de grafo bipartito completo K, , .

Dados dos grafos cualesquiera G, =(V,,E,) y G, =(V,,E,), G, es subgrafo de
G siV,cV,y E,cE, SiV,=V, entonces G, es subgrafo generador de G,.
En caso de que G, conserve las aristas de G,, es decir, en el caso de que todo
par de vertices del grafo G, sean adyacentes si y solo si son adyacentes en
G,, diremos que G, es un subgrafo inducido de G,.

Un grafo G =(V,E) es plano si puede dibujarse sobre el plano sin que ninguna
de sus aristas se corte. De otro lado un grafo G=(V,E) es planar si existe
algun grafo isomorfo a G y plano.
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Figura 2.6: Ejemplo de grafos isomorfos.

2.1.1 Coloreado de grafos

Un grafo G es k-coloreable o k-partito si existe una aplicacion
®:V(G)—>{1...k} tal que ®(u)=d(v) para todo par de vértices u y v
adyacentes (es decir, tal que dos vértices adyacentes tengan siempre
imagenes distintas). La aplicacion ® suele denominarse coloreado de los

vértices del grafo G y cada uno de los enteros asignados a cada vértice color.
El numero cromatico X(G)de un grafo G es el minimo entero k tal que G es k-

coloreable.

Puede asimismo definirse el coloreado de las aristas como una funcién
(I)':E(G)—>{1,...,k} tal que dos aristas adyacentes tienen imagenes distintas
(i.e. colores distintos asignados). En este caso se dice que el grafo G es k-
arista coloreable. Finalmente, el indice cromatico X'(G) de un grafo G es el
minimo entero k tal que G es k-arista coloreable.

El problema del arista coloreado de un grafo puede transformarse en un
problema de vértice coloreado a través del grafo linea. Dado un grafo
G = (V,E) se define el grafo linea T'(G)de G como un grafo tal que sus vértices
se corresponden con las aristas de G y tal que dos vértices de I'(G) son

adyacentes si y solo si las aristas correspondientes de G son adyacentes entre
Si.

El niumero cromatico de un grafo completo K, es n. De otro lado, el numero

cromatico de un grafo bipartito es por definiciéon igual a 2. Puede demostrarse
que un grafo es bipartito si y s6lo si no contiene ningun circuito con un numero
impar de aristas.
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Figura 2.7: Ejemplo 2-coloreado de un grafo bipartito

Dado un grafo cualquiera G su numero cromatico es siempre menor o igual al
numero de vértices. De otro lado, un grafo que contiene un clique de orden r
(es decir un subgrafo completo de orden r ) tiene un numero cromatico mayor o
igual a r. Estas cotas pueden ajustarse en funcién del grado de los vértices del
grafo.

Teorema 2.1 Un grafo G = (V,E) de grado maximo A es (A +1)-coloreable.

Demostracién. Por construccion del grafo. Supongase que tenemos una lista
de A+1 colores y que el grafo se forma afiadiendo los vértices de forma
sucesiva y las aristas correspondientes en cada caso. En este caso cada vez
que se afada un vértice v podra asignarsele un color de la lista de A+1
colores que sea diferente de los colores de, a lo sumo, los A vértices
adyacentes a v. De este modo en el momento en que se afiada el ultimo vértice
se habra obtenido ademas un A +1-coloreado del grafo. ®

Esta cota puede mejorarse para el caso en que G sea un grafo simple conexo
y no completo de grado maximo A > 3. En este caso G es A-coloreable. Estas
cotas no son sin embargo restrictivas en general. En el caso del grafo bipartito

completo K,, el grado maximo del grafo A=max{n,m}puede ser

arbitrariamente grande resultando siempre un numero cromatico igual a 2. De
otro lado puede demostrarse que todo grafo planar es 5-coloreable.

2.1.2 Polinomios cromaticos

Sea G un grafo simple y sea P,(k) el numero de coloreados distintos que

admite G con un numero de colores igual a k. Dado que como se demuestra a
continuacion P;(k) es una funcion polinomica que depende del numero k de

colores, P;(k)se denomina polinomio cromatico de G.

Asi, por ejemplo, para el grafo de la figura 2.8 el polinomio cromatico es
P,(k) = k(k — 1)’ dado que el vértice central puede ser coloreado con cualquiera
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de los k colores disponibles y los extremos con cualquier otro color distinto del
vértice central. Este resultado puede generalizarse para cualquier arbol siendo
el polinomio cromatico de un arbol A de orden n el polinomio

P, (k) =k(k-1)"".

& &  J
Figura 2.8: Grafo de polinomio cromatico k(k —1)°

Del mismo modo para el grafo completo de orden 3 se tiene
Py, (k)=k(k-1)(k—-2) y en general en £, (k)=k(k-1)---(k—(n—-1)) el caso en

KS
que k>n.

Para todo entero kK menor que el numero cromatico de un grafo X(G) se tiene
P,(k)=0. De otro lado si k > X(G) entonces P,(k)> 0. El siguiente teorema y

corolario demuestran ademas que dado un grafo simple G de orden n la
funcion P, es un polinomio de grado n.

Teorema 2.2 Sean v y w dos vértices no adyacentes de un grafo G. Sea G, el
grafo obtenido de afiadir a G una arista entre vy w y sea G, el grafo que resulta
de identificar los dos vértices. En este caso se cumple:

Fo(k) = Fs (k) + F5, (k)

Demostracion. Dado un k-coloreado cualquiera de G los vértices v y w
pueden tener el mismo color o bien colores distintos. El numero de coloreados
en los cuales v y w tienen colores distintos es igual a F; . De otro lado el

numero de coloreados en los cuales vy w comparten el mismo color es igual a
Fs, - De este modo se cumple que

Fo(k) =By, (k) + F, (k). o

Esta propiedad queda ilustrada en el ejemplo de la figura 2.9. Calculando el
polinomio cromatico de cada uno de los grafos puede verse que efectivamente
se cumple la igualdad del teorema 2.2 de modo que:

k(k —1)(k —2) = k(k = 1)(k — 2)(k - 3)+ k(k —1)(k - 2)

W W VY
Z % + [
A ]

Figura 2.9: Descomposicion del grafo Gen G, y G, .
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Corolario 2.3 La funcidon cromatica de un grafo simple de orden n es un
polinomio moénico de grado n .

Demostracién. Se itera el procedimiento de descomposicién del teorema 2.2
tomando en cada caso un par de vértices no adyacentes. De este modo el
proceso terminara cuando cada uno de los pares de vértices de los grafos
resultantes sean adyacentes, es decir, cuando todos los grafos resultantes
sean completos. De otro lado, segun el teorema 2.2 el polinomio cromatico
Fs(k) es igual a la suma de los polinomios F, (k) de los grafos completos

generados. Como estos valores, segun se ha visto, son funciones polindmicas
P,(k)sera también un polinomio. De otro lado, como en ningun paso se han

introducido vértices en la operacion, de todos los grafos completos finales el de
mayor orden es K, que ademas solo aparecera una vez. De este modo P, (k)

tendra grado n y ademas el coeficiente del término de mayor grado sera 1. B

Puede asimismo demostrarse que el coeficiente del término de grado n-1 es
igual al numero de aristas del grafo cambiado de signo. De otro lado como por
definicion P;(0)=0 el término independiente del polinomio cromatico de

cualquier grafo es 0.
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Capitulo 3. Optimizacién combinatoria

Las cotas y resultados obtenidos en capitulos anteriores no siempre permiten
acotar convenientemente el numero cromatico de un grafo ni mucho menos
obtener coloreados ajustados. En el siguiente capitulo se define la complejidad
del problema del coloreado en relacién con otros problemas llamados NP-
completos y se describen una serie de técnicas algoritmicas que permiten
obtener coloreados de forma eficiente.

También se describen los algoritmos Hormigas y Simulated Annealing con el
objeto de aplicarlos en redes telefénicas y obtener distribuciones frecuenciales
que minimicen el numero de frecuencias empleadas. Finalmente, se describen
una serie de algoritmos combinatorios, entre ellos el algoritmo Hormigas, para
la resolucion aproximada del problema del coloreado de grafos.

3.1 Complejidad del coloreado de grafos

Se dice que una funcion G(n) es de orden superior a otra funciéon F(n), si existe
algun entero njtal que VvV n > n, se cumple que G(n) > k:F(n) para un numero k

positivo. En la tabla 3.1 se comparan valores de distintas expresiones en
funcion de n. Puede observarse que las expresiones polindmicas crecen a un
ritmo mucho menor que las funciones exponenciales o la funcion factorial. Se
dice asimismo que una funcién f(n) es una O(g(n)) de la funcién f(n) si el
cociente f(n)/g(n) puede acotarse para todo n arbitrariamente grande.

En la practica se considera que un algoritmo es eficiente cuando es capaz de
encontrar una solucién optima del problema en funcion de tiempo polinomial.
En ocasiones esto no es posible. En estos casos se considera entonces que un
algoritmo de resolucion es aceptable si es capaz de dar una aproximacién de la
solucion optima en un intervalo de tiempo polindmico (es decir tras un numero
de operaciones que aumenta polindbmicamente en relacion al tamafo del
problema) o bien si en la mayoria de casos es capaz de encontrar la solucién
optima en un tiempo polinémico de ejecucion.

Funcion | n=2 | n =38 n— 1728 | n= 1024
n ) 73 o7 510
nlog, n 2 3 .93 Y 10210
n? 22 56 e 0

n® 23 50 71 30
2" 22 98 0128 21024
n! 2 1.9.213 | 4 5.92714 25760

Tabla 3.1: orden de crecimiento de algunas funciones basicas
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Sea un grafo G de orden n y numero cromatico y (G) = k tal que quiere

obtenerse un coloreado 6ptimo de G. Un proceso de busqueda exhaustiva de
un coloreado 6ptimo de G requiere en el mejor de los casos y suponiendo el
numero cromatico desconocido un numero de iteraciones igual a:

>
N

iter

N, =) i"

0
[N

En este caso el algoritmo comenzaria explorando todos los posibles 2-
coloreados del grafo y comprobando en cada caso si el coloreado cumple las
restricciones (dos vértices adyacentes deben tener asignados distintos
colores). A continuacion, si no se hubiera encontrado ningun 2-coloreado
correcto, el algoritmo repetiria la operacion para tres colores y asi
sucesivamente. El numero de coloreados distintos que admite un grafo de
orden n (cumplan o no las restricciones) con un numero de colores igual a i es
i". En caso de que alcanzado el numero cromatico el primer coloreado

explorado fuera correcto se tendria el numero de operaciones calculado.

De este modo, dado un grafo G de orden 50 cuyo numero cromatico es
7 (G)=4 el numero de operaciones necesarias para encontrar un coloreado

optimo de G mediante el método de busqueda exhaustivo es igual a 1.27-30% .
En el caso en que se partiera de una cota k,, del numero cromatico el numero

de iteraciones seria

en el caso en que se partiera de una cota superior y se fuera rebajando el
numero de colores empleados hasta encontrar un numero de colores con el
que no fuera posible colorear el grafo. La expresién final es en los tres casos
exponencial. De este modo no puede resolverse en general un problema del
coloreado de grafos de forma exhaustiva. Mas en general no se conoce ningun
algoritmo capaz de devolver la solucion 6ptima de un problema de coloreado
en un tiempo polindbmico de modo que deberan describirse técnicas
algoritmicas capaces de aproximar una solucion del problema en intervalos de
ejecucion polinomiales.
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3.2 Problemas NP-completos

Un problema combinatorio cuya resolucién requiere un algoritmo de
complejidad O(p) (es decir un algoritmo que realice un numero de operaciones
proporcional a una funcion polinémica del tamafio del problema) se dice que es
un problema de tipo P. De otro lado, un problema es de tipo NP cuando puede
ser resuelto polindmicamente por una maquina de Turing no determinista, que
puede definirse como un conjunto de maquinas de Turing procesando la
informacion en paralelo. Una solucion de un problema NP puede ser
comprobada en un intervalo de tiempo polinomial.

Un problema de tipo P pertenece por definicion a la clase NP. Se ha
conjeturado de otro lado que P = NP.

Se dice que un problema combinatorio se puede transformar polinémicamente
en otro problema si dada una solucibn de uno de los problemas puede
construirse en un tiempo polinomial una soluciéon del segundo problema. Se
define de este modo la clase de problemas NP-completos como el subconjunto
de los problemas de tipo NP tales que pueden ser traducidos unos en términos
de los otros en un tiempo polinomial. Si pudiera resolverse eficientemente (es
decir, mediante un algoritmo de complejidad polindbmica) uno de los problemas
de tipo NP-completo se demostraria que toda la familia puede ser resuelta en
intervalos de tiempo polinomiales.

Algunos de los problemas clasicos de tipo NP-completo pertenecen a la teoria
de grafos, como el problema del conjunto independiente maximo, el
aplanamiento de grafos o el problema del coloreado. Estos problemas no
pueden ser resueltos genéricamente con algoritmos de orden polinémico (o
para ser mas precisos, no se han encontrado por el momento técnicas
polindmicas de resolucion). En este caso deben definirse algoritmos capaces
de encontrar soluciones casi Optimas en intervalos de ejecucion polindGmicos.
Estos métodos, que suelen denominarse métodos de optimizacion
combinatoria, aprovechan en cada caso las caracteristicas del espacio de
soluciones para acercarse eficientemente a las zonas en donde existen
soluciones O6ptimas del problema. Algunos de estos algoritmos, como por
ejemplo los Algoritmos Genéticos, Simulated Annealing o el algoritmo
Hormigas, responden ademas a esquemas generales y probabilistas (con el
objeto de evitar extremos locales de la funcion de coste) que pueden ser
aplicados sobre una amplia gama de problemas combinatoros.

3.3 Simulated Annealing

Si se reduce bruscamente la temperatura de un liquido por debajo del punto de
fusion el resultado es un estado desordenado de energia mayor que la que
corresponde al compuesto en estado cristalino. En este caso, las moléculas
han alcanzado un minimo local de energia. Si, por el contrario, la temperatura
del liquido fuera reducida lentamente y de acuerdo con una pauta adecuada de
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enriamiento, el liquido evolucionaria hacia el equilibrio y de esta forma su
configuracion, de energia minima, hubiese sido la de un compuesto ordenado y
cristalino.

El algoritmo de Simulated Annealing se define segun la pauta de enfriamiento
descrita para un compuesto cristalino. De este modo el algoritmo cambia en
cada iteracion (normalmente de forma restringida en el sentido de que modifica
s6lo una de las posiciones del vector de soluciones) y de forma aleatoria la
ultima solucion calculada. Una vez obtenida la nueva solucion Simulated
Annealing compara las energias (es decir las funciones de coste) de ambas
soluciones.

Si la energia de la nueva solucion es menor que la energia de la antigua
solucion (supondremos un problema de minimizacién sin pérdida de
generalidad) entonces la nueva solucién es aceptada y sustituye a la anterior.

Si, por el contrario, la energia ha aumentado la solucion no se acepta con una
Af

probabilidad determinada por el factor de Boltzman e” donde Af es la
diferencia de energias entre el nuevo estado j y el estado anterior i/, y donde T
es la temperatura actual del sistema.

1 sif(j)<f(i)
Prcoptar (J) =1 1t

e T Sif(j)>f(i)

De este modo, la probabilidad de aceptar la nueva solucion es menor cuanto
mayor es la diferencia de energias, y mayor cuanto mayor es la temperatura
del sistema.

Este proceso de generacidon y aceptacion o refutacion se repite un cierto
numero de veces para cada temperatura. Una vez se han completado el
namero de iteraciones el sistema se enfria (i.e. se disminuye la temperatura del
sistema), repitiéndose a continuacion el mismo proceso hasta que se alcanza la
temperatura final. Por otro lado puede determinarse un numero minimo de
aceptaciones para cada temperatura, de tal forma que si al llegar a la ultima
iteracion no se han aceptado un numero determinado de cambios el proceso
continda hasta alcanzar la cota minima de aceptaciones requerida o bien hasta
superar un numero maximo de iteraciones. En este punto el algoritmo puede
cambiar a una nueva temperatura o dar por finalizada la busqueda.

Conforme el algoritmo se aproxima a la temperatura minima la probabilidad de
aceptar un aumento de la energia se aproxima a cero. Esta dependencia con
respecto a la temperatura permite escapar de los minimos locales y asegurar la
convergencia del algoritmo. De hecho, se puede demostrar que Simulated
Annealing conduce al maximo global cuando el numero de iteraciones crece
indefinidamente.
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Uno de los parametros que determinan el comportamiento del algoritmo es la
temperatura inicial. Una temperatura inicial elevada obliga al algoritmo a
aceptar empeoramientos de la funcion de coste con una frecuencia alta de
manera que la energia oscilara mientras la temperatura no haya superado un
determinado umbral. De esta forma, aunque la solucion encontrada finalmente
pueda ser aproximadamente la misma, el numero de iteraciones habra
aumentado con el consiguiente empeoramiento de la eficiencia del algoritmo.
En cambio, la eleccion de una temperatura inicial demasiado baja comportara
la no aceptacién (o aceptacion con una probabilidad casi nula) de
empeoramientos de la funcién de coste, aumentando la probabilidad de
estancamiento en minimos locales. La temperatura final debe ser tal que un
determinado empeoramiento de la funcién de coste sea aceptado con una
probabilidad comparable a cero. Esta temperatura debe asegurar un numero
minimo de estados explorados.

Inicio
Inicializa temperatura T =T,
busca una solucion al azar
calcula funcion de coste
para cada iteracion
genera una nueva solucion
calcula funcion de coste
si nueva solucion mejor antigua solucién
guarda nueva solucion
si no
_AF
guarda nueva solucion con probabilidad e T
si nueva solucion menor que mejor solucion
guarda nueva solucidon como mejor solucion
si numero de iteraciones igual a cambio de temperatura
cambia temperatura T, =rT, ,
fin para
hasta maximo numero de iteraciones o solucién encontrada

Figura 3.1: Estructura basica de Simulated Annealing

Entre la primera y la ultima temperatura debe establecerse una pauta de
enfriamiento. Si la probabilidad de aceptacién de estados disminuye de forma
exponencial en funcion de la temperatura y se desea que el cambio de
probabilidad de aceptacion al enfriarse el sistema sea significativo, la
temperatura debe ser reducida segun pautas exponenciales. De esta forma, el
esquema de enfriamiento sigue la formula:

k
T, =T,r
donde T, es el valor de la temperatura una vez se ha enfriado k veces, T, es la

temperatura inicial y r es la razén de enfriamiento, que acostumbra a tener
valores proximos a la unidad.
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Finalmente el numero de iteraciones que el algoritmo debe realizar para cada
una de las temperaturas debe garantizar una exploracién adecuada del espacio
de soluciones. Es necesario un numero minimo de exploraciones para que el
algoritmo no quede encerrado en algun minimo local.

3.4 Algoritmo Hormigas

Se describe en el presente apartado un algoritmo de optimizacion combinatoria
para el problema del coloreado de grafos que puede no obstante generalizarse
para cualquier clase de problema de asignacion con restricciones y mas en
general para cualquier tipo de problema combinatorio.

Figura 3.2: Ejemplo de movimiento de una hormiga en el coloreado de un grafo

El algoritmo Hormigas distribuye inicialmente una serie de agentes (las
llamadas hormigas) a lo largo de los vértices del grafo de forma aleatoria. A
continuacién cada una de las hormigas modifica el coloreado del grafo
conforme un criterio de optimizacion local. De este modo, cada hormiga se
desplaza en cada iteracion hasta el vértice adyacente con una funcién de coste
mayor (en este caso, al vértice cuyo color es utilizado por un numero mayor de
vecinos) y sustituye su color por un nuevo color con el objeto de minimizar la
funcion de coste del vértice, es decir, el nimero de violaciones cometidas (que
no siempre puede ser cero) en la asignacion del nuevo color.

Inicio
colorea aleatoriamente el grafo
distribuye aleatoriamente las hormigas
para cada hormiga
si probabilidad p, mueve al peor veértice adyacente

si no mueve a otro vértice adyacente
si probabilidad p_ asigna el mejor color

si no asigna cualquier color
actualiza funcion de coste
si hueva solucién menor que mejor solucién
guarda nueva solucion como mejor solucion
fin para
hasta maximo numero de iteraciones o solucién encontrada

Figura 3.3: Estructura basica del algoritmo Hormigas.
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Este proceso es repetido en cada iteracion de forma aleatoria: cada agente u
hormiga se desplaza al peor vértice adyacente con una determinada
probabilidad p, (en otro caso puede desplazarse a cualquier otro vértice

adyacente) y le asigna el mejor color también bajo otra probabilidad p, (en otro

caso puede asignarle cualquier color escogido de forma equiprobable). Ambas
probabilidades son parametros ajustables. El proceso de movimiento (y
coloreado) de cada agente u hormiga se lleva a cabo de forma simultanea a la
acciéon de otras hormigas. El numero de hormigas que se desplaza a lo largo
del grafo es un parametro ajustable en funcion del diametro del grafo.

3.5 Coloreado de grafos y generalizacién de Hormigas

En el presente apartado se generaliza el uso del algoritmo Hormigas a un
problema de coloreado de grafos (y mas en general se explica como aplicarlo a
un problema genérico de optimizacion combinatoria) y se comparan los
resultados con los coloreados obtenidos mediante un segundo algoritmo
descrito por Costa y Hertz (ver [7]). En este caso, un coloreado de k colores de
un grafo G de orden n se representa por un vector de n coordenadas tal que
cada coordenada toma un valor entre 0 y k- 1 igual al color del vértice
correspondiente.

Las tablas 3.2, 3.3 y 3.4 muestran los resultados obtenidos sobre grafos
aleatorios de orden 100, 300, 500 y 1000 respectivamente, al aplicar el
algoritmo Hormigas y el algoritmo de Costa y Hertz. EI mejor comportamiento
de Hormigas en relacion al algoritmo de Cosa se deduce de la distinta
naturaleza de los algoritmos (que solo comparten el mecanismo de
funcionamiento en paralelo). Asi el algoritmo Hormigas se desplaza a lo largo
del grafo (contrariamente al algoritmo de Costa que se desplaza a través del
espacio de soluciones) procesando cada hormiga la informacién mediante
técnicas implicitas (en contraste con las grandes listas que requiere el
algoritmo de Costa).

| orden | 100 | 300 | 500 | 1000 |
Costa | 12.65 | 29.20 | 46.40 | 91.50
Horm | 12.05 | 27.50 | 42.55 | 78.25

Tabla 3.2 : Comparacion entre el algoritmo Hormigas y el algoritmo de Costa y
Hertz. En cada caso indica la media de los colores necesarios sobre un
promedio de 20 grafos aleatorios con una probabilidad igual a 0.4 a incluir una
arista.
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| orden | 100 | 300 | 500 | 1000
Costa | 15.40 | 35.7 0 | 111.00
Horm | 14.85 | 34.60 0| 99.15

[k g B |

S o
=

Tabla 3.3: Comparacién entre el algoritmo Hormigas y el algoritmo de Costa
para grafos aleatorios con probabilidad 0.5 de incluir una arista.

| orden | 100 | 300 | 500 | 1000 |
Costa | 18.65 | 44.40 | 68.80 | 127.50
Horm | 17.95 | 43.00 | 66.60 | 123.05

Tabla 3.4: Comparacién entre el algoritmo Hormigas y el algoritmo de Costa
para grafos aleatorios con probabilidad 0.6 de incluir una arista.

El algoritmo Hormigas puede entenderse de este modo como un algoritmo de
Simulated Annealing “dirigido” o una versién particular de un algoritmo de Tabu
Search (clase particular de algoritmo que realiza una busqueda similar a
Simulated Annealing con el apoyo de listas que registran las soluciones
anteriores e impiden que el algoritmo entre en bucles cerrados). En cada
iteracion el algoritmo Hormigas escoge, para cada una de las hormigas, un
vértice y le asigna un nuevo color. Esta operacion se corresponde en el espacio
de soluciones a la seleccion de una de las coordenadas del vector solucion y a
su redefinicion conforme a un criterio de optimizacion local (el algoritmo
Hormigas intenta minimizar en cada movimiento el numero de violaciones
cometidas en cada vértice). Estas dos operaciones son formalmente
equivalentes al procedimiento seguido por Simulated Annealing para generar
una nueva solucion (escoge una coordenada del vector solucion y cambia su
valor) con la diferencia de que en el caso de Hormigas la seleccion se hace no
de forma aleatoria sino conforme un criterio de optimizacion. El algoritmo
Hormigas puede verse asimismo como una variacion del algoritmo de Tabu
Search que genera soluciones (mediante el mismo procedimiento que
Simulated Annealing) que luego son aceptadas o rechazadas con arreglo a una
lista que contiene un historial de la evolucidn del algoritmo y debe actualizarse
en cada iteracion. Al contrario que Tabu Search, el algoritmo Hormigas basa
sus decisiones en un estudio local del grafo que en general (y dependiendo de
cdmo se haya definido la funcidon de coste local) requiere un numero de
operaciones menor que el proceso y actualizacion de la lista con la que trabaja
Tabu Search.

La “memoria” de un algoritmo puede considerarse (contrariamente al modelo
clasico) no desde la perspectiva de una matriz de datos que registra
informaciones explicitas de la evolucion del algoritmo, sino como una estrategia
capaz de beneficiarse de la historia reciente del algoritmo (y, como se ha dicho,
sin manejar por ello registros explicitos de informacién). El algoritmo Hormigas
funciona con arreglo a este segundo esquema de memoria que no reproduce
los acontecimientos pasados en listas explicitas de informacién. Como se ha
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dicho, cada vez que una hormiga se desplaza de un vértice i a un vértice j y
cambia su color la hormiga permanece en el vértice j hasta la siguiente
iteracion, en la cual examina los vértices adyacentes a j. De esta manera el
algoritmo Hormigas incluye un tipo de memoria implicita, también llamada
stigmergy, dado que tras haber sido cambiado el color del vértice j es posible
que alguno de los vértices adyacentes a j haya resultado afectado y convenga
en consecuencia modificar su asignacion. De este modo cuando en la siguiente
iteracion la hormiga, en vez de desplazarse arbitrariamente a cualquier otro
punto del grafo, explora la zona contigua al vértice j esta teniendo en cuenta la
propia historia del algoritmo, informacion que sin embargo no debe ser
registrada en ninguna matriz ya que esta contenida en el propio grafo (0 medio)
y en las posiciones ocupadas por las diferentes hormigas. Las hormigas
manejan asi informacién de los acontecimientos pasados del algoritmo sin
necesidad de realizar calculos ni de evaluar enormes matrices de datos,
particularidad que se traduce finalmente en un aumento de la eficiencia del
algoritmo.

| Alg | descriptor funciona | falta operador |
a-alg. cada hormiga salta al azar hasta un vértice no funciona la (¥ asi 2}
adyacente ¥ cambia al mejor color {emce)
b-alg cada hormiga salta al azar a otro wértice ¥ ome no funciona la (¥ ==i 2)
c-alg cada hormiga se desplaza al peor vértice ok ninguno
adyacente o al azar a otro vecino ¥ cme
cl-alg cada hormiga se desplaza al peor vértice adyacente o | no funciona 1k
al azar a otro vecine ¥ cambia por cualguier color
cll-alg | como o, pero no en paralelo regular 3
d-alg cada hormiga se desplaza al peor vértice adyacente ok, pero 2
o al azar a cualquisr otre vértice ¥ cme peot que ¢ &2 atenuado
e-alg cada hormiga se desplaza aleatoriamente a cualquisr muy pobre 2

wértice, busca el pecr wértice adyacente ¥ cme

Tabla 3.5 : Comparacion entre los distintos algoritmos obtenidos de eliminar
alguno de los operadores que definen el algoritmo Hormigas.

Con objeto de aplicar el algoritmo Hormigas a cualquier tipo de problema de
asignacion de recursos se han separado en un conjunto genérico de
operadores las acciones ejecutadas por Hormigas en cada iteracion:

e Op 1.a. Desde el vértice actual (item) desplazarse al peor vértice
adyacente.

e Op 1.b. Asignar el mejor color (recurso) posible al nuevo vértice (item)

e Op 2. Continuar la busqueda entre los vértices adyacentes al ultimo
vértice afectado (memoria a corto plazo)

e Op 3. Operador de paralelismo (memoria a largo plazo).

Se han realizado asimismo modificaciones sobre el algoritmo Hormigas con el
proposito de evaluar la importancia de los distintos operadores, habiéndose
eliminado en cada caso uno de ellos, tras lo cual se han intentado colorear
distintos tipos de grafos con el algoritmo resultante. La tabla 3.5 contiene una
descripcion de los algoritmos obtenidos, el operador sustraido en cada caso y
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los resultados de aplicar los algoritmos a un problema de coloreado de grafos
(se ofrece una valoracién cualitativa dado que en aquellos casos en que el
algoritmo no obtiene resultados no se han realizado estadisticas).

Como puede observarse el mejor algoritmo de la tabla es el algoritmo original
c-alg mientras que si se elimina alguno de los operadores 1a, 1b o 2 el
algoritmo resultante no ofrece buenos coloreados. De este modo para obtener
un algoritmo de asignacion eficiente es necesario combinar los tres primeros
operadores: mientras 1a y 1b se benefician de una informacion de caracter
puntual (lo que ve cada hormiga en cada iteracion) el operador 2 contribuye a
la formacion de la memoria a corto plazo.

Los cuatro operadores descritos pueden ser aplicados sin pérdida de
generalidad sobre cualquier problema combinatorio de asignacion. Para ello
debera definirse un area de influencia para cada uno de los items del problema
(normalmente se estableceran adyacencias con aquellos items con los que
guarda alguna relacion de incompatibilidad) asi como una funcién de coste
local que permita tomar decisiones sin tener que analizar el estado completo de
la asignacion. Aunque como funcién de coste local puede tomarse la funcion
global resulta conveniente definir criterios locales de optimizacion con el objeto
de reducir el numero de calculos y aumentar la eficiencia del algoritmo.
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Capitulo 4. Multicoloreado de grafos.

Introduccion

El problema de la asignacion de frecuencias, tal y como se ha visto en los
capitulos anteriores, puede ser planteado en términos de la teoria de grafos
como un problema de coloreado y ser resuelto asi mediante el empleo de
técnicas algoritmicas como Hormigas o Simulated Annealing. De otro lado, en
las redes celulares de telefonia movil es habitual trabajar con mas de una
frecuencia por celda debido a los requerimientos de trafico. Esto implica, en
términos de la teoria de grafos, tener que colorear con mas de una frecuencia
cada vértice (o celda) del grafo resultante. En estos casos se ha llevado a cabo
en primer término una adaptacion del problema (descrita en el primer capitulo)
con el objeto de resolverlo como si se tratara de un coloreado simple,
desdoblando para ello cada celda en una serie de vértices (tantos vértices
como frecuencias tiene asignadas la celda). Las adyacencias de los vértices
del grafo construido se describen asi en funcion de las interferencias entre
celdas, de modo que dos vértices son adyacentes si pertenecen a celdas
interferentes, siendo el peso de la arista que los une igual a la distancia que
deben guardar las frecuencias asignadas en cada celda.

En el presente capitulo se desarrolla un modelo tedrico que, combinado con las
técnicas algoritmicas descritas en los capitulos anteriores, permite colorear un
grafo con mas de un color por vértice sin necesidad de transformar el grafo ni
desdoblar los vértices. Los resultados y métodos descritos son en cualquier
caso extrapolables para un numero mayor de colores e incluso para el caso
genérico en que cada veértice lleve asociado un numero variable de colores. En
nuestro caso, explicaremos como realizar un 3-coloreado partiendo de un 2-
coloreado realizado en un proyecto anterior.

4.1 Multicoloreado de grafos

Sea un grafo G =(V,E), se define un r-multicoloreado o un r-tuple coloreado de

G como una asignaciéon de colores (o enteros) a los vértices de G, de forma
que cada vértice tenga asignados r colores diferentes y dos vértices
adyacentes no tengan ningun color en comun.

Se define asimismo el numero r-multicromatico o mas genéricamente numero
multicromatico X,(G) de un grafo G como el cardinal del minimo conjunto de
colores necesarios para r-multicolorear G. En ocasiones, cuando no haya
posibilidad de ambigledad, nos referiremos al nimero multicromatico como
numero cromatico X, (G).

Proposicion 4.1 Sea X(G)=k = X, (G)<r -k
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Demostracién. Se puede r-multicolorear el grafo repitiendo r veces el primer
coloreado con k colores (de 1 a k el primer coloreado, de k+1 a 2k el segundo
coloreado, y asi sucesivamente). u

Es sencillo demostrar ademas la existencia de grafos para los cuales
X, (G)<r-k . Asi, por ejemplo, el ciclo de orden 5 (y en general cualquier ciclo

C, con n impar), que tiene numero cromatico X(C,)=3, puede ser 2-
multicoloreado con 5 colores, tal y como ilustra la figura 4.1.

0/3

0/4 1/3
Figura 4.1: Ejemplo de 2-multicoloreado de un ciclo de orden 5.

De otro lado, si se tiene un r-multicoloreado con X, (G) colores, se puede
conseguir un (r +1)-multicoloreado afadiendo a cada vértice un nuevo color
(escogido entre X, (G)+1y X,(G)+k )y distribuido segun un coloreado simple
de X(G)= kcolores. De este modo

X(G) =k

X,(G) < 2k X,(G) =2k - A, A, >0
X,(G)<3k—-A, X,(G)=2k-A,—A, A,>0

y en general

X (G)< X, (G)+k X,(G)=rk—zr:A. A >0

i i
i=2

donde A; puede ser mayor, igual 0 menor que A
adelante en el teorema 4.10.

segun se demuestra mas

i+1?

4.1.1 Cotas generales

Se ofrecen a continuacidn algunos resultados simples sobre las cotas del
numero multicromatico de un grafo G.

Proposicion 4.2 Sea un grafo G tal que contiene un clique de orden c. En este
caso se cumple X (G)>r-c
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Demostracién. Inmediata dado que ninguno de los r coloreados podra utilizar
menos de c colores distintos en cada caso. u

Proposiciéon 4.3 Dado un grafo G de orden n tal que S es el orden del conjunto
independiente maximo de G. En este caso

r-n
X,(G)z[?]

Demostraciéon. Dado un color j cualquiera, j puede ser asignado en como
maximo S vértices diferentes. De otro lado, si queremos multicolorear G con r
colores en cada veértice tendremos un total de n-r colores asignados a lo largo

de todo el grafo (contando las repeticiones). De aqui X,(G) 2 [%w u

Proposicion 4.4 Dado un grafo G conexo y no completo de grado maximo
A>3 secumple X.(G)<r-A

Demostracién. Por el teorema de Brooks el numero cromatico de un grafo G
cumple X(G)< A si G es conexo y no es completo y tiene grado maximo A>3.

Entonces aplicando la proposicion 4.1 se obtiene X, (G)=r-X(G)<rA W

Proposicion 4.5. Dado un grafo G de numero r-multicromatico X,(G) se
cumple X, (G)<min{X,(G)+X,(G) | i+j=r}<rX(G)

Demostracién. La primera desigualdad se deduce del hecho de que para
obtener un multicoloreado con r colores pueden superponerse dos
multicoloreados con iy j colores por veértice respectivamente, si i+ j=r. De

otro lado, de la proposicion 4.1 y para i + j =r, queda

X,(G)+X,(G)<iX(G)+ jX(G)=rX(G) ™

4.1.2 Numero multicromatico de algunas familias de grafos
Se calcula a continuacién el numero cromatico de algunas familias de grafos.
Proposicion 4.6 E/ numero r-multicromatico de un grafo completo de orden n
es

X, (K,)=n-r

Proposicidon 4.7 Sea G = (V,E) un grafo bipartito. En este caso
X, (G)=2r
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Demostracion. Dado un grafo G=(V,E) bipartito, existe al menos un
multicoloreado de G con 2r colores (superponiendo r veces el primer
coloreado con dos colores) y por lo tanto X,(G)<2r. De otro lado de (4.2) se
tiene que X, (G)=2r ya que todo grafo bipartito contiene un clique de orden 2.

De estaforma X, (G)=2r. W

Teniendo en cuenta que un arbol es un caso particular de grafo bipartito no
nulo se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.8 El numero r-multicromatico de un arbol A es X, (A)=2r

En estos casos, tanto si G es un grafo completo como si es bipartito, se obtiene
para la expresion (4.1) un incremento del numero r-multicromatico segun
aumenta r talque A, =0 Vr>2.

‘e~ 14

073 0/3

1/4

1/4 072

073

2/4

Figura 4.2: Ejemplo de ciclo de orden n con n impar.

Proposicion 4.9 Sea C, un ciclo de orden n. Entonces

2r Si n par

X (C)=
(Ca) 2r + {z—r;l si n impar
n_

Demostracion. En el caso en que el orden n es par el ciclo C, es bipartito. El

numero cromatico se deduce entonces de la proposicion 4.7. De otro lado, para
colorear un circuito con n vértices para n impar, se necesitan como minimo 3
colores. Ahora bien, para 2-multicolorear este grafo solo se necesitan 5
colores, dado que se puede aprovechar uno de los colores ¢ del primer
coloreado (supdngase que c sélo se ha empleado una vez en la primera
asignacion) en un vértice no adyacente y colorear los vértices restantes segun
el esquema del primer coloreado, con dos nuevos colores (figura 4.2). Este
esquema podria repetirse para el tercer y cuarto coloreado (aprovechando
siempre el color ¢ del primer coloreado) y asi sucesivamente hasta que no
fuera posible reutilizar el color c. Como el conjunto independiente maximo de
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. n-1 . . .
C, tiene orden — el color ¢ puede repetirse un numero de veces igual a

n_—1’ pudiéndose reutilizar en suma en n_—1_1 ocasiones. De este modo
X,(C,)=3
X,(C,)=5
XS (Cn ) = 7

hasta

Para el siguiente coloreado se necesitarian entonces 3 nuevos colores, dado
que no podria utilizarse de nuevo el color ¢ ni ninguno de los anteriores,
repitiéndose en este punto el mismo proceso anterior. Asi, en cada incremento
de colores (es decir cada vez que pasemos de un r-multicoloreado a un r+17-
multicoloreado) se necesitaran dos nuevos colores, excepto cuando se pasa de

r :n7—11 (1 e¢)a r+1, donde el incremento es de 3 unidades. De este modo

se deduce la siguiente cota del numero cromatico

x,(cn)szr{;}:zr{ 2r w
(n-1)/2 (n-1)

De otro lado, teniendo en cuenta que para un ciclo C, impar el orden del
conjunto independiente maximo es S =(n-1)/2, puede obtenerse segun (4.3)
la siguiente cota inferior del numero cromatico de C_ con n impar

x,(cn)z{szzr{ﬂl
(n—1)/2 (n—1)

De este modo, combinando las dos cotas asi obtenidas se tiene que

{ 2m st,(c,,)szw[ 2r W
(n=1) (n=1)

Ahora bien, dado que r € ¢

[ 2rn w:Fr(n_mﬂ:[ZHAFZH{AW
(n-1) n-1 n-1 n-1

guedando finalmente
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X (C,)=2r+| 2L || 2m (4.4) u
(n-1) (n-1)
0/4/6/8
2/3/5/7 1/2/5/7
1/4/6/8 0/3/6/8
0/3/5/7 1/4/2/7

1/4/6/2. 0/3/5/8
Figura 4.3: Ejemplo de 4-multicoloreado de un ciclo de orden 9.

La figura 4.3 muestra el esquema de multicoloreado descrito en la
demostracion anterior para el caso de un ciclo C,. En este caso se cumplirian

las siguientes desigualdades

X,(C)<3 X (C,)<12  X,(C,)<21
X,(C, )<5 X,(C,) <14
X5(Cq) < X;(Cy)<16
X, (Cy) < Xs(Cy)<18

En el caso de los ciclos impares puede observarse ademas que cuando r es

multiple del orden S del conjunto independiente maximo, r=1-S=1- nT1

entonces X,(C, )=n-1. En estos casos es lo mismo r-multicolorear C, que

superponer 1 veces un n7_1-mu|tico|oreado, yaque X, ,(C, )=n.

2

Teorema 4.10 Dado un grafo G de numero r-multicromatico X,. Entonces,
segun la expresion 4.1 se cumple

Xr(G)zrk—Zr:A,
i=2

donde A, puede ser mayor, igual o menor que A, .

Demostracién. El sumatorio es el mismo que el de la expresion 4.1. De otro
lado para demostrar que A, puede ser mayor, igual o menor que A, , basta

tomar el multicoloreado de C, descrito en la figura 4.3, y calcular A, para cada
valor r.
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X,(C,)<3
X,(C,)<5 A, =1
X,(C,)<7 A, =1
X,(C,)<9 A, =1
X,(C,) <12 As =0
X,(C,) <14 A =1

De este modo se deducen las tres posibilidades descritas

Ai = Am (Az = As)
A > A (A4 > A5)
Ay <A (A5 < Aa)

. . . . h+1
Puede verse asimismo que para el ciclo C, con nimpar A, =0 para | :T-l

y A, =1 en el resto de los casos. De este modo se tendra, para i:nTH-l y

para un ciclo de grado impar, A. > A_,.

4.1.3 Grafos ajustables y grafos perfectos

Se define un grafo ajustable como un grafo G tal que X(G)=c donde c es el
orden del clique maximo de G. De otro lado, un grafo es r-ajustable si
X, (G)= rc(r € ¢) . De esta forma, y segun la expresion (4.1), si un grafo es r-

ajustable entonces A, =0 Vix>2.
Proposicion 4.11 Si G es ajustable = G es r-ajustable (r >1)

Demostracion. Si G es ajustable = X(G)=c. Entonces, segun (4.2) y
considerando la proposicion 4.1, resulta rc < X, (G)<rc y por tanto X, (G)=rc.
]

Se dice que un grafo G es perfecto si todo subgrafo inducido de G se puede
colorear con un numero de colores igual al orden del clique maximo del
subgrafo inducido.

Proposicion 4.12 Todo grafo perfecto es, por definicién, ajustable pero no todo
grafo ajustable es perfecto.
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La figura 4.4 ilustra un ejemplo de grafo ajustable no perfecto. Si en este grafo,
que es ajustable (ya que se puede colorear con un numero de colores igual al
orden del clique maximo, en este caso 3), se elimina el vértice w, el subgrafo
inducido resultante no es coloreable con un numero de colores igual al orden
del clique maximo (ahora igual a 2) y en consecuencia no es un grafo perfecto.

W " ﬁ- 1'

=3 N(G)=3 =2 X(G)=3
Figura 4.4: Ejemplo de grafo ajustable no prefecto.

La caracterizacion de un grafo r-ajustable tiene especial interés en el coloreado
y multicoloreado de grafos dado que permite establecer cotas inferiores del
numero cromatico.

4.2 Reutilizacion de colores en el multicoloreado de grafos

Segun la proposicidén 4.1 es posible, en algunos casos, r-multicolorear un grafo
con un numero de colores menor que r veces el niumero cromatico. Como se ha
visto este ahorro se produce gracias a la reutilizacion de colores. En la figura
4.5 se ha 2-multicoloreado (o doblecoloreado) un grafo, aprovechando en la
segunda asignacién de algunos vértices colores del primer coloreado. Una vez
coloreados estos vértices debe colorearse (para obtener un doblecoloreado
final del grafo) el subgrafo inducido formado por los vértices restantes, es decir
los vértices que no reutilizan colores. De esta forma, el 2-multicoloreado de un
grafo G(V,E) puede dividirse en tres coloreados simples:

1. Coloreado de G

2. Coloreado (compatible con el primero) de un subconjunto S c/V de
vértices de G reutilizando colores del primer coloreado.

3. Coloreado del subgrafo inducido resultante de eliminar los vértices de
S.
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color
reciclado 0 4
1/2 2 S 3
® o
0 1 3 4

subgrafo inducido
Figura 4.5: Ejemplo de subgrafo inducido tras reutilizar colores.

En cualquier caso, el proceso de reasignacion y construccién del subgrafo
inducido, asi como su posterior coloreado, no es un problema sencillo. De este
modo, el proceso anterior debe plantearse en términos tales que pueda ser
resuelto algoritmicamente y aplicando los mismos métodos combinatorios
descritos en los capitulos anteriores. En primer lugar, se sabe que la forma
optima de colorear el subgrafo inducido es un problema NP-completo, a pesar
de lo cual se conocen herramientas algoritmicas capaces de obtener
soluciones cuasi-optimas, como Hormigas o Simulated Annealing. De otro lado,
la reutilizacion en el segundo coloreado de colores del primer coloreado
deberia dar como resultado un subgrafo inducido lo mas sencillo posible en
términos del coloreado del grafo. De este modo, la construccion del subgrafo
inducido debe considerar ciertos parametros relacionados con la dificultad de
coloreado, como por ejemplo la densidad del grafo o el grado medio. El
subgrafo inducido dependera ademas de la distribucidn de los colores del
primer coloreado, de modo que distribuciones distintas (aun en el caso en que
empleen el mismo numero de colores) pueden dar lugar a subgrafos inducidos
distintos.

En el presente apartado se describe un método algebraico de reutilizacion de
colores, proponiéndose a continuacion distintos esquemas de seleccion en
funcién de la naturaleza del problema.

Definicién 4.13 Sea un grafo G(V,E) de orden n y un coloreado simple

®:V(G) - {1,...,k} de G, con un nimero k de colores. Se define la matriz C de
n filas y k columnas, donde las filas representan los n vértices de un grafo G, y
las columnas los k colores utilizados en @ (G), como la matriz de elementos c;

tales que

1 si ni el vérticeini ningun vértice adyacente a i tienen el color j
710 en caso contrario

De este modo, un valor ¢, =1 significa que puede cambiarse el color del vértice

i por el color j (dado que ningun vértice vecino ni tampoco el mismo vértice i lo
emplean) o mas sencillamente que puede afadirse el color j al vértice i ademas
del color inicial. A pesar de ello, debe notarse que no todos los cambios (o
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adiciones) correspondientes a ¢; no nulos pueden realizarse simultaneamente,
ya que de este modo podria asignarse el mismo color a vértices adyacentes.

Definicién 4.14 Sea un grafo G(V,E) y sea ® (G) un coloreado simple de G.
Se define V. ¢V como el subconjunto de vértices v €V tales que ®(v)=i, es

decir el conjunto de vértices que tienen asignados segun ® (G) el color i (de
este modo los vértices de V. no son adyacentes). Un subconjunto V., es

completo si las filas de C correspondientes a cada uno de los vértices de V.

]
son no nulas, es decir, si todos sus vértices pueden aprovechar algun color del
primer coloreado.

Proposicién 4.15 Sea un grafo G(V,E) y sea ® (G) un coloreado simple de G
con un numero k de colores. Si existe para ® (G) un conjunto V. completo

entonces G(V,E) es (k-1)-coloreable.

Demostracién. En primer lugar G es k-coloreable puesto que puede colorearse
segun ® (G) con un numero k de colores. De otro lado, segun la definicion
puede afiadirse a cada vértice v eV, un nuevo color (que puede o0 no

repetirse) sin posibilidad de conflicto, dado que los vértices de V. no son

i

adyacentes. Por lo tanto, si existe un V. completo se puede reemplazar, con

i

arreglo a la matriz C, el color original i de cada uno de los vértices de V. por

otro color de ® (G) y colorear G con k-1 colores, es decir, todos los colores de
® (G) menos el color i.

En este caso ademas G podra ser 2-multicoloreado segun la proposicion 4.1
con un numero de colores igual a 2k-2.

De otro lado, en el caso en que mas de un conjunto V. del grafo G sea

I

completo, deberia comprobarse la existencia de incompatibilidades. Asi, si por
ejemplo se tienen dos conjuntos V, y V, completos como los de la 4.6 es

posible que existan dos subconjuntos de vértices V. y V/ incluidos en V, y V,

respectivamente, que contengan adyacencias entre ellos y que, por lo tanto,
incluyan vértices que no puedan tener el mismo color asignado. En este caso,
si segun la matriz C no existe ningun coloreado compatible de los vértices de

V. y Vj entonces los subconjuntos de vertices V, y V, se llaman

incompatibles. Si, contrariamente son compatibles G podra ser coloreado con
k-2 colores (los k colores de la asignacion inicial menos los colores iy j), y de
este modo podra 2-multicolorearse G con al menos 2k-4 colores. En general,
G podra colorearse con k-v colores, donde v es el numero de conjuntos V,

completos y compatibles. Asimismo, en este caso sera posible r-multicolorear
G al menos con r(k-v) colores.
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Vi Vi

Figura 4.6: Ejemplo de subconjuntos V, completos con vertices adyacentes.V,

Cuando el coloreado simple ®(G) emplea un numero de colores k igual al
numero cromatico no pueden darse casos de subconjuntos V.completos. De

otro modo k no podria ser el numero cromatico. lgualmente, cuando se trabaja
con coloreados proximos a las cotas inferiores del numero cromatico, tampoco
es sencillo encontrar subconjuntos V. completos. Por otra parte, empleando en

la practica coloreados simples poco restrictivos (es decir coloreados con k+m
colores, donde m >1), han podido encontrarse conjuntos V. completos, si bien

en ningun caso ha resultado que el numero v de conjuntos V., completos y

I
compatibles fuera mayor que el numero m de colores adicionales resultando en
definitiva disefios con un numero de colores igual a k+m-v >k . De este
modo, no tiene sentido intentar obtener coloreados simples por el
procedimiento de emplear disefios poco restrictivos y a continuacion buscar
conjuntos V. completos, si bien no hay que olvidar que en algunos puede

resultar mas sencillo colorear un grafo G con k+71 colores y encontrar a
continuacioén un subconjunto V. completo (problema que no reviste ninguna

complicacion y que es resoluble en un tiempo proporcional al cuadrado del
orden del grafo) que colorear directamente G con k colores.

En el caso en que no existan subconjuntos V. completos no se podra colorear

directamente el grafo con menos de k colores, a pesar de lo cual podran
reutilizarse colores del primer coloreado para asi definir un subgrafo inducido
que, segun la proposicién 4.1, pueda ser coloreado con menos de k colores.
Asi, si por ejemplo se consiguiera colorear el subgrafo inducido de G con k-1
colores, se habria conseguido 2-multicolorear G con un numero de colores
igual a 2k-1.

4.2.1 Construccion del subgrafo inducido

En el presente apartado se describe un procedimiento para, dado un grafo
G(V,E) y un coloreado simple ®(G), construir un subgrafo inducido obtenido de

eliminar de V los vértices que puedan emplear en el segundo coloreado alguno
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de los colores del primer coloreado ®(G). Para ello se parte de la matriz C
definida en el apartado anterior.

Primero de todo, como los vértices correspondientes a filas nulas de la matriz C
no pueden reutilizar ningun color, no seran objeto de estudio y por lo tanto las
filas correspondientes pueden ser eliminadas. Se define entonces la matriz C’
de n’filas y k columnas, resultado de eliminar las filas nulas de C.

A continuacion, se construye una matriz D de n’filas y k columnas, donde cada
elemento d;es el resultado de sumar a cada c; =0 todos los c,; de la misma

columna j que se corresponden con los vértices k adyacentes al vértice i, es
decir

d, =c; +c;Y_c;; Vk adyacenteai
k

De esta manera d; calcula el numero de vértices que pudiendo reutilizar el color

J son ademas adyacentes a i. La figura 4.7 muestra un ejemplo de construccion
de la matriz D.

Una vez definida la matriz D se puede observar que si alguno de los elementos
d,de una fila j es igual a 1, el vértice i puede recibir en un segundo coloreado el

color j, ya que ningun vértice adyacente a i podra reutilizar el color j. De este
modo, todos los vértices i tales que d; =7 podran ser doble-coloreados con los

respectivos colores j (es decir podran recuperar el primer color de ®(G) mas
un segundo color j).

0110 Oadyacentea 1 0140
o= 0010 R Oadyacentea 2 D= 0020
0010 Oadyacentea 3 0030
0010 2adyacentea 3 0030

Figura 4.7: Ejemplo de construccion de la matriz D.

De otro lado, las filas que no contienen d;=1 corresponden a vértices que

presentan incompatibilidades con otros en el proceso de reutilizar los colores.
Puede construirse entonces una nueva matriz D’ resultante de eliminar las filas
de D que contienen algun 1, y de actualizar los elementos d; de las filas

restantes segun las nuevas incompatibilidades (aquellos vértices que tengan
asignado un segundo color ya no requeriran otros colores y por lo tanto podra
restarse una unidad en los vértices adyacentes a i que requirieran un mismo
color j que /). El hecho de actualizar los elementos d; de las filas restantes,

puede provocar la apariciéon de nuevos elementos igual a 1 en D’. En este caso,
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se ha de repetir el proceso anterior hasta que no queden 1's en la matriz D', tal
y como muestra la figura 4.8.

soz0| [°°79)  oz0
D:0030—>D':0020—>D':(0020j
0020
0030

Figura 4.8: Ejemplo de construccién de la matriz D’ con las adyacencias de la
figura 4.7

Una vez la matriz D’ sdlo tiene elementos nulos o mayores que uno, debe
decidirse la combinacion de colores que, dada la informacion contenida en D’,
puede asignarse a los vértices del grafo. Para cada vértice i presente en D’
existen varias posibilidades: asignar cualquiera de los colores posibles,
correspondientes a elementos d; no nulos, o no asignar ningun color. Si no se

asigna ningun color, los colores requeridos por el vértice i quedan libres para
otros vértices adyacentes. En el caso de la figura 4.8 se puede observar que
los dos vértices representados, que son adyacentes, pueden ser coloreados
con el mismo color. En cualquier caso, debe escogerse un coloreado tal que el
subgrafo inducido sea simple de colorear (ya que no todos los vértices
presentes en la matriz D’ podran finalmente reutilizar un color del primer
coloreado). Esta combinacién 6ptima o casi 6ptima puede llevarse a cabo de
diversas formas:

1. Aplicando un algoritmo combinatorio.
2. Aplicando un algoritmo secuencial.

3. De forma exhaustiva, es decir, examinando todas las combinaciones
posibles.

Algoritmo combinatorio

El subgrafo de los vértices representados en la matriz D’ puede colorearse
mediante un algoritmo combinatorio como Hormigas o Simulated Annealing. En
este caso, cada veértice tendria restringido el grupo de colores que puede
utilizar con arreglo a la informacion contenida en la matriz D’. Esta solucion no
explora todos los posibles coloreados, pudiendo en consecuencia no calcular el
mejor subgrafo inducido. En todo caso, su aplicacion es aconsejable en
aquellos casos en que el numero de filas de la matriz D’ sea elevado.
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Algoritmo secuencial

De todos los veértices representados en D’ se coloreara en primer lugar el
vértice mas favorable conforme a un criterio de optimizacién. Para ello se
define una funcién de coste tal que, al colorear un vértice i/ de la matriz D’ con
un color j, contabiliza de un lado los vértices adyacentes a i que no podran ser
recoloreados con el color j, y de otro los vértices adyacentes que dejaran de
estar afectados por el vértice i, dado que i liberara el resto de colores que
finalmente no utiliza. La figura 4.9 ilustra este procedimiento con un ejemplo, en
el cual al colorear con el color 0 un vértice determinado se impide a otro vértice
adyacente ser coloreado con el mismo color, pero al mismo tiempo se liberan
los colores 3, 5, 7 y 8 en el sentido de que podran ser utilizados por otros
vértices (el vértice i habra dejado de requerirlos puesto que ya tendra asignado
un segundo color) quedando la funcién de coste f como

f=[(2-1)]-[(4-1)+(6-1)+(5-1)+(7-1)]=-17

color 01234 56 78

vérticei |2 0 0 4 06 057

Figura 4.9: Evaluacion de la funcion de coste del método secuencial.

Una vez calculadas todas las funciones de coste se escoge el vértice i con
coste minimo (que tomara el color j tal que d;sea minimo y diferente de 0), se

elimina la fila i de la matriz D'y se actualizan los elementos correspondientes a
otros vértices afectados de la siguiente manera:

e Por un lado, todos los elementos de la columna j, correspondientes a
vértices adyacentes al vértice i se ponen a cero ya que ninguno de
estos vértices podra utilizar el color j (esta actualizacién puede producir
nuevas filas nulas, que también deberan eliminarse).

e De otro lado, se resta una unidad a los elementos correspondientes a
vértices adyacentes que requerian alguno de los colores que no ha
utilizado el veértice i (esta actualizacion puede inducir la apariciéon de
elementos iguales a 1 en la matriz, permitiendo asi el coloreado de los
vértices correspondientes).
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El proceso de evaluacion de la funcion de coste se repite a continuacién con
los vértices restantes. A continuacion se vuelve a eliminar el vértice con coste
minimo y asi sucesivamente mientras queden filas en la matriz.

Algoritmo exhaustivo

El algoritmo exhaustivo busca el coloreado de los vértices de D' que conduzca
al subgrafo inducido mas favorable segun uno o varios de los siguientes
criterios:

1. Minimizar el numero de vértices del subgrafo inducido (es decir,
maximizar el numero de vértices de D’ coloreados).

2. Minimizar el numero de aristas del subgrafo inducido.
3. Minimizar la densidad del subgrafo inducido.

En principio, y dado que la dificultad de colorear un grafo esta relacionada con
la densidad, el tercer criterio puede parecer el mas conveniente. Ahora bien, si
se escoge como criterio unico la densidad, el algoritmo tiende a aumentar el
nuamero de vértices del subgrafo inducido a cambio de poder minimizar su
densidad, afnadiendo asi vértices “redundantes" (de grado reducido) que en
realidad no facilitan el coloreado del subgrafo, a pesar de disminuir la densidad.
De este modo, se ha optado por escoger el coloreado que conduce al subgrafo
inducido con minima densidad del subgrafo de entre los que tienen minimo
numero de vértices. De otro lado, dado que para un numero fijo de vértices es
lo mismo minimizar el numero de aristas totales del subgrafo que minimizar la
densidad, se ha optado por escoger el subgrafo con minimo niumero de aristas,
de entre los que tienen minimo numero de vértices.

Para analizar todos los posibles coloreados de los veértices de D’, el algoritmo
ha de ser recursivo, de tal modo que evalue la funcién de coste para cada uno
de los coloreados, quedandose con la mejor combinacion en cada iteracion.

4.2.2 Algoritmo de reciclado

Reuniendo lo descrito en los apartados anteriores se ha definido un algoritmo
de reciclado capaz de 3-multicolorear (y mas genéricamente de r-multicolorear)
un subconjunto de vértices de un determinado grafo, reutilizando para ello
colores incluidos en un 2-multicoloreado. El funcionamiento del algoritmo se
resume en la figura 4.10.

En primer lugar, el algoritmo de reciclado construye la matriz C a partir de un
coloreado doble ®(G) de G. A continuacidon se comprueba si existe algun

subconjunto V. completo. Si existe algun subconjunto V. completo o varios
subconjuntos V. completos compatibles, se modifica el color de los vértices de
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los distintos subconjuntos V, obteniéndose un nuevo coloreado mas restrictivo

i

que el anterior y reconstruyendo la matriz C con arreglo al nuevo coloreado.

Inicio
Construir matriz C
si (no existen subconjuntos de V. completos)

construir matriz C’
construir matriz D
construir matriz D’
fin si
guardar vértices coloreados
construir subgrafo inducido
colorear subgrafo inducido

Figura 4.10: Algoritmo de reciclado.

A continuacion se construyen las matrices C’, D y D’ a partir de la matriz C. Una
vez refinada la matriz D’ se colorean los vértices correspondientes con el
método exhaustivo o con el algoritmo secuencial. Finalmente se construye el
subgrafo inducido (de eliminar de G los vértices con un tercer color asignado) y
se colorea con las técnicas algoritmicas descritas en los capitulos anteriores.

4.2.3 Algoritmo rcy para el 3-coloreado

Como se ha comentado al principio, el objetivo de este TFC es encontrar una
serie de algoritmos que permitan conseguir un tercer coloreado a partir de la
reasignacion de frecuencias previamente definidas en la red. Es decir, obtener
un grado mas a partir del anterior. De hecho, el procedimiento es el mismo que
el de la figura 4.10 pero matizando y redefiniendo algunos de los pasos
internos en la programacion de las matrices. Por lo tanto, podriamos
generalizar este esquema para cualquier r-coloreado considerando los
siguientes aspectos:

e Comprobar que cada vértice ha sido previamente coloreado con r-1
colores.

e Guardar todos aquellos vértices que puedan ser reutilizados, a partir de
la construccién de las matrices C, C’ y D.

e Construir la matriz D’ para poder aislar aquellos vértices que no se
pueden aprovechar directamente un color.

e Aplicar el algoritmo secuencial o el exhaustivo para colorear el resto de
vértices posibles de tal manera que el subgrafo inducido tenga el menor
numero de ramas de entre los que tienen un minimo numero de vértices.

e Guardar estos vértices con el color reciclado.
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Capitulo 5. Asignacién multiple de frecuencias en redes
GSM

Introduccion

Las redes GSM pueden modelarse por grafos cuyas aristas estan etiquetadas
con numeros enteros (en algunos casos numeros reales), correspondiéndose el
peso o etiqueta de cada arista con los elementos de la matriz de restricciones.
De otro lado cada celda trabaja normalmente con mas de una portadora de
modo que el proceso de asignacion frecuencial se puede plantear en términos
de un multicoloreado de grafos. De este modo, y asi como en el capitulo
anterior se ha traducido el problema de asignacion multiple en un problema
simple de coloreado a través del desdoblamiento de cada celda en un numero
determinado de vértices, en el presente capitulo se ha resuelto el problema de
modo directo, es decir, sin transformar el grafo inicial y trabajando con vértices
a los cuales debe asignarse mas de una frecuencia o color. Al final del capitulo
se comparan ambos procedimientos.

5.1 Asignacion de frecuencias mediante coloreado de grafos

Dado que el grafo que representa una red GSM tiene las aristas etiquetadas
deberan en primer lugar redefinirse (si bien sélo de forma puntual) algunos de
los operadores descritos en el apartado anterior. De los mecanismos
estudiados deben considerarse los siguientes:

El primer coloreado del grafo.

La repeticion de un coloreado r veces.
La reutilizacion de colores.

El coloreado del subgrafo inducido.

En cuanto al coloreado simple del grafo se seguiran los mismos procedimientos
descritos en los capitulos anteriores. En el caso de repetir r veces un coloreado
de k colores para obtener asi un r-multicoloreado de un grafo G con pesos en
las aristas, no se puede asegurar que el numero total de colores utilizados sea
rk. Es decir, si el primer coloreado va de 1 a k colores, el segundo de k+1 a 2k
colores y asi sucesivamente, puede suceder que vértices que tienen asignado
el color 1k (del coloreado 1) sean adyacentes a vértices que tienen asignado el
color 1k +1 (del coloreado 1 +1), y que la arista adyacente a ambos vértices
tenga un peso p>1, de modo que el multicoloreado final no seria correcto. De
este modo, es necesario introducir un desplazamiento d entre los coloreados tal
que d =p, -1 donde p, es el peso maximo de alguna de las aristas del grafo.

De esta manera, el primer coloreado ira del color 1 al color k, el segundo de
k+1+d a 2k+d, el tercero de 2k+71+2d a 3k+2d vy asi sucesivamente. En el
presente proyecto, no obstante se han considerado inicialmente grafos con
ramas de peso 1.
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De otro lado, en el caso en que se multicoloree el grafo repitiendo el primer
coloreado hay que considerar que el grafo no modela los elementos de la
diagonal principal de la matriz de restricciones, que corresponden a las
restricciones entre colores del mismo vértice.

Respecto a la reutilizacion de colores de un primer coloreado, el algoritmo de
reciclado ha de tener en cuenta que:

e Al construir la matriz C los colores de un mismo vértice han de mantener
una distancia minima igual al elemento correspondiente de la diagonal
principal de la matriz de restricciones. Asimismo los colores de vértices
adyacentes han de mantenerse a una distancia mayor o igual al peso de
la arista que los une.

e Al construir la matriz D, cada d,.j ha de contabilizar los elementos C; de

vértices adyacentes de la misma columna y de columnas adyacentes
hasta una distancia p-1, donde p es el peso que une los vértices. En
este caso, cada d; refleja el numero de vertices adyacentes que

requieren un color del intervalo ( [j-(p-1), j+(p-1)] .

e Al construir y actualizar la matriz D’, cuando se elimina una fila y se
libera un determinado color k, el cambio afecta a los vértices adyacentes
que requieren un color del intervalo [j-(p-1), j+(p-1)] .

Finalmente, se ha implementado un método para 3-multicolorear grafos (que
puede extrapolarse sin dificultades al caso de r-multicoloreado) que integra los
algoritmos descritos en los apartados anteriores, es decir: algoritmos para el
coloreado simple de grafos (Hormigas y Simulated Annealing), algoritmos de
reutilizacion de colores (desarrollados a partir de la matriz D’) y algoritmo de
generacion de subgrafos inducidos.

5.2. Implementacién

A continuacion se describen los algoritmos que se han utilizado en este TFC
para 3-multicolorear grafos. Cada uno de estos algoritmos ha sido
implementado de forma independiente para facilitar la ejecucion final. Por lo
tanto, la estructura global del procedimiento, segun el orden de ejecucion, es la
que se describe en la figura 5.1.

Todos los modulos se han integrado mediante el intercambio de una serie de
ficheros de datos segun el procedimiento de la figura. En primer lugar, el
algoritmo Hormigas o Simulated Annealing realizan el coloreado simple de G.
Una vez se tiene el primer coloreado, el algoritmo de reciclado RCY asigna un
tercer color a una serie de vértices presentes en la matriz D’, reutilizando para
ello colores del doble coloreado inicial. A continuacion MAKE_NET genera el
subgrafo inducido formado por los vértices que no han sido triplecoloreados.
Finalmente el algoritmo JOIN une los distintos coloreados obtenidos formando
asi un 3-multicoloreado de G.
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Figura 5.1: procedimiento para el 3-multicoloreado de un grafo.

El algoritmo JOIN une de este modo el primer coloreado doble de G, un
segundo coloreado (simple) parcial del mismo grafo reutilizando colores del
primero y el coloreado del subgrafo inducido formado por los vértices restantes,
para dar lugar al 3-multicoloreado de G. Hormigas y Simulated Annealing
colorean asi en primer lugar G con k colores que van del 0 al k-1, ademas del
subgrafo inducido con k’ colores del 0 al k-1. De este modo, antes de unir los
dos coloreados el algoritmo suma k unidades a cada uno de los colores del
subgrafo inducido de manera que este comience con un color k y termine con
el color k+k' . De otro lado, si quisiera superponerse r veces el primer
coloreado se ha de tener en cuenta la distancia d = p,, —1 entre coloreados.

Este conjunto de aplicaciones puede ampliarse al caso de r-multicoloreados
para r >3 si en vez de partir de un primer coloreado doble se dispone de un r -
1 coloreados, cuyos colores pueden ser reutilizados en la asignacion del r-
ésimo color del grafo. Otra posibilidad consistiria en combinar r-1 colores
simples, proceso que se ilustra en la figura 5.2 y que no puede asegurar un r-
multicoloreado optimo ya que los conjuntos de vértices eliminados para cada
uno de los primeros coloreados pueden ser no disjuntos 0 no estar repartidos
de forma éptima (en el sentido de proporcionar un subgrafo inducido de orden y
tamano minimos).
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JOIN | —Fmultiacoloriment >—|  TEST

cols reutilitzats 2
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FORM/SA

Figura 5.2: Procedimiento para el r-multicoloreado de un grafo.

El ejemplo de la figura 5.3 desarrolla el 4-multicoloreado del ciclo C,, cuyo
numero multicromatico es X,(C,)=9. Puede asi observarse que el numero de
colores necesarios para multicolorear C, segun el esquema de la figura 5.3

depende de la distribucidon de los primeros coloreados. De este modo, si los
primeros disefios son los mismos, los colores reutilizables de cada uno de
ellos caen siempre en los mismos vértices. Esta coincidencia impide que el
multicoloreado de C, sea 6ptimo. Por otra parte, si los primeros coloreados de

C, fueran diferentes y, ademas, los colores reutilizados en cada uno de los
disefios recayeran sobre vértices distintos, entonces el multicoloreado de C,
podria ser 6ptimo.

De otro lado, cuando se trabaja con grafos de una cierta complejidad, como los
que modelan redes GSM, es dificil determinar la configuracién de los
coloreados simples obtenidos mediante algoritmos combinatorios. De este
modo, en general no podra garantizarse en estos casos una correcta
redistribucién de los vértices que reutilizan colores, en el sentido de obtener
subconjuntos lo mas disjuntos posibles y disminuir asi el orden y tamafo del
subgrafo inducido resultante.

Es posible asimismo como se ha dicho obtener r-multicoloreados de grafos a
partir de la superposicion de multicoloreados de grado menor que r. De este
modo, puede determinarse un 11-multicoloreado de un grafo G a través de la
superposicion de un 6-multicoloreado y un 4-multicoloreado (o dos 5-
multicoloreados) y la reutilizacion de colores en un determinado conjunto de
vértices (lo mayor posible). Podria generarse asi un subgrafo inducido (formado
por los vértices que no reutilizaran ningun color) que, una vez coloreado y
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superponiendo convenientemente el 6-multicoloreado, el 4-multicoloreado y el
coloreado simple del subgrafo inducido, devolviera un 11-multicoloreado de G.

suberafo inducido
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Figura 5.3: Dos ejemplos de 4-multicoloreado de un ciclo de orden 9. En cada
uno de los coloreados parciales se indica, en los vértices correspondientes y
separado por una barra, el color reutilizado en el cuarto coloreado.

5.3 Resultados y comparaciones

A continuacidon se exponen los resultados de las simulaciones realizadas
durante el curso de este proyecto. Han sido simulaciones aplicadas sobre
diferentes redes GSM proporcionadas por la compafiia Vodafone y que,
previamente, ya habian sido estudiadas para el caso del doble-coloreado. Por
lo tanto, en este apartado se presentan los resultados de un 3-multicoloreado,
bien realizado directamente con uno de los dos algoritmos combinatorios vistos
anteriormente (en nuestro caso el algoritmo de Simulated Annealing), bien
reciclando colores de los dos primeros coloreados.

Posteriormente se han tomado otras redes aleatorias con un numero de celdas
elevado para estudiar el comportamiento de estos algoritmos en casos mas
generales. Hay que decir que las redes se han modelado teniendo en cuenta
s6lo las interferencias cocanal, por lo que los grafos estudiados no tienen
pesos en las ramas.

Por simplicidad, se ha supuesto el caso en que cada celda requiere tres
frecuencias aunque, como se ha visto, las técnicas descritas son extrapolables
al caso genérico en que cada celda requiere un numero variable de
frecuencias. Dado que el principal objeto del presente proyecto es la posibilidad
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de reutilizar colores, en las pruebas se ha empleado el algoritmo Simulated
Annealing —en detrimento de Hormigas— debido a su mayor velocidad de
convergencia.

5.3.1 Redes GSM reales

En primer lugar, representamos la cota inferior obtenida en el proyecto anterior
mediante el algoritmo Gusanos (ver [10]).

celdas Cota (un color) | Cota (tres colores)
Red 1 43 13 39
Red 2 45 15 45
Red 3 90 16 48
Red 4 99 15 45
Red 5 315 13 39

Tabla 5.1: Cota inferior para las redes GSM reales

A continuacion, en la tabla 5.2 vemos los resultados obtenidos para nuestras
simulaciones realizando directamente un tercer coloreado (es decir, sin reciclar)
y realizando un primer doble-coloreado, un reciclado, un nuevo coloreado
simple y la union de ambos.

RECICLANDO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble |coloreado simple total triple coloreado
Red 1 43 27 14 4 141
Red 2 45 30 15 45 45
Red 3 90 33 16 49 50
Red 4 99 32 15 47 48
Red 5 315 27 13 40 42

Tabla 5.2: Resultados de simulacion de redes GSM reales durante un periodo
de 20 horas.

Para obtener unos resultados coherentes —es decir, ejecutados bajo las
mismas condiciones de simulacidn— se realiza para cada red el triple-coloreado
durante 20 horas. Para el caso de un primer doble-coloreado y un coloreado
simple debemos emplear en conjunto el mismo tiempo. De esta forma, y
teniendo en cuenta que el algoritmo es mas lento cuantos mas colores ha de
asignar, empleamos 14 horas para el doble coloreado y 6 horas para el
coloreado simple. En este caso, hemos considerado despreciable el tiempo
utilizado en los algoritmos RCY, MAKE NET y JOIN ya que es muy pequefio
frente a las 20 horas de proceso total (la ejecucion de los tres no ocupa mas de
5 minutos de calculo).

En la tabla anterior se observa que el algoritmo encuentra coloreados cercanos
a la cota inferior (o clique maximo hallado por el algoritmo Gusanos). En
particular, se consigue coloreado igual a la cota inferior en la red 2 (siendo por
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lo tanto ajustable el grafo que modela la red). En las tres ultimas redes,
ademas, el algoritmo de reciclado ha necesitado un numero menor de
frecuencias que los métodos directos. De otro lado, cuanto mas cerca esté de
la cota inferior el coloreado del grafo, mas dificil sera la reutilizacién de colores
y por eso los resultados que se obtienen reciclando y sin reciclar no presentan
grandes diferencias.

5.3.2 Redes generadas aleatoriamente

En este caso realizamos diferentes pruebas con redes aleatorias. Estas redes
pueden tener diferentes probabilidades de interferencia en la matriz de
restricciones, de forma que a mayor probabilidad mas 1’s tendremos en la
matriz, y por lo tanto, mayor sera el grado de restricciones. Nos hemos basado
en redes de 500 y 300 celdas y tres probabilidades de interferencia entre
celdas: 0.1, 0.25 y 0.5. Primero simulamos dos redes para cada una de las tres
probabilidades diferentes y para un tiempo de 20 horas tanto para el triple-
coloreado como para el doble-coloreado y coloreado simple con reciclado. Los
resultados son los siguientes:

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas | coloreado doble | coloreado simple total triple coloreado
Probabilidad 0,5 500 105 41 146 149
500 100 48 148 150
Probabilidad 0,25 500 51 26 77 79
500 50 25 75 76
Probabilidad 0,1 500 25 12 37 37
500 24 12 36 36

Tabla 5.3: Resultados para redes aleatorias de 500 celdas en un tiempo de 20
horas

En la tabla 5.3 se observa que para periodos largos de simulacion los
resultados son mejores empleando el método de reciclado, si bien las
diferencias no son muy significativas. En las redes con baja probabilidad de
interferencia los resultados son iguales para ambos mecanismos.

En las tablas siguientes se muestran pruebas similares desarrolladas, no
obstante, sobre un numero mayor de redes y un tiempo de ejecucién de 30
minutos, con el fin de observar las mejoras que se pueden deducir del hecho
de no disponer de periodos prolongados de ejecucion.
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CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 500 26 12 38 37
Red 2 500 25 13 38 38
Red 3 500 26 12 38 38
Red 4 500 25 13 38 37
Red 5 500 26 12 38 38

Tabla 5.4: Resultados en un tiempo de ejecucién de 30 minutos para redes
aleatorias de 500 celdas con una probabilidad de 0.1

Segun los resultados de la tabla 5.4 no resulta rentable emplear mucho tiempo
de ejecucion en redes con pocas interferencias ya que con soélo 30 minutos se
obtienen practicamente los mismos resultados de la tabla 5.3.

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 500 57 23 80 111
Red 2 500 58 23 81 109
Red 3 500 66 20 86 114
Red 4 500 61 22 83 108
Red 5 500 61 22 83 111

Tabla 5.5: Resultados en un tiempo de ejecucion de 30 minutos para redes
aleatorias de 500 celdas con una probabilidad de 0.25

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 500 131 40 171 223
Red 2 500 137 33 170 223
Red 3 500 139 34 173 218
Red 4 500 143 31 174 227
Red 5 500 136 37 173 227

Tabla 5.6: Resultados en un tiempo de ejecucién de 30 minutos para redes
aleatorias de 500 celdas con una probabilidad de 0.5

En las tablas 55 y 5.6, por el contrario, puede apreciarse el mejor
comportamiento del algoritmo de reciclado en comparacién con Simulated
Annealing cuando se dispone de periodos cortos de simulacién y la
probabilidad de interferencia es considerable. La mejora es de
aproximadamente un 25% en promedio. Si comparamos estas dos tablas con
la tabla 5.4 se observa que cuando las interferencias superan un determinado
grado el algoritmo de reciclado es mas eficiente. En las tablas siguientes se
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repiten las mismas pruebas —con un tiempo de simulacion igualmente reducido
a treinta minutos— para redes aleatorias de 300 celdas.

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 300 18 9 27 25
Red 2 300 17 9 26 26
Red 3 300 17 9 26 26
Red 4 300 18 9 27 26
Red 5 300 18 9 27 26

Tabla 5.7: Resultados en un tiempo de ejecucién de 30 minutos para redes

aleatorias de 300 celdas con una probabilidad de 0.1

Los resultados de la tabla 5.7 son muy similares a los de la tabla 5.4, con la
l6gica diferencia de que el numero de colores empleados es menor debido a la
cantidad diferente de celdas. En este caso, ademas, y dado que las redes son
mas simples (tienen un menor numero de celdas), los disefios con un
coloreado directo son mejores que los que emplean el reciclado, tanto para una
probabilidad de interferencia de 0.1 como para 0.25 (tabla 5.8). Sin embargo
cuando la probabilidad aumenta a 0.5 otra vez los resultados obtenidos de
aplicar el algoritmo de reciclado son mejores.

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 300 35 18 53 52
Red 2 300 35 17 52 52
Red 3 300 35 18 53 52
Red 4 300 34 17 51 51
Red 5 300 35 18 53 51

Tabla 5.8: Resultados en un tiempo de ejecucién de 30 minutos para redes

aleatorias de 300 celdas con una probabilidad de 0.25

CON RECICLADO SIN RECICLAR

celdas coloreado doble| coloreado simple total triple coloreado
Red 1 300 69 33 102 115
Red 2 300 69 34 103 110
Red 3 300 68 34 102 109
Red 4 300 69 34 103 110
Red 5 300 69 35 104 111

Tabla 5.9: Resultados en un tiempo de ejecucion de 30 minutos para redes

aleatorias de 300 celdas con una probabilidad de 0.5
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De este modo, en general, cuanto mayor es el numero de celdas, mayor es el
numero de interferencias y menor es el periodo de simulacién —es decir, cuanto
mayor es la complejidad del problema— mas eficaz resulta el mecanismo de
reciclado de colores. Por tanto, el método descrito en el presente proyecto
resulta conveniente en el disefio frecuencial de redes GSM, que precisamente
responden al modelo de gran numero de celdas e interferencias descrito en las
tablas anteriores.
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Capitulo 6. Conclusiones

El principal objetivo de este proyecto ha sido la asignacidon de frecuencias en
redes GSM, problema que tiene una importancia considerable en telefonia
movil debido al alto coste de utilizacidén del espectro radioeléctrico. Para ello se
ha partido de una serie de algoritmos capaces de colorear redes simples: tanto
el algoritmo Hormigas como Simulated Annealing —que se han empleado en
otros proyectos para la asignacion de frecuencias— pueden ser aplicados, con
leves modificaciones, para asignar mas de una frecuencia en cada una de las
celdas de una red, aunque en estos casos el tiempo de ejecucidon de los
algoritmos aumenta considerablemente. Es por ello que la parte central de este
proyecto ha consistido en la redefinicibn de un algoritmo determinista y de
ejecucion rapida, llamado RCY, para la asignacién multiple de frecuencias en
redes GSM, aplicado en combinacion con el algoritmo Simulated Annealing.

En el capitulo de resultados se ha visto que el algoritmo RCY ofrece buenos
resultados para intervalos cortos de simulacion. Por el contrario, cuando el
periodo de ejecucidon aumenta los resultados obtenidos mediante un triple-
coloreado directo o mediante un doble-coloreado y un reciclado con RCY son
practicamente los mismos. Se ha observado que la mayor eficiencia de
reciclado se obtiene con las redes de mayor numero de celdas y con
probabilidades de interferencia elevadas. Por otro lado, a medida que aumenta
el numero de frecuencias asignadas en cada celda aumenta el niumero total de
frecuencias necesarias para evitar las interferencias, ya que es mucho mas
complicado reutilizar las mismas frecuencias en celdas distintas.

De este modo, cabe remarcar la eficiencia del algoritmo de reciclaje dado que,
aunque precisa de un numero mayor de algoritmos para multicolorear las redes
(como pueden ser TEST, JOIN o MAKE NET, ademas del algoritmo Simulated
Annealing), obtiene los mismos valores de forma mucho mas rapida, sobre todo
cuando el numero de celdas es elevado.

La reduccion del numero de frecuencias permite, de esta forma, aprovechar
mejor el espectro radioeléctrico y dar servicio a un mayor numero de clientes
en igualdad de recursos, disminuyendo el volumen de interferencias. Dicha
reduccion puede tener también una traduccion en el numero de equipos de
transmision y por lo tanto en la disminucion de los costes. Todo ello, por otro
lado, es independiente de la emisién de potencia de las estaciones base —y por
lo tanto de los posibles efectos que las radiaciones puedan tener en la salud
del consumidor— ya que en el presente proyecto se ha tratado de minimizar el
numero de portadoras comunes en celdas contiguas y no la emision total de
sefales, parametro que interesa de hecho maximizar con el objeto de dar
servicio al mayor numero posible de usuarios.
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6.1 Lineas futuras

En el presente proyecto, y por motivos de restriccion de tiempo, se han
efectuado pruebas sobre disenos frecuenciales con tres colores por celda. De
este modo cabe la posibilidad de ampliar estas pruebas para coloreados mas
amplios y programar asi una rutina general para reciclar las frecuencias y
realizar un r-coloreado a partir de coloreados mas simples. También puede
plantearse la implementaciéon del sistema para celdas con un numero diferente
de frecuencias cada una.

Por otra parte, se puede aprovechar este proyecto para estudiar otras redes
GSM, conocidas como benchmarks, o nuevos modelos aleatorios, incluso
establecer estos mismos casos estudiando el comportamiento de las redes con
pesos en las ramas. Igualmente, se podria plantear el problema desde un
punto de vista mas tedrico, enfatizando los capitulos relacionados con los
grafos ajustables y r-ajustables y con los r-multicoloreados y (r+1)-
multicoloreados en funcién de las propiedades topologicas —algunas de las
cuales podrian determinarse en el curso del propio proyecto— de las redes
estudiadas.
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