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The essence of mathematics lies in its freedom.
Georg Cantor



Prefacio

Este trabajo pretende desarrollar toda la geometria necesaria para poder entender
las teorias gauge y poder escribir las ecuaciones de Yang-Mills usando el lenguaje
de los fibrados principales. Pese a esto, escapa al alcance de este texto desarrollar la
geometria diferencial desde el principio de modo que se supone que el lector posee
una sélida base de topologia, dlgebra exterior y variedades diferenciables. No es
estrictamente necesario pero si recomendable un cierto conocimiento de geometria
riemanniana. En caso que o bien el lector carezca de estos conocimientos o desee re-
pasarlos puede usar los primeros capitulos de [13] para la parte topologica mientras
que [9] es un buen texto para la base de geometria diferencial y dlgebra exterior
que necesita este trabajo.

Me gustaria agradecer especialmente a mi tutor Narciso Roméan-Roy toda su ayuda
y apoyo en el desarrollo de esta memoria. También quiero agradecer el entusiasmo
que he recibido por parte de los profesores Xavier Gracia y Miguel C. Munoz durante
el desarrollo del trabajo. Por ultimo quiero dar las gracias al futuro doctor Pere D.
Prieto por la ayuda que he recibido desde el primer dia que pisé la facultad.



Resumen

Palabras clave: geometria riemanniana, grupo de Lie, algebra de Lie, ecuaciones de
Maxwell, fibrado principal, conexiones, gauge, ecuaciones de Yang-Mills

MSC2000: 22E50, 53C05, 55R10, 58E40, 70515

Este trabajo presenta todas las herramientas propias de la geometria diferencial necesarias
para poder describir adecuadamente las teorias gauge y en particular las ecuaciones de
Yang-Mills. Concretamente, el trabajo empieza presentando las pseudométricas en espa-
cios vectoriales y generalizdndolas a las variedades pseudoriemannianas, incluyendo una
descripcién del operador estrella de Hodge y la coderivada. Como ejemplo candnico de
teoria de Yang-Mills tomamos el caso del electromagnetismo, estudidandolo en detalle.
También se incluye una introduccién a los grupos y las dlgebras de Lie.

En los capitulos centrales del trabajo se introducen los dos conceptos clave para poder
escribir las ecuaciones de Yang-Mills: los fibrados y las conexiones principales. En estos
capitulos se estudian en detalle estos conceptos ya que son la piedra angular de la teoria de
Yang-Mills. Terminamos el trabajo escribiendo las ecuaciones de Yang-Mills en lenguaje
geométrico.



Abstract

Keywords: riemannian geometry, Lie group, Lie algebra, Maxwell equations, principal
bundle, connections, gauge, Yang-Mills equations

MSC2000: 22E50, 53C05, 55R10, 58E40, 70515

This bachelor’s degree thesis presents all the geometric tools needed to properly describe
gauge theories and in particular, Yang-Mills equations. First, we introduce pseudometrics
in vector spaces and generalize this idea to define pseudorimannian manifolds, including a
description of the Hodge star and the coderivative. Next, Maxwell equations are introduced
and studied in detail as they are the canonical example when studying Yang-Mills theories.
We also provide a brief introduction to Lie groups and Lie algebras since they are going
to be used all over this thesis.

The central part of this thesis is the study of principal bundles and connections in principal
bundles. These two elements are the cornerstone of the Yang-Mills equations. This thesis
concludes writing the Yang-Mills equations in its geometric form.



Indice general

[mtroducciénl

|Capitulo 1. Preliminares geométricos
ll._Pseudometricas en espacios vectoriales|
[2. Variedades pseudoriemannianas]
3. Estrella de Hodge y coderivadal

|Capitulo 2.  Ecuaciones de Maxwell|

|Capitulo 3.  Grupos y algebras de Lie]
1. Grupos de Lie|

2. Algebras de Ligl

4. Accién de un grupo de Lie sobre una variedad|

|Capitulo 4. Fibrados|
|1. Fibrados principales|
2.l fibrado de referenciasf
B Fibmad —dod

|Capitulo 5. Conexiones principales y transformaciones gauge]
[T, Conexiones en fibrados principales)|
2.__Curvatural

3. Transformaciones gauge de un fibrado principal|

|Capitulo 6. Teorias gauge y de Yang-Mills|

(Conclusiones|

—_

Tt ot W W

13
13
15
18
20

23
23
26
27

31
31
35
37

39
41
43






Introducciéon

Este es un trabajo de fin de grado que desarrolla toda la geometria diferencial
necesaria para poder comprender las teorias gauge y en particular las ecuaciones de
Yang-Mills. En el lenguaje de la fisica, una teoria gauge es una teoria de campos en
la que el lagrangiano es invariante bajo la acciéon de un grupo de transformaciones: el
grupo de gauge. La primera teoria de campos descubierta con simetria gauge fue la
descripcién de Maxwell en 1864 del campo electromagnético. Aun asi, esta simetria
gauge permanecio oculta en las primeras formulaciones del electromagnetismo. De
forma similar, la simetria gauge de la teoria de la relatividad de Einstein también
permanecié oculta durante un tiempo.

No fue hasta bien entrado el siglo XX que se empez6 a ver la importancia de
las simetrias gauge en el electromagnetismo, la relatividad e incluso en mecanica
cuantica, por Weyl y Fock entre otros. Aun asi, hubo que esperar hasta 1954 para
obtener una primera formalizacién matematica por parte de Chen Ning Yang y
Robert Mills, que intentaban describir la interaccién nuclear fuerte.

Para esta formalizacion matemaética, el grupo de gauge G deberd ser un grupo de
Lie para poder considerar variedades fibradas con base la variedad M y fibra G.
Existen multitud de teorias fisicas en las que el lagrangiano es invariante bajo la
accion de cierto de grupo de Lie. El ejemplo candnico de este hecho es el caso del
campo electromagnético que ya hemos mencionado. En este caso el lagrangiano es
invariante bajo la accién del grupo U (1) que es isomorfo a la circunferencia unidad.

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar todas las herramientas geométricas ne-
cesarias para poder escribir las ecuaciones de Yang-Mills. De este modo empezamos
el capitulo 1 introduciendo el concepto de pseudométrica en un espacio vectorial.
Esto es necesario ya que la definicién de variedad pseudoriemanniana requiere esen-
cialmente introducir una pseudométrica en cada espacio tangente de modo adecuado
para que el cambio de un espacio tangente a otro sea lo suficientemente suave. A
su vez se introduce el operador estrella de Hodge que nos serd de gran utilidad ya
que aparece en las ecuaciones de Yang-Mills explicitamente y también para poder
definir la coderivada de p-formas diferenciales. De este modo el primer capitulo
nos ofrece los preliminares geométricos necesarios antes de entrar en el formalis-
mo matematico propiamente. El capitulo 2 empieza presentandonos las conocidas
ecuaciones de Maxwell. Se prueba la formulacién covariante equivalente y se pre-
senta el lagrangiano del campo electromagnético. Asi, este capitulo 2 nos da un
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ejemplo para tener en la cabeza a lo largo de todo el trabajo para no perdernos en
el formalismo.

A lo largo del capitulo 3 se desarrolla la teoria de grupos y algebra de Lie. Los
grupos de Lie son una parte esencial de las teorias gauge ya que el grupo de gau-
ge es, de hecho, un grupo de Lie. Las dlgebras de Lie aparecen de forma natural
en cualquier estudio sobre grupos de Lie ya que en cierto modo son una versién
infinitesimal de los grupos de Lie. A lo largo del capitulo debemos tener presente
que los grupos de Lie serdn las fibras de un fibrado principal (y también su grupo
estructural) en los capitulos siguientes, especialmente en la seccién dedicada a las
acciones de grupos de Lie sobre variedades. El capitulo 4 desarrolla la teoria de
fibrados principales introduciendo las trivializaciones y las secciones, asi como las
funciones de transicién. En el capitulo 5 se introducen las conexiones principales
dando tres definiciones alternativas de ellas y las propiedades més destacadas. Son
cruciales en el desarrollo de la teoria ya que veremos que la eleccién de un gauge
podrd verse como la eleccion de una conexién en el fibrado principal correspondien-
te. También hablaremos en este capitulo de las transformaciones gauge, es decir los
automorfismos de un fibrado principal que dejan fija la variedad base.

El capitulo 6 concluye el trabajo usando todo el lenguaje geométrico introducido
para finalmente escribir las ecuaciones de Yang-Mills de forma andloga a como se
han escrito las ecuaciones de Maxwell en el segundo capitulo.

Consideraremos que todas las variedades diferenciables que aparezcan son reales,
C*, hausdorff y satisfacen el segundo axioma de numerabilidad. Las aplicaciones y
las estructuras se asumirdn también de clase C*°. A lo largo del trabajo se usard el
convenio de suma de Einstein de indices repetidos cruzados.



Capitulo 1
Preliminares geométricos

En este primer capitulo vamos a introducir algunas herramientas geométricas que
mas tarde usaremos para escribir las ecuaciones de Yang-Mills. Empezaremos intro-
duciendo la nocién de métrica en un espacio vectorial y los conceptos de operador
estrella de Hodge y coderivada, junto con las relaciones entre estos operadores con
la ya conocida diferencial exterior. Haremos todo esto en el contexto de un espacio
vectorial V' para luego generalizarlo facilmente a variedades pseudoriemannianas
usando los espacios tangentes en cada punto.

1. Pseudométricas en espacios vectoriales

DEFINICION 1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Una pseu-
dométrica en V es una forma bilineal

g: VxV — R
(v,w) — g(v,w)

simétrica y no degenerada.

Como la métrica es bilineal, nos basta conocer sus valores en una base (b;)i=1,....n
de V. Definimos la matriz de la métrica g respecto de la base b; como

gij = g(bs, bj)

Esta es una matriz simétrica n x n con determinante distinto de cero. Si cambiamos
de base mediante la matriz v € GL(n,R),

bg = (771)51)1'7
la matriz de la métrica se transforma como
gij = 903, b5) = (v v

TEOREMA 1.2. (de Gram-Schmidt) Toda métrica admite una base ortonormal, es
decir, una base eq,...e, tal que

g(eiaej) = Nij

3
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donde 1 es una matriz diagonal conr 1’s y s (=1)’s, r + s = n:
17:diag(l,...,l,fl,...,fl)
—_—— ——

s S

En otras palabras, para cada matriz n X n simétrica g con determinante no nulo,
existe una matriz invertible ~ tal que

gy =0

Notamos que la base ortonormal no tiene por que ser unica. Definimos el gru-
po pseudoortogonal O(r,s) como el subgrupo de GL(n,R) consistente en las
matrices A que dejan n invariante:

A71T77A71 =7

DEFINICION 1.3. Llamaremos signatura de la métrica al entero r — s.

Notamos que la signatura esta bien definida.

Vamos a ver ahora cémo una métrica en V' puede inducir una métrica en el dual de
V, V*. Sean (e;);=1...., una base ortonormal de V' y (e?);=1,._, su correspondiente
base dual en V*. Definimos una métrica g* en V* de tal forma que la base e’ sea
ortonormal:
gr(e',el) =n" ==

Notamos que esta métrica no depende de la eleccién de la base ortonormal e; de V.
Si V est4 orientado y e; es una base orientada, la n-forma e A --- A e™ es la forma
de volumen: evaluando esta forma en n vectores nos da el volumen orientado del
paralelepipedo formado por estos n vectores. Para una base b; arbitraria de V' y su
correspondiente base dual 3 de V*, definimos la matriz de la métrica g* como

97 =g"(8", )
OBSERVACION 1.4. Notamos que esta nueva matriz se distingue de su andloga en

V' solo por la posicion de los indices. De hecho un sencillo cdlculo nos muestra que
son tnversas la una de la otra:

ik, _ si
9" grj = 9;.
En particular, n es igual a su inversa.

Como V' y V* son espacios vectoriales n-dimensionales, son isomorfos:
vV — v
bi — ﬁz
pero este isomorfismo no es candnico, es decir, depende de la base b; de V escogida.

El hecho de que la métrica sea no degenerada nos permite introducir un isomorfismo
canoénico J como sigue:

J: V. = V*
v ? g(vv )
que en coordenadas se escribe como

J(bi) = gi; 3.
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2. Variedades pseudoriemannianas

DEFINICION 2.1. Una variedad pseudoriemanniana (o semiriemanniana) es
una variedad diferenciable dotada de un tensor 2-covariante g € To(M) simétrico y
no degenerado. En caso de que ademds el tensor sea definido positivo, diremos que
se trata de una variedad de Riemann. El tensor g es la métrica de la variedad.

Observamos que una variedad pseudoriemanniana no es mas que una variedad di-
ferenciable dotada de una métrica pseudoriemanniana en cada espacio tangente
T.M. Cada espacio tangente es un espacio vectorial y por lo tanto todo lo dicho en
la seccién anterior es aplicable al caso V' = T, M. Estas métricas en cada espacio
tangente deben variar de forma diferenciable respecto del punto x € M en el que
estemos. De este modo, todas las construcciones hechas en la seccién anterior son
generalizables a un abierto U C M.

3. Estrella de Hodge y coderivada

El punto clave para definir el operador estrella de Hodge es observar que

dim APV = (”) — ( " ) — dim APV
P n—p

Dada una orientacién w y una métrica g podemos definir el isomorfismo .
DEFINICION 3.1. El operador estrella de Hodge es el isomorfismo
x: APV — A"TPV
definido como
*(eil A A eip) — Eil,...,inﬁilil .. .nipipeipﬂ A---Aetn

y extendido por linealidad a todo APV .

Puede probarse que este isomorfismo no depende de la elecciéon de la base ortonor-
mal escogida. La aplicacién lineal * es biyectiva: efectivamente ya que su cuadrado

es igual a +id:

sk p = (—1)P(r=Ds, o e APV

Recordamos que la diferencial exterior es una aplicacién que nos convierte p-formas
en (p + 1)-formas:

d: APU — APTY
Usando la estrella de Hodge podemos construir la coderivada:
§: APU — APTY

definida como
§ = (—1)"PHrTIEs s dx

PROPOSICION 3.2. La coderivada satisface las tres propiedades siguientes

(1) 62 =0
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(2) Sean ¢ € AP7IU y1p € APU, entonces se tiene que

/udap/\*w:/ugp/\*éz/} (1)

/¢A*¢=/¢Aw (2)

Combinando la diferencial exterior y la coderivada podemos definir el operador
diferencial

(3)

A APU — APU
como A = —(dé + dd). Si la métrica es definida positiva (s = 0), este operador
recibe el nombre de laplaciano, mientras que si r = 1, se llama operador de
d’Alembert y se denota mediante [J.



Capitulo 2
Ecuaciones de Maxwell

Antes de entrar de pleno en el formalismo necesario para poder formular las Ecua-
ciones de Yang-Mills, vamos a dedicar una secciéon a comentar el caso particular
de las Ecuaciones de Maxwell, ya que es el ejemplo canénico de teoria gauge. A lo
largo del trabajo es importante tener en mente este ejemplo de motivaciéon. En este
caso nos situaremos en el espacio de Minkowski M*. Este espacio no es més que
R* con coordenadas cartesianas (x#), con u = 0,1,2,3, y dotado de una métrica
pseudoriemanniana definida por

1 0 0 0

o 0\ donde n_ 0 -1 00
I\ Ggr> ggv ) = CONEE NT= 009 0 -1 0
00 0 -1

De este modo las ecuaciones de Maxwell se escriben de la siguiente manera:

curl + %B =0 divB =0

curlB — %E =j divE =p

donde FE es el campo eléctrico, B es el campo magnético, p es la densidad de carga
y j es la densidad de corriente eléctrica. Consideramos las dos 2-formas F' y G
siguientes:

3 3
) 1 ; 1
F=_ Z E;dz® Adat + 3 Z gijBida? A dz* = §F/wdx“ A dx”

i=1 i,j,k=1

3 3
o . 1
G =Y Bida® Ada' + 3 > eijpEida’ Adat = 5 Gda? A da”

i=1 ij,k=1
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Estas dos formas alternadas pueden representarse por medio de matrices anti-
simétricas como sigue:

0 —E —-Ey, —Es
|E. 0o By -B
Fu)=1E, B, 0 B
Es By, —-B 0

0 B By By
|-B 0 By -E,
Cu)=|_p, B, 0 B
-Bs E, —E 0

La densidad de carga y las componentes de la densidad de corriente se juntan para
formar el cuadrivector de corriente j# con j° = p. Con este cuadrivector podemos
construirnos la 3-forma de densidad de corriente j:

1
j= SIEHAT jhda” A dat Ada”

PROPOSICION 0.3. Las ecuaciones de Mazwell pueden escribirse en términos de
estas formas F', G y j como

dF =0
dG = j

DEMOSTRACION. Empezamos calculando dF:
1 Iz v 1 Iz v
dF =d iFlex ANdz” ) = id(Fde A dz”)
y por tanto tenemos que

1
2dF = EdFW Adz* A dx”
0

1
_ §W+ dFp; A dz® A da! + dFyg A dz® A da?
0
+ dFys A da® A da? + dFyo Adat Ada® + W

+ dFis Adat Ada? + dFis Adat Ada® + dFyg A da? A da®
0
+ dFp; Ada? A dat +W+ dfos A da® A da?
+ dF30 A dz3 A da® + dF31 A dz3 A dat + dF3 A dz? A da?
0

+M
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y ahora agrupando obtenemos
2dF = %((cuv01 — dFyo) Adz® Ada! + (dFpy — dFyo) A da® A da?
+ (dFp3 — dF30) Ada® A da® + (dF1p — dFyy) Ada! A da?
+ (dFys — dF31) Ada? Ade® + (dFps — dFya) A da® A dm3)
= dFy Ada® Adat + dFga Ada® A da? + dFps A da® A da®

+ dFis Adat Ada? + dFis A dat Ada® + dFos A da? A da®.

A continuaci6é usamos que

1o
dF,, = (?995/7 dz™
de modo que
F Fi
2dF = %xo; da? Ada® Ada' + aax%l da® A dz® A dz!
F F
+ g Ofdxl Adzl A da? + 9 gzdx?’ A dz® A da?
or ox
F F
+ J Olsdxl Adzl A da® + 9 023dx2 A dz® A da®
or ox
F F
+ J 102d330 Adzt Ada? + 9 132d333 Adzt A da?
or ox
F F
+ 9 103de Adzt Ada® + 9 123dm2 Adzt A da®
or ox
F: F:
+ %;03 dz® A dz? A da® + 86;13 dzt Ada? Ada?
0Fy1  O0Fpe . OF12 0 1 2
= (3:172 - 50 ) dx” Adx Adx
0Fy1  0Fys  OFis 0 1 3
+<8x3 ~ o ax())d:v ANdz" Adz
OFyy OFps  OFy3 0 2 3
+ ( 93 op2 920 dz” Adz” Adx
OF12 0F13  0Fy3 1 9 3
+<5a:3 o +8x1 dz* Adx® Adz

y si reemplazamos los F),, por sus valores vemos que los tres primeros términos son
curlE + %B, mientras que el tltimo es la divergencia de B. Por lo tanto hemos
probado que el primer par de ecuaciones de Maxwell equivalen a

dF =0 (3)

de forma andloga puede probarse que el segundo par de ecuaciones de Maxwell
equivalen a

dG = j (4)

|

Escritas de esta forma, las ecuaciones de Maxwell estan libres de coordenadas y
no dependen de ninguna métrica. Como consecuencia, las ecuaciones y con
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7 = 0 son invariantes bajo cambios de coordenadas, no solo transformaciones de
Poincaré.

PROPOSICION 0.4. Los tensores electromagnéticos F' y G satisfacen que

=G

DEMOSTRACION.
«F = % (;Fwdx“ A dx") = % * (Fde“ A dx")
= % (Fm6012377007711(1552 Ada® + Fyreorsen®n''da® A da®
+ Fozgoa13n°'n*?dz’ A da® + Foaeos1n™n**da® A da!
+ Foseoz12n™'n*dz’ A da® + Fogeosann®'n**da® A da!
+ Fioe1023n" 'ndz® A da® + Fioeroson' ' n°0da® A da®
+ Fioe1o03n' 'n*?dz® A da® + Fiaerason' ' n**da® A da®
+ Fize1s02n' ' da® A da® + Fisersoon' ' n**da® A da®
+ Faoea013m°° 0"zt A da® + Fageaosin®n*0da® A da!
+ Faiea103m° 0" dz® A da® + Foreanson®n''da® A da®
+ Faseasonn n°dz® A dz' + Foseasion™n**da’ A da®
+ Faoez012n*°n*0dz’ A da® + Fioes001n°*n"da® A da'
+ Faie3100n°° 0" da® A da® + Fiiesi0n®n' da® A da”
+ Fioez001m*° 072 dz” Ada' + Fypeso10n”n*da’ A da”
y si ahora agrupamos tenemos

*F = ((F23 + Fo3 — F33 — F35)da® A da!

1
2
+ (=Fi3 — Fi3 + Fy1 + F31)da® A da?
+ (F12 + Fig — Fo1 — le)dl'o A\ dx?’
+ (_FOS — Fos + F30 + Fgo)d.%'l A dz?
+ (FO2 + Foo — Fyo — Fgo)d.');‘l A\ da’:3

+ (=Fo1 — Fo1 + Fyo + Fro)da? A dm3)
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y reemplazando los F},, por sus valores vemos que
*F =G (5)

tal y como queriamos. |

Para usar la estrella de Hodge, necesitamos una métrica y por lo tanto, la ecuacién
(5) solo es invariante por las isometrias del espacio de Minkowski M*, es decir, el
grupo de Poincaré.

Notamos que la densidad j de la ecuacién no puede elegirse arbitrariamente ya
que d? = 0 implica que
dj =0, (6)

es decir, las ecuaciones de Maxwell son consistentes si y solo si se cumple la ecuacion

@. Como
dj = 9,j"dx’ Ada' A da® Ada®,

queda claro que la ecuacion @ expresa la conservaciéon de la corriente.

Aplicando la proposicién anterior, el segundo par de ecuaciones de Maxwell se
escriben como

d*F=j<=*xd*xF =xj
de modo que podemos escribir las ecuaciones de Maxwell de la siguente forma:
dFF =0 (7)
5F = %j (8)

ya que en nuestro caso, 6 = xd*. De este modo hemos visto que F' es cerrada vy,
por el lema de Poincaré, podemos asegurar que en dominios estrellados existe una
1-forma de potencial A tal que F' puede escribirse como

F=dA.

Légicamente, F' no determina A totalmente: existe lo que se llama una libertad de
gauge. Para toda O-forma A, Ay A+ dA son dos posibles potenciales de F' ya que

d(A+dA) =dA+d’A=dA=F.

Mientras que el par de ecuaciones homogéneas se satisface idénticamente usando el
potencial A, el segundo par, F = xj, nos lleva a la siguiente ecuacién para A:

ddA = xj. (9)
Si por ejemplo escogemos el gauge de Lorentz, § A = 0, podemos escribir
(6d 4+ do)A = xj

o de forma mas compacta,
OA = — % .

Esta ecuacién es la ecuacién de ondas escrita usando el operador de d’Alembert .
La ecuacién @ puede derivarse de la accion

1 1
S[A]:/(_2FA*F_J-AA) :/(—4FWF‘“’+]'HA”> dz? Ada' Ada® Ada?
(10)
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Es importante notar que esta accién es invariante gauge solo en el caso de que la
corriente j se conserve:

S[A+dA]—S[A]:—/j/\dA:/d(j/\A)—/(dj)AA.

El primer término es nulo debido al teorema de Stokes mientras que el segundo es
igual a cero independientemente de A si dj = 0.

Ahora vamos a obtener la ecuacién @ extremando el funcional ([10)). Por lo tanto
vamos a considerar S como un funcional de A. Es decir, las F' en (10 no son maés
que abreviaciones de dA. Consideramos variaciones de A y nos quedamos con los
términos lineales en a:

S[A-i-a]—S[A]:/(—(da)/\*dA—i—a/\j)—i—-~-

donde hemos usado la igualdad . Aplicando ahora e ignorando los términos
de contorno, tenemos que

S[AJra}fS[A]:/aA>k(—5dA+*j)+~.-

de modo que S tiene un punto estacionario en A si se satisface la ecuacion @



Capitulo 3
Grupos y algebras de Lie

Antes de poder escribir las ecuaciones de Yang-Mills, necesitamos el lenguaje de
fibrados principales. En el capitulo 4 estudiaremos los fibrados principales en deta-
lle, pero antes de eso necesitamos presentar el ingrediente esencial de los fibrados
principales: los grupos de Lie. De modo que dedicaremos este capitulo a su estudio
y también al de las dlgebras de Lie, pues veremos que hay una estrecha relacién
entre los grupos y las algebras de Lie que ird apareciendo a lo largo del trabajo.

1. Grupos de Lie

Esta seccion esta dedicada al estudio de los grupos de Lie. Un grupo de Lie no es
mas que una variedad que posee estructura de grupo o, equivalentemente, un grupo
topolégico que ademés es diferenciable. Los ejemplos més importantes de grupos
de Lie son los grupos de matrices.

DEFINICION 1.1. Un grupo de Lie es un conjunto G dotado de las estructuras de
grupo y de variedad diferenciable, de modo que el producto y la inversion

uw: GxG — G vt G = G
(g;h) = gh g = g

son aplicaciones diferenciables.

1

Equivalentemente, las operaciones producto e inversiéon de un grupo de Lie son
diferenciables si y solo si lo es la aplicacién

x: GxG — G
(9,h) +— gh™!

EJEMPLO 1.2. Vamos a ver algunos de los ejemplos mds importantes de grupos de
Lie.

(1) La variedad R™ con la suma es un grupo de Lie de dimension n.

(2) Las esferas S* y S (complejos y cuaterniones de médulo 1) son grupos de Lie.

(8) El producto cartesiano de dos grupos de Lie define un grupo de Lie con la
estructura de grupo dada por el producto directo de grupos y la estructura de

13
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variedad diferenciable producto. En particular, el toro de dimension n, T" =

g1 ™ x 81, es un grupo de Lie.

(4) El conjunto de todas las matrices n X n reales (complejas) es un grupo de Lie
de dimensién n® con la suma de matrices.

(5) GL(n,R), el conjunto de todas las matrices invertibles, es un grupo de Lie
n?-dimensional con el producto de matrices.

DEFINICION 1.3. Dado un grupo de Lie G y un elemento g € G fijado, definimos
la traslacion izquierda como
Ly: G = G
h — gh
y la traslacion derecha como
Ry: G — G
h — hg

Estas dos aplicaciones son difeomorfismos ya que (Lg)_1 = L,-1 y satisfacen que
Lyo Ry =Ry oLy

DEFINICION 1.4. Un subgrupo (regular) de un grupo de Lie G es un subcon-
Jgunto H C G que es a la vez subgrupo y subvariedad (regular). Con las estructuras
inducidas, H también es un grupo de Lie. Del mismo modo, un subgrupo de Lie
immerso es un grupo de Lie que es a su vez subgrupo y subvariedad immersa.

Para comprobar que un subgrupo H C G de un grupo de Lie es una subvariedad,
basta comprobarlo alrededor de un punto (por ejemplo el elemento neutro e).

TEOREMA 1.5. (de Cartan) Un subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un subgrupo
de Lie regular.

EJEMPLO 1.6. Los subgrupos SL(n), O(n), SO(n), U(n) y SU(n) de GL(n) (tanto
reales como complejos) son subgrupos de Lie de GL(n) (en particular son grupos
de Lie por si mismos).

Estos grupos de matrices son algunos de los ejemplos mas importantes de grupos
de Lie.

EJEMPLO 1.7. Como variedad, SU(2) es isomorfo S3.

DEFINICION 1.8. Una aplicacién f: G — H es un morfismo de grupos de Lie
si es diferenciable y morfismo de grupos. La condicion de morfismo de grupos puede
reescribirse como

foLg:Lf(g)of

Observamos que un morfismo entre grupos de Lie siempre tiene rango constante.

PROPOSICION 1.9. Si f: G — H es un morfismo entre grupos de Lie, entonces
ker f C G es un subgrupo de Lie regular. Por otro lado, la imagen f(G) puede no
ser una subvariedad regular de H.
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2. Algebras de Lie

Siempre que se estudien los grupos de Lie no pueden pasarse por alto las dlgebras
de Lie. A continuacién presentamos las dlgebras de Lie y veremos como asociar a
cada grupo de Lie un algebra de Lie de forma que el dlgebra nos dé informacién del
grupo de Lie alrededor del elemento neutro e. Podemos pensar en el algebra de Lie
asociada a un grupo de Lie como una version infinitesimal del grupo.

DEFINICION 2.1. Un dlgebra de Lie (real) es un espacio vectorial real g junto
con una operacion binaria [,-]: g X g — g, llamada paréntesis de Lie, que satisface
las siguientes propiedades:

(1) es bilineal

(2) es alternada

(3) cumple la identidad de Jacobi: [[x,y],z] + [[z, =], y] + [[y, 2], 2] = 0 para todo
z,Y,%2 €g.

EJEMPLO 2.2. Vamos a ver algunos ejemplos de dlgebras de Lie.

(1) Dado E un espacio vectorial (real), podemos dotar a E de estructura de dlgebra
de Lie (real) definiendo el paréntesis de Lie como idénticamente cero.

(2) El espacio euclideo R3 es un dlgebra de Lie con el paréntesis de Lie dado por
el producto vectorial.

(8) Sea A un dlgebra asociativa con producto *. Entonces A es un dlgebra de Lie
con el paréntesis de Lie definido como [x,y] = x*xy —y*x.

(4) Dada una variedad diferenciable M, el conjunto de sus campos vectoriales tiene
estructura de dlgebra de Lie de dimension infinita con el paréntesis de Lie de
campos vectoriales.

Vamos a ver ahora como asociar un algebra de Lie a un grupo de Lie. Un grupo de
Lie y su algebra de Lie tienen una relacién muy estrecha, tal y como veremos mas
adelante.

DEFINICION 2.3. Dado X € X(G) un campo vectorial en G, diremos que X es
invariante por la izquierda si

Ly X =X

para todo g € G. Denotaremos por X1,(G) el conjunto de los campos invariantes por
la izquierda de un grupo de Lie. Andlogamente podemos definir el conjunto Xr(G)
de los campos vectoriales sobre G invariantes por la derecha.

PROPOSICION 2.4. X1(G) y Xr(G) son subdlgebras de Lie de X(G).

DEMOSTRACION. Lo demostraremos para X1, (G) y el caso de Xg(G) es totalmente
andlogo. Obviamente la suma de dos campos invariantes por la izquierda nos da
otro campo invariante por la izquierda. Solo nos falta probar que el paréntesis de
Lie de dos campos invariantes también lo es. Tomando g € Gy X,Y € X.(G),
tenemos que

Lg*[Xa Y] = [LQ*X7 LQ*Y] = [X,Y]

tal y como queriamos ver. |
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DEFINICION 2.5. Sea G un grupo de Lie. El dlgebra de Lie de G es X1(G). La
denotamos por g o Lie(G).

PROPOSICION 2.6. Eziste un isomorfismo de espacios vectoriales entre X1,(G) y
T.G donde e € G es el elemento neutro.

DEMOSTRACION. A cada campo X € X (G), le hacemos corresponder un vector
de T.(G) mediante el isomorfismo
0:: X(G) — T.G
X — X(e) =X,
Reciprocamente, a partir de cada vector tangente al neutro X, € T.G, podemos
construir un tnico campo vectorial X € X1 (G) mediante

X: G — TG
g — (9, TLyX.)
que es un campo vectorial pues para cada f € C*°(G), la aplicacién X(f): G — R
es diferenciable y, por tanto, X también lo es. Ademds, X es invariante por la
izquierda por construccién. Denotaremos por 6 : T.G — X1, (G) a la aplicacién que
nos da un campo invariante por la izquierda a partir de un vector X, tangente en
el neutro. |

De ahora en adelante sera habitual identificar g con T.G. De modo que a partir de
esta identificacién es posible definir el paréntesis de Lie de dos vectores X.,Y, € T.G
como [X,,Y.] = [#2X,, 0:2Yc](e).

DEFINICION 2.7. Sea (X1,...,X,) una base del dlgebra de Lie g de G. Entonces

se tiene que [X;, X;] = cijk para ciertas constantes cfj llamadas constantes de

estructura de G.

De las propiedades bésicas de un dlgebra de Lie se deduce la siguiente proposicién.

PROPOSICION 2.8. Las constantes de estructura cfj de un grupo de Lie G cumplen
las sigutentes propiedades:

1. cf’j son las componentes de un tensor de tipo (1,2).
2. cfj = —c?i.
3. céjcgf + cécic?f + cé-kc;? =0.
DEFINICION 2.9. Una curva v: R — G es un subgrupo uniparamétrico de G si
V() -(s) =t +s)  (0)=e (11)

TEOREMA 2.10. FEuxiste una biyeccion entre campos vectoriales invariantes por la
izquierda y subgrupos uniparamétricos de G.

DEMOSTRACION. Sea 7 un subgrupo uniparamétrico de G, entonces ~(¢) - y(s) =
~v(t + s) o equivalentemente,

Lyyy(s) =(t + ).
Entonces, fijado t, el vector tangente a v en s+t es

(Ly(yx 0 9)(s) = 4(s +1)
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y poniendo s = 0,

(L'y(t)* © 7)(0) = V(t)
Ahora consideremos el campo vectorial X € X1,(G) correspondiente al vector +(0)
mediante el isomorfismo 65. Entonces,

Ly)«7(0) = X (7(2))
y por lo tanto,
Y(t) = X(v(2)).
Esta dltima ecuacién nos dice que 7y es una curva integral del campo X que pasa por
e, y por lo tanto es tunica. Reciprocamente, cada campo invariante por la izquierda
tiene una curva integral pasando por el neutro e con las propiedades . |

LEMA 2.11. Sivx es el subgrupo uniparamétrico de G correspondiente al campo
invariante por la izquierda X, entonces

Yax (t) =yx(at)  (a €R)
DEFINICION 2.12. La aplicacién exponencial se define como
exp: g — G
X — vx()

TEOREMA 2.13. La aplicacion exponencial satisface las siguientes propiedades:

(1) expaX = vx(a)
(2) exp(a + b)X = (expaX)(expbX)
(3) exp(—a)X = (expaX)~!

Como g es un espacio vectorial n-dimensional, puede dotarse de estructura dife-
renciable y provarse que la aplicacion exp es diferenciable. Ademds, nos da un
difeomorfismo de un entorno del 0 en g en un entorno de e en G.

TEOREMA 2.14. Si G y H son grupos de Lie y ¢: G — H es un morfismo de grupos
de Lie, entonces la aplicacion tangente ¢, aplica T.G en T, H. Identificando T.G
congyT.H conb, tenemos que

(1) ¢« es un morfismo de dlgebras de Lie.
(2) El diagrama

0.
g—>b
expl lexp
G—H
¢

es commutativo.

DEFINICION 2.15. Sea g € G. Los automorfismos interiores o de conjugacion
son los morfismos
auty = Rg-10Lg=Lgo Ry

Notamos que efectivamente, las aplicaciones auty son automorfismos, mientras que
las traslaciones derechas e izquierdas no lo son a pesar de ser difeomorfismos. Si
consideramos ahora la aplicacién G — Aut(G) definida por g — auty se ve que es
un homomorfismo de grupos.
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TEOREMA 2.16. (1) La aplicacidén tangente a los automorfismos interiores,
e .G — T.G

aut gy

es un automorfismo de T.G = g.
(2) La aplicacion
Ad: G — Aw(T.G)

g > autgy |TEG

es un homomorfismo de clase C*°.

DEFINICION 2.17. La aplicacién Ad definida en el teorema anterior recibe el nombre
de representacion adjunta de G en g. Identificando T.G con g, escribiremos

Ad: G — Autg.

Notamos que
AdgX = (Ry-10Ly) X = Ry1, 0 Ly, X
de modo que si X € X1 (G), se tiene que
AdgX = Ry 1, X

Notamos que si G es abeliano, AdG C Aut(G) es la identidad. La relacién entre
auty y Adg es un caso particular del teorema De nuevo, la aplicacién tangente
a Ad aplica T.G en T.(AutG) o, equivalentemente,

Ad,: g — Endg

y por el teorema tenemos que ad = Ad, es un homomorfismo de dlgebras de
Lie y hace commutativo el siguiente diagrama:

g—% - FEndg

expl iexp

G—> Autg
Ad

3. Forma de Maurer-Cartan

Introducimos ahora las formas diferenciables sobre un grupo de Lie . Veremos que
podemos definirnos una invariancia por la izquierda de forma totalmente analoga
al caso de los campos vectoriales. Dentro de las formas invariantes, estudiaremos
una especialmente importante: la forma de Maurer-Cartan.

DEFINICION 3.1. Una forma diferencial w € QP(G) es invariante por la izquier-
da si es invariante por todas las traslaciones izquierdas:

Lyjw=uw Vg e G

De forma totalmente andloga pueden definirse las formas invariantes por la derecha.
Las combinaciones lineales y los productos exteriores de formas invariantes por la
izquierda, son formas invariantes por la izquierda, de modo que la subdlgebra de
formas invariantes por la izquierda es isomorfa al dlgebra exterior A TG. En el
caso de las 1-formas, tenemos resultados andlogos al caso de los campos invariantes
por la izquierda.
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TEOREMA 3.2. Las I-formas invariantes por la izquierda de G forman un espacio
vectorial isomorfo a TG, de modo que denotaremos por g* al conjunto de las 1-
formas invariantes por la izquierda.

TEOREMA 3.3. Si X € X1(G) y w es una 1-forma invariante por la izquierda,
entonces (w, X) es constante.

DEMOSTRACION. Para cualquier X, wy ¢: h — ¢(h), se tiene que

(9w(d(h)), X(h)) = (w(¢(h)), 9. X (h)).

De modo que en particular, para ¢ = Ly: h — Lyh = gh y X, w invariantes, se
tiene que
{w(h), X (h)) = (w(Lgh), X (Lgh))

para todo g, h € G. ]
TEOREMA 3.4. (Ecuacién de estructura de Maurer-Cartan) Sea A, ..., A, una
base de g. Sea ¢',...,(™ su base dual de g*. Entonces
i L
d¢' = —§Cszk/\Cl (12)
DEMOSTRACION.

d¢"(Ag, A) =ia,ia,dC" = ia, (La, " — dia, (") = La,ia, " —ifa,,a¢"
= —Czilgi(Aj) = —57;15;' = —c?;z
]

La identidad d?¢* = 0 es equivalente a la identidad de Jacobi expresada en términos
de las constantes de estructura. Como consecuencia, el dlgebra de Lie g esta univoca-
mente determinada por las formas ¢?, llamadas formas de Maurer-Cartan, junto
con la ecuacion , conocida como ecuacién de estructura de Maurer-Cartan.

Vamos a repetir la construccién de la forma de Maurer-Cartan, pero libres de coor-
denadas. Esta vez definimos la forma de Maurer-Cartan como la 1-forma con
valores en el dlgebra de Lie g, ¢ € Q'(G, g), tal que

C|g = idyg
de modo que, si v, € T3G, tenemos que
C(g) "Ug = L;*lv!] € TeG

de modo que dado un vector de T,G nos devuelve su valor en el neutro. El siguiente
teorema nos prueba que de hecho las dos definiciones de forma de Maurer-Cartan
son equivalentes.

TEOREMA 3.5. Dada una base {A;} de T.G, la forma de Maurer-Cartan en G viene
dada por ((X) = (*(X)A;, donde (' son los duales de los campos vectoriales X;
correspondientes a la base A;.

A;. |

DEMOSTRACION. X, = v! X, de modo que ((X,) = ¢*(v] X;)A; = v}
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De modo que queda claro que ( es invariante bajo traslaciones izquierdas. Veamos
como se comporta respecto a las traslaciones derechas.

TEOREMA 3.6.

Ry¢ = Ady-1(
DEMOSTRACION. Sea h € G,
RyC(vpg-1 = ((Rgsvpg—1) (por definicién del pull-back)
=L, (Rgsvpy—1) (definicién de ()

= Lg_*1 0 Lpg—1(Rgsvpg-1)
- L;*l © Rgu(Lng-10ng-1)
— Lg_*l ORg*C(vhg—l)
= Adg-1((vpg-1)
]

Usando esta forma de Maurer-Cartan libre de coordenadas, la ecuacién de estruc-
tura de Maurer-Cartan se escribe como

ac =516,

4. Accion de un grupo de Lie sobre una variedad

Las acciones de grupos sobre conjuntos son de mucha utilidad en multitud de si-
tuaciones diferentes y las teorias gauge no son una excepcién. En nuestro caso,
tendremos un grupo de Lie (el grupo de gauge) que actuard por definicién sobre un
fibrado principal, que en particular es una variedad diferenciable. De esta manera,
no podemos hablar de fibrados principales sin antes ofrecer una introducciéon a las
acciones de grupos de Lie sobre variedades.

DEFINICION 4.1. Sean M wuna variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una
accion derecha de G en M es una aplicacion diferenciable

R:MxG—M
tal que las aplicaciones Ry: M — M satisfacen
Rgn =RnoRy
Re(z) =2 Ve e M
OBSERVACION 4.2. Notamos que las condiciones impuestas sobre R implican di-

rectamente que el conjunto de transformaciones {Rq | g € G} es un subgrupo de
Diff (M), el grupo de difeomorfismos de M. Ademds, la aplicacién

p: G — Diff(M)
g — Ry
es un homomorfismo. Si p es un isomorfismo con su imagen, diremos que p actia

efectivamente en M (o que la accidn es fiel) y en este caso se puede identificar
G con {Ry}. Ademds, una accion derecha induce una particion de M en clases de
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equivalencia Op = {g € M | ¢ = Ryp, g € G}. Llamaremos a O, orbita de p y
tenemos una proyeccion canonica
™ M — M/q
p — O

Anédlogamente pueden hacerse las mismas construcciones para acciones por la iz-
quierda.

Ahora, dada una accién derecha R de G sobre M, en lugar de fijarnos en las
aplicaciones Ry: M — M, nos centraremos en las aplicaciones R,: G — M con
x € M definidas por g — R.(g). En particular, R,(e) = x para todo = € M,
V Ras: TeG — T,M. De este modo para cada v € T,G = g tenemos un campo
vectorial X, € X(M) definido como
Xyt M — TM
x > Raus(v)
Entonces, si X € g = X1(G), el dlgebra de Lie de G, y v = X(e), X — v — X,
donde X, esta definido como en la ecuacién define una aplicacién
Arg — X(M).

DEFINICION 4.3. Dado X € g, AM(X) es el campo vectorial fundamental (en
M) asociado a X y se tiene que

AX)(z) = Xy(z) = Ry (v) donde v = X(e). (13)

En ocasiones se dice que X\ es la “version infinitesimal” de la accion de G en M.

También se puede obtener A mediante los subgrupos uniparamétricos de G. Asi,
dado X € g, tenemos el subgrupo uniparamétrico de G yx dado por yx(t) =
exp(tX). Sea ahora
A RxM — M
(t, x) — .At(l‘) = R’Yx(t)x

la accién del subgrupo uniparamétrico vy sobre M. Entonces, la curva A, es la
imagen de vy bajo R, y el vector tangente a A, en t = 0 es la imagen de X bajo
la aplicacién tangente Ry, es decir A(X)x.

TEOREMA 4.4. X\ es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

DEFINICION 4.5. Sea R una accién derecha de G en M. Diremos que R es libre se
cumple que Ryx = x implica que g = e para todo x € M. El grupo de isotropia
de x es el subgrupo de G

I(z) ={9 € G| Ryx =z}

OBSERVACION 4.6. Notamos que toda accién libre es efectiva.

TEOREMA 4.7. (1) G actia libremente en M si y solo si I(x) = {e} para todo
r e M.
(2) Six,y estin en la misma drbita, entonces I(x) y I(y) son subgrupos conjugados.

TEOREMA 4.8. (1) X es un ismorfismo entre g y M\(g) si G actia efectivamente en
M.
(2) M(X)(x) =0 implica que X =0 si G actia libremente en M.
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DEMOSTRACION. (1) Si A(X1) = A(A2), entonces sus flujos coinciden: R, z =
Royn, ()T para todo x y para todo t. Por lo tanto, Ry, t) = Roynyr) Vs 81 la
accién de G en M es efectiva, tenemos que vy, (t) = v, (t) y por tanto X} = Xs.

(2) Si A(X)(z) = 0, el vector tangente a A, en t = 0 es cero, lo que implica que
Az (t) = z para todo t, pero entonces R, 4* = = y si G actia libremente
sobre M, yx(t) = e y se tiene que X = 0.

COROLARIO 4.9. Si G actua libremente en M, entonces la aplicacion tangente
Raus: TeG — T, M es biyectiva.

El siguiente teorema nos dice como se comportan los campos vectoriales fundamen-
tales bajo una accién derecha.
TEOREMA 4.10. Dados g € G, x € M y X € g, se tiene que

Raw(MX)(2)) = MAdy-1X)(Rgyx) (14)

DEMOSTRACION. Dados X y g, si yx es el subgrupo uniparamétrico correspondien-
te a X, entonces g~ 'yxg es el subgrupo uniparamétrico correspondiente a Adg— X.
Con g~ 'yxg tenemos la accién del grupo uniparamétrico sobre M definida por

Rg=1492g = Rg 0 Roys(t) © Rg—1

y que tiene a A(Ad,-1X) por generador infinitesimal. Ahora, el campo vectorial de
este flujo es Ry« (A(X)) ya que A(X) es el generador infinitesimal de R, ). |



Capitulo 4
Fibrados

En este capitulo entramos en el mundo de los fibrados y en especial en el de los
fibrados principales. Fijada una variedad diferenciable M, pensaremos en un fibrado
como en variedad que localmente se parece a U x F' donde U C M es un abierto y
F es una variedad diferenciable que llamaremos fibra (a menudo la fibra F' serd un
grupo de Lie o un espacio vectorial). Ademds, en general, estos espacios fibrados
no seran difeomorfos al producto cartesiano M x F', siné que las fibras estaran
retorcidas de modo que necesitaremos algo que nos indique como pegar estas fibras:
las llamadas funciones de transicion. Vamos a pensar en un sencillo ejemplo que
nos permita imaginar este retorcimiento: consideremos que nuestra variedad base
M es la circumferencia S! y la fibra F' es el intervalo (—1,1). Una forma de pegar
las fibras a lo largo de S! puede darnos como resultado un fibrado difeomorfo a
un cilindro. Pero también podriamos ir girando la fibra a medida que damos una
vuelta a la S' de modo que al terminar la vuelta hayamos realizado una rotacién
en la fibra de angulo 7. De esta forma hemos obtenido una banda de M&bius que
no es difeomorma al cilindro. Del mismo modo, un fibrado con base S! y fibra S!
puede ser tanto un toro, T2, o una botella de Klein, K, en funcién de como estén
pegadas las fibras unas con otras alrededor de la base S*. A lo largo de este capitulo
profundizaremos en estos conceptos y veremos algunos ejemplos no triviales de todo
esto.

1. Fibrados principales

DEFINICION 1.1. Sean E y M dos variedades diferenciables y sea m: E — M una
aplicacidn diferenciable exhaustiva. Diremos que E (o 7) es localmente trivial si
todo x € M tiene un entorno U y un difeomorfismo de la forma

v ol U) — UXF
p o (7(p)¢(p))

para alguna variedad F y para alguna aplicacién ¢: 7= (U) — F diferenciable.
Llamaremos a (U, 1)) trivializacion local de E de la cual diremos que F es la
fibra tipica y 7~ 1(x) es la fibra por v € M.

23
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La condicién ¥ (p) = (7w(p), ¢(p)) puede reescribirse como m = p; o ¢ para puntos
de 7=1(U) donde p; es la proyecciéon U x F — U. Ademas, esta condicién también
implica que la aplicacion

Hla-rey: T (@) — F (15)
es biyectiva, y (7~ () = (z, (7~ (x))), de modo que
¢|7‘r*1(m) ZPZOw‘ﬁfl(z) (16)

DEFINICION 1.2. Sea m una aplicacién diferenciable y exhaustiva de E en M y
sea U un abierto de M. Una seccion local de E es una aplicacion diferenciable
o:U — FE tal que mo o = id.

TEOREMA 1.3. Sea E (o m) localmente trivial, entonces

(1) existen secciones locales de E,
(2) para cada x € M, 7=1(x) es una subvariedad regular cerrada de E,
(3) para cada x € M, ¢|, ., es un difeomorfismo de 7 (x) en F.

DEMOSTRACION. (1) o: U — E definida como z + 1~ (z,i(x)) con i una aplica-
cién diferenciable es una seccién de F.

(2) Como p; es una submersién y v es un difeomorfismo, m = p; o ¢ es una sub-
mersién, de modo que 7~1(x) es una subvariedad regular cerrada de E.

(3) La variedad 7~ !(z) es difeomorfa con la variedad {x} x F mediante el difeo-
morfismo z/;|ﬂ,1(x), y por ¢|W,1(x) es un difeomorfismo.

Vamos a estudiar ahora un caso particular de fibrado: los fibrados principales.

DEFINICION 1.4. Supongamos que ' = G un grupo de Lie y que existe una accion
derecha R: E x G — FE de G en E, tal que w(p) = w(q) si y solo sip ~ q con la
relacién de equivalencia determinada por R. Esto es, la fibra =1 (7 (p)) por x = 7(p)
es la orbita O, de p de R. Finalmente, supongamos que en 7 Y U), ¢ y R estan
relacionadas por

?(Rgp) = ¢(p)yg (17)
(equivariancia). Entonces, (E, M,m,G,R) es un fibrado principal diferenciable
sobre M con grupo estructural G.

NOTACION 1.5. En el caso de los fibrados principales, usaremos la letra P en lugar
de la letra E y es habitual cometer el abuso de notacion Rgp = pg.

OBSERVACION 1.6. Veamos algunas consecuencias inmediatas de la definicion:

(1) Debido a , R es transitiva en las fibras (si p,q € 7~ 1(z), existe g € G tal
que p = qg), y con cada seccion local o de P obtenemos una trivializacion local

(U, ) dada por (o (x)g) = (x,9) tal que o(x) =9~ (z,e).
(2) Para cada p € P,
Ry,: G — P
9 — Rp(9) =Rylp) =pg

es un difeomorfismo entre G y m(m(z)).
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Ahora, gracias a que P es localmente trivial, podemos escoger una trivializacién
de P, i.e. un recubrimiento {,} de M y un conjunto de trivializaciones locales
{(Ua,00)} con ¥, = (7, o). Entonces, para p € 7~ (U, NUz), tenemos que

(¢a(P9))(05(p9) ™" = 0a(P)9(d5()g) " = da(p)(ds(p))~"

para todo g € G, de modo que ¢, (p)(ds(p))~" es igual en cada punto p de la fibra.
Asi pues, para cada pareja «, 8 podemos definir la aplicacién

¢a[3: U, ﬂU5 — G
Pap(x) = da(m ™ (2))(Pp(r " (2))) !

Las aplicaciones ¢qg reciben el nombre de funciones de transicién. El siguiente
teorema nos detalla las relaciones entre estas funciones de transicion.

TEOREMA 1.7. Las funciones de transicion ¢ satisfacen la llamada condicion de
compatibilidad

¢aﬁ . (bﬁ’y = ¢ory (18)
para € Uy, NUg NU,. En particular, doo(T) =€ y ¢pap(x) = (dpa) "

Denotando por ¢4, a la restriccion ¢a|7'r_1(w) obtenemos la siguiente relacién entre
las funciones de transicién ¢og y las aplicaciones ¢pns y 9. Six € U NUs y g € G,
entonces para todo p € 7~ 1(z) tal que ¢5(p) = g, se tiene que ¢os(z) = Gz (p)g*

Y (¢az © qu;)(g) = @uz(p) de manera que
(baﬂ(x)g = (¢az © ¢E§)(g) (19)
Con la ecuacién y la relacion
¢z(o(x)g) =g (20)

entre trivializaciones locales y secciones locales, obtenemos una relacién entre las
funciones de transicion y las secciones locales.

TEOREMA 1.8. Si 0, y 0g son secciones locales en U, y Us respectivamente, y
x € Uy NUg, tenemos que

05(%) = 0a(r)Pap()

DEMOSTRACION. Consideremos z € U, NUg y sea y(x) € G dado por
Roy(@)0a() = 05(2)
es decir,
op(z) = oa(z)¥(2) (21)
entonces, a partir de y tenemos que
¢aB(x)g - ¢Q$(¢Exl(g)) = ¢az(05(x)g)
= Pax(0a(2)7(2)g) = daz(0a(z)(97(2))) = g7(2)

Asi, a partir de , 05(x) = 04(2)9 ' dap(x)g y podemos poner g = e para
obtener el resultado deseado. |
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Con dos recubrimientos {Uz} y {U=z} de M de un cierto fibrado principal, P tiene

sus respectivas trivializaciones y funciones de transiciéon. Podemos reemplazar estas

por las trivializaciones {(Va, ¢a)} ¥ {(Va, ¢,,)} con funciones de transicion ¢np y
4p con un recubrimiento comin {V, = Uz NUz}.

TEOREMA 1.9. Si {(Va, @)} Y {(Va, @)} son trivializaciones de un fibrado prin-
cipal, entonces existen aplicaciones Ay : Vo — G tales que

Dhp(@) = Ag(2)Pap () (Aalz)) T E€VyNVg (22)

DEMOSTRACION. Para cada « existe una aplicacion A, tal que ¢, (p) = Ao (p)da (p)
para p € 7 1(V,). De este modo,

G0 (P)¢3(0) " = Aa(p)da(p)Ns(p) s (p)) " = Aa(p)(%(p)(qﬁﬁ(p))1)0\5(1)))(1 |
23
para p € 71 (Vo N V3). Ademds, para todo V € {V,},

Ap)o(pg) = Ap)o(p)g = &' (p)g = ¢'(pg) = A(pg)d(pg)
de modo que A(p) = A(pg). Asi queda probado que A solo depende de z = m(p).
Con esto, se convierte en . |

La importancia de las funciones de transiciéon radica en el hecho de que pueden
usarse para construir fibrados principales. En cierto modo, las funciones de transi-
cién nos dicen como deben “pegarse” las fibras unas con otras. Mas especificamente,
dados M, G, un recubrimiento {U, } y un conjunto de funciones de transicién {@ag}
cumpliendo la condicién de compatibilidad , podemos construir P, R y 7 con
las propiedades necesarias y con estas mismas funciones de transiciéon. Los fibrados
principales construidos de este modo reciben el nombre de fibrados principales
coordenados.

EJEMPLO 1.10. La fibracién de Hopf. Puede probarse que la esfera S es un
fibrado principal con base S y fibra tipica U(1) =2 S*. A pesar de esto, la fibracion
de Hopf no es trivial ya que sabemos que S® 2 S? x S*.

2. El fibrado de referencias

En esta seccién vamos a tratar con detalle un ejemplo muy importante de fibra-
do principal: el fibrado de referencias. Este fibrado tiene como base una variedad
diferenciable M y como fibra 7~ !(z) el conjunto de todas las bases de T,, M.

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. En cada uno de sus espa-
cios tangentes, T, M, consideremos el conjunto F, M de todas las bases ordenadas
(e1,...,en)s de Ty M. Sea F(M) = |J, ¢ FoM. Llamaremos a F(M) el fibrado
de referencias de M y puede dotarse de una estructura de variedad diferenciable.
Sea (U, i) una carta de M de modo que (7~ (U), ) serd una carta de F(M) donde
w:(e1,...,6n)s > Ty
v Y U) — R+ 4
P (W), e (@)

donde ey (z) = e}, (z) w25
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DEFINICION 2.1. El fibrado de referencias de M es P = F(M) dotado de la
proyeccion w: F(M) — M definida anteriormente. Sean G = GL(n,R) y
R: PxG — P
((e1s-sen)es (ah)) +— (eial, ... eia}).
De este modo el fibrado de referencias es (F(M), M, m,GL(n,R),R).

Notamos que w(p) = 7(q) si y solo si p ~ ¢ y de las expresiones coordenadas es
evidente que 7 y R son diferenciables. Ademads, en U,
P 1 (U) — UG
(e1,--sen)e = (z,€5(2))

de modo que ¢(p) = ej»(w(p)). En U, NUg, eé- B(Zi = E?Tgk’ quedandonos

Gas(a) = (€ (@) (@) = (g‘g <x>> (24)

En el fibrado de referencias, existe una 1-forma que toma valores en R™ que serd muy
util para definir las conexiones lineales mas adelante. Observamos que existe una
correspondencia biyectiva entre referencias p € F, M y aplicaciones lineales
up: R™ — T.M
(at,...,a") — dle;
que es evidentemente un isomorfismo de espacios vectoriales.

DEFINICION 2.2. La forma de soldadura, 3, de F(M) es una 1-forma en F(M)
con valores en R™ dada por

(&) = u;;l(ﬂ'*(fp)) &p € TpF (M),

TEOREMA 2.3. (1) X(£) = 0 cuando & pertenece al tangente de 7~ *(x), es decir
cuando & es horizontal.
(2) TpeRa(&p) = g1 - 2,(&,), es decir ¥ es equivariante.

Notamos que en este caso, como G = GL(n,R), el producto g=* - ¥(€) denota el
producto matriz por vector.

DEMOSTRACION. (1) 7,(£) = 0 cuando ¢ es tangente a 7~ 1(z).
(2) ZpgRyx(&p) = u;glﬂ'*(Rg* (&p)) = (upg)flﬂ*(fp) = gilzp(fp)-

3. Fibrados asociados

TEOREMA 3.1. Dado un fibrado principal (P,M,7,G,R), una variedad F y una
accion izquierda L: G X F'— F, se tiene que
R': (PxXxF)xG — PxF
(. f)9)  — (Rgp, Ly f)

es una accion derecha en P x F.
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DEMOSTRACION.
Rh o Ry(p, ) = Ry, (Ryp, Lg-1 f) = (Ru(Ryp), L1 (Lg-1 f))
= (Rh © Rg(p), ‘Ch’l © ‘Cgfl(f)) = (Rghp7 l:hflgflf) = ;]h(pa f)
|

Ahora con P x F, G y M podemos construir

(1) E= (P xF)/q, el cociente de P x F respecto G con la proyeccién 7: P X
F — E y elementos [(p, f)] con (p, f) ~ (pg,g~*f). Notamos que de nuevo
abreviamos Ryp con pg y L4p con gp.

(11) Una aplicacién 7g: E — M definida por mg o T = 7 o p; tal i como muestra
el diagrama

P<" pxF

| |+

M~<~—F
TE
TEOREMA 3.2. Podemos definir una estructura diferenciable en E tal que

(1) wg es diferenciable,
(2) para cada x € M, existe un entorno U i un difeomorfismo

U oaplU) — U
¢ = (me(0),2()
donde ¢ € ' (U) y ®: 75 (U) — F es una aplicacion diferenciable.
“1
(8) ®;5 = ®i|ﬂ_;;1(x) o (®j|wgl($)) es una funcion de x € U; NU; diferenciable y
Q,;(x) C {Ly] g € G} CDiff(F).

DEMOSTRACION. Dado un cierto U, definimos una biyeccién ¥: 7' (U) — U x F
donde para ¢ € 7' (U), ¥(() = (mp((), ®(¢)) con ®(() = Ly f (recordamos
que ¢ proviene de ¢ = (m, ¢)). Notamos que, efectivamente, ® solo depende de (.
Si definimos una aplicacién n: U x F — 75" (U) tal que (z, f) — [ (z,€), f)],
entonces W on y no W son identidades y por lo tanto ¥ es biyectiva, de modo que
es un difeomorfismo con lo que ya tenemos probado el punto (2). Ahora usando la
aplicacién 7 tenemos para ¢ € 75" ()

®i(0) 0 ®7 (O = Ly, o () (25)

que muestra que ®;; solo depende de z, y que ®;;(x) estd en {L, | g € G} y, en
particular, es un difeomorfismo con lo que ya tenemos (3). Finalmente, como ®;; o
®;, = @i (condicién de compatibilidad) podemos juntar las piezas wgl(U) para
formar un fibrado principal coordenado a partir de E' de modo que, en particular,
tiene una estructura diferenciable con 7w diferenciable. |

DEFINICION 3.3. Con E = (P X F) /c dotado de la estructura conferida por el
teorema anterior, decimos que E es un fibrado principal asociado a P con
fibra F. Las ®;; reciben el nombre de funciones de transicion. A menudo se
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describe la ecuacion diciendo que las ®;; son las funciones de transicion
asociadas a las ¢;; via la representacion p: G — {L,}.

Es importante notar que con las partes (1) y (2) del teorema anterior tenemos los
ingredientes y condiciones descritos al principio del capitulo. Asi, las trivializacio-
nes locales nos dan secciones locales, las fibras por = son subvariedades regulares
cerradas de E y para cada x € M, (I)|7r}51($) es un difeomorfismo de 7' (z) en F.
Ademi4s, ahora tenemos para cada p € P, un difeomorfismo

T, F — ﬂgl(w(p))
fo— 1 f)

que satisface

ﬁ1n(gf) = ﬁpg(f)

TEOREMA 3.4. El grupo de automorfismos para cada fibra w* (7(p)) es isomorfo
aG.

DEMOSTRACION. Por definicién, un automorfismo de una fibra es una aplicacién
de la forma

= ——1
Tpg © Tp

Ahora ya estamos en condiciones de presentar la siguiente definicién:

DEFINICION 3.5. Un fibrado con grupo estructural G y fibra F consiste en un
grupo de Lie G, tres variedades E, M y F, una aplicacion exhaustiva w: E — M
y una accion izquierda L: G x F — F de forma que se cumplan las hipotesis del
teorema [32.

De acuerdo con esta definicién, todo fibrado asociado a un fibrado principal es
un fibrado por si mismo. Por otro lado tenemos el reciproco. Dado un fibrado,
podemos definir su fibrado principal subyacente tomando F = G y L el producto
por la izquierda. Entonces podemos definir una accién derecha de G en E de modo
que E serd un fibrado principal. Por tanto, el fibrado asociado con él con fibra F'
se correspondera con el fibrado inicial. En conclusién, todo fibrado es un fibrado
asociado de su fibrado principal subyacente.

A continuacién presentamos un lema que serd necesario més adelante al tratar las
transformaciones gauge referente a los fibrados asociados.

LEMA 3.6. Sea E un fibrado asociado a P con fibra F. Entonces, existe una
correspondencia biyectiva entre aplicaciones diferenciables ¢: P — F tales que
¥(pg) = g~ 1(p) y secciones 1: M — E segiin el diagrama

P F
M E

ig lg
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DEMOSTRACION. Dada una seccién 1), tenemos que

EZﬁglowOﬂ' (26)
es una aplicacién de P en F. Ademds, como T, (gf) = Tpy(f), ¥ satisface la condi-
cion deseada. Reciprocamente, si 1 satisface la condicion requerida, entonces 1}

tiene el mismo valor en p y en pg, de modo que define ¢ como aplicacién de
M en E. ]



Capitulo 5

Conexiones principales y transfor-
maciones gauge

En este capitulo introduciremos el concepto de conexién en un fibrado principal.
Esta nueva estructura no es mas que una generalizaciéon de la conocida derivada
covariante, que no es mas que una conexion en el fibrado tangente a una variedad.
Existen multitud de definiciones equivalentes de conexién principal, pero nosotros
solo comentaremos tres de ellas poniendo una especial atencién en la tercera: la
1-forma de conexién. Una vez definidas las conexiones principales, estaremos en
condiciones de presentar la 2-forma de curvatura de una conexién a partir de la 1-
forma de conexidén correspondiente, que tendra una especial importancia al escribir
las ecuaciones de Yang-Mills en lenguaje geométrico.

Al final del capitulo hablaremos de las transformaciones gauge: los automorfismos
de P que dejan fija la base. Veremos multiples caracterizaciones de las transforma-
ciones gauge para acabar observando que la eleccién de un gauge es equivalente a
la eleccién de una conexién en P.

1. Conexiones en fibrados principales

DEFINICION 1.1. Una comnexidén en un fibrado principal P con grupo G es
una aplicacion diferenciable

I': P— L(T,M,T,M) x =7(p)

tal que

(1) m. o'y, =id para todo p € P
(2) Tpg(v) = Ry oTp(v) donde v e T,M, g € G y pg = Rgp.

La propiedad (1) nos dice que las imdgenes de los T, M son espacios vectoriales
n-dimensionales (n = dim M), mientras que la propiedad (2) nos dice que para
puntos de la misma fibra, las imégenes de los T, M se aplican unos a otros mediante
la aplicacién tangente de R,.

31
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DEFINICION 1.2. Los espacios H, = T'\,(T, M) reciben el nombre de subespacios
horizontales de T,P. Si X es un campo vectorial en M, entonces X:p —
I'y(X(7(p))) es un campo vectorial en P que toma valores en H,. Llamamos a
este nuevo campo vectorial en P el levantamiento horizontal de X (por la
conexion T).

En términos de X, la propiedad (2) nos dice que X es invariante bajo la accién
derecha de G en P.

Dada una curva v inyectiva en M, sabemos que tiene un campo tangente 7: R —
T M, que puede ser extendido a un campo vectorial local X en M del cual gamma
es curva integral. Sea X el levantamiento horizontal de X por la conexién I'. Si
po € P es tal que m(po) pertenece a la imagen de v, entonces tenemos que

F(t) = (X o7)(t) (27)
tiene una tinica solucién que pase por pg.

DEFINICION 1.3. La solucidn Vpo de la ecuacion que pasa por po es el levan-
tamiento horizontal de la curva v pasando por w(pg) y los puntos de 7 se
dice que son trasladados paralelamente a lo largo de 7.

Es importante notar que esta construccién es una construccién local. Con un poco de
esfuerzo extra podemos juntar estas piezas y construir el levantamiento horizontal
de una curva entera.

TEOREMA 1.4. Si 7%, es un levantamiento horizontal de v, entonces Ry 07, es un
levantamiento horizontal de v para todo g € G.

DEMOSTRACION. La demostracién es inmediata a partir de la ecuacién (27) y la
propiedad (2) de una conexién. [ ]

El teorema anterior nos dice que 7,, = R4 0 7,. Esto quiere decir que la accién
derecha del grupo G sobre P commuta con los desplazamientos paralelos. Asi,
fijada una curva v en M, una conexién I' nos da aplicaciones 7, de las fibras, el
transporte paralelo de las fibras, definido como el traslado paralelo de puntos
a lo largo del levantamiento horizontal de cualquier curva.

Sea v una curva cerrada que pasa por x € M, entonces las aplicaciones 7., son
difeomorfismos de la fibra 7= !(z) en si misma. Si C, es el conjunto de todas las
curvas C* a trozos que pasan por x € M, el correspondiente grupo de difeomorfis-
mos de (&) cON Ty, - Ty, = Tyioy, ¥ 75 ' = Ty-1 forma un grupo: H,, el grupo
de holonomia de I' en z.

Dado un punto p € 7~ !(z), existe un homomorfismo H, — G dado por Ty = Dg.
La imagen es un subgrupo de G, G), llamado grupo de holonomia de I' en p.
Esté claro que g € G), si y solo si pg y p estdn en el mismo levantamiento horizontal
de alguna curva -y, es decir que pg y p pueden unirse mediante una curva horizontal.

TEOREMA 1.5. Sip,q € n~!(x), entonces G, y G, son subgrupos conjugados, y si,
en particular, p y q estan en el mismo levantamiento horizontal de alguna curva 7y,
tenemos que Gp = Gy.
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DEMOSTRACION. Notamos por p ~ ¢ si puede conectarse p con ¢ mediante alguna
curva horizontal. Tenemos que p ~ pb. También g = pa para algin a € G. Entonces
g = pa ~ pba. De modo que ¢ ~ pba. Pero p = ga~'. De modo que ¢ ~ ga~'ba. El
caso particular se deduce de la transitividad de ~. |

El conjunto de puntos de P que pueden ser unidos a un cierto punto p € P mediante
una curva horizontal se llama fibrado de holonomia de p, P(p). Esta claro que
I" divide P en una unién disjunta de fibrados de holonomia.

TEOREMA 1.6. El grupo de holonomia es el mismo subgrupo de P para todos los
puntos de un fibrado de holonomia.

Volviendo al principio del capitulo, observamos que la definicién de conexiéon dada
puede escribirse de un modo ligeramente diferente: en lugar de centrar la atencién en
la aplicacién I, nos fijamos en el conjunto de imagenes H, = I',(T, M) C T,P. De
esta manera tenemos una distribuciéon horizontal diferenciable de dimensién
n, Dg: P — Upe p Hp. Remarcamos que también tenemos una distribucién ver-
tical, Dy, cuyos espacios vectoriales V), son las espacios tangentes m-dimensionales
a las fibras (m = dim G). Si H,, y V,, son espacios horizontales y verticales respecti-
vamente, entonces tenemos que H, N H, = 0. Por lo tanto T, P = H, ® V,,. De este
modo podemos definir una conexién del siguiente modo:

PROPOSICION 1.7. (Definicién alternativa de conexién) Una conexidn en un fi-
brado principal P es una distribucion n-dimensional Dy en P tal que para todo
p € P, geq, se tiene

(1) T,P = H,®V,
(27) Hpg =RgHp

Con una conexién en un fibrado principal P, podemos construir otros objetos en
P a partir de la conexién. En particular, podemos construir una 1-forma en P
con valores en el dlgebra de Lie de G, g, de modo que caracterice y a su vez
esté totalmente determinada por la conexién I'. Recordamos del capitulo anterior
que gracias a la accion derecha R de G en P, tenemos un morfismo de algebras
de Lie A\: g — X(P) definido en términos de las aplicaciones tangentes R,. de
T.G en T, P, de modo que en particular tenemos estas estructuras en el caso de
que P sea un fibrado principal. Ademas, como R, es un difeomorfismo de G en
7~ 1(m(p)), las aplicaciones tangentes R, son isomorfismos. Definimos (para cada
p) una aplicacién
Apt g — TP
X AX)D)

que asocia X € g, el valor del campo vectorial fundamental asociado a X en p. Asi,
por la ecuacién tenemos que A, es un isomorfismo de g con T, (7~ (7(p))) =
Vp. Ahora, si P tiene una conexién, entonces por (1’), tenemos las proyecciones
h,: T,P - H, y vp: T,P = V, y podemos definir aplicaciones 7, de T,P en g
como

dy=2"ov, (28)
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y una l-forma diferenciable en P con valores en g

o: P —s AYT*Pg)
p —

Esta 1-forma & € Q(M,g) recibe el nombre de 1-forma de conexién de la
conexiéon I'. Vamos a ver algunas propiedades de esta forma de conexion.

TEOREMA 1.8. & satisface las siguientes propiedades

(1) @,(§) =0 cuando & € Hp, es decir, o/ es una forma vertical
(2) Si& = Xp(X), se tiene que ,(§) = X
(8) Para & € T,P,
Dpg(Rg+§) = Adg-1.97,(£) (29)

o en otras palabras, &/ es g-equivariante.

DEMOSTRACION. (1) Inmediato a partir de la definicién de la 1-forma de conexién.

(2) € € V), de modo que 7,(§) = A, 1 (€) = X.

(3) Si & € H,, entonces Ry € Hy, por la propiedad (2’) de modo que ambos
lados de la ecuacién desaparecen. Si £ es vertical, existe un tnico X tal que

&€ = \p(X) y aplicando la ecuacién tenemos que
g Rge (M X)(P)) = Fpg(A(Adg-1X)(pg))

y por lo tanto, como @, 0 Apg = id y usando la propiedad (2), tenemos lo que
queriamos:

PpgRge(§) = Adg—1p(§)

Para terminar esta seccién, probaremos que, efectivamente, podemos definir una
conexién a partir de una 1-forma de conexion.

TEOREMA 1.9. Sea o/ una 1-forma en el fibrado principal P tomando valores en
g tal que satisface las condiciones (2) y (3) del teorema anterior. Entonces, existe
una inica distribucién Dy en P satisfaciendo las condiciones (1°) y (2°).

DEMOSTRACION. Definamos H, = {{ € T,P | «/(£) = 0}. Entonces, H, NV, = 0.
Ahora, si £ € TP, sea o/ (§) = X. Sea n € V}, tal que n = A(X), entonces por (2),
&/ (n) = X. Por tanto &/(§) — o/ (n) =0, 0 £ —n € H, y queda probado que todo
elemento de T,,P es la suma de un elemento de H, y uno de V.

De la condicidn (3) tenemos que si &7 (&) = 0, entonces #,4(R4+£) = 0lo que implica
que Rg.§ € Hpg de modo que Ry H, C Hyg y por tanto Ry H, = Hp,. [ ]

Resumiendo, hemos probado que una conexién en un fibrado principal queda deter-
minada por una aplicacién I', una distribucién Dy o una 1-forma &7 con valores en
g. En lo que sigue usaremos indistintamente las tres definiciones, aunque sin duda
la que mas utilizaremos es la de 1-forma de conexién, por su importancia al escribir
las ecuaciones de Yang-Mills.



2. CURVATURA 35

2. Curvatura

En esta seccién asociaremos una 2-forma a cada conexion &7 del fibrado principal P:
la llamada forma de curvatura de la conexion. Esta 2-forma tendrd un papel clave al
escribir las ecuaciones de Yang-Mills. También provaremos que la curvatura de una
conexion satisface una ecuacién de estructura similar a la descrita en el capitulo 3.

DEFINICION 2.1. Sea w una s-forma de un fibrado principal P que toma valores en
un espacio vectorial W. Si P estd dotado de una conexion, la derivada covariante
exterior de w es la (s + 1)-forma Dw definida como

DW(Xl,...,XS+1) = dwoh(Xl,...,Xs_;,_l) = dW(th,...,th+1)

TEOREMA 2.2. (1) Dw es horizontal.
(2) Siw es equivariante, dw y Dw también son equivariantes.

DEMOSTRACION. (1) Obvio a partir de la definicién.
(2) Podemos escribir la ecuacién como

(Rywpg) (&1, -+ -1 &y) = Adg-1wp(&1, .., &g)-
Entonces, dw y Dw satisfacen la misma ecuacién.
]

DEFINICION 2.3. Sea &/ una forma de conexion en un fibrado principal P. La
forma de curvatura de la conexion es

F =D

Por el teorema anterior, la forma de curvatura es horizontal y g-equivariante. Antes
de provar la ecuacién de estructura de Cartan, necesitamos el lema siguiente.

LEMA 2.4. Si X es horizontal y'Y es vertical, entonces [X,Y] es horizontal.

DEMOSTRACION. Escribimos [Y, X] = £)(4)X, la derivada de Lie de X respecto
de A(A). El flujo de A(A) viene dado por A, = R de modo que en este caso
los valores de X7 son (R> . (yX)(p). Pero RZ ,

vectores horizontales, de modo que la derivada Don es horizontal. |

va(t)
) aplica vectores horizontales en

TEOREMA 2.5. (ecuacién de estructura) Si &7 es una forma de conexidn en un
fibrado principal P y F es su forma de curvatura, entonces

F =do + %W, o (30)

DEMOSTRACION. Vamos a probar que
1
F(X,Y) =do (X, Y) + 5[o/(X), # (V)]

en los tres casos posibles: X, Y son ambos horizontales, X,Y son ambos verticales,
X es horizontal y Y es vertical.

Supongamos que tanto X como Y son horizontales. En este caso el primer término
de la derecha es nulo y obtenemos el resultado deseado.
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Si X,Y son vectores verticales, entonces & (X,Y) = 0 ya que % es una forma
horizontal. Sean A y B tales que

{X — MA)Y = A\(B)
y por tanto el lado derecho de nos queda

%W(A(A))vﬂf(/\(l?))] + % (MA) (A(B)) = A(B)(A(#)) — < ([MA), A(B)]))
= %[A,B] + %(/\(A)B — A(B)A-[A, B])

ya que A es morfismo de dlgebras de Lie. Finalmente, como A y B tienen compo-
nentes constantes tenemos que tanto A(A)B como A(B)A son ambos cero.

Por dltimo, supongamos que X es horizontal y que Y es vertical. Entonces tanto
F(X,Y) como [« (X), 7 (Y)] se anulan. Entonces, tenemos que

1
A/ (X,¥) = L(XeA (Y) =Y/ (X) — o/ ([X,Y]))
Pero X&/(Y) = 0 ya que &7(Y) es constante, Yo/(X) = 0 ya que &/(X) =0y
finalmente «7[X,Y] = 0 por el lema anterior. [ |

COROLARIO 2.6. Si tanto X como Y son horizontales, la ecuacion (@) se escribe
como

F(X,Y) = f%m{/ (1X,Y]) (31)

La ecuacién tiene una consecuencia interesante. En el caso que tanto X como
Y sean horizontales se tiene que [X, Y] es horizontal si y solo si % = 0. Esto quiere
decir que la distribucién Dy es involutiva si y solo si % = y en este caso P tiene
una subvariedad integral de dimensién n. En caso que la forma de curvatura .% sea
nula diremos que la conexién es plana.

Consideremos ahora #?, n° las coordenadas de dos formas diferenciales 6, 7 que
toman valores vectoriales en una base {e;}. Es un mero célculo comprobar que

' A nj(fla S v£p+q)[€iv ej]
1
(p + q)| Z Sgnﬂ—[g(gﬂ'(l)» s agw(p)), 77(577(1)-&-1)’ o 57r(p+q))]
En el caso particular § =7 = o7 con [e;, e;] = cfjek, la ecuacién toma la forma
1 . .
Fh=dd* + Sep ' h o (32)
COROLARIO 2.7. Para el caso de campos vectoriales verticales en P, la ecuacion
(@ se reduce a
1 . _
Ao/t = =iy Nt
que es la ecuacion de Maurer-Cartan (@ que ya vimos en el capitulo 3 para 1-

formas en un grupo de Lie.

COROLARIO 2.8. (Identidad de Bianchi) La forma de curvatura satisface la identi-
dad de Bianchi
DF =0
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DEMOSTRACION. Si diferenciamos la ecuacién ([32)) obtenemos

1 . . . .
k k
dF" = icij(d,dz Nat? — ot Ndet7)
Para obtener D.#(X,Y, Z) solo tenemos que evaluar d.# sobre campos vectoriales
horizontales obteniendo el resultado que buscamos. |

Terminamos la seccién mostrando una ecuacién para calcular la diferencial cova-
riante exterior de s-formas horizontales g-equivariantes.

TEOREMA 2.9. Sea &/ una forma de conexion en P. Sea w una s-forma horizontal
g-equivariante. Entonces tenemos que

Dw = dw + [« w]

3. Transformaciones gauge de un fibrado principal

De entre todas las transformaciones posibles de un fibrado principal, las méas im-
portantes son los morfismos de fibrados principales. Estas aplicaciones llevan fibras
a fibras. Nosotros nos centraremos en un tipo muy particular de morfismo entre
fibrados principales: las transformaciones gauge.

DEFINICION 3.1. Un automorfismo de un fibrado principal P es un difeo-
morfismo F: P — P tal que F(pg) = F(p)g para p € P y g € G. Claramente,
un automorfismo de P es un morfismo de fibrados. Si la aplicacion correspondiente
en la variedad base M es la identidad, diremos que F es una transformacion
gauge de P (o un automorfismo vertical de P). El conjunto de todas las
transformaciones gauge forma un grupo Gp, llamado el grupo gauge de P.

Existen muchas caracterizaciones distintas de las transformaciones gauge. Mas ade-
lante veremos algunas de ellas.

Consideremos el fibrado asociado, Bg, el fibrado gauge con fibra G y accién
izquierda £ dada por L,h = ghg™! (accién por conjugacién).

LEMA 3.2. Eziste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de transforma-
ciones gauge y el conjunto de secciones de Bg.

DEMOSTRACION. Usaremos el lema de la seccién 4.3 para mostrar una corres-
pondencia biyectiva entre elementos de Gp y aplicaciones ¥: P — G tales que

P(pg) = Ly—10(p) = g~ p(p)g. Asi, dada 1), sea
F(p) = pi(p)

Entonces, F(pg) = pgid(pg) = pgg~'(p)g = p¥(p)g = F(p)g de modo que
F € Gp. Reciprocamente, si tenemos dada una transformacién gauge F' tal que

F(p) = p¥(p), entonces pgt(pg) = F(pg) = F(p)g = pi(p)g, de modo que

¥(pg) = g '9(p)g y 1 tiene la propiedad deseada. |
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Ahora podemos definir el producto ¢, o ¢, de aplicaciones ¢: P — G del lema de
la seccién 4.3 mediante 1, o ¥5(p) = (py1(p))¥2(p) vy también podemos definir el

producto de aplicaciones ¥ mediante el de las ¥. De modo que tenemos el resultado
siguiente.

TEOREMA 3.3. El grupo Gp de las transformaciones gauge de P es isomorfo al
grupo de las secciones de Bg y al grupo de las aplicaciones ¥ del lema de la seccion

4.3.

TEOREMA 3.4. Dada una trivializacion {(Uy,%a)} de P con funciones de transicion

as, existe una biyeccion entre transformaciones gauge de P y trivializaciones de
P.

DEMOSTRACION. Por un lado, suponemos que F'(p) = p’. Definimos una trivializa-
cién {(Uy, .,)} como ¢ (p) = ¢o(p’). Ahora existe una aplicacién

Ao Uy, — G

tal que Ga(p') = Aa(2)6a(p) de modo que ¢, (p) = Aa(2)éa(p) para todo a. Fn-
tonces, para p € 7~ 1(z),

Aa(2)0ap(@)dp(P) = Aa(@)da(p) = ¢4 (p) = d0p(2)d5(P) = dup()As(2)ds(p)

de modo que

Aa()Pap(z) = Pp(x)As(T) (33)
Esta es la condicién del teoremal[L.9| para que {(Ua,?},)} sea una trivializacién de P.
Por otro lado, dada una trivializacién {(Uy,v),)} definimos F(p) = p’ con p’ dado
por ¢4 (p') = ¢.,(p) para algun «. Si las aplicaciones )\, satisfacen la condicién ,
entonces empezando por la igualdad y siguiendo con la serie de igualdades
precedente en el sentido opuesto obtenemos que ¢g(p’) = ¢5(p’) para todo p de
modo que p’ estd bien definida. [ ]

A causa de este tltimo resultado a menudo se describe una transformacién gauge
como un cambio de trivializacién. Ademaés, como existe una correspondencia natural
entre trivializaciones locales y secciones locales de P, una trasformaciéon gauge a
menudo se describe como un cambio de secciones locales. Finalmente, a menudo se
dice que una transformacién gauge viene dada por una familia de funciones {\,}
satisfaciendo la condicién (12]).

OBSERVACION 3.5. Observamos que la fijacién de un gauge se corresponde con una
conexion en P. De este modo, elegir un gauge es equivalente a elegir una distribucion
horizontal. Del mismo modo la eleccion de un gauge también equivale a la eleccion
de una I1-forma de conexion o/ en P. Esta ultima caracterizacion serd la que nos
permitird escribir las ecuaciones de Yang-Mills en el siguiente capitulo.



Capitulo 6
Teorias gauge y de Yang-Mills

Ahora ya tenemos toda la base matematica necesaria para poder atacar el problema
de formular las ecuaciones de Yang-Mills en fibrados principales. Consideraremos
el caso particular en que la variedad base M es el espacio de Minkowski M* o el
espacio euclideo R*. Como todos los fibrados sobre R* son trivializables (ya que la
base es contractil), la eleccién de una trivializacién se reduce a la eleccién de un
gauge global. Consideremos un grupo de Lie G, que llamaremos el grupo de gauge.
A partir de aqui, podemos construirnos el fibrado principal P a partir de la variedad
base M y el grupo estructural G. Un campo gauge es una conexién en el fibrado
principal P. De este modo, podemos identificar un campo gauge con una 1-forma
de conexién &7 o con sus componentes .2Z; en una base del fibrado cotangente de la
variedad base:

o = of;dz’

Ahora, la 2-forma de curvatura se define como la derivada exterior covariante
F =dog + %[sz ,
En una base {dz'}, los coeficientes .%,,, de la 2-forma .Z se escriben como sigue
Fu = 0,9, — 0,9, + [, A,

Con las estructuras definidas previamente ya estamos en condiciones de escribir las
ecuaciones de campo. La primera ecuacion corresponde a la identidad de Bianchi
(andlogo de las ecuaciones de Maxwell homogéneas):

1
DF =dd + 5|/, F] =0

La segunda ecuacién de Yang-Mills se escribe de forma andloga a como escribiamos
el segundo par de ecuaciones de Maxwell, usando la 3-forma de corriente j de modo
que nos queda la ecuacién

Dx % =3
Estas dos ecuaciones,
DF =0
{D * F =7
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pueden obtenerse también a partir de un principio variacional mediante la accién
de Yang-Mills formada a partir de la 2-forma de curvatura:

1
AYM:Z/E/\*E

Es importante notar que el parecido con el caso del campo electromagnético es
total, tanto en las ecuaciones como en el lagrangiano (en este caso j = 0). Notamos
que en el caso del electromagnetismo, el grupo de gauge es U(1), que es abeliano,
y el fibrado P es trivial; pero pueden darse casos en los que el grupo de gauge
puede no ser abeliano o el fibrado no ser trivial. Un ejemplo de esto puede ser el
caso de la cromodindmica cuédntica, donde el grupo de gauge es SU(3). También
puede verse la teoria de la relatividad como una teoria gauge en la que el grupo de
gauge es SL(2,C). Existe cierta controversia acerca de si la relatividad es realmente
una teorfa gauge o no, ya que en este caso el grupo de gauge no es compacto. En
cualquier caso, si admitimos que el grupo de gauge no sea compacto, la relatividad
posee una simetria gauge.



Conclusiones

En esta disertacion se realiza una presentacién de las herramientas matematicas
que intervienen en las formulaciones geométricas de las teorias gauge de la fisica y,
en particular, en las teorias de Yang-Mills.

Estas herramientas son, esencialemente los fibrados principales y las conexiones.
Como hemos visto, los grupos de Lie son una parte esencial de la teoria de fibrados
principales. Debido a la estrecha relacién entre grupos y algebras de Lie, también
hemos estudiado estos objetos. En la teoria de fibrados es fundamental el modo
en como los grupos de Lie (y también las dlgebras de Lie) actiian sobre variedades
diferenciables, pues hemos visto que en la definicién de fibrado principal, la fibra G
actia por la derecha sobre el fibrado P.

Una vez hecha esta descripciéon, el trabajo concluye con la presentaciéon de las
ecuaciones de Yang-Mills en forma geométrica. Como caso particular, se ha descrito
con todo detalle la teoria clasica del electromagnetismo de Maxwell.
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