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Resumen

En este trabajo se añade una extensión a Ludwig (3) para simular medios granulares húmedos. Se utiliza el método
Lattice-Boltzmann para simular un fluido en el que se introducen esferas duras que colisionan inelásticamente.
El medio se fuerza agitando aleatoriamente todos los granos o aplicando una fuerza constante sobre uno de
ellos, lo que permite medir las propiedades globales y locales del sistema.
Palabras clave: lattice-boltzmann, grano, fluidos, microreoloǵıa

1. Introducción

Un medio granular se compone de part́ıculas ma-
croscópicas, granos, que pueden encontrarse en el vaćıo
o inmersas en un fluido. Entre estas no actúan fuerzas
atractivas, solo fuerzas disipativas de repulsión, lo que
lleva a que las colisiones sean inelásticas y no se con-
serve la enerǵıa mecánica del sistema. El carácter disi-
pativo de estas colisiones es el responsable de que los
medios granulares, en dependencia de las condiciones
en que se encuentren, se comporten como un sólido,
ĺıquido o gas.

El comportamiento peculiar, y la importancia que
tienen para la industria materiales con estas carac-
teŕısticas, ha hecho que en los últimos años el estudio
cient́ıfico de medios granulares haya experimentado un
desarrollo considerable.

La mayor parte de los estudios que se han reali-
zado sobre este tipo de material se centran en medios
granulares secos en los que sólo se tiene en cuenta la
interacción entre las part́ıculas.

En muchas situaciones se puede despreciar el efec-
to que ejerce el fluido donde se encuentran los granos
y tratar el sistema como un medio granular seco, pero
en otras (7) hay que tener en cuenta además la relación
fluido-grano, llevándonos a modelos más complejos.

En este trabajo nos enfocamos en sistemas como
estos últimos, creando una aplicación computacional
que permita estudiar la respuesta de medios granula-
res húmedos y ayude a comprender el comportamiento
de este tipo de material, sobre todo en estados esta-
cionarios fuera del equilibrio.

Al estar los granos en contacto con un fluido pier-
den enerǵıa y después de un tiempo llegan a estar en
reposo, por lo tanto es necesario aplicarles un esfuerzo
externo con el objetivo de alcanzar un estado estacio-
nario en el cual se puedan medir cantidades estadistas

significativas. Con este fin vamos a realizar dos tipos
de simulaciones.

En una agitaremos todo el sistema, para tener re-
sultados de la respuesta global, aplicando una fuerza
aleatoria sobre cada una de las part́ıculas. Aunque es-
to es un modelo idealizado, permite obtener un estado
homogéneo mas fácil de estudiar.

En otro tipo de simulaciones aplicaremos una fuer-
za constante a una part́ıcula seleccionada para me-
dir propiedades microscópicas, que podremos compa-
rar con resultados experimentales (6) obtenidos utili-
zando pinzas ópticas para arrastrar a velocidad cons-
tante una part́ıcula aislada del resto.

2. Ludwig : Lattice-Boltzmann

Para simular un medio granular húmedo se uti-
lizó Ludwig (3), añadiéndole una extensión para el tra-
tamiento inelástico de las colisiones entre part́ıculas.

Ludwig es un software escrito en C para simular
modelos de Lattice-Boltzmann(LB) en 3D sobre láti-
ces cúbicas. Permite incluir objetos sólidos, paredes
estáticas o en movimiento y coloides en suspensión, en
contacto con el fluido.

A pesar de estar escrito en el lenguaje de progra-
mación C por cuestiones de eficiencia y portabilidad,
Ludwig fue desarrollado siguiendo una estructura mo-
dular y jerárquica que facilitó extenderlo para tener
en cuenta los cambios necesarios en nuestro trabajo.
Minimizando aśı la necesidad de cambios en el código
existente, que permitió una mayor concentración de
esfuerzo en la puesta a punto del nuevo código y el uso
de MPI para el cálculo en paralelo.

LB es una aproximación mesoscópica del movi-
miento de un fluido que se basa en la ecuación de Bol-
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Figura 1: Colisión entre part́ıculas

tzmann discretizada en el espacio de velocidades.

fi(x+ ~ci, t+ 1) = fi(x, t) + Ωi (1)

La cantidad fi es la densidad de part́ıculas que viajan
a una velocidad ~ci al instante de tiempo t en el nodo
x de una látice cúbica.

El operador Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) (1) se
utiliza para el término de colisión que aparece en la
parte derecha de la ecuación (1)

Ωi = −1

τ
(fi(x, t) − feqi (x, t)) (2)

Este operador describe el paso de colisión en el que la
distribución fi relaja hacia la distribución de equilibrio
feqi a un ritmo 1

τ . Se denomina tiempo de relajación a
τ . Después la distribución fi se propaga al nodo x+~ci.

3. Granos

En Ludwig los objetos sólidos son definidos por
una superficie que corta algunos enlaces entre nodos
de la látice. En la frontera sólido-fluido se aplica el es-
quema BBL(bounce-back on the links) (5) de forma que
se obtienen condiciones de frontera stick. Aśı los gra-
nos pueden ser modelados por esferas duras de radio
r, en contacto con el fluido, entre las cuales no se tiene
en cuenta ninguna interacción excepto las colisiones.

Las velocidades después de cada colisión entre dos
part́ıculas se obtiene de la siguiente forma (2):

~v′1 = ~v1 −
m1m2

m1 +m2
(1 + ε)(~v12 · ~e)~e (3)

~v′2 = ~v2 +
m1m2

m1 +m2
(1 + ε)(~v12 · ~e)~e (4)

donde ~v12 = ~v1 − ~v2 y ~e es un vector unitario en la
dirección de la ĺınea que conecta los centros de las
part́ıculas.

El coeficiente de restitución ε = − ~v′12·~e
~v12·~e mide la

pérdida de enerǵıa en cada choque, lo considerare-
mos constante e independiente de la velocidad relati-
va entre part́ıculas. ε vaŕıa entre 0(colisión totalmente
inelástica) y 1(colisión totalmente elástica)

4. Resultados

A modo de verificación se realizaron diversas simu-
laciones del comportamiento de una part́ıcula dentro
de un fluido en una caja. La desviación del coeficiente
de fricción ζ de su valor teórico ζ0 = 6πη0r, debido al
efecto de tamaño finito, se puede calcular como una
función de φ (4).

(
ζ

ζ0

)−1
= 1 − 1,7601φ

1
3 + φ− . . . (5)

Teniendo en cuenta la corrección anterior podemos
comprobar que la part́ıcula tiene un comportamiento
similar al descrito por ley de Stokes(figura 2).

Figura 2: Efecto de la disipación de enerǵıa en la veloci-
dad de una part́ıcula de radio r = 2,5 aislada. t0 = r

vm
,

donde vm es la velocidad media. inset: Velocidad de
una part́ıcula sobre la que se aplica una fuerza cons-
tante F . t0 = r

vl
, donde vl = F

ζ

En las figuras 3 y 4 se muestran las velocidades de
dos part́ıculas que inicialmente tienen una velocidad de
igual magnitud pero de sentido contrario v1 = 0,1 y
v2 = −0,1, sin que actúe ninguna fuerza externa sobre
ellas. Después de desplazarse un tiempo colisionan de
manera frontal.

En el primer caso el choque es elástico ε = 1,0 y la
magnitud de la velocidad relativa con que se mueven
las part́ıculas no vaŕıa, lo que existe es un intercambio
entre los valores de las velocidades verificable en la
gráfica correspondiente.

En el segundo el coeficiente de restitución es ε =
0,2 y por lo tanto hay disipación de enerǵıa adicional
durante el choque. Al calcular ε a partir de los resulta-
dos de esta simulación obtenemos que ε = 0,184 ≈ 0,2

En ambos casos el comportamiento está cerca del
esperado teóricamente.



Figura 3: Velocidad de dos part́ıculas que se mueven
una al encuentro de la otra en un choque elástico

Figura 4: Velocidad de dos part́ıculas que se mueven
una al encuentro de la otra en un choque inelástico
con ε = 0,2. Al reconstruir el valor del coeficiente de
restitución a partir de los valores que se muestran en
la figura se obtiene ε = 0,184 ≈ 0,2

4.1. Sistema homogéneo forzado fuera
del equilibrio

Para compensar la pérdida de enerǵıa del medio
granular, debido a la interacción con el fluido y al
carácter inelástico de las colisiones, se aplicó una fuer-
za externa aleatoria de forma que a cada part́ıcula se
le da un impulso a una frecuencia determinada. De
esta forma se logra que el sistema llegue a un estado
estacionario fuera del equilibrio(EEFE) en presencia
de esta fuerza aleatoria.

En sistemas densos(φ = 0,6), para valores pe-
queños del coeficiente de restitución, los granos tienden
a acoplarse y formar clústeres, como se puede apreciar
en la gráfica de la función de distribución radial(figura
5). Para colisiones elásticas, ε = 1,0, la g(r) presenta
una estructura más marcada caracteŕıstica de un sóli-
do. Además la temperatura media(figura 7) aumenta
con el valor de ε siguiendo una ley de potencia simi-

lar al resultado obtenido por van Noije, Ernst, Trizac
& Pagonabarraga (8) para fluidos granulares, aunque
con un exponente distinto. El coeficiente de difusión
también aumenta con ε(figura 8), pero no se verifica
la ecuación de Stokes-Einstein D = kT

6πηr .
En cambio, para valores pequeños de la fracción

volúmica φ no se observa diferencia en el comporta-
miento del medio al variar ε(ver figura 9), excepto en
el valor del máximo, que es mayor para valores meno-
res del coeficiente de restitución, indicando una ten-
dencia al acoplamiento entre granos a medida que son
mas inelásticas las colisiones. En este caso el régimen
hidrodinámico controla la evolución del sistema.

Figura 5: Función de distribución radial g(r) para φ =
0,6. D = 5,1 es el diámetro de las part́ıculas

Figura 6: Función de distribución de la temperatura
granular para los mismos datos representados en la
figura 5

4.2. Microreoloǵıa

Otra situación que se simuló fue un sistema en el
cual se seleccionó una part́ıcula y se le aplicó una fuer-
za constante hasta que igualmente se llegó a un EEFE.
La distribución de velocidades muestra una desviación



Figura 7: Temperatura granular T como función del
coeficiente de restitución ε. Inset: Gráfica de T en fun-
ción del coeficiente de inelasticidad α = 1 − ε2. En
ĺınea discontinua se muestra el resultado para un flui-
do granular. φ = 0,6, D = 5,1

Figura 8: Coeficiente de difusión D como función del
coeficiente de restitución ε. Inset: Gráfica de T

D en fun-
ción del coeficiente de restitución ε. φ = 0,6, D = 5,1

de la distribución de Maxwell que es la esperada para
la velocidad de un gas ideal.

Se observó que para fracciones volúmicas pe-
queñas, en este caso φ = 0,1(figuras 10), el comporta-
miento de la velocidad de la part́ıcula no depende apre-
ciablemente del coeficiente de restitución. En el caso
elástico, la distribución de velocidades no es simétrica,
estando más separado el valor mı́nimo de la velocidad
de la part́ıcula de su valor medio.

Śı existe una marcada diferencia al variar ε cuando
es mayor la densidad de part́ıculas en la caja de la
simulación(figura 11). La gráfica de la distribución de
la velocidad para ε = 1,0 es más dispersa, aparecen dos
picos, y es simétrica respecto al valor medio. Al ser las
colisiones elásticas, la part́ıcula seleccionada impone
una velocidad en las part́ıculas con las que choca, a
su vez este movimiento de granos alrededor hace que

Figura 9: Función de distribución radial g(r) para φ =
0,2. D = 5,1 es el diámetro de las part́ıculas

sea más variado el efecto del fluido y de las colisiones
sobre la part́ıcula que se analiza. Cuando las colisiones
son inelásticas, ε = 0,0, el movimiento generado por
los choques sobre los granos que se encuentran en la
trayectoria de la part́ıcula que se hala, es enfriado y
se tiende a crear un defecto en la estructura del medio
en el cual halla una resistencia menos variada.

Figura 10: Distribución de velocidad de una part́ıcula
a la que se le aplica una fuerza constante en un sistema
a φ = 0,1

5. Conclusiones preliminares y
trabajo futuro

En este trabajo se utilizó el método de Lattice-
Boltzmann para simular un fluido que contiene dentro
esferas duras con las cuales se modela un medio gra-
nular sin despreciar la interacción con el fluido. Con
este objetivo se le añadió un código que permite tener
en cuenta las colisiones inelásticas entre las part́ıcu-
las al programa Ludwig escrito en el lenguaje de pro-
gramación C. Las simulaciones fueron realizadas en el



Figura 11: Distribución de velocidad de una part́ıcula
a la que se le aplica una fuerza constante en un sistema
a φ = 0,4

Cluster de cálculo Albeniz formado por 8 nodos que
pertenece al Departamento de F́ısica Fundamental en
la Facultad de F́ısica de la Universidad de Barcelona.

Se ha podido verificar que la inclusión de las in-
teracciones fluido-grano vaŕıan el comportamiento res-
pecto a medios granulares secos, por lo que no se pue-
den aplicar directamente resultados anaĺıticos obteni-
dos para estos (8).

En los resultados obtenidos observamos una ten-
dencia a la formación de clústeres cuando las colisiones
entre part́ıculas son inelásticas. Para comprobar este
comportamiento se realizarán simulaciones en parale-
lo con las que se pueda estudiar sistemas más grandes
que permitan tener una mejor visión de la estructura
del medio.

En el caso del estudio de microreoloǵıa se debe pro-
fundizar en la estructura local alrededor de la part́ıcula
sobre la que se aplica la fuerza, verificar el estado del
fluido y de los granos vecinos a esta para entender me-
jor como condicionan su movimiento. También se debe
medir el coeficiente de fricción efectivo γ, que se define
como F = γU, donde U es la velocidad media de la
part́ıcula y F es la fuerza media que se aplica sobre
esta, algunos resultados (9) relacionan estas magnitu-
des.
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