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ANNEX | — TEORIA | IMPLEMENTACIO DELS MODELS AMB FLAC

. MODELS CONSTITUTIUS UTILITZATS

1.1. Model nul

Les tensions dintre d’'una zona nul-la es posen a zero; cap forga (per exemple la
gravetat) actua dins d’aquestes zones. El material nul pot canviar-se en una fase
posterior a un altre model; d’aquesta manera es poden, per exemple, simular
etapes d’'una excavacio.

.2. Model elastic isotrop

Els models d’aquest grup es caracteritzen per tenir deformacions reversibles al
descarregar. Les lleis de tensié-deformacié son lineals i independents del cami.

En aquest model, la relacié de tensio-deformacio en forma incremental s’expressa
per la llei de Hooke en tensio plana com:

Ao, = aAe, +a,Ae,,

Ao, = a,Ae;, +a,Ae,,

Ao, =Aoc 1.1
Ac,, =2GAe,, 21 12 (1.1)
Aoy, = a,(Ae, +Aey)
ona, =K+ (%)G
o, =K~ (%)G
K = modul de rigidesa
G = modul de cisalla
ou., ou,
Ae, R LTI (1.2)
S 2| ox;  ox

on Ae,.j =tensor increment de deformacions

u, =: desplagament

En tensio plana aquestes equacions queden:
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Aoy, = fAe, + B, ey,
Aoy, = frAe, + fAey,
Ao, =2GAe,

Aoy, =0

(Ao, =Aoy,) (1.3)

onf=a,—(a;/a) i
Pl=a, _(azz/al)

Per a geometria axisimétrica:

Ao, =a,Ae, +a,(Ae,, + Ae;y)
Ao, =a,Ae,, +a,(Ae, + Ae;;)
Ao, =2GAe,,

Aoy, = aAey; + a,(Ae, + Aey,)

(Ao, =Aoy,) (1.4)

.3. Models plastics

Tots els models plastics involucren potencialment algun grau de deformacions
permanents, que son consequéncia de la no linealitat de les relacions entre
tensio i deformacié. Els diferents models de FLAC es caracteritzen per la seva
funcié de fluéncia, les funcions d’enduriment/reblaniment i la llei de rigiditzacio
(flow rule). Les funcions de fluéncia per a cada model defineixen la combinacio
de tensions, perqué es doni el flux plastic. Aquestes funcions o criteris es
representen per una o meés superficies limitants en un espai general de tensions,
amb punts per sota, o a la superficie, que es caracteritzen per un comportament
incremental elastic o plastic respectivament. La formulacio del flux plastic en
FLAC es recolza en assumpcions de la teoria de la plasticitat com que I'increment
de deformacié total pot descomposar-se en una part elastica i una altra de
plastica, on només la part elastica contribueix a I'increment de tensions a partir
d'una llei elastica. En definitiva s’agafen ambdds increments de deformacions
plastica i elastica prenent-los coaxials amb els actuals eixos principals de
tensions (només valid si les deformacions elastiques son petites comparades
amb les deformacions plastiques durant el flux plastic). La llei de rigiditzaci6 (flow
rule) especifica que la direccié del vector increment plastic de deformacié es pren
normal a la superficie potencial; es diu associat si el potencial i la funcidé de
fluéncia coincideixen, i no - associat si no coincideixen.

Pels models de Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, obiquitous-joint, softening-
rdening i bilinear-softening-ubiquitous, s’utilitza una funcié de fluéncia de
tallant i una llei de rigiditzacié (flow rule) no associada.
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Al FLAC, la tensio perpendicular al pla es pren en consideracio en la formulacio,
que s’expressa en termes tridimensionals. Tots els models es basen en
condicions de tensio plana, amb I'excepcié del model hardening-softening.

També s’ha de tenir en compte que els models de plasticitat es formulen en
termes de tensions efectives i no de tensions totals.

En la implementacié numérica dels models I'increment de la tensié es computa
primer a partir de lI'increment de deformacio total fent servir la forma incremental
de la llei de Hooke. Les tensions corresponents s’avaluen llavors. Si violen el
criteri de fluencia (és a dir, la representacio del punt de tensié es troba damunt de
la funci6 de fluéncia en [l'espai de tensions generalitzat), es produiran
deformacions plastiques. En aquest cas, només la part elastica de I'increment de
deformacions pot contribuir a I'increment de tensid; posteriorment és corregeix
utilitzant la llei de rigiditzacié plastica (flow rule) per a assegurar que les tensions
queden sobre la funcio de fluéncia composta.

1.3.1. Model de Mohr-Coulomb

L’envolvent de trencament per aquest model correspon al criteri de Mohr-
Coulomb. La llei de flux de I'esforg tallant és no associada i la llei de flux a traccio
€s associada.

1.3.1.1. Llei elastica incremental

A l'aplicacié de FLAC d’aquest model, s’utilitzen les tensions principals o4, o2, o3;
la tensioé perpendicular al pla, o,;, €s reconeix com una d’aquestes. Les tensions
principals i les direccions principals son avaluades dels components del tensor de
tensions i sén ordenades d’aquesta manera (s’ha de recordar que les tensions
compressives sOn negatives)

o,<0,<0, (1.5)

Els corresponents increments de deformacid principals Aeq, Aey, Aes es
descomponen de la seguent manera

Ae, = Ae; + Ae’ i=1,3 (1.6)

on els exponents e i p es refereixen a la part elastica i plastica, respectivament, i
els components plastics només soén no zero durant el flux plastic. L’expressio
incremental de la llei de Hooke en termes de tensions i deformacions principals té
la forma

Ao, =a,Aef +a,(Ae; + Aey)
Ao, = a,Ae; +a,(Ae] + Aey) (1.7)

Ao, =a,Ae; + a,(Ae + Ae3)
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on
a1 =K+4G/3y ar =K-2G/3.
1.3.1.2. Funcions potencials i de fluencia

Amb la convencié de la classificacié de la Eq. (1.5) el criteri de trencament pot
representar-se en el pla (¢4, o3) com s'il-lustra a la Figura 1-1.

v

Figura I-1: criteri de trencament de Mohr-Coulomb en FLAC

L’envolvent de trencament es defineix del punt A al punt B per la funcié de
fluencia de Mohr-Coulomb

f*=0,-0;N;+2c\N, (1.8)

i de B a C per una funcié de fluencia de tallant de la forma
f'=0"-0, (1.9)
on ¢ és l'angle de friccio, c, la cohesio, o', la resisténcia a traccié

_l+sing

N, :
1-sing

(1.10)
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S’ha de fer notar que només les tensions principals majors i menors sén actives a
la formulacié de fluéncia de l'esfor¢ tallant; la tensidé principal intermédia no té
efecte. Per a un material amb friccid, ¢ = 0 la resisténcia a la traccié del material
no pot excedir el valor de c 'max

¢ . C
max tan ¢

(1.11)

El potencial de I'esforg tallant g° de la funcio corresponent a una regla de flux no-
associada té la forma

g’ =0,-o;Ny (1.12)
on y és l'angle de dilatancia i

N = I+siny

74

- (1.13)
I—siny

La regla de flux associada pel trencament a traccio es deriva de la funcié potencial
t
g, amb

g =-o, (1.14)

Les regles de flux per aguest model donen una unica definicié a la proximitat d’un
limit de la funcié composta de fluéncia en I'espai de tensions tridimensional per
I'aplicaci6 d'una técnica, il-lustrada més avall, pel cas d'un limit de tensio-
deformacié. Es defineix una funcié h(c1, o3) = 0 que es representa per la diagonal
entre la representacié de f=0if'=0 en el pla (54, 53) (veure la Figura I-2).

Aquesta funcio té la forma
h=0,-c"+0"(c,-c") (1.15)

on el o i 6" s6n constants definides com

a” =\/1+N; +N, (1.16)

a” =c'N,-2¢,N, (1.17)
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Figura I-2: model de Mohr-Coulomb: dominis utilitzats a la definicié de la regla de flux.

Una suposicio elastica que violi el criteri de trencament es representa per un punt
al pla (o4, o3) localitzat en el domini 1 o 2, corresponent a dominis negatius o
positius de h = 0, respectivament. Si en el domini 1 es declara el trencament per
esforg tallant, i el punt de tensié es retorna a la corba f° = 0, s'utilitza una regla de
flux derivada utilitzant la funcié potencial g°. Si és en el domini 2, té lloc el
trencament per traccio, i el punt de tensié es retorna a f ' = 0 s'utilitza una regla de
flux derivada de g'.

1.3.1.3. Correccions plastiques

Primer consideris un trencament per esforg tallant. La regla de flux té la forma

Ae” =A~‘Zi i=1,3 (1.18)
O.

on 1° és encara un parametre de magnitud desconeguda. Utilitzant la Eq. (1.12)
per g°, aquestes equacions es tornen, després de derivacio parcial:

Ael =X
Ael =0 (1.19)
Ael = -I'N,
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Els increments de deformacié elastica poden expressar-se de la Eq. (1.6) com el
total menys els increments plastics. Més enlla utilitzant la regla de flux de la Eq.
(1.19) , llavors les lleis elastiques de I'Eq. (1.7) es tornen

Ao, =a,Ae +a,(Ae, +Ae;) - A (a, —a,N,)

Ao, =aAe, +a,(Ae, +Ae;)—Aa,(1-N,) (1.20)

Aoy =aAe; + a,(Ae, +Aey)) - A (-, N, +a,)

Permetent-se als nous i vells estats de tensions ser referits pels exponents N i O,
(New, OId) respectivament. Llavors per definicio,

N

o =0c’ + Ao, i=1,3 (1.21)
Substituint en aquestes equacions la Eq. (1.16) per a Ac;, i = 1, 3, podem escriure

o =0 -A(a,-a,N,)
o) =l ~Xa,(1-N,) (1.22)

oy =0y —A(-a,N, +a,)

on I'exponent | s’utilitza per a representar la suposicié elastica obtinguda agregant
a les velles tensions els increments elastics computats utilitzant els increments de
deformaci6 total, és a dir,

o =a’ +a,Ae, +a,(Ae, + Aey)
o) =a) +a,Ae, +a,(Ae, + Aey) (1.23)

I _ 0
o, =a; +a,Ae; +a,(Ae, + Aey)

EL parametre As pot ser definit ara demanant que el nou punt de tensio estigui
localitzat a la superficie de fluéncia de I'esforg tallant. La substitucio de o i o3
per o1 i o3 en f° = 0 dona, després d’algunes manipulacions (veure les Egs. (1.8) i
(1.22):

K 1 1
ls — f (01 a03) (|24)
(al _aZNl//)_(aZ _ale//)N(p
En el cas de trencament per traccio, la regla de flux té la forma
ne? = 3 %8 i=1,3 (1.25)
oo,

1

on la magnitud del parametre A' no es defineixen encara. Utilitzant la Eq (1.14) per
a g', aquesta expressio dona, després de derivacié parcial:
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Ae’ =0
Aey =0 (1.26)
Ael =1

Repetint un raonament similar al descrit anteriorment, obtenim:

o =0 +1a,
o) =0l +a, (1.27)

N _ I t
o, =0, +Aa,

P (1.28)

a,

1.3.1.4. Implementacio

A la implementaci6 del model de Mohr-Coulomb en FLAC, es computa primer una
suposicid elastica cs'i,-, agregant als components de tensidé vells increments
calculats per 'aplicacio de la llei de Hooke a l'increment de deformacio total per a
cada pas. Les tensions principals ¢'1, 62, 63 i les seves corresponents direccions
principals es calculen i s’ordenen. Si aquestes tensions violen el criteri de fluéncia
compost, s’ha d’aplicar una correccié a la suposicio elastica per a donar el nou
estat de tensions. En aquesta situacié tenim que o h(dls, o'3) = 0 0 h(dls, d'3)> 0
(veure la Eq. (1.15)). En el primer cas, es declara trencament per esforg tallant.
S’avaluen les noves tensions de la Eq. (1.22) utilitzant la Eq. (1.24) pel 1°. Al segon
cas, el trencament per traccié té lloc i les noves tensions es calculen de la Eq.
(1.27), utilitzant la Eq. (1.28). Es calculen els components del tensor de tensions en
el sistema d’eixos de referéncia llavors es calculen les tensions principals
assumint que les direccions principals no han estat afectades per la correccio
plastica.

En FLAC, el valor predefinit per la resisténcia a traccié és zero. Aquest valor es
posa igual a o 'nax Si el valor assignat de la tensié de traccié supera o 'max. Si el
valor computat de o3 excedeix ¢ ' en una zona, la tensié de traccié es posa a zero
per a aquesta zona. Aixd simula reblaniment tensor instantani.

Les deformacions plastiques en aquest model no es calculen directament per
accelerar el calcul.

1.3.2. Model de la junta ubiqua (Ubiquitous joint)
En aquest model es considera la preséncia d’'una orientacioé de debilitat (pla debil)

dins un model FLAC de Mohr-Coulomb, la fluencia pot ocorre en la matriu, al
llarg del pla de debilitat, 0 en ambddés alhora, depenent de I'estat de tensions,
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I'orientacio del pla de debilitat i de les propietats mecaniques de la matriu i del pla
debil.

A la implementacio del model en FLAC, I'is que es fa d’'una técnica per la qual es
descobreix primer el trencament general i les correccions plastiques pertinents
s’apliquen d’igual manera que al model de Mohr-Coulomb. Les noves tensions
s’analitzen llavors pel trencament del pla de debilitat i s’actualitzen d’acord amb
ell. El criteri de trencament del pla consisteix en una forma local de la condici6 de
fluencia de Mohr-Coulomb, la llei local de flux de I'esforg tallant és no-associada i
la llei de flux de traccio local és associada. El model de Mohr-Coulomb és idéntic
a l'exposat en 'apartat anterior, ara es passa a exposar com es desenvolupa el
flux plastic en el pla de debilitat.

1.3.2.1. Correccions plastiques en plans debils

La Figura I-3 il-lustra el pla debil que existeix en un material de Mohr-Coulomb i
les coordenades globals (x-y) i locals (x'-y ').

A
y

e

; weak plane

X

X

Figura I-3: el pla debil orientat un angle 6 respecte I'eix de referéncia global

Per a simplificar la notacio, es defineix per o; els components de tensié que
s’obtenen després de l'aplicacid de qualsevol de les correccions plastiques que
corresponen al trencament general pel pas (step). Aquestes tensions globals es
resolen en components locals que utilitzen les expressions:

. .2 . 2
0, =0, sin" 8—-20,sinfcosf+c,, cos” O
v 2 . )
o, =0, cos" 0+20,sinf+o,,sin" @ (1.29)
O3 =03

o, =(0,, —0,,)sinfcos O + o, (cos’ @ —sin* O)
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on 0 és I'angle de la junta (mesurat en el sentit contrari a les agulles del rellotge
des de I'eix x-global).

Per convencid, deixem que t representi la magnitud del component de la traccio
tangencial en el pla débil, la variable de deformacié associada és y i tenim:

o ‘0,"2‘ (1.30)
V= ‘elz‘

Amb aquesta notacid, I'expressio local de les lleis elastiques incrementals té la
forma:
Ao, =a,Aef +a,(Aes, + Ael,)
Ao, =a,Ae, +a,(Aef + Aeyy) (131)
Aoy, = a,Ael, + a, (Aef + Ael,)

At =2GAy¢
onaq =K +4G/3, ap = K-2G/3 i 'exponent e indica “la part elastica.”

El criteri de trencament del pla debil pot representar-se en el pla (c'22, T ), com
s'il-lustra a la Figura |-4.

A s
fQO T i

C; /tan ¢,

Figura I-4: criteri de trencament del pla débil en FLAC

L’envolvent de trencament local es defineix des del punt A al B per un criteri de
trencament de Mohr-Coulomb definit com f° = 0 amb

[ =-r-0, tang, +c;, (1.32)

i de B a C por un criteri de trencament de tensio de la forma f'= 0 amb
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ff=0; -0, (1.33)

on el ¢, ¢; i 6 son la friccio, cohesio i tensid del pla débil, respectivament. Vegis
que, per a un pla debil amb angle de friccié no-zero, el valor de la maxima tensié
es déna per

, < (1.34)
O . = .
_[ max tan ¢/

Les funcions potencials d’esforg tallant g° i g' corresponen a una regla de flux no-

associada amb dilatancia, v;j, i una regla de flux associada, respectivament. Tenen
la forma

s

g =-1-0, tany (1.35)

g' =-0, (1.36)

La llei de flux té una unica definici6 en la proximitat del limit del criteri de
trencament per a l'aplicacié d’una técnica ja descrita en el context del model de
Mohr-Culomb. Aqui, una funci6, h(c ‘22, t) = 0 és utilitzada per qué pugui ser
representada per la diagonal entre la representacié de f* = 0 i f = 0 en el pla
(o'22,7) (veure la Figura I-5). Aquesta funcio té la forma

P P ! t
h=t-7;, —a; (0, —0;) (1.37)
on t 7ji a”} s6n constants definides com

P _ t
T, =c¢ tan¢j0'j

P 2
a; =,l+tang; —tang,

(1.38)

domain 1
-
=0 T
\C"",-"" -
-F..'—‘l—
domain 2
o+ | -
/ -
r
t G2z
f=0

Figura I-5: model de Ubiquitous joint : els dominis utilitzats a la definicié de la llei de fluéncia del pla débil.
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Un estat de tensions que viola el criteri de trencament local es representa per un
punt en el pla (¢’ 22,1) localitzat en el domini 1 o0 2, corresponent al domini positiu
o al domini negatiu de h = 0, respectivament. Si en el domini 1, es dbna
trencament per I'esforg tallant en el pla, i el punt de tensio es retorna a la corba f °
= 0 s'utilitza una llei de flux derivada utilitzant la funcié potencial g°. Si en el domini
2, es declara tensié de trencament, i el punt de tensio es retorna a f' = 0 s'utilitza
una regla de flux derivada utilitzant g'.

Primer es considera trencament per esforg tallant en el pla, la regla de flux té la
forma:

el =1 8
0o,
el = i 28
072 (1.39)
Aefs =2 Og'
00,
og’
Ay" ==
4 or

on I'exponent p es refereix a la part plastica associada amb el trencament en el

pla débil i la magnitud A° és encara desconeguda. Utilitzant la Eq (1.31) per a g°,
aquestes equacions es transformen després de derivacio parcial en:

Ael =0
Ae), = -2 tan v,
p (1.40)
Aey; =0
A]/P — 2:3

Els increments de deformacio elastica en les relacions elastiques de la Eq. (1.31)
s’expressen com diferéncies entre el total i 'increment de deformacio plastica per
a cada pas. Assumint que les contribucions plastiques al trencament general i
local sén additives, se segueix un raonament similar al de la derivacié de les
correccions de tensio pel criteri de Mohr-culomb, en qué interpretem les
suposicions elastiques alla com les tensions que s’obtenen després de l'aplicacio
de les correccions plastiques que relacionen el trencament general. (Aquesta
técnica només és aproximada quan el trencament ocorre a la matriu i al pla débil
conjuntament.) Utilitzant aquesta aproximacio, pot mostrar-se que el nou estat de
tensions es pot expressar com:

o) =0, +a,tany X

N s
0, =0, ta tany A (1.41)
Oy =0y +a, tany A

tV =r+2GA
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on G és el modul de I'esforg tallant i A° es déna per

ls — fs (O-IZZ 4 T)
2G+a, tang, tany

(1.42)

Podent derivar-se de 1" la nova tensié de I'esforg tallant en el pla débil i t utilitzant

la relacié

N
T

a{lzv = 01'2 7 (1.43)

Les correccions de tensio local tenen la forma

Aoy, =a, tany X’
Ao, =a, tany A’
Aoy, = a, tany & (1.44)
N
. A
Aoy, =0y,

on el A° és donat per la Eq. (1.42).

Finalment, les correccions de tensio globals pel trencament d’esforg tallant en el
pla, obtingut per resolucié de correccions de tensié local en els eixos globals, pot
expressar-se com

Ao, =-2Ac", (cosf@sin @)+ Ac', cos’ @+ Ac',, sin”
Ac,, =2A0", (cos@sin @) + Ao, sin” @+ Ac',, cos” (1.45)
Aoy, =Ao'y,
Ac,, =Ac', (cos> @ —sin’ §) + (Ac',,—Ac",, )sin Ocosd
Aquestes correccions son afegides als components de tensidé oj , les quals

inclouen les correccions de tensio pel trencament general, si n’hi ha,
proporcionant el nou estat de tensio pel pas.

Considerem trencament a traccio ara en el pla. En aquest cas, la regla de flux té
la forma

nel = 1 28
ooy,
nel =1 28
002, (1.46)
b .. g’
Ae;; =1 i,
00,
Ay” = ﬂfai

or
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on A' és encara un parametre de magnitud desconegut. Utilitzant la Eq. (1.36) per
g', aquestes equacions es tornen, després de derivacié parcial:

Ael =0
Ae), =X
Ael, =0
Ay" =0
Utilitzant el mateix raonament que s’ha descrit anteriorment, obtenim

(1.47)

Nt t
o, =0, +Aa,
Nt t
0, =0, +A0
N ot t
oy, =0, +tAa,

=7 (1.48)

; oS (on) (1.49)
al

Podent expressar-se les correccions de tensidé local pel trencament tensor en el

pla débil, després de la substitucié de Eq. (1.45) per ' en Eq. (1.44),

, , [04
Aoy, = (o' _0-22)_2
1

Aoy = (0" —o3y) (1.50)

, ! a
Aoy, = (o' _022)_2
1

com on I'is que s’ha fet de I'Eq. (1.29) pel .

Després de la resolucid en els eixos globals, les correccions de tensié es
transformen

Ao, = (o' —0"22)(&c0s2 0 +sin’ HJ

1

Ao, =(c' -0y, )(&sin2 0 + cos’ 9]
a

1

(1.54)

| [04
Aoy, = (o' _0-22)_2
1

A, = (o' — o) 1-22)sinOcos
al

En el mode de grans-tensions, l'orientaci6 6 del pla de debilitat s’ajusta per
considerar rotacions rigides pel cos i rotacions degudes a les deformacions. La
correccid A6, avaluada com a mitjana sobre tots els triangles en una zona, té la
forma
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AO=e,+w (1.55)
on A6 s’expressa en radians.

e, =—(e,, — ey, )sin@cosf + e, (cos* @ —sin’ )
| (1.56)

w=—,—U,,)
2 1,2 2,1

1.3.2.2. Implementacio

A la implementacido del model de la junta-obiqua en FLAC, les tensions que
corresponen a la part elastica pel pas s’analitzen primer per a un trencament
general i s’executen les correccions plastiques pertinents com es descriu en el
model de Mohr-culomb. Els components de tensio resultants (anomenats cj en
aquesta seccio) son llavors examinats pel trencament en el pla de debilitat.

Els corresponents components de tensio locals c'22 i © es calculen utilitzant les
Egs. (1.29) i (1.30). Si aquestes tensions violen el criteri de fluéncia compost del pla
de debilitat (veure les Egs. (1.32) i (1.33)), han d’aplicar-se correccions als
components oj per donar el nou estat de tensions pel pas (step). En aquesta
situacio tenim que qualsevol h(c'22, 1t)> 0 0 h(c' 22, 1) = 0 (veure les Eqgs. (1.37) i
(1.38)). En el primer cas, el trencament per esforg tallant té lloc en el pla debil. Les
noves tensions son avaluades afegint correccions Eq. (1.45) al ¢'j. En el segon
cas, es produeix el trencament en el pla de debilitat i es calculen de nou les
tensions utilitzant les correccions Eq. (1.51).

En mode de grans tensions, l'orientacié del pla débil s’ajusta per considerar les
rotacions del cos (veure les Egs. (1.52) i (1.53)).

El valor per defecte per a la resistencia a traccio en el pla de debilitat és zero si
¢=0i th,max d’altra banda (veure la Eq. (1.34)). Aquest ultim valor també es reté
en el codi si el valor assignat per a la tensid de traccid en el pla de debilitat
excedeix c'max. Si el valor computat de ' 2, excedeix a o max en una zona,
llavors la tensié a traccid es posa a zero en aquesta zona. Aix0 simula el
reblaniment instantani.



