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Medidas de poder para sistemas de votacion con abstencion:
enfoque probabilistico y calculo mediante
funciones generatrices

Daniel Palacios Rodriguez



Resumen

El presente documento persigue dos objetivos fundamentales: por
un lado, extender, a la clase de los (3,2)-juegos simples o juegos con
abstencién, diversas medidas e indices de poder de uso recurrente en
materia de juegos simples; y por otro lado, disenar procedimientos
computacionales que permitan su calculo de manera mas o menos
eficiente. Las principales medidas de poder extendidas son entendidas
como particularizaciones de una serie de conceptos probabilisticos
que revisamos para juegos simples e introducimos para (3,2)-juegos.
Por su parte, los algoritmos utilizados para su obtencién se basan en
el uso de funciones generatrices. Se cierra el trabajo con un ejemplo
de aplicacién a un sistema de votacién real.



0. Introduccion

Mucho se ha escrito ya, pese a ser una rama relativamente reciente de las matemati-
cas, acerca de los juegos simples, y de las herramientas para cuantificar, de algiin modo,
el poder de cada uno de los jugadores que en ellos intervienen. Muchos autores (Banzhaf,
Coleman, Shapley, Shubik, Johnston, Rae, Koénig, entre otros) han desarrollado indices y
medidas de poder individual y colectivo basdndose en dos posibles enfoques: mientras que
unos dan més importancia al hecho de tener érxito en el juego (esto es, que el voto del
jugador coincida con el output final), otros basan sus nociones de poder en la cualidad
de ser critico o decisivo en el mayor nimero posible de coaliciones (es decir, la capacidad
de cambiar el output final cambiando el propio voto, manteniendo los demds jugadores el
suyo).

Sin embargo, la introduccién de nuevos niveles de input y output (los denominados
“juegos con alternativas”) no ha empezado a desarrollarse de una manera significativa
hasta la tltima decada. Felsenthal y Machover abordaron en [13] la problemdtica de la
abstencién como tercer nivel de input dando lugar a los llamados juegos simples con abs-
tencion, que constituirdn el objeto de estudio de este trabajo. Posteriormente, Freixas y
Zwicker ([17]), Carreras, Magana y Amer ([2], también [26]) y otros autores (ver [5], [25],
[33] v [34]) trataron diferentes generalizaciones de los juegos simples, admitiendo cualquier
numero natural de inputs y outputs, en lo que los dos primeros bautizaron como (j, k)-
juegos. Probablemente debido a esta etapa de “infancia” de los juegos con alternativas, la
generalizacion natural de las diferentes medidas de poder existentes para juegos simples
no ha sido digna de excesiva atencion hasta el momento. En este trabajo ofreceremos una
versién ampliada de las diferentes medidas introducidas anteriormente para (3,2)-juegos o
juegos con abstencién.

Por otro lado, dado que los casos reales de aplicacién de esta clase de juegos (principal-
mente, sistemas de votacién) involucran normalmente a un nimero elevado de jugadores
(votantes), resulta interesante hallar métodos de célculo de estas medidas de poder que
comporten un coste computacional razonablemente pequeno. Con ese fin, Brams y Affuso
propusieron en [7] el uso de funciones generatrices para obtener de manera répida y sen-
cilla el nimero de coaliciones para las que un jugador es critico. En estas paginas veremos
como aplicarlas al célculo de algunos de los indices y medidas tratados a lo largo del texto.

La organizacién del trabajo es la siguiente: en la primera seccién introduciremos las
definiciones bésicas relativas a juegos simples y juegos con abstencion, y también algunas de
las comentadas medidas de poder para juegos simples. En la segunda extenderemos dichas
medidas a los (3,2)-juegos, haciendo hincapié en el concepto de poder en el que se basa
cada una (éxito o decisividad). En el tercer apartado estudiaremos cémo las funciones
generatrices pueden ayudarnos a calcularlas de un modo mas eficiente, y finalizaremos
ofreciendo un ejemplo de aplicacion real de estas funciones al cédlculo de poder de los
votantes que intervienen en sistemas de votacién de instituciones mundiales, concretamente
la Organizacién de las Naciones Unidas (ONU).



1. Juegos simples: deficiones basicas, poder y abstencién

Un juego simple es un par (N,v) donde N = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores
yv:2N¥ — 10,1} es la funcion caracteristica, que asocia a cada coalicién S un valor de
0 o 1 segtn la coalicién sea perdedora o ganadora, respectivamente!, y que satisface las
siguientes condiciones:

1. v(@)=0yv(N)=1
2. 0(8)<v(T)siSCT

Definimos W = {S C N : v(S) = 1} como el conjunto de coaliciones ganadoras, y
Wm={SeW:TcCS=T¢W} como el conjunto de coaliciones ganadoras minimales.
Tanto W como W™ determinan la funcién caracteristica y por tanto el juego, con lo que
a partir de ahora nos referiremos a un juego simple como (N, W), o simplemente W si N
estd claro por el contexto.?

Un juego simple (N, W) se llama juego de mayoria ponderada si admite una repre-
sentacién [g¢; wy, ..., w,] de manera que

1 stw(S) >gq

v(S) = 0 siw(S)<gq

, donde w(S)=> w; VSCN

€S
El niimero g > 0 se llama cuota y w; > 0 es el peso asociado al jugador ¢ cuando vota st.
Todos los juegos simples que se consideraran en este trabajo son de mayoria ponderada.

1.1. Indices y medidas de poder para juegos simples

Una de las paradojas que presentan los juegos de mayoria ponderada es la de la no
correspondencia entre la proporcionalidad de los pesos individuales y la proporcionalidad
de poder real entre jugadores. Con el objetivo de medir este poder real, numerosos autores
han desarrollado una serie de cuantificaciones en forma de indices y medidas de poder
individual (puede verse un magnifico recopilatorio cronolégico en [15]). Sin embargo, al-
gunos de ellos han dado a sus medidas de poder un enfoque basado en el ézxito del votante
mientras que otros han otorgado méds relevancia a la crucialidad del jugador. A conti-
nuacién presentaremos algunas de las mas importantes, indicando en cada caso la filosofia
subyacente. Para ello, definamos antes qué se entiende por éxito y crucialidad?:

= Se dice que un jugador i tiene éxito si su voto coincide con el output final del juego:
(i€ SeW)obien (i ¢ S ¢ W). En caso contrario, 7 fracasa (no tiene éxito).

= Se dice que un jugador i es crucial o decisivo si su supresion de una coalicién ganadora
genera una coalicién perdedora: (i € S € W pero S\{i} ¢ W).4

'La principal aplicacién de los juegos simples son los sistemas de votacién que suelen utilizarse para
la toma de decisiones (como la aprobacién de una mocién), en las cuales los posibles resultados finales
o outputs son simplemente “s{” (se aprueba) y “no” (no se aprueba). Para ello, cada jugador o votante
dispone de dos opciones de voto o inputs: si y no; y se entiende que las coaliciones de las que hablamos
estan formadas por aquellos jugadores que han votado si. Por lo tanto, una coalicién S es ganadora cuando
el resultado de la votacién es positivo; es decir, cuando v(S) = 1.

2En el 4mbito de los sistemas de eleccién, W también es conocido como regla de votacidn, en cuanto a
que determina qué coaliciones ganan y cudles no.

3La mayor parte de lo que se expone en este subapartado pertenece a [23].

4Nétese que también entra en la definicién el caso inverso: (i ¢ T ¢ W pero TU{i} € W). Sin embargo,
es ficil ver que VS C N que cumpla la 1* condicién, 3T = S\{i} que cumple la 2%, por lo que son
equivalentes.



Estas definiciones son, a su vez, maneras de estudiar el papel de cada jugador ex-post;
esto es, una vez ya se conoce la regla de decisién y las coaliciones formadas (S y N\S).
Por lo tanto se trata de nociones binarias: un jugador tiene éxito o no lo tiene, es crucial
o no lo es. No obstante, resulta més interesante estudiar el poder de un jugador a priori,
para lo cual debe asignarse a cada posible coalicién una probabilidad de formacién que
modelice la incertidumbre acerca del comportamiento de cada jugador: p : 2V — [0,1],
cumpliéndose ) ¢y (S) = 1.

Asi, la probabilidad, por ejemplo, de que un jugador ¢ vote si seria:

vi(p) := Prob (i vota si) = Z p(S).
S:es

A nivel colectivo, la facilidad de aceptacion de una propuesta regida por una regla de
votacién W y por una distribucién de probabilidad coalicional p, (W, p), viene dada por:

a(W,p) := Prob (aceptacién) = Z p(S).
S:SeWw

Para extender las definiciones de éxito y crucialidad anteriormente expuestas a una situacién
de incertidumbre (ez-ante), basta con sustituir la configuracién conocida de voto S por la
configuracién aleatoria especificada por p. De este modo tendriamos:

Q;(W,p) := Prob (i tenga éxito) = Z p(S) + Z p(T).
SueSeWw T:i¢T¢Ww

®;(W,p) := Prob (i crucial) = Z p(S) + Z p(T).
S:eSew T:¢T¢wW
S\{i}¢W TU{i}ew

Por la nota al pie #4 de la pagina anterior, la iltima definicién se puede reescribir como

O;(Wop)= > (p(S)+p(S\i)
SueSeWw
S\(i}gw

Escrita asi, puede verse que la crucialidad de ¢ no depende de su voto, sino del del resto de
jugadores: p(S) 4+ p(S\{i}) es la probabilidad de que los jugadores en S\{i} voten s7y los
de N\S voten no. Q;(W, p), en cambio, depende del comportamiento de todos los jugadores.

Estas dos definiciones de éxito y crucialidad ez-ante consideran como equivalente el he-
cho de ser exitoso/crucial tanto votando si como votando no. En algunos casos puede ser
interesante distinguir entre ambas situaciones, obteniendo:

QF (W,p) := Prob (i tiene éxito & i vota si) = Z p(S)
SHeSeWw

Q; (W, p) := Prob (i tiene éxito & i vota no) = Z p(T)
THg T¢W

de modo que ;(W,p) = Q (W,p) +Q; (W,p). De forma ansloga llegarfamos a ®;" (W, p)
y 7 (W,p).



Otro concepto significativo es el de las probabilidades condicionadas de éxito y crucia-
lidad bajo diferentes condiciones. Recordemos que la probabilidad de un suceso A condi-
cionada a que se cumpla un suceso B viene dada por la férmula:

P(A|B) = P(]f(;)B)

Para nuestros intereses, utilizaremos como A el suceso “el jugador 7 tiene éxito” o bien “el
jugador 7 es crucial” y B serd la condicién. Algunas condiciones que podemos plantear son:

1. El jugador i vota si/no.
2. El output final del juego es aceptacion/rechazo.

Con estas cuatro condiciones y los dos enfoques de poder vistos (éxito y crucialidad),
resultan hasta ocho posibles probabilidades condicionadas: Q§+, Qﬁ_, <I>§+, <I>§+, Q{‘CC, QZReJ ,
Pee, @fej; donde ‘i+’ (‘i—’) expresa la condicién “dado que i vota s7 (no)”y ‘Acc’ (‘Rej’)
expresa la condicién “dado que el output final es de aceptacién (rechazo)”. Véase algiin
ejemplo a titulo ilustrativo:

; 1
@' (W, p) = Prob (i es crucial | i vota s7) = Z p(S)
7i(P) 55w
S\{iygw

1
QA(W, p) = Prob (i tiene éxito | aceptacién) = ——— p(S
i “(W.p) ( \ ) (W) S:Z_;SEW (S)

La siguiente tabla resume las probabilidades individuales recién definidas:

Condicién: - 1 vota s7 1 vota mno aceptacién rechazo

Exito Q; Q?r Q;:* chc Q?ej

Crucialidad ~ ®@; it ol Pce plied
Sea ahora p*(S) := 2% VS C N, distribucién que considera equiprobables todas las

posibles coaliciones. Algunos de los indices de poder que estudiaremos pueden verse como
particularizaciones de algunas de las medidas de la tabla para p = p*. A continuacién
introduciremos estos indices, relacionandolos con las medidas de poder pertinentes.

Rae El indice de Rae surge de otro indice que el propio autor introduce en [29], en el
que pretende maximizar la correspondencia entre un voto anénimo individual y la decisiéon
colectiva. Posteriormente, Dubey y Shapley ([12]) lo hacen extensible a cualquier regla de
votacion y a cualquier jugador:

_#{SiicSeW)  #{S:i¢S¢W)

Rae;(W) : on o
= > S+ D pS) = uWp)
S:ieSeW S:igSgW

Asi, el indice de Rae del jugador i para una regla de votacién dada es la probabilidad de
éxito de ¢ segtn esta distribucién p*.



Banzhaf Las medidas de Banzhaf utilizan la siguiente cantidad, definida por su autor
en [3], que viene dada por el nimero de coaliciones ganadoras en las que i es crucial:

ni(W):=#{S:ieSew, S\[i} ¢ W}

La normalizacion de esta cantidad por la suma de cantidades de todos los jugadores nos
lleva al indice normalizado de Banzhaf:

ni(W)
Gi(W) = =————=
> ien (W)

Con posterioridad, Dubey y Shapley ([12]) validaron la siguiente normalizacién, conocida
como medida de Banzhaf (propuesta por él mismo en [4]):

oy L S ieSeW, S\{ip ¢ Wy mi(W)
ﬁz(W) - #{S:ie S} T 9n—1

que facilmente puede transformarse para llegar a un concepto conocido:

I (W) 1 ;
B = “5n” = T D P8 =T (W)
/2 2 7i(p*) S:HeSew
S\{i}¢w

Pero cuando p = p*, se cumple &,;(W,p*) = @f(VV,p*) = @ﬁ_(W,p*); por lo tanto, la
medida de Banzhaf 3’ equivale a tres de las medidas que hemos definido con anterioridad.

Notese ahora la relacion existente entre esta medida y el indice de Rae:

Raei(W) = 3 + 5 B(W)

Dem. Demostrar esta igualdad equivale a comprobar que
#H{S:iceSeWl+#{S:i¢S¢W}=2""1 W)

Claramente, por cada una de las 7;(W) coaliciones ganadoras S en las que ¢ es crucial
votando s7, hay otra coalicién perdedora del tipo S\{i} en la que i es crucial votando no.
En estas 2 - 1;(W) coaliciones, i tiene éxito. Si consideramos ahora las otras 271 — n; (W)
coaliciones en las que ¢ vota si pero no es crucial, aquellas que no sean ganadoras seguiran
siendo perdedoras con la sustraccion de i, de manera que ¢ tendra éxito en uno de los dos
sentidos (bien votando s7, bien votando no). Por lo tanto, el n° de coaliciones en las que
el voto de i coincide con el output final serd 2"~ — n;(W) 4+ 2 n;(W) = 2"~ +n;(W). O

Esta relacién fue anticipada por Penrose, quien en uno de sus trabajos escribié que “el
poder individual puede ser medido como aquella cantidad en la que la probabilidad de estar
en el bando ganador exceda la mitad” ([28]). La medida de poder de Penrose seria, por lo
tanto, 0,5- 3/(W). Por esta razén, a la medida de Banzhaf se la conoce también como indice
de Banzhaf-Penrose. Otros autores también han relacionado §;(W) con otros indices de
poder. En [8], por ejemplo, se la relaciona con un indice colectivo (7ndice de decisividad).



Coleman Este autor define, en [9], tres indices diferentes en términos de ratios:
El poder de actuacion del colectivo mide la facilidad de toma de decisiones segin la regla
de votacion W, algo que ya deberia resultarnos familiar:

_#HSewy W]

AW) = #{SCN} 2n

= a(W,p*)

Indice de impedimento de la accion: proporcién de coaliciones ganadoras que perderian su
condicion si perdieran el voto de i.
_#{SieSeW , S\{i} ¢ W}

W]

Col? (W)

Indice de iniciacion de la accion: proporcion de coaliciones perdedoras que pasarian a
ganar con la contribucién de i.

_#{S:ig S¢W, Su{ifeW}

Colf (W) 7

Utilizando el indice colectivo (|W| = 2™ - (W, p*)) y su complementario®, obtenemos dos
de las medidas de poder de la tabla:

COZZI(W) _ — a(lwp*) ) #{S ) ¢ S ¢ V;/nv Su {Z} € W} _ (I)fej(VV,p*)

Pese a que las diferencias entre los indices individuales de Coleman y los de Banzhaf
son evidentes, con frecuencia son confundidos. Esto es debido a que sus normalizaciones
coindicen, dando lugar al conocido indice de Banzhaf-Coleman (ver [7)):

pw) _ Cof(w) _ Col(W)

ZjeN B}(W) B ZjeN COZ]P(W) ZjeN COZ]I'(W)

Esta coincidencia deberia advertir de la pérdida de informacién en términos probabilisticos
que supone la extendida costumbre de normalizar estos indices de esta manera.

Ko6nig y Briuninger Recientemente, estos dos autores definen la inclusividad de un
jugador i como la proporcién de coaliciones ganadoras que lo contienen ([22]):

_#{SieSew})  |W
W W

KB;(W) :

Como se hizo con los indices individuales de Coleman, una sencilla transformacién nos

lleva a K B;(W) = QA(W, p*).

Tras definir estos indices, la tabla anterior para p = p* quedaria como sigue:

Condicién: - i vota st 1 vota no aceptacién rechazo
Exito Rae;(W) it Q- KB;(W) QzRej
Crucialidad B (W) BLW) Bi (W) Colf (W) Col{ (W)

5L = {S C N :v(S) = 0}, conjunto de coaliciones perdedoras. Cumple |L| = 2" —|W| = 2" (1—a(W, p*))



Ademi4s de las diferentes medidas de poder expuestas, en la literatura encontramos otros
reconocidos indices de poder individual que pasamos a describir resumidamente a conti-
nuacién.

Shapley-Shubik Se conoce como indice de Shapley-Shubik al indice definido por Sha-
pley para juegos cooperativos ([30]) y adaptado posteriormente por Shubik para juegos
simples ([31]), siendo axiomatizado anos mds tarde por Dubey ([11]). Se trata de un indice
de naturaleza combinatoria, que hace uso de la nocién de pivote: dada una ordenacion
(permutacién) de N, 0 = {01, ...,0,}, €l pivote de o es o; € N tal que {o1,...,0;} € W
pero {o1,...,0i—1} ¢ W. Si definimos 0; = {0 € Sym(N) : i = piv(o)}, el indice de
Shapley-Shubik se calcula como:

0; s—1Dl(n—s)!
(W) = |n‘| = Z ( )n(‘ ) (donde s = |S])
’ S:1eSeWw ’
S\{i}¢w

Johnston El indice de Johnston nace de la voluntad del autor de “modificar ligeramente
el indice de Banzhaf” ([21]). También otorga importancia a la crucialidad de los jugadores,
pero en este caso, no solamente a la del jugador que se estd analizando, sino a la de todos
los jugadores que le acompanan en aquellas coaliciones en las que él es crucial:

1
W= D s iaGIEW)

S:ueSeWw
S\{it¢w

También se suele considerar su versién normalizada: ] = %, donde ¥ = ) jeN Vi-

Holler El indice de Holler (o indice de los bienes piblicos, como lo denominé su autor
en [20]) cuenta el nimero de coaliciones minimales en las que interviene un jugador i
(conjunto que denotamos W;™). Se normaliza de la manera habitual:

(Wi
H;(W) = L
ZjEN ’W]m’
Deegan-Packel El indice de Deegan-Packel, cuya justificacién por parte de su autor
reside en un modelo especifico de negociacién ([10]), centra su importancia en el nimero
de jugadores que conforman las coaliciones minimales en las que interviene el jugador a
analizar: ) )

DP(W)= - >

Todas las medidas individuales de poder que hemos visto hasta ahora presentan dife-
rencias, basadas en la importancia que se le dé a unos u otros aspectos del juego: éxito,
crucialidad individual, crucialidad coletiva, niimero y tamano de las coaliciones minimales,
etc. Al mismo tiempo, todas tienen en comun su afdn por medir la influencia de cada
jugador sobre el output final, asignandoles a cada uno un valor comprendido entre 0 y
1. Como ya se ha comentado en la introduccién, uno de los objetivos principales de este
escrito es trasladar estas medidas de poder al terreno de los juegos con abstencién o (3, 2)-
juegos. Esto se llevard a cabo en la seccién 2. Antes, definiremos lo que se entiende por
juegos simples con abstencién.



1.2. Juegos simples con abstencién

Un juego simple con abstencién o (3,2)-juego no es mas que un juego simple en el que los
jugadores pueden optar por un tercer nivel de input, de valoracién intermedia entre el si'y
el no: la abstencion. Para una descripcion formal, necesitaremos introducir primero algunas
definiciones preliminares (particularizaciones de las que aparecen en [17] para (j,k)-juegos).
Una 3-particién o triparticién (ordenada) del conjunto N es T' = (17,97, 3T"), donde los
;I son subconjuntos de NN, disjuntos entre ellos, cuya unién es IN. En nuestro contexto,
1T agrupa a los jugadores que optan por el si, 3T a los que optan por el no y 2T a los
que se abstienen®. Un (3,2)-juego es un par (N, v) donde la funcién caracteristica es ahora
v : 3N — {0,1}, siendo v(T) = 1 si T es ganadora, y v(T) = 0 si es perdedora. Para
readaptar las dos condiciones satisfechas por v en todo juego simple, simplemente hay que
tener en cuenta que la coalicién () se corresponderia con la triparticién T tal que 3T = N
y la coaliciéon N, con la triparticion T tal que 17" = N; mientras que la condicién S C T
debe sustituirse ahora por S 3 C T, segtin la notacién empleada en [18] (pag.47)7. Por lo
tanto, las condiciones a cumplir por parte de v serian:

1. v(0/0/N) =0y v(N/D/D) =1
2. v(8)<v(T)si S3CT

Con estas convenciones, los conjuntos W, L y W™ se definen de la manera habitual.

Sea i € ;T (k = 1,2), denotamos por T'; a la 3-particién obtenida de T trasladando
al jugador 4 al nivel de input inmediatamente inferior, manteniendo los demds su voto:
i€r(T)yjeiT e jeT) Vi#iyle{l,23}8

Sit e T, Ty, = (1T\{i}, 2T, sTU{i}). De forma simétrica se obtiene Tyq; para i € 37

Por otro lado, tal como hicimos para los juegos simples, definimos los (3,2)-juegos de
mayoria ponderada como aquellos juegos con abstencién que admiten una representacién

particular del tipo [g; (w],wd), ..., (w)Y, wX)], de manera que:

1 siw(T)>q

v(T) = 0 siw(T)<gq

, donde w(T) = sz/—i— ijv VT C N
USVA jesT

Observemos que, en esta ocasion, otorgamos dos pesos distintos a cada jugador: un peso
wZY > 0 para aquellas triparticiones en las que ¢ vota s7, y un peso wiN < 0 para aquellas
en las que i vota no. A la abstencién de cualquier jugador se le asigna un peso nulo.

En la siguiente seccion extenderemos, a esta nueva clase de juegos, los indices y medidas
de poder antes definidos.

SNétese que ocurre lo mismo con los juegos simples, ya que toda coalicién S es en realidad una 2-
particién (15,25) = (S, N\S). Sin embargo, al ser cada grupo el complementario del otro, basta con
especificar quiénes conforman S para disponer de toda la informacién; de ahi el abuso de notacién.

Por otro lado, utilizaremos indistintamente comas (,) o barras (/) para separar los subconjuntos de votantes
de diferente input, segun la situacién lo requiera.

"S3CTeVieN,ic;SyiciyTconj>k

8Simétricamente a T);, se puede definir T; para i € T (k = 2,3). En adelante, daremos por hecho que
i ¢ 3T cuando hablemos de T|; y que ¢ ¢ 1T cuando lo hagamos de T};



2. Indices y medidas de poder para (3,2)-juegos

Todo lo expuesto hasta el momento corresponde a conceptos ya conocidos y debida-
mente referenciados en la bibliografia. El objetivo de esta seccion es extender las medidas
de poder presentadas en la seccién anterior para adaptarlas a esta nueva clase de (3,2)-
juegos de mayoria ponderada. Nuevamente, debemos concretar las nociones de éxito y
crucialidad en esta novedosa situacién. Como veremos, la aparicién de la abstencién co-
mo nuevo input amplia el abanico de posibilidades. Empecemos considerando la situacion
ex-post; esto es, una vez se conoce la triparticion conformada y su caracter ganador o
perdedor:

= Se dice que un jugador i tiene érito si su voto coincide con el output final del juego:
(i € 1T, T € W) o bien (i € 3T, T ¢ W)?. Si i € 9T (se abstiene), su input no
coincide con ningin output y se dice que es neutral o indiferente respecto al output.
En cualquier otro caso, ¢ fracasa.

= Se dice que un jugador i es exitosamente crucial si tiene éxito y su voto es crucial
para ello: (i € 1T, T € W pero T|;; ¢ W) o (i € 3T, T ¢ W pero Tyy; € W)10,
Se dice que un jugador es neutralmente crucial si es neutral pero tiene capacidad
para cambiar el resultado final de la votacién con un cambio de voto: (i € o7, T € W
pero T; ¢ W) o (i € 3T, T ¢ W pero Ty; € W)iL.

Es conveniente realizar un par de observaciones para recalcar las novedades que produce
la entrada en escena de la abstencion respecto a la situacién existente en un contexto de
juegos simples: por un lado, fracaso y ausencia de éxito ya no son equivalentes; por el otro,
notese que crucialidad ya no implica éxito, cosa que si ocurria antes.

Como en la seccién anterior, para estudiar el poder de un jugador a priori debe definirse
el espacio de probabilidad (3V,p), con p : 3N — [0, 1] asignando a cada triparticién una
probabilidad de formacién. Por supuesto, > pcqv p(T) = 1.

La probabilidad de que un jugador i vote si vuelve a ser:
v (p) = Prob (i vota si) = Z p(T)
T:ie1T

De manera andloga:

77 (p) = Prob (i vota no) = > p(T)
T:ie3T

7 (p) = Prob (i se abstiene) = > p(T) =1 -7, (p) =, (p)
TwexT

9Hablamos de ézito positivo en el primer caso, y de ézito negativo en el segundo.

10Cada una de las dos definiciones puede separarse a su vez en otras dos, segin el cambio en el output
se produzca “en un paso” (crucialidad simple: el cambio del si/no a la abstencién ya cambia el cardcter
ganador/perdedor de la triparticién) o “en dos pasos” (crucialidad doble: el cambio de output sélo se produce
al pasar del si al no o viceversa).

"Tanto para la crucialidad exitosa como la neutral, distinguimos entre jugador positivamente crucial
cuando la triparticién pasa de ganadora a perdedora y negativamente crucial en caso contrario. Obsérvese
también que crucialidad neutral en sentido positivo (negativo) y crucialidad ezitosa simple en sentido
negativo (positivo) son condiciones equivalentes, utilizando un argumento similar al de la nota al pie #4.
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Igual que hicimos con los juegos simples, volvemos a introducir esta distribucién de
probabilidad p como acompanante de la regla de votaciéon W para extender a los (3,2)-
juegos las nociones de poder ez-ante introducidas en el apartado 1.2. En primer lugar, la
medida colectiva que cuantifica la probabilidad de aceptacién de una votacién supeditada
al par (W, p) se define como:

a(W,p) := Prob (aceptacién) = Z p(T)
T:Tew

Procedamos ahora con las medidas de poder individuales a priori. Para adaptar las no-
ciones ex-post de éxito y crucialidad, basta con sustituir la configuracién de voto conocida
S por la aleatoria dada por p. Asi, obtenemos:

Q;(W,p) := Prob (i tenga éxito) = Z p(T) + Z p(T).
T:ie:T TiiesT
Tew T¢w

®;(W,p) := Prob (i crucial) = ®FCR (W, p) + ®NCR(W, p)
donde

SECE(W, p) := Prob (i exitosamente crucial) = Z p(T) + Z p(T) =

T:ie1T T:ie3T
Tew T¢W
Ty ¢gW Ty €W

(1) (2) (3) )

= X s+ Y s |+ Y pm+ Y w1

Tweq1T T:ie1T TwesT TwesT
Tew TliGW T%W TTz‘¢W
T.i¢W Ty gW T ew T, €W

(5) (6)
ONCE(W, p) := Prob (i neutralmente crucial) = Z p(T) + Z p(T).

T:iexT T:iexT
Tew T¢wW
Tii¢W TTZ'GW

Esta descomposicién de @fCR en cuatro sumatorios responde a la observacion efectuada en
la nota al pie #10. Anadiendo los dos sumatorios correspondientes a la crucialidad neutral,
reordenando los seis sumandos resultantes ((1),(6) y (4); (2), (3) y (5), respectivamente)
y atendiendo a la nota al pie #11, podemos reescribir ®; como:

®;(W,p) = > [p(T) +p(Th) + (Tl + Y [p(T) +p(Tyi) + p(T13)]

T:ie1T T:ie1T
Tew T ,eW
Tii¢W Tlli¢W

Por un razonamiento similar al utilizado en el caso de los juegos simples, puede verse
de nuevo que la crucialidad de i depende del voto del resto de jugadores y no del suyo;
mientras que su éxito si depende de los votos de los n jugadores, incluido él.
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Como ya hiciéramos con las nociones probabilisticas de éxito/crucialidad asociadas a
juegos simples, puede ser interesante separarlas en funcién de cudl haya sido el voto del
jugador. Con este fin, definimos:

QF (W, p) := Prob (i tiene éxito & i vota s7) = Z p(T)
TieT
Tew
Q. (W,p) := Prob (i tiene éxito & i vota no) = Z p(T)
T:iesT
T¢wW
de manera que Q;(W,p) = QF (W, p) + Q; (W,p), tal como ocurrfa para juegos simples
(QY(W, p) = 0 debido a la imposibilidad de tener éxito absteniéndose). De forma andloga
llegarfamos a ®; (W, p) y ®; (W,p); y aunque en este caso la abstencién sf juega un papel
relevante, la medida resultante (®9(W,p)) no supone ninguna novedad:

@ (W,p) := Prob (i es crucial & i vota si) = Z p(T)=(1)+(2)
T:H5e T
Tew
Ty ¢W

o (W,p) := Prob (i es crucial & i vota no) = Z p(T) = (3)+ (4)
T:ie3T
T¢EW
TTT'LEW

(W, p) := Prob (i es crucial & i se abstiene) = &N (W, p)

En este caso, ®;(WW, p) = &7 (W, p) + 921V, p) + ; (W,p).

Pero las medidas que van a llevarnos a la extensién de los indices de poder definidos
en el apartado 1.2. son las probabilidades condicionadas. A la adaptacién a (3,2)-juegos
de las ocho ya conocidas para juegos simples, hay que anadir las condicionadas a que el
jugador opte por la abstencién: Q°(W, p) (que serd nula por razones obvias) y (W, p).
Veamos algunos ejemplos:

. 1
Q7 (W,p) = Prob (i tiene éxito | i vota no) = —— Z p(T)
r}/’i (p) TiiesT
T¢w
it . . : , 1 1
;" (W, p) = Prob (i es crucial | i vota si) = — Z p(T) = —— [(1) + (2)]
fyz' ( ) Tue, T ’Yz (p)
Tew
TygW
1

®O(W, p) = Prob (i es crucial | i se abstiene) =

1—7"(p) =7 (p) (6)+ ()

1
QA(W, p) = Prob (i tiene éxito | aceptacion) = RS T;Tp(T)
e
Tew

12



1
@;4“ W,p) = Prob (i es crucial | aceptacion) = ——— [(1) + (2) + (5
(W.p) ( | ) a(VV,p)[() (2) + (5)]

1

@fcj(vv’ p) = Prob (i es crucial | rechazo) = 1—a(W,p)

[(3) + (4) + (6)]

Resumamos nuevamente en una tabla todas las probabilidades recién consideradas:

Condicioén: - 1 vota st 1 se abstiene 1 vota no aceptacién rechazo

Exito Q; Qz—i_ Q;’O Q;— Q;lcc QZRGJ

Crucialidad ®; <I>§+ 0 q)i— @2400 (I)f%ej
Volveremos a centrarnos en el caso p = p*, donde ahora p*(T') := 3%, V.12

Rae El indice de Rae para (3,2)-juegos vuelve a centrarse en la probabilidad de éxito
del jugador, que en este caso es sensiblemente inferior puesto que, como ya hemos visto,
un jugador que se abstenga nunca serd exitoso:

_#HT e T, TeWy #{T:iesT, T¢W} _

Rae; (W) :
ae; (W) 3 n

Nétese que Q;(W,p*) < % Un posible arreglo para que el indice pueda alcanzar el va-
lor 1 seria cambiar el denominador de manera que se tenga en cuenta sélo el total de
triparticiones en las que ¢ no se abstiene. Darfamos lugar asi al indice unitario de Rae:

:#{T:ielT,TeW}+#{T:ie3T,T¢W}

Rae,(W) : 5 g1 5 g1

12Como se apunta en [13], el hecho de considerar la abstencién como una opcién equiprobable al sy al
no resulta bastante mas discutible que el reparto equitativo entre el si y el no que realizamos al tratar los
juegos simples, aunque nosotros lo haremos por comodidad. Una aproximacién mas cautelosa seria asignar
a la abstencién una probabilidad p, repartiendo entre las otras dos opciones de voto el 1 — p restante.
El valor de p podria determinarse sobre la base de argumentos especificos, incluyendo datos empiricos. La
distribucién que estamos considerando, p*, utilizaria p = % En cambio, p = 0 nos llevaria a la definicién
de una nueva distribucién p**, definida por:

1 .
ok L on S1 |2T| = 0
P (T)'*{ 0 siloT| >0

y que, a efectos practicos, coincide con la p* definida para juegos simples. Por otra parte, en [6] se considera
una segunda opcién de tratamiento de la abstencién, como recuerda [25] en su introduccién: en primer lugar
los votantes deciden si votan o se abstienen, y una vez se decantan por lo primero es cuando eligen entre
el sty el no.
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Banzhaf Para extender las medidas de poder de Banzhaf a los (3,2)-juegos debemos
extender primero la definicién de n;(W) que dimos para juegos simples. Si echamos un
vistazo a la literatura, tanto en [13] como en [18] nos definen esta cantidad como el nimero
de triparticiones ganadoras en las que un jugador es positivamente crucial descendiendo
un sélo nivel de input:

771(W> = #{T T e W, Tli ¢ W}

Valiéndonos de que #{T : i € 2T, T €e W, T|; ¢ W} =#{T i e\T, T|; € W, T||; ¢ W}
(ver nota al pie #11), vemos que 7;(W) se corresponde exactamente con el nimero de
triparticiones cuya probabilidad de formacién considerdbamos en (1) + (2):

T]i(W):#{T:’L'GlT, TeW, Tuz‘gW}

El indice normalizado de Banzhaf para (3,2)-juegos vuelve a ser la normalizacién de
n;(W) por la suma de las cantidades correspondientes a todos los jugadores:

ni (W)
ZiGN ni(W)

Mas interesante en términos probabilisticos es la extension de la medida de Banzhaf a los
(3,2)-juegos:

Bi(W) :=

3-n(W (W
sy - 200 _ )
Este cociente mide la probabilidad de que, dada una triparticién cualquiera, el jugador ¢
esté en posicion de alterar la naturaleza (ganadora o perdedora) de la misma con un simple
cambio de su voto: el 3 del numerador en el segundo término de la igualdad se refiere a
que, dada una triparticion en la que 7 es positivamente crucial y replicindola 2 veces pero
cambiando el voto de ¢ para contemplar sus tres posibilidades de voto manteniendo fijas
las de los demds, en todas ellas ¢ podra cambiar la naturaleza de la triparticién cambiando

simplemente al nivel de input apropiado.

Puede realizarse la misma transformacién que en la secciéon 1.2. para llegar a una de
las medidas introducidas con anterioridad:

! = . = T) = ¢!
Tew
Ty gW

Como ya ocurriese con los juegos simples, al utilizar la distribucién p = p* se cumple que
O (W, p*) = &L (W, p*) = ®O(W, p*) = &;(W, p*); por lo tanto, B/(W) equivale ahora a
cuatro de las medidas probabilisticas definidas!3.

Fijémonos ahora en la relacion de Penrose anticipada en la secciéon de juegos simples.

Su extension natural seria: L1

3 Esto se debe a que v (p*) =77 (p*) =12 (p*) = 1/3, y a que (1) + (2) = (3) + (4) = (5) + (6) cuando
p = p*, ya que el nimero de triparticiones que intervienen en cada pareja de sumandos es el mismo. De
hecho, las que aparecen en (1), (4) y (6) son triparticiones idénticas, en las que se pasa de una a otra
simplemente moviendo al jugador ¢ por sus tres diferentes opciones de voto (idem para (2), (3) y (5)).
Como corolario inmediato, tenemos que ®Z°F (W, p*) = 2. ®NE(W, p*). Todo lo anterior no se cumple

para p # p*.

Rae;(W)
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Dem. Basta comprobar que #{T : i € 1T, T € W} + #{T :i € 3T, T ¢ W} =
371 4+ (W), y dividiendo entre 3" obtendremos la igualdad. Para verlo, consideremos
cualquiera de las n;(WW) triparticiones en las que i es positivamente crucial, y cambiemos
(si es necesario) su voto a la abstencién. Sea T' una de estas n;(1W) triparticiones en las que
1 se abstiene; por el hecho de ser crucial, el voto de ¢ coincidira con el output final tanto
en T4; como en T';. Por lo tanto, ¢ serd exitoso en 2 - n;(W) triparticiones. Consideremos
ahora una de las restantes 3"~ — n;(W) triparticiones en las que i se abstiene. En este
caso, i tendrd éxito sélo en una de las 2 siguientes: Tt; o T|;, ya que su voto es indiferente
para el resultado final. En suma, i serd exitoso en 2-7;(W)~+3""1 —n;(W) = 3"~ 1 4;(W).O

Si, en cambio, consideramos el alternativo indice unitario de Rae, que expresado en térmi-
nos del estandar serfa Rae}(W) = 3 Rae;(W), la relacién anterior pasarfa a ser exactamente
la misma que para juegos simples:

1 1

/ —_ —
Rae,(W) = 5135

Bi(W)

Hasta aqui hemos utilizado la extensién de 7;(1W) dada por otros autores. Si consideramos
una nueva extension, basada tanto en la crucialidad doble como en la neutral (ver nota al
pie #10), y definida por:

W) =#{ie\T, TeW, T ¢ W}+#{ic T, TeW, T, ¢ W},

obtenemos dos nuevas medidas andlogas a las anteriores: el indice normalizado de Banzhaf
segun n*,

] n; (W)
Br(W) = ——
>ien ;i (W)
v la medida de Banzhaf segun n*,
1y * _ (W)

Esta ltima medida serfa la extension natural del indice de Banzhaf Bz;(W) definido en
[23]: proporcién de coaliciones en las que i es crucial sin votar no.

Coleman Procedamos ahora a la extension de los diferentes indices de Coleman a los
(3,2)-juegos. El indice colectivo es inmediato; con los individuales hay que andar con
algo mas de cuidado, ya que los numeradores no coinciden ya con 7;(W), quebrando
parcialmente la analogia con juegos simples:

= Poder de actuacion del colectivo: extensién natural del indice utilizado en juegos

simples.
_#{Tew} W

 #{Te3N}y  3n

A(W) = a(W,p%)

= Indice de impedimento de la accion: capacidad del jugador i de alterar la naturaleza
ganadora de una triparticién con un simple cambio de voto hacia un nivel inferior
de input.

COlP(W> . #{T:iG 1 I,T € W,Tui ¢ W}+#{T:i€2T,TE VV,TU‘ ¢ W} . n:(W)
U Wi W
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» Indice de iniciacion de la accién: capacidad del jugador 7 de convertir a ganadora
una triparticién perdedora con un cambio de voto hacia un nivel superior de input.

_#{T:iGgT,T¢W, TTTZ'EW}—F#{T:Z'EQT, T¢W,TTZ‘€W}_

Coll (W

_ 3o m(W) — (W)
]

Una transformacion analoga a las utilizadas en la seccién destinada a los juegos simples nos
permite equiparar estos indices individuales a las medidas probabilisticas recientemente
extendidas, cuando p = p* (volvemos a servirnos de la igualdad dada por el indice colectivo,
|[W| = a(W,p*) - 3", y de su “inversa”, |L| = (1 — (W, p*)) - 3"):

Colf (W) =~ [(1) + () + (5)] = (W,
Coll(W) = i [9)+ (4)+ 6] = B (Wop)

Konig y Briauninger La extensiéon del indice de inclusividad es también directa a partir
de la de juegos simples, si tenemos en cuenta que su naturaleza es la de medir la proporcién
de éxito de un jugador respecto al éxito colectivo (positivos todos ellos):

KB(W) = #{T:ie“l;/“', TeW}

Utilizando el mismo argumento del parrafo anterior, obtenemos:

KBi(W) — 1 #{T:ie T, TeW}

= = Q' (W, p*
a (W, p?) 3" R

Reescribamos ahora la tabla anterior para la distribucién p = p*:

Condicién: - i vota si 1 se abstiene i vota mo  aceptacién rechazo
Exito Rae; (W) Qit 0 Qi KB;(W) Qe
Crucialidad  SBL(W) BLW) BLW) BLW) Col? (W)  Coll(W)

Tras dedicarnos a los indices que guardan una estrecha relacion con las medidas de poder
probabilisticas que hemos venido tratando, podemos proceder ahora a extender el resto de
indices que introdujimos en la seccién 1.2.1

Hemos omitido la extensién del indice de Shapley-Shubik por dos razones. La primera es que este
apartado pretende albergar un contenido integramente novedoso y este indice ya estd mas que tratado
en otros trabajos (véase [13] para una extensién a (3,2)-juegos y [19] para una extensién generalizada a
(j;k)-juegos), sin presentar una expresién que lo relacione con las medidas probabilisticas anteriores. La
segunda razon es que esta extension dificulta en gran medida la aplicacién de funciones generatrices a su
célculo.
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Johnston Nuevamente, el indice de Johnston recorre las diferentes triparticiones en las
que 7 es simplemente crucial y suma las inversas del nimero de jugadores simplemente
cruciales que contienen:

T Tew #jeT: le ¢ Wi

Su normalizacién se realiza de manera andloga a la ya vista para juegos simples: ] = %,
donde ¥ = > jeN Vi La filosoffa subyacente en el denominador de «;(1¥) es la misma que
la presente en 7;(WV). Si enfocamos la crucialidad como lo hicimos para 7} (W), podemos

definir un segundo indice de Johnston. Para ello, dada una triparticién 7', sean:

A=q{je T T ; W} y Bw=4{jeT:T;¢ W}

Entonces, el indice ponderado de Johnston para (3,2)-juegos se define como:

. 2 1
W= D it 2 3ai B
€9

Twe1T
Tew Tew
T)1:¢W T);¢W

Holler La extensién del indice de Holler a (3,2)-juegos presenta una dificultad anadida
respecto al resto de indices: extender el concepto de coaliciones ganadoras minimales en
las que interviene un jugador i (W/™) al lenguaje de las triparticiones. Puesto que las
coaliciones minimales (en juegos sin abstencién) estén formadas por jugadores que son
todos ellos cruciales, y que los jugadores cruciales en las triparticiones minimales de los
(3,2)-juegos son tanto los que votan si como los que se abstienen, debemos considerar
Wi ={TeWm™ : ic T}y Wi :={T W™ : icT}. Sea W/ :=W7TUW;. Con
estas nuevas definiciones, el mdlce de Holler extendido a (3,2)-juegos puede escrlblrse de
la misma manera que para juegos simples:

Wi
ZjEN ’W]m’
Tal y como hemos hecho con Johnston, definimos también el indice ponderado de Holler:
2|Wi| + Wiy
> jen WL+ Wigl)

Hy(W) =

H (W) =

Deegan-Packel Con el indice de Deegan-Packel volvemos a tener un problema similar
al que nos encontramos extendiendo el indice de Holler. Uno de los elementos clave en su
definicién para juegos simples es el tamano de W;™. Por el razonamiento realizado en el
indice anterior y utilizando la notacién alli introducida, la extension de DP; a juegos con
abstencién queda de la siguiente manera:

1 1
DP(W) = —— S —
W) =Ty 2 AT+ T

Por analogia al indice ponderado de Johnston, definimos el indice ponderado de DP:

1
DPY(W) = ——
W)= T T;memm T%V:mmmm
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Consideremos ahora un ejemplo concreto de juego de mayoria ponderada con absten-
cién de tres jugadores, definido por:

WT| =2, 1¢ 5T
W(T)=14 64 1e.T, 2¢ 5T
24T, {13} §é 3T
con su correspondiente traduccién ‘cuota-pesos’: [2; (3, —2), (2, —2), (1, —1)]. En este caso,

W ={1N, 12/3/0, 12/0/3, 13/2/0, 13/0/2, 23/1/0, 1/23/0, 1/2/3, 2/13/0}'.

Rae Teniendo en cuenta que L = 3" \ W, los indices de Rae resultan:

Pae_ (79 548 447\ _ (16 13 11
U B s )\

P _ (19 548 447 16 13 11
ae = = _—
2.3%72.3%72.33 18718718

Banzhaf Para obtener las diferentes medidas de Banzhaf, debemos comprobar las
triparticiones en las que es crucial cada jugador (la doble barra separa crucialidad simple
votando s7 y crucialidad positiva absteniéndose):

1 es crucial en: {12/0/3, 13/2/0, 13/0/2, 1/23/0, 1/2/3 || 23/1/0, 2/13/0}

2 es crucial en: {23/1/0, 2/13/0 || 1/23/0, 1/2/3}

3 es crucial en: {13/0/2 || 2/13/0}

De este modo: n(W) = (7,4,2) y n*(W) = (9,6,3) (ver cdlculo en los numeradores de
Col?(W)). Calculando los diferentes denominadores, obtenemos las medidas deseadas:

W) (T 4 2
V) = =om (13’13’13)

Fw) = 3(3 : <;’g’§)

500 = (5:305) = @O

Coleman El indice colectivo, asi como los denominadores de los indices individuales,
son inmediatos conociendo W (tenemos |W| = 9 = |L| = 18). Los numeradores de los
individuales, sin embargo, presentan una complicacion anadida: a la hora de contar las
triparticiones que entran en 7;(W), debemos contar dos veces aquellas en las que i es
crucial absteniéndose (positivamente para C’olzP y negativamente para C’ol{ ):

w9 1

A = — = — = —

W)= =573
5+2-2 242:2 1+1:2 2 1
P I
Col" (W) = ( S 9 9 > (1,3,3>
5.2+2 2.2+42 1-2+1 211
I _ — I
Col <W)( 18 18 ' 18 )( ’3’6)

15, N = {N//0}. De manera andloga se definen o N y 3N.
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Konig y Briuninger Sus numeradores son el primer sumando de los numeradores
de Rae; el denominador vuelve a ser |W1:

75 4
KB=(=+272
<9’9’9>

Johnston Para obtener el indice de Johnston de cada jugador, debemos recorrer
cada una de las triparticiones en las que dicho jugador es crucial, y sumar las inversas del
numero de jugadores cruciales en cada una de ellas (los sumandos respetan el orden de
triparticiones dado en el subapartado dedicado al calculo de las medidas de Banzhaf para

este ejemplo):
—(1trrirt e ) (2428
e 27272 273) 7 3

(1, 1), (1 1y _u
2=\273 272) "%
26 11 5

Normalizando por la suma (3 = 22 + X + 2 =7), obtenemos +/(W) = (33, 13, ).

El indice ponderado se obtiene de manera muy similar pero ponderando cada sumando
segun la definicién:

(2,2 2 2 2 .\ Lo 7
M=\ 1 21722 2142 "2-1+1 2.2+1 "2-1+2) 60

. 2 2 . L 89
2T 99 1 T2 12 2.1+2 "2.1+1/) 60

2
(2, 1 3
7= 29 2.1+2) 4

Normalizando por la suma de nuevo: (7' )*(W) = (%, 3%—91, %)

Holler y Deegan-Packel Antes de computar estos indices, necesitamos conocer las
triparticiones minimales del juego:

wm ={13/0/2, 1/2/3, 2/13/0} — |[W™| =3
Y los correspondientes conjuntos individuales de triparticiones minimales:
Wit =w™={13/0/2, 1/2/3} U{2/13/0} — [W{"| = [W{}|+ |Wi5| =2+1=3
Wy ={1/2/3y U{2/13/0} — [W5"| = W5l + [Wag| =1+ 1 =2

Wi = {13/0/2} U {2/13/0} — [Wi"| = Wi | + [Wip| =1+ 1 =2

Con estos datos, Holler es inmediato y su ponderado, sencillo:

_ (3 2 2 * _ 1 _ (5 3 3
HW) = (7’ 7 7) H H*(W) = 2024+1+1)+(1+1+1) 2-2+1L,1-24+1,1-241) = (ﬁ’ H>ﬁ)
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Para hallar DP, sélo hay que fijarse en el tamano de 17 y o7 en las diferentes tripar-
ticiones minimales individuales y ponderarlos para obtener D P*:

DPi=1(z5++19) =15
DR =1 (1 + 1) = & :DP(W):(?{Z,{Z)

DPs=3 (gt o) =1

17

1,2 2 1
DPl*:E(ﬁ+2.1+1+2-1+2) 36 17 5 1
* 1 1 2 10 *
DPy =35 (57 + 313) = 36 :>DP(W)=(36718,4>
x 1 2 1 9
DP; =3 (55 + 5113) = 36

Tal como ocurria para juegos simples, tanto DP(W) como DP*(W) son indices de
suma unitaria.

Con este ejemplo concluimos el apartado destinado a la extensién a (3,2)-juegos de los
indices que habiamos introducido, en un contexto de juegos sin abstencién, en la seccion
1.2. En la siguiente seccién, veremos cémo calcular la mayoria de ellos mediante el método
de las funciones generatrices. Empezaremos dediciandonos a los juegos simples para luego
intentar extender la técnica a algunos de los indices definidos para juegos con abstencién.

20



3. Funciones generatrices

Las férmulas que hemos visto en los apartados anteriores para el calculo de los distintos
indices de poder proporcionan una idea aproximada del reparto de poder individual en un
juego simple, pero su calculo puede llegar a ser tedioso. El simple calculo del nimero de
coaliciones en las que un jugador es crucial, 7;(W), podria llevarnos a un sumatorio con
tantos sumandos como coaliciones existan en total:

n(W) = _[0(S) — v(S})]

S

Recordemos que en un juego simple de n jugadores hay un total de hasta 2" coaliciones
posibles (3" si introducimos la abstencién como input), por lo cual el coste computacional
del céalculo de los indices de poder crece considerablemente a medida que aumentamos
n. Incluso con la ayuda de un ordenador, los calculos empiezan a ser inmanejables para
juegos de mayoria ponderada a partir de 20 jugadores.

Afortunadamente, existe un método para cuantificar 7;(W) sin tener que comprobar
cada coalicién. Fue introducido por Brams y Affuso en [7], y estd basado en el uso de
funciones generatrices: se trata de funciones del tipo

(oo}
f(z) = ag + a1z + asx® + ... = Zajxj
=0

tratadas de un modo formal; es decir, la variable x es irrelevante, no se evalia, y no se
estudia la convergencia de la serie resultante. Lo importante de estas funciones es que gen-
eran una sucesion {a;} de niimeros reales asociados a los diferentes términos exponenciales
de la variable, 7. Como ejemplo a nivel ilustrativo,

1
f(z) = 1_x:1+m+x2+...

genera la sucesién infinita (1,1,1,...); esto es, a; = 1 Vj.

En el siguiente subapartado mostraremos la idea original de Brams y Affuso para
el célculo de n;(W) en el ambito de los juegos simples sin abstencién y su consiguiente
aplicacién a los indices individuales de Coleman y Banzhaf. Posteriormente, disenaremos
un algoritmo para su calculo mediante el cual podremos hallar también de manera sen-
cilla los indices medidores de éxito (Rae y Konig-Briauninger). La introduccién de una
segunda variable y en estas funciones generatrices nos servira para el calculo del indice de
Shapley-Shubik, tal como apuntaron también Brams y Affuso en su trabajo. Finalmente,
un nuevo algoritmo més elaborado nos servira para calcular los indices de Johnston, Holler
y Deegan-Packel, que involucran el uso de n variables adicionales con la correspondiente
complicacién computacional.

En el subapartado posterior veremos qué modificaciones hay que realizar sobre estas

funciones generatrices (y sobre los diferentes algoritmos) para extender su uso al caso de
los juegos con abstencion.
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3.1. Calculo de indices de poder para juegos simples
3.1.1. Mediante funciones generatrices de una sola variable

Consideremos el juego de mayoria ponderada de n jugadores [g;wy, wa, ..., wy], y sea
W = > | w;. Si pudiésemos encontrar una funcién generatriz f(x) cuyos coeficientes a;
nos dieran el nimero de coaliciones cuyos miembros juntan j votos con la suma de sus pe-
sos, bastaria con sumar los coeficientes correspondientes a aquellas coaliciones perdedoras
que pasarian a ser ganadoras con la adicién de w; votos para conocer n;(W):

q—1
Qgw, T Qgwii1 + ot ag 1= Y aj= > [0(S) = v(S\{i})] = n(W)
j=a—w; SCN

De este modo, el cdlculo de los indices de Banzhaf y Coleman seria obtenido con facilidad.

El problema de encontrar estos coeficientes a; es muy similar al de contar el nimero
de particiones de un entero positivo j en n sumandos w;, ..., w, con la restriccion de que
cada sumando puede ser utilizado como méximo una vez, y sin importar su orden. Este
conocido problema combinatorio se soluciona formando el producto

n
flz)=0+2")1+2*?) - (14 2*) H (1 + x%9),
7=1
que expandido nos da una suma del tipo
F@) =14 a2 + aga® + ... + aypa’ = Zaﬂj

Los coeficientes a; nos indican el nimero de coaliciones formadas por miembros cuyo peso
combinado es exactamente j. Esta f(z) involucra a los n jugadores, por lo que la llamare-
mos funcion generatriz global del juego en cuestion.

Sin embargo, para nuestros propdsitos es mas conveniente obtener el nimero de coa-
liciones que suman un nimero determinado de votos sin la colaboracion del jugador t,
para poder saber en cudles de ellas dicho votante es crucial. Para ello, basta con retirar su
contribucién al producto:

fi(z) =[] + 2™
J#

Llamaremos a f;(x) funcion generatriz (individual) para el miembro i.

Veamos un ejemplo aclaratorio: consideremos el juego de mayoria ponderada de 4 ju-
gadores [3; 3,2, 1, 1], cuyo conjunto de coaliciones ganadoras minimales es W™ = {1, 23, 24}.
Sea a; = numero de coaliciones de peso %, tenemos:

ap =1 (D) 4 =3 (13,14,234)
a1 =2 (3,4) as =2 (12,134)

as =2 (2,34) 6 =2 (123,124)
as =3 (1,23,24) a7 =1 (N)
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Si calculamos la funcion generatriz global mediante el método expuesto,
flz)=Q4+2)A 421 +2)? =1+ 2z + 22% 4+ 323 + 32* + 22° + 22° + 27,

vemos que efectivamente los coeficientes del polinomio en x se corresponden con los a;
anteriores.

Fijémonos ahora en las coaliciones ganadoras en las que cada jugador es crucial:
» 1 escrucial en {1,12,13,14,134} = (W) =5
» 2 es crucial en {23,24,234} = na(W) =3
» 3 es crucial en {23} = n3(W) =1
» 4 es crucial en {24} = m(W) =1

Recordemos que n;(W) = ZZ:"IU'L aj, donde a; es el coeficiente de 27 en el desarrollo de la
funcién generatriz individual para el jugador i. Calculemos estas funciones para los cuatro

jugadores:
filz) =1+ 2)A+2)2 =142z + 222 + 22377
1+2%)

fa(z) = ( (1+2)? =142z + 12?2 + 22 +224F 25
fa@) = fa(z) = (1 + 231+ 22) (1 +2) = 1 + 2 + 122 + 2% + 2t 77 F 20

Hemos tachado los términos correspondientes a coaliciones que ya alcanzan la cuota sin
necesidad del jugador i, y marcado en rojo los coeficientes que entran dentro del sumatorio

-1 .
> g—w; &~ De este modo:

_ -0
4= } — nl(W):a0+a1—|—a2:1+2+2:5

qg—1=2

— =1

3—1@:2 } - mW)=ata=2+1=3
— W3 = — W :2

3—13:2q ) } — W) =mW) =ay=1

Y asi hemos comprobado que el método funciona. Una vez hallado n(W), calcular los
indices de Banzhaf y Coleman es inmediato, asi como el de Rae a partir del de Banzhaf
mediante la férmula de Penrose.

Para calcular el indice de Koénig-Brauninger, hay que realizar el mismo proceso pero exten-
diendo el sumatorio de coeficientes de las funciones generatrices individuales desde ag—q,
hasta el de grado maximo (ay_,,), obteniendo |W;|. El denominador, |W|, se calcula
operando exactamente del mismo modo pero utilizando la funcién global y sumando los
coeficientes desde aq.lﬁ En el ejemplo:
\W|=ag+agt1+...+ay=a3+..+ar=3+3+2+2+1=11
[Wil=ap+..+as=14+2+24+2+1=38
|W2‘ =a1+..+a5=2+1+1+2+1=7
[W3|=|Wy|=a2+..+as=14+2+1+14+1=6

'8F] valor de |[W| nos permitird obtener también el indice de poder de actuacién del colectivo de Coleman.
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A continuacién mostramos el algoritmo, implementado mediante el programa Maple,
que nos permitird calcular eficientemente los indices comentados gracias a los métodos
recién expuestos. En primer lugar, el usuario debe introducir los diferentes pesos asociados
a los jugadores y la cuota del juego de mayoria ponderada cuyos indices se desea obtener.
Posteriormente, el programa calcula la FG global y se sirve de ella para obtener |W| y
A(W) (poder de actuacion del colectivo):

*% Ezcriba los pesos correspondientes a cada jugador:
V= |E05,5,53,22,1,1,1,1)

R e ]

*% Ezcriba la cuota del juego:
d:=19

El nimero de jugadores es...
M= nops (V)

Calculo de F:

Fa=nt
for: fromy 1 to Mdo
W=

f L
F=Fll+x'):
end do:

Funcion generatriz global:
F = sorflexpand (F), x, ascending)

Calculo de |¥W]:

We=10:
for & from. 1 to nops (F) do
sumand = op(k, F):
dep 1= degres (sumand, x)
if (deg = d) then

W= W+ cogffs sumand | :
end if
end do:
i

Poder de actuwacion del colectivo (Coleman):
W

o

Acto seguido, se procede al célculo de las FG individuales, se ordenan segin su expo-
nente en x de manera ascendente y se suman los coeficientes de los monomios de grado
superior a ¢ — w; de cada una para obtener los numeradores del indice de Konig (el de-
nominador ya se calculé antes). Parando la suma al llegar a los de grado ¢ — 1 (incluidos)
obtenemos el indice de Banzhaf, mediante el cual pueden obtenerse rapidamente todos los
demas utilizando las férmulas pertinentes:
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Calculo de les funciomnes generatrices individuales:

fori from 1 to M do
S=1:

end do:

fori from 1 to M de
fori from 1 to Nde
ifj =i then
- Wy
"G‘ !=f_}'."1 + ¥ l)l :
end if

end do
end do:

fori from 1 to Mdo
S 1= sort(expand (£, %, ascending )
end do:

Algoritmo para calcular los indices de Rae, Coleman, Banzhaf i Konig-Brauninger:

Banzhaf = [ 1:
Fae = 11:
ER=1]:
Elum =10

fori from 1 to Mdo
if w;=w,; _; then
by= By _ kb= kR g
else
byr=0:kb:=0:¢:=1:
while degres(op(c,_f;j,xj <d—wdoc:=c+1enddo:
for & from ¢ to nops (f;) do
sumand = op(!’c,_,;l;);
deg = degree (sumand, x|,
kb := kb, + coeffs | sumand )
if (deg = d —1) then
b= b + cogffs (sumand )
else hreak:
end if
end do:
end if:
Banzhaf = |op|Banzhaf|, LA
11 .7
Fag = |op(Rag), It ?-bi.:
EEB = |op(EE), kby]:
Bium = Bium + b,
end do:

Indices individuales:

Fae
Eanzhaf,
if BSum = 0 then Banzhafbbrminday = E.Slu.m -Benzhaf end if,
Barzhafled 1= ﬁﬂanahaﬂ
ColP = - Banzhaf,
1

Coll '= ———— -Banzhaf,

M —w ¥
R = 1— -ER

e
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3.1.2. Mediante funciones generatrices de dos variables

En [7], Brams y Affuso nos muestran cémo utilizar las funciones generatrices (FG)
para calcular los numeradores de los indices de Banzhaf y de Coleman, pero también
ofrecen una indicacién sobre cémo obtener el de Shapley-Shubik, basdndose en un trabajo
anterior de Mann y el mismo Shapley ([27]). Se trata de anadir una segunda variable y (sin
exponenciar) multiplicando a cada variable ", y nos servird para distinguir coaliciones
que suman el mismo numero de votos pero con distinto niimero de miembros. Las FG

individuales pasaran a ser!’:

n—1 W—wi
file) = [[A+a%y) =14+> > apaly"
j#i k=1 j=1

Nuevamente, escogeremos sélo los términos de grado en x comprendido entre ¢ — w; y

q — 1, pero agruparemos estos términos segin su grado en y para obtener los diferentes
coeficientes que acompafiardn a los diferentes sumandos del tipo (s — 1)!(n — s)! en
el calculo del indice.'® De este modo, y teniendo en cuenta que, en cada sumando, el
numero de integrantes de la coalicién es s = k 4+ 1 (el exponente k indica el nimero de
jugadores que forman la coalicién a la espera del jugador ¢, que la hace ganadora), el valor

de Shapley-Shubik sera:

n -1

k! (n— (k+1))! .

‘I%(W) = ol . E ajk
k=1 ’ J=q—w;

Veamoslo més claro con el mismo ejemplo del subapartado anterior:
filz) = (1 +2?y) (1 +2y)® = | + 20y + 122y + 1a%y) + 2222 +7°

fo(x) = (1 +23y)(1 + 2y)? = 1 + 22y + 12%y? —i—W

fa(@) = fala) = (1+aPy) (14+a%y) (1+ay) = 1+xy+1w2y+W

Hemos vuelto a tachar los términos de grado > ¢ por ser inservibles para nuestro propédsito.
Los paréntesis agrupan términos del mismo grado en = pero diferente en y. Por ejemplo,
el paréntesis de la FG del jugador 1 nos indica que hay dos maneras de sumar 2 votos
con el resto de jugadores: una coalicién que agrupa a dos de ellos, y otra que utiliza un
sélo jugador (concretamente, el jugador 2). Los colores nos sirven ahora para distinguir los
coeficientes de los términos de diferente grado en y. Para la primera funcion, lo veremos
mejor reordenando la parte que nos interesa como un polinomio en y:

gi(z) = 1+ (22 + 1a*)y + 1a?y?

Por lo tanto:
By (W) (1_1)4!54_1)! e (2_1)4!54_2)! S(241)+ W =14+t .34+L =7
By (W) (2-1)}54-2)! Loy BN Logpl_3

4!
Oy(W) = By (W) = CLE20 g — L

'"En lo sucesivo, omitiremos la funcién global ya que s6lo nos era titil en el cilculo de KB(W) y A(W).

"®Recordemos que el indice de S-S para el jugador i es ®;(W) = > oy W[U(S’) —v(S\{})],
con s = |S|. Los coeficientes de los que hablamos son simplemente el nimero de veces que se repite cada
sumando dado un mismo valor de s.
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El programa de Maple que hemos implementado con el objetivo de calcular eficiente-
mente el indice de Shapley-Shubik es practicamente idéntico al mostrado en el apartado
anterior para los indices medidores de éxito y crucialidad, teniendo en cuenta que ahora
interviene una segunda variable y en la definicién de las funciones generatrices. Dentro del
algoritmo sélo hay que anadir la ponderacién correspondiente a cada coeficiente:

Algoritmo para calcular el indice de Shapley-Subik:

a=1 0

for: from 1 to Ndo

if w;=w,; _; then

=&

else

spr=0:e:=1:
while dﬂgree(op(c,j;], x) = d—w;doc:=c+1enddo:
for & from ¢ to nops(f; ) do

sumand 1= ap[.i:,_f;];

deg = degree (sumand, ¥,

degy = degree (sumand, y ),

ifdeg = d — 1 then

I [N — — |
55 1= 3+ dagy ! |_deelgy 1]!

else hreak:

end if,
end do:
end if'
S = |c:up[.5".5'], 5]
end do:

-cogffs (sumand )
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3.1.3. Mediante funciones generatrices de n + 1 variables

Los indices de Johnston, Holler y Deegan-Packel presentan una formulacion méas com-
pleja que los anteriores; es por ello que no basta con la informacién que nos proporcionan
las dos variables utilizadas para obtener los elementos que intervienen en dichas formu-
laciones. El problema que presentan los tres indices estd relacionado con la crucialidad
no sélo del jugador que protagoniza cada FG individual, sino también con la del resto de
jugadores que forman las coaliciones en las que él interviene. Concretamente, el de John-
ston cuenta el niimero total de jugadores cruciales por coalicién, el de Holler contabiliza
el nimero de coaliciones en las que este nimero coincide con el tamano de las mismas (es
decir, las minimales), y el de Deegan-Packel es similar al de Johnston pero sélo considera
las minimales.

Para almacenar toda esta informacién en funciones generatrices, no nos queda mas
remedio que conocer quiénes forman cada coalicion, y para ello debemos introducir tantas
variables adicionales como jugadores haya (una variable y; multiplicando a la variable
en el factor correspondiente al jugador j), de modo que la FG individual para un jugador
viene a ser:

W
Fi@, g, oo Gis o yn) = [ [+ 295) = DR AREEE T [F
i pr (1)

wil—i-...—l—wik =J

con {iy,...,ix} C{1,..., 0., n}. Como siempre, consideraremos tan sélo los sumandos con
exponente en x comprendido entre ¢ — w; y ¢ — 1 y daremos a cada uno de ellos un
tratamiento u otro segun el indice que estemos calculando, pese a que todos comparten
un elemento clave comun: para cada coalicién .S, definimos

d(S) = n° de jugadores cruciales en S = {i € S: S\{i} ¢ W}

Dado que, dentro de la FG individual del jugador i, cada uno de estos sumandos representa
una coalicién en la que no interviene ¢ (y tras cuya adicién éste se convierte en crucial),
el nimero de jugadores cruciales de una coaliciéon S de tamano k + 1 y peso j se obtiene
como:

d(T) = d(il, ,Zk) =1+ | l e {il, ,Zk} Ty —wp < g — w; ‘,
donde S =T U {i} = {iy...ip } U {i}.1?

Sirviéndonos de esta cantidad d(T'), los numeradores de estos tres indices se obtienen,
a partir de las FG individuales, de la siguiente manera:

qg—1
1
(W) = ,Z Z i1, oy ix)
J=q—w; (31,508 ):

Wiq +...Fwi, =J

19E1 1 se refiere 16gicamente al jugador 4, que es crucial por construccién. De hecho, cuando el jugador
i es capaz (su voto individual ya alcanza la cuota), el primer sumando de su FG individual serd un 1 que
implicard k =0, S =0U{i} y d(T) = d(0) = 1. Ademsds, para el resto de sumandos, también d(T) = 1, ya
que % serd siempre el tUnico jugador crucial.
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J=q=wi \ (i1,0ik) @ Wig +etwi, =5
d(il,...,’ik):k‘-i-l

= #{(11, Zk) ’ (wl + ...+ wk) € [q — W, q — 1], d(il, ,’Lk> =k+ 1}

q—1 1

Jj=q—w; (il,...,ik) : ’LU11++'LU,Lk:j
(1) =k+1

Los denominadores de Johnston y Holler se obtienen sumando los diferentes nume-
radores jugador por jugador, mientras que el de Deegan-Packel (|[IW"™|) lo obtendremos
gracias a la FG global:

" W
F@ g, n) = [0+ 2"y = > Vis Ui | 27
L1

J 7=0 (il,...,ik) : w¢1+...+wik=j

procediendo de modo similar al del célculo de num(H (W)), pero con todos los sumandos
a partir de x%:

w
|Wm‘:Z Z [|le{is,..,igt:j—w<q| =k||=

J]1=q (i1,...,ik) : w¢1+...+w¢k=j

W—q

> 3 1€ {ityiny iy >4 | = k|

7=0 (150 ik) ¢ wi1+"'+wik:j

Fijémonos en que, cuando 7 = 0 en la tdltima expresién, el niimero de subindices que
cumplen la condicién en cada uno de los sumandos (coaliciones) alcanzard siempre el valor
k porque w; > 0 por definicién. Por lo tanto, |IW™| siempre serd, como minimo, igual al

nimero de sumandos de grado la cuota.

Recuperemos el ejemplo de los apartados anteriores para clarificar conceptos. Recorde-
mos que W™ = {1,23,24}; con la FG global podemos hallar [IW™| = 3:

f(xu y17y27y3ay4) = (1 + xSyl)(l + .%'2y2>(1 + l’yg)(l + .’L'y4) =

=1+ (y3+ T2 + y3ya) 2 + (y1y3 + y1ya + y1)x> + (yaysya + yoys + yiya)z+
+(y1y3y4 + y192)7° + (Y1y2ys + v1y2ya)2® + y1yaysyaz’
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Como hemos apuntado antes, los 3 términos de grado exactamente 3 se corresponden con
coaliciones minimales, por lo que [W"™| > 3. Consideramos, por tanto, sélo los términos de
grado en x a partir de ¢ > 3. Si miramos el primer sumando de grado 4, yay3y4, tenemos que
j—we =4—-2=2> 3 =gq, por lo que el jugador 2 es crucial; pero j —w3 =4—1=3 =g,
con lo que 3 no es crucial y la coalicién no es minimal. Con el resto de sumandos de grado 4
y superiores ocurre lo mismo; en consecuencia, |W™| = 3.

El siguiente paso es calcular las FG individuales para computar los numeradores de los
tres indices en cuestion.

fi(z,y2,93,94) = 1 + (ys + ya) + (y3ya + y2)x? + (Yo + y2y3)2> + yoysyax?

fo(,y1,y3,94) = 1+ (y3 + ya)® + yayaz?® + y12° + (y193 + yiva)z? + y1ysyaz®
f3(2, 91, y2,y4) = 1+ yaz 4+ yo2x? + (y1 + voya)r® + yiyaz® + yryea® + yiyoyaa®
falz,y1,y2,y3) = 1+ y3x + y2x? + (Y1 + yoyz)z® + yrysa? + y1yea® + y1yoysa®

Los sumandos a tratar en cada FG son los remarcados en negrita. Analicemos jugador por
jugador:

» Empezando por el jugador 1, el primer sumando (1) implica d(T) =1 =041 =
k + 1y, para el resto, d(T) = 1 # k + 1 (ver nota al pie #19). Por lo tanto,
yW)=14+1+1)+14+1) =5y num(Hi(W)) =1=num(DP(W)).

» Por lo que se refiere al jugador 2, los dos primeros sumandos (coaliciones T = {3}
y To = {4}) cumplen j —w3 =j—wy =1—-1=0<1=3—-2 = ¢ — we, por lo
que d(T1) = d(Tz) = 2 = k + 1; mientras que el tercero (75 = {34}) no cumple la
condicién para ninguno de sus 2 jugadores. Por lo tanto, v (W) = (1/2+1/2)+1 = 2,
num(Ho(W)) = (141)4+0=2y num(DP,(W)) = (1/2+1/2) = 1.

» En cuanto a los jugadores 3 y 4, su tnico sumando (7" = {2}) cumple j — we =
2-2=0<2=3-1=q—ws=q—wy, conlo que3(W)=1/2, num(Hz(W)) =1
y num(DPs(W)) = 1/2 (idem para el jugador 4).

Los indices resultan, finalmente:

52 1 1
,‘/| — p— p— PR PR
1211
HW)=(=,-,-, =
(") <5’575’5>
1 11 1111
DP(”):§(1717§’§):(§7§a676)

En la pagina siguiente se muestra el programa que incluye el algoritmo utilizado para la ob-
tencién de estos indices. Debe recalcarse que, asi como los algoritmos anteriores (Banzhaf
y Shapley-Shubik) son eficientes en el sentido de que mejoran el coste computacional que
supondria analizar las coaliciones una a una para decidir la crucialidad de los jugadores,
este algoritmo trabaja en tiempo exponencial debido a que cada sumando de cada FG se
corresponde con una coaliciéon. Por lo tanto, lo que aqui ofrecemos no es una mejora en la
eficiencia del calculo sino simplemente un método de obtencién de estos tres indices.
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El encabezamiento del programa vuelve a pedir al usuario la lista de pesos y la cuota
del juego, para luego calcular la FG global y, con ella, la cantidad |/W™| (necesaria para
el indice de Holler). El siguiente paso es calcular las FG individuales®®, y ya por tltimo,
se ejecuta el algoritmo que calcula los indices mediante el método detallado unas lineas
antes. Como gran parte del programa es idéntico a los utilizados para Banzhaf y Shapley,
especificaremos sélo las diferencias; esto es, las FG’s y los algoritmos.

Calculo de F:

Fi=1:
fori from 1 to do
w, = F:

! J.’. 'Il'z_ 'Wi\
F=Flt+xiy’)]:
end do:

Funcion generatriz global:
Fr= sorilexpand (F), x, ascending )

Calculo del nmimero de coaliciones
minimales del juego:

Hwgn =10
for & from. 1 to nops (F) do

sumand '= op(k, F1,

n = nops(sumand);

deg 1= degree(sumand, ¥,

if (deg=d) then Win = Fimin + 1

elif (deg = d) then

=10

forvfromlton — 1 deo

if deg — degree(op (v, sumand) ) < d then

=541
else hreak;
end if
end do:

if ¥=n — 1 then Woan = Wn + 1 end if
end if,
end do:
Wran

Calculo de las funciones generatrices
individuales:

for7 from | to Mde

i

end de:

for: from 1 to MNde
for; from 1 to M do

ify # i then

( eIl
fregeltentot)
end if
end do
end de:

for: from | to Nde
fi= sort(expand(j;], X, ascend’ng) :
end de:

Algoritmo para calcular los indices
de Johnston, Holler ¥ D-P:
Johnston = [ 1:

Wm=11:
DP =[]
Fhum =0 Hfum = 0:

for: from 1 to & do
if w;=w; _ | then
Fi=gio W= B dpy=dpy e
else
Ji=0: W =0dp,=0:c:=1:
while degres (op(e,fj), x) <=d —wydoc = ¢+ 1 enddo:
for & from ¢ fo nops | £ do
sumand = op(.i:,j;);
n = nops(sumand);
deg 1= degree (sumand, ),
if (deg £ d — 1) then
=1
ifn = 1 then
for v from 1 ton — 1 do
if deg — degreeiop(v, sumand) ) < d —w; then
&= 8F+1
end if
end do
end if:
. o1
Jrmhit
if i'=n then
W= MW, +1:
1
dp; = dp; + F:
end if :
else hreak:
end if,
end do:
end if:
Johnsion 1= |op (Johnston ), j; | :
Wi = |op|ﬁ'ﬁ'?rn|,ﬁ'ﬂ"i':
DF = [opIDF), dpy|:

Jhumm = Jlum +j;
Hium = Hium + W
end do:
Johnston,
if Fum = 0 then
JokmstonMormindey = L -Jofmston
ISmmn
end if;
W,
s 1 .
if Hfum == 0 then Holler = m-ﬁﬁn end if,

= 1_ o
DP = o= DP,

20En el exponente de cada variable y; aparece el peso del jugador i, pese a que en la explicacién teérica
no constaban. Se hace por comodidad en el diseno del algoritmo, sin que su ejecucién se vea ralentizada.
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3.2. Cadlculo de indices de poder en (3,2)-juegos

Consideremos ahora el (3,2)-juego de mayorfa ponderada [g; (w] ,wi), ..., (w), wi)].
Nuestro primer objetivo vuelve a ser poder hallar n;(W) = #{T : T € W, T}; ¢ W}
usando funciones generatrices, para obtener eficientemente los indices de Banzhaf, Coleman
y Rae?!. Recordemos que ahora cada jugador posee dos pesos (uno positivo para cuando
vota s7 y otro negativo para el no; la abstencién tiene peso 0), y que puede ser crucial de
dos maneras: cambiando su voto del s7 a la abstencidn (privando a la triparticién inicial
de su antigua contribucién en forma de peso positivo) y cambiando de la abstencion al no
(aportando a la triparticién resultante una contribucién negativa). Por lo tanto, una vez
calculada la FG (individual) que estamos buscando, los coeficientes relevantes seran:

qwfl

Z aj = (Gg_yy + .o Fag_1)+ (ag + ...+aq7w£\,71) =
j=q—w}

:#{T:TEW, TligéW, ielT}+#{T:T€W TligéVV, iEQT}Zm(W),

teniendo en cuenta que los coeficientes a; nos siguen indicando el nimero de triparticiones
de peso total j que se pueden formar con todos los jugadores excepto i. Para obtener una
FG cuyos coeficientes cumplan esta condicion, hay que anadir a cada factor un sumando
adicional que tenga como exponente el peso correspondiente al voto negativo del jugador,
para asi obtener todas las combinaciones posibles de voto entre jugadores y, por ende,
todas las triparticiones. La funcién generatriz global seria, pues:

WY

n
$):H(1—|—xwyy+xw§v): Z aja?, siendo WY = Zw], wh = Zw
j=1 =N
Y las funciones generatrices individuales:
WY _wY
filz) = H (142" +2%) = Z a;a?
i#i J=WN N

Veamos un nuevo ejemplo: sea el (3,2)-juego de mayoria ponderada [2; (3, —1), (1, —2), (1, —1)],
de tres jugadores. La funcién generatriz global del juego viene dada por:
f@)=0+2+2 Yl +r+2 )1 +a+27 ) =
e 42073 4 3272 + 4ot + 5 + 4z + 32 + 227 + 22* + 2P

Comprobemos que sus coeficientes se corresponden con el niimero de triparticiones de peso
igual al exponente de la variable a la que acompanan:

a_g=1 (T =N)

a_3=2(0/1/23, 0/3/12)

a_o =3 (3//12, 0/13/2, 0/2/13)

a_1 =4 (3/1/2, 2/0/13, 0/12/3, 0/23/1)

ao =5 (2/1/3, 2/3/1, 3/2/1, 1/0/23, 2T = N) as

4(23/0/1, 2/13/0, 3/12/0, 1/3/2)
3(23/1/0, 13/0/2, 1/2/3)

2 (12/0/3, 1/23/0)
2 (
LGT

12/3/(2) 13/2/0)
1T =N)

21E] lector quizé eche de menos durante esta seccién el calculo de los indices de Shapley-Shubik, Johnston,
Holler y Deegan-Packel para (3,2)-juegos mediante FG’s. Por lo que respecta al primero, la tinica referencia
encontrada al respecto es [24]. Los otros tres pueden obtenerse mediante un algoritmo similar al utilizado en
la seccién anterior, que utilice FG’s como las que presentaremos aqui pero con n+ 1 variables y cambiando
el 1 de cada factor del productorio por una nueva variable A; que indique la abstencién del jugador i.
Hemos decidido no incluirlo por lo engorroso de la notaciéon y por su limitada eficiencia computacional.
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Y, efectivamente, lo hacen. Miremos ahora en qué triparticiones es crucial cada jugador:

= 1 es crucial en {12/3/0, 12/0/3, 13/2/0, 13/0/2, 1/23/0, 1/2/3 || 23/1/0} =
mW)=6+1=17

= 2 es crucial en {23/1/0 || 1/23/0, 1/2/3} = ne(W)=1+2=3
» 3 es crucial en {13/0/2, 23/1/0} = ns(W)=2+0=2

Hemos utilizado la doble barra para separar crucialidad votando si y crucialidad abs-
teniéndose. Las funciones generatrices individuales deberian ahora proporcionarnos los
coeficientes que nos ayuden a calcular los diferentes 7;(W):
file)=0+z+22)Q+a+a =3+ 2+ 2271 + 2422 + 122
@) =0+ +z YA +2z+2 ) =224+ 27 42+ 1o+ 122 + 123 + 24
fal@)=Q+23+a Q4o+ )=+ 2+ +2+ 22 +2° + 2
Hemos marcado en rojo los coeficientes que entran dentro del sumatorio Zq wy %> cuyo
valor es igual al namero de triparticiones en las que ¢ es crucial votando si. En azul estan

. —wlN -1 . s ’ . .. .
los coeficientes de ZZ % 7" a;, que nos indica el nimero de triparticiones en las que i es
crucial absteniéndose. La suma de todos ellos es n;(W):

—w) =-1 =2
q — wy q _1:2} — m(W)=(a_1+ap+a)+az=6+1=7

g—1=1 q—wl
Y

3—12—1 Z—wN_ 3} — m(W)=a1+(az+a3)=1+2=3
= 2 _

q—w3Y:1 q=72

g—1=1 q—wé\’_lzl} — m(W)=a =2

Hallar los indices de Banzhaf y Rae es ahora inmediato. Para calcular el numerador de
los dos indices individuales de Coleman, necesitaremos duplicar una de las dos componentes
que intervienen en la obtencién de 7;(W). Por ejemplo, para el jugador 1:

q—w{\’—l
num(Colt (W)) = Z aj +2- Z aj=6+2-1=38
j=q—w} Jj=q
q—wy N_1
num(Coll (W Z a; + Z a;j=2-6+1=13

qu

Con las funciones generatrices calculadas, el procedimiento de obtencién del indice de
Konig-Briuninger es analogo al utilizado en los juegos sin abstencion. El denominador,
|W|, es la suma de los coeficientes de la FG global desde a,; mientras que los numeradores

se consiguen sumando los coeficientes de las respectivas FG individuales desde a,_,,v hasta
T

el coeficiente maximo ayy _,,v:
W] =ag+agt1+ ... +apy =az+...+a5=3+2+2+1=8
Wil=a_1+4+..+a2=2+2+24+1=7
Wol=a1+...4a4=1+14+1+1=4
Wil =a1+..+as=2+0+1+1=14
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El algoritmo, programado en Maple, que hemos utilizado para obtener de manera
eficiente estos indices mediante el uso de funciones generatrices se muestra a continuacion.
Del mismo modo que se hacia para juegos simples, hay que escribir en primer lugar los
pesos asociados a cada jugador (tanto positivo como negativo) y la cuota del juego. El
programa calcula la FG global, consigue |W| a partir de ella y devuelve el indice colectivo
de Coleman:

*% Ezcriba los pesos correspondientes a cada jugador:

7= [[3-2] [2-2] [L-1]]:

**% Fscriba la cuota del juego:

d=2

El nimero de jugadores es...

N o= nops( )

Calculo de F:

Fe=1:

for i from 1 to A/ do

WF;== If;’l:wf\,i;.== P;’z:
wk Wwh

F=Fll4+x '+x !

end do:

Funcion generatriz global:

Fi= sart(expand(F), x, ascending )

Calculo de |W]:
W= 10:
for k& from 1 to #aps(#) do
sumand = aplk, F)
deg = degree(sumand, x)
if (deg = &) then

W= W+ coaffs(sumand)
end if
end do:
W

Poder de actuacion del colectivo {Coleman) :

W
o

El siguiente paso vuelve a ser calcular las FG individuales y poner en marcha, final-
mente, el algoritmo que calcula los indices deseados. El método es muy similar al utilizado
para juegos simples, con la salvedad de que ahora deben considerarse también los coe-
ficientes de los monomios de grado comprendido entre ¢ y q — waN — 1 (indicadores de
crucialidad positiva neutral), y que para calcular los indices de Coleman habra que con-
tabilizar doblemente estos coeficientes o bien los de grado entre g — wZY y q¢ — 1, segln se

trate del de impedimento o del de iniciacion.
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Calculo de las funciones generatrices individuales:

for i from | to & do
f=1:

end do:

for i from | to &V do
for j from | to & do

if ; & i then

wl WY
J§==j§-[1+x Yyx J,l:
end if
end do
end do:

for i from 1 to &7 do
jg = sorz{expaﬂd { j‘; ] x, asceﬁsdmg) :
end do:

Algoritmo para calcular los indices de Rae, Coleman, Banzhaf y Konig-Brauninger:

Banzhaf = [ ]:

ColemanP = [ | Colemani == [ ]:
Rae =[] Rae2 = []:
EB=1[]:

BSum =0

for i from 1 to V¥ do
if wff=wl _ and wl =wh, _, then
b= b kb= kb ¢
ef=oF _ek=cl_
else
b= 0 kb =10
efpi=0cl=10
for k from 1 to ﬂaps(j;) do
sumand = op{k,j;.);
deg = degree(sumand, x),
if[deg =d— ij) then
kb = kb + cogffs (sumand) :
if{deg*_i d— whi, — 1] then
b = b + cogffs(sumand) .
if (ddeg <= & — 1) then
ch=ch + 2 coeffs(sumand) :
cF, = cF, + cogffs (sumand) :
else ol i= ol + coeffs(sumand) :
cFp = cF + I+ cogffs (sumand) :
end if
end if
else hreak:
end if
end do:
end if.
Banzhat = [op(Bmxzkaf], b!.] :

ifb!. #+ 0 then Rag =

Rael = |op(Rael),

ColemanP =

.:'P:.
ap(ColemanF), - |

ol
Colemanl = |op(Colemani), N—J; :
=W
EB = [op(KB), kb!.] :
BiSum = BSum + By

end do:
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4. Un sistema real de votacion con abstencion

Tal como ya apuntamos en la introduccién, los juegos simples se han utilizado desde
sus origenes para la modelizacion, representacion y tratamiento de multiples sistemas de
votacion, y para el estudio del poder relativo de cada uno de los votantes que en ellos
intervienen. Sin embargo, en la vida real, nos encontramos con que la mayoria de sistemas
de votacién utilizados ofrecen a sus integrantes la opcion de mostrar su inconformidad con
las opciones existentes o su simple indiferencia mediante el uso de la abstencion: elecciones
a nivel nacional, autonémico o local, consejos de organismos econémicos internacionales o
de organizaciones mundiales de cualquier &mbito, sistemas de toma de decisién en diversos
parlamentos y senados, etc.; son algunas de las situaciones més evidentes.

Paraddjicamente, en la literatura referente a las aplicaciones de la teoria de juegos,
la mayoria de ejemplos reales considerados se modelizan usando juegos simples y, por lo
tanto, ignorando la existencia de la abstencién como posible input. En [32], los autores
realizan un estudio pormenorizado de la capacidad decisoria de los diferentes bloques de
paises que podrian formarse en la toma de decisiones dentro del FMI, pero siempre en un
contexto de votacion binaria; cuando hay ejemplos de abstenciones como la de Canada
en 2007 y Suecia en 2004. Otros autores ([14] y [1], entre muchos otros) estudian detal-
ladamente el Consejo de Ministros de la UE como un juego simple, pero no dejan claro el
papel de la abstencién en el seno del mismo.

Por fortuna, disponemos de algunos casos reales de sistemas de votacién con abstencién
de notoria importancia y comunmente nombrados en los articulos que tratan sobre juegos
con alternativas. Se trata, especialmente, de la aceptacién de enmiendas ordinarias en el
Senado de los EEUU (representado como (3,2)-juego de mayoria ponderada en [33]) y el
Consejo de Seguridad de la ONU (representado en [18]). Dedicaremos nuestra atencién a
este ultimo ejemplo.

4.1. Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas (UNSC)

El Consejo de Seguridad es uno de los érganos principales de la ONU, encargado de
mantener la paz y seguridad entre las naciones. A diferencia de otros érganos, puede
tomar decisiones (conocidas como “resoluciones”) y obligar a los paises a cumplirlas. Estd
compuesto por cinco miembros permanentes (USA, China, Francia, UK y Rusia) y diez
rotatorios. En los procesos de toma de decisiones (aprobacion de resoluciones), se requiere
que nueve de los quince paises voten a favor, siempre que ninguno de los cinco permanentes
lo haga en contra (éstos tienen lo que se conoce como “derecho de veto”). Considerado como
un juego simple, este sistema se puede modelizar (véase [16]) como el juego de mayoria
ponderada:

[39;7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

Sin embargo, una vision mas realista sugiere considerar la abstencién como una posibilidad
de voto (la simplificacién anterior es criticada por Bolger en [5]: “It should be noted that the
U.N. Security Council game is often erroneously modeled as a 2-alternative game”), tenien-
do en cuenta que la abstencién de cualquier miembro permanente no veta la aprobacion
de una resoluciéon. Desde este punto de vista, el sistema de votacién del UNSC puede
describirse ([18]) como el (3,2)-juego de mayoria ponderada siguiente:

[9; [1,-6],...,[1,—6],[1,0],....[1,0] ]
() (10)
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Con esta nueva visién, podemos ver que los indices de poder asociados a cada pais cambian
ligeramente respecto a los correspondientes al caso sin abstencién, y toman unos valores
més cercanos al poder real que ostenta cada nacién. A continuacién ofrecemos una tabla

comparativa de ambas situaciones??:

Sin abstencién Con abstencion

Indices | M.Permanente | M.Rotatorio | M.Permanente | M.Rotatorio
Rae(W) 0, 5259 0, 5026 0, 3409 0,337
Rae' (W) — — 0,5113 0, 5056

BW) 0,1669 0,0165 0,1009 0,0495

B'(W) 0,0518 0,0051 0,0227 0,0111
Col? (W) 1 0,0991 1 0,3621
Col' (W) 0, 0266 0,0026 0,0125 0,0075
KB(W) 1 0, 5495 0,738 0,5747

Un pequeno andlisis de los resultados nos lleva a las siguientes conclusiones:

= Desde el punto de vista del éxito de los jugadores, tenemos dos indices a comparar.
Por un lado, Rae muestra valores practicamente idénticos entre su indice para juegos
simples y su indice unitario para (3,2)-juegos: cada jugador interviene aproximada-
mente en la mitad de coaliciones/triparticiones ganadoras votando s7 y en la mitad de
perdedoras cuando vota no. El pequeno descenso, de un punto porcentual, observado
en el indice de los miembros permanentes (de 0,5259 a 0,5113) se debe a que, cuando
la abstencién entra en juego y alguno/s de ellos la elige como voto, existe un pequetio
nimero de agrupaciones que pueden ganar sin necesidad de su voto positivo (cosa
que no ocurre en los juegos simples, donde toda coalicién ganadora necesita de todos
los miembros permanentes). Esta tltima observacién justifica el valor maximo del
indice de KB para este tipo de jugadores cuando no hay posibilidad de abstencién, y
el hecho de no llegar a serlo cuando si la hay. Los miembros rotatorios no incremen-
tan en demasia su proporcién de éxito al pasar del juego simple al (3,2)-juego, ya
que el nimero de triparticiones ganadoras “nuevas” (aquellas en las que ellos votan si
y algun o algunos permanentes se abstienen) es bastante pequeno respecto al total.

= Por lo que respecta a la crucialidad, debemos analizar los indices de Banzhaf y Cole-
man. En todos ellos se observa un cambio en la proporcién de poder relativo entre
miembros permanentes y rotatorios: mientras que, en el juego simple, los perma-
nentes ostentan un poder hasta diez veces superior a los rotatorios, la aparicién de
la abstencién reduce esta proporcion a tan sélo el doble (es decir, se reduce 5 veces).
La razoén de este descenso radica en lo siguiente: sin abstencion, un miembro perma-
nente es crucial en todas las coaliciones ganadoras (en las que obviamente vota si);
con abstencién, muchas de estas configuraciones continuarian siendo ganadoras si di-
cho miembro se abstuviese, con lo cual estd perdiendo decisividad y transfiriéndosela
(en menor medida) a los paises rotatorios. El tinico indice que no refleja esta pérdida
es Col?, ya que en el segundo sistema, un miembro permanente sigue pudiendo ve-
tar con un simple cambio de voto hacia el no, exactamente de la misma manera que
ocurria en el primero (de ahf el valor maximo del indice en ambos casos). (A qué se
debe entonces un descenso igual de dréstico en los valores relativos de este indice? Se

22C4lculos realizados con los algoritmos presentados anteriormente.
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debe, sin duda, al aumento, de hasta 4 veces, del poder correspondiente al miembro
rotatorio, en contraposicién a lo que pasa con Banzhaf, cuyo aumento es de sélo el
doble. Las razones para esta diferencia se hallan en la mayor oportunidad de deci-
sividad que ofrece el numerador de Col” respecto a Banzhaf (este ltimo no permite:
o bien cambiar del si al no, o bien de la abstencién al no), y en que la proporcién
del primero se realice inicamente sobre el niimero de triparticiones ganadoras y no
sobre el total de triparticiones en las que se vota si (y en este ejemplo, el segundo
nimero, 3" !, es muy superior al primero, |W|, ya que la proporcién entre ellos no
es mas que 3 - A(W) = 0,0307).

Finalmente, y a modo de curiosidad, ofrecemos una captura de pantalla del programa
Maple en la que aparecen calculados, mediante los algoritmos presentados en los apartados
3.1.2 y 3.1.3., los indices de Shapley-Shubik, Johnston, Holler y Deegan-Packel asociados
al juego simple que acabamos de analizar:

by
421 431 491 491 491 4 0 4 0 4 0 4 0 4 0 4 0 4 4 4 4

21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 21457 2145 |

avalf (551,
(01962703963, 01962703063, 01962703963, 01962703963, 0 1962703963, 0. 001264201265, 0001264201265, 0 001264201265, 0001264201265,
0.001264201 265, 0001264201265, 0.001244201865, 0001264201265, 0.0018442012645, 0.001264801865 )

Johnston,
if Sum = 0 then JohnstonMormindex = T -Johnston end if,

2264 W4 X264 64 284 28 28 D 28 28 28 28 2\ B QW

15° 15 " 15 ° 15 * 15 3" 3" 3°3°3°3° 33" 3" 3 |
293 223 283 283 2.3 7 7 7 7 1 1 1 1 1 1

15907 15907 15907 15907 15907 6367 6367 6367 636° 6367 6367 6367 6367 6367 436 |

Wi,

2

. _ L i
if HSum = (0 then Holler '= 2 im end if,
[210, 210, 210, 210, 210, 24, 34, 84, 54, 84, 24, 84, 84, 24, 54

DFf i= - DF;

9TQT TR AT ALY AR AT 457 457 457 457 457 457 45 |

evalf [JohnstonMNormndax ),

(01779874214, 0.17719574214, 0.1779874214, 01779874214, 0.1779874214, 0.01100622931, 0.01100628931, 0.01100628931, 0.01100628931,
0.011006228931, 001100628531, 001100622931, 0.01100628931, 001100628531, 0.01 100622931 |

evall | Holler |,

(01111111111, 01111111101, 0101111110, 01111111110, 01111111111, 0.04444444444 004444444444 (1 0t [ Dddaddaddad
0.04444444444, 0 04444444444, 0 04444444444 0 04444444444, 0 04444444444, 0 0444444444 |

evalf (DFI);

(01111111111, 01111111111, 01111111101, 01111111111, 01111111111, 0.04444444444, 0 04444444444 0 04l [ 04444444,
0.04444444444, 0 04444444444, 0 04444444444 0 04444444444, 0 04444444444 0 0444444444
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