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Abstract

Keywords: Nonlocal diffusion, Fractional Laplacian, Convolution model, Gamma convergen-
ce

MSC2000: 35 Partial Differential Equations, 46 Functional Analysis, 92B Mathematical
Biology.

The aim of this bachelor thesis is to study two non-local generalizations of the Laplacian
heat equation, in which the diffusion effect is modeled by a fractional Laplacian or by an
operator of the form Lu = J * u — u, and to determine some hypothesis under which their
solutions behave as the ones of the classical heat equation. We obtain both operators as a
generalization of the Laplacian and study some of their properties, which we will use later
in the main chapters of the thesis. The principal result concerns the asymptotic behavior of
the convolution model solutions, and states that their decay is the same as the one for the
fractional diffusion equation. We also study the I'-convergence of the functionals which define
these equations in order to show that their limit coincides in some cases.






Resum

Paraules clau: Difusié no local, Laplacia fraccionari, Model convolutiu, Gamma convergencia

MSC2000: 35 Equacions en Derivades Parcials, 46 Analisi Funcional, 92B Biologia Matema-
tica.

L’objectiu d’aquest treball de fi de grau és estudiar dues generalitzacions de ’equaci6 de la
calor, la primera enlloc d’un laplacia té un laplacia fraccionari i la segona un operador de
la forma Lu = J x u — u, i determinar certes hipotesis sota les quals les seves solucions es
comporten com les de I'equacié classica de la calor. Obtenim els dos operadors generalitzant
el laplacia i estudiem algunes de les seves propietats, que aplicarem en els capitols principals
del treball. El resultat més important parla del comportament asimptotic de les solucions
del model convolutiu, i afirma que la seva decaiguda és la mateixa que la de les solucions de
I’equacié de difusié fraccionaria. També estudiem la I'-convergencia dels funcionals que ens
defineixen aquestes equacions per tal de demostrar que el seu limit coincideix en alguns casos.
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Introduccid

La base dels processos difusius és que intenten compensar la diferéncia entre el valor d’'una
funcié u, que tipicament mesura temperatura o concentracid, en un punt i la mitjana de valors
al voltant del punt per tal d’arribar a un equilibri. L’equacio classica per a modelitzar aquests
processos és

Ut = DAu + f,

amb D > 0 una constant de difusié i f la part no homogenia. Aquesta equacid, coneguda
com a equacid de difusio o de la calor, s’estudia en qualsevol curs d’Equacions en Derivades
Parcials i podem citar [8, 17] com a referéncies d’un estudi exhaustiu.

El laplacia
A — i
2 o0

on n és la dimensié de I'espai, és I'operador amb derivades parcials més important. EI motiu
és que A és, essencialment, 'inic operador diferencial escalar invariant sota translacions i
rotacions. Es tracta d’un operador local, és a dir, la imatge de v en un punt només depen dels
valors que prengui en un entorn del punt, suposant que el podem agafar.

De forma natural, ens podem preguntar si sera sempre suficient considerar només la dependén-
cia que tenen els punts més propers en el valor de la funcié. La resposta a aquesta pregunta
és complexa i depen de molts factors; lluny de respondre-la, ens proposem estudiar un parell
de situacions en que les solucions d’una equacié de difusié no local es comporten, en el limit,
com les de I’equacié local.

Substituint el laplacia per un operador no local a I’equacié de la calor, aconseguirem tenir en
compte la influéncia de punts llunyans en el valor de la funcié en un punt. Ens centrarem en
dos operadors no locals: el laplacia fraccionari A%2, o € (0,2), i un operador convolutiu de
la forma Lu := J % u — u, amb J una densitat de probabilitat radial.

Aixi doncs estudiarem equacions de la forma
wlat) = (T xu= (o) = [ I yuly.Ody - ulz.)
Q

i podrem interpretar J com una ponderacié de la influéncia de diferents punts del domini. A
aquesta equacié 'anomenem equacid de difusio convolutiva i apareix en problemes d’ecologia,
biologia i fisica, entre d’altres, vegeu per exemple [13, [1§].

Notem que en el cas J(y) o |y|~ "+ no tenim la convolucié ben definida al voltant de 1’origen,
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pero si escrivim 'operador formalment arribem al laplacia fraccionari

_AYQ/2,, u<y) — u(:c)

(—A)**u = ¢cp o P.V. o Tz —grte dy,
on ¢, o és una constant que només depen de n, o i P.V. denota el valor principal de la integral,
com ja estudiarem. A més, seguint la pista que ens déna la notacid, tenim que en el cas o = 2
recuperem el laplacia.

En general, un model local i un de no local ens donaran solucions que es comportaran de forma
diferent: per exemple, veurem que a diferencia del que passa en l’equacié de la calor, per a
I’equaci6é convolutiva no tenim efecte regularitzant de la solucié. Tanmateix, en alguns casos
concrets els dos tipus de model ens porten al mateix tipus de comportament. Aquest fet pot
ser 1til si ens permet reduir-nos a models locals, que en general seran més senzills de tractar
matematicament.

L’objectiu d’aquest treball és veure que, sota certes hipotesis sobre J i «, recuperem per a
les solucions de les equacions de difusié no local ja esmentades, el comportament de de les
solucions de I'equacié de la calor.

En el primer capitol introduim la transformada de Fourier, una eina de gran aplicaci6 en el
camp de les EDPs que ens permetra demostrar propietats i simplificar la resolucié de certes
equacions diferencials. El capitol consisteix en un recull dels resultats més importants; a més,
mostrem un exemple d’aplicacié tot buscant la solucié de 'equacié de la calor. Finalment
introduim l’espai de Schwartz, associat al concepte de la transformada, que apareixera en
capitols posteriors del treball.

En el segon capitol introduim el primer dels operadors no locals que ens ocupara: el laplacia
fraccionari. L’obtenim analogament a com s’obté el laplacia a partir d'un argument de pas-
seig aleatori, generalitzant el tipus de passeig. Estudiem l'operador donant dues definicions
equivalents, una com a operador no local i I'altra a partir de la transformada de Fourier. Les
dues definicions ens permeten veure de forma clara que aquest operador és una generalitzacio
no local del laplacia.

Modelitzant la migracié de poblacions arribarem, en el tercer capitol del treball, a 'operador
convolutiu J % v — u. També l'obtindrem fent servir derivades funcionals, generalitzant el
funcional que té com a equacié d’Euler-Lagrange I'equaci6 de la calor.

Un cop presentats els dos operadors no locals, arribem al quart capitol del treball. Es tracta
del capitol més important i el de més dificultat tecnica. Veurem que, sota certes hipotesis, el
comportament asimptotic de les solucions de ’equacié convolutiva és el mateix que el de les
solucions de I’equacio fraccionaria. El cas rellevant s’assoleix quan a = 2 ja que estarem dient
que, asimptoticament, les solucions del model convolutiu no local i les del model de la calor
local decauen de la mateixa manera.

En particular, veurem que el comportament asimptotic de les solucions només depen del
comportament de J a prop de l'origen, i el resultat sera cert quan l'expansi6é de J — 1 sigui
una petita variacié del simbol de Fourier del laplacia fraccionari.

Finalment en el cinqueé i ultim capitol, veurem que també sota certes condicions, si reescalem
les tres equacions per un parametre € < 1, els punts d’acumulacié de les respectives solucions
ue minimitzen el mateix funcional i, per tant, resolen la mateixa equacié d’Euler-Lagrange.
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Ens caldra introduir la nocié de I'-convergencia i de mesura de Hausdorff, i presentarem el
resultat a partir de 1'as d’aquestes equacions en la modelitzacié de la transicié de fases. Pel
laplacia, enunciarem i demostrarem el teorema de Modica-Mortola, i per acabar enunciarem
els resultats analegs pels dos operadors no locals.

Suposem que ja es coneixen resultats basics d’Analisi Funcional i d’Equacions en Derivades
Parcials, des dels espais L als espais de Sobolev, passant per resultats de convergencia integral.
Malgrat no recollir els resultats en cap capitol del treball, a I’apéndix hi tenim un recopilatori
dels resultats emprats en els diferents punts del discurs.
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Capitol 1

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier és una generalitzacié de les series de Fourier en que les funcions
poden ser no periodiques. Es un tipus de transformada integral, és a dir, donada una funcié
f és una transformacié del tipus

Fo) = [ " K(y.2)f(x)da

on la funcié K s’anomena nucli o kernel de la transformacié. D’aquesta manera fem corres-
pondre a cada funcié f una altra funcié F' definida en un espai diferent.

La transformada de Fourier ens proporciona una tecnica important per estudiar equacions
en derivades parcials lineals, a coeficients constants; ens permet convertir certes EDPs en
equacions algebraiques o en equacions diferencials més senzilles. La idea és la segiient:

Problema a ’espai de la transformada —— Soluci6 a l’espai de la transformada
Transformada integralT iTransformada inversa

Problema original - — — — — — — — — > Solucié problema original
Resolucié complicada

Ens caldra, doncs, estudiar sota quines condicions podem aplicar la transformada a una funcié
i que ens cal per recuperar una funcié a partir de la seva transformada.

Seguirem l'estudi de L.C. Evans a [g], i si no s’especifica el contrari els resultats provenen del
llibre. En tota la seccié les funcions estan avaluades en els complexos i ~ denota el conjugat
complex. Comencem per introduir la notacié multi-index, que ens apareixera en parlar de
derivades.

Definicié 1.1 (Notacié multi-index). Un vector de la forma a = (aq, ...a,), on cada compo-
nent «; és un nombre natural, s’anomena multi-index d’ordre

la| = a1 + - + ap.
Donat un multi-index «, definim

olelu(x)

D“ =

— 9o ...H5n
=0y -0y u.
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1.1 Definicions i propietats elementals

Definici6é 1.2 (Transformada de Fourier a L'). Si u € L'(R"), definim la seva transformada
de Fourier com

1

ﬂ(g) = (27’(’)"/2

/ e~ @ty (x)dx (& e R, (1.1)
Rn
i la seva transformada de Fourier inversa o antitransformada de Fourier com

- A 1 1x-§ n
a(§) = TRE /R" e Su(x)dx (& eR"). (1.2)
Com que |e*@¢| =1 i u € L}(R"), aquestes dues integrals convergeixen per tot £ € R™.

Clarament tenim que es tracta de dues aplicacions lineals, és a dir, donats a,b € C se satisfa
que (au + bv)"(§) = au(§) + bo(§), i el mateix és cert per I'antitransformada. A més, usant
aquesta linealitat, si tenim u,v € L'(R") tals que @ = 9 aleshores u(x) = v(z) qpt € R™, i
tenim el mateix per la transformada inversa.

El teorema segiient, de [12], ens déna les primeres propietats que estudiarem.

Teorema 1.1 (Propietats de la transformada de Fourier). Sigui v € L'(R"). Llavors,

1. 4@ 1@ son fitades i continues.

2. Lema de Riemann - Lebesgue: lim «(¢) =0, lim a(x) = 0.
|&] =00 |z|—o00

3. (u(z — )" (€) = e~ €va¢).
4. 4(E — a) = (7' (2))(E).

Demostracio. Ho demostrem per 4. Per a 4 és analeg.

1. Per veure que és una funcié fitada és suficient notar que

) < [l u@)lds = full e

Per demostrar la continuitat prenem una successié &, — & i hem de veure que (&) — 4(&).
Ho obtenim directament aplicant el Teorema de la Convergencia Dominada.

2. Ho demostrarem en la seccio @ del capitol, ja que en la demostracié es fa servir ’espai de
Schwartz.

3. i4. es poden comprovar facilment a partir de la definicio.
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A continuaci6 introduim el conegut Teorema de Plancherel, que ens permetra definir la trans-

formada de Fourier a l’espai L?(R").

Teorema 1.2 (Plancherel). Si u € L'(R™) N L?(R") aleshores 4,4 € L*(R") i
]l L2rny = llll L2(rny = llull L2 @n)-

Demostracié. Dividim la demostracié en dos passos.

1. Per comencar notem que si v, w € L'(R") aleshores 9, € L>°(R™). A més,
[ vt = [ swuw

ja que les dues expressions valen W Jan Jgn € Y0(z)w(y)ddy.

Es pot calcular (vegeu 'observacié EI) que

2

) n/2
/ eiwy—tlel? g (%) 6_%, (t > 0).

—ela|?

N

Si definim v.(z) = e amb ¢ > 0, usant el calcul anterior tindrem que

|y

Ue(y) = W

Per tant, (@) implica que per tot € > 0 tenim que

. _ 1 _laf?
/nw(y)e el gy = (25)72 /R" w(z)e” = dx.

2. Prenem u € L'(R™) N L2(R") i definim v(x) := @(—x). Sigui

W=y = /nu(y _ o)o(a)da.

(1.4)

(1.5)

Comencem per observar que w € L'(R™) N C(R"). Que w € C(R") es segueix del resultat

segiient, que trobem a [11]:

Lema 1.1. Les translacions sén continues a LP(R™) amb la norma LP si 1 < p < +oc. Es a

dir, per a tot £ > 0 existeix un § > 0 tal que si |y| < § aleshores

Iy = gllzr <e,

on 7yg(x) = g(x — y) és la translacié de g per y.

El lema es demostra facilment en les funcions continues amb suport compacte, i es pot estendre

per densitat a espai L!'(R"). Usant el lema tenim que

[w(y +1) —w(y)| < / lv(@)llu(y +t —z) —u(y — 2)|de

Rn

_ / lo()||reuly — ) — u(y — z)|dx

= ellullr,
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sempre que t sigui prou petit. Per tant w és uniformement continua.
Vegem que pertany a L'(R"):

[ wlar= [ Lot ([ atapas) dy‘ < too,

on en la iltima igualtat hem usat el Teorema de Fubini-Tonelli i en la desigualtat final hem
fet servir que [p, u(z — y)dz = [, u(z)dz i que u,v € L*(R™).

[ uta- y)v(y)dy] i =

A més, és clar que w esta fitada quasi per tot punt ja que u,v € L*(R") i, com que es tracta
d’un espai de Banach, tenim que uv € L*(R"™). Aix{ doncs també tenim w € L (R").

D’acord amb el teorema B a continuacié, tenim que w = (27)"%40 € L>®(R™). Perd

1 1

u(€) = @n)2 /]R" e~y (z)dr = @ /]R" e th(x)de = (Canvi:  — —z) = 0(€),

i per tant @ = (27)™/2|a|2.

Recordem que la solucié de I’equacié de la calor amb condicié inicial g € (C° N L*)(R") ve
donada per

1 _le—yl? n
u(x,t)—(zlm)nﬂ/we 1 g(y)dy (x e R", t > 0),

i satisfa que

lim  wu(z,t) = g(z°) per cada punt z° € R™.
(@)= (2,0)

Usant aquest resultat en el cas 2° = 0 i que w és continua i de L°(R"™) tenim que

1 |2
- - = _ n/2
ilr% BRE /n w(z)e” 1= dr = (2m)"“w(0).

Com que i) = (27)™?|4|? > 0, podem aplicar el Teorema de la Convergéncia Mondtona i fent
e — 0" a ([L.5) deduim que w és integrable, concretament

/ (€)de = (2m)" 0 0),

i per tant @ € L2

Finalment,
fillony = [ TafPdy =w(0) = [ w(@)o(=e)de = [ Juf = ful o

La demostracié per 4 és similar. ]

Observacid 1.1. A la demostracié anterior hem usat que

] n/2 yl?
/ 6zm~y—t|$\2dx — <§) 6_% (t > 0).
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Ho demostrem en un cas més general, per poder aprofitar el calcul en demostracions posteriors.

Considerem a,b € R, amb b > 0, i definim z = b2 — 26?/2

1, x € R. D’aquesta manera, fent

el canvi de variable obtenim que

2
o e~ /4b s
/ oty = e [ e,
R r

onI'= {z € ClIm(z) = } Si deformem I en l’eix real obtenim

_a
~ 9pl/2

/e_Zde:/e_x2dx:7rl/2.
r R

/ eiaxfbedx _ 67a2/4b <E) 1/2 )
R b

Finalment, podem generalitzar al cas en que integrem sobre R". Prenem a € R", b € R:

I d’aqui deduim

n
) oo T\ /2
/ ela-:pfmedw: | | /eza]a:J b$?dyj — (g) e*|a|2/4b'
n jil R

Obtenim directament el nostre resultat substituint a i b pels seus valors corresponents.

Ara ja ho tenim tot a punt per poder generalitzar la definicié de transformada de Fourier a
L2,

Definicié 1.3 (Transformada de Fourier a L?). Sigui u € L?(R"). Considerem una successi6
{ur}2, € L*(R™) N L*(R™) tal que

up —u a L*(R™).

D’acord amb el teorema de Plancherel (teorema @)

o —

1 — 4l L2mny = lluk — wjllL2@ny = luk — wjllp2®ny,

i per tant {ay}7, és una successié de Cauchy a L?(R"), que és un espai complet. Conse-
qlientment, aquesta successié convergeix a una funcié de L(R"), que definim que sigui @:

iy — 4 a L*(R™).

Observacié 1.2. La definici6 anterior té sentit doncs L'(R™) N L?(R") és dens dins L*(R"), ja
que les funcions continues s6n denses a L'(R™) i a L%(R™) i per tant estan a la interseccié.
Per aquest motiu la successié {u}7°, esta ben definida.

A més, 4 no depeén de la successio {u}72; que escollim. Per veure-ho suposem que tenim dues
successions diferents {ul}?°, i {u?}%°,, convergents a la mateixa funcié u en les condicions
de la definicié. Anomenem w7 i U9 a les transformades obtingudes a partir de les successions
anteriors, respectivament. Definim la successié

{vp}2, amb vy, = up, — us.
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Notem que v, — 0 a L2(R") i que v, € L*(R™). Aplicant Convergéncia Dominada obtenim

k—o00 k—o00

0= lim 0 :/ e Y lim vy (x)dx = 0.

D’altra banda

b= lim 9 = lim 4} — 43 = 4y — U,
k—o00 k—o00

d’on deduim que les dues successions ens donen la mateixa transformada de Fourier.

Teorema 1.3 (Més propietats de la transformada de Fourier). Siguin u,v € L?(R"). Alesho-
res,

1. fR” uvdr = fR” wody.
2. Doy = (iy)“0 per a tot a tal que D% € L?(R™).
3. (uxv) = (2n)"2ub.

4. Teorema d’inversié de Fourier: v = (u)".

Sota les hipotesis del Teorema d’inversié de Fourier tindrem que w coincideix qpt amb una
funcié continua, usant el teorema [L.1].

Demostracié. 1. Siguin u,v € L?(R") i a € C. Aleshores pel teorema Q
lu+ av||F2mny = 8+ &0 F2 gy

Expandint ’expressié de les normes obtenim
/R [l + [av]? + @(av) + u(as)de — /R (a2 + G52 + @(@D) + a(ad)dy,
i tornant a aplicar el teorema @
/ auv + auvdr = / atd + atody.

Prenent o = 1

prenent a = ¢

UV — Uuv = uv — U,
n n

i combinant les igualtats obtingudes deduim 1.

2. Si w és una funcié suau i amb suport compacte,

50‘\“(5) = (2711)”/2 /]R" eiix{Do‘u(m)da:
R
ICORE DY (™" yu(x)da
S e (i u(z)dr = (i)Y
~ (2m)n/2 /Rn (i) “u(z)d (i) a(¢),

10
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on en la primera igualtat hem usant la férmula d’integracié per parts a vegades.

Com que les funcions CF(R™) sén denses a L?(R") i hem suposat que D% és suau, la
formula també és certa si u, D% € L*(R").

. Considerem dues funcions u,v € L'(R") N L?(R") i y € R™. Aleshores,

(TTD)(€) = %1)“ / wﬁ/n o(@ — 2)dzdz

(2771)71 / e = fu(z) (/n e @28y ( — Z)da:> dz
= /Rn e = tu(2)dz (€)
= (2m)"*a(€)0(8).
Es suficient demostrar-ho a L'(R") N L%(R™) perque es tracta d’un conjunt dens a L?(R™).

. Seguim la demostracié del teorema que apareix a [l1]. Fixem z € R”, ¢ > 0 i definim

ve(z) = er==€l7l> ¢ L1(R™). Llavors, usant els calculs de Pobservacié obtenim que
. . 1 —ia:~(§—z)—6|:c\2 B 1 _ \5*2\2
0:(8) = (2m) 2 /Rn ¢ dr = 2ey2

que també pertany a L!(R™).
Si u € L'(R™) N L?(R"), podem usar (1.4) per deduir que

/n a(g)eiz-§*€|£|2d§ = (25§n/2 /Rn u(l’) = Z‘ dz.

La part de la dreta de la igualtat convergeix a (27)™?u(z) puntualment, quan fem ¢ — 0%,
Ho veiem aplicant el resultat segiient, que prenem de [L1] i que demostrarem a ’observacié

Lema 1.2. Sigui ¢ € L'(R") i tal que [z, ¢ = a. Definim . = e "p(e"'z). Si f € LP(R"),
1 < p < o0, aleshores
f*we = af, quan € — 0,

puntualment en la norma de LP.

—l=|?
En el nostre cas, p.(x) = e 4 que sabem que satisfa les hipotesis del lema amb a = 1

perque és la solucié fonamental de la calor.

En fer el limit de la part de ’esquerra, podem intercanviar el limit i la integral pel Teorema
de la Convergencia Dominada, ja que 4 és una funcié fitada perque u € L' i el gs
integrable a R"™.
Per tant obtenim:

1

CRE /Rn a(€)e*Cde = u(z), apt z,

tal i com volfem. Per densitat, podem estendre el resultat al cas u € L*(R").
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1.2. SOLUCIO FONAMENTAL DE LA CALOR

Observem que I'antitransformada de Fourier de @, que ve donada per la integral
1

(27‘(’)"/2
que u € L2(R") implica 4 € L?(R"™).

/ (y)e**Ydy, esta ben definida perque per definicié de la transformada de tenim
R”

O]

Observacid 1.3 (Demostraci6é del Lema @) Per donar la prova del punt 4. del teorema @
per finalitzada, ens falta demostrar el lema auxiliar que hem fet servir.

Fent el canvi de variable y = €z tenim que

n

— [ e =e2) - f@)e()d:
~ [ et @) - f@)o()d

f ¥ pe(@) — af(z) = / @ —y) — F(@)ee(y)dy

Apliquem ara la desigualtat de Minkowski per integrals, que també podem trobar enunciada
a [L1], i obtenim que

I£5pe = aflio < [ e = Fluril)d
Observem que ||7..f — f||r» esta fitat per 2|/ f||z» i que tendeix a 0 quan ¢ — 0 per a cada z,
si apliquem la continuitat de les translacions a LP.
Finalment, el resultat se segueix d’aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada. O
Observacio 1.4. De les demostracions dels punts 2, 3 i 4 del teorema E tenim que els resultats

també sén valids si u,v € LY(R™). En el punt 4 ens cal afegir la hipotesi @ € L'(R"™) per
assegurar que la seva antitransformada de Fourier estigui ben definida.

Observacio 1.5. El punt 2 del teorema Iﬁ ens mostra perque la transformada de Fourier és
interessant a 1’hora de resoldre EDPs. En aplicar la transformada les derivades es tornen
productes, és a dir, passem de tenir operacions analitiques a tenir operacions algebraiques, i a
I'inrevés.

1.2 Solucié fonamental de la calor

Com hem comentat a la introduccié del capitol, la transformada de Fourier ens proporciona
una eina Ttil per resoldre equacions en derivades parcials. Ara veurem com en el cas de
I’equaci6 de la calor ens permet arribar facilment a ’expressio de la seva solucié.

Considerem el problema de Cauchy per a l’equacié de la calor:

uy—DAu = 0 a R”x(0,00),
u = g a R"x{t=0}

12



CAPITOL 1. TRANSFORMADA DE FOURIER

Resolem el PVI usant la transformada de Fourier de u només respecte de les variable espacial
x. Aplicant la transformada al sistema obtenim

i+ Dly|*a = 0 per t>0,
u = g per t=0.

IS

Per calcular la trall\sformada de Awu hem usat la propietat 2 del teorema B, que en el cas
a =2 ens queda: Au = —|¢|%4.

Si definim v = 4, tindrem que v; = —D|¢|?v, v]i—p = §. Podem resoldre facilment I'EDO
obtinguda per v, d’on obtenim que

v(€ ) = g(€)e I,

Per recuperar u necessitem aplicar la transformada de Fourier inversa a la solucié que hem
obtingut, aixi

u = (ge PIEPt~.

Usant la propietat 3 del teorema @ obtenim

% _ J25 70 /24 _ gxF
gx F = 2m)"°gF = 2m)"“4 = u = 7(27‘(‘)n/27
on F' és una funci6 tal que = e DIt
Calculem l’expressi6 de F:
_ —D|§|2t - _ 1 —iit'f—DK‘Qt _ 1 _D|$|2
Fa) = (@) = s | e i = e
on en la ultima igualtat hem aplicat I’observacié @
Finalment,
(2.1) 1 1 _DLw\Q
u\x, = ————59* | —/——7¢€ t
(27T)n/2'g (2t)n/2
=gxT (1.7)
_ / S )dy, (@R, t>0)
= (& 5 X 5 .
@) Jon 9()dy

La férmula obtinguda no esta ben definida a ¢ = 0. Diem que (@) satisfa el problema de
Cauchy ([1.6) si verifica ’equaci6 i si lim+ u(z, t) = g(x).
t—0

Hem obtingut I'expressié de la solucié que ja coneixem, pero d’una manera molt més directa.
Tanmateix, tots els calculs que hem fet sén formals: recordem que per tal de que la trans-
formada i lantitransformada de Fourier estiguin ben definides les funcions sobre les que les
apliquem han de satisfer certes hipotesis, i el mateix passa pel Teorema d’inversié de Fourier.

Sig,§€ L', obésige L% tots els passos que hem fet estan justificats.

Per tenir la integral de (@) ben definida és suficient que ¢ sigui una funcié fitada. En aquest
cas no podem justificar els passos que hem fet, i ens faltaria veure que, efectivament, la solucié
formal satisfa el PVI ([L.g).
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1.3. ESPAI DE SCHWARTZ

1.3 Espai de Schwartz

A la secci6 1 d’aquest mateix capitol, hem estudiat la transformada de Fourier i la transformada
de Fourier inversa definint-les sobre 1’espai L!(R™). Observem que aquestes dues aplicacions
no son inverses 'una de l’altra en sentit estricte, de fet el domini de la transformada inversa
és L'(R™) per definici6, perd la imatge de la transformada conté funcions no integrables a R™.

1—e W
- ¢ LY(R").
“igvar L)
De fet, el Lema de Riemann-Lebesgue ens diu que la transformada de Fourier és una aplicaci6
lineal de L*(R™) a Cy(R™), on Co(R™) és I'espai de les funcions continues f que tendeixen a 0
a l'infinit, és a dir, tals que per a tot € > 0 existeix R tal que |f(z)| < e si |z| > R.

Per exemple si considerem f(z) = 1o y)(z) € L'(R) tindrem que fly) =

Ens podem plantejar si existeix algun subespai S C L'(R") que sigui invariant respecte la
transformada de Fourier, en el sentit de que si f € S aleshores f € S. La resposta és si: 1'espai
de Schwartz és un espai de funcions format per les funcions suaus tals que totes les seves
derivades (inclosa la propia funcié) sén rapidament decreixents i la transformada de Fourier
és un automorfisme en aquest espai.

En aquest apartat introduirem aquest espai i en_donarem algunes de les propietats més im-
portants. Totes els resultats es poden trobar a [12] i [20].

Definicié 1.4 (Funci6 de Schwartz). Una funcié de Schwartz és una funcié ¢ : R" — C tal
que

. g C®RY

e Per cada k € Z>( i per cada d € Z>;

o™ (@)] < |27
si |x| és suficientment gran.

L’espai de Schwartz és I’espai vectorial topologic format per totes aquestes funcions i el notem
S(R™).

Equivalentment, podem escriure que

S(R™) = {g@ € C(R") | 3Cyp €R" ta sup l2%™ (2)] < Cyp Vd € Zs1, Yk € ZZO}.

Els lemes segiients ens permeten veure que l’espai S(R") és dens dins de 'espai LP(R™), amb
1<p<oo.

Lema 1.3. Les funcions C*°(R™) amb suport compacte, CZ&(R"), pertanyen a S(R").
Demostracié. Considerem f € CF(R") id € Z>1, k € Z>o. Totes les derivades de f sén
de C(R™) i el seu suport esta inclos en el suport de f, per tant z¢f*(x) també pertany a

CZ(R™) i té un maxim a R™ pel Teorema de Weierstrass. D’aqui deduim, per definicié de
lespai de Schwartz, que f € S(R™). O
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CAPITOL 1. TRANSFORMADA DE FOURIER

Lema 1.4. Per a p tal que 1 < p < oo se satisfa que S(R™) C LP(R").

Demostracio. El cas p = oo és trivial a partir de les definicions dels dos espais.

Considerem doncs 1 < p < co. Per definicié, les funcions de S(R™) i totes les seves derivades
decauen més rapidament que 'inversa de qualsevol polinomi. Usant aixo obtenim el resultat,
doncs si f € S(R™) i mp — (n—1) > 1 tenim que

[ iapas < [ (S5 "a —o [T (4 T < 4
n v x_ R 1+|:C|m v 2 0 1+7"m OO,

on (', Cy s6n constants, la primera depenent de f i la segona de p. O

D’aquest lema deduim que la definicié6 de transformada de Fourier donada per a L!'(R") té
sentit en aquest espai i tots els resultats vistos anteriorment també sén valids ara.

Lema 1.5. L’espai S(R") és dens a LP(R"), amb 1 < p < oo.

Demostracié. Hem vist al lema B que CF(R™) C S(R™). Usant aquest resultat i la densitat
de CF(R™) a LP(R™) si 1 < p < oo, obtenim el que volem provar. O

Lema 1.6. Si f € S(R") i a és un multi-index, aleshores tenim que f € C®(R™) i que

Df = (=i)llzef.

Demostracio. 8‘1 1
af _ —izy
1 .
—ixy

( 2)|a|( ) o f(a;)xae*m’yda;

- <—z’>'a'xaf<y>.

En la segona igualtat hem fet servir la derivacié sota del signe integral, ja que tenim que
f € S(R™), i aleshores també z*f € S(R") c L*(R").

Per veure que f € C°(R™) només ens cal recordar que, tal i com hem vist al teorema ,
la transformada de Fourier d’una funcié de L!(R™) és continua i per tant es dedueix de la
igualtat que acabem de provar. ]

Lema 1.7. Si f € S(R"), aleshores f € S(R") i f € S(R").

Demostracio. Ho provem per f; per f es pot veure analogament.

Comencem per observar que, com que acabem de veure que S(R"™) C LP(R™), per a les funcions
d’aquest espai també sén valides les propietats que hem vist al teorema . Concretament
tenim que

gD = il f.

15



1.3. ESPAI DE SCHWARTZ

A més, per definicié de S(R™), per tot « tenim que Df € S(R™) ¢ LY*(R™). Aplicant el lema
de Riemann-Lebesgue, que ens diu que limy,|_,, f(y) = 0, a la propietat anterior i a I'’expressi6
del lema @ obtenim que f € S(R™). O

Combinant aquest ultim resultat amb I'altim punt del teorema B obtenim que la transformada
de Fourier és un automorfisme a S(R™).

Les propietats que hem vist de S(R™) ens permeten demostrar el Lema de Riemann-Lebesgue,
que ja hem introduit al teorema

Teorema 1.4 (Lema de Riemann-Lebesgue). Sigui v € L'(R™). Aleshores

lim 4(§) =0, lim u(x)=0.
[€] =00 |x|—o00

Demostracio. Ho demostrarem per 4. Per @ és analeg.

Abans de comengar, recordem que 'espai Cy(R"™) és la completacié de C(R™) respecte de la
norma del suprem, i que és un espai de Banach (vegeu, per exemple, [12]).

Observem que si ¢ € S(R™) aleshores

(2m)™2[(8)] =

| etotaa] < [ Jot@lds,

d’on prenent el suprem sobre £ tenim que
@2m)"?[|@llze < llellz-

Fent servir que S(R") és dens a L'(R"), tenim que si u € L'(R") llavors existeix una successi6
(om) C S(R™) que convergeix a u en la norma de L. La successi6 (¢,,) sera de Cauchy amb
la norma del suprem ja que

©2m)" 2| @m — @il < lom — @ill -

Com que per definici6 de 'espai de Schwartz, S(R™) C Co(R™), i Co(R™) és un espai complet,

existeix una funci6 g € Cy(R") tal que ¢, — ¢ uniformement. A més, f = g ja que

(22 [a(6) ~ F©)] = @) tim [pm(e) - (©)
= o / lem(@) — fla)le " da

< lim [lom = fllpr@n) =0,

m— 00

i d’aqui deduim el resultat. O
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Capitol 2

Del passeig aleatori al laplacia
fraccionari

Els processos de Lévy sén un tipus de processos estocastics que tenen diverses aplicacions en
economia, fisica, enginyeria i ecologia, entre d’altres. Algunes d’aquestes aplicacions, aixi com
la definicié formal i algunes propietats d’aquest tipus de procés, es poden trobar a [4].

Un passeig aleatori amb passos de llargada arbitraria, que anomenem wvol de Lévy, ens descriu
en el pas a temps continu un procés de Lévy. En aquest capitol veurem un exemple de
com es poden obtenir integrals singulars com el limit continu de vols de Lévy. D’aquesta
manera introduirem ’operador anomenat laplacid fraccionari: el definirem de dues maneres
diferents, com a operador no local i mitjancant la transformada de Fourier, i veurem que les
dues definicions sén equivalents.

Aquesta seccid esta basada en I'estudi de E. Valdinoci a article From the long jump random
walk to the fractional laplacian, [21].

Seguint la convencié considerada per 'autor de l'article, no tindrem en compte les constants
normalitzadores, és a dir, escrivint X = Y voldrem dir que existeix una constant C' > 0 tal
que X = CY. Tornem a considerar la definici6é de transformada de Fourier de [8] que ja hem
usat al capitol 1, per tant podrem aplicar totes les propietats que hem estudiat.

2.1 Introduccié: Passeig aleatori estandard

Un dels problemes més coneguts relacionat amb les EDPs és la modelitzacié d’un passeig
aleatori que estudia el cami que segueix una particula. Un passeig aleatori és la formalitzacié
de la idea intuitiva de prendre passos successius, cadascun en una direccié aleatoria. Les
distribucions de probabilitat de la longitud dels passos i de la direccié en que es realitzen ens
defineixen el passeig.

Introduim Z", la malla formada pels punts x € R" tals que les seves coordenades sén nombres
enters. Donat un pas espacial h > 0, hZ" denota la malla dels punts tals que els seves
coordenades sén enters multiplicats per h. Comencant a z = 0 estudiem el moviment aleatori
de la particula sobre aquesta segona malla.
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2.2. VOLS DE LEVY I NUCLIS D’INTEGRALS SINGULARS

Cada punt x € hZ™ té 2n punts veins que sén
x + hej, x — he; (7 =1...n),

on e, ...e, és la base canonica de R". Considerem que la particula es pot moure d’un punt
a qualssevol dels seus punts veins amb la mateixa probabilitat, amb independéncia del pas
anterior i en un pas temporal 7 > 0.

Si definim u(z,t) com la probabilitat de que la particula estigui en el punt x a l'instant ¢ i fem
h, 7 — 0 obtenim que el passeig continu seguit per la particula es modelitza per I’equacié de
difusié
uy = DAwu,
2

on — = 2nD =constant.
T

La deduccié completa és semblant a la que farem a la seccié segiient i es pot trobar a [17].

2.2 Vols de Lévy i nuclis d’integrals singulars

El nostre proposit és estudiar una generalitzacié del moviment aleatori d’una particula, en la
qual la particula pot saltar entre diferents punts d’una malla infinita amb probabilitat donada
per una funcié K. Com ja hem dit, aquest tipus de moviment aleatori es coneix com a wvol de
Lévy.

A diferéncia del passeig aleatori estandard, en un vol de Lévy les particules poden fer salts
arbitrariament llargs tot i que la probabilitat de fer-los sigui petita.

Per la funcié K que prendrem més endavant (vegeu (@)), a la figura 2.1, hi tenim la represen-
tacioé de les trajectories obtingudes per simulacié numerica d’un passeig aleatori estandard i
d’un vol de Lévy en el pla, pel mateix nombre de passos. Hi veiem que, efectivament, en el vol
de Lévy hi apareixen salts de diferents longituds que fan que la trajectoria presenti ’estructura
d’agrupacions amb passos petits, connectades per passos llargs. En el passeig estandard, la
trajectoria omple practicament tot 'espai i no es distingeixen agrupacions diferents.

Fixem un pas h > 0 i considerem un passeig aleatori sobre la malla hZ™.

Comencem definint la funci6é K : R™ — [0, +00) que ens déna la probabilitat de fer cada salt.
En particular interpretem K(y), quan y € Z™, com la probabilitat de fer un salt de 0 al punt
hy € hZ".

Com que estem assignant la mateixa probabilitat a qualsevol direccié, és natural assumir que
KC sigui parella, és a dir, K(y) = K(—y) per tot y € R™ i, com que és una probabilitat, que

> K(k)=1. (2.1)

kezn

Per la convencié que considerem de normalitzacié de les constants, notem que la condicid (@)
només vol dir que la serie sigui convergent.

Suposem que en qualsevol unitat de temps 7, una particula salta des d’un punt qualsevol de
hZ™ a un altre punt. La probabilitat que té una particula de saltar del punt hk € hZ" al punt
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CAPITOL 2. DEL PASSEIG ALEATORI AL LAPLACIA FRACCIONARI

Figura 2.1: Comparacié de les trajectories d’un passeig aleatori estandard (esquerra) i un vol de Lévy
(dreta) amb K definida a (R.4)), « = 1.5. Les dues trajectories tenen el mateix nombre de passos (aprox.
7000). Font: [15],

hk és K(k — k) = K(k — k), i com en la seccié anterior anomenem wu(z,t) a la probabilitat
de que la nostra particula estigui al punt € hZ" en l'instant ¢t € 7Z%. També podriem
interpretar u(x,t) com la probabilitat de que hi hagi una particula amb aquestes coordenades.

Clarament, u(x,t+7) és igual a la suma de probabilitats de totes les possibles posicions z+ hk
en l'instant ¢t ponderada per les probabilitats de saltar de = + hk a x, és a dir,

(@, t+7)= > K(k)u(z + hk,t). (2.2)
kezn

Per tant, si fem servir la normalitzacié (@), obtenim que

u(z,t +7) —u(z,t) = > K(k) (u(x + hk,t) — u(x,1)) . (2.3)
kezm

Prenem 7 = h® i K un nucli homogeni, és a dir, excepte constants de normalitzacié que sigui
de la forma

K(y) = [y|~"*) siy #0, 2.4
K(0) =0, '
amb « € (0,2). Veurem que en aquest cas obtenim 'equacié de difusié amb el laplacia (—A)*/2

en fer el limit h — 0, 7 — 0.

Observem que aquesta distribucié de probabilitat satisfa (EI) fent servir el Criteri Integral
per a la convergencia de series tenim que

1 o0 (o ¢]
/ Tinga dy:/ r"arnldT:/ pletl))
Re\B, YT 1 1
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2.2. VOLS DE LEVY I NUCLIS D’INTEGRALS SINGULARS

que és una integral convergent perque a+1 > 1. Per tant la série donada per K és convergent.

A més, K és clarament parella i observem que

WK (hk) = h"|hk|~ (") = pronte|g|=(Fe) — pragc(k) = 77K (k) = Kk)
T
Per tant podem afirmar que
Kk) = h"K(hk). (2.5)
-
Definim la funcié
Py, x,t) = K(y) (u(z +y,t) —u(z,1))
i fem servir I'expressié (@) per reescriure (@) com
u(x,t +7) —ul(w,t) K(k)
. =D~ (ul + bk t) —u(x,1))
kezn
=" Y K(hk) (u(w + bk, £) = u(z, 1)) (2.6)
kezn
=h" Y p(hk,z,t).
kezn

L1iltima expressié que hem obtingut és la suma d’aproximacié de Riemann de la integral

Y(y, x, t)dy.
Rn

Recordem que:

Definicié 2.1 (Suma de Riemann d’una funcié). Sigui f : D — R una funcié definida en
D c R. Sigui I = [a,b] C D un interval tancat, i sigui P = {[zo,x1), [x1,22), ..., [Tn—1,Zn)}
una particié de I amb a = z¢p < 1 < 1 < ... < x, = b. La suma de Riemann de f sobre I
amb particié P es defineix com

n
S = Zf(l“?;)(fk - Tp_1), 1 < xp < 3
k=1

La tria de =} € [xg_1, 2] és arbitraria. Es compleix que

b bma)~, (kb—a)
| sarae = i © ;f<n>

Per tant, fent el limit 7 = A% — 0" a (@), és a dir, agafant el limit continu del passeig
aleatori discret, obtenim que

Ut(l‘,t) = ¢(y>$7t)dy>
R’ﬂ
que es pot reescriure com
u(lx +y,t) —u(z,t
(1) = / ( Wzm @0 4. (2.7)
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Aix0 ens mostra com podem passar de tenir un passeig aleatori discret amb salts llargs a tenir,
en el limit, una integral singular amb un nucli homogeni.

Podem afegir un terme no homogeni a l’equacié (@) Pensem u(z,t) com la probabilitat
de tenir una particula en (z,t) i suposem que el sistema pot introduir particules en totes les
posicions, és a dir, és un sistema amb fonts. Anomenem f(z,t) a la probabilitat per unitat de
temps de que s’introdueixi una particula a la posicié x en U'instant ¢._La probabilitat f(z,t)
també podria dependre de u. En aquest cas, cal reescriure l'equacié (R.2) com

w(z,t+7) = ( > K(k)u(x + hk, t)) +7f(z,1). (2.8)
kezn

Seguint els passos anteriors, en dividir per 7 el nou terme ja no dependra ni de h ni de 7, que
son els parametres que tendeixen a 0. Per tant 'equacié que obtindrem sera

wi(z,1) = / ) uz + ?ﬁzwu(% Dy + () (2.9)

2.3 El laplacia fraccionari

Definicié 2.2 (Laplacia fraccionari). Per una funcié u € (L N C?)(R"?) i a € (0,2), definim
el laplacia fraccionari com

Ayer, u(e +y) —ulz) ([ u(y) — u(z)
(-A) PV. | =i dy< PV. | oy dy), (2.10)

on P.V. denota el valor principal de la integral, és a dir,

u(x +y) — u(x)
ly[" e

lim

dy.
e—0 R™\ B.(0)

Notem que la integral (@) presenta una singularitat quan y = 0. Tanmateix, sota les hipotesis
de la definicid, la integral esta ben definida en valor principal, és a dir, el limit anterior existeix
i la definici té sentit.

Podem assegurar que el limit és finit perque

1. |y|~(*®) és integrable a l'infinit.

Fent el canvi a variables esféeriques n-dimensionals tenim que

1 o o0
/ Tt dy = / P gy — / p(atl) o 400,
Rm\ By Y 1 1

on hem usat que v + 1 > 1 per veure que la integral és convergent.

Vu(z) -y

[ dy = 0, ja que la funcié y/|y|" T és imparella.

B1
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2.4. NUCLIS I SIMBOLS DE FOURIER

El punt 1, juntament amb que u sigui fitada, ens déna la convergencia de la integral () a
I'infinit.

Aplicant el punt 2, podem escriure la integral a prop de 0 de la forma

u(zx +y) —u(x) — Vu(x) -y
/Bl ly[te W

i aquesta integral és convergent perque, fent servir 'expansié de Taylor de u,

u(e +y) — u(w) = Vu@) -y _ [Dully=lyP _ |IDull
ol SR T e

que podem veure que és integrable a prop de 0 fent el canvi a variables esferiques analogament
a com ho hem fet abans.

També és interessant escriure la integral () com un quocient diferencial ponderat, que

veurem que sera de segon ordre. Per fer-ho, comencem per fer el canvi de variable z = —y a
la integral, obtenint
u(z — z) — u(x)
/n e dz. (2.11)

Reescrivim 'expressi6 () anomenant y a z, i tenim que

2/n “(“y)_“(@dy:/n U(w+y)—u(fv)dy+/n we—y) —ul@)

|y|n o |y|n o |y |t

(2.12)

[ ul@ty) +ulr —y) — 2u(x)
B /n |yt -

El que hem obtingut a () ens mostra com podem escriure la integral que ens defineix el la-
placia fraccionari (), amb un factor 2 multiplicant, com la mitjana del quocient incremental
w(z +y) + u(x —y) — 2u(z) respecte del pes |y|"Te.

Aquesta representacié també ens és til per eliminar la singularitat de la integral a prop del
0, ja que si u és suau i considerem la seva expansié de Taylor fins a ordre 2 obtenim que

u(z +y) + u(x —y) — 2u(z) < | D?u|| o
|y|nte =yl

que ja hem vist que és integrable a prop de l'origen.

2.4 Nuclis i simbols de Fourier

Donada una funcié u prou regular, el passeig aleatori que hem definit a 'apartat @ ens ha
portat a estudiar 'operador lineal £ definit com

Cu= / e+ y) +ule — ) — 2u(x)) Ky)dy (2.13)

Podem considerar la transformada de Fourier de £ i calcular el seu simbol o multiplicador de
Fourier.
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CAPITOL 2. DEL PASSEIG ALEATORI AL LAPLACIA FRACCIONARI

Definicié 2.3 (Simbol de Fourier). Sigui £ un operador lineal i u una funcié suficientment
regular. Definim el simbol o multiplicador de Fourier de £ com la funcié S : R®™ — R tal que

Lu(€) = S(€)a(€),  qpt € € R™ (2.14)

Amb u suficientment reqular volem dir que ens cal tenir la transformada de Fourier de u i de
Lu ben definides.

Volem buscar la relaci6é entre K i §. Fent servir la definicié () i notant F la transformada
de Fourier respecte la variable espacial z, obtenim que

S(&ya(€) = F(Lu)
- F </n (u(z + y) + u(x — y) — 2u(x)) ’C(y)dy>
_ / (F (ule +y) + ule = y) = 2u(2) K(y)dy
= (v + e — 2) (Fu) (K (y)dy
_ / (e e 2) K(y)dy (Fu) (€)
- / (cos(€ - y) = ) K(y)dy (Fu) (&),

per tant hem demostrat que

SO = [ (costé ) - D)y (215)

2.5 El laplacia fraccionari a ’espai de Fourier

Donem una definicié alternativa per al laplacia fraccionari, aquest cop en l'espai de Fourier.

Seguint les propietats que hem estudiat de la transformada de Fourier, tenim que
—Au(€) = [¢]*a(8).

Per tant, generalitzant aquesta propietat, és natural definir el laplacia fraccionari de la forma
seglient:

Definicié 2.4 (Laplacia fraccionari). Donat a € (0,2), definim el laplacia fraccionari d’una
funcié v € H*? com
(—=A)*u = F(¢]*(Fu)), (2.16)

on F denota la transformada de Fourier. Dit d’'una altra manera, el laplacia fraccionari és
loperador que té com a simbol de Fourier la funcié [£]“.

Observacid 2.1. Siu € H*/? = W/22 podem assegurar que el simbol de Fourier de la definici6
esta ben definit: hem de poder calcular la transformada de Fourier de u i I’antitransformada
de |£]|*G. Es suficient imposar que les integrals

[ [ e
R R
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2.5. EL LAPLACIA FRACCIONARI A L’ESPAI DE FOURIER

siguin finites, ja que per definicié de la transformada v € L? si i només si @& € L?. En el cas
en que u € H*? ho podem assegurar perqué, per definicié de I'espai de Sobolev, tenim que

/ (1+ €22 < .
R’ﬂ

Vegem a continuacié que les dues definicions que hem donat de laplacia fraccionari, @ i @,
sén equivalents.

Seguint la notaci6 dels apartats anteriors, podem escriure les dues definicions com
S(&) = [¢]™ i K(y) = —[y|~ "+,

Per tant, fent servir (), haurem demostrat que sén equivalents si veiem que

€ = /Rn 1ocosl€ )y, (2.17)

|y| e

Per comencar observem que si € R aleshores podem afirmar:

1. sin(z) < z.
2. cos(x) > cos?(x) = 1 — cos(x) < 1 — cos?(x) = sin?(x).

3. (1.4+2.=) 1 —cos(z) <sin?(z) < |z|2

Si prenem y = (Y1, ..., Yn) € R tenim que

_ 2
1 — cos(y1) < 91| < 1
ly[nte = |ynte T |yn2te’

que és integrable a prop de 0.

n+a)

D’aqui deduim, juntament amb que |y| és integrable a 'infinit, que la integral

1 — cos(y1)

és positiva i convergent.

Definim la funcié

|y |t

Vegem primer que J és invariant per rotacions, és a dir, que

J(&) = T ([Eler). (2.19)

o= [ ey~ [ =Sy - g

d’on 7(&) = I (I€]) = T ([gea)-

Sin=1:
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CAPITOL 2. DEL PASSEIG ALEATORI AL LAPLACIA FRACCIONARI

Si n > 2: Considerem una rotacié R tal que R(|¢|e1) = £ i denotem RT la seva transposada.
Obtenim que:

J(E) = /n Ls(f-y)dy _ /n 1 — cos((R(|¢]e1)) - y) dy

|y |t |y| e

_/1—mmwoﬁwm

|y|te

dy = (Canvi de variable: RTy = z)

dz = J(|¢]e1).

:/ 1 — cos(([€le1) - 2)

|Z|n+o¢

Per tant podem fer el canvi de variable z = ||y a la definici6 de J i obtenim que

7€) = T(ller) = [ iy

1 / 1 —cos(zl)dZ: 1’€n+a/ 1 —cos(zl)dz
Rn

eI Jrn [2/lEIm e K |2+

Constant

= l¢]*.
Hem demostrat () i, per tant, I’equivaléncia entre les dues definicions de laplacia fraccio-
nari.

Finalment, notem que podem escriure la densitat de probabilitat limit del passeig aleatori amb
passos llargs que hem obtingut en la segona seccié del capitol com

up = —(—A)* %,

en el cas homogeni i com

up = —(=2)*u+ f,

en el cas no homogeni.
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Capitol 3

De la migracié de poblacions al
model convolutiu

La dispersid espacial de cel - lules o d’organismes és un tema central en biologia, i conseqiient-
ment 'estudi de I'evolucié d’aquesta dispersié pren una gran importancia. Els models que es
proposen per la dispersié d’organismes sén, en gran part, de dos tipus. El primer tipus sén
models discrets en espai i temps: s’anomenen patch models i es solen tractar numericament.
El segon tipus séon models continus que es basen en equacions de reaccié-difusié de la forma:
ug = DAu+ f(u).

En algunes casos, la classe de models de reaccié-difusio és massa restrictiva, ja que assumeix que
el moviment dels organismes esta governat per un passeig aleatori estandard. El nostre proposit
és derivar un model continu més general, perod que continui sent tractable analiticament.

Derivarem el model de dues maneres diferents: discretitzant el temps i I’espai i fent el limit per
passar al model continu, seguint 'article The evolution of dispersal de V. Hutson, S. Matinez,
K. Mischaikow, [13], i a continuacié mitjancant derivades de funcionals basant-nos en l'article
Some nonclassical trends in parabolic and parabolic-like evolutions del matematic P. Fife, [10].

3.1 Presentacio del model

Fent servir la notacié usual, denotem per x la posicié i per t I'instant de temps. La base del
model que obtindrem sén les equacions de la forma

Ut :Du—i—f(u,x,t),

on D és un operador no local que mesura la difusié dels organismes en l'espai i es construeix
a partir d’un nucli integral. Considerem el cas més senzill, que ve donat per

) = Dpae) = p {1 [ ()t - o) |

Aqui, © C R"™ és el domini espacial i k& és una funcié no negativa satisfent la condicié de

normalitzacié
/ k(y)dy =1,
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3.2. DERIVACIO DEL MODEL

és a dir, k és una densitat de probabilitat.

Notem que l'operador D depén de dos parametres: la taza de dispersio p, que representa el
nombre total d’individus que es dispersen per unitat de temps, i la longitud de dispersio L,
que caracteritza la distancia de dispersi6.

Assumim que 2 = R"”, és a dir, que ’habitat dels organismes que considerem és tot ’espai.

Interpretem I’equacio en el cas p = L = 1. Per aquests valors dels parametres podem reescriure
I’equacié com

up(x,t) = J xu —u(z,t) = / J(x —y)u(y,t)dy — u(x,t), (3.1)

amb J una funcié radial, no negativa i d’integral 1.

Com hem dit, aquesta equacié es pot fer servir per modelitzar processos difusius. Podem
pensar u(z,t) com la densitat d’una certa poblacié al punt x en I'instant de temps t i J(xz —y)
com la probabilitat de saltar de la posicié y a la posicié xz. Aleshores, (J * u)(x,t) és la
freqiiéncia a la que individus de la poblacié arriben a la posicié x des de tots els altres punts
del domini. De la mateixa manera —u(z,t) = — [p. J(y — z)u(x, t)dy és la freqiiencia en que
els individus marxen de la posicié x cap a altres llocs. En abséncia de fonts internes o externes,
u satisfa (@)

L’equaci6 (@) és una equacid de difusio no local perque u(z,t) depeén dels valors de u en tot
el domini a través del terme convolutiu J * w.

Es pot comprovar, vegeu [10], que el problema de valors inicials definit per aquesta equaci6
comparteix moltes propietats amb el que defineix ’equacié de la calor classica, per exemple:
o les solucions estacionaries fitades sén constants,
e les dues tenen un principi del maxim, i
e les pertorbacions es propaguen amb velocitat infinita, fins i tot si el suport de J és

compacte.

Tanmateix, en general (@) no presenta un efecte regularitzant de les solucions, com veurem
en el capitol segiient.

3.2 Derivacidé del model

Considerem una espeécie en un habitat de dimensié n, R™, i suposem que la poblacié es pot
modelitzar per una sola funcié u(x,t), que representa la densitat de la poblacié a la posicié x
en l'instant ¢. Derivarem un model continu per la poblacié considerant una discretitzacié en
espai i temps, i fent tendir la mida dels intervals espacials i temporals a zero.

Dividim R en intervals n-dimensionals, és a dir, en subconjunts contigus de la forma I7 x...x I,
amb I, ..., I,, intervals de longitud h > 0 en cadascun dels eixos de coordenades. Discretitzem
el temps en intervals de durada 7.
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CAPITOL 3. DE LA MIGRACIO DE POBLACIONS AL MODEL CONVOLUTIU

Sigui u(I,t) la densitat de poblacié que hi ha en el subconjunt I en l'instant ¢.

Ens agradaria trobar ’expressié pel canvi de densitat de poblacié en un subconjunt I en un
interval de temps de durada 7. Per fer-ho, comencem per assumir que els individus marxen de
I per anar a un altre subconjunt J amb freqiiéncia constant. Es natural pensar que el nombre
d’individus que emigren ha de ser proporcional a:

a) La poblaci6 del subconjunt I, que és u(I,t)h".

b) La mida del subconjunt d’arribada J , que en el nostre cas és h™.

¢) La durada de temps en qué mesurem el transit d’individus, que e§ 7.

Definim «(J, I) la constant de proporcionalitat pels individus de I que arriben al subconjunt
J. Aleshores, el nombre d’individus que marxen de I durant Uinterval [¢,t 4 7] és

> o, Du(I, t)h* 7. (3.2)

JCR™
J#I

Biologicament, té sentit suposar que el nombre d’individus que emigren de I per unitat de
temps és finit i, per tant, que el sumatori de (B.9) convergeix. Aixi doncs té sentit assumir que

> a(J,Dh" < +oo. (3.3)
JCR™
J£I

Fent el mateix raonament tenim que, en el mateix interval de temps, el nombre d’individus
que arriben a I des dels altres subconjunts de 1’espai és

E oI, J)u(J, t)h* .
JCR™
J£I

Per acabar, també podem tenir en compte els naixements i les morts que es poden donar en
qualsevol dels subconjunts. Sigui g(u(I,t),I) la taxa de natalitat per capita a I per una certa
densitat de poblacié u; si el signe és negatiu fara referéncia a la mortalitat. Assumint que
aquesta taxa és constant en l'interval de temps que considerem, tenim que ’expressio

g(u(l,t), Du(Il,t)h"r

ens dona el nombre d’individus nous.

Combinant les expressions anteriors, deduim que la densitat de poblacié al subconjunt I en
Iinstant t + 7 ve donada per

u(l,t+7)=u(l,t)+ > o, J)u(Jt)h"r

JCR™
JH#I
= > alJ, Du(I, I + g(u(I,t), Du(I, t)7.
JCR™
J#I
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3.2. DERIVACIO DEL MODEL

Dividim tots els termes per 7 i passem al model continu fent el limit h — 017 — 0. Obtenim
I'equacid

wlait) = [ la(e.)ult) — aly. o)ue )y

+ g(u(z, t), x)u(z,t).

(3.4)

Assumim que la taxa de migracié a(z,y) és homogenia i només depén de la distancia entre =
iy, ésadir, de |x — y|. Fent servir aixd podem escriure l'equacié (B.4) com

ut(z,t) = p [/n k(x — y)u(y, t)dy — u(x,t)} + f(u,z,t)

=plk*u(x,t) —u(z,t)] + f(u,x,t),

(3.5)

on k és una funcié parella i tal que

/ k(s)ds =1, (3.6)

p és la constant de difusié que definim com

p= [ alluhis

R”

i el terme no homogeni és f(u,x,t) := g(u,z,t)u. La funcié k és una densitat de probabilitat
i la integral que defineix p és finita per la hipotesi (B.3).

Si només tenim en compte les migracions de la poblacié, i no els naixements/morts, aleshores
f =0 i recuperem l'equacié homogenia.

3.2.1 Comparacié amb la derivacié de ’equacioé fraccionaria

A I’hora de deduir ’equacié convolutiva (@) hem seguit la mateixa estrategia de discretitzacio
i pas al limit continu que hem vist al capitol anterior per derivar I’equacié de difusié fraccionaria

uy(z,t) = /n U(?‘J?;tz;‘:i? 2 dy + f(x.1) (3.7)

= (—A)O‘/2u(:v,t) + f(x,t).

Observem, pero, que en aquest cas no ens ha fet falta imposar cap restriccié que ens relacioni
les velocitats a que els passos h,T tendeixen a 0, mentre que al capitol anterior ha estat
necessari imposar 7 = h® per poder passar al model continu. Tanmateix, hem hagut d’imposar
condicions més restrictives sobre els nuclis integrals k.

A més, la deducci6 fent servir dinamica de poblacions no ens serveix per l'operador (—A)a/ 2,
Formalment, podem escriure el laplacia fraccionari en forma de convolucié com

U(y,t) - u(x7t) / u(yat) / 1
dy = —— - dy — u(z,t ———dy
L. [y — e oo Ty —apra VU |

=K xu(z,t) —u(x,t) /R" K(y)dy,
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CAPITOL 3. DE LA MIGRACIO DE POBLACIONS AL MODEL CONVOLUTIU

on K(y) = |y|~"+) (per y # 0, K(0) = 0). Perd aquesta notacié només és formal, ja que com
hem estudiat al capitol anterior la funcié IC no és integrable en cap bola que contingui el 0 i

per tant les integrals no estan ben definides. No podem doncs separar en dues la integral que
ens defineix (—A)*/2,

En la derivacid, hem exclos aquests casos problematics en assumir la condicié (@)

3.2.2 Dependéncia de parametres

Com hem comentat en la introduccié del model, podem ajustar-lo al comportament concret
d’una poblacié d’organismes mitjangant dos parametres: la taxa (o constant) de dispersié p i
la longitud de dispersié L. La noci6 de p és facil de quantificar, s’interpreta com el nombre
d’individus_que migren per unitat de temps i es defineix com la constant multiplicativa que
apareix a (@) Per tractar la idea de dispersié, és raonable preservar la forma de la funcié «,
pero permetre que s’estiri o es contregui. Aixo ens porta a modificar la funcié k introduint la
longitud de dispersié L, definint

ki (z) = %k (%) . (3.8)

D’aquesta manera, si per exemple doblem L, la distancia esperada entre els subconjunts de
sortida i d’arribada també es dobla.

3.3 Derivacioé alternativa de I’equacié convolutiva

Com hem vist, pensar la funcié u com la densitat d’una poblacié ens suggereix de forma
natural ’equacié no local (@) En aquest apartat farem servir derivades funcionals per veure
com podem obtenir aquesta equacié no local generalitzant I’equacié classica de la calor

up = Au+ f(u). (3.9)

Seguim la deducci6 que fa Fife a [[10]. Per tal de no preocupar-nos de les condicions de vora,
suposem de nou que el domini de I'’equacié és R™. Analitzarem el cas on la constant de difusié
és p = 1, per altres casos només caldria prendre com a punt de partida I’equacié

u = pAu+ f(u)

enlloc de (@)

Comencem per preguntar-nos quin seria ’analeg no local més natural pel terme Awu, i per
tal de motivar la resposta comencem caracteritzant —Auwu a partir de 'anomenada integral de
Dirichlet

1
Eolut] = / S IVuldz.
D’aquesta definici6 deduim que si u(x,t) és una funcié prou regular aleshores

d
%So[u(-, t)] = —Au - uy,

31



3.3. DERIVACIO ALTERNATIVA DE L’EQUACIO CONVOLUTIVA

on el producte escalar denota el producte a L?(R™) i el signe — surt d’aplicar la integracié per
parts. Per tant, podem caracteritzar —Awu com

o5
ou

Es diu que —Awu és la derivada funcional a Lo de &.

—Au =

Podem interpretar I’energia £ com una mesura de la desviacié de u respecte de ser constant:
tenim que & lu] > 01 que Elu] = 0 només si u és constant. De manera natural, podem definir
un funcional no local que ens déna una mesura alternativa del mateix com

Suld = [ [ 176~ )ue.t) - ulyt) Pdod,

on J(x) és una funcié pes no negativa, que suposem que satisfa les hipotesis (H) anteriors.
Com passava amb &y, Eiglu] > 01 E19lu] = 0 si i només si u és constant. Ara tenim que

el /n/;Jw— 2(u(e) — uly)) () — ui(y))dady

/n /n & — y)u(z)u(v)dedy — /n /n x — y)u(z)u(y)dady
(2

) — J xu(z) - u(x)
= (u— J*u)(w)-ut x),

on el producte escalar és el de Ly(R™), no hem indicat la dependéncia de u en t per simplificar
la notacid i hem fet servir la simetria de J.

Per tant, obtenim

885(;@] (z) = u(x) — /n J(x — y)u(y)dy = u(z) — J * u(z).

Aixi, de la mateixa manera que £1g és 'analeg no local de &y, 'expressié J x u — u és 'analeg
de Au a l'equaci6 (@)

Podem fer el mateix incorporant un terme no lineal f(u) a l’equacié de difusié definint el
funcional energétic de Ginzburg - Landau

E = &lu] — . W (u)dz,
on W'(u) = f(u), i

51 = Elo[u] — W(u)dm
Rn

Aleshores 'equacié (@) és equivalent a

o0&
U = ——,
! ou
i la corresponent equacié no local és
0&1
U =——=J*xu—u u).
t 9u + f(u)
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Capitol 4

Comportament asimptotic de les
equacions de difusié convolutiva

Considerem una equacié no local de difusié convolutiva en R™ del tipus
Ut($7 t) =Jxu— U(ZI}, t) = fRn J(.%’ - y)u(ya t)dy - u(m, t)a (41)
amb

J : R™ — R una funcié radial, no negativa i amb / J(r)dr =1, (H)

n

és a dir, J és una densitat de probabilitat radial.

En aquesta secci6 ens centrarem en estudiar l’existencia i unicitat de les solucions de (@), el
seu comportament asimptotic quan ¢ — oo i la convergencia a solucions de models classics. Per
fer-ho, reproduirem alguns dels resultats de article Asymptotic behavior for nonlocal diffusion
equations de E. Chasseigne, M. Chaves i J.D. Rossi, [6].

La transformada de Fourier jugara un paper molt important: ens permetra trobar la férmula
explicita la solucié del problema de Cauchy en variables de Fourier. En ’article es pren una
definicié de transformada de Fourier diferent a la considerada anteriorment, concretament:

Definicié 4.1. Si u € L'(R"), definim la seva transformada de Fourier com

a(€) == / e" @ ly(x)dr (£ €RM), (4.2)
i la seva transformada de Fourier inversa com
(€)= /R ) (271T)nem'5u(:v)dac (€ € RM). (4.3)

Per a aquesta definicié de transformada de Fourier es pot veure que se satisfan els mateixos
resultats que hem vist a la seccid E], exceptuant algunes constants que seran diferents. Per
exemple, en aquest cas tindrem que, com abans,

Deu(€) = (i€)a(€),

pero que en canvi

—

Jxu=Ji.
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4.1. EL PROBLEMA DE CAUCHY

4.1 El problema de Cauchy

Considerem el problema de Cauchy que defineix I’equaci6é de difusié no local ([1!)

wp(x,t) = Jxu—u(x,t) = [po J(@—y)u(y, t)dy — u(z,t),

u(z,0) = up(z). (44)

Considerarem que una funci6 u és solucié de (@) siu € C%[0,00); L' (R™)) i satisfa 'equaci6
en sentit integral, és a dir, si satisfa

u(z,t) = uo(x) + /Ot < - J(x —y)u(y, s)dy) —u(x, s)ds. (4.5)

Aquesta definicié de solucié té sentit, doncs tots els termes que hi apareixen estan ben definits.
Veurem més endavant (teorema @) que tenim existencia i unicitat per aquest tipus de solucié.

La notacié C?([0,00); L'(R™)) indica que la funcié u(x,t) és L'(R™) respecte de la variable
espacial, z, 1 C%(]0, 00)) respecte de la temporal, ¢.

Veurem, a més, que el comportament de les solucions quan t tendeix a infinit depén del
comportament de la transformada de Fourier de J a prop de l'origen, i que les decaigudes
asimptotiques sén les mateixes que s’obtenen en les equacions de difusi6 fraccionaria.

4.2 Teorema: comportament asimptotic de la solucio

El resultat més important d’aquest treball és el segiient, i la resta de resultats del capitol ens
serviran per provar-lo.

Teorema 4.1. Sigui v una solucié de (@) amb ug, 4 € L'(R™). Suposem que

~

J(&) =1 - A[|* +[¢]"h(§),  £—=0,

amb A > 01« € (0,2] constants, [h(§)] < Aih(§) — 0 quan { — 0. Aleshores el comporta-
ment asimptotic de u(x,t) ve donat per

lim #"/® max lu(z,t) — v(z,t)] =0,
t——+o00 T

on v és la soluci6 de
vel, 1) = —A(= D) 2u(a, 1),

amb condicié inicial v(z,0) = ug(x). A més, tenim que
(- t) [ Loo (mry < ctm/e,
i que el perfil asimptotic ve donat per

i max 7/ u(yt,6)  Juoll 1 Ga(y)| =0,

on Ga(y) satisfa G4 (€) = e~ 4KI",
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Comentaris sobre el teorema

El resultat té sentit si tenim en compte les transformades de Fourier de les equacions de
difusié convolutiva i fraccionaria. Com veurem més endavant, en termes de la transformada
de Fourier, la solucié del PVI corresponent a u; = —A(—A)*/?u és

(€, 1) = e a(©),
on ug és la condicié inicial; per a uy = J * u — u sera
(&,1) = e OVl ¢).
Estem prenent com a hipotesi que
j(ﬁ) —1=—Al|* + petites variacions,

i el que afirma el teorema és que el comportament asimptotic de les solucions només depén de
J per valors propers a 0 i que aquestes petites variacions no tenen efecte sobre la decaiguda
asimptotica de les solucions.

Notem que en el cas a = 2 l'equaci6 per a v(z,t) és 'equacié de difusi6 classica
ve(x,t) = AAv(z,t),

amb A > 0 la constant de difusi6. Per tant si, @ = 2 les solucions u(z,t) de (Q) tindran
el mateix comportament asimptotic que les solucions de ’equacié de la calor. Aquest fet és
sorprenent, doncs recordem que l’equacié de la calor és local. En aquest cas, recuperem que
la taxa de decaiguda de les solucions és t~"/2 i, fent servir el Teorema d’inversié de Fourier,
que el perfil asimptotic és una Gaussiana:

. 1 . a 1 ~lz?
— () = iy o= AlYY gy =
Ga(z) = (Ga)(x) ) /n e’ e Y (47TA)”/26 1A
Com veurem més endavant, A-Id = —=D?J (0) i per calcular la integral de 'antitransformada

hem fet servir I’observacio El! del capitol E]

Si el suport de J a R™ és compacte, aleshores J té segon moment [, |z>J (z)dz < 400 i per
simetria el primer moment de J és nul, com veurem aixo vol dir que podem expressar J com

J(€) =1-AlEP +o(l¢*), ¢—0,

que es correspon al cas a = 2.

4.3 Demostracié del teorema

Estructurem la prova en forma de diferents lemes i teoremes, que descomponen el teorema i
que anirem demostrant successivament. Per comencar estudiem algunes de les propietats de
la funci6 J.
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Lema 4.1. Sigui J una funcié C'(R",R), no negativa, radial i tal que [p, J(r)dr = 1. Ales-
hores,
D) 7€) <1,J(0) =1.

ii) Si [gn J(2)|2|de < 400 aleshores

(vgj)i (0) = —i /n i (z)dz = 0

i si [gnJ(2)|z|*dz < +oo aleshores

<D2JA>” 0) =— /n xix;J (x)d,

)

per tant (DZj) (0)=0quan i #ji <D2j> (0) # 0. Llavors la matriu Hessiana de .J

. ;i
a l'origen ve donada per

D2j(0) = — <1 /R |x|2J(x)dx> . 1d.

n
i) SiJ(&) =1— Al€|* + o(|¢]*) aleshores necessariament o € (0,2]. Si a = 2, llavors

A-Id= —% (DQj)ij (0).

Demostracié. El punt i) es pot comprovar directament a partir de la definicié @ i de les
nostres hipotesis sobre la funcié J.

Per veure el punt i) usem el Teorema de derivacié sota el signe integral i obtenim que
0
9&;

L’existencia del primer moment de J ens assegura que aquesta integral esta ben definida, ja
que usant que J és radialment simetrica tenim que

/ J(@)\ /22 + ...+ 2ide =/n [ J(z)zidz,

RTL

&) =—i /n e Ly J(x)dx.

1 tornant a usar la simetria de J obtenim

gg(()) = —i/n x;J (x)dr = 0.

Derivant de nou,

T aj —2miz-
(020), (0 = gegg© =~ [ e Says@ya

d’on obtenim el resultat tornant a aplicar la simetria de J. En aquest cas, la integral també
esta ben definida per i, j qualssevol ja que estem suposant que el segon moment de J és finit
i J és radialment simetrica.
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Per demostrar el punt ii) comencem per recordar un lema de probabilitat (vegeu, per exemple,
[7]) que diu que si J té una expansié de la forma

FE€) = 140, &) — € BE) + o (&)

aleshores J té un segon moment i tenim que

a; = /xij(x)dq,‘, Bi; = /xiij(x)da: < 0.

Observem que en el nostre cas tindrem que a; = 0 per a tot ¢ per la simetria de J.

Llavors si suposem que ii7) es compleix per un cert o > 2 tindrem que B;; = 0 per 4,
qualssevol, per tant el segon moment de J seria nul, la qual cosa implica J = 0 que és
contradictori.

Finalment, si o = 2, aplicant el punt i) tenim que
Bij = /:CZLE]J(I')dCC = — <D2j> (0)
ij

i d’aqui es dedueix el resultat ja que, com hem vist en la demostracié del punt anterior,

<D2j ) (0) és una matriu diagonal i per la simetria de J tots els elements de la diagonal tenen

A 1
el mateix valor. A més, comparant les expansions de J en funci6 de [¢], tenim A = §Bu

O

Hem vist en el capitol m que la transformada de Fourier ens permet resoldre algunes EDPs
simplificant-ne ’expressi6é. El teorema segiient utilitza aquesta tecnica per provar ’existéncia
i la unicitat de les solucions del problema de Cauchy (@)

Teorema 4.2. Sigui ug € L1(R") tal que g € L'(R™). Aleshores existeix una tinica solucié
u € C°([0,00); L*(R™)) de (4.4), i ve donada per

a(&,t) = O Dt (g),

Demostracié. Partim de I’equacié del nostre problema de Cauchy

n

ug(x,t) = J xu—u(z,t) = / J(x —y)u(y, t)dy — u(x,t).

Aplicant la transformada de Fourier respecte de la variable espacial a ’equacié obtenim, for-
malment, que:

(&) = Tu— (g, 1) = a6, t) (©) ~ 1),
on hem usat que Tru=J i, que és l'equivalent de la propietat 3. del teorema @ tenint en
compte que la definicié de transformada que considerem ara és diferent.

Hem obtingut una EDO que sabem resoldre directament, obtenint com a soluci

i€, t) = eODigo(g).
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Finalment el resultat se segueix de prendre la transformada de Fourier inversa a la solucié

obtinguda, ja que com que iy € L*(R") i e(/(©) =D &5 continua i fitada la integral que surt en
fer-ho esta ben definida, i podem aplicar el Teorema d’inversi6 de Fourier.

La funcié u és continua respecte el temps ¢ perque @ ho és i apliquem l'antitransformada de
Fourier respecte la variable espacial. A més, és una funci6 de L!(R™) usant que ]e(‘] (5)*1”\ < C,
d’on |u| < Clug|, i que per hipotesis ug € L*(R™). O

Observacié 4.1. Es poden entendre les solucions de (@) directament en forma de transformada
de Fourier. Notem que aquest concepte de solucié és equivalent al de soluci6 en forma integral
(K.5) en les variables originals, sota les hipotesis que considerem per a la condicié inicial wy.

El lema segiient fa referéncia a la solucié fonamental del nostre problema, és a dir, la soluci
de (4.4) amb condicié inicial ug = dg, la funcié delta de Dirac a 0.

Lema 4.2. Sigui J € S(R"), l'espai de Schwartz. La solucié fonamental de (@) es pot
expressar com

w(z, t) = e oo (x) + v(z, t), (4.6)

amb v(z,t) una funcié suau. A més a més, si u és una soluci6 de (Q) es pot escriure de la
forma

n

u(x,t) = (w*ug)(z,t) = / w(z — z,t)up(2)dz.

Demostracio. Del teorema anterior tenim que

we(€,t) = (& t)(J (&) - 1).

De la definicié de dp tenim que si f és una funcié es verifica que
[ H@u(o) = sla)

Per tant, tindrem que g = 30 =1, i d’aqui obtenim que

’lf)(é-’t) — e(j(g)_l)t — e_t + e—t(ej(ﬁ)t o 1)

Aplicant la transformada de Fourier inversa a aquesta expressié obtenim la primera part del
lema:

w(x,t) = e tdo(x) + (e_t(ej(g)t - 1))V:: e oo (x) + v(x, t).

La funci6 e_t(ej &t _ 1) és de S(R™) perque J ho és i, com a conseqiiencia, les condicions per
ser funci6é de Schwartz se satisfan trivialment. D’aquesta manera la funcié v(x,t) és suau per
ser la transformada inversa d’una funcié de S(R"), ja que per tant també pertany a aquest
espai.

Per demostrar la segona part del lema només cal veure que w * ug és una soluci6é de (@), ja
que llavors se segueix de la unicitat de soluci6 del problema. Anomenem u(x,t) = w * ug(x, t)
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i comencem per comprovar que satisfa ’equacié:

iz, 1) = / w2, tyug(2)dz
_ / (J % w — w(z — 2, ) ug(2)dz
= /Rn (/ J(&w(x — 2z — §,t)d§> uo(z)dz — (w * ug)(w,t)

Rn
= J(x —y)w(y — z,t)up(2)dydz — u(z,t)

n n

— [ I~ by - ulzt

on en la segona igualtat hem usat que w és la solucié fonamental i en la Gltima hem aplicat el
teorema de Fubini.

Només resta comprovar que se satisfa la condicié inicial:

(w *up)(x,0) = / w(x — z,0)up(z)dz

n

= /n (6050(3: —2) +v(z — 2,0)) ug(2)dz
= ug(z).

En la dltima igualtat hem fet servir que v(z,0) = 0, fet que es dedueix de que
0(€,0) =% —1) =0=10,

i per tant aplicant el Teorema d’inversi6 de la transformada de Fourier obtenim que v(x,t) =0
qpt z € R™. ]

Observacié 4.2. Si enlloc de J € S(R") tenim que J € L'(R™), com que suposem J € L*(R"),
i per tant j(f) — 0 quan || — 0, la descomposici6é del lema anterior també és correcta i
el resultat és valid amb I'inica diferencia que només podrem assegurar que la funci6 v sigui
continua. Per veure que v és continua només ens cal notar que la funcié o(¢,t) = e~ (e’ —1)
és de LY(R™), i que per tant la seva antitransformada és continua.

Observacio 4.3 (Abséncia d’efecte regularitzant). Com hem vist al lema anterior, la soluci6
fonamental de (Q) pren la forma

w(z,t) = e "5o(z) + v(x,t),

amb v(z,t) una funcié continua si J € L1(R™). La funci6 v(z,t) no presenta cap singularitat
a z = 0 i la massa de la funci6é delta de Dirac s’hi manté, malgrat la seva massa decau expo-
nencialment. Per tant, la conservacié total de la massa implica que la massa es redistribueix
per 'espai a través de la funci6 v(z,t).

A més, la soluci6 u del PVI (4.4) es pot escriure com

u:w*uoze_tuo—i—v*uo,

i per tant la soluci6 sera tan regular com ho sigui ug, perd no més. Aquest fenomen contrasta

......

podria ser g es regularitza instantaniament i la solucié corresponent és C*°.
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A continuacié demostrarem la primera part del teorema @

Teorema 4.3. Sigui v una solucié de (@) amb ug, 4 € L'(R™). Suposem que

A

J(&) =1 - A[|* +[¢]*h(),  £—=0,

amb A > 01« € (0,2] constants, |h(§)| < Aih(§) — 0 quan & — 0. Llavors el comportament
asimptotic de u(x,t) ve donat per

lim /@ max |u(z,t) —v(z,t)] =0,
t——+o00 T

on v és la solucié de vy (z,t) = —A(—A)*?v(z,t) amb condicié inicial v(z,0) = ug(z).

Demostracié. Dividim la demostracié en tres passos.

Pas 1: Com en la demostracié del lema previ tenim

at(&vt) = ﬂ(é-’t)(j(f) - 1)

Per tant .
a(e,t) = /O Dy (g).

D’altra banda, sigui v(z,t) una soluci6 de
o) = —A(—A)20(z, ),

amb la mateixa condici6 inicial v(x,0) = ug(z). Aplicant la transformada de Fourier a aquesta
equacié obtenim que
by = —A[g|0,

on hem usat que ((—A)a/%) " = |y|*0. Per tant tenim que

(&, t) = e M),

Observem que 4,9 € L'(R") ja que les dues sén el producte d'una funcié fitada per g, que
és una funcié de L'(R™) per hipotesis. A més, u € L'(R") segons el teorema @)i v també
hi pertany per ser la convolucié de dues funcions de L'(R™): v = (e~ A" x ug i és facil
comprovar que e~ 4"t ¢ § (R™). Per tant, podrem aplicar el Teorema d’inversi6é de Fourier.

Pas 2: Ara que ja tenim expressions per a 4(&,t) i 0(£,t) procedim a calcular el limit de
Jgn 1 — 0] (&, t)dE quan fem tendir ¢ — 4oc0. Podem escriure

[ ta—ilie.de = [ |(0OD - 0 ag(e)|ag
n .

= fp e =

+ /K o ‘ (et(j(sH) _ efA\sm) ao(g)) de

=141
on r(t) és una funcié sobre la qual veurem que caldra imposar certes condicions.
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Separem el domini en dos pel motiu segiient: la primera idea per fitar 'exponencial sera fer
servir Taylor, perd recordem que només podem usar e — 1 < Cz, C' > 0 constant, si x és
prou petit. Veurem que per fitar 11 podrem fer servir aquesta idea, mentre que per I haurem
de procedir de manera alternativa perque el nostre x hi sera massa gran. De fet, tindrem
x = t|&|*h(§), per aquest motiu r depeén del temps.

Comencem buscant una fita per I, i ho fem descomponent la integral en dues:

r< [ Jeteag)dg [ (VO D) de =1+
€= (t) |€1>r(t)

Per I tenim que

¢n/e / e A1 g (€)|dE < t7*|do| poo (mmy / e Al ge
|&]>r(¢) 13

|2r(t)

= ||dol| oo (rm) e A" dn
n|>r(t)tt/ =
on en I'iltim pas hem fet el canvi de variable & = nt'/®. Clarament, la tltima integral tendeix

a 0 quan t — +o00 si imposem que

()t = 400 quan t — 4oc. (4.7)
Recordem que estem prenent com a hipotesi que J satisfa, si & és prou petit, que
J(€) <1 — Al¢* + [€[*h(€).
amb h tal que |h(§)| < Aih(§) — 0 quan £ — 0. Per tant, existeix D > 0 tal que
J) <1-Dlgl* il <a,
per un cert a > 0.

A més, usant el lema @ i les propietats de la transformada de Fourier, tenim que existeix un
6 > 0 tal que

A~

J@E)<1-6 silf|>a,
ja que usant que |j(§)\ <lique ‘§1|im j({) = 0 perque J € L'(R"), tenim que el valor absolut
— 00

de J serd menor estricte que 1 a partir d’'un punt determinat.

Imposant que r(t) — 0 quan ¢ — oo i que hem agafat a fixat tindrem que, almenys a partir
d’un cert instant de temps, a > r(¢). No ens importa a partir de quin ¢ es verifica aquesta
condicio, ja que el nostre objectiu és estudiar el comportament asimptotic.

Fem servir aquestes fites de J per fitar Io:

I, = / ’et(j(ﬁ)*l)ao(g)‘ d¢
€|>7(t)

:/ let(j(g)l)ﬂo(f)‘df-l-/
a>[¢[>r(t) |€1>a

<C / eI Gig(€)de + Ce™.
a>|¢|>r(t)

et(j(é)*l)ao(g) d¢
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Usant aquesta fita i fent el canvi de variable = £t1/* obtenim
el < C e_DwalMadn + V2 Ce %
att/ o> n| >t/ or(t)

<C e_D‘”lalphadn + tMeCe™,
In| >t/ (t)

per tant
"L, — 0 quan t — +oo,

si es compleix la condici6 (@)

Ens falta fitar I1:

/orr = t"/“/
|€]<r(t)

<ol [ dfgnee e ag,
[€]<r(t)

’e(J(g)—l-I—AHa)t — 1| e A g ()| de

si usem la hipotesi sobre Ji imposem que
t(r(t)*h(r(t)) = 0 quan t — +o0. (4.8)

En aquest cas, fent el canvi de variable n = £t/ tenim que

terr < ¢ In|®h(n/t=H*)e= A" qy.
[l (t)et/e

Ara usem el Teorema de la Convergencia Dominada: h(nt‘l/o‘) — 0 quan t — +o0 i l'integrand
és dominat per ||hl|s|n|®e= A" € LY(R™), per tant la integral anterior tendeix a 0 quan
t — +o0.

Aix0 ens permet concloure que
(I 4+ IT) — 0 quan t — +o0, (4.9)

en el cas que sigui possible trobar una funcié r(t), r(t) — 0 si t — oo, que verifiqui les dues
condicions (1.7) i (@) En el lema que tenim a continuacié de la demostraci6é veurem que
aixo és sempre possible.

Pas 3: Per finalitzar la prova només cal observar que per qualsevol funci6 f tal que f € L'(R®)

i f e LY(R") se satisfa que

f@) = (Frla) = | feemeude,
i per tant
f@l< [ 1f@le veern

En particular, també sera cert pel maxim.

Com ja hem comentat en el pas 1, les funcions u,v i les seves transformades de Fourier sén
funcions de L'(R™), i per tant els podem aplicar aquesta propietat.
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D’aquesta manera, de (@) deduim que

n

£/ ma [u(z, ) — v(@, £)] < tn/a/ li— 6|(€,)dE =0,  t— o0,
xr
que és el que voliem provar. O
Hem vist, doncs, que la taxa de decaiguda de les solucions del problema de Cauchy (E4) quan

t — 400 ve determinat pel comportament de J a prop de l'origen.

El lema segiient ens déna 'existencia de la funci6 r(t) que satisfa (@), (@) i que tendeix a
0 quan t — oo, tal i com necessitem en la demostracié anterior.

Lema 4.3. Donada una funcié h € C(R,R) tal que h(p) — 0 quan p — 0 amb h(p) > 0 per
valors petits de p, existeix una funci6é r amb r(t) — 0 quan t — oo que satisfa

lim 7(£)tY/* = 0o
t—00

lim ¢(r(t))*h(r(t)) = 0.

t—o0

Demostracio. Per t fixada suficientment gran, escollim 7(t) com una solucié petita de
r(t) (h(r(t)) 7 = ¢~ Ve, (4.10)
Amb funcié petita entenem que pren valors propers a 0, almenys si t és prou gran.

Aquesta equacié ens permet definir una funcié r(t) que per continuitat tendira a 0 quan
t — o0o. De fet, si suposem que existeix t,, — 0o tal que no existeix cap solucié de () amb
r(t) € (0,0) per a valors grans de ¢, llavors perque es verifiqui la igualtat en el limit caldra que
h(r) =0 a (0,0), que es contradictori. O

Observacié 4.4. En el cas h(t) = t* amb s > 0, podem buscar una funci6 r del tipus r(t) = t%,
8 < 0, 1 les dues condicions de I'enunciat del lema 2.3 es poden llegir com:

B+1/a>0, 1+ Ba+sp <0. (4.11)
Aix0 implica que € (—1/a,—1/(a+ s)), la qual cosa és sempre possible.
Com a conseqiiencia del teorema 2.3, obtenim el corol - lari segiient que ens completa els

resultats del teorema 2.1.

Corol-lari 4.3.1. Si. J(&) = 1—A[€|*+0o(|¢]*), € = 0,0 < o < 2, el comportament asimptotic
de les solucions de ({4.4) ve donat per

C
) ey <

A més a més, el perfil asimptotic esta definit per

: n/a 1/a _ _
Jim  max [#7%u(yt ™%, £) —[luol| 1 Galy)| =0,

on G a(y) satisfa G4 (€) = e AKI".
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Demostracio. Del teorema 2.3 obtenim que el comportament asimptotic de les solucions de
(1.4) és el mateix que el de les solucions de 'equacié de difusié fraccionaria:

Ut('r7 t) = _A(_A)Q/QU(‘T7 t)v
que com hem vist vénen definides en termes de la transformada de Fourier per

(&, t) = e Maq(g).

Comencem per provar la fita de la norma L (R™) de u. Pel que acabem de dir, ho podem
demostrar per v. Volem veure que [[v(x,t)||focrn) = O(t~™), i per fer-ho és suficient veure
que
i [v(2, ) || oo (rm)
im —————=
t—o00 t—n/oz

Seguint el que hem vist a la demostraci6 del teorema 2.3 tenim que
1% ma |o(z, 1)) < tn/a/ (i (¢, 1)|de
x R
=l [ A g g

< H%HLO@(R”)/R e~ A% dn.

L’expressio de la dreta és constant en el temps i és finita per ser la integral d’una funci6 de
L'(R™), d’on deduim la desigualtat. Remarquem que, com hem vist, [|v| 0 (rn) < 191l 1 (),
i per tant de 4,9 € L'(R™) en deduim que u,v € L (R").

1/a

Fent el canvi de variable £ =t7/“n tenim que per t — oo

@(t—l/an,t) — €—A|77|aﬂ0(77t—1/a) N e—A\’vl“ao(o) — 6‘A'"‘QHUO||L1(W)'

D’aqui obtenim que fent t — oo,
‘@(til/anﬂ t) - eiAm‘a HuOHLl(R")‘ — 0,
i per tant,

i (1 1/ _ o~ All” -
am - [0t~/ n,t) —e [[woll L1 (gn)| = 0O

ja que podem intercanviar el limit i la integral pel Teorema de la Convergencia Dominada.

Aplicant 'antitransformada de Fourier respecte de la variable n a v veiem que

(0=, 1)) (y,t) = / 2T (¢ t)dn

:tn/a/ e%iz'ytl/a@(z,t)dz

= V% (ytt t).
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CAPITOL 4. COMPORTAMENT ASIMPTOTIC DIFUSIO CONVOLUTIVA

Com en la demostraci6 del teorema 2.3, obtenim quan ¢t — +o0o que

e [/ 0y, 8) = uoll s Gaw)] < [ 10067 8) = A o3 ] —> 0
Yy

R

on G4(y) satisfa G4(€) = e~ A", O

Per acabar 'estudi del comportament asimptotic de la solucié de (Q) trobem la seva taxa de
decaiguda a LP(R™).

Corol-lari 4.3.2. Sigui 1 < p < co. Si J(€) =1— Al€|*+0(|¢]%), € = 0, 0 < a < 2, aleshores
la decaiguda en norma L de la soluci6 de (4.4) ve donada per

_n(1_1
[ )] Lrgny < Ct 2(1-5).

Demostracié. Per interpolacié (vegeu [§]) tenim que

1 1—-1
[ull o @y < [l 71 gy 2]l gy

Fem servir que (@) preserva la norma L', ja que al considerar que no hi ha fonts i que el
domini és R" tenim que es conserva la massa total:

/ u(z, t)dx :/ uo(x)dx = constant.

Fent servir aixo juntament amb el resultat del corol - lari obtenim el resultat. O
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Capitol 5

Models per a la transicié de fases

Un altre camp on apareixen equacions de difusié a 1'hora de modelitzar comportaments és en
la transicié de fases: estudiem com es dipositen dos fluids immiscibles, o dos estats fisics del
mateix fluid, en un sol recipient.

Seguint 'estudi de G. Alberti a Variational models for phase transitions, [[], presentarem
el model de Cahn-Hilliard, relacionat amb el laplacia, i estudiarem la convergéncia del seu
funcional associat. Per fer-ho ens caldra introduir el concepte de I'-convergencia i algunes de
les seves propietats basiques.

A continuacié presentarem els resultats analegs pels models que tenen com a energia el fun-
cional associat al model convolutiu i al model fraccionari, respectivament. Veurem que en el
cas convolutiu quan la tensié superficial entre els fluids és constant, el I'-limit del funcional és
el mateix que pel de Cahn-Hilliard. En el cas fraccionari, recuperarem el I'-limit només per a
certes poténcies de A%/2.

5.1 Introduccié: Equacié d’Allen-Cahn

Considerem ’equaci6 no lineal de reaccié difusié
1
Up — Uy = 8—2(—4u3+6u2—2u), reR, t>0, (5.1)
amb condicions de vora u(—o0) = 0, u(+00) = 1, i condicié inicial g = g(x) satisfent |g| < 1.

L’equacié (Ell) s’anomena equacio d’Allen-Cahn i ens serveix per modelitzar la poblacié de

dues especies (o fluids immiscibles) que conviuen en el mateix habitat. Podem pensar que u és

la densitat d’una especie A respecte a una altre B: u = 1 significa absencia de B, u = 0 significa
1

abseéncia de A. El terme de reacci6 f(u) = —2(—4u3 + 6u® — 2u) modelitza una tendéncia de
€

les dues espécies a separar-se (és a dir, a agrupar-se amb els individus de la mateixa espécie).
El conjunt {u = 1/2} ens determina la interficie que separa les dues espécies.

Amb l'objectiu de comprendre ’efecte de la part no homogeénia sobre u, comencem per estudiar
I'EDO )
_ 3 2
up = 6—2(—4u + 6u” — 2u).
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5.1. INTRODUCCIO: EQUACIO D’ALLEN-CAHN

Els punts d’equilibri de I'equacié sén 0, 1/2 i 1. El punt = 1/2 és un punt d’equilibri
repulsor, mentre que els altres dos punts son atractors. Si dibuixem el retrat de fases tenim
que

1
0 2 1
A -
>

estable inestable estable

Y
A
A

d’on deduim que les solucions s’acostaran a 0 o a 1 a mesura que avanci el temps. Per tant,
menyspreant els efectes difusius obtenim que les dues espeécies tenen tendeéncia a separar-se.

Estudiem com sén les solucions estacionaries de (@) Busquem les solucions u(x) satisfent

1
Uy = 8—2(—4u3 + 6u’ — 2u).

Considerem la primitiva del terme no lineal F(u) = — (u* — 2u® 4+ u?). Resolem l'equacié

reescrivint-la com

que és equivalent a

d’on obtenim que

1
i per tant
T 1
u(zx) = —tanh | — | + =
(@ () +3
Podem veure la forma de la solucié a la figura 5.1.
14 _— 1% -
0.8 { 0.8
T — 0.6 1
= 0.6 O
S 04 ¥ 04
02| 0.2 |
0 : : 0 ‘ ‘ ‘
-1 =05 0 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1
T € '10—2

Figura 5.1: Solucié estacionaria de (@) amb ¢ = 1073

Ampliant el grafic al voltant del 0 observem que la soluci6 passa de 0 a 1 en un interval
d’amplada d’ordre €. En aquesta regi6 és on es produeix ’anomenada transicio de fase entre
les dues poblacions, i diem que la solucié hi té una layer.
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CAPITOL 5. MODELS PER A LA TRANSICIO DE FASES

5.2 Nocions basiques de ['-convergencia

Considerem X un espai metric, u un element de X, F' una funcié de X a [0,+00] i € un
parametre que tendeix a 0. En la majoria d’aplicacions, X sera un espai de funcions u definides
en un domini 2 C R™, i F' un funcional amb domini X.

En aquest capitol, enlloc de successions de funcions (o funcionals) indexades amb un parametre
enter que tendeixi a infinit, considerem families de funcions indexades per un parametre continu
€ que tendeix a 0. Tanmateix, farem servir el terme successid per referir-nos a aquestes families
ordenades, i les notarem com (u.). D’aquesta manera, una subsuccessié de (u.) és qualsevol
successi6 (u,) tal que &, — 0 quan n — oco.

Definicié 5.1 (Successié pre-compacta). Donada una successié (u.) C X diem que és pre-
compacta en X si cada subsuccessié admet una sub-subsuccessié convergent a X.

Definicié 5.2 (I'-convergencia). Sigui X un espai meétric, i per cada € > 0 sigui F, : X —
[0, +00]. Diem que F; I'-convergeiz a F en X quan € — 0, i escrivim F, — F, si es verifiquen
les dues condicions seglients:

(LB) Fita inferior: Per cada u € X i per cada successio (u.) tal que u. — u en X se satisfa
que
liminf F_(u:) > F(u), (5.2)
e—0

(UB) Fita superior: Per cada u € X existeix una successié (uc) tal que ue — u en X i

lim F;(uz) = F(u). (5.3)

e—0

Diem que F' és el I'-limit de F.

La condicié (LB) ens diu que per a qualsevol successié que escollim per aproximar u, el valor
de F:(ue) és, en el limit, més gran o igual que F'(u). D’altra banda, la condicié (UB) ens diu
que aquesta fita és optima, és a dir, que sempre existeix una successié (uz) que aproxima wu i
tal que F.(u:) — F(u).

Observacio 5.1. Notem que si se satisfa (LB), la igualtat (@) es pot substituir per

lim sup F;(ue) < F(u). (5.4)

e—0

De fet, només ens val comprovar que per a cada u € X i per cada n > 0 existeix una successio
(ue) C X tal que limsup d(ug,u) < nilimsup F(u:) < F(u) + 7.

El lema segiient ens ajudara a simplificar les comprovacions de (LB) i (UB) reduint-nos a un
conjunt de funcions que en alguns casos sera més senzill.

Lema 5.1. Si tenim un conjunt D C X tal que per a tot u € X existeix una successio (u,) C D
tal que u, — u i F(u,) — F(u), aleshores és suficient demostrar (UB) pels u € D, i no per
tots elements de X.
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5.2. NOCIONS BASIQUES DE I'CONVERGENCIA

Demostracié. Ho demostrem mitjangant un argument diagonal senzill.

Fixat v € X existeix (u,) C D tal que u, — u i F(u,) — F(u) quan n — oo, n = 1/e.

Si (UB) es compleix a D llavors per a cada n existeix una successi6 u,(:) tal que u,(ﬁn) — Uy

i Fk(ugl)) — F(u,) quan k — oo. Prenent la subsuccessié u,(ck) tenim que u,(f) — u i que

Fk(u,(gk)) — F(u), i per tant (UB) és certa per u. O

Proposicié 5.1 (Propietats de la I'-convergencia). La nocié de I'-convergencia té les propie-
tats segiients:

a) el I-limit F' és semicontinu inferiorment en X, és a dir, si g € X llavors

liminf F(x) > F(xo).

T—T0

b) Estabilitat sota pertorbacions continues: Si F. L FiGes continu,

F+ra X Fya.

c) Estabilitat de les successions minimitzants: Si Fy L) F' i v, minimitza F. en X, aleshores
cada punt d’acumulacié de (v;) minimitza F' en X.

A continuacid, descriurem com farem servir aquest concepte de convergencia variacional.

5.2.1 Compacitat i reescalaments

Assumim que per cada € > 0 tenim un funcié v. que minimitza el funcional F. en X. En
preguntem queé li passa a v. quan € — 0. De vegades, tindrem la formula explicita per v,
i podrem obtenir informacié del comportament asimptotic de la funcié. Normalment, pero,
no disposarem de cap férmula per a v, i ens caldra fer servir que v, resol I’equacié d’Euler-
Lagrange associada a Fy, i llavors intentar veure quina equacié satisfa el limit v de (v:). Una
opcié alternativa, és prendre el I'-limit F' dels funcionals F (en el cas en que existeixi), i fer
servir el punt ¢) de la proposicié anterior per veure que qualsevol punt d’acumulaci6é v de v
minimitza F, i en particular resol I'equacié d’Euler-Langrange associada a F'.

L’estratégia que hem plantejat per estudiar el comportament asimptotic, només té sentit si
sabem que la successié minimitzant (v.) és pre-compacta en X i per tant té punts d’acumulaci6.
El sol fet que F' tingui un minimitzant v no implica que v sigui un punt d’acumulacié de v..

Tenint aixo en compte, qualsevol resultat de I'-convergeéncia pels funcionals F. ha d’anar
acompanyat per un resultat de compacitat per la corresponent successié minimitzant (v;).
Normalment, el que s’intenta demostrar és que el funcional F. sigui equicoerciu asimptotica-
ment:

(C) Compacitat: Siguin (&5,) i (uy,) successions tals que e, — 01 Fy, (u,) esta fitada; aleshores
(uy) és pre-compacta en X.
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Observem que si v, minimitza F. aleshores també minimitza A F; per A. > 0 qualsevol. Aixo
implica que també podem recuperar informaci6 dels punts limits de (v:) a partir del I'-limit
de A\ F.. Diferents valors de A\ ens generaran I'-limits diferents, i per tant ens donaran infor-
macions diferents. Aquesta propietat ens sera util sobretot quan F. convergeixi a un funcional
constant F: en aquest cas el fet que cada punt limit v minimitzi F' no ens déna cap informacio
sobre v, en canvi el I'-limit de A\.F. pot ser menys trivial si escollim A\, adequadament. El
punt critic sera determinar el A > 0 que ens permeti obtenir el maxim d’informacio i aquesta
tria no sempre sera evident.

5.3 El teorema de Modica-Mortola

5.3.1 Mesura de Hausdorff

En el funcional energetic classic per a la transicié de fases que introduirem en aquest capitol,
hi apareix 'anomenada mesura de Hausdorff. Recordem la seva definicié i comentem algunes
propietats que farem servir en la demostracié del teorema de Modica-Mortola.

Definicié 5.3 (Mesura de Hausdorff). Sigui (X, 1) un espai metric, p > 0id > 0. Per A C X,

sigui
oo

AP (A) = inf diamB;)P : A C B;idiamB; < ¢,
J j J

J=1 J=1

amb diamB = {pu(z,y) : z,y € X} i la convencié que inf @ = oo. El limit

AT (A) = lim AP0 (A),

s’anomena mesura de Hausdorff p-dimensional de A.

Es pot demostrar que es tracta d’una mesura exterior, és a dir,
%p(AluAQ) :e%ﬂp(Al)U%p(Ag),
per tot parell de conjunts amb u(Aj, As) > 0.

H#O(A) ens déna la cardinalitat del conjunt A. Si v : [0,1] — X és una funcié Lipschitz i
injectiva, 71 (([0, 1])) ens retorna la longitud de la corba. Finalment, en el cas en que A C R®
és una superficie regular m-dimensional, 7™ (A) coincideix amb l'area m-dimensional de A;
en el cas m = n, " coincideix amb la mesura de Lebesgue de R™.

5.3.2 Model classic per a la transici6é de fases

Considerem un recipient que conté dos fluids immiscibles i incompressibles, per exemple, oli i
aigua. En la teoria classica de la transicié de fases, s’assumeix que a ’equilibri els dos fluids
es disposen de tal manera que ’'area de la interficie que els separa sigui minima.

Negligint la interacci6 dels fluids amb les parets del recipient i ’efecte de la gravetat, aquesta
situacio6 és pot modelitzar de la forma segiient: el recipient es representa per un domini regular
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5.3. EL TEOREMA DE MODICA-MORTOLA

fitat 2 C R"™, i cada configuracié del sistema es descriu per una funcié u en €2 que val 0 en
la regié ocupada pel primer fluid, i que val 1 en la que ocupa el segon fluid. Aixi, els conjunt
de singularitats de u és la interficie entre els dos fluids, i el denotem per Su. L’espai de totes
les possibles configuracions ve donat per totes les funcions u : Q — {0,1} tals que [u =V,
on V és el volum total del segon fluid (assumim 0 < V' < vol(f2)). Postulem que I’energia del
sistema és

F(u) := 0%(Su),

on o és 'anomenada tensid superficial entre els dos fluids i #? és la mesura de Hausdorff
dos-dimensional.

Per tant, F'(u) és una energia distribuida en Swu, i la configuracié de ’equilibri és la que
minimitza F en I'espai de totes les possibles configuracions.

5.3.3 Model de Cahn-Hilliard

Una opci6 alternativa a 'hora d’estudiar sistemes de dos fluids immiscibles és assumir que la
transicio entre els dos no esta donada per una interficie que els separa, sin6é que és un fenomen
continu en una regié estreta, que a nivell macroscopic identifiquem amb la interficie. En
aquesta opcid, acceptem una possible barreja dels dos fluids. En aquest cas una configuracio
del sistema es representa per una funcié u : 2 — [0, 1] on u(x) denota la mitjana de densitat
de volum del segon fluid en el punt = € €, és a dir, u(x) = 0 vol dir que en = només hi ha
fluid del primer tipus, u(z) = 1/2 vol dir que els dos fluids hi sén presents amb la mateixa
proporcid, etcetera. L’espai de totes les possibles configuracions és el conjunt de totes les
possibles u : © — [0,1] tals que [u = V (on V torna a ser el volum del segon fluid) i el
denotem per X. Com abans, postulem una energia per a cada possible configuracié u que ve
donada per

B.(u) = 62/Q|Vu|2+/QW(u),

amb € un parametre positiu petit i W una funcié continua i positiva que només s’anul - la
a 011 (double-well potential). A I'hora de minimitzar E., el terme [ W (u) afavoreix a les
configuracions que prenen valors propers a 0 i a 1 (separaci6 de fases), mentre que el terme
g2 i |Vu|? penalitza la falta d’homogeneitat espacial. Quan € és petit, el minim de E. s’assoleix
per una funcié que pren valors propers a 0 i a 1 (i pren els dos per la restriccié [u=V)1ila
transici6 de 0 a 1 es produeix en una regié estreta (de fet, amb amplada ¢).

5.3.4 Teorema de Modica-Mortola

Estudiem la connexié entre el model classic i el de Cahn-Hilliard. El primer en demostrar-la
va ser L. Modica, [16], que va provar que els minims de E. convergeixen als minims de F'.
Abans de presentar el resultat de convergencia, fixem la notacié que farem servir. Prenem 2
un conjunt obert i fitat de R™, V tal que 0 < V < vol(2) i notem X la classe de totes les
funcions mesurables u : Q@ — [0, 1] tals que fQ u =V, dotada amb la norma de L'. A més,
notem per BV (€2,{0,1}) el conjunt de totes les funcions u : @ — {0,1} amb variacié fitada, i
Su el conjunt de singularitats essencials de u.

Recordem que una funcié f € L'(Q) és de variacio fitada a Q si [, |Df] < +o0.
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Teorema 5.1 (Modica - Mortola). Sigui o := 2 fol VW (u)du, i per cada € > 0 sigui

1

1 2, - . 1,2

Fo(u) = LB.(u) = € [o IVul* + 5 JoW(u) siueWh?(Q)NnX, (5.5)
€ 400 en els altres punts de X,

i
N—1 :
Flu) = o (Su) siue BV(Q,{0,1}) N X, (5.6)
400 en els altres punts de X.

Aleshores els funcionals F; I'-convergeixen a F' en X, i la condicié de compacitat (C) se satisfa.

De la condicié de compacitat (C) se segueix el resultat segiient:
Corol-lari 5.1.1. En les condicions del teorema anterior, si v. minimitza F, o equivalentment
E., en X, aleshores la seqiiéncia (v.) és pre-compacta en X i cada punt d’acumulacié v

minimitza F'.

Observacid 5.2. Es pot demostrar que cada funcional F. és semi-continu inferiorment i coerciu
respecte la topologia L' de X, i com a conseqiiéncia tindra al menys un minim.

5.4 Problema del perfil optim i demostracié del teorema de
Modica-Mortola

Abans de procedir amb la demostracié del teorema, comencem observant que el teorema de
Modica-Mortola es redueix a les tres afirmacions segiients:

(I) Compacitat: Donades dues successions (&) i (uy,) tals que &, — 01 F._ (u,) és fitada,
tenim que (u,) és pre-compacta a L'(f2) i els seus punts d’acumulacié pertanyen a
BV (9Q,{0,1}).
(I) Fita inferior: Siu € BV (Q,{0,1}), (us) C WH2(Q) i ue — u a LY(Q) aleshores
lim inf Fy(us) > oHN 71 (Su). (5.7)
e—0
(IIT) Fita superior: Per cada u € BV (Q,{0,1}) existeix (u:) C WH2(Q) tal que u. — u a

LY(), [u. = [u per cada ¢ i

limsup F.(u:) < 0N 71(Su). (5.8)

e—0

Primer demostrarem els tres enunciats anteriors en el cas unidimensional, i a continuacié
comentarem breument com generalitzar la demostracié a dimensi6 2. Per dimensions superiors,
la generalitzaci6 és similar.
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5.4.1 Cas unidimensional

Podem assumir que  és un interval obert i fitat. En aquest cas BV (£2,{0,1}) és la classe
de totes les funcions u : © — {0,1} amb un nombre finit de discontinuitats, o dit d’una altra
manera, constants a trossos en 2. Com ja sabem, #° és la mesura que compta el nombre de
punts.

Observem que si u és una funcié tal que F-(u) és finit, aleshores u pertany a l'espai W12(Q)
i per tant té un representant continu, és a dir, v és continua si canviem el seu valor en un
conjunt de mesura nul - la. Aquest fet és conseqiiencia del teorema A.11 de I'apéndix. Si no
es diu el contrari, sempre farem referencia a aquesta versié de la funci6 .

En la demostracié, ens sera 1til tenir en compte els punts seglients:

1. Localitzacio de F.: Podem considerar F. com a funcié també del domini d’integracio, és
a dir, considerem

F(u, A) :ZEA\u|2+i/AW(u), (5.9)

per cada conjunt mesurable A i cada funcié u tal que @ € L?(U) per un conjunt obert
U que contingui a A. En particular, F;(u) = F;(u,2). El funcional F;(u, A) s’anomena
localitzacio de F¢ i es pot comprovar que és una mesura positiva respecte de la variable

A.

2. Reescalament de F.: Per cada A i per cada u definim la funci6 v (z) := u(ex) i el conjunt

1
EA :={z: ex € A}. Aleshores obtenim que
1
F.(u,A) = Fy(u®, EA) (5.10)
3. Problema del perfil optim: Considerem el problema de minimitzacié

7= inf{FI(u,R) cu:R—[0,1], lim wu(x)=0, lim wu(zx)= 1}. (5.11)

r—r—00 r—r-+00

El nombre ¢ representa el cost minim respecte de ’energia F} per una transicié del valor
0 al valor 1 en la recta real. El problema de minimitzacié () s’anomena problema
del perfil optim, i una solucié v s’anomena un perfil optim per a la transicid. «y sera una
soluci6 de tipus layer.

Els lemes segiients ens donen la relacié de & amb els funcionals F. i amb la constant o que
apareix a ’enunciat del teorema de Modica-Mortola.

Lema 5.2. Donats un interval I i una funci6é u : I — [0, 1], suposem que existeixen a,b € I i
d > 0 tals que u(a) <9 iwu(b) >1—4. Aleshores per cada € > 0 tenim que

Fo(u,I) > & — O(5), (5.12)

on 'estima de l'error O(d) no depén ni de € ni de u.
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Demostracio. Assumim que a < b i que I = (a,b), si no és aixi només cal substituir I per
(a,b). Per la igualtat (@) nomeés ens cal provar el lema en el cas ¢ = 1. Per tal de comparar
F.(u,I) amb ¢ estenem la funcié u a tot R com es mostra a la figura p.2.

Figura 5.2: Extensié de la funcié u. Font: [1].

Aleshores, usant que W s’anul-laa Oia 1ique|u| <1aR\I, tenim que

Fi(u,R\ 1) :/ |2 da + W (u)dx
R\ R\

é 1 1) 1
g/ |u\2du+/ |u2du+/ W (u)du + W (u)du
0 1-46 0 1-46

<26 +20max W
[0,1]

=25(14C),

on hem definit C = I[I(l)al)]( W. Definint O(0) := 2(1 + C)é podem concloure que

Fl(u,I) = Fl(u,]R) — Fl(u,]R\I) >0 — 0(5)
[

Proposicié 5.2. El minim del problema () s’assoleix i coincideix amb la constant o de
I'enunciat del teorema de Modica-Mortola, és a dir, & = 2 fol VW (u)du.

Demostracié. Primer demostrarem que Fj(u,R) > o per cada u : R — [0, 1] que tendeixi a
1 (resp. a 0) a 400 (resp. —00), i a continuacié veurem que la igualtat s’assoleix per una u
concreta.

Aplicant la desigualtat a?+b? > 2ab, amb a := @(x) i b := /W (u(x)) a la definici6 de F} (u, R)
obtenim que

+o00
Fi(u,R) = / i2(x) + W (u(x))da

—00

> 2 o VW (u(z))u(x)dx (5.13)

:2/01\/Wdu::a.

Recordem que en la desigualtat a® + b > 2ab tenim la igualtat quan a = b, i per tant la
igualtat a () se satisfa quan w resol I'equacié @ = /W (u). Considerem el PVI

= +/W(u)
{ 0 = 1) (5.14)
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Com que VW és continua, () té una soluci6 global a R (que sera tnica si W és globalment
Lipschitz). O

Demostracié de (I) i (II):

Per escriure de forma rigorosa la demostracid, ens cal fer servir la mesura de Young. Ens
limitem a recordar les propietats que farem servir de forma directa, i que resumim de [5], en
I’observacié segiient.

Observacio 5.3. Donada una successié arbitraria de funcions u. :  — [0, 1] i una subsuccessio,
que tornem a anomenar (u.), existeix una familia de mesures de probabilitat {v, : x € Q},
anomenada mesura de Young generada per (u.), que conté el comportament asimptotic de la
subsuccessié (ug).

La mesura de Young (v,) es pot pensar com la distribucié de probabilitat limit quan £ — 0
dels valors de (uc) a prop de z. En particular, les funcions u. convergeixen en forma deébil a
la funcié u definida com u(z) := [udv,(u), i la convergencia és forta si, i només si, v, és la
funcié delta de Dirac a z qpt = € Q.

A més, es demostra que per a qualsevol funcié f : Q% [0, 1] — R continua respecte de la segona
variable i fitada, se satisfa que

/Q F, ue(@))dz — /Q [ /0 1 f(x,u)dyx(u)} da. (5.15)

Prenem una successié (u.) tal que F;(u.) < C < 400, i suposem que genera una mesura de
Young {v; : © € Q}. Aleshores, per la definicié de F.(u) tenim que [, W(u:) < Ce, que
vol dir que les funcions u. prenen valors propers a 0 o 1, excepte potser en un conjunt de
mesura d’ordre € (recordem que W és continua i estrictament positiva entre 0 i 1). Per tant
Jo W(ue) = 0 quan € — 0 i aplicant () amb f(x,u) := W(u) tenim que

/ (W (1) drg ()] i = 0,
Q

on u és el limit de (ue).

Per hipotesis W només s’anul - la a 0 i a 1, per tant qpt x € 2 la mesura v, té suport {0, 1} i
la podem escriure com

vy = (1= Ax)) - do + A(z) - 1,

per una certa A(z) € [0,1]. Seguint la notacié usual, d; denota la delta de Dirac a t. Notem
que, en aquest cas,

u(x) == /uduw(u) =0-(1—-A=)+1-Ax)= A=), gptxeQ. (5.16)

Prenem ara un interval I C 2 tal que A(x) # 0 qpt € I i X\(x) # 1 qpt « € I. Fent servir
(), podem concloure _que les funcions u. prendran valors propers a 0 i valors propers a 1
en I. Aplicant el lema @ tenim que Fy(ue,I) > o — O(1). La fita F.(u.) < C implica que
tindrem, com a maxim, C /& intervals disjunts d’aquest tipus. Per tant, A coincideix qpt amb
una funcié que pren valors 0 o 1 gpt i té un nombre finit de transicions entre aquests dos
valors, és a dir, u pertany a BV (£2,{0,1}).
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Observem que u(z) = 0 implica v, = 0y qpt, i u(x) = 1 implica v, = §; gpt. Llavors, fent
servir les propietats de la mesura de Young, tenim que el limit de les funcions u. és u i que la
convergencia és forta; hem provat el punt (I) del teorema.

Com que el nombre de transicions de u de 0 a 1 és per definicié #°(Su), Pargument anterior
ens déna la fita
C > a.°(Su). (5.17)

La desigualtat () implica (@) prenent si cal subsuccessions: estem suposant que F(u;) <
C i per Bolzano-Weierstrass existira una subsuccessié convergent que tornem a anomenar
F.(u.), aixi podem prendre C := sup F¢(u.) tant a prop com vulguem del limit inferior de
F.(ue).

Demostracié de (III):

Per simplicitat, suposem que 2 és un interval que conté el 0 i que u(z) =0si z <0, u(z) =1
si x > 0. En aquest cas Su = {0}. Construim la successié que satisfa (p.§) a partir del perfil
optim ~ del problema de minimitzacié (), fent u.(x) := v(x/e). Aleshores u.(z) — u(zx)
quan £ — 0 per cada = # 0 perque el limit de v a +o00 és 1, mentre que el limit a —oo és 0.
Finalment, per la identitat de reescalament (@) obtenim

Fo(u) = Fi(r, éa) < Fi(7,R) = & = 6.°(Su).

No ens hem preocupat de la restriccié [us = [u = V; per tenir-la en compte només caldria
prendre translacions de les funcions u. que hem definit. Esquematitzem la construccié de la
successio (uz) en un cas general, amb € qualsevol, en la figura p.3.

1 T
l ug=y(e~(x—xy))
| __u_
3 slope g1 e
O & » X
a b

Figura 5.3: Construcci6 de u. amb Q = (a,b) i Su = {1, x2,z3}. Font: [1].

5.4.2 Cas general

Demostrem el teorema en dimensié n = 2, per passar a dimensions superiors es fa analogament.
Per fer-ho, veurem que podem deduir (I) i (II) a partir del cas unidimensional fent servir un
argument amb slices o llesques, mentre que per provar (III) haurem de procedir de manera
alternativa al cas d’una sola dimensié.

Primer, establim la notacié que farem servir. Per comencgar considerem que ) és un rectangle
de la forma I x J, amb I,.J C R intervals oberts de longitud menor que 1, i escrivim = € €2 si
x=(y,z)ambye€l, z€J.
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Definicié 5.4 (Llesques unidimensionals). Per a cada funcié u definida en Q i cada y € I
definim en J la funcié

w(z) := u(y, 2),
i per cada z € J definim en [
w(y) == u(y, 2).

Les funcions ¥ i u? s’anomenen slices o llesques unidimensionals de u.

Notem per F.(u,A) el funcional unidimensional definit en (@) per cada interval obert A i
cada funci6é u : A — [0, 1].

Ens sera ttil recordar, [9], que si u € W12(Q) llavors v¥ € WY2(J) qpt y € I i u®* € WH2(I)
qgpt z € J. A més,

ou . ou .
&(x) = u(2), éTy(x) =ua*(u)  gptz €.
oul? 2
Fent servir que |Vu|? > ‘8 (respectivament 50 ), obtenim de forma directa les desigual-
2 Y

tats de slicing seglients:

Fu(u) > /l Fu(u, J)dy, <resp. Fu(u) > /J Fe(uz,I)dz>. (5.18)

Per tal de demostrar (I) a partir del corresponent resultat de compacitat en dimensi6 u, ens cal

definir la relacié entre la pre-compacitat d’una successié de funcions (uc), amb u. : @ — [0, 1],

i la pre-compacitat de les successions de llesques (u?) i (uZ). El criteri més senzill que ens

doéna una relacié d’aquest tipus és el segiient:

(C1) Suposem que (uf) és pre-compacta a L*(J) qpt y € I i que (u?) és pre-compacta a L*(I)

qpt z € J, aleshores (u:) també ho és a L'(€).

Aquest resultat, pero, no ens és util. Necessitem un resultat més general, i ’obtenim permetent
que les funcions tinguin unes certes perturbacions.

Definicié 5.5 (é-proximitat). Siguin (@), (us) C X dues successions de funcions, amb (X, p)
un espai metric. Diem que (@) i (uz) sén d-properes si per a tot €

|l ue — el < 6. (5.19)
Fent servir aquesta definicié podem enunciar la modificaci6é de (C1) segiient:

(C2) Suposem que tenim dues successions (us.) i (4s.) d-properes a (u.) en L'(), i tals que
(uj_) és pre-compacta a LYJ) aqpt y € T'i (U . és pre-compacta a LY(I) qpt z € J;
aleshores (u.) és pre-compacta a L(Q).

La demostraci6 dels criteris de compacitat (C1) i (C2) es pot trobar a [3].
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Demostracié de (I) i (II):
Considerem una successio (u.) tal que Fe(ue) < C < +00. Aleshores, per () tenim que

/F (uf, J)dy < C per a tot € > 0, (5.20)

i tenim el mateix per F.(uZ,I)). Fixem ¢ > 0 i per cada £ > 0 prenem us. :  — [0, 1] com

Y _{’Ufg SlF(“Ev )SO/(S,

ui =
2 0 siné.

Per () tenim que ug .= = u? Vy € I excepte en un conjunt de mesura menor que §. Aleshores,

e — uge 1y = / /J ¥ -l |dzdy
< |15 < 6,

on hem fet servir la definici6 de u? se 1 que |uZ| < 1. Per tant les successions (uc) i (use) sén
d-properes. A més, per cada y € I se satisfa que Fg(uég, J) < C/6, ja que F-(0,1), i aplicant
la versi6 unidimensional de (I) tenim que (uj_) és pre-compacta a L'(.J).

Analogament, podem construir una successio (is.) 6-propera a (u.) tal que (a5 _) sigui pre-

compacta a L(I) qpt z € J. El criteri de compacitat (C2) ens diu que (uc) és pre-compacta
a LY(Q).

Passant si cal a subsuccessions, podem assumir que (u.) convergeix a una funcié u a L'(2).
Llavors uf — u¥ a L'(J) qpt y € I, i aplicant el Lema de Fatou a () obtenim

liminf F_(u.) > /[limianE(ug,J)]dy. (5.21)
e—0 7 €0

Fent servir que F-(u:) < C tenim que liminf F.(uf,.J) < +oo qpt y € L i, aplicant la versi6
unidimensional de (I), que w¥ pertany a l'espai BV (J,{0,1}). A més, () juntament amb
la versi6 unidimensional de (II) ens porta a que

lim inf Fy (u:) > J/,%”O Su¥)dy, (5.22)

e—0

Fent servir que #°(SuY) és el nombre de discontinuitats essencials de uY, () ens diu que
J; llw¥||dy < 4o00. Un raonament analeg ens porta a que [, [[4*[|dz < +oo.

Acabem de demostrar (I) aplicant el resultat segiient, que extraiem de [9].

Proposicié 5.3. Una funci6 u € L'(Q) pertany a BV (Q) si, i només si, u¥ € BV (J) qpt
yel,u*e BV(I)qpt z € J,iles integrals [, [|a¥|dy i [;||4*||dz son finites.

Finalment donem la idea de la demostraci6 de (II), veient que podem recuperar la desigualtat
per a la fita inferior (@) a partir de la desigualtat ()

Suposem que Su és una corba regular en 2. Aleshores la integral de la dreta de () és

la mesura de la projeccié de Su en I (tenint en compte la multiplicitat): per a cada y € I
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comptem el nombre de punts de Su. En general, la mesura d’aquesta projeccié sera menor
que la longitud de Su. De fet, la longitud d’una corba C' en I x J és propera a la mesura de
la seva projeccié en I si, i només si, la normal a C' té la direcci6é de l'eix de projeccié (eix z
en el nostre cas). Tenint aixo en compte recobrim Su, menys potser en un conjunt de mesura
petita, mitjancant un nombre finit de quadrats disjunts dos a dos. Els anomenem @Q; i els
disposem de manera que en cada ); la normal a Su sigui tan paral - lela com sigui possible a
un dels costats de Q;. Esquematitzem el recobriment en la figura p.4.

AZ

J,
u:
A

]

Figura 5.4: Recobriment de Su amb quadrats Q;. Font: [1].

Aplicant la desigualtat () a cada @Q; obtenim que
lim inf F (ue, Q) > 0/ A0 (SuY)dy ~ A (Sun Q;),
E— [i

i prenent la suma sobre 1,
ligiiglfFe(ue) > Zligiglng(ug, Qi) > UZ,%”l(Su NQ;)
> o1 (Su) — o(1),

on o(1) és un nombre petit que es correspon a la mesura de la part de Su que no recobrim
amb els Q;.

Per fer 'argument rigords per a Su qualsevol ens cal fer servir el teorema de Besicovitch i una
descripcié detallada dels conjunts del recobriment (vegeu [9]).

Demostracié de (III):

Com hem comentat, no podem demostrar el punt (IIT) reduint-nos al cas unidimensional com
en els punts anteriors. Farem servir el lema que ens permet demostrar la fita superior
només en un subconjunt dens adequat D C X.

En el nostre cas escollim D com la classe de totes les funcions u € BV (€, {0,1} tals que Su
sigui una corba afi a trossos.

Recordem el resultat segiient, que extraiem de [14].

Teorema 5.2. Sigui 2 un conjunt obert i £ C  un subconjunt fitat. Diem que E és de
perimetre finit si

P(E,Q) ::/ |D1g| < 400,
Q
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on 1g denota la funcié caracteristica de F, o equivalentment si 1 € BV(Q). Si E és de
perimetre finit, existeix una successié de conjunts suaus (F;) que aproxima F i tal que

/|]1E]. A plde — 0, /|D]lEj| —>/\D]lE],

quan j — +o0o. Amb conjunt suau volem dir que 1, € C*°(€2). El resultat també és cert
prenent els conjunts (E;) oberts i fitats amb vora poliedrica (que en dimensié n = 2 vol dir
aff a trossos).

Com a aplicacié directa del teorema amb F = {x € Q: u = 1}, cada u € BV (Q,{0,1}) es
pot aproximar per una successié (u,) C D tal que 521 (Suy,,) — H#(Su).

Prenem v € D i sigui € > 0. Definim u. de la forma segiient: recobrim Su amb rectangles
disjunts R; d’amplada /3, excepte potser en un conjunt amb mesura d’ordre £2/3. A la figura
@]hi tenim un esquema del procés.

- - - Su = union of segments S;
["] Rectangles R, with width =£2/3

[ Affine extension of U
Lipschitz extension of u,

Figura 5.5: Recobriment de Su. Font: [1].

En cada rectangle R; definim u.(z) := y(x;/¢), on x; és la distancia orientada del punt x al
segment S; (de manera que és positiva en el costat de S; en que u = 1 i negativa al costat on
u = 0). Als rectangles més foscos extenem de manera aff la funci6 u. de manera que coincideixi
amb u als extrems en contacte amb la part blanca, i escollim ’amplada de cada rectangle per
fer que el pendent de u. sigui 1/¢ (per tant la seva amplada és d’ordre o(g)). A la regié blanca
prenem u: = u. A les regions amb punts definim u. com ’extensié Lipschitz amb la mateixa
constant de Lipschitz que a la vora, la qual és d’ordre O(e~1).

Tal i com ’hem definit, la funcié u. només variara en la direccié v; normal a S;. A més, fent
servir la definicié de u.(y, z) a R; i que vy és una solucié del problema del perfil optim,

1
Fu(ue, Ry) = / Vel + 1 / W ()
Ri € Ri
2

' s)| [ op [ we)

i i
= A (S)Fi(7, 5))
< A (Si)o,
mentre que la contribucié a F.(u.,2) de les altres regions tendeix a 0 quan & — 0.
Per tant, fent el sumatori en 4
F.(ue) < o1 (Su) + o(1),
on el terme o(1) surt de no recobrir del tot Su amb els rectangles R;. Com € pot ser arbitra-

riament petit, hem demostrat (III). O
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5.5 Resultat analeg per a I’equacié convolutiva

En aquesta seccié enunciarem el resultat analeg al teorema de Modica-Mortola, en que els
funcionals F; no sén els associats a ’equacié de difusié amb el laplacia, sind que ens defineixen
I’equacié convolutiva que ja hem estudiat en alguns dels capitols anteriors. La demostraci6 i
els detalls més tecnics es poden trobar a [2].

L’estudi del I'-1imit de funcionals no locals és interessant perque el terme classic amb el gradient
té en compte interaccions entre particules o individus d’una poblacié que estan a prop, pero
no considera interaccions entre particules o individus llunyans. Ens interessa saber si les
interaccions a llarga distancia presenten algun efecte sobre la interficie limit.

Suposem, com en la seccid anterior, que tenim un recipient {2 que conté dos fluids immiscibles.
Descrivim cada configuracié del sistema mitjangant una funcié w : Q — [0, 1] que representa la
densitat del primer fluid respecte del segon fluid; els valors u = 0 i w = 1 volen dir que només
hi ha un dels dos fluids en el punt.

Postulem que I'energia de cadascuna de les configuracions ve donada per

E(u) := All/QXQ J(z' — z)(u(z’) — u(x))*de’dx + /Q W (u(z))dz,

on W és una funcié que només s’anul -la a 0i 11 J és un potencial d’interaccié que s’anul - la
a l'infinit (més endavant concretarem les hipotesis sobre aquestes funcions).

Com abans, la integral amb W afavoreix que la configuracié prengui valors propers als estats
purs 0 1 1, mentre que el primer terme penalitza la falta d’homogeneitat espacial de wu.

Si el potencial W pren valors grans en comparacié als de J i minimitzem E sota la restriccié
J u = constant, el segon terme de I'energia pren més importancia: el minim pren valors propers
a 01i1,ila transici6 entre les dues fases es troba en una frontera estreta. Aquesta situacié
s’estudia passant al limit termodinamic del funcional, és a dir, estudiant el comportament
asimptotic quan € — 0 del reescalament de I’energia

Fo(u,Q) = 4*15 /Q L a)ule) — u(e) Pdede + % /Q W (u(z))dz, (5.23)

on € és un parametre positiu i J.(y) := e N J(y/e).

Recordem que el model evolutiu associat a F. ve descrit, reescalant el temps adequadament,
per I'equacié no local u; = e 2(Je *u — u — f(u)), on f és la derivada de W i assumim que
JJ=1.

Abans d’enunciar el resultat de I'-convergéncia per als funcionals F. enumerem les hipotesis
pera JiW:

(i) W és un double-well potential, és a dir, és una funcié no-negativa continua i real, que
només s’anul - la a 01 1, i tendeix a +o00 a l'infinit;

(ii) J és un potencial d’interaccié positiu, és a dir, una funcié no-negativa a R™ que és parella
(J(y) = J(—y)), pertany a L'(R") i satisfa

/R () lyldy < .
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Assumim, a més, que €2 és un subconjunt obert i regular de R™. Definim el funcional F' com

F(u) ::/S o(vy)dA", (5.24)

per a funcions u € BV (,{0,1}), on Su és la interfase entre les fases u = 0iu =1, v, és la
normal unitaria a Su.

Teorema 5.3. Sota les hipotesis anteriors, se satisfan les afirmacions segiients:

(I) Compacitat: donades dues successions (g,) i (u,) C L'(Q) tals que &, — 0, i F., (up, Q)
esta fitada uniformement, aleshores la successi6 (u,) és relativament compacta a L(Q)
i els seus punts d’acumulaci6 pertanyen a BV (€, {0,1}).

(IT) T-convergéncia: els funcionalss F. I'-convergeixen a L!(Q) al funcional F per a totes les
funcions v € BV (€, {0,1})

La demostracié del teorema, malgrat ser més complicada, segueix el mateix esquema que la
de Modica-Mortola i el punt clau torna a ser considerar el problema del perfil optim.

Observacio 5.4. En el cas en que o sigui constant, el I'-limit F' dels funcionals coincideix amb
el que obteniem en considerar el model classic per a la transicié de fases.

5.6 Resultat analeg per a ’equaci6 fraccionaria

Les hipotesis sobre J del funcional () fan que no tinguem el laplacia fraccionari com a cas
particular d’aquest.

A [19], hi trobem el resultat analeg pel funcional associat a ’equaci6 de difusié fraccionaria.
Veurem que per certes potencies del laplacia, el I'-limit que considerarem coincideix amb el
dels funcionals de Cahn-Hilliard definit a (@)

Com abans, considerem un domini obert i fitat 2 C R", amb complementari C{2, on tenim dos
fluids immiscibles i incompressibles. L’espai de totes les configuracions possibles del sistema
ve donat pel conjunt de totes les funcions mesurables u :  — [0, 1] tals que fQ u =V, dotat
amb la norma L' i amb V el volum del segon fluid, i el denotem per X.

Comencem definint el funcional energetic

J(u, Q) = K(u, Q) + /Q W (u)dzx,

) )P g, [ [ 140w
K // = dxdy + ————————dxdy,
e !37 - ’”Jra co |~’U - |"+a

i€ (0,2). Suposem que W és una funcié continua i positiva que només s’anul -laa 01 1, i
que a mes és C2 a l'interval [0,1]. Si Q = R™, el funcional J té com a equacié d’Euler-Lagrange
associada a ’equaci6 de difusié fraccionaria

on

(=A)2u(z) + W' (u(z)) =0,  (xzeRM).
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Introduim un parametre £ > 0 definint els funcionals
Je(u, Q) = e*K(u, Q) —|—/ W(u)dz.
Q

Procedim a definir els funcionals F. com un reescalament adequat de J., per tal de que tinguin
I'-limit. Definim F; : X — R U oo com

e I (u, Q) siae (0,1),
F.(u,Q):={ |eloge| ' J.(u,Q) sia=1, (5.25)
et (u, Q) sia € (1,2).

Quan « € (0, 1) definim el funcional limit 7 : X — R U oo com

Fu,Q) = K(u,Q) siue BV(2,{0,1}) N X, (5.26)
] oo altrament. ’

Per a € [1,2) definim F' com

Flu,Q) = oA 1(Su) siue BV(Q,{0,1}) N X, (5.27)
TV 4o altrament, '

on ¢ és una constant que depén de la dimensié de l'espai n, o i W.

Teorema 5.4. Sigui a € (0,2). Aleshores els funcionals F. I'-convergeixen a F' quan € — 0.
A més, si existeixen successions (g,,) 1 (uy) tals que g, — 01 Fy, (u,) esta fitat uniformement,
llavors (uy,) és pre-compacta en X.

Observacié 5.5. En el cas o € [1,2) recuperem el I'-limit del funcional associat al model de
Cahn-Hilliard, és a dir, el model local i el fraccionari tindran la mateixa interficie en el limit.
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Apendix A
Conceptes previs

Fem un breu recordatori de tots els resultats que sén necessaris per a entendre i justificar
molts dels resultats dels capitols del treball, els quals suposem coneguts abans de llegir-los. Si
no es diu el contrari, les demostracions es poden trobar a [§].

A.1 Espais de Lebesgue

En aquesta secci6 treballarem en un espai de mesura (X, M, ). Si f és una funcié mesurable

en X il <p< oo, definim
1/p
1l = [/|frpdu}

LP(X, M, pu) ={f: X — C: f és mesurable i || f|, < oo}.

i 'espai

En el cas limit p = oo, definim

[flloo = inf{a >0 u({z : |f(x)] > a}) = 0},

i lespai
L® = L®(X,M,u)={f:X — C: f és mesurable i || f||oc < 00}.

Abreviarem LP(X, M, u) per LP(X) o LP quan aixo no causi confusié. Diem que f,, — f a L
i llfn = fllp = 0.

Considerem que dues funcions defineixen el mateix element de LP si coincideixen quasi per tot
punt. Per aquest motiu, els espais LP no sén espais de funcions en sentit estricte, siné que els
seus elements sén classes de funcions. Per simplificar I'escriptura, notem els seus elements f
com a funcions normals f, tenint en compte que no podem dir res del seu valor en un punt,
ja que f esta definida excepte en un conjunt de mesura zero. Per tant, totes les propietats de
f se satisfaran quasi per a tot punt.

Per a 1 < p < oo, L” és un espai vectorial i || - ||, és una norma d’aquest espai. La base de la
teoria dels espais LP és de desigualtat de Holder, que enunciem a continuacio.
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Teorema A.1 (Desigualtat de Holder). Suposem que 1 <p < occipl+qgt=1 Sifig
sén funcions mesurables en X, aleshores

Ifglly < [ fllpllgllq

En particular, si p = 1 tindrem ¢ = co. En el cas p = ¢ = 2 recuperem la coneguda desigualtat
de Cauchy-Schwarz.

La condicié p~! 4 ¢~! = 1 és recurrent en la teoria de LP. Si 1 < p < oo, el nombre ¢ que

satisfa la condicié s’anomena exponent conjugat de p.

Teorema A.2 (Desigualtat de Minkowski). Si 1 <p < ooi f,g € LP, aleshores

1+ gllp < 1F1lp + [lgllp-

Aquest resultat ens mostra que per p > 1, LP és un espai vectorial normat. A més:

Teorema A.3. Si 1 <p < oo, LP és un espai de Banach.

Els teoremes segiients ens donen un recull de resultats de densitat i ens permetran demostrar
propietats de les funcions de LP, fent-ho primer per funcions d’un subespai dens i estenent el
resultat per continuitat.

Teorema A.4. Si 1 < p < oo, les funcions simples sén denses a LP(X). Si p = oo el mateix
és cert si p(X) < oo.

Teorema A.5. Si X =R"™, n > 1, u és una mesura de Lebesgue i 1 < p < 0o, aleshores:

1. les funcions continues amb suport compacte sén denses a LP, i

2. les funcions infinitament diferenciables amb suport compacte també sén denses a LP.

A.2 Teoremes de convergencia per integrals

La teoria d’integracié de Lebesgue és especialment 1til ja que ens proporciona els teoremes de
convergencia segiients.

Teorema A.6 (Lema de Fatou). Suposem que les funcions {f;}2°; sén no-negatives i inte-
grables. Aleshores

/ liminf fydr <liminf [ fpdzx. (A1)

k—o0 k— Rn

Teorema A.7 (Teorema de la Convergencia Monotona). Suposem que les funcions {f;}7°,
son mesurables amb

<ol < fi<frp1 <.
Aleshores
/ lim frpdx = klim frdx. (A.2)
R

n k—00 —00 JRn
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Teorema A.8 (Teorema de la Convergencia Dominada). Suposem que les funcions de la
successio { fr}72, sén integrables i que

Je = [ apt.
Suposem també que
| fxl < g apt,
amb g € L'(R™). Aleshores
/ frde — fdx. (A.3)
n R

Teorema A.9 (Teorema de derivacié sota el signe integral). Sigui U C R™ x R™ compacte

isigui f: U — R una funcié continua tal que la funcié derivada (z,y) — ==(z,y) existeix i

dy
és continua a tot U. Aleshores, si A C R" i B C R™, amb B obert i A x B C U, la funci6
F : B — R definida per

Flo) = [ S,
és diferenciable en B i per a tot y € B

_[9f

F'(y) = ’ afy(x,y)dsv-

A.3 Convergencia feble

Sigui X un espai de Banach real.

Definicié A.1 (Convergencia feble). Diem que una successié {u}3>, C X convergeiz feble-
ment a u € X, i escrivim ug — u, si

u*u — ut -,

on - denota el producte escalar de X, per cada funcional lineal fitat u* € X.

Es pot comprovar que la convergencia usual u — v implica la convergencia feble up — u. A
més, si up — u se satisfa que
|lu|| < liminf||uk].
k—o00

A.4 Espais de Holder

Sigui U C R™ un obert. Recordem que la classe de les funcions continues Lipschitz esta
formada per funcions u : U — R satisfent la condicié

\u(x) - u(y)‘ < C‘J} - y‘a T,y € U7 (A4)

per una constant C' que només depen de wu.
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Prenem 0 < v < 1 i considerem les funcions u que satisfan una generalitzaci6 de (@),
concretament

lu(z) —u(y)| < Cle —y[",  z,yelU (A.5)

per una constant C. Una funcié que satisfaci aquesta condicié diem que és continua Holder
amb exponent 7.

Definicié A.2. Siguiu € C(U)i0 < v < 1. Definim la “y-&ssima semi-norma de Hélder com

[U]CO,’Y(U) = xs;lepU {W}, (A.6)
T#£Y

i definim ’espai de les funcions continues de Holder amb exponent + com
CO(T) = {u € C(0) : [ulconq < +oo}. (A7)
Definicié A.3. Sigui u € C%7(U). Definim la «y-éssima norma de Hélder com

[ull o @y = llulloo + [u]con @), (A.8)

on ||ul|eo := sup,ep |[u(z)| és la norma del suprem a C(U).

Es pot demostrar que || - [[co gy defineix una norma a CO(U).

En la definicié segilient estenem la definicié de funcions continues de Hoélder a funcions dife-
renciables.

Definicié A.4. L’espai de Hélder C*Y(U) és el conjunt de funcions u € C*(U) per les quals
la norma

lullera@y = > IDulo@y + > [D*u]ora (A.9)

lal<k |a|=F
és finita.
Per tant I'espai C*7(U) és el conjunt de les funcions u que sén continuament diferenciables &

vegades i tals que les seves k-éssimes derivades parcials sén continues Holder amb exponent ~.
Aquest espai de funcions presenta bones propietats, de fet:

Teorema A.10. L’espai de funcions C*7(U) és un espai de Banach amb la norma (@)

A.5 Diferenciacid feble

Introduim una definicié de derivada menys restrictiva que la definicié usual, que ens permeti
treballar amb funcions que no siguin tan regulars. Aquest concepte de derivada és el que ens
permetra introduir els anomenats espais de Sobolev.

Notem CZ*(U) 'espai de les funcions infinitament diferenciables amb suport compacte U. A
les funcions d’aquest espai les anomenarem funcions test.
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Definici6é A.5. Siguin u,v € L}, (U) i @ un multi-index. Diem que v es la a-éssima derivada
parcial feble de u, i notem

D% = v,
si se satisfa que

/UuDO‘d>dx:(—1)°‘|/Uv¢dx (A.10)

per totes les funcions test ¢ € CX(U).

L’abiis de notacié que cometem a ’escriure de la mateixa manera la derivada feble i la derivada
usual no porta a confusié, ja que qualsevol funcié diferenciable és també diferenciable en forma
feble. A més, les regles de derivacié usuals també es poden generalitzar a la diferenciacio feble.
Ens sera til tenir en compte el resultat segiient:

Lema A.1. La derivada parcial feble d’ordre « de u, si existeix, esta definida de manera tinica
excepte en un conjunt de mesura nul - la.

A.6 Espais de Sobolev

Un cop introduit el concepte de derivada feble podem procedir a definir els espais de Sobolev.

Definicié A.6 (Espai de Sobolev). Definim "espai de Sobolev W*P(U) com el conjunt format
per les funcions u € L}, (U) tals que per a tot o multi-index, amb |a| < k, la derivada feble
D%y existeix i pertany a LP(U).

En el cas p = 2 notem H*(U) = Wk2(U), per k = 0,1, ...

Definicié A.7. Si u € W*P(U), definim la seva norma com

(ngk Ju |Dau‘pd$)1/p (1<p<oo) (A.11)

HuHW’faP(U) = o
la|<k €SS SUPy/ | Dul| (p = 0).

Teorema A.11. Per cada k = 1,2... i 1 < p < oo, I'espai de Sobolev W*P(U) és un espai de
Banach amb la norma anterior.

Lema A.2. Una funcié f pertany a lespai H¥(R") si, i només si, (1 + |[€2)¥/2f(¢) és de
L2(R™).
Una part important en I'estudi dels espais de Sobolev sén les inclusions d’aquests espais en
d’altres. A continuacié, presentem un resultat d’aquest tipus.
Definicié A.8. Diem que u* és una wersié d’una funcié donada u si

u = u* gpt.
Teorema A.12. Sigui U un subconjunt obert i fitat de R” amb AU de classe C*. Suposem
que n < p < ooiqueuc WHP(U). Aleshores u té un versié u* € C%7, per y =1 — — i se

p

satisfa que
[l gon@y < Cllullwrr@)-

El teorema anterior ens permetra dir que, si es verifiquen les hipotesis de p i n, tota funcié de
Sobolev admet una versié continua.
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