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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un método para interpolar grandes volimenes de datos esparcidos,
dirigido principalmente a los resultados de la aplicacién de Métodos libres de Malla, Métodos de Punto y
de Particulas. En el mismo se hace uso de las funciones de base radial con alcance local como funciones
interpoladoras. Se utilizan los arboles de cubrimiento como la estructura de datos que permite acelerar
la localizacién de los datos que influyen para interpolar los valores en un nuevo punto, lo cual agiliza
la aplicacién de técnicas de visualizacién cientificas para la generacién de imdgenes a partir de grandes
volimenes de datos provenientes de la aplicacién de Métodos libres de Malla, Métodos de Puntos, y de
Particulas, en la resolucién de diversos modelos de la fisica-matematica. Como ejemplo se muestran los
resultados obtenidos tras la utilizacién de dicho método, empleando la funcién interpoladora de Shepard de
alcance local.

Palabras clave: datos esparcidos, interpolacion, visualizacion cientifica, drbol de cubri-
miento, funciones de base radial, Método de Shepard, Métodos de Puntos, Métodos de
Particulas, Métodos libres de Malla.

USING COVER-TREES TO INTERPOLATE WITH RADIAL BASIS FUNCTION FOCUSED ON
SCIENTIFIC VISUALIZATION OF LARGE VOLUMES OF DATA

Summary

In the following paper it is developed a new method to interpolate large volumes of scattered date, focused
mainly on the results of the Mesh-free Methods, Points Methods and the Particles Methods application.
Through this one, local radial basis functions are used as interpolating functions. Also, cover trees are used
as the data structure that allows to accelerate the localization of the data that influences to interpolate the
values at a new point, speeding up the application of scientific visualization techniques to generate images
from large data volumes from the application of Mesh-free Methods, Points and Particles Methods, in the
resolution of diverse models of physics-mathematics. As an example, the results obtained after applying this
method using the local interpolation functions of Shepard are shown.

Keywords: scattered data, interpolation, scientific visualization, cover-tree, radial basis
functions, Shepard’s Method, Points Methods, Particles Methods, Mesh free/less Methods.
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INTRODUCCION

El término visualizacion cientifica se refiere al proceso que envuelve la utilizacién
de la computadora con el fin de obtener imagenes a partir de datos. En el caso de la
mecanica computacional se refiere a la visualizacién cientifica de grandes volimenes de
datos escalares, vectoriales y de otra indole provenientes de los resultados de simulaciones
y modelaciones de problemas de la fisica-matematica. En esta disciplina es necesaria la
utilizacién de técnicas de computacion grafica y andlisis numérico. La visualizacién cientifica
constituye una herramienta extremadamente 1til para los investigadores ya que facilita un
estudio de los datos basandose en la capacidad visual de los seres humanos. La obtencion
de las imégenes se realiza a partir de la aplicacion de técnicas de visualizacién, que son
seleccionadas de acuerdo al tipo de datos a representar, con el objetivo de lograr una mejor
percepcién. En [13,17] se hace una amplia referencia a las técnicas existentes, asi como a
su seleccién de acuerdo al tipo de datos.

Los datos a visualizar son magnitudes de determinadas propiedades -fisicas, mecanicas,
térmicas, etc.- obtenidas ya sea por mediciones realizadas en el mundo real, o a partir de
procesos numeéricos; en ambos casos y aunque generalmente representan medios continuos, lo
que se tiene es un conjunto finito de valores pertenecientes a puntos discretos del dominio de
estudio. Estos puntos pueden ser tomados de forma regular o irregular/aleatoria. Cuando los
puntos son tomados de manera aleatoria entonces se les da el nombre de “datos esparcidos””.

Como consecuencia de las limitaciones presentadas en la aplicacién de métodos tra-
dicionales -digase Métodos de los Elementos Finitos, Diferencias Finitas o Elementos de
Contorno- para tratar problemas con altos niveles de discontinuidad, problemas en campos
no ingenieriles como la biomecanica, entre otros, algunos métodos que no requieren de la
generaciéon de mallas han ido ganando auge. Los Métodos sin Malla (MSM) y el Método
de Particulas - Método de los Elementos Discretos (MED) - son centro en la actualidad
de crecientes investigaciones y es facil encontrar articulos muy recientes vinculados con su
desarrollo o aplicacién en diversas ramas [14,15,21,27,28,34].

Las simulaciones que se realizan tienden a ser cada vez mas realistas, lo cual se traduce,
especificamente en el caso de los Métodos sin Malla y Métodos de Particulas, en un incre-
mento significativo de los puntos y las particulas empleadas respectivamente. En los casos
del MED y del Método de Particulas permiten realizar un anélisis a nivel microestructural
de los materiales, obteniéndose como resultado un volumen considerable de datos lo cual
dificulta el post-procesamiento y estudio de los resultados. Una vez realizado el proceso de
analisis o simulacién, los resultados son presentados como un conjunto de valores numeéri-
cos asociados a localizaciones discretas esparcidas por todo el dominio de estudio y que no
tienen asociacién estructural dada la caracteristica que tienen estos métodos de carecer del
uso de mallas durante el proceso de calculo. Un ejemplo de esto son los resultados mostra-
dos en [8] donde se aplica el método de puntos finitos para mecanica de fluidos utilizando
conjuntos de més de 500.000 particulas. Otro ejemplo que se puede mencionar es [22] donde
se reportan empaquetamientos en la fase inicial del DEM de més de un millén de particulas.

Un proceso de generacion de mallas con esa cantidad de puntos -suponiendo que se
considere el centro geométrico de las particulas- seria bastante costoso.

Uno de los aspectos importantes a considerar en el &mbito de la visualizacion cientifica
es que las imagenes son dibujadas sobre una matriz de dimensiones finitas compuestas de
pixeles que representan un tnico color. Cuando a partir de los puntos esparcidos se realiza
la triangulacién correspondiente para obtener la malla, normalmente a cada triangulo co-
rresponde un conjunto determinado de pixeles en la imagen resultante. Sin embargo, cuando
se cuenta con una cantidad relativamente grande de puntos, al realizar la triangulacién va-

“scattered data en ingles



Utilizacién de drboles de cubrimiento para interpolar usando funciones de base radial 285

rios triangulos corresponden a un mismo pixel. Ejemplificando: si se genera una imagen con
resolucién de 500 x 500 pixeles a partir de un conjunto de datos conformado por dos millones
de puntos, entonces se van a tener 250 mil pixeles, que son insuficientes para representar
ni siquiera, uno a uno los puntos del conjunto de datos. Un ejemplo real de esta situacién
es descrito en el apartado “Analisis de los resultados”de este trabajo. En estos casos, la
utilizacién de mallas para visualizacién no es la soluciéon mas 6ptima. Este problema ha
sido y continta siendo tratado y se pueden encontrar varios trabajos relacionados [25,29,31]
aunque estos estdn enfocados fundamentalmente a la visualizacién de superficies. Este es
un aspecto interesante a considerar en el caso de otros métodos relacionados como el PFEM
(Particle Finite Element Method) [24] y otros métodos que utilizan las mallas durante la
simulacién en aquellos casos en los que la malla empleada alcanza el orden de los millones
de elementos.

Todos los aspectos planteados en esta secciéon hacen que se considere 1til, si no necesa-
ria, la utilizacion de un método para realizar interpolaciones a partir de nubes de puntos
fundamentalmente cuando se consideran volimenes significativos de informacién.

INTERPOLACION DE DATOS ESPARCIDOS

En varias areas cientificas es frecuente el siguiente problema: se tiene un conjunto de
posiciones/puntos independientes en los cuales se conoce el valor de cierta magnitud, y
se desea encontrar una funciéon que permita deducir el valor de la magnitud en nuevos
puntos y de esta forma estudiar el comportamiento del proceso. Esto es: se quiere encontrar
una funciéon F, que ajuste “adecuadamente”los datos que se tienen. Existen basicamente
dos enfoques que abordan este problema. En el primero de ellos F, mantiene exactamente
los valores iniciales en los puntos conocidos, dandole el nombre de funcién interpolante.
El segundo enfoque se basa en obtener F, de forma tal que la distancia de los puntos
conocidos a ella sea minima, y en este caso se le da el nombre de funcién aproximante. En
este trabajo se va a abordar inicamente el enfoque de la funcién interpoladora. En el caso
de las funciones aproximantes pueden encontrarse aspectos esenciales relacionados con ellas
en [1,7,9,19].

Realizando una definicion mas precisa del problema: sean z; € R*%;7 = 1..n los puntos
esparcidos de manera aleatoria y f(z;) € R el valor asociado a cada uno de ellos. Entonces
la definiciéon formal del problema es la siguiente:

Problema 1 (Interpolacion de datos esparcidos): Dada la dupla (x;, f(z;)), i = 1..n
con X = {z1,x2,....,2n}, X CR® y f(z;) € R encontrar la funcién continua F,(z): R®* — R
tal que Fo(x;) = f(z:).

Asumir que Fj, es una combinacion lineal de un conjunto de funciones bésicas es una
manera muy comun y conveniente de resolver este problema, i.e.,

n

Fu(z) =) cpFi(z), © € R®. (1)
k=1

Esto, dada la condicién F,(z;) = f(x;), se convierte en un sistema de ecuaciones lineales
de la forma

Ac =y, (2)

*k ’ .z ’ . . .
Aunque en este articulo se hace alusién tnicamente a funciones de tipo escalar, los elementos que se
formulan pueden ser facilmente generalizados a funciones de tipo vectorial.
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donde cada uno de los elementos de la matriz de interpolacién A tiene la forma A;, =
Fy(z), j, k = 1.n; ¢ = [e1,¢2, . ea]tsyy = [f(21), f(22), ..., f(2,)]T. De aqui que el
Problema 1 va a tener una tUnica solucién si y sélo si la matriz A es no singular. Lo
anteriormente descrito es tratado con mayor detalle en [9], incluyendo un anélisis adicional
para el caso de la multivariabilidad.

ANTECEDENTES Y ESTADO DEL ARTE

Por la gran frecuencia con la que se encuentra el problema de la interpolacién de datos
esparcidos, es posible hallar varios trabajos relacionados con su solucién [4,20,23,26], ya
no solo enfocados al problema de la visualizacién, sino en un ambito ma&s general. De
aqui que existan un gran ndmero de técnicas que son bien conocidas en la actualidad y
que dan solucién al Problema 1 de las cuales se pueden encontrar varias referencias en la
bibliografia.

Existen métodos basados en la inversa de la distancia entre los puntos. La idea original
fue dada por Shepard [32] y tiene un enfoque global, lo que la hace demasiado ineficiente.
Sin embargo varias modificaciones han sido realizadas, tanto para mejorar la eficiencia
computacional para lo cual la idea inicial se ha llevado a un enfoque local, como para
incrementar la exactitud de la funcién interpoladora [5,11].

Por otra parte existen métodos que se construyen a partir de la vecindad natural entre
los datos. Estos se basan de alguna manera en la construccién del diagrama de Voronoi
correspondiente a los puntos que conforman los datos iniciales [33,4]. La principal dificultad
radica en la lentitud de estos métodos ante la presencia de grandes voliimenes de datos,
especialmente por la necesidad de obtener el diagrama de Voronoi. Sin embargo en [26] se
obtienen buenos resultados en este sentido.

Una familia de técnicas que ha venido ganando en importancia dado el auge que han
alcanzado los Métodos sin Mallas y el MED o Método de Particulas, es la interpolacion
mediante el uso de funciones de base radial, ya que no requieren de una estructuracion de
los datos, como en el caso de las interpolaciones basadas en el diagrama de Voronoi.

INTERPOLACION USANDO FUNCIONES DE BASE RADIAL(FBR)

La técnica de interpolacién de datos esparcidos usando FBR™™ consiste en la obtencién
de la combinacién lineal de un conjunto finito de funciones de la forma ¢(||.||), donde |.||
generalmente hace alusién a la distancia Euclideana, y que son radialmente simétricas. Una
de sus ventajas radica en la independencia que poseen de la dimensionalidad del problema,
ya que utilizan mayormente la norma Euclideana, lo que las hace facilmente extensibles a
cualquier dimensién. Elementos relacionados con la teoria de las FBR pueden encontrarse
en [9,10,16,20].

Se define entonces de manera formal las funciones radiales:

Definicién 1 (Funciones Radiales): Una funcion ¢ : R® — R se dice que es radial si
existe una funcion univariable ¢ : [0,+00) — R tal que ¢p(z) = p(||z||) con |.|| una norma
cualquiera -generalmente la norma Fuclideana-.

Si se aplica esta definicién y se sustituye en (1) se obtiene la formulacién de la solucién
al Problema 1 usando FBR:

Fo(x) = ad(llz — zl)), « € R®. (3)

k=1

" RBF(Radial Basis Function ) en inglés.
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Existen varios tipos bien conocidos de funciones radiales como son la Gaussiana ¢(r) =
e~ thin-plate splines ¢(r) = r’log(r) y las multicuddricas ¢(r) = V72 + c2 para ejem-
plificar. Si se analizan las dos ultimas funciones puestas como ejemplo, a medida que el
radio aumenta, aumenta también el valor que ellas devuelven, por tanto, son funciones de
influencia global en el conjunto de datos esparcidos. Este comportamiento se traduce en
que la matriz A(2) sea una matriz muy densa, lo cual implica que ante la adicién de un
nuevo punto es necesario recalcular todos los coeficientes. Por su parte, la forma Gaussiana
tiende a cero cuando se incrementa el radio, haciendo que la influencia en un punto x de
los elementos (z;, f(z;)) sea cero si ||z — ;|| < rz, donde 7z, es tal que e” "t < ¢, para ¢
suficientemente pequeno. Esta caracteristica de “localidad” da como resultado una matriz A
de banda y dispersa, por lo que adicionar nuevos puntos solo afectaria un pequeno conjunto
de coeficientes. Por estas razones, el enfoque local es computacionalmente menos costoso, ya
que solo es necesario considerar los puntos pertenecientes a una vecindad y no a la totalidad
de ellos.

Algunos ejemplos muy interesantes de funciones radiales con influencia local son las
presentadas por Wendland [35]. Estas funciones tienen la forma

p(r) 0<r<1
o(r) = 0 r>1
donde p(r) es uno de los polinomios dados por Wendland, y son ficilmente escalables.
Analizando de modo general las funciones radiales de alcance local: sea ¢(r) la funcién
radial de alcance local que se va a utilizar para construir la funcién de interpolaciéon de
base radial, entonces (z;, f(z;)) influye inicamente en los puntos que se encuentren ubica-
dos a una distancia L < rz, donde ¢(r > rp) es cero o despreciable. Esto es equivalente
a decir: sea x ¢ X entonces I, = (x;;2; € X, ||z — z;]| < rr) es el conjunto de puntos
que ejercen determinada influencia sobre x. Localmente, el problema seria resuelto hallan-
do la solucién a (1), pero ahora tinicamente considerando los puntos pertenecientes a I.
La obtencion de I, es un proceso computacionalmente costoso valorando que se trata de
un volumen considerable de datos esparcidos sin ninguna relacion previa, mas alla de su
ubicaciéon geométrica. La utilizacién de estructuras de datos que garanticen un almacena-
miento adecuado y que faciliten las consultas de vecindad se hace necesaria para agilizar
computacionalmente los calculos necesarios. En este trabajo se hace uso de los arboles de
cubrimiento con ese objetivo.

ARBOLES DE CUBRIMIENTO

El problema de la bisqueda del vecino mas cercano es hoy de mucho interés y particular
relevancia en una gran diversidad de disciplinas cientificas. Este es un problema de una
gran complejidad computacional, 2(n), lo que unido a que en la mayoria de los casos el
universo de busqueda es extenso -en este caso lo es- lo convierte en un proceso lento y
computacionalmente costoso.

Con el objetivo de mejorar los tiempos de biisqueda son utilizadas estructuras de da-
tos. Existe un gran ntmero de estructuras que permiten el almacenamiento de los datos
espaciales vinculadas con la busqueda del vecino maés cercano. Entre las més conocidas po-
demos mencionar el kd-tree, el vp-tree, el R tree y algunas variantes importantes de este, el
cuadtree para 2D y el octree que es su variante para tres dimensiones, entre varias otras po-
sibilidades [2,6,12,30,36]. Estas estructuras presentan tiempos que crecen logaritmicamente
de acuerdo a la cantidad total de elementos para encontrar el vecino méas cercano, lo cual
tedricamente resulta en comportamientos muy similares a la hora de resolver el problema.
No existe en la actualidad criterio exacto para darle a una de ellas la primacia en cuanto
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a la eficiencia con que lo hacen. La seleccién y aplicacion de estas esta sujeta al problema
especifico en el que van a ser empleadas. Otro criterio interesante que puede ser de peso, es
el de los requerimientos de memoria que las puede hacer descartables en problemas donde
se requiere almacenar cantidades importantes de datos.

Existen varias derivaciones del problema del vecino méas cercano entre las que se pueden
mencionar la aproximacién del vecino més cercano y la bisqueda de los vecinos en un rango.
Esta ultima fundamentalmente se realiza en rangos ortogonales donde estructuras como el
kd-tree, el octree/cuadtree, el R tree y el range tree presentan buenos resultados por la forma
que tienen de particionar el espacio -realizan particionamientos utilizando hiperplanos o
espacios ortogonales-. Especialmente en este caso el range tree presenta ventajas en los
tiempos de respuesta, sin embargo requiere de una utilizacién mayor de memoria. También
es importante sefialar que un crecimiento en la dimensién en la que se trabajan los datos
-2D a 3D- implican un crecimiento en la complejidad de las consultas de rango, pues los
test de interioridad en los nodos requieren de una mayor cantidad de comprobaciones dado
el incremento de los elementos necesarios para definir el espacio que estos ocupan. Estos
incrementos en los tiempos ya han sido estudiados y en [6] se muestra qué sucede en estos
casos para el range tree y el kd-tree.

Uno de los problemas de bisqueda en un rango es cuando se quieren encontrar los vecinos
en un radio determinado. En este caso se trata de un rango circular que, independientemente
de la dimensionalidad que se trate, estd definido inicamente por el centro y el radio. Este
problema puede ser igualmente abordado con las estructuras mencionadas anteriormente,
pero su naturaleza no se encuentra representada realmente en ellas debido a la subdivisiones
ortogonales que estas realizan del espacio; ademads del innecesario incremento de complejidad
a medida que aumenta la dimensién en la que se aborda el problema.

El cover tree(arbol de cubrimiento) [3,18] es una estructura de datos relativamente
nueva. Se basa en la descomposicién jerdrquica del espacio subdividiéndolo en elementos
circulares que se van anidando de acuerdo a determinas caracteristicas que se enuncian mas
adelante. Ha sido empleado obteniendo buenos resultados en la busqueda del vecino més
cercano resultando de su aplicacién tiempos similares a los obtenidos tras la aplicacién de
las estructuras mencionadas anteriormente. La forma circular de sus nodos y el mecanismo
de anidacién y cubrimiento que emplea, lo hace un fuerte candidato para la realizacion de
consultas de rango circular ya que, ademads de tener una correspondencia entre la geometria
de los nodos y la del rango de consulta, la complejidad de las bisquedas no se incrementa
con la dimensién en la que se encuentra el problema.

El arbol de cubrimiento es un arbol nivelado donde cada nivel es “cubierto” por el nivel
inferior. Cada nivel es indexado con un ntimero entero el cual decrece a medida que se
desciende por el drbol. Independientemente de la dimensién el espacio utilizado es O(n).
Cada punto en el drbol puede estar asociado con multiples nodos, pero se requiere que cada
punto aparezca a lo sumo una vez en cada nivel.

El 4rbol de cubrimiento tiene que cumplir las siguientes propiedades [3,18]:

1. C; C C;_1. Esto implica que cuando el punto p aparezca por vez primera entonces
cada nivel inferior del arbol contiene al nodo asociado con p (Anidacién). (Figura 1a)

2. Para todo p € C;_1 existe ¢ € C; tal que d(p,q) < 2 y el nodo en el nivel i asociado
con ¢ es el padre del nodo en el nivel i — 1 asociado con p. (Cubrimiento). (Figura 1b)

3. Para todo punto p,q € C;, tal que p # q, d(p,q) > 2¢. (Separacién). (Figura lc)

Donde C; es el conjunto de puntos de S que pertenecen al nivel i y d(p,q) la distancia
FEuclideana entre p y q.
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Figura 1. Propiedades de los drboles de cubrimiento. a) Anidacién, b) cubrimien-
to, ¢) separacién

El algoritmo de creacion del arbol es sencillo en lo que se refiere a una representacion
implicita ya que se tendrian infinitos niveles donde Cy, contiene el punto de S asociado a
la raiz del arbol y C_, contiene todos los puntos de S.

Para insertar un nuevo nodo se recorre el arbol a partir de la raiz hasta encontrar la
posicién que cumpla con las propiedades del arbol de cubrimiento (anidacién, cubrimiento
y separacion). La complejidad de este procedimiento es O(log(n)) [18] (Algoritmo 1).

Algoritmo 1: Procedimiento para insertar un punto cualquiera en el arbol de cubri-
miento.
Insertar( punto p, conjunto de nodos Q;, nivel i);

Q = { Hijos(q): g € Q; };
if d(p,q) > 2' then
retornar verdadero;
end
else
Qi-1={q€Q; : d(p,q) <2'};
encontrado = Insertar (p,Q;—1,7— 1) ;
if encontrado and d(p,q) < 2° then
escoger g € Qi + d(p,q) < %;
insertar p como hijo de g¢;
retornar falso;
end
else
retornar falso;
end

end
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El algoritmo de buisqueda del vecino més cercano utilizando el arbol de cubrimiento es
también sencillo. La busqueda comienza en la raiz del arbol y utilizando el principio de
ramas y cotas se van obteniendo los posibles nodos a elegir. Un nodo es elegible si cumple
que d(p, q) < d(p,Q) + 2¢ siendo p el punto base de la consulta, ¢ un posible vecino o nodo
a elegir y @ el conjunto de todos los posibles vecinos. Se define d(p, Q) como la menor de
las distancias de p a todos los puntos de Q. (Algoritmo 2).

Las modificaciones necesarias al Algoritmo 2 para realizar la busqueda de los vecinos
en un radio r son minimas. Estas se muestras en el Algoritmo 3.

Algoritmo 2: Procedimiento para buscar el vecino méas cercano con el arbol de cu-
brimien-to.
BuscarVMC(punto p, drbol de cubrimiento t);
Qoo = Cxo;
//Coc es la raiz de t;
for i = co downto —oco do
Q =Hijos(q) : q € Qs |
Qi-1={¢€ Qi : d(p,q) < d(p,Q) +2'};
end
retornar argmingeq_,, d(p, 9);

Algoritmo 3: Procedimiento para buscar los vecinos en un radio con el arbol de
cubrimiento.
VecinosEnRadio(punto p, radio r, darbol de cubrimiento t);
Qoo = Coo;
//Cs es la raiz de t;
for i = co downto —co do
@ =Hijos(q) : q € Qi; '
Qi-1={q€Qi : d(p,q) <r+2'};
end
retornar {q € Q_ins : d(p,q) <7};

PASOS Y ALGORITMOS DEL METODO

Ya descritos los elementos para la implementaciéon de este método, a continuacién se
describen los pasos necesarios para su aplicacion:

1. Creacién del arbol de cubrimiento. La creacién del arbol de cubrimiento se realiza
mediante la sucesiva insercion de cada uno de los puntos pertenecientes a los datos en
un arbol inicialmente vacio. La construccion del arbol se realiza al inicio del proceso
y no es necesario repetirla ya que independientemente del punto en que se desee
interpolar el drbol de cubrimiento es el mismo. (Algoritmo 4)

2. Obtencién de los puntos localizados en el radio de influencia. Una vez creado el arbol
de cubrimiento, se utilizan las facilidades que este brinda para obtener los vecinos que
se encuentran a una distancia maxima determinada de un punto. (Algoritmo 5)

3. Evaluacién de la funcién de interpolacién. Se utilizan los puntos encontrados para
evaluar la funcién de interpolacion seleccionada y obtener un valor aproximado de la
magnitud que se estudia en el nuevo punto. (Algoritmo 5)
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La metodologia aqui descrita puede ser utilizada independientemente de la finalidad
con que se desee emplear el método de interpolacion y los nuevos puntos a interpolar seran
elegidos de acuerdo a la técnica a aplicar. Las nuevas localizaciones sobre las que se desea
interpolar pudieran ser, por ejemplo, tanto los vértices de una malla que se pudiera tener
como soporte de visualizaciéon o malla de superficie de algin cuerpo tridimensional, o los
vértices de las celdas utilizados por las técnicas marching squares o marching cubes [17]
empleados para obtener isolineas o isosuperficies respectivamente.

Algoritmo 4: Procedimiento para crear el arbol de cubrimiento.

CrearArbol(conjunto de puntos P);
A = CrearArbolVacio();
foreach p in P do
Insertar(p, A, o0);
end
retornar A;

Algoritmo 5: Procedimiento para obtener el valor en un nuevo punto.

Interpolar(punto p, drbol de cubrimiento A);
V = VecinosEnRadio(p, A, radio);

v = FunciénInterpoladora(p, V);

retornar v;

CASO DE ESTUDIO: INTERPOLACION USANDO EL METODO DE
SHEPARD AL ALCANCE LOCAL

El método de Shepard [32], como se mencioné anteriormente, realiza la interpolacién
utilizando la inversa de las distancias entre los puntos. Originalmente, este es un método
de alcance global, ya que utiliza todos los puntos comprendidos en los datos, sin embargo,
en [5,32] se explica una modificacién del mismo que considera tinicamente los puntos que se
encuentren, como maximo, a una distancia determinada del punto donde se desea interpolar,
lo cual le da a este método un enfoque local. Dicho enfoque es el empleado en este caso de
estudio y a continuacién se dan detalles de su formulacién basado en lo expuesto en [5,32].

En el caso de la interpolacién mediante el Método de Shepard la funcién interpolante
tiene la forma:

F(z) = Zwi(x)f(xi)’
i=1

donde w;(x) es la funcién que determina el peso -grado de influencia- que tiene z; sobre .
Esta funcién se obtiene como:
Yi(x)

E?:l ¥;(x)

Ww; =
— _1 R .
con ;(x) = 2 di = ||z — x|
K3
La modificacién necesaria para convertir esta funcién en una de alcance local es sencilla.

Para ello basta con modificar la funcién de peso, haciendo 0 el peso de aquellos puntos que
se encuentran mas alld de una distancia r,,. Esto es:

o= gy (42"

)
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esta modificaciéon convierte el problema en la busqueda de los vecinos que se encuentran
dentro de un radio r,, del punto de interpolacion.

Para determinar los vecinos que se encuentran a una distancia méaxima 7, del punto
donde se desea interpolar se realizé la construcciéon del &drbol de cubrimiento, como se
describié anteriormente.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

El algoritmo fue empleado para visualizar nubes con distintas cantidades de puntos.
En la Figura 2 se pueden apreciar cuatro de los conjuntos de datos visualizados. En estas
figuras se observa la interpolacién realizada y los puntos negros representan los datos del
conjunto de entrada.

(a) (b)
© @
Figura 2. Aplicacién de la técnica a varios conjuntos de datos. Los puntos en negro reflejan

la posicién de los puntos que se tienen como entrada. Las cantidades de puntos
de cada conjunto son a) 195, b) 2791, c¢) 41987 y d) 181304

El primer aspecto fundamental a senalar es el resultado obtenido en la Figura 2a),
donde es notable la formacién de pequenas circunferencias que tienen como centro los
puntos iniciales y no se obtiene una transicién de color lo suficientemente suave como para
interpretar correctamente el significado de los datos. La formacién de estas circunferencias
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es debido a que el valor de la derivada de la funcién interpolante utilizada en los puntos
conocidos es cero. Este problema se aborda en [5] y se muestra una solucién al mismo, sin
embargo, esta traeria el incremento del costo computacional del método. Dicha modificacion
es innecesaria ya que este trabajo se enfoca a grandes cantidades de puntos y en estos casos
a los efectos visuales las transiciones de valores ocurren lo suficientemente lento como para
no notar las circunferencias, lo cual se puede mostrar en la Figura 2b) y c).

El otro punto importante a resaltar es como los puntos negros logicamente van ocupando
todo el espacio de la imagen -cada punto negro ocupa solamente un pixel de la imagen y
corresponde a la posicién de un punto del conjunto original que se tiene como entrada- a
medida que se van incrementando los datos, hasta llegar al caso extremo de la Figura 2d)
donde todos los puntos de la imagen son negros. En cada una de las imagenes de la Figura 2
existen 65290 pixeles empleados para representar el dominio de estudio -sin incluir los pixeles
blancos que rodean el cuerpo-, en el caso especifico de d) se estan representando 181204
puntos, casi a 3 puntos por pixel si se considera que estan distribuidos uniformemente. Por
esta razén la imagen queda completamente cubierta con el color negro.

La gréafica de la Figura 3 muestra el comportamiento de los tiempos de interpolacién de
acuerdo a la cantidad de puntos empleados. En el eje de las y se tiene el tiempo promedio
necesario para interpolar el valor en un punto del dominio, y por las x se tiene la cantidad
promedio de puntos que influyeron en una interpolacion.

Si se analiza la grafica de la Figura 3 es perceptible que a pesar del incremento notable
de la cantidad de puntos utilizados en cada uno de los casos, no crece de modo acelerado la
distancia entre las funciones, y por tanto, tampoco crece en gran medida el tiempo necesario
para interpolar un punto, esto, bajo condiciones similares, digase una cantidad similar del
promedio de vecinos que se considera debido al radio de influencia. En este sentido puede
observarse la gréfica de la Figura 4 la cual fue elaborada a partir de los datos de la Figura 3.

1132898 puntos

454934 puntos
—+#— 181304 puntos
—— 41837 puntos

—— 2781 puntaos

tiempo (s)

—— 741 puntos

—— 195 puntos

0 20 40 G0 B0
puntos (cantidad)

Figura 3. Tiempos promedios de interpolaciéon para un punto
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Figura 4. Tiempos de interpolacién para un punto considerando para cada con-
junto de datos que la cantidad de puntos que se encuentran dentro del
radio de influencia son 4, 10, 20, 30 y 40, como se muestra en la grafica

Figura 5. Aparicién de discontinuidades -puntos negros- en la generacién de una
imagen debido a la seleccién de un radio demasiado pequefio

En ella cada linea refleja el comportamiento del tiempo necesario para interpolar en un
punto a partir de los distintos conjuntos de datos si se consideran la misma cantidad de
puntos dentro del radio de influencia. Como puede apreciarse, a pesar de la diferencia
en las cantidades de puntos existentes entre los conjuntos de datos, el crecimiento del
tiempo necesario para interpolar puede considerarse como lento. Por estas razones, se puede
considerar el uso de adrboles de cubrimiento como una estructura adecuada para acelerar el
problema de la busqueda de los vecinos en un radio determinado, enfocado a la interpolacion
de datos esparcidos cuando se utilizan FBR de alcance local. En consecuencia, la utilizacién
de este algoritmo ante resultados compuestos por grandes volumenes de datos provenientes
del MED o Método de Particulas, Métodos sin Malla u otros como el PFEM es factible,
ya que aligera el costo computacional y el tratamiento de estas grandes cantidades de
puntos. Este método agiliza el post procesamiento de resultados donde las nubes de puntos
obtenidas son muy densas y los valores presentan cambios significativos en vecindades no
lejanas, haciendo de la interpolacion local la mejor opcion para la eficiencia y la exactitud
de la imagen resultante.
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El radio de influencia debe ser seleccionado de manera correcta de acuerdo con la den-
sidad de la nube de puntos. La seleccion de un radio demasiado pequefio puede traer como
resultado la aparicién de discontinuidades no deseadas en la imagen final (Figura 5). Por
otra parte, mientras mayor sea el radio seleccionado mayor serd la cantidad de vecinos que
influyen sobre un punto, y por tanto mayores los tiempos de interpolacién, sin embargo, en
nubes de puntos suficientemente densas, la diferencia entre las imdgenes generadas para un
radio mayor o menor que otro no son generalmente significativas.

Figura 6. Diferencia entre dos imagenes generadas interpolando a partir de una nube de
41987 puntos. a) Con un radio de 0.03u, b) Con un radio de 0.1u, ¢) Diferencia
entre ambas imagenes; los puntos negros indican los pixeles donde existia diferen-
cia de colores

En la Figura 6 se puede apreciar la diferencia entre dos imégenes generadas para la
misma nube de puntos, en este caso 41987 puntos. El radio considerado para la Figura 6a)
fue de 0.03u, lo cual trajo consigo que el promedio de los puntos que se consideraron y el
tiempo promedio para cada interpolacién fueran 6.21 y 0.0021s respectivamente. Para la
Figura 6b) el radio fue de 0.1u, y el promedio de los puntos que se consideraron y el tiempo
promedio para cada interpolacién fueran 63.45 y 0.0192s respectivamente. Puede notarse en
la Figura 6¢) que las diferencias entre ambas imégenes -puntos negros- no son considerables,
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ademds de ser practicamente imperceptibles a simple vista. De cualquier forma, hasta el
momento, esta es una decisién del usuario, dependiendo de los resultados que se deseen
resaltar y de la suavidad en los cambios de valores en puntos correspondientes a vecindades
cercanas. Si se trata de eficiencia computacional, un radio pequeno seria lo ideal, pero el
comportamiento de los valores en la nube de puntos es muy importante también para tener
resultados més exactos.

Para obtener las visualizaciones presentadas en esta seccién se realizé la interpolacién
directa en cada uno de los puntos del dominio que se hicieron corresponder a los pixeles de la
imagen. Si bien esta es una técnica poco eficiente, el objetivo fue tener una mayor cantidad
de muestreos para cada uno de los juegos de datos empleados y de esta manera poder
valorar con més fundamento los tiempos de respuesta. Ademds, de esta forma es posible
obtener imagenes que aproximan de una manera mas exacta el comportamiento real de la
funcién interpolante que se estd utilizando y permiten, por tanto, estudiar de una mejor
manera su comportamiento. Estos dos aspectos mencionados son objetivo fundamental de
este trabajo pues constituyen la esencia para validar el método planteado.

La combinacién del método aqui expuesto con técnicas conocidas que permitan disminuir
la cantidad de muestreos realizados para la obtencién de una imagen, como pudiera ser una
malla de soporte para el proceso de visualizacion, seguramente daria buenos resultados. Sin
embargo, introduciria nuevas problemdticas que deben ser tratadas con cuidado como son
la exactitud de la imagen resultante y seleccién de niveles de detalle.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se desarrolla un método que utiliza las FBR de alcance local
unido a los arboles de cubrimiento. El método muestra un comportamiento deseable en la
medida que la cantidad de puntos de entrada aumenta, lo cual fue comprobado utilizando
la funcién interpolante de Shepard en su modificacién a funcién local.

Una de las ventajas de este método estd en la independencia de la dimensién en la que
se trabaja, ya que tanto las FBR como los drboles de cubrimiento dependen tnicamente
de la distancia entre dos puntos, sin importar la dimensién en que estos se encuentren, de
aqui que la complejidad computacional en 2 o 3 dimensiones es la misma. Esto no sucede
asi en los métodos que emplean la vecindad natural de los puntos ya que en ellos el costo
computacional se incrementa con la dimensién en la que se encuentre el problema abordado.
También se destacan las deficiencias de la funcién en el caso que se trate de nubes de puntos
poco densas dada la caracteristica de que su primera derivada evaluada en los puntos de
entrada es cero.

Ademsds se realizé un estudio sobre la influencia en el tiempo de interpolacién de la
cantidad de puntos dentro del radio indicado, considerando la cantidad total de puntos en
la nube. Se hizo alusién a la necesidad de la correcta seleccién de un radio para obtener
una imagen adecuada, brindando algunos criterios relacionados con la seleccién del radio
indicado.

El trabajo deja abierta nuevas investigaciones sobre la seleccion adecuada de un radio
de influencia que dependa de la densidad de la nube de puntos y del comportamiento de los
valores. También se deja abierta a investigaciones futuras la combinacién de este método con
otros que permitan disminuir la cantidad de muestreos para obtener la imagen resultante,
como pudiera ser introducir una malla de soporte para la visualizacion.
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