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Resumen

Una de las técnicas mas utilizadas para generar mallas estructuradas de cuadrildteros es el método de
submapping. Este método descompone la geometria en piezas légicamente equivalentes a un cuadrildtero
y después malla cada una de ellas por separado manteniendo la compatibilidad de la malla mediante la
resolucion de un problema lineal entero. El algoritmo de submapping tiene dos limitaciones principales. La
primera de ellas es que sélo se puede aplicar en geometrias tales que el dngulo entre dos aristas consecutivas
es, aproximadamente, un multiplo entero de 7/2. La segunda limitacién es que la geometria tiene que ser
simplemente conexa. Con el objetivo de mitigar estas restricciones, en este articulo se presentan dos modifi-
caciones originales que permiten reducir el efecto de dichas limitaciones. Finalmente, se presentan diversos
ejemplos numéricos que ponen de manifiesto la robustez y la aplicabilidad de los algoritmos desarrollados.

Palabras clave: Método de los elementos finitos, generacion de mallas, submapping, cuadri-
lateros estructurados, programacion lineal, interpolacion transfinita, geometrias maultiple-
mente conexas.

DISCRETIZATION OF MULTIPLY CONNECTED SURFACES USING SUBMAPPING

Summary

The submapping method is one of the most used techniques to generate structured quadrilateral meshes.
This method splits the geometry into pieces logically equivalent to a quadrilateral. Then, it meshes each
piece keeping the mesh compatibility by solving an integer linear problem. The submapping algorithm
has two main limitations. First, the method can only be applied to geometries that the angle between
edges is, approximately, an integer multiple of /2. Second, the geometry must be simply connected. This
article presents two original modifications to mitigate these limitations. Finally, it presents several numerical
examples that show the applicability of the developed algorithms.

Keywords: Finite elements method, mesh generation, submapping, structured quadrilate-
rals, linear programming, transfinite interpolation, multiply connected geometries.
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INTRODUCCION

La generaciéon de mallas se ha convertido en uno de los aspectos mas relevantes de la
aplicacion del método de los elementos finitos a la resolucién de problemas en ingenieria.
Dicha generacion es de gran importancia ya que una malla mal construida, en el sentido
del tamano y de la forma de los elementos, puede producir grandes errores en la solucién
numérica obtenida. Ademads, la construcciéon de una buena malla en un dominio complejo,
que se adapte tanto a la geometria como al tamano prescrito por el usuario, no es una tarea
trivial y es costosa tanto en tiempo de calculo como en tiempo de dedicacién de personal
cualificado. En la actualidad, la generacion de la malla puede llegar a representar hasta el
80 % del tiempo total de una simulacién de interés industrial.

Una de las técnicas méas potentes para generar mallas estructuradas de cuadrilateros es
el método de submapping!?. La idea bésica del método consiste en descomponer la geo-
metria en piezas légicamente equivalentes a un cuadrilatero y, a continuacién, mallar cada
pieza por separado preservando la compatibilidad entre las piezas mediante la resolucién
de un problema lineal entero. En nuestra implementacién, se ha usado el método de la
interpolacién transfinita (TFI) 4 para mallar cada subdominio. La Figura 1 muestra la idea
general del método de submapping. Es decir, dada una geometria inicial (Figura 1(a)), ésta
se descompone en piezas (Figura 1(b)) y después se genera una malla en cada una de las
piezas (Figura 1(c)).

Figura 1. Geometria mallada mediante el método de submapping. (a) Geometria
inicial. (b) Geometria descompuesta. (c¢) Geometria mallada

Aunque el método de submapping es capaz de producir mallas de gran calidad, el método
no es general y, por lo tanto, no se puede aplicar en cualquier geometria. El método tiene
dos limitaciones que reducen su aplicabilidad. La primera limitacion es que los dngulos que
forman dos aristas consecutivas de la geometria tienen que ser, aproximadamente, multiplos
enteros de m/2. La segunda limitacién es que la geometria tiene que ser simplemente conexa.
Es decir, no puede tener agujeros. En este trabajo se presentan dos mejoras del método
de submapping para reducir dichas limitaciones y mejorar la aplicabilidad del método 3.
Concretamente, se presenta un nuevo algoritmo para clasificar los nodos que forman la
frontera del dominio. De esta forma, se puede reducir sustancialmente la restriccién de que
las aristas del contorno deben formar angulos que sean aproximadamente multiplos enteros
de 7/2. Por otra parte, se presenta un algoritmo automético que permita extender el método
de submapping a dominios no simplemente conexos.

La estructura del articulo es la siguiente. En el segundo apartado se revisan los aspectos
m&s importantes del método de submapping para superficies. En el tercer apartado se
presenta el nuevo algoritmo para clasificar los vértices del contorno. En el cuarto apartado
se presenta un algoritmo desarrollado para extender el método de submapping a dominios
no simplemente conexos. En el quinto apartado se presentan diversos ejemplos que ponen de
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manifiesto la aplicabilidad de los algoritmos desarrollados. Finalmente, en el sexto apartado
se presentan las conclusiones de este trabajo.

SUBMAPPING

El método de submapping para superficies es una de las técnicas mdas potentes para
obtener mallas estructuradas de cuadrildteros en geometrias bidimensionales. Aunque no
todas las geometrias pueden ser malladas mediante este método, muchos casos de interés
practico pueden ser discretizados con el método de submapping. Tal y como se ha comentado
en la introduccion, la idea bésica del método consiste en descomponer la geometria en piezas
légicamente equivalentes a un cuadrildtero y, a continuacion, mallar cada pieza por separado
manteniendo la compatibilidad de la malla entre las piezas. Dicha compatibilidad se impone
a través de un problema de programacion lineal entera.

Con el fin de generar una malla estructurada, se construird una representacién de la
geometria en la que todas las aristas sean horizontales o verticales. Esta representacién se
define como el espacio computacional mientras que la geometria inicial se define como el
espacio fisico. El espacio computacional se usara para facilitar la tarea de descomponer la
geometria. La Figura 2 muestra el espacio fisico y el espacio computacional correspondiente
a una geometria dada.

D D C

F A B C A B
(a) (b)

Figura 2. Espacio fisico y computacional de una geometria. (a) Espacio fisico. (b)
Espacio computacional

El algoritmo de submapping se puede descomponer en seis pasos:

1. Clasificacién de los vértices.

2. Clasificacion de las aristas.

3. Discretizacién de la frontera

4. Construccién del espacio computacional.

5. Descomposicién de la geometria en piezas logicamente equivalentes a un cuadrilatero.
6. Discretizacion de cada pieza mediante el método TFI.

En los siguientes apartados se describe con més detalle cada uno de los pasos anteriores.
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Clasificacion de los vértices

Los vértices de la geometria inicial se clasifican segiin el angulo que forman las dos
aristas adyacentes. Este dngulo se define a través del angulo que forman las tangentes de
las aristas en el vértice comuin (Figura 3(a)). Puesto que los d4ngulos son aproximadamente
multiplos enteros de /2, los vértices se clasifican como:

Lado: el angulo entre las arista es aproximadamente 0.

Final: el dngulo entre las arista es aproximadamente /2.
= Reverso: el dngulo entre las arista es aproximadamente 7.

Esquina: el dngulo entre las arista es aproximadamente 37 /2.

La Figura 3(b) muestra una geometria en la que aparecen todos los tipos de vértices
adecuadamente clasificados.

(A =Y @ Lado
O Final
M Reverso
O Esquina
C, 0
[
¢ o > g all

(a) (b)

Figura 3. Clasificacién de los vértices. (a) Angulo definido entre dos aristas de la
geometria presentada en la Figura 2. (b) Geometria en el espacio fisico
y su clasificacién de los vértices

Una vez que los vértices estan clasificados, se puede comprobar facilmente si la su-
perficie se puede mallar con el método de submapping. Concretamente, si la superficie es
submallable, se tiene que cumplir la siguiente condicién:

E—C —2R =4, (1)

donde E, C'y R son el niimero de vértices clasificados como final, esquina y reverso, res-
pectivamente. Tradicionalmente, si no se cumple esta condicién, el dominio no es mallable
mediante submapping. En este sentido, se debe resaltar que en la tercera seccién se desa-
rrollard un nuevo algoritmo para conseguir una clasificacion de los vértices que la cumpla.
Obsérvese que esta condicién es una condicidon necesaria, aunque no es suficiente. Por lo tan-
to, existen geometrias que cumplen esta condicién y no pueden ser discretizadas mediante
el método de submapping.

Es importante resaltar que la clasificacién de los vértices es uno de los pasos més im-
portantes del algoritmo ya que los pasos siguientes se basaran en esta clasificacién. Si no se
puede conseguir una clasificacién correcta de los vértices, el algoritmo no finalizara correc-
tamente.
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Clasificacion de las aristas

Las aristas de la geometria se clasifican segin la direccién y sentido que tomardn en
el espacio computacional. Por construccién, todas las aristas en el espacio computacional
seran horizontales o verticales. Por consiguiente, cada arista se puede clasificar como:

» +i: la arista es horizontal y se mueve de izquierda a derecha.
» -i: la arista es horizontal y se mueve de derecha a izquierda.
= +j: la arista es vertical y se mueve de abajo a arriba.

= -j: la arista es vertical y se mueve de arriba a abajo.

La Figura 4 muestra la representaciéon del espacio computacional de la geometria pre-
sentada en la Figura 2 y la clasificaciéon de sus aristas.

D C
-
I Y
F E J
~ +)
< X
_J .
+1 .
A B

Figura 4. Clasificacién de las aristas en el espacio computacional de la geometria
presentada en la Figura 2

Noétese que el proceso de clasificacién de las aristas se puede resolver sin tener explici-
tamente construido el espacio computacional (todavia no se ha definido ni la posicién ni la
longitud de cada arista). Para clasificar las aristas, se usard la clasificacién de los vértices
presentada anteriormente. La primera arista se clasifica como +i¢ de forma arbitraria. La
clasificacién de la siguiente arista viene inducida por la clasificacién de su vértice comun.
De esta forma, si su vértice comun es final, quiere decir que se gira m/2 en este vértice vy,
por lo tanto, la siguiente arista serd clasificada como +j. En cambio, si la clasificacién de
su vértice comun es esquina, entonces la clasificacion de la siguiente arista serd —j, ya que
se ha girado 37/2 en el vértice.

Cuando el proceso de clasificacién de las aristas concluye, se debe encontrar que la
clasificacion de la primera arista es +i. En caso contrario, los vértices no estan correctamente
clasificados o ha habido algtin error en el proceso de clasificacién de las aristas.

Finalmente, se definen los siguientes conjuntos de aristas:

IT™ = Jaristas clasificadas como + i},
I~ = {aristas clasificadas como — i},
Jt = {aristas clasificadas como + j},

J~ = {aristas clasificadas como — j}.
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Discretizacion de la frontera

Para construir una malla estructurada de cuadrildateros, es necesario imponer las siguien-
tes condiciones de compatibilidad en las aristas que definen la frontera de la geometria:

Yoo Yo

eclt ecl— (2>
E Ne = § Te,
ecJt ecJ™

donde n, es el nimero de divisiones (elementos) de la arista e. A fin de mantener el nimero
de nodos en una cantidad razonable y, a la vez, cumplir la ecuacién de compatibilidad (2),
segiin® se debe solucionar el siguiente problema lineal:

min E weNe + M,
e

restringido a:

Zne:Znea

eclt ecl— (3)

> ne= > ne

ecJt ecJ™
M > =, para toda arista e

ne > N, para toda arista e

donde w, > 0 son unos pesos y N > 1 es una cota inferior del nimero de elementos para la
arista e. Es usual definir los pesos como w. = 1/I(e), donde [(e) es la longitud de la arista
e. De esta forma, se favorece que el algoritmo anada més elementos en las aristas de mayor
longitud. La variable M tiene el siguiente significado:

‘ Tle
== — .
M méiX { N, }

Obsérvese que este problema tiene la formulacién de un problema lineal entero. Por
consiguiente, se puede solucionar mediante el método de Branch&Bound o el del punto
interior®. En nuestra implementacién se utiliza el primero de ellos. Ademés, en este trabajo
se ha usado la librerfa GLPK" para resolver el problema lineal (3).

La resolucién del problema lineal (3) proporciona las siguientes propiedades en la solu-
cién:

» La solucién cumple la restricciéon de las ecuaciones de compatibilidad (2) y, por lo
tanto, permitira construir una malla de cuadrildteros estructurada en el interior de la
geometria.

= Mediante el uso de las constantes N, el usuario prescribe el tamano de elemento
deseado en cada arista.

= Kl primer término en la funcién objetivo, E WeMNe, tiene el efecto de minimizar el

[
numero de elementos en las aristas.

= El efecto de la variable M en la funcién objetivo es minimizar el maximo incremento
del niimero de elementos en cada arista respecto el impuesto por el usuario.
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Construccién del espacio computacional

Una vez solucionado el problema de compatibilidad (3), se construye el espacio compu-
tacional. Recuérdese que las aristas en el espacio computacional son horizontales o vertica-
les. Ademas, también se impone que la longitud de cada arista sea el niimero de elementos
hallado mediante la minimizacién del problema lineal (3). De esta manera, el tamano de ele-
mento en el espacio computacional sera la unidad. Por lo tanto, la posicién de cada nodo del
espacio computacional tendréd coordenadas enteras. Finalmente, es preciso observar que las
ecuaciones de compatibilidad (2) son necesarias para obtener un bucle de nodos cerrado que
definen la frontera del espacio computacional. Por lo tanto, se puede comprobar la solucién
del problema de compatibilidad (3) en el momento de construir el espacio computacional.

(a) (b)
Figura 5. Espacio fisico y computacional de la geometria presentada en la Fi-

gura 2. (a) Malla generada en la frontera del espacio fisico. (b) Malla
generada en la frontera del espacio computacional

La Figura 5 muestra la discretizacién del contorno (tanto en el dominio fisico como en
el computacional) de la geometria presentada en la Figura 2.

Descomposicién de la geometria

Hasta este punto, se ha discretizado el contorno de la superficie y se ha creado el espacio
computacional, donde se calcularan los cortes necesarios para mallar la geometria. Concre-
tamente, se impone que los cortes de la geometria se producen en las zonas de concavidad.
Por lo tanto, los puntos iniciales de los cortes estardan situados en nodos clasificados como
esquina o reverso. Ademads, también se impone que los cortes sean horizontales o verticales
en el espacio computacional. Por este motivo, los nodos clasificados como esquina tienen
dos posibles lineas de corte, mientras que los nodos clasificados como reverso tienen tres.
La Figura 6 muestra las posibles lineas de corte correspondientes a un nodo esquina y a un
nodo reverso en el espacio computacional.

]

(a) (b)

Figura 6. Posibles lineas de corte para nodos esquina y reverso. (a) Nodo esquina.
(b) Nodo reverso
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En la implementacién realizada, para dividir la geometria se escoge la linea de corte mas
corta en el espacio computacional. Una vez encontrada la linea de corte, se debera mallar
dicha linea y se procederd a subdividir la geometria en dos piezas. Por lo tanto, resulta im-
prescindible saber cuantos elementos tendra la linea de corte. En el espacio computacional,
la longitud de una arista coincide con el niimero de elementos que contiene. En consecuencia,
el nimero de elementos que tendré la linea de corte serd igual a su longitud. Seguidamente,
el algoritmo se itera en cada pieza de forma recursiva hasta que no haya nodos esquina ni
reverso.

Discretizacion de los subdominios

Una vez que se ha obtenido una pieza de la geometria que no contiene nodos esquina
ni reverso, ésta puede ser mallada. Para este fin, se utilizard el método de interpolacién
transfinita’. Como las piezas son légicamente equivalentes a un cuadrildtero, existe una
transformacion entre el cuadrado unidad y la pieza que se desea mallar. Por lo tanto, se
puede transferir una malla desde el cuadrado unidad hasta dicha pieza. El método TFI
permite construir esta transformacién.

ALGORITMO DE CLASIFICACION DE LOS VERTICES

En las secciones anteriores, se ha resaltado que es necesario detectar una clasificacién
valida de los vértices ya que los pasos siguientes se basan en dicha clasificacién. Recuérdese
que una clasificacién vélida de los vértices debe cumplir la condicion (1).

Si en la geometria hay presentes dngulos dudosos (fuzzy angles), éstos se pueden clasificar
de diversas formas. Entre todas esas clasificaciones, se debe de escoger una que cumpla la
condicién (1) y que, ademds, no sea demasiado diferente de la clasificacién encontrada
inicialmente. La Figura 7(a) muestra una geometria simple con dos dngulos dudosos. Para
obtener una clasificacién valida de los vértices, éstos se pueden clasificar como lado y lado
o como final y esquina. Por consiguiente para esta geometria se pueden generar dos mallas
diferentes. La primera malla, Figura 7(b), se ha generado clasificando los vértices dudosos
como lado y lado. La segunda malla, Figura 7(c), se ha generado clasificando los vértices
dudosos como final y esquina. Obsérvese que para cada clasificacién se obtiene una malla
distinta, aunque las dos son igualmente validas.

7 T BEE

(a) (b) (c)

Figura 7. Mallas generadas mediante el método de submapping con diferentes cla-
sificaciones de los vértices. (a) Geometria con dos dngulos dudosos. (b)
Clasificacién de los vértices dudosos como lado y lado. ( ¢) Clasificacién
de los vértices dudosos como final y esquina

El objetivo de esta seccién es encontrar una nueva clasificacién de los vértices que cumpla
la ecuacién (1) y que permita aplicar el método de submapping en un espectro mas amplio
de geometrias. Sean 6; el dngulo que forman las aristas adyacentes al vértice ¢, definido
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entre —7 < 6; < w. Entonces, se cumple

N'ue'rtices
0; = 2.
=1

Dividiendo la ecuacién anterior entre 7/2 se obtiene:

Nverticcs
a; = 4, (4)
i=1
donde a; = 9" Obsérvese que si la geometria estuviese definida por vértices cuyas aristas
7r

adyacentes formasen multiplos de dngulos rectos, las variables «; serian enteras. Sin embar-
go, para una geometria cualquiera, las variables c; no tienen porque ser enteras. De hecho,
verifican:

= Lado: el valor de « es aproximadamente 0.
= Final: el valor de « es aproximadamente 1.
= Reverso: el valor de a es aproximadamente -2.

= Esquina: el valor de a es aproximadamente -1.

Teniendo en cuenta estos valores de «;, la ecuacién (4) se puede reescribir como

ai:(0~S)+<1-E>—(2-R>—<1-C),

donde S, E, Ry C son el niimero de vértices clasificados como lado, final, reverso y esquina,
respectivamente. Finalmente, simplificando se obtiene

N’UeTtices

1=

E—-C—-2R=4.

Obsérvese que esta ecuacién es la misma que la definida en (1).
Con el fin de obtener una clasificacion de los nodos tal que los valores de «; sean enteros
y cumplan la restriccién (4), se plantea minimizar el siguiente problema:

Nyertices
min Z | — @,
i=1
restringido a: (5)
Nuyertices

051'247

i=1

donde @; es la clasificacién detectada inicialmente del vértice i. Notese que este problema no
sigue la formulacion de un problema lineal entero debido a que la funcién objetivo no es una
funcién lineal (contiene valores absolutos). A continuacién, se transforma el problema (5)
en un problema de programacion lineal entera modificando la forma de la funcién objetivo.
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Cada valor absoluto se descompone en la suma de dos variables, D; y d;, introduciendo dos
nuevas ecuaciones. De esta manera, se obtiene:

|az a_z| = Di+d’ia 1= 1a-~'anerticesa
Di > Qi — oy, 1= 17‘--7Nverti0657
di > oy — Qg izla---aN’Uertices'

Es facil comprobar que si a; — @; > 0, entonces, D; = a; — @; y d; = 0. Por otro lado, si
a; —ag < 0, entonces, D; =0y d; = a; — «;. Se dice que la variable D; es la parte positiva
del valor absoluto mientras que la variable d; es la parte negativa. Finalmente, para limitar
la variacién de la solucién vértice a vértice, se imponen las ecuaciones

D; +d; < 1, t=1,..., Nyertices-
Estas 1ltimas ecuaciones son equivalentes a
|ai_a_i‘ < 17 Zzla‘--anertice&

De esta forma, ademas de minimizar la variacién global de la solucién, también se limitan
los cambios de clasificacion vértice a vértice. Insertando las expresiones anteriores en el
problema (5), se obtiene:

Nvertices

min E piD;i 4 wid;,
=1

restringido a:

Nuertices

o = 4,
pat (6)
D; > a; — @, t=1,..., Nyertices
d; > o — O, i=1,..., Nyertices
D;+d; < 1, izla---anertices
\ Dudz > 07 1= ]-a .- -anertices

donde se ha cambiado la funcién objetivo mediante una suma ponderada con pesos p; y
w; para la parte positiva del valor absoluto, D;, v la parte negativa del valor absoluto,
d;, respectivamente. Obsérvese que el problema (6) es un problema de programacion lineal
entera y que puede ser resuelto por el mismo método que el problema de compatibilidad
(3).

Como se ha comentado anteriormente, este método proporciona soluciones que cum-
plen la ecuacién de compatibilidad (1). Aunque es cierto que si una superficie se puede
mallar mediante el método de submapping entonces se cumple dicha condicién, no es cierto
el reciproco. Por lo tanto, este método puede proporcionar soluciones no validas. Basica-
mente, estas soluciones estan asociadas a vértices cuyos lados adyacentes forman dangulos
que difieren sustancialmente de multiplos enteros de 7/2 (dngulos dudosos). Finalmente,
aunque este método aumenta la automatizacion del proceso, a veces es mejor dejar que el
usuario escoja la clasificacién de los vértices.

Por lo tanto, la estrategia que se plantea en esta trabajo consta de dos pasos. Primero,
se clasifican los vértices de acuerdo con la clasificacién presentada inicialmente. Si esta
clasificacién no verifica la ecuacién (1), entonces los vértices se clasifican resolviendo el
problema lineal (6). A continuacién, el método de submapping procede tal y como se ha
descrito en esta seccién, teniendo en cuenta la nueva clasificacién de los vértices.
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DOMINIOS NO SIMPLEMENTE CONEXOS

El algoritmo detallado hasta este punto es valido para superficies simplemente conexas.
Las superficies multiplemente conexas estan definidas por un bucle de aristas correspon-
diente a la frontera exterior y tantos bucles de aristas como contornos interiores. Por con-
siguiente, una vez colocado en el espacio computacional el bucle de aristas correspondiente
a la frontera exterior, aparece el problema de colocar correctamente los bucles de aristas
correspondientes a la frontera interior. Una posible solucién para mallar superficies multi-
plemente conexas mediante el método de submapping consiste en convertir la geometria
inicial en una geometria simplemente conexa. Para este fin, se construyen aristas virtuales
que conectan las fronteras interiores con la frontera exterior de la geometria. Las aristas
virtuales, o segmentos de retorno, consisten en dos aristas superpuestas en las que los nodos
generados coinciden. La Figura 8(a) presenta una geometria multiplemente conexa definida
por dos bucles de aristas. La Figura 8(b) muestra, en linea discontinua, dos aristas, una
que conecta la frontera exterior con la interior y otra que conecta la frontera interior con la
exterior. Finalmente, la Figura 8(c) muestra la geometria convertida a simplemente conexa.

a a a
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(a) (b) (c)
Figura 8. Superficie miltiplemente conexa convertida en simplemente conexa me-

diante una arista virtual. (a) Geometria multiplemente conexa. (b)
Arista virtual de corte. (c) Geometria simplemente conexa

En la referencia', se propone una alternativa para mallar este tipo de geometrias. Con-

cretamente, la determinacién de aristas virtuales se realiza en cuatro fases:

(1) Dada una geometria inicial miltiplemente conexa, se genera una malla de submap-
ping sin tener en cuenta los contornos interiores. De esta forma, se tiene una malla
estructurada de cuadrilateros que cubre los agujeros.

(11) Se ordenan los contornos interiores de méas cercano a mas lejano del contorno exterior,
midiendo la distancia en el espacio fisico. Los contornos interiores se procesaran por
dicho orden.

(111) Para cada contorno interior, se escoge el vértice més cercano a la frontera exterior.
Dicho vértice se define como el vértice inicial. A continuacién, el vértice inicial se
asocia al nodo de la malla que tiene méds cercano. Este nodo se define como el nodo
inicial.

(1v) Desde el nodo inicial, en el espacio computacional se busca la linea de corte més corta
tal y como se ha detallado en el apartado anterior. Se define el nodo final como el
nodo situado al final de la linea de corte. Entonces, se crea la arista virtual que une
el vértice inicial y el nodo final.

(v) Una vez que todos los contornos interiores estan conectados con el contorno exterior,
el algoritmo de submapping procede de forma usual.
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La Figura 9 muestra una geometria multiplemente conexa convertida a simplemente
conexa mediante dicho método. La desventaja de utilizar este método radica en que hay
superficies multiplemente conexas tales que no se puede generar una malla estructurada
utilizando el método de submapping usando tnicamente el contorno exterior y, en cambio,
si que se puede discretizar la geometria original mediante submapping. Obsérvese que es
prerequisito poder discretizar mediante el método de submapping la geometria descrita
por el contorno exterior. En el apartado de ejemplos numéricos se presenta una geometria
miultiplemente conexa, ver Figura 16(a), en la que el contorno exterior no se puede mallar

de forma automatica mediante el método de submapping. Por consiguiente, el método ante-
riormente presentado no se podria aplicar.

®

Figura 9. Geometria multiplemente conexa convertida en simplemente conexa

El algoritmo propuesto en este trabajo se diferencia en que las aristas de corte no se
buscan en el dominio computacional de una malla de submapping. De esta forma, no aparece
el problema descrito anteriormente. En nuestro método, se impone que las aristas virtuales
preserven la condicion de los angulos. Es decir, los nuevos angulos creados insertando aristas
virtuales tienen que ser aproximadamente miltiplos enteros de /2.

La estrategia que se plantea consta de dos pasos:

(1) Célculo de las aristas virtuales necesarias para convertir la geometria inicial en sim-
plemente conexa.

(1) Una vez la geometria es simplemente conexa, el algoritmo de submapping puede
proceder normalmente.

Con el objetivo de encontrar las aristas virtuales, primero se genera una discretizacion
de la frontera del dominio. A partir de dicha discretizacion se genera una triangulacién
restringida de Delaunay del interior de la superficie®. Es importante resaltar que los vérti-
ces de dicha triangulacién simpre pertenecen al contorno del dominio. Las aristas de la
triangulacion de Delaunay serdan las candidatas a nuevas aristas geométricas. En nuestra
implementacion, la triangulacién ha sido generada mediante la librerfa Triangle® y la discre-
tizacién de la frontera del dominio tiene el mismo tamano de elemento que la discretizacion
que se quiere generar mediante el método de submapping. La Figura 10(a) muestra la
triangulacion restringida de Delaunay de una geometria multiplemente conexa.

La conversién de una geometria multiplemente conexa en simplemente conexa se realiza
en cuatro fases:



Discretizacién de superficies multiplemente conexas mediante submapping 175

(1) Se selecciona el bucle exterior de aristas.

(11) De entre todas las aristas de la triangulacién de Delaunay que conectan el bucle exte-
rior de aristas con algin bucle interior de aristas, se selecciona aquella que proporcione
los mejores angulos. Es decir, que los dngulos entre la arista de la malla y de la arista
geométrica se parezcan mas a un multiplo entero de m/2. A igualdad de dngulos, se
escoge la arista mas corta.

(rm1) Si los extremos de la arista virtual escogida cortan alguna arista geométrica (una
arista perteneciente al contorno), las aristas geométricas se dividen en dos.

(1v) Se actualiza el bucle exterior de aristas anadiendo la arista virtual y las aristas corres-
pondientes al contorno interior conectado. A continuacién, se repiten los pasos (11)-(1v)
hasta que no haya mas contornos interiores que conectar.

La Figura 10 presenta una geometria multiplemente conexa convertida a simplemente
conexa mediante el algoritmo detallado anteriormente. En cada una de las subfiguras, se
resalta en linea gruesa el estado del bucle exterior de aristas. Obsérvese que una vez se ha
conectado un contorno interior con el bucle de aristas que define el dominio exterior, el
nuevo dominio exterior pasa a ser la unién de: 1. el dominio exterior original; 2. el bucle
de aristas del dominio interior; 3. la arista virtual que los une. Finalmente, se muestra la
malla generada en dicha superficie.

(d) (e) (f)

Figura 10. Geometria multiplemente conexa convertida a simplemente conexa. (a)
Triangulacién restringida de Delaunay. (b) Primer paso: contorno ex-
terior. (c) Segundo paso: unién del contorno exterior con el primer
contorno interior. (d) Tercer paso: unién del contorno exterior con el
segundo contorno interior. (¢) Cuarto paso: unién del contorno exterior
con el tercer contorno interior. (f) Malla final
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A A
(a) (b)

Figura 11. Espacio fisico y computacional de una geometria convertida a simple-
mente conexa. (a) Espacio fisico. (b) Espacio computacional

Una vez convertida la geometria en simplemente conexa, se consideran las aristas virtua-
les como aristas geométricas y el algoritmo de submapping puede proceder normalmente.
Es importante hacer tres observaciones. Primero, las aristas virtuales aparecen dos veces
en el bucle de aristas y, por este motivo tendran dos clasificaciones. Aunque en el espacio
fisico una arista virtual aparece en dos sentidos opuestos, esta afirmacion no es vélida para
el espacio computacional. La Figura 11 muestra un ejemplo de una geometria en la que no
es vélida la afirmacién anterior. En el espacio fisico, la arista virtual (resaltada en negrita)
es vertical y aparece en el bucle de aristas en sentidos opuestos. En cambio, en el espacio
computacional la arista virtual aparece dos veces en el mismo sentido.

La segunda observacién consiste en resaltar que las aristas utilizadas para convertir la
geometria en simplemente conexa son virtuales. Por lo tanto, se puede usar un suavizador
de mallas para eliminar las pequenas imperfecciones introducidas y adaptar mejor la malla
a la geometria.

Finalmente, la tercera observacién se refiere a la ecuacién de compatibilidad de los
vértices (1). Cuando se aplica a una superficie multiplemente conexa, esta se transforma en

E—C—-2R=4(1- H), (7)

donde H es el namero de agujeros que tiene la geometria. Por consiguiente, para clasificar
los vértices, el problema lineal a solucionar es:

Nvertices
min E piD; + wid;,
i=1
restringido a:

Nuertices

0124(1—1{), (8)
=1
D; > a; — @, 1=1,..., Nyertices
di Za_’i_aiv i:la---ane’rtices
D;+d; < 1, izla-“aN’Uertices
Di’di > 07 1= 1; .. -anertices

Al igual que sucedia con la condicién (1), la condicién (7) es una condicién necesaria
pero no suficiente para poder generar una malla en una geometria mediante el método
de submapping. Por consiguiente, existen geometrias que cumplen la ecuacién (7) y no son
discretizables por este método. La Figura 12 muestra una superficie en la que la clasificacién
de los vértices cumple la ecuacién (7) aunque ésta no puede ser discretizada mediante el
método de submapping.
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reverso

final lado lado final

final final

Figura 12. Geometria que cumple la ecuacién (7) aunque no puede ser discretizada
mediante submapping

La estrategia que se plantea consta de tres fases:
(1) Clasificacién de los vértices.

(11) Si la clasificacién de los vértices no cumple la ecuacién (7), se clasifican los vértices
teniendo en cuenta el nuevo problema lineal (8).

(11) Si la geometria es multiplemente conexa, esta se transforma en simplemente conexa
mediante el algoritmo descrito.

(tv) A partir de este punto, el método de submapping procede normalmente.

EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccién se presentan ocho ejemplos de mallas generadas mediante el método
de submapping. El primer ejemplo presenta una geometria que no contiene ningin vértice
clasificado como esquina ni reverso. Por lo tanto, la geometria no se descompone y la
malla se genera directamente aplicando el método TFI. La Figura 13 presenta la malla
generada en la mitad de una tuerca. En este ejemplo la clasificacién obtenida segin la
seccién es correcta y no ha sido necesario resolver el problema (6) ni convertir la geometria
a simplemente conexa.

/7
ll""""
ol

Figura 13. Malla creada en la mitad de una tuerca mediante el método de sub-
mapping
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El segundo ejemplo presenta una geometria sencilla que contiene un vértice clasificado
como reverso. El objetivo es ilustrar la importancia del término M en la definicién de la
funcién objetivo del problema lineal (3). Con este fin, se ha generado dos discretizaciones
de esta geometria utilizando dos funciones objetivo diferentes en el problema lineal (3).
Concretamente, éstas son:

= f1 = Zwene = Z ;Z—ee)’ donde [(e) es la longitud de la arista e. La malla generada
e e

con esta funcién objetivo se muestra en la Figura 14(a).

= fo = Ze: l?;) + M = Ze: l%) + méix{;—i}, donde N, es el nimero minimo de
elementos de la arista e. La malla generada con esta funcién objetivo se muestra en
la Figura 14(b).
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Figura 14. Diferentes mallas generadas cambiando la funcién objetivo del proble-
ma (3). (a) Malla generada minimizando el ntimero de elementos glo-
balmente. (b) Malla generada minimizando el nimero de elementos en
cada arista

Tal y como se puede comprobar, la malla resultante tiene mejor calidad usando la
segunda funcién objetivo. El efecto de dicha funcién es el de repartir mejor los elementos
en la frontera. En este ejemplo tampoco ha sido necesario recurrir al problema (6) para
calcular una clasificacién valida de los vértices ni tampoco ha sido necesario convertir la
geometria a simplemente conexa.

El tercer ejemplo presenta una pieza mecanica. Este ejemplo muestra la automatizacién
del proceso de descomposicion de una geometria mediante el algoritmo de submapping. En
este ejemplo la clasificacién obtenida inicialmente ha sido correcta. Por lo tanto, no ha sido
necesario recurrir al problema (6) para encontrar una clasificacion de los vértices vélida. La
Figura 15(a) presenta la geometria y la malla generada mediante el método de submapping.

En el cuarto ejemplo se considera la discretizacién de un soporte mecénico. Este modelo
no cumple la condicién de compatibilidad de los vértices (1). La resolucién del problema
(6) conduce a una clasificacién de los vértices vélida para generar una malla mediante el
método de submapping. La Figura 15(b) muestra la geometria del soporte mecanico y la
malla generada mediante el método de submapping. Como en los casos anteriores, no ha
sido necesaria la conversién de esta geometria en simplemente conexa.
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Figura 15. Mallas generadas en las geometrias del tercer y cuarto ejemplo mediante
el método de submapping. (a) Malla generada en una pieza mecdnica
mediante el método de submapping. (b) Malla generada en un soporte
mecénico mediante el método de submapping

El quinto ejemplo consiste en geometria multiplemente conexa. Por consiguiente, se ha
utilizado el método presentado en el tercer apartado para transformar dicha geometria en
simplemente conexa. La Figura 16(a) presenta la malla de dicha geometria. Obsérvese que
en este caso, se ha recurrido a la ecuacién (7) para validar la clasificacién de los vértices.
Ademss, en este ejemplo no se podria aplicar el método desarrollado en ', ya que la geo-
metria definida tan solo por el contorno exterior no admite una malla generada mediante
el método de submapping.

Figura 16. Mallas generadas en las geometrias del quinto y sexto ejemplo mediante
el método de submapping.(a) Malla generada en la geometria del quinto
ejemplo mediante el método de submapping. (b) Malla generada en la
geometria del sexto ejemplo mediante el método de submapping

En el sexto ejemplo se considera una geometria multiplemente conexa en la que la
clasificacién de los vértices no verifica la ecuacién (7). Por lo tanto, serd necesario recurrir
al problema (8) para encontrar una clasificacién vélida de los vértices. Ademds, una vez
clasificados los vértices, se ha convertido la geometria a simplemente conexa. La Figura
16(b) muestra la malla generada en dicha geometria.
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Los dos tltimos ejemplos ilustran la aplicacién del método desarrollado a la discreti-
zacién de modelos delimitados por un contorno exterior y diversos contornos interiores.
Las Figuras 17(a) y 17(b) presentan las mallas correspondientes a los ejemplos séptimo y
octavo. En ambos casos, la clasificacién de los nodos ha verificado la ecuacién (7) y no ha
sido necesario la resolucién del problema (8).

(a)

Figura 17. Discretizacién de dos dominios delimitados por varios contornos in-
teriores. (a) Malla correspondiente al ejemplo siete. (b) Malla corres-
pondiente al ejemplo ocho

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una implementacion de la técnica de submapping para
generar mallas estructuradas de cuadrilateros. Tal y como se ha descrito anteriormente, el
método procede en dos fases

(1) Descomposicién de la geometria en piezas facilmente discretizables.

11) Discretizaciéon de cada pieza manteniendo la compatibilidad de la malla entre las
P P
diferentes partes.

Aunque el método de submapping proporciona mallas de buena calidad, no es una
técnica general, en el sentido de que no se puede aplicar a la discretizacién de cualquier
geometria. El método tiene dos limitaciones principales. La primera es que los dangulos entre
los elementos que definen la geometria tienen que ser, aproximadamente, multiplos enteros
de 7/2. La segunda es que la geometria tiene que ser simplemente conexa. En este trabajo
se han detallado dos algoritmos para mitigar estas restricciones.

El primer algoritmo estd focalizado en la obtencién de una nueva clasificacién de los
vértices de forma que se amplie el rango de aplicabilidad del método. El nuevo algoritmo se
basa en la resolucién de otro problema lineal entero, en el que se impone que la clasificacién
de los vértices cumpla la condicién (7). Aunque esta condicién es necesaria para generar
una malla mediante el método de submapping, no se trata de una condicién suficiente. Por
este motivo, existen geometrias que cumplen esta ecuacion y, sin embargo, no se pueden
mallar mediante submapping.
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El segundo algoritmo se centra en la conversiéon de superficies multiplemente conexas a
geometrias simplemente conexas. La solucién que se plantea consiste en conectar la frontera
exterior con las fronteras interiores mediante aristas virtuales. De este modo, la geometria se
convierte en simplemente conexa y el método de submapping puede proceder normalmente.
Debe resaltarse que la eleccién de las lineas de corte se realiza a partir de una triangulacién
restringida de Delaunay.

Finalmente, es importante comentar que, tanto el método de submapping para super-
ficies como el algoritmo de deteccién de angulos mejorado y el algoritmo para discretizar
superficies multiplemente conexas han sido implementados dentro del entorno ez4u'C.
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