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RESUMEN

Se ha simulado el proceso de transporte unidimensional en la geosfera de sustancias
radiactivas mediante un esquema numérico basado en el método de volimenes finitos y el
esquema de Crank-Nicolson. Se ha efectuado un estudio del comportamiento del esquema en
casos en los que domina el fendmeno convectivo, comparando con las soluciones obtenidas con
un cédigo numérico basado en una combinacién del método de caracteristicas y diferencias
finitas.

SUMMARY

It has simulated the onedimensional radiactive substances transport process runing in the
geosphere by a numerical scheme that is based on the finite volume method and the Crank-
Nicolson scheme. A study of the scheme behaviour has been carry out for advection dominate
cases, comparing with the solutions obtained by a numerical code based on a combination of
characteristics and finite diference methods.

INTRODUCCION

Es indudable que el andlisis de seguridad de un almacenamiento potencial de
residuos radiactivos conlleva numerosos estudios que garanticen que la radioactividad
a él debida no causa dafios en los seres vivos que habiten en el entorno del
almacenamiento. Dado el enorme periodo de tiempo de la vida de ciertos isétropos
radiactivos, la simulacién numérica juega un importante papel en dichos estudios.
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Uno de los fendémenos que deben analizarse en el estudio de tales almacenamientos
es el proceso de migracién a través de la geosfera. Dicho fendmeno se produce una
vez destruidas las barreras de ingenierfa (matriz, contenedor y blindajes de las galerias
que contienen los isétopos radiactivos) cuando los radioisétopos entran en contacto
con corrientes de agua subterrdnea que son capaces de disolverlos y arrastrarlos. Y
ello ocurre al tener las barreras de ingenieria un periodo de vida inferior al de algunos
is6topos radiactivos presentes.

En el presente trabajo se ha modelizado el mecanismo de transporte de
radioniclidos por medio de corrientes de agua, que permite conocer la contaminacién
radiactiva en todo momento y en todo punto del entorno del almacenamiento, conocida
la cantidad de radioniclidos liberada del almacenamiento y la velocidad del flujo de
agua subterrdnea. Este estudio adquiere una especial importancia en el caso de un
almacenamiento de residuos de alta actividad al ser estos los de mayor periodo de vida
vy mas intensas radiaciones.

Hay pocas situaciones préacticas en las cuales existe una solucién analitica del
sistema de ecuaciones en derivadas parciales que rige el modelo de transporte, ain
en el caso unidimensional al que nos restringimos. Por otro lado, la mayor parte de
los esquemas numéricos que resuelven dicho problema estan basados en los métodos de
diferencias finitas o elementos finitos (ver Conde et al.”). Sin embargo las soluciones con
ellos obtenidas presentan dos tipos de problemas en situaciones en las que el término
convectivo domina sobre el difusivo:

1) Difusién numérica, que en términos de resultados numéricos produce la apariencia
de un aumento de la difusién fisica.
2) Falsas oscilaciones numéricas.

Dichos errores se pueden evitar usando incrementos espaciales y temporales maés
pequeios, pero ello requiere un mayor esfuerzo computacional. Otra alternativa es usar
esquemas que combinan el método de caracteristicas con algin método en diferencias
finitas o elementos finitos. Pero cuando se trata de extender tales métodos al caso de
dos o tres dimensiones, la resolucién del sistema de ecuaciones en derivadas parciales
mediante e]l método de caracteristicas se vuelve muy compleja tanto desde el punto de
vista analftico como computacional segin se razona en Johnson®. :

En este trabajo se presentan detalles del desarrollo e implementacién de un esquema,
numérico basado en el método de volumenes finitos para la discretizacién espacial,
con el doble objetivo de mostrar el buen comportamiento del método en la resolucién
del problema unidimensional y establecer una metodologia que, dada la sencillez del
método, pueda ser ampliada al caso de varias dimensiones. Sus resultados serdn
comparados con los del cédigo de cdlculo COLUMN2 (ver Bo et al.*) que estd basado
en una combinacién de un método de caracteristicas con diferencias finitas. Otro tipo
de esquemas con volumenes finitos aplicados a la resolucién del problema de transporte
pueden encontrarse en Balaguer et al.”.

Entre las ventajas principales del esquema numérico que aqui se presenta, respecto a
otros ya existentes, destaca el tratamiento de cualquier tipo de condiciones de contorno,
que permiten su acoplamiento con un modelo de término fuente capaz de proporcionar
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la concentracién de radionuclidos liberada del almacenamiento y disuelta en el agua.
Ademis permite resolver problemas con coeficientes variables en funcién de cada punto
espacial y cada instante temporal.

MODELIZACION MATEMATICA DEL PROBLEMA FiSICO

Se va a estudiar el movimiento de varias sustancias radiactivas a través de un
medio poroso. Si se considera un fluido atravesando el medio poroso, es sabido (ver por
ejemplo Conde & Elorza®) que la evolucién de una sustancia radiactiva transportada
en el seno del fluido sigue dos tipos de mecanismos fisico-quimicos: conservativos y no
conservativos.

En este trabajo los mecanismos que se consideran son, entre los conservativos, los de
conveccién, difusién molecular y dispersién hidrodindmica, y entre los no conservativos,
adsorcién, desintegracién, filiacién radiactiva, reacciones quimicas de primer orden y
reacciones de precipitacién-disolucion.

Todos estos fendémenos se pueden modelizar, en el caso de una dimensién, mediante
el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales (ver Balaguer®):

8(al(;;t)ul) 4 3(1}(2,;)1”) 3 %(k(m,t)%)
+ gzt - Y Ty = filz,1) (1)
k]

vi = 1,...,NE, Vz €]0,L{, vt €]0,T]
habiendo definido:

a(z,t) = N az,t) + Zrl"k
kAl
F(g_l)—'z(x,t) = Ar1-ai—1{z,t) + P11
=t = okl g £ vk £ (1-1)
fi = fijwe

donde “w{z,t)” VI = 1,...,NE son las funciones incégnitas y representan la
concentracién de cada isétopo “I”, siendo N E el mimero de radioniclidos presentes que
serd igual al nimero de ecuaciones a resolver. El resto de funciones que aparecen en
(1) se suponen conocidas y vienen dadas por cada uno de los fenémenos fisico-quimicos
considerados:

“ar{z,t)” es el coeficiente de retencidén, “w.” es el coeficiente de porosidad cinemaética,
“y(z,t)” es la velocidad del agua en los poros, “k(z,t)” es la suma del coeficiente de
difusién y del tensor de dispersién cinemadtica, “A;” es la constante de desintegracion
radiactiva del isétopo “I”, “r*—! es la constante de velocidad de la reaccién quimica
directa entre el isétopo “k” y el isétopo “I” y “f;” recoge la no conservacién de materia
en el balance de flujos.
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Se ha considerado una adsorcién lineal isoterma que supone una relacién lineal entre
las concentraciones en la fase mévil e inmévil para cada uno de los isétopos radiactivos.
La modelizacién matematica del proceso de transporte difusivo se ha realizado mediante
la ley de Fick {consiltese Kinzelbach'®) mientras que en la dispersién hidrodindmica se
ha considerado el modelo propuesto por Bear, Batchman y Fried que puede encontrarse
en Bear®, Unicamente se contempla la existencia de reacciones quimicas de primer
orden.

Las condiciones de contorno consideradas en los limites del dominio fisico en el que
se produce el transporte de materia son las siguientes:

1) Una condicién tipo Dirichlet en z = 0 mediante la cual se conoce el valor de u;
en dicho punto y en cualquier instante de tiempo que serd igual a la cantidad de
cada radionuclido liberada del almacenamiento y disuelta en agua.

2) Una condicién tipo Neumann homogénea en z = L que sirve para prescribir el
flujo difusivo-dispersivo escogiendo un valor z = L lo suficientemente grande para
que el transporte de materia a través de dicho punto pueda considerarse como nulo.
Tal condicién puede expresarse de esta forma:

Ou

52 (L,t) = 0 V&t € [0,7)]
y puede ser aproximada por una condicién de tipo Dirichlet homogénea que indique la
nulidad de la solucién en x = L, en cualquier instante de tiempo.

Puesto que el origen de coordenadas es el punto en el cual empieza el transporte de
materia, como condicién inicial se tomardn valores nulos para la concentracién de cada
isétopo en el dominio de trabajo abierto |0, L[ y en el instante de tiempo t = 0. Por
otra parte se supone elegido el eje de coordenadas de modo que tome valores positivos
en el sentido de la corriente de agua.

ESQUEMA NUMERICO DE RESOLUCION

Para la discretizacién espacial se divide el dominio espacial en (N X +1) intervalos,
también denominados celdas o volimenes de control que denctamos por E; con:

y T

By = (0,5y] Ei = [z,

1
T2

H_%] t =1,...,.NX -1 Enx = [J,’NX,_%,L]

de longitud H; Vi =0,..., NX. También se consideran:

Tipd + 2z, i
2 = —2—2 i =1,...,NX -1
2
puntos que constituirdn junto con 29 = 0 y zyx = L los denominados nodos del
mallado, valores espaciales sobre los cuales se obtendran las soluciones numéricas. Por
ultimo se define A; como la distancia entre los nodos z;_1 y z;Vi = 1,..., NX. Diremos
que el mallado es uniforme o regular si la longitud de todas las celdas interiores
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ENi=1,...,NX — 1 es la misma e igual al doble de la que poseen las dos celdas
frontera Ey y Enx-

El método de voliimenes finitos en sintesis consiste en integrar cada ecuacién
diferencial del sistema (1) en cada celda del mallado, y aproximar cada una de las
integrales resultantes. Las aproximaciones para los términos derivados de los fenémenos
fisicos de conveccién y difusién-dispersién, son elegidas de forma que el esquema sea
conservativo. De este modo se obliga a que se verifique la siguiente relacion:

i+l 1t
LH—% - LH——

donde Lt i1 s la aproximacién del flujo en el punto z,, 1 en la celda B4 y inll

: ! L
es la aproximacién del flujo en la celda E;yq en el mismo punto z;, 1. Con ello la
aproximacién integral mantendré las propiedades de los flujos, origen del sistema de
ecuaciones en derivadas parciales.

La discretizacién temporal se realiza mediante un f-esquema que en lineas generales
se resume en subdividir el intervalo [0,T] en NT intervalos [t",t"*] con t® = 0y

tNT = T, aproximando una ecuacién 991) _ g2(t), por un esquema de este tipo:
ot
(") — g1(¢™
g ( ) g ( ) 9 g2(tn+1) (1 9)g2(tn)

At,
Vn € [0,NT —1]

donde At, =t —t" y § € [0,1].

Denotando por z_1 =0y .zyyx +1= L, la integracién de cada ecuacién del sistema
2

(1) en cada una de las celdas E; conduce después de aplicar un f-esquema e integrar
por partes, a estas ccuaciones:

T, 1
/ T3 ;H—l( ) n+1( )dx + 0 At, Hn+1 -
z

i1

2
/I”% af(z)uf(z)de — (1—06) At, 107 )
T, 1 -

i-3

l=1,...,NE i=0,...,NX n=0,...,NT — 1
donde:

Oult(z;, 1) oup(z,_1)
_ s 1 e 1)_1__2
0x Ox
+ / z)ul (z)dz — Z/ 4 =z, t")uR(z) dzx

k#l

K'(z441)

Ti-j
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utilizando los superindices “n” para denotar el valor de las funciones en t™.

Para expresar el sistema de ecnaciones (2) anterior en funcién de las incdgnitas
“up{z;)” y “u?“(. i) Vi = 0,...,NX que representan el valor de la solucién en
cada uno de los nodos se realiza una aproximacién de las integrales en cada intervalo
[xi__%,cc + Vi = 0,...,NX, as{ como aproximaciones de los términos convectivo y
difusivo:

“vn+1(flti+%)u?+l(:ti+%) . ,Un-}-l(mi_f) +1($ 1)7

—=

aun—i-l( 35) 8,&?’2-{—1(‘ ] l)

k'ﬂ t1 } 2’ »
3z (1) —%;

‘- kn+l(mi+%)

Generalmente el método de volumenes finitos trabaja bajo la suposicién de la
existencia de una concentracién cercana a una constante en el interior de cada una
dc las celdas. Con esta hipétesis de trabajo la aproximacion integral elegida se basa en
la regla del punto medio. Sin embargo las soluciones numéricas obtenidas con este tipo
de aproximacién integral suelen presentar una elevada difusién numérica, en problemas
en los que el fenémeno convectivo domina claramente sobre el difusivo, hecho que las
hace inaceptables, segiin se ve en Balaguer et al.®.

Por este motivo supondremos que la variacién de la solucién es lineal. La
aproximacion integral que en lo que sigue se va a utilizar es pues la siguiente:

ol Fur(@de & (v(e) b B W) - w(eien)) B
(@) + g )~ @) B o= (1 - £7) v o)

b (5 4 (- ) v (e
i=2,...,NX — 1

z3
Jof wr(@)de ~
2

[( - %‘l) u™(zo) + (f—f + (1 - %))u” z1) -+ ;izu (%ﬁ]%

(
f.’L'NX un(x)d%, ~ Hyx [M ”(xNX) -+ mu (’L’NX-l)J

TENx-d hnx hnx

Se puede observar la omisién de la integracién en “Ey”. Ello se debe a la existencia
de una condicién de contorno de tipo Dirichlet en “z == 0”7, que permite la sustitucién
de las N E ecuaciones resultantes de la integracién en dicha celda, por las ignaldades:

3

uf*l(xg) = uljo(tn*H) I=1,...,NE

siendo v ¢(t) una funcién conocida en t"VnVl=1,...,NE.

Lo mismo ocurrird con la integracion en Exx bajo la suposicién de una condicién
de contorno de tipo Dirichlet en z = L que sustituya a la actual condicién de tipo
Neumann homogénea.
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En el caso de considerar un mallado regular de longitud igual a H, las expresiones
anteriores adoptan esta forma més sencilla:

Titl H

/ ik u(z)dz = Z(un(xi—l) + 2u™(z;) + u™(ziy1)) (3)

. 1

il .

i=1,... NX-1

TNX H .
/ u(z)dr =~ §(3u”(mNX) + u™(zNx—1)) (4)
z

1
NX——2-

Como aproximacién al término convectivo se ha considerado la siguiente:

4 Hi H;
n n ~ a7 i et (1 3 n .

i=1,...,NX —2

H H
Ple(ey) ~ (o) (i (e) + o (a)
n Hyx o, Hyx—1
Vi (eyx_ v (@nx_1) =0 (Eyx-1) (thu (znx-1) + mun(ﬂfzvx)>

mediante la cual y en el caso de tomar un mallado regular, se obtiene el siguiente
resultado para cada celda:

”n($i+§)“n(xz‘+%) - Un(wi—%)un(mi—%) ~

1 n n n n n n
5 (1} (xi+%)u”(:vi+1) + (v (wi+%)—v (a:z_%))u (z;) — v (mi_%)u (mi_l))
i=1,... . NX—1

v (znx)u"(zNx) — vn(xNX—%)un(xNX—%) ~

o avxt) + [ = o eneoy)] 8 (enn)

Existen otro tipo de aproximaciones para el término convectivo que presentan un
buen comportamiento (sin oscilaciones numéricas) en su utilizacién conjunta con la
férmula de integracién del punto medio, como ocurre por ejemplo con la siguiente,
segin se razona en Balaguer':

Vg )uM(@yy) — V(e )ut(my) R o (g )ut (@) - oM )ut(@ie) (5)
Sin embargo su aplicacién conjunta con la férmula de integracién del trapecio

produce soluciones numéricas con una difusién numérica inaceptable segin veremos
posteriormente en algiin ejemplo.
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Para la aproximacién al término difusivo, se ha elegido el siguiente esquema en
diferencias:

8un(2é+% )

oz

Mzir1) — (@)

hit1

u
kn(xﬂ_% A k”(mH_%)

que presenta un buen comportamiento en la resolucién del problema:
—u"(z) = f(z) z €]0,1], »(0) =0, u() =0
segin se comprueba en Gallouet®.

En la celda Exx, en la que se ha impuesto la condicién de contorno de tipo
Neumann homogénea la expresién a considerar serd:

u(znx) —u™(znx-1)
hyx

aun(.’L‘Nx) 8un(zNX—§)

Otra alternativa a lo que se acaba de describir puede ser la sustitucién de la férmula de
integracién por una férmula de cuadratura que utilice una regla de trapecio compuesta.
Tal aproximacién puede por ejemplo estar basada en la divisién de cada celda del
mallado en dos intervalos de integracién [z,_ 1 i)y [z, T, 1 ] e interpolando linealmente
el valor de la funcién ™ en cada uno de los extremos de la celda:

H,

o W (zio1) + T (u™(2i) — u(@i-1))] + u"(zi) H;
/ u(z)dr ~ i 5 -
xim%
T3 [ () + g (u™(@i) — w" (@) + u"(23) H,
/ u(z)dz =~ 5 >
1=2,...,NX -1
S [u(z0) + 52 (u™(21) — u™(x0))] + u™(21) Hy
/ u"(z)dr ~ 5 -
3
zs [u™(21) + 2L (u(z2) — u"(21))] + u"(21) H;
/ u(z)dz =~ 2 5 -5
z3
anx Hyx [Hyx-1+Hyx , Hyx .
/ uMz)dz =~ ;VX [ NXhl NX (znx) + }LNXu (-’ENX—l)]
:ENX—% NX X
considerando:

Zird %i Zird
/ 2udr = uwdr + / 2 utdx
.’I,". Zz._l_ Zz;
2

Nop—
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En el caso de un mallado uniforme esta aproximacién se expresa de esta forma:

x“’% n H n n n

f WM(@)de i) +6un (@) + u(zi)] (6)

T, 1

et}

i=1,...,NX -1

INX H
/ e S R I ) (1)
T 1

NX——§

Sin embargo, contrariamente a lo que intuitivamente se pueda pensar, el uso de
este tipo de aproximacién integral requiere la utilizacién de un mayor niumero de celdas
e intervalos temporales en la obtencién de soluciones numéricas sin oscilaciones y con
poca difusién numérica, segin se pondrd de manifiesto en algunos

Sustituyendo la aproximacién integral y las aproximaciones de los términos
convectivo y difusivo en el sistema de ecuaciones (2), obtenemos un sistema lineal:

A?’H—l U'{z—}-l — fn + Bn Un

8
n=20,...,.NT -1 ®)

donde:

Ut = (UMUR,...,Ur,... . UkE)

ur = (u?(xO)au?(xl)a-'-,u?(wi),---,U?(-’L'Nx)t

I

y cuya resolucién nos proporciona el valor de la solucién para cada uno de los isétopos
de la cadena radiactiva, en cada uno de los nodos, y en el tiempo t**. Los valores de
A"l y B™ son conocidos y vienen dados por los coeficientes del sistema de ecuaciones
en derivadas parciales. Son matrices compuestas por NE bloques tridiagonales, cada
uno de orden (NX + 1) x (NX + 1). Por su parte f* € RVE-(XN+1) y est4 compuesto
por NE vectores de orden NX + 1:

fn = (f{L’fga""fln"'Wf]r\le)t

donde la primera componente de cada fI* serd igual a u;o(t""!) para obligar a que
se verifique la condicién de tipo Dirichlet en z = 0, estando el resto en funcién de la
integracién de la funcién f en cada una de las celdas:

n x“’% n+1 m“’% n
1 = 0At, / Az, " )de + (1—0)At, / Az, ™) de
X, 1 1
-5 i3

i=1,...,NX — 1

z 1
-z

INX X

fi(z, " Vdz + (1—9)Atn/ v fi(z,t™)dz

NX Inx-1
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La resolucién de (8) presupone que todos los valores de U™ son conocidos. Por
medio de la condicién inicial supuesta conocemos el valor de la solucién en |0, L[ cuando
t = 0 para cada uno de los isétopos radiactivos presentes que sera igual a cero. El valor
en z = 0 también es conocido por medio de la condicién de contorno de tipo Dirichlet.
Debido a la condicién de tipo Neumann homogénea en z = L y al valor nulo de la
solucién en zxx_1, supondremos que u;(L,0) = 0. De esta forma U es conocido. La
resolucién de (8) proporciona U! y en general conocido U™ se obtendrd U™,

ESTUDIO DEL ERROR DE CONSISTENCIA

Suponiendo que la funcidén f y la solucién exacta de nuestro problema son “suaves”
(exceptuando el instante ¢ = 0 en que la condicién inicial puede ser discontinua en z = 0
la solucidén de (1) es suave al tratarse de ecuaciones parabdlicas) y desarrollando en serie
de Taylor los distintos valores de ambas funciones alrededor de cada punto (z;,t") se
concluye que los dos esquemas obtenidos con cada una de las dos férmulas de trapecio
expuestas en la seccién anterior son consistentes de orden “1” en espacio y “1” en
tiempo. Sin embargo merece una mencién especial el caso con mallado regular, con un
incremento temporal y coeficientes a;(z,t), v(z,t), k(z,t) y q(z,t) constantes, en el
cual la expresién del error de consistencia se reduce a (ver Balaguer'):

At 0%y /™ (At)? By /™
eﬁR = 7(1—26’)@————&2 i t (1-30)a _823_/

N H?| 1 8w /n N 2, O /n
4 3’0 8.’1]3 i 3 8.734 i

+ o(H? At) + o(H?. (At)?) + o(H?, (A1)

para cada isétopo “I”, elegida la férmula de aproximacién integral (3} y (4).

De dicha igualdad se deduce que bajo una supuesta relacién lineal entre H y At se
aumenta el orden del esquema, que pasa a ser igual a “2” elegido un valor de § = 0.5.
Como por otra parte el estudio de la estabilidad del esquema conduce a que este es
estable para 6 > 0.5, se tomard como valor 6ptimo 8 = 0.5. Es el esquema temporal
que habitualmente se denomina de Crank Nicolson {C.N.). El esquema numérico que
utilizaremos en la resolucién de los ejemplos es por tanto un C.N. trapezoidal esquema
de volimenes finitos y se ha implementado en un cédigo denominado TRAVOLS.

n
En la anterior expresién de eg:iR destaca la apariciéon de %ﬂ%‘ / ~ que explica

la existencia de oscilaciones en la solucién numérica obtenida, que se hacen menos
significativas al disminuir el valor de H. Sin embargo el fenémeno de las oscilaciones
guarda una gran relacién con la estabilidad, hecho que explica la aparicién de mayores
oscilaciones en el esquema que utiliza la férmula de trapecio compuesta (6) y (7) con
# = 0.5 (esquema implementado en el cédigo TRACVOLS5) a pesar de tener una
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expresién del error de truncamiento parecida a la del esquema anterior:

At &uy ™ (At)? Buy J°
TRC l 1
A I 7 - — 3 aq—2=
€4 5 (1 )al 50 /l 5 (1 38) 38t3 /z

N H? |1 83%5/"’ N 1ka4ug/"
8 13V 928/, T 3648/,
+ o(H? At) + o(H?- (At)?) + o(H3, (AL)®)

. . . ., . . . Ve . 4
Si parece ser resaltable la disminucién en el coeficiente que multiplica al término: %x%} en
egéR(’, 4 veces menor que en e?iR y causante por tanto de una menor difusién numérica
; ;
en la solucién. De este modo, al ser menor la difusién numérica, cobra una mayor

importancia la presencia de falsas oscilaciones.
EJEMPLOS

A continuacién se presentan una serie de ejemplos con la finalidad de reflejar el
comportamiento de las soluciones numéricas obtenidas con el cédigo TRAVOLS y
probar su eficacia efectuando una comparacién con la solucién analitica, en los casos
en que ello sea posible, o con la solucidén obtenida con el cédigo COLUMN2. En todos
los ejemplos se utilizara un mallado regular de paso H con una discretizacién temporal
de longitud At. Ademais se elegird V - At < ¢; - H para evitar la presencia de falsas
oscilaciones en las soluciones de TRAVOLS, v una pérdida de precisién en COLUMN2.
Las funciones v, k, a; y f se suponen constantes con estos valores:

v = 1m./afio, k = 0.03m?%/afio, o = 1V, f = 0

Ejemplo 1

Se modeliza el transporte de un unico isétopo radiactivo que no se desintegra
radiactivamente y cuya concentracién en “z = 0” toma un valor igual a “1” en cualquier
valor de tiempo. Su evolucién espacial y temporal se rige por tanto por la ecuacién de
conveccién-difusién con las especificadas condiciones inicial y contorno:

1o} o) o2
Bu 4 Su _ 032y _ g
u{z,0) = 0Vz €]0, L]
u(0,t) = 1Vtel0,T]

Qu(L,t) = 0Vte(0,T)
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En la Figura 1A se muestra una comparacién entre las soluciones de COLUMN?2
y TRAVOLS5 con valores H = At = i y en ella se aprecia la semejanza entre ambas.
La variacién unilateral de At manteniendo fijo el valor de H no mejora la precisién de
ambos cédigos (ver Figura 1B). En Ogata & Banks'' se puede encontrar la solucién
analitica de este ejemplo eligiendo L = oo y suponiendo que u(oo,t) = 0Vt € [0,7].
Comparando dicha solucién con la numérica obtenida con TRAVOLS5 considerando una
condicién de tipo Dirichlet homogénea en z = 100 (u(100,t) = OVt € [0, T]) se observa

un ligero adelanto de esta tltima (Figura 1C), que va disminuyendo a medida que el
valor de H = At es més pequeiio.

a=1, v=1, k=0.03, q=0 2 COLUMN?2 con a=1, v=1, k=0.03, q=0
12 T T T T T T T - T T T T T T T T
1 < < N Travol5 ¢ 1 - o >,
“ . % Column2 + . . M
*
o8} v t=10 . M 08 . * At=0.5¢
B
g ¢ g M At=02 +
© ' o t=20 y 2 s+ t=10
S oe} - ¢ = os * .
= M N . =
o g
@ . . . Z .
o4} . o t=30 04t . ¢ t=20
+ N . . t=30
. .
L * . Al .
02 X ' . 02 . i .
. A % *
0 K 3. . . ‘. S o
0 s oS @ 3w s 0 45 S 3 5 I R R R

Figura I1B. H = %
a=1, v=1, k=0.03, q=0
12 - r v . : T T v
1 Travols ¢
1 w. exacta —
4
08 b ‘ »
11=10 »
£ I |
% o8t ' .
@ :l.t=20
0.4 % %'
! 5
0z L ' t=30
: %
o A
0 £l 1 15 20 ? a0 35 40 45 50

Figura 1C. H = At = %1

La utilizacién de TRACVOLS5 con los mismos valores H = At = 0.25 produce una

solucién numérica con ligeras oscilaciones (Figura 1D) que se hacen més significativas
al aumentar el valor de H segiin se refleja la Figura 1E. Por su parte el uso de la férmula
de aproximacién (5) para el término convectivo produce soluciones con una inaceptable
difusién numérica, incluso para valores de k mds cercanos a v (ver Figura 1F).
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TRACVOLS5 con a=1, v=1, k=0.03, q=0 , TRACVOLS con a=1, v=1, k=0.03, q=0
v . v : v . v : . . : . . . - 4 :
s o ~
1 A. - ". H=025¢ 4 s ..o » ‘.’. A.'.o 0. CH=050
oo * : 08 f * ¢
. t=10 ° | .
8 ) . g . t=10 )
E 08 . . 1 g 08t - .
3 =
) . ot=20 e S
04t . . J ok . o =20 .
. . " £=30 : * . . t=30
02 . . . | 02 . . 4
A . ) d .
° N LN\ \ \_‘ ° o .0._ KX
) s w1z ® W 0 & R 0 s w8 W % % 4 48 ®
Figura 1D.  f:= 4 Figura 1E. At =1
‘ =20, a=1, v=1, k=0.5, =0, § = 0.5
08| N\ Numérica ¢ 4
exacta —
o 086 |
9
k3
= \
& e \\ |
02 f
°0 5 |‘° 15 é 25 30 33 40 45 50
z
Figura 1F. H = At = %
Ejemplo 2

Se mantienen las mismas condiciones del ejemplo anterior a excepcién de la
condicién de tipo Dirichlet en z = 0 que ahora no es constante:

1Vt <5
oVt > 5

(9)

Con esta nueva condicién la solucién de este problema varia bastante respecto a la
del caso anterior, pasando ahora a tener la forma de una campana de Gauss que se
desplaza a lo largo del tiempo en base a la velocidad de conveccién, a la vez que

difusién y dispersion.

disminuye en altura y aumenta en amplitud debido a la existencia del fenémeno de



84 A. BALAGUER, C. CONDE, J.A. LOPEZ, V. MARTINEZ

En este caso existe una mayor diferencia entre las soluciones numéricas obtenidas
al decrecer el valor de H (ver Figura 2A) aunque con TRAVOLS no es necesaria una
disminucién tan importante en el valor H como en COLUMN2 para obtener la misma
precisién. En la Figura 2B se aprecia la semejanza entre el resultado obtenido con
ambos esquemas pero hay que tener en cuenta que la solucién de TRAVOLS ha sido

obtenida con H = At = % mientras que en la solucién de COLUMN2 se ha elegido

H = At = %. Y lo mismo ocurre incluso con valores de H mayores segin vemos en
la Figura 2C en la que se ha utilizado en TRAVOL5 H = At = 1 y en COLUMN?2

H=At = 3.

e }

s COLUMN? con a=1, v=1, k=0.03, q=0 , ' a=1, v=l, k=0.03', q=0 '
[ o8 b f'\ & Travols &
09 - 1) I3
i i Column2 —
(X783 | ¢4 ]
* It ( f l 3 al
P R I 1
U A T £ T S SR
g ol I I AR R R R A N
2 3 Pt ! + 1 é
g est = %r I i [ {1 i
Z 5 S A S S T N
@ oef @ o4r : o i | ! ; 1‘ 1
i i 1 P !
83 o3¢ § l l, i x; 1 4 ¢ T
;o i + i ;
t R IR AR
ot b 0.1 ‘ ¢ ¢ $ - 1 X ; 4
= = = $ = =
L ) J=26 gm0l gm0y =80y fi=ilD
[ 10 o 20 40 80 8 100
X z
Figura 2A. Figura 2B.
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09 f i .
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s {7} /! h) 4
(%43 "l ,’i\ ! {'\
g o i /1
ERi / l | | 7 | j
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S I ‘g f Lo
N AR R | I
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Figura 2C.
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Ejemplo 3

Fn este ejemplo se ha mantenido la condicién de tipo Dirichlet (9) utilizada en el
caso anterior y como innovacion se considera la presencia de dos isétopos radiactivos, el
primero de los cuales se desintegra para formar por filiacién el segundo (con A; = 0.01)
que permanece estable sin desintegrarse en ningiin otro (es decir Ay = 0).

La concentracién espacial de cada isétopo varia en funcién del aporte de materia
recibido o liberado, de modo que la concentracién total del isétopo “2” aumenta a lo
largo del tiempo con el mismo ritmo que disminuye la del isétopo “1”. Ello provoca
una variacién en el area de la superficie encerrada debajo de las grificas a diferencia
del ejemplo anterior en que ésta permanece constante al simular, dnicamente, en aquel
caso, fendmenos conservativos.

Las soluciones numéricas obtenidas van variando de un modo similar al caso
anterior para cada uno de los isétopos, a medida que el valor de H decrece segun,
se ve en las Figuras 3A y 3B. Nos quedamos con un valor de = 0.2 y At = 0.1
pues valores menores de H producen soluciones muy parecidas a la obtenida y una
disminucién unilateral de At ya no logra mejorarla.

De nuevo el comportamiento de los dos ¢édigos TRAVOLS y COLUMN2 es muy
similar (Figuras 3C y 3D).

COLUMN2 com a=1, v=1, k=003, ; =001, A, =0

COLUMN?2 con a=1, v=1, k=0.08, }; =0.01, ,, =0

.
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Figura 3C. H =0.2, At=0.1 Figura 3D. H =0.2, At=0.1
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Ejemplo 4

Con las mismas condiciones de contorno del ejemplo anterior se ha simulado el
transporte de una cadena radiactiva formada por tres isétopos, el primero de los cuales
se desintegra para formar el segundo, el segundo se desintegra para formar el tercero y
el tercero reacciona quimicamente con el primero por medio de una reaccién de primer
orden. Las constantes de desintegracién y reacciones quimicas toman estos valores:

A\ =002 ri72=0, r1™3=0
=0, A=001, 7 =0
P21 =0.03, r*72=0, A3=0

Las soluciones obtenidas con TRAVOL5 y COLUMN2 son muy parecidas elegido un
valor de H lo suficientemente pequerfio segin se aprecia en la Figura 4A.

a=1, v=1, k=0.03 y 3 isétopos

1.4 T T T T T T T T T
12| 1sotopo 2 J
. A fﬁ%~ -~
- isétopo

1r 1 E

: f 4 ‘f“«

= ¥y
£ osf t 4 1
.§ s b § —4—isétopo 3 )
0.4 ( .'1;? g

#f TRAVOLS ¢

COLUMN2 —

o 5 10 18 20 ? 30 38 4 45 s

Figura 4A. H =0.2, At=0.1

La concentracién total a lo largo de todo el dominio espacial del isétopo “2” va
aumentando a lo largo del tiempo puesto que, aunque dicho isétopo pierde materia
por desintegracién, nuevas cantidades de dicho isétopo se van creando por filiacién,
proporcionalmente a la concentracién existente del isétopo “1” siendo A; > Az. Por su
parte la cantidad de materia del isétopo “3” que se convierte en isétopo “1” mediante
una reaccién quimica de primer orden es, en los primeros instantes de tiempo, superior
a la que se genera por filiacién a partir del isétopo “2”.
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Ejemplo 5

Se supone que en el tiempo de ¢ = 0 aflos se rompe el contenedor que contiene
las sustancias radiactivas, compuestas por tres isétopos el primero de los cuales se
encuentra en dicho instante con una concentracién igual a “1”, la concentracién del
segundo es igual a “0.5” y el is6topo “3” es un elemento nuevo que todavia no existe
hasta dicho momento, pero que se va formando por filiacién del isétopo “2” a partir de
dicho instante de tiempo. Las constantes de desintegracién son:

M = 0015, X = 001, A3 = O

No se considera la existencia de reacciones quimicas entre los isétopos.

La concentracién de cada isétopo que permanece en el interior del contenedor a le
largo del tiempo vendré ahora dada por la resolucién del siguiente sistema de ecuaciones
ordinarias Vt € [0, 30] (se ha supuesto que en el tiempo ¢t = 30 afios ya no queda ningin
tipo de sustancias radiactivas en el interior del contenedor):

dw1 3

—(t) = —(0.015 + ———

VL) = — (0015 + 55— Jun()

dws 3

—= = 0.01 ) —{0.0 —

U2 1) = 0.015wn(e) — (0.01+ 5o Jus(t)
Gf’wg 3

—(t) = 0.01wsy(t) — t

7 (1) = 0.00wa(t) — so—ws(t)

con la condicién inicial ya senalada:
wl(O) = 1, w2(0) = 0.5, 11)3(0) =0
y cuya Unica solucién es la siguiente:

30 —t\3
wi(t) :( 30 ) exp(—0.015.1)

30 —£\?

wolt) = ( 30 ) {—3exp(—0.015.t) + 3.5exp(—0.01.t)}
30 — ¢\ 3

ws(t) = < 0 ) {2exp(—0.015.t) — 3.5exp(—0.01.t) + 1.5}

En el anterior sistema de ecuaciones se ha supuesto que la matriz vitrea que forman
las sustancias radiactivas en el interior del contenedor tiene forma esférica y todos
los radioniiclidos se hallan homogeneamente dispersos en ella. Bajo dicha hipdtesis y
considerando que toda las sustancias que pierde el contenedor pasan a ser transportadas
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transporte:

por el agua, tenemos la siguiente condicién de contorno en z

u;' (o)

3w (t™)
30 —tn

0 para el modelo de

Vi=1,2,3

La solucién numérica obtenida con el cédigo TRAVOLS5 puede verse eu las
Figuras 5A, 5B y 5C. A diferencia de casos anteriores, la concentracién de cada isétopo

en 2 = 0 es una funcién continua que varfa con el tiempo (ver Figura 5D).

a=1, v=1, k=0.03 y 3 isétopos
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CONCLUSIONES

Un nuevo cédigo (TRAVOLS) basado en el esquema de Crank Nicolson y el método
de voliimenes finitos con integracién por la regla del trapecio, ha sido implementado
para simular el transporte unidimensional de sustancias radiactivas en la geosfera. Se
ha efectuado un estudio de su comportamiento en ejemplos con distintos valores en la
condicidn de contorno y diferentes constantes de desintegracién y reacciones quimicas
de primer orden, en casos en los que el término convectivo domina sobre el difusivo-dis-
persivo. Los resultados se han comparado con las soluciones de un cédigo basado en una
combinacién de un método de caracteristicas con diferencias finitas (COLUMN2), y con
la solucién analitica en los casos en que ello ha sido posible que nos permiten conocer
el semejante comportamiento que presentan ambos cddigos asi como su eficiencia en la
resolucién de distintos problemas test.

TRAVOL5 y COLUMNZ2 proporcionan soluciones que viajan con un ligero adelanto
respecto a la verdadera solucién exacta y no reflejan correctamente la difusién. La
disminucién de dicho error no puede lograrse con una disminucién unilateral del
incremento de tiempo utilizado aunque sf con una disminucién conjunta de H y At. En
algunos casos TRAVOLS obtiene la misma solucién que COLUMN2 pero con valores
de H vy At mayores. En general la solucién obtenida con ambos algoritmos y con el
mismo H e At, es practicamente la misma.

En TRAVOLS5 no es posible la utilizacién de V.At > a;.H pues con cllo se hace mas
significativa la presencia de falsas oscilaciones. COLUMN?2 si puede considerar dichos
valores de At (si H es pequefio puede tomar hasta valores de V - At > 4q;.H) aunque
con ello las soluciones obtenidas presentan una mayor difusién numérica.

La ventaja que presenta TRAVOLS respecto a COLUMN2 es el poder considerar
velocidades variables respecto al espacio y al tiempo y una mayor variedad en las
condiciones de contorno. Ademds es posible elegir un paso espacial variable, muy
importante a la hora de simular en largos intervalos espaciales y temporales. TRAVOLS
puede ser facilmente acoplado con modelos de término fuente que proporcionan la
concentracién de cada contaminante radiactivo disuelta en el agua y sobre todo, utiliza
un método mds facil de generalizar a la resolucién del caso multidimensional en tanto
que no utiliza un mallado que se va moviendo a lo largo de las curvas caracteristicas.
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