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RESUMEN

Se hace una pequefia introduccién y después un estudio sobre las posibilidades y limitaciones
—en andlisis de placas delgadas—, de elementos simples polinémicos de clase C1. Se expone una
familia jerdrquica de dichos elementos, que se aplica a varios casos particulares. En base a estos
se deducen algunas conclusiones, especialmente en lo que se refiere a eficacia computacional. Al final
se proponen trabajos a realizar a partir de los datos existentes.

SUMMARY

After a short introduction the possibilities and limitations of polinomial simple elements with
C? continuity are discussed —in plate bending analysis—. A family of this kind of elements is presented.
These elements are applied to simple cases in order to assess their computational efficiency. Finally
some conclusions are shown, and future researches are proposed as well.

INTRODUCCION

El cdlculo de placas de seccién, forma y condiciones de contorno arbitrarias ha sido
bastante complejo hasta fechas recientes. Unicamente eran abordables casos drastica-
mente simplificados. Los métodos de que se disponia para resolver la ecuacién diferen-
cial (1) —o la ecuacién variacional (3)— con las condiciones de contorno (2) se pueden
clasificar en analiticos, seminaliticos (desarrollos en serie como Navier, Levy...) o
numéricos (diferencias finitas). Con ninguno de ellos se podia encontrar una solucién
adecuada, o la complicacidén y esfuerzo numérico eran muy grandes.
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/L (5¢*F Di(e-€)dd = /L (5uF b dA +

(3)
// (Su*T P dA + / (Su*)T Ps ds
A A1
donde: u; = incégnitas bdsicas. Desplazamientos generales.
w = ¢ y con ¢' conocidas
u = i u; con Y! conocidas
i . 4)
?w  0Zw 2w
s = - s 3 2
ax?  ax; 0x1 05

D, &, b, P, Ps son los datos del material, deformaciones impuestas, fuerzas de
volumen, fuerzas de superficie y acciones en el contorno.

Figura 1.— Definicién de variables

El desarrollo expresado en (4) necesita para ser empleado en (3) continuidad en
primeras derivadas. De otra forma las segundas derivadas que aparecen en (3) pueden
llegar a tener valores infinitos. El lector puede encontrar detalles en el excelente libro
de Zienkiewicz}

Los tipos de elementos que satisfacen esta condicidn se suelen denominar elementos
compatibles. Sin embargo se ha demostrado?: ¥, que se pueden obtener muy aproxima-
dos resultados, respecto a la media en energia, con elementos no conformes. En este
caso la convergencia no es monoténica y depende de la configuracién de la malla de
elementos finitos. Hay algunos casos en los que no hay convergencia. Irons* propuso
para estos casos sus ‘‘patch-test”, que sirve para todas las situaciones no patologicas®

La convergencia monoténica e independiente del tipo de malla se asegura utilizando
elementos finitos compatibles. Estas ventajas son de gran interés teérico y prédctico en
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algunos casos. Sin embargo la construccion de dichos elementos no es sencilla. Sin ir
mds lejos es imposible conseguir elementos polinémicos simples con un desarrollo
tinico®

Las técnicas hasta aqu{ utilizadas para obtener elementos compatibles C* 7+ 8. 9. 10,
se pueden clasificar en dos tipos. Pueden abordar el problema o reducirlo a uno de clase
C® en el que el valor de la segunda derivada mixta (wy,) en las esquinas no tiene
influencia.

La segunda derivada mixta {w,, ) en las esquinas de los elementos puede considerarse
como grado de libertad (g.d.l.) esclavo, o como grado de libertad maestro. Si como en
el primer caso este g.d./. estd en funciéon de otros independientes o maestros hay a su
vez otras dos posibilidades: (1) utilizacién de funciones racionales correctoras, (2)
division de un elemento en subzonas. (Figura 2).
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Figura 2.— Clases de elementos para problemas C1.

OBJETIVO DEL TRABAJO

Entre los cuatro métodos sefialados en la Figura 2, el artfculo trata con las funciones
a trozos. Este procedimiento participa de las ventajas del Método de los Elementos
Finitos (M.E.F.) —solucién unificada, fdcil cambio de malla (convergencia #) e imposi-
cibn de las condiciones de contorno asi como matriz en banda simétrica—. Al
contemplar la continuidad C! se obtiene convergencia monoténica e independencia
de la malla.

Como ventajas adicionales se pueden sefialar las siguientes:

— La integraciéon numérica puede ser muy aproximada ya que se usan polinomios
como funciones de interpolacién.
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— La extension a laminas es sencilla ya, que se usan elementos simples*!

— Se propone una familia de elementos, basada en una idéntica forma de construc-
cién de los polinomios de interpolacién. De esta forma sin variar la malla de
elementos, pero cambiando las funciones de interpolacién se aumenta la conver-
gencia (convergencia k).

REVISION HISTORICA?®

Las funciones polindmicas a trozos fueron usadas primeramente por Clough y Tocher
en 1965 * en elementos triangulares, y extendidos mds tarde a paralelogramos por
Clough y Felippa'®Estos ultimos utilizan un elemento triangular también*® Usando la
idea de estos se hace el presente trabajo construyendo una familia. Fl objetivo inicial
fue confeccionar una funcién a trozos de quinto grado sobre soporte triangular. En la
Figura 3 se muestra este tipo de elemento, en el que por supuesto no existe continui-
dad entre subelementos. El método de comprobacién de continuidad se expone mds
tarde. La obtencién de las funciones en cada subtridngulo dié buenos resultados,
pero la expresién analitica se complicé mucho al imponer continuidad C* entre los
subelementos. Esto hizo decidirse por un planteamiento numérico del problema.

X igdl w,

2gdl w, wpy

® 30dl y, w, wy(w,wn,w

69d! w, w,., W,

Wxxl nycwyy

s !

E] Subtriangulo |

@ Vértice de ' subtriangulo

{ Vertice de fri&nqulo total

Figura 3.— Elemento quintico primitivo

FAMILIA JERARQUICA

El planteamiento de un elemento genérico se reduce a elegir el nimero de grados de
libertad (g.d.1.) y su distribucion para definir la funcién de interpolacion.

Se usan elementos triangulares, divididos en otros tres, como se indica en la Figura 4.
El punto O se hace coincidir por comodidad con el centro de gravedad del elemento.
El polinomio de interpolacién en cada uno de los subelementos es un polinomio
completo de grado N.
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Figura 4.— Definicién general de un elemento

En la Figura 5 se presentan los elementos de la familia de tercer, cuarto y quinto
grado. La-explicacién de la distribucién de g.d./. se hace mds tarde.

El nimero de grados de libertad en un polinomio completo de dos vanables es:

N+ 1)}(N+2
S(N+1)=(———)2(=2= (5)
3 4 5
n|=le n, 24 n, 34
nz 22 l'lz 2 2] nz =31
O w,wx,wy

W Wa e Wy s Wy o Wey o Wyy
Wty Wy o Wy o Myy s Wy o W

xxx * wxuy’ wxyy ' "yyy

| wp
[aY Wo Woo /w
o Wn wng Wnss. /W we

n Numero de gdl sin continuidad interng

Ndmero de gdl con continuidad interna

N2

Figura 5.— Elementos de tercer, cuarto y quinto grado
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La compatibilidad en derivadas primeras —w y w,, (Figura 4)— implica los resultados
de la Tabla 1. Para un polinomio de cuarto grado se especifica en la Figura 6.

A B A+B
Funcién w (grado N) w, (grado N-1) w+w,
N? de g.d.l nece-
I sarios para conti- N+1 N 2N+ 1
nuidad C?
g.d.l en las esquinas
1 (elementos simples) 2x2 2x1 6
MM=1_11 &4-= enellado N-3 N-2 IN-S
(sin esquinas)

TABLA 1.— Distribucion de g.d.l. en un lado externo

Polinomio de4°® grado
- 5 coeficientes

Nudo Nudo

Flecha. Los nudos tienen 4 cosficientes,
se necesita | gd! mds.

Polinomio de 3°grado

- 4 cosficientes

Derivada normail (no determinada)
coeficientes > gd! sobre el lado(4 >2)

Figura 6.— Distribucién de g.d.l en un lado externo para el caso de N=4
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La distribucién de los g.d.l en el lado externo fue primeramente como se indica en
la Figura 7a (N=35), usando s6lo primeras derivadas. Sin embargo, la convergencia no
cambia y el elemento sigue siendo simple si todos los g.d.l. se concentran en el punto
medio del lado 4 (Flgura 7b).
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Figura 7.— Distribucién de g.d.1. a'lo largo de un lado externo (N=5)

Los grados de libertad utilizados en el nudo central se expresan en la Figura 8.

Flecha (w) ‘ Derivada normal (wp)

wn
Wn . Wns
Ve 'Es 'E.ngz
wg(N-1) ) \,n.sm-3)
N°® grados de libertad =242+ N-441=N N°® de grados de libertad = 1414+ N=3 41 =N
N° de constantes de un polinomio de grado N=N4 | N°® de constantes de un polinomio grado N-I=N

Gdl on el nudo de! lado=(N-44+ 1) 4N-34 1) =2N-5

Figura 8.— G.d.I usados en el centro de un lado externo (V genérico)
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Como el namero de g.d.l. en el centro de un lado externo es 2N-5 (Tabla 1), el
numero de g.d./. en interior de un elemento serd:

S(N+1) = 2x3 — 2N-5) = S(N-1)

La continuidad a lo largo de un lado interno se muestra en la Tabla 2. Para conseguir
continuidad C? se necesita imponer una condicién en derivadas normales (W)

A B A B
Funcién w (orden N) | w, (orden N-1) W+ Wy
Numero total de g.d./. _
I necesarios para : N+1 N 2N+1
optimizar ¢*
G.d.l. en una esquina
I (elemento simple) 2 ! 3
: G.d.l en el centro de :
i gravedad S(N-1) - N-1 N-2 , 2N-3 .
TV=l*16.4.1. en lado interno N+1 N-1 2N

TABLA 2.~ Distribucién de G.d.1 en un lado interno (Ntimero)

i - :
w"'(5)-wn (6) 2

Figura 9.— Condicién de continuidad interna
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En este caso se ha utilizado como condicién la igualdad de derivadas normales en el
punto medio de los lados comunes entre subelementos, esto es:

W (6) = —wi (5)
W(6) = -l (5) (6)
WE©) = - (5)

donde los superindices indican el subelemento y los nimeros entre paréntesis los
nudos. (Figura 9). ‘

Como condicion adicional se podia haber impuesto otra, en otros puntos y afiadirse
mds en el caso de polinomios de grado mayor que tres. Este tipo de condicién elegida
y el punto se han elegido as1 por comodidad, sin embargo se ha podido comprobar 15
que es imposible imponer mayor numero de condiciones con simetrfa ciclica. Por esto
se ha optado por eliminar solamente los 3 g.d.l delc.d.g. w, wy y x,.

Expresion analftica

Siguiendo la técnica general del M.E.F., la funcién de interpolacién general es en
cada subelemento:

wd® = L in) 7N
< -~ r \
4 O
L= G i“) w{1)
(YRS w (1)
wi(3) L Loty )
(31w, 13)
xSy 22l w(2)
L? L‘zl“s wyl2]
2 o, 2
el w (2)
Lo J wi3) [
wia) w (4) 3
1 F3 1
g (4) 1 LiLby o we(3)
w(i) L L, L w, (3]
\cx(l)wy(l) 1 o0 3
: L, LLy w (4)
v"(l)w‘y(l)w’ytl) o & ©
L, G,Ly w,(4)
[« 2. S |
LoL, L, g\«“’(4)
J
o 2.2
l'I LZLS
t2) o t 3
'_ LiL L,
12) L(2)
w w 0,0 4
x y k“l Lz "‘s

Figura 10.— Vector L y d” para N=4
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donde: i es el niimero dél subelemento; L un vector de S(N+ 1) compenentes del
tipo I3 LY L§ (L, son las coordenadas baricéntricas) (Figura 10 para N=4);
a es un vector de S (N+1) constantes Ggp. -

Si d es el vector de grados de libertad (w y sus derivadas) se pueden obtener conside-
rando (7): : ‘

d(l) = C(i) a(l) ’ (8)
o = ¢ g - 9)
La funcién de interpolacién de (7) se puede expresar como sigue:

w® = LCO d® = ¢ d® = S‘;;”” ¢ 'ldj«) (10)
1

Con los vectores d@ de los grados de libertad de cada subelemento se forma otro
vector d* incluyendo a todos ellos (d1? , d® , d® ) para obtener una expresion de la
funcién de interpolacién extendida a todo el elemento. Hay que tener en cuenta que
algunos de los grados de libertad son comunes a los diversos d® y en d* se consideran
solamente una vez. Se puede dividir d* a su vez en dos vectores (dy , di)T, donde
dp contiene los g.d.l que van a resultar dependientes al imponer la continuidad C*.

La ecuacibén (10) tiene ahora la forma:
w® = L C® d® = L (C’ CP) (df,d" )T o O d* = % P 4} (10b)
. ~ 1

donde M=3[3+20V+5)]+ SIN-1)

El sistema de ecuaciones (6) se puede expresar de la siguiente manera:

g (6) d* = —g§" (5) d*
95.1’* (6)d* = —¢P* (5) d* (1)
@12)* (6) d* = _@‘3)* (5) d*

suponiendo w, = ¢* d*

~

que se puede agrupar como sigue

Hodo + Hydi =0
(12)
do = —Hg' H; di = Hd]
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De donde (10b) toma la expresion:
W = LCP CP) (Hd},d])T = LCP H+CP)d; = LCd} =3P d1  (13)

En la Figura 11.se ha dibujado la funcic’?n de forma correspondiente a la flecha en el
nudo 3 para varios grados del polinomio (@‘).

Matriz de rigidez elemental, condensacién estdtica y ensamblaje

Usando las férmulas (3) y (13) se obtienen la matriz de rigidez elemental y las fuer-
zas equivalentes en‘los nudos. Como los g.d./. del nudo interior no se precisan en los

cdlculos, se condensan estdticamente.
Después se suman ordenadamente las matrices de rigidez elementales, para obtener

fa matriz de rigidez global, asf como el vector de fuerzas equivalentes completo.

P=Kd 14)

donde n . .
K= X / (BHT D B! dA
i=1 Ai

P= él 3 //Ai3(Bi)T Deb + (YHT b+ (YHT P%dAi +£A N (YT Ps ds$ (15)

n = numero de elementos

Resuldados

En cada uno de los tres subtridngulos de un elemento se define una funcién de forma.
Los valores obtenidos en flechas y primeras derivadas son continuos en las lineas de
separacion entre subelementos —debido a la continuidad C!—. No ocurre lo mismo para
las segundas y terceras derivadas —momento flector y esfuerzo cortante (Figura 12)—.

3 M(3!=N(3')+M(2“) /2
Q(3)=Q ( 3')+O(2||) /2

1
w wi{g} w'{(M} w'(Q)
! ' '
&
& % v
T = T4 | a— [\M
|
SECCIOAN A, A2 |

Figura 12.— Resultados. Tipo de continuidad
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El valor adoptado como resultado final ha sido la media de los obtenidos en cada
subelemento (Figura 12). También se ha utilizado la matriz de rigidez elemental para
obtener los esfuerzos. La precisién se ha visto sensiblemente aumentada especialmente
en lo que se refiere al esfuerzo cortante.

RESULTADOS NUMERICOS

Los elementos discutidos en este trabajo se han aplicado a numerosos casos para
estudiar su comportamiento respecto a algunas variables de interés. Asf la influencia
de los distintos tipos de carga, condiciones de contorno, esviacién de los elementos,
relaciones de longitud entre lados y configuraciones de malla.

Carga y condiciones de apoyo

Como ejemplo tipico se experimenta una placa cuadrada.de lado “a” con un coefi-
ciente de Poisson igual a 0.3. Se estudian dos casos: placa empotrada en el contorno
sometida a una carga uniforme de intensidad ¢ (Tabla 3), y placa simplemente apoya-
da en las esquinas bajo una carga puntual P en el centro (Tabla 4).

TABLA 3
CASO , RESULTADOS
Placa cuadrada W: flecha central
Contorno empotrado M: momento flector en el centro
Malla: (ver figura) M, M, Momentos en el centro del lado
a: longitud del lado Q: cortante en el centro del lado
.q: intensidad de la carga R: reacciones de Kirchhoff en el centro
uniforme e KT del lado
»=0.3 (coeficiente 3 ¢ |
de Poisson) 3 . - DOF1: numero total de g.d./
] . DOF2: g.d.l activos _
) VA A<_L NDEG: grado del polinomio
NDEG DOF1 DOF2 | W M M, M, Q R

3 17 2 0.0005422 0.01480 -0.003904 001301 0.05205 0.04750
4 27 6 0.0012921 0.03343 -0.01123 -0.03744  0.2221 0.2302
5 37 10 0.001265 0.02466  -0.01511 -0.05038  0.4319 0.4540
6 47 14 0.001263 0.02056  -0.01547 005156  0.4515 0.4714

7 57 18 0.001266 0.02410 -0.01546 -0.05152  0.4545 0.4672
Exacto 16  0.00126 0.0231 -0.01540  -0.0513 .0.4405 0.4403

2 qa® qa® ' qa qa

Coeficiente qa*/D - qa
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TABLA 4
CASO { RESULTADOS
Placa cuadrada a W: flecha en el centro
Esquinas simplemente W; : flecha en el centro del lado
_apoyadas M: momento flector en el centro
Malla: (ver figura) R, : reaccién de esquina
a: longitud del lado DOF1: numero total de g.d.l.

P: intensidad de la carga puntual

en el centro DOF?2: g.d.l activos

v= 0.3 (coeficiente de Poisson) NDEG: grado del polinomio
NDEG DOF1 DOF2 w W, M R,
3 17 11 0.03765 0.02282 0.02569 0.13612
3 27 19 0.03891 0.02286 0.2067 0.2658
4 37 28 0.03907 0.02291 0.2009 0.2100
6 47 35 0.03911 0.02291 0.2038 0.2540
7 57 43 0.03912 0.02291 0.2017 0.2260
Exacto  SAP4LCCTY 0.03904 002284 016217 0.2430
Coeficiente Pa?/D Pa2%/D Pla Pla
Esviacion

Se han experimentado casos de 'placas rectangulares simplemente apoyadas en dos

Jados opuestos y libres en los otros dos. Con este tipo de casos se ha comprobado el
funcionamiento de elementos con geometria irregular. Se han considerado tres casos de
gsviajes, v un mdximo de grado de polinomio interpolante de 4. Se han evitado asf
grandes esfuerzos de computacion y los resultados sélo expresan la tendencia. (Tabla 5).

TABLA 5
CASO PN RESULTADOS
) ’ /F__b_._.L’
Placa esviada S K
b,¢: longitudes lados /‘(_—E%/ 'W: flecha en el centro

b: lado simplemente apoyado

¢: lado libre

Malla: (ver figura) .

q: intensidad de la DOF1: nimero total de g.d.l
carga uniforme ‘ / DOF?2: g.d.l activos

v: 0.3 (coeficiente de Poisson)’ NDEG: grado del polinomio

M: momento flector en el centro
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= -
NDEG DOF1 DOF2 W M W M W M
3 43 31 0.1045 0.46850 0.06642 0.29507 0.01487 0.12848
4 75 59 0.1052 0.46789  0.06935  0.31064 0.01742  0.16652
Exacto 0.1183 0.368 0.07080 0.291 0.01860 0.1660
Coeficiente qa*/D qa® ga*/D qa® ga*/D qa®

Variacion en la relacion longitudinal de los lados

La influencia de esta relacion longitudinal se puede observar en la Tabla 6 para una
placa rectangular simplemente apoyada con carga uniforme.

CASO

Placa rectangular
Simplemente apoyada

a,b: longitud de los lados

Malla: (ver figura)

TABLA 6

e D e

RESULTADOS

W: flecha central

M, M,: momentos flectores en el centro
0, O,: cortantes en el centro del lado
R, R, : reacciones de Kirchhoff en el

q: intensidad de la y ; centro del lado
carga uniforme ; DOF1: ntmero total de g.d.1.
v=0.3 (coeficiente 4 DOF?2: g.d.l activos
Poisson) i NDEG: grado del polinomio
V,
]
1
TTTT 777 ’—x.x
b/a NDEG DOF1DOF2 W M, M, [N Q2 Ry R,
s 3 43 24 0.007594 0.07633  0.04223  0.2293 0.1485 0.2808 0.2419
4 75 48 0.007724 0.08101  0.04989  0.4485 0.3477 0.5196 0.4764
Exacto 0.00772 0.0812 0.0498 0.424 0.363 0.486 0.480
20 3 43 24 0.009996  0.09980 0.03%540 0.2841 0.12595 03200  0.2268
" 4 75 48 001013  0.1016 0.04651 0.49%0 0.3249 0.5426 0.4666
Exacto 001013  0.1017 0.0464 0.465 0.370 0.503 0.496
o 3 43 24 0.01221 0.1163 0.03757  0.3519 0.1006 0.3681 0.1852
4 75 48 001223  0.1189 0.04071 0.5346 0.2618 0.5469 0.4083
Exacto 0.01223  0.1189 0.0406 0.493 0372 0.505 0.498
Coeficientes  ga®/D qa® ga® qa ga qa ga
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Influencia de 1a malla

La importancia del tipo de disposicién de los elementos para cubrir el dominio se
puede ver en la Figura 13, aplicada a un caso de carga uniforme sobre una placa
cuadrada empotrada en su contorno. Los mejores resultados se obtienen para la malla
tipo C, especialmente para los casos 1C'y 2CE. Los resultados son similares para otras
condiciones de contorno y otros tipos de carga. La convergencia monoténica estd
asegurada ya que la continuidad es C?. '

,

A,

0
w (0.0 %) ' w (0.0 %)
MI3.77%) ¢ o _ s R M(-100 %)
0-18%) : 'E ' m 01-198%)
| 2 ' 2
IR e
w(0.32%) w (0.40 %)
M(3.77%) 7 i ° 7' s ° M(377%)
awszovm | N X0 a4 0t-18%)
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Figura 13.— Tipos de malla utilizados
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Errores comparados con otros tipos de elementos

La velocidad de convergencia y el trabajo de computacién se han acotado de forma
relativa a otros elementos. La variable de comparacion elegida ha sido ¢l nimero de
grados de libertad, aunque no represente exactamente el esfuerzo de computacién
—en elementos de alto grado de polinomio interpolante la matriz de rigidez exige
mucho tiempo de operaciones—.

El resultado se ha expresado en las Figuras 14 y 15, para los valores del momento
flector y la flecha central. Los valores de cortante no se suelen dar generalmente en la
literatura, debido a que el error suele ser grande. Sin embargo, los valores obtenidos
en esta familia son bastante aproximados.
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Figura 14.— Porcentaje de error en el momento flector My en funcién del nimero de grados
de libertad. Placa cuadrada con bordes empotrados y sometida a carga uniforme.
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Figura 15.— Porcentaje de error en la flecha central en funcién del nimero de grados de
libertad. Placa cuadrada con lados simplemente apoyados y carga puntual en el centro.
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APLICACIONES Y CONCLUSIONES

La convergencia con este tipo de elementos se puede obtener de dos formas dife-
rentes:

— por refinamiento de la malla (convergencia %), como en cualquier otro tipo de
elemento,

— por un incremento del orden de interpolacién del polinomio en el elemento
(convergencia #¥).

Por la experimentacién efectuada, parece que este segundo método es mds eficaz.
Sobre todo en el caso de que los elementos se repitan a lo largo del dominio. Se reduce
asi drdsticamente el esfuerzo de cdiculo de la matriz de rigidez de un elemento de
alto grado.

La convergencia es monoténica como consecuencia de la continuidad C?*.

En este tipo de elementos se pueden fener en cuenta los cambios de material o
topolédgicos de un elemento a otro. Sin embargo los hiperelementos son mds aproxi-
mados en los resultados de derivadas de orden alto ya que aparecen con g.d.l. Sin
embargo en este caso las altas derivadas —duales de las derivadas de bajo orden— se
pueden obtener mediante el uso de la matriz de rigidez.

Los resultados obtenidos se refieren a polinomios con grados comprendidos entre
tres y siete, y se ha usado integracién numérica. Cuando se usan derivadas de alto
orden pueden aparecer ruidos numéricos y las matrices presentan una gran sensibili-
dad.

Es muy sencillo el uso de esta familia en el cdlculo de ldminas, ya que las derivadas
de alto orden se compatibilizan sin necesidad de cambios*!

EXTENSIONES FUTURAS

Se pueden elaborar tablas de resultados para distintas condiciones de apoyo,
espesor de la placa y constantes eldsticas.

La continuidad intersubelemental consegulda es C1. Si es o no posible conseguir
una mayor y de qué orden queda por estudiar?* Lo mismo ocurre con la influencia de
qué g.d.l se eliminan en el nudo central para conseguir dicha continuidad.

La extension de este método a otros problemas —de topografla disefio de carre-
teras...— estd llevandose a cabo en la actualidad.

Como el condicionamiento de las matrices depende en gran parte de las derivadas
de orden superior, es muy importante acotar et orden de dicho error.

Los resultados de las variables que no son grados de libertad se pueden obtener
de diversas formas:

— Por medio de las funciones de forma.

— Por medio de la matriz de rigidez para las variables duales de los g.d.l.

— Por medio de los valores de las funciones de forma y sus derivadas en los puntos
de integracién.

La comparacién de los métodos anteriores puede ser de gran interés? De hecho
el segundo método se ha utilizado en este trabajo dando muy buenos resultados.

Para ¢l caso de contornos irregulares, la extensidn a elementos curvos serfa muy util.

La amplia experimentacion numérica se ha llevado a cabo sélo para polinomios de
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grado menor que siete, ya que no existen publicadas tablas de integracién mds exten-
sas. La ampliacion de estas tablas podria ampliar el uso de estos elementos.

Si se usan al mismo tiempo varios de los elementos de la familia se puede ahorrar
bastante esfuerzo de cdlculo. Los elementos de grado mds bajo se pueden utilizar
cerca del contorno, aunque se necesite gran nimero de elementos. Sin embargo se
pueden utilizar los elementos de alto grado en grandes zonas interiores. Este plantea-
miento exigirfa que la familia comprendiera elementos de transicién, que se pueden
obtener bien directamente o bien mediante la reduccién del grado a lo largo de los
lados necesarios.

El uso conjunto de diferentes elementos conlleva la introduccién de una nomencla-
tura general de las familias jerdrquicas de elementos, que ordenando todos ellos
permita escogerlos de forma sencilla.
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APENDICE

FORMULACION DEL TRIANGULO

Los valores de la figura A.1 son segin sigue (se considera permutacién circular
i=1,2,3,7=2,3,1; k=3,1,2):

@ = Xk — Xj
b =y —
con 3 3
i=1 i=1
4 = —(a; + a)
b=~ + b)
4 a t b1bk
di = Gy Senoi + bk COS@i -
&
e =a senb; + b coshy = — V& + b?
aa + b
fi =a senb; + b cosh; = ———
&
a by — b g
fliz & COS 3i - bk Senei = _j__i.__.
&
albk —biak
—H =g cosf; — b senfy = ———«—
&

con d; +fi +¢ =0
El drea del tridngulo y las coordenadas intrinsecas son:
24= oy — by = —(a b — b a)
N o= dif-e
w = 1-N = fil-¢

i = 1,2,3
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Figura A: 1.— Pardmetros del trigngulo

En la figura A.2 se presentan las coordenadas triangulares:

3(0,0,1)

PUL) Ly, L)

(1,0,0)

2(0,1,0)
PN
Area P23 hy
L - PN T H,
Area 123
PaN
L. = Arec P31 _ h
I P
Area 123
PN
Area Pl2 hz
L, = =
3 > Hy

w

Areo 12

\ 7/
A4
Hz
D
\
t

\
tx;,y,) \\ I

Figura A. 2.— Coordenadas triangulares
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La relacién entre las coordenadas triangulares y cartesianas es como sigue:

r 7 7
L1 !_2A23 bl ay ( 1 W
1
Ly = ﬁ 2A31 bz (423 X
Ly 2415 by ag y

donde 2Aﬁ = xi Yy — X3y

y la relacién inversa es:

1 1 1 1 L
X = X1 X2 X3 L,
Y Y2 Y2 Vs Ly |

La relacién entre las coordenadas cartesianas generales y locales (Figura A.3) es:

ny 1 +b  a X — X
Ta
Sy Yl—a b Y =N
[ ] [ 1T |
X 1 b; —a ny X
Yy ] i a b S W
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Considerando la Figura A.4 la relaciéon entre las coordenadas cartesianas locales

v las triangulares se puede expresar del siguiente modo:

R
L, ]

Ly

L5

T 24

Figura A. 4.

]

L

L,

K
ee 0 O nﬂ
d H O Sy
—H;, 24 1

A

Las derivadas entre coordenadas son:

oL;

ox

oL,
on;

by
2A

€5

2A

aLi a;
ox 24
oL,

= 0
058
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aLy  fi oL,  —H,
Bn, 24 asi 24
oLy dy oLy H,
ony 24 05y 24

La relacion entre los pardmetros de un elemento y de cada subelemento se puede
expresar como sigue:

{xy, ¥y )
(2) (1)
°3 (2) ’s
6, 3 3y 9
- - b b(”
\ b(2) | P3
NG
M i )

i)

o KINNTE gz 2

Figura A. 5.— Pardmetros del elemento y de los subelementos

Se considera que el centro, vértice numero 3 de la Figura A.5 es el baricentro:

£ = @ = n= ot
@ = ¥ = +x= x +a
a§° =

B = b = y = y +b
B o= b= = b

bg) = b
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Como el nudo 3 de cada subelemento esel c.d.g.:

X3 + Xo +X3 =0

1 +y2 ty3 =0

Asi que queda:

& = (g —a)/3 BY = (b — b)/3
a(zi) = (ax —'ai)/3 b(zl) = (bk“bi)/3
@ = a b = b

y para las coordenadas triangulares (Figura A.6).

Figura A. 6.
L(ii)
LY = 3L L, = —
3
1 3 1 1 11 1
) = ——ZL; +=L; —— Ly =——=I9 +1p ——LP
i 3 bl gk T D T R
1 3 1 1 1 1 1
LY = —— L, ——=L +=1, Ly = —- le?_gﬁ;w

2 27T 2

1

1
_L(i)
) k
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EXPRESION DE UN POLINOMIO Y DE SUS DERIVADAS

Polinomio si S(N) = N(N+1)/2
ik s(N+1) )
Py, Ly, L) = z MLlalaly = Z o, LN,
Lj, k=0 n=1
itjtk=N
donde
i=i(N,n), j=J(N,n), K =K(N,n)
DERIVADAS NATURALES
at+ B+ (N+1) il j! k!
Pm =a——p = * > aNn X
aL?aLgaLZ n=1 (l—(X)/ (]—ﬂ)/ (k—”/)/
. s(N+1) il j! k!
xI{ O LE-Y = T aN, - _ L
(-} G-B) (k—v)!

n=1

donde LNy gy = O s

a=alm);

B=pB(m)

i<a 6 j<B 6k<y

v=+v(m)

DERIVADAS CARTESIANAS GENERALES

i ox y* -

1
= 3_ (blp:Ll + bzp’Lz + b3p:L3)

24
con j = jlm), k = k(m)
B =<L>!+k s(!‘lz':l) s(k+1)
™ 24 v=1 =1

%(j)

1
xga(alp:lq + azp:Lz + b3p’L3)

ai+kp

Ay By y oLl1 tk1gpi2+ ka5l +kg
1 2 3

Nn,apy

(k)
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con:
j! § § §
Ay = ~——— b b2 b3
VTV
k!
. ki ko k3
al a2 as

B TR
donde:

o= 1), e =J(Giv) . Js = sliv)
ka(kw) ks = ks(ku)

it
il

k1 = k1 (k,M), kz

DERIVADAS CARTESIANAS LOCALES

BL = 3% kp/asi on’ =
(k)

1 (G) \ 1
= a (@1 p.Ly +app.Ly +¢13P,L3)§ X H(bnp, +bep, Ly +b13'PL3)

con j=j(m), k=k(m)
@ =0, ay=-H, a=H y ©=1)
by = e, by =1, by =d

donde i es el namero del lado

aj+k

= 1) . sgt1) st . _.
B, =<——)’+k ) AL, B P
24 =1 u=1 1 M aLi1+k1ale+kzaLias k3
1 2
con:
— j! i
A, = ——— (an)*(ap )2 (a;3 )3

LOSNINTN

_ k!
B = (b3 (b2 2 (B )*®

Mk Lk, K,
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donde:
h=h v 2 =7(iv), Js =7sliv)

VARIACION DEL ESPESOR

3(h3)

th)) 2thg)
Figura A. 7. Espesores
iend ] 1)_h1+kz+ks
"33 3

En el subelemento i:

AP 0P 19 y=h L +nl} + by 1P
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