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PRIMERA EXCURSION DE ALGUNOS OSCILADORES
NO-LINEALES SIMPLES

B.F.SPENCER, Jr.*
L. A.BERGMAN**
J.C. HEINRICH*

RESUMEN

Se utiliza un método de elementos finitos de Petrov-Galerkin para determinar la probabilidad
de fallo y los momentos de tiempo ordinarios en problemas de primera excursion de osciladores
simples de un grado de libertad. No se establecen restricciones en la estrecha banda de la respuesta,
amplitud del campo o magnitud de la no linealidad . La versatilidad del método se ilustra con ejemplos
clisicos de osciladores de VanderPol y Duffing para varias anchuras de la regién de seguridad, no
linealidades y coeficientes de amortiguamiento. La exactitud y eficiancia computacional de la solu-
¢ci6én se demuestra por comparacién de los resultados de elementos finitos con simulaciones de Monte
Carlo.

SUMMARY

A robust Petrov-Galerkin finite element method is used to determine the survival probability and
ordinary moments of time to first passage for simple single-degree-of-freedom nonlinear os¢illators.
No assumptions are made about the narrow bandedness of the response, width of bounds, or magni-
tude of the nonlinearity. The versatility of the method is illustrated for the classical cases of
VanderPol and Duffing oscillators for various bound widths, nonlinearities and damping ratjos.
The accuracy and computational efficiency of the solution is then demonstrated by comparison
of the finite element results with extensive Monte Carlo simulation,

INTRODUCCION

Un problema importante en el estudio de sistemas dindmicos es el de determinar
la probabilidad de que un sistema, cuando se lo somete a una excitacién aleatoria,
no fallard durante un periodo determinado. Cuando el fallo ocurre la primera vez
que ¢l sistema responde con una excursién que cae fuera de una regién de seguridad
prescrita, el proceso de fallo se conoce por el nombre de problema de la primera
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excursion (first passage problem). En los Gltimos afios esta clase de problemas han sido
objeto de considerable interés debido' a su aplicacién al problema mds general de
la fiabilidad de sistemas. Investigaciones previas enfocadas a la solucién del problema
de la primera excursion, en particular en su aplicaciéon a estructuras simples de interés
en ingenieria, han involucrado a una gran cantidad de investigadores y metodologias.
Estos esfuerzos, sin embargo, no han logrado obtener una solucién exacta del problema
de la primera excursion, ni siquiera para el problema del oscilador lineal con un sé6lo
grado de libertad. Como consecuencia, con los afios han ido apareciendo una gran
cantidad de teorias de aproximacién, con la mayor parte del trabajo basado en el
oscilador lineal. En la prdctica, todas las estructuras exhiben un cierto grado de
no-linealidad; sin embargo el problema de la primera excursioén para sistemas no-lineales
s6lo ha sido investigado por un nimero limitado de autores. Estas aproximaciones
a la solucién del problema de la primera excursion para sistemas no-lineales incluyen:
simulaciones digitales del proceso de respuesta®!?; un modelo dlscreto analogo del
nétodo continuo de Fokker-Planck o modelo de trayectona aleatoria'® ; el modelo
de la envolvente de la respuesta (response envelope) por un proceso de Markoy13.15.17.18
e investigaciones experimentales®

En este trabajo, presentamos detalles de la solucién del problema de la primera
excursiéon para osciladores no-lineales sin memoria obtenidos por un método de ele-
mentos finitos mediante una formulacién de Petrov-Galerkin. Examinamos dos oscila-
dores no-lineales bien conocidos, y la exactitud de la solucién se demuestra mediante
comparaciones con simulaciones extensivas por medio del método de Monte Carlo.
Aun cuando el método de trayectorias aleatorias presentado en la referencia’® produce
resultados razonables en el caso del oscilador no lineal, las extensiones al caso no-lineal
parecen erréneas, y por lo tanto omitimos comparaciones directas.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos el oscilador no-dineal de un grado de libertad que se muestra en la
Figura 1 cuya respuesta estd gobernada por la ecuacion diferencial estocdstica

X + HX®), X)) =-N@), t>0 (1)
X(0) =x, )
X(0) = %, (3)

donde X(t) es un proceso de desplazamiento relatlvo aleatorio, H(.,-) es un operador
que representa la fuerza restauradora del oscilador, y N(t) es un ruido blanco de Gauss
(Gaussian white noise) que representa una aceleracién de la base. La media y la cova-
rianza del proceso de excitacion N(t) estdn dadas por

E[Nt)]=0 €Y
B[Nt N(t + t)]=27 S, 8(t") | (5)

donde S, es la magnitud de la densidad espectral bilateral constante, y 6(-) es la fun-
cién delta de Dirac. .

Estd bien establecido® que la respuesta dada por X(t) = [X(t), X(t)]T es un proceso
vectorial de Markov si la correlacién en el tiempo de la excitacién es mucho menor
que la escala de tiempo caracteristica del oscilador. Por lo tanto, toda la teoria que
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=

T N{(t)

Fig. 1.— Oscilador de un sélo grado de libertad con fuerza restauradora no-ineal sometido a una
aceleracion en forma de ruido blanco de Gauss estacionario en la base; x(t) = n(t) — N(t).

acompafia esta clase de problemas se hace utilizable, y se puede derivar un problema
de valor inicial de contorno bien formulado que describe el comportamiento de
la primera excursion del sistema®-2°

Para reducir el numero de pardmetros, normalizamos las variables independientes
usando las estadisticas estacionarias de los sistemas lineales asociados. Por lo tanto
hacemos ‘

X=X,/0 6)
Y = %0 /0 Wy ‘ 7N
T=wy t/27 - (®
y
2_ T So
TR ®)

donde ¢? es la varianza de la respuesta del despl_azamiento estacionario para el sistema
lineal asociado;esto es, cuando H(X,X) =2¢ w, X + wﬁ X. El problema de valor inicial
de contorno toma la forma

1k F B o GF 10
1 9F _ OF e O
27 o7 a2 ¥ ax Y8y

donde

F =F(7 Ix,y) = funcién de distribucién de la probabilidad de supervivencia (11)

F(rIB,y)=0, y>0 ' (12a)
F(ri-B,y)=0, y<0 (12b)
F(rlx,y) =0, lyl= oo (120)
FOIx,y)=1, xye Q . (13)
Aqui H(o x, 0 w, y)
G(xy) = Y (14)

g w?
n
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y el dominio de seguridad £ dado en las ecuaciones (12a-c) se muestra en la Figura 2.
La funcién densidad de probabilidad del tiempo de la primera excursion estd dada por

OF(r Ix,y)

o7 as)

g(rhxy) =~

QY&X

N

pe—— 8 ~——=1 CONTORNOC ARTIFICIAL
NECESARIO PARA LA DISCRETIZACION

Fig.2.— Dominio de seguridad §2v.

y la funcién de distribucién acumulativa del tiempo para la primera excursién, o la
probabilidad de fallo, estd dada por el complemento de F(7 Ix,y),

P(7lx,y) =1 — F(z Ix,y). 16)

Finalmente, los momentos ordinarios de tiempo para la primera excursién estdin dados
por

T (x,y) =/,-°°7".1 g(rlx,y) dr. an

Integrando las ecuaciones (10) y (12) con respecto al tiempo conduce a la ecuacién
generalizada de Pontriagin-Vitt que describe directamente el comportamiento estad{s-
tico de los momentos del proceso de la primera excursién. Este problema estd dado

2
por

92T oT™ oT™

—n
+ — e (n_l)
28 272 Y ox G(x,y) 3y 27TT (18)

T®™ = T™(x,y) = momento ordinario n-avo de tiempo para
la primera excursién

19)

T xy)=1 (20)
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T™(B,y)=0,y>0 (21a)
T™(-By)=0,y <0 (21b)
T™(x,y) =0, lyl— o0 (21¢)

donde el dominio de seguridad se muestra en la Figura 2.

Como se establecid anteriormente, soluciones exactas para los momentos estadis-
ticos de tiempo para la primera excursién utilizando las ecuaciones (18-21), y para
el problema de la primera excursién dado por las ecuaciones (10-13), no se han encon-
trado aun. Demostraremos que el método de elementos finitos con la formulacién
de Petrov-Galerkin presentado aqui produce soluciones para ambos problemas con
la exactitud que se desee, dada una malla suficientemente densa.

SOLUCION POR UN METODO PETROV-GALERKIN DE ELEMENTOS FINITOS

Para facilitar la discretizacién, debemos introducir contornos a mds y menos un
valor de Y suficientemente grande en la direccion de las velocidades iniciales como
se muestra en la Figura 2. El valor de Y se escoje de modo que no afecte la solucién
en el interior, y denotaremos la regién por Qy. Seguidamente implementamos un
método de elementos finitos de Petrov-Galerkin. Las ecuaciones se formulan en forma
débil y se discretizan utilizando funciones de forma lineales dadas en coordenadas
isoparamétricas (-1 < £ < 1) por

Nt (z,n)=}T(1 £ (1 —n)
N gm=ta+pa-n

(22)
N3 (£,m) =%(1 +5 1 +7n)
N* (£,m) =‘-15<1 —5H A+
y funciones de peso biquadrdticas dadas por
.
W (Em =N (60 [1 (1 + 8] [ —32‘3 (1 +m)]
3
W (g =N? (6 (14320 - B [ —73(1 + )]
(23)
3
WO (Em) =N () [1+ (1 - B [ +3—f )

3 3
W () =N* (£,) [1 —Ta(l + 9111 +73(1 -l
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donde
1 y<0
o= 0 y=0 24)
-1 y>0
vy 2
g=coth——— 2%
2 v
N
G(x,y) Ay
s—_— 26
2 (26)

y Ay es el tamafio de un elemento en la direccién y en las coordenadas globales. Los

pardmetros o y f8 son los parametros de orientacién con el flujo (upwind parameters)

y se han definido en la referencia’® y en el contexto de este problema en la referencia®.
La discretizacion de la ecuacion de Pontriagin-Vitt toma la forma

KT® =gt  (n=123,..) ' 27
donde
oW! oN’ N’
ky =2 [ (2455t Wiy — — G(x,y) ]) dxdy (28)
Ne e ay aX
y
p-» = _2 s [ wie-D (x,y) dxdy . (29)
1 2m Ne

Nétese que la suma es sobre los N, elementos de la maila. Este es un sistema lineal
de ecuaciones de diferencias, que resuelto en forma recursiva, proporciona los n
momentos ordinarios del tiempo para la primera excursion.

La discretizacién del problema con dependencia de tiempo conduce al sistema

MF—-—KF=0 (30)
donde la’ ‘matriz de rigidez” estd dada como antes. La’ ‘fatriz de masa” estd dada por
1 . o
m;=—2% W' N dxdy . 31
27 Ne Q;y

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se discretiza ahora en el tiempo
usando el método de Crank - Nicholson, y resulta en

(M —.5 Ar K] F**D) =M + .5 Ar K} F®™, (32)

En la referencia®? se presenta una discusién de este método y su aplicabilidad al
problema de la primera excursién.
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MOMENTOS DE TIEMPO DE LA PRIMERA EXCURSION PARA
LOS OSCILADORES DE DUFFING Y VAN DER POL

Para demostrar la utilidad del método, se realizaron estudios paramétricos para
los casos cldsicos de los osciladores de Duffing y Van der Pol. Consideremos el caso
del oscilador de Duffing dado por

X+ 2¢ wa X + w2 X(1_+;€§ x2) = — Nty 33)

y el del oscilador de Van der Pol dado por

X +2¢ w, X(——x2 1)+ w2 X=—N(t) (34)

donde ¢% es la varianza de la respuesta estacionaria del desplazamiento del oscilador
lineal asociado sujeto a un ruido blanco de Gauss. El operador no lineal H(-,-) es para
cada sistema

20w X+ w2 X(1 +;§— X?) oscilador de Duffing

H(X(t), X(t)) = e 35)
2¢ wy X (55— X? — 1)+ w2 X oscilador de Van der Pol

y el operador nodimensional G(-,-) en términos de los pardmetros iniciales, se hace

2¢ v + x (1 + € x2) oscilador de Duffing
G(xy)= (36)
2ty (e x2 — 1) + x oscilador de Van der Pol

El sistema lineal de ecuaciones de diferencias dado por la ecuacién (27) se resolvié
en forma recursiva para los dos primeros momentos del tiempo de la primera excursién.
Los coeficientes de amortiguamiento critico de ¢ = 0.01 y ¢ = 0.08 y pardmetros
no lineales € = 0.0 (oscilador lineal), ¢ = 0.05 y € = 0.20 se examinaron para ambos
osciladores con barreras simétricas en *Bo. Ademds se estudiaron los casos € = 2.0
y € = 5.0 para la barrera simétrica en *Bo para el caso del oscilador de Van der Pol.
Se observdé que, como se esperaba, las condiciones iniciales distintas de cero reducen
la vida de la estructura. Ambos osciladores se muestran mds sensibles a una velocidad
inicial distinta de cero que a un desplazamiento inicial distinto de cero. El oscilador
de Duffing exhibié poca degradacién en su vida util, incluso para desplazamientos
iniciales moderados. Sin embargo, el oscilador de Van der Pol es inestable cerca del
origen para todo valor de €, y por lo tanto el tiempo medio de fallo del oscilador
de Van der Pol es mucho menor que aquel de un oscilador de Duffing comparable.
Por ejemplo, el tiempo medio de fallo para el oscilador de Duffing con bordes
a 30, 1 de amortiguacién y coeficiente no-lineal de 0.05 fue de 711.47 periodos
naturales mientras que el tiempo medio para el oscilador de Van der Pol correspondien-
te fue 17.812 periodos naturales. Finalmente, cuando aumentamos el parimetro
no-lineal €, los momentos del tiempo de fallo también aumentan para ambos oscila-
dores. Una representacién grdfica de la solucién para cada uno de los osciladores
estudiados aqui se encuentra en la referencia®. Las Tablas 1 y 2 resumen los dos
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primeros momentos ordinarios del tiempo de la primera excursion de cada sistema
correspondientes a condiciones iniciales en reposo, aunque la solucion se obtiene para
el plano de fase completo. Estas tablas también proveen estimaciones de la varianza
y el coeficiente para ¢l que se excede un limite preestablecido (upcrossing rate) calcula-
dos por

Var (0,0) =T*(0,0) - [T (0,0)P, 37
v3 (0,0)=1/TP(00). (38)

Los momentos ordinarios se presentan en unidades no-dimensionales de periodos.
naturales del sistema lineal asociado como en la ecuacién (8).

PROBABILIDAD DE SUPERVIVENCIA PARA LOS OSCILADORES
DE VAN DER POL Y DUFFING

Investigamos nuevamente la solucién al problema de la primera excursiéon para
los osciladores de Duffing v Van der Pol. Resolvimos la ecuaciéon (30) en el tiempo
por medio del algoritmo de integracidon de Crank-Nicolson para encontrar la probabili-
dad de supervivencia y la funcion de densidad de probabilidad del tiempo para la
primera excursién. Todos los resultados fueron obtenidos con una malla de 5151
‘nodos. Para determinar el efecto del parimetro noineal € en la probabilidad de super-

Sistemna - TD0)0) T20.,0) VAR(0,0) v;(00)

D101000 02871 E+01 61124 E+02 21596 E+02 46304 E-01
D201000 37664 E+02 24197 E+04 10011 E+04 99887 E-03
D301000 29501 E+03 16677 E+06 79739 E+05 12541 E-04
D108000 13255 E+01 28057 E+01 10487 E+01 95352 E+00
D208000 76605 E+01 10377 E+03 45087 E+02, 22179 E-01
D308000 70002 E+02 95497 E+04 46494 E+04 21508 E-03
D101005 54421 E+01 64284 E+02 27783 E+02 43892 E-01
D201005 44919 E+02 34911 E+04 14734 E+04 67871 E-03
D301005 71147 E+03 99162 E+06 48543 E+06 20600 E—05
D108005 13508 E+01 29187 E+01 10940 E+01 91404 E+00
D208005 91476 E+01 14998 E+03 66301 E+02 15083 E-01
D308005 17424 E+03 60025 E+05 29665 E+05 33709 E—04
D101020 69126 E+01 74386 E+02 26602 E+02 37591 E-01
D201020 75256 E+02 10176 E+05 45125 E+04 22160 E-03
D108020 14286 E+01 32799 E+01 12390 E+01 80710 E+00
D208020 15433 E+02 44147 E+03 20329 E+03 49190 E-02
1308020 30622 E+04 18740 E+08 93629 E+07 10680 E—06

Primer y segundo momentos ordinarios y segundo momento central de tiempo para la primera excur-
sién y cociente de cruce (upcrossing rate) para condiciones iniciales de reposo (unidades de tiempo
no-dimensionales).

Notacioén: D 3 08 002
Duffing B=3 ¢&=0.08 €=0.02

Tabla 1



Sistema- T®(0,0) T2(00) VAR(0,0) v5(00)
V101005 45382 E+01 29552 E+02 89567 E+01 11165 E+00
V101020 45524 E+01 29757 E+02 90327 E+01 10071 E+00
V101200 A7476 E+01 32595 E+02 10055 E+02 99450 E—01
V101500 50756 E+01 37915 E+02 12153 E+02 82282 E-01
V108005 80797 E+00 93435 E+00 28153 E+00 35520 E+01
V108020 81296 E+00 94698 E+00 28608 E+00 34956 E+01
V108200 88140 E+00 11284 E+01 35153 E+00 28447 E+01
V108500 10250 E+01 15695 E+01 51888 E+00 - 19272 E+01
V201005 11614 E+02 18101 E+03 46125 E+02 21680.E-01
V201020 11942 E+02 19242 E+03 - 49809 E+02 20077 E-01
V208005 17182 E+01 38635 E+01 -91129 E+H00 10973 E+01
V208020 17891 E+01 42183 E+01 10174 E+01 98288 E+00
V301005 17812 E+02 39711 E+03 79843 E+02 12525 E-01
V301020 19589 E+02 48753 E+03 10380 E+03 96338 E-02
V308005 24680 E+01 74607 E+01 13697 E+01 73010 E+00
V308020 27695 E+01 95448 E+01 18747 E+01 53343 E+00
V401005 22860 E+02 62121 E+03 98630 E+02 10139 E-01
V401020 28206 E+02 96984 E+03 17426 E+03 57385 E-02
V408005 /30914 E+01 11185 E+02 16282 E+01 61416 E+00
V408020 40382 E+01 19695 E+02 33879 E+01 29516 E+00-
V501005 27250 E+02 85242 E+03 10986 E+03 91027 E-02
V501020 46646 E+02 27041 E+04 52825 E+03 .18930 E-02
V508005 36572 E+01 15174 E+02 17989 E+01 55590 E+00
V508020 75844 E+01 74896 E+02 17373 E+02 57561 E-01

PRIMERA EXCURSION DE OSCILADORES NO LINEALES

65

Primer y segundo momentos ordinarios y segundo momento central de tiempo para la primera excur-
sién y cociente de cruce (upcrossing rate) para condiciones iniciales de reposo (unidades de tiempo
no-dimensionales).

Notacidn: v 3 08 050
Van der Pol B=3 =008 =050

Tabla 2

vivencia, se investigd solamente el problema con una barrera simétrica con B =1.0.
Aun cuando la solucidon proporciona la probabilidad de supervivencia y la funcién
de densidad sobre el plano de fase completo de condiciones iniciales, debido a limita-
ciones de espacio s6lo se da aqu un ejemplo grafico de la solucién. Los diagramas
de superficie que muestran la evolucién de la probabilidad para el oscilador de Duffing
con € = 0.05 y ¢ = 0.8 se presentan en la Figura 3. Se puede observar que, cuando s6lo
ha pasado un perfodo natural, la fiabilidad del oscilador es cero en una gran parte
del plano de fase de condiciones iniciales. La probabilidad de supervivencia y la funcioén
de densidad se dan en forma gréfica para el caso de condiciones iniciales cero. En el
caso del oscilador de Duffing, las soluciones para coeficientes de amortiguamiento
de £ =001 y ¢ =0.08 y pardmetros no-lineales € = 0.00 (oscilador lineal), e = 0.05
y € =0.20 se muestran en las Figuras 4-7. En las mismas figuras se muestran las solucio-
nes para el oscilador de Van der Pol para coeficientes de amortiguamiento de {= 0.01
y ¢ =0.08 y pardmetros no-ineales € =0.20,e =2.0y € =5.0.

Las soluciones por elementos finitos exhiben el comportamiento oscilatorio espe-
rado® en las funciones de densidad de probalididad a una frecuencia de dos por ciclo,
mientras la mayoria de las soluciones aproximadas obtenidas hasta ahora eliminan
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esta caracteristica de la solucién al considerar términos medios. Como se dedujo del

estudio de los momentos estadisticos, la probabilidad de supervivencia aumenta cuando
el pardmetro no-lineal € aumenta.

Fig. 3.— Diagramas de superficie mostrando la evolumén de la probabilidad de supervivencia del
oscilador para el sistema D108005.
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Para poder comparar estos resultados con simulaciones de Monte-Carlo, las represen-
taciones gréficas de la probabilidad de supervivencia y la funcién de densidad de proba-
bilidad se presentan en unidades dimensionales haciendo w = 1.0. M4s atn, para cada
clase de oscilador estudiada, los primeros dos momentos ordinarios de tiempo de
la primera excursiéon se calculan utilizando la solucién transitoria para condiciones
iniciales de reposo. Estos momentos se presentan en las Tablas 3 y 4 junto con el
porcentaje de desviacion de la solucién convergida de la ecuacion de Pontriagin-Vitt
que presentamos en la seccion previa. Esta comparaciéon nos permite comprobar
la convergencia de la solucidn transitoria. Los momentos se calculan por

T(l)(0,0) E? Ti+1/2 [F(TIIO)O) - F(Ti'i'l IO,O)] (39)
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T®(0,0) = Z (Tia1/2)? [F(7:10,0) — F(7541 10,0)]. (40)

También se ha tabulado la probabilidad de fallo en el Gltimo intervalo de tiempo.
Esto nos da una indicacién del potencial para reducir el error si quisiéramos extender
el andlisis o refinar la malla y el intervalo de tiempo.

Sistema TD©00) T(0,0) P(1,100)
(%Desviacién) ( %Desviacion) '

D101000 62204 E+01 58791 E+02 0.99987
(-1.06) (-396)

D108000 .13261 E+01 27830 E+01 0.99949
(+0.05) (-0.81)

D101005 63566 E+01 61309 E+02 099748
(-133) (—4.63)

D108005 13550 E+01 29329 E+01 099997
(+031) (+049)

D101020 67718 E+01 69429 E+02 099598
(-2.04) (—666)

D108020 14327 E+01 32896 E+01 0.99994
(+029) (+0.30)

Primer y segundo momentos ordinarios para el tiempo para la primera excursién calculados de la
funcién de densidad de probabilidad y desviaciones de las soluciones directas de la ecuacién de Pon-
triagin-Vitt (unidades de tiempo no-dimensionales) Oscilador de Duffing.

Tabla 3

Sistema T@(00) T2(0,0) P(7,100)
{ % Desviacion) (% Desviacién)

V101020 45582 E+01 29834 E+02 0.99994
(+0.13) (+026)

V108020 81735 E+00 95495 E+00 1.00000
(+054) (+084)

V101200 47378 E+01 132449 E+02 099989
(=221 (~045)

V108200 88058 E-+00 11267 E+01 1.00000
(-0.09) (-0.15)

V101500 50681 E+10 37621 E+02 0.99975
(-0.15) (~0.78)

V108500 10235 E+01 15650 E+01 1.00000
(-0.15) (-0.29)

Primer y segundo momentos ordinarios del tiempo para la primera excursién calculados de la funcién |
de densidad de probabilidad y desviaciones de la solucién directa de la ecuacién de Pontriagin-Vitt
(unidades de tiempo no-dimensionales) Oscilador de Van der Pol.

Tabla 4
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VERIFICACION DE LOS RESULTADOS

Para demostrar la exactitud y la eficiencia computacional del método de elementos
finitos, se han utilizado simulaciones de Monte Carlo extensivas para los dos osciladores
cldsicos mencionados previamente. Un ruido blanco de Gauss se aproximé por medio
de impulsos rectangulares’ en que el 4rea de cada impulso es una desviacion de Gauss'*
con un ancho de un 0.025-avo de un perfodo natural. Para cada oscilador no-lineal
considerado, la ecuaciéon de movimiento se escribié en la forma de una ecuacién dife-
rencial vectorial de primer orden de modo que se pudiera usar un método de Runge-
Kutta de cuarto orden para la integracidon en el tiempo. Esto limit6 la acumulacién
de error en la simulacidon al aumentar el ancho de banda y el tiempo para que se pro-
duzca el fallo del sistema. Se simularon 10.000 registros para obtener una buena aproxi-
macion para la funcién de densidad. Sin perder generalidad se supuso que w =1.0
yo=1.0.

Las probabilidades de supervivencia y la funcién de densidad de probabilidad para
la primera excursién obtenidas por medio del método de elementos finitos se comparan
con simulaciones para sistemas representativos en las Figuras 8-9. Como se ve, la simu-
lacién de Monte Carlo no se puede distinguir de los resultados por elementos finitos
para la mayor parte de la escala de tiempo.

Ademas, resultados de la referencia®® para el oscilador de Van der Pol se han repro-
ducido en las Figuras 10-11 con los resultados por elementos finitos superimpuestos
para comparacion. Una vez mds los resultados obtenidos por elementos finitos mues-
tran una correlacion excelente con la simulacién de doble barrera. Solamente 1.000
registros se usaron, sin embargo, para generar las curvas de la simulacién en la referen-
cial®. Cuando se aumenta el tamafio de la muestra, la discrepancia entre la solucién
por elementos finitos y la simulacién decrece rdpidamente. Todos los cdlculos fueron
realizados en un computador IBM 4341 operado por la Oficina de Servicios Compu-
tacionales en la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign (USA). Una malla unifor-
me de elementos finitos de 50 x 100 elementos se utilizé para calcular las probabili-
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Fig. 8.— Probabilidad de supervivencia versus Fig. 9.— Probabilidad de supervivencia versus
tiempo; comparacion de resultados del tiempo; comparacion de resultados del méto-
método de elementos finitos con simulacio- do de elementos finitos con simulaciones

nes para los sistemas D101020 y V101200. para los sistemas D108020 y V108200.
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vivencia versus tiempo; comparaciéon de vivencia versus tiempo; comparacién de
resultados del método de elementos finitos resultados del método de elementos finitos
con simulacion y el método aproximado de con simulacién y el método aproximado de
la referencia 18 para los sistemsa V201010 la referencia 18 para los sistemas V201050
y V301010. y V301050,

dades de supervivencia de la primera excursién presentadas aqui. Esta malla contiene
5151 nodos, con un grado de libertad por nodo, requiriendo un esfuerzo computacio-
nal relativamente grande. Sin embargo, con relacién a esto los siguientes comentarios
son obligatorios:

(i) Las condiciones de contorno, que suman 200 grados de libertad deben substraerse.

(ii) Existe una simetrfa con respecto al origen que permite la solucion del problema
usando s6lo la mitad de la malla. Por lo tanto, se requirieron 2476 grados de liber-
tad para la solucion del problema en cada intervalo de tiempo.

(iii) La “matriz de rigidez” es una matriz en banda, con una banda de 105.

(iv) La “matriz de rigidez” s6lo se construye y factoriza cuando se cambia el intervalo
de tiempo; cada paso sucesivo en el tiempo s6lo requiere calcular un nuevo segun-
do miembro usando la solucién previa al tiempo t - At y posteriormente dos subs-
tituciones en la matriz factorizada. El intervalo de tiempo se aument6 entre tres

y seis veces durante las soluciones, dando asi un algoritmo sumamente efectivo
en coste.

Se realiz6 una comparacion entre el tiempo requerido por el IBM-4341 para ejecutar
la simulacién de Monte-Carlo y el andlisis por elementos finitos. El andlisis por elemen-
tos finitos incluyé el plano de fase de condiciones iniciales completo mientras que
la simulacién de Monte Carlo proporciona la probabilidad de la primera excursion para
un s6lo punto. Para el estudio del sistema de Van der Pol, el intervalo de tiempo
se aumento seis veces y se requirieron 2850 segundos de CPU para calcular la probabi-
lidad de supervivencia en el plano de fase completo. Por otro lado, una simulacién
de Monte Carlo para un s6lo conjunto de condiciones iniciales para el mismo oscilador
requirié 15350 segundos de CPU para obtener 10,000 registros para bandas de impulso
de 0.025 segundos. Para aprovechar la informacién contenida en una solucién por
elementos finitos se requeririan muchos de estos andlisis. Aqui podemos invocar
el teorema del limite central para determinar el intervalo de fiabilidad para el tiempo
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medio para la falla del sistema usando la simulacién. Si calculamos 1000 muestras,
el intervalo de fiabilidad del 95% es £.062 desviaciones standard del tiempo para
la primera excursiéon. Para 10000 muestras, el intervalo de fiabilidad es £.020 desvia-
ciones standard del tiempo para la primera excursién. Por lo tanto, dependiendo
de la exactitud requerida, el nimero de casos se puede reducir para hacer la simulacién
de Monte Carlo mds econémica. .

Finalmente, dos momentos estadisticos para el oscilador de Van der Pol se pueden
generar en un IBM-4341 en 98 segundos de CPU. Se puede utilizar entonces una distri-
bucién de entropfa mdxima® para aproximar las probabilidades de supervivencia del
sistema a un costo extra minimo.

CONCLUSIONES

El problema de la primera excursion para osciladores no-lineales simples sometidos
a excitaciones de Gauss puras, cuando las fronteras de fallo del sistema se definen
en forma simétrica, se ha resuelto mediante un método de elementos finitos de Petrov-
Galerkin. Se han obtenido soluciones para los osciladores de Duffing y Van der Pol
para momentos del tiempo de la primera excursién y la probabilidad de supervivencia
sobre un rango amplio de amortiguacién del sistema, ancho de la region de seguridad,
y pardmetros no lineales. Dada la ausencia de soluciones analiticas, estos resultados
son los mds exactos a nuestro alcance hoy en dia.

Debemos recordar que las soluciones obtenidas de esta manera cubren el dominio
de seguridad completo. Por lo tanto, el comportamiento de la primera excursién
se conoce para todas las combinaciones de desplazamiento y velocidad iniciales.
Mientras lo primero es de interés para ciertas estructuras bajo el efecto simultdneo
de cargas estdticas y cargas dindmicas aleatorias, lo segundo se relaciona con el proble-
ma mds critico de estructuras excitadas simultdneamente por excitaciones aleatorias
impulsivas y de banda ancha.

Las soluciones se han comparado con simulaciones de Monte Carlo y se ha demos-
trado que son casi exactas, ¢ incluso exhiben el comportamiento oscilatorio esperado®
en la funcion de densidad de probabilidad a una frecuencia de dos por ciclo. Esto
se ha obtenido sin ninguna restriccion de que la respuesta del sistema sea de banda
estrecha, sobre el ancho de la regién, o el grado de no-linealidad. Se ha demostrado
que el procedimiento de solucién es una herramienta econdémica para este tipo de
andlisis.

Quizds la mayor ventaja del método sea su versatilidad. El algoritmo se puede modi-
ficar fdcilmente para incluir una coleccion de otros osciladores no-lineales3#, etc.,
as{ como combinaciones de efectos no-lineales. Igualmente, pueden considerarse
de inmediato contornos asimétricos de la region de fallo del sistema, asi como contor-
nos que varien con el tiempo.
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