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PRIMERA EXCURSION DE ALGUNOS OSCILADORES 
NO-LINEALES SIMPLES 

B. F. SPENCER, Jr.* 
L. A. BERGMAN** 
J. c. HEINRICP 

I RESUMEN 

Se utiliza un mdtodo de elementos finitos de PetrovGalerkin para determinar la probabilidad 
de failo y los momentos de tiempo ordinarios en problemas de primera excursión de osciladores 
simples de un grado de libertad. No se establecen restricciones en la estrecha banda de la respuesta, 
amplitud del campo o magnitud de la no linealidad. La versatilidad del método se ilustra con ejemplos 
clásicos de osciladores de VanderPol y Duffuig para varias anchuras de la región de seguridad, no 
linealidades y coeficientes de amortiguamiento. La exactitud y eficiancia computacional de la solu- 
ción se demuestra por comparación de los resultados de elementos finitos con simulaciones de Monte 
Carlo. 

SUMMARY 

A robust PetrovGalerkin finite element method is used to determine the survival probability and 
ordinary moments of time to  first passage for simple singledegreeaf-freedom nonlinear osallators. 
No assumptions are made about the narrow bandedness of the response, width of bounds, or magni- 
tude of the nonlinearity. The versatility of the method is illustrated for the classical cases of 
VanderPol and Duffing oscillators for various bound widths, nonlinearities and damping ratios. 
The accuracy and computational efficiency of the solution is then demonstrated by comparison 
of the finite element results with extensive Monte Carlo sirnulation. 

INTRODUCCION 

Un problema importante en el estudio de sistemas dinámicos es el de determinar 
la probabilidad de que un sistema, cuando se lo somete a una excitación aleatoria, 
no fallará durante un período determinado. Cuando el fallo ocurre la primera vez 
que el sistema responde con una excursión que cae fuera de una región de seguridad 
prescrita, el proceso de fallo se conoce por el nombre de problema de la primera 
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excursión (first passage problem). En los últimos años esta clase de problemas han sido 
objeto de considerable interés debido. a su aplicación al problema más general de 
la fiabilidad de sistemas. Investigaciones previas enfocadas a la solución del problema 
de la primera excursión, en particular en su aplicación a estructuras simples de interés 
en ingeniería, han involucrado a una gran cantidad de investigadores y metodologías. 
Estos esfuerzos, sin embargo, no han logrado obtener una solución exacta del problema 
de la primera excursión, ni siquiera para el problema del oscilador lineal con un sólo 
grado de libertad. Como consecuencia, con los años han ido apareciendo una gran 
cantidad de teorías de aproximación, con la mayor parte del trabajo basado en el 
oscilador lineal. En la práctica, todas las estructuras exhiben un cierto grado de 
no-linealidad; sin embargo el problema de la primera excursión' para sistemas no-lineales 
sólo ha sido investigado por un número limitado de autores. Estas aproximaciones 
a la soluciim del problema de la primera excursión para sistemas no-lineales incluyen: 
simulaciones digitales del proceso de r e s p u e ~ t a ~ * ~ ~  ; un modelo discreto análogo del 
método continuo de Fokker-Planck o modelo de trayectoria aleatorialg ; el modelo 
de la envolvente de la respuesta (response envelope) por un proceso de Markov13*15*17f8 
e investigaciones experimentales16. 

En este trabajo, presentamos detalles de la solución del problema de la primera 
excursión para osciladores no-lineales sin memoria obtenidos por un método de ele- 
mentos finitos mediante una formulación de Petrov-Galerkin, Examinamos dos oscila- 
dores no-lineales bien conocidos, y la exactitud de la solución se demuestra mediante 
comparaciones con simulaciones extensivas por medio del método de Monte Carlo. 
Aún cuando el método de trayectorias aleatorias presentado en la referencia1' produce 
resyltados razonables en el caso del oscilador no lineal, las extensiones al caso no-lineal 
parecen erróneas, y por lo tanto omitimos comparaciones directas. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Considerernos el oscilador no-lineal de un grado de libertad que se muestra en la 
Figura 1 cuya respuesta está gobernada por la ecuación diferencial estocástica 

donde X(t) es un proceso de desplazamiento relativo.?leatorio, H(.,.) es un operador 
que representa la fuerza restauradora del oscilador, y N(t) es un ruido blanco de Gauss 
(Gaussian white noise) que representa una aceleración de la base. La media y la cova- 
rianza del proceso de excitación ~ ( t )  están dadas por 

donde S, es la magnitud de la densidad espectral bilateral constante, y 6(.) es la fun- 
ción delta de Dirac. 

Está bien establecidos que la respuesta dada por X(t) = [X(t), x(t)lT es un proceso 
vectorial de Markov si la correlación en el tiempo de la excitación es mucho menor 
que la escala de tiempo característica del oscilador. Por lo tanto, toda la teoría que 
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Fig. 1.- Oscilador de un sólo grado de libertad con fuerza restauradora no-lineal sometido a una 
aceleración en forma de ruido blanco de Gauss estacionario en la base; x(t) = q(t) - N(t). 

acompaña esta clase de problemas se hace utilizable, y se puede derivar un problema 
de valor inicial de contorno bien formulado que describe el comportamiento de 
la primera excursión del s i ~ t e m a ~ . ~ ' .  

Para reducir el número de parámetros, normalizamos las variables independientes 
usando las estadísticas estacionarias de los sistemas lineales asociados. Por lo tanto 
hacemos 

x = x0/u (6 ;  

donde u2 es la varianza de la respuesta del desplazamiento estacionario para el sistema 
lineal asociado; esto es, cuando H(X,X) = 22 un x + u: X. El problema de valor inicial 
de contorno toma la forma 

donde 

F = F(T Ix,y) función de distribución de la probabilidad de supervivencia (1 1) 

Aquí 
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y el dominio de seguridad 52 dado en las ecuaciones (1 2a-c) se muestra en la Figura 2. 
La función densidad de probabilidad del tiempo de la primera excursión está dada por 

g(7 Jx?Y) = - 
aF(7 Ix>Y) 

a7 
, (15) 

Y 

---- 
yc- 8 - CONTORNO ARTIFICIAL 

NECESARIO PARA LA DISCRETIZACION 

Fig . 2  .- Dominio de seguridad ay. 

y la función de distribución acumulativa del tiempo para la primera excursión, o la 
probabilidad de fallo, está dada por el complemento de F(r  Ix ,~) ,  

P(T I x , ~ )  = 1 - F(T Ix,y). (1 6 )  

Finalmente, los momentos ordinarios de tiempo para la primera excursión están dados 
Por 

T(") (x,y) = rn g(r I x , ~ )  d r .  1- (1 7) 

Integrando las ecuaciones (10) y (1 2) con respecto al tiempo conduce a la ecuación 
generalizada de Pontriagin-Vitt que describe directamente el comportamiento estadís- 
tico de los momentos del proceso de la primera excursión. Este problema está dado 
por2 

a 2  T'"' aT(n) aT(") -n 
2 t  - - + y - - G(x,y) - - - Ten-') 

ay2 a x ay 2~ 
(1 8) 

T(") T(")(x,y) =momento ordinario n-avo de tiempo para 
la primera excursión (1 9) 

T(O)(x,y) = 1 (20) 
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donde el dominio de seguridad se muestra en la Figura 2. 
Como se estableció anteriormente, soluciones exactas para los momentos estadís- 

ticos de tiempo para la primera excursión utilizando las ecuaciones (18-21), y para 
el problema de la primera excursión dado por las ecuaciones (10-1 3), no se han encon- 
trado aún, Demostraremos que el método de elementos finitos con la formulación 
de Petrov-Galerkin presentado aquí produce soluciones para ambos problemas con 
la exactitud que se desee, dada una malla suficientemente densa. 

SOLUCION POR UN METODO PETROVGALERKIN DE ELEMENTOS FINITOS 

Para facilitar la discretización, debemos introducir contornos a más y menos un 
valor de Y suficientemente grande en la dirección de las velocidades iniciales como 
se muestra en la Figura 2. El valor de Y se escoje de modo que no afecte la solución 
en el interior, y denotaremos la región por a y .  Seguidamente implementamos un 
método de elementos finitos de Petrov-Galerkin, Las ecuaciones se formulan en forma 
débil y se discretizan utilizando funciones de forma lineales dadas en coordenadas 
isoparamétricas (-1 < t,q < 1 ) por 

y funciones de peso biquadráticas dadas por 

3a 30 
W3 (E,il) = N3 (E,d i1 +? (1 - E)] [ l  +y (1 - q)] 
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donde 

Y 2 0 = coth- - - 
2 Y 

y Ay es el tamaño de un elemento en la dirección y en las coordenadas globales. Los 
parámetros a! y 0 son los parámetros de orientación con el flujo (upwind parameters) 
y'se han definido en la referencia1' y en el contexto de este problema en la referencia2. 

La discretización de la ecuación de Pontriagin-Vitt toma la forma 

donde 

awi aiv a ~ j  a ~ j  + Wi [y - - G(x,y) -1) dxdy 
ax a Y (28) 

Ne N 

Nótese que la suma es sobre los N, elementos de la malla. Este es un sistema lineal 
de ecuaciones de diferencias, que resuelto en forma recursiva, proporciona los n 
momentos ordinarios del tiempo para la primera excursión, 

La discretización del problema con dependencia de tiempo conduce al sistema 

I donde la' 'matriz de rigidez" está dada como antes. La, 'hatriz de masa" está dada por 

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se discretiza ahora en el tiempo 
usando el método de Crank - Nicholson, y resulta en 

En la referencia2 se presenta una discusión de este método y su aplicabilidad al 
problema de la primera excursión. 
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MOMENTOS DE TIEMPO DE LA PRIMERA EXCURSION PARA 
LOS OSCILADORES DE DUFFING Y VAN DER POL 

Para demostrar la utilidad del método, se realizaron estudios paramétricos para 
los casos clásicos de los osciladores de Duffing y Van der Pol. Consideremos el caso 
del oscilador de Duffing dado por 

y el del oscilador de Van der Rol dado por 

donde u2 es la varianza de la respuesta estacionaria del desplazamiento del oscilador 
lineal asociado sujeto a un ruido blanco de Gauss. El operador no lineal H(-,.) es para 
cada sistema 

E ( 25 un x + u; X (1 x 2 )  oscilador de Duffing 
u 

H(X(t), = 
E (35) 

25 un x (T X2 - 1 ) + X oscilador de Van der Po1 
u 

y el operador nodimensional G(.,.) en términos de los parámetros iniciales, se hace 

2< y + x (1 + E x2) oscilador de Duffing 
G(x,y) = (36) 

25 y (E x2 - 1 ) + x oscilador de Van der Po1 

El sistema lineal de ecuaciones de diferencias dado por la ecuación (27) se resolvió 
en forma recursiva para los dos primeros momentos del tiempo de la primera excursión. 
Los coeficientes de amortiguamiento crítico de = 0.01 y 5 = 0.08 y parámetros 
no lineales E = 0.0 (oscilador lineal), E = 0.05 y E = 0.20 se examinaron para ambos 
osciladores con barreras simétricas en +Bu. Además se estudiaron los casos E = 2.0 
y E = 5 .O para la barrera simétrica en IBu para el caso del oscilador de Van der Pol. 
Se observó que, como se esperaba, las condiciones iniciales distintas de cero reducen 
la vida de la estructura. Ambos osciladores se muestran más sensibles a una velocidad 
inicial distinta de cero que a un desplazamiento inicial distinto de cero. El oscilador 
de Duffing exhibió poca degradación en su vida útil, incluso para desplazamientos 
iniciales moderados. Sin embargo, el oscilador de Van der Po1 es inestable cerca del 
origen para todo valor de e, y por lo tanto el tiempo medio de fallo del oscilador 
de Van der Po1 es mucho menor que aquel de un osciiador de Duffing comparable. 
Por ejemplo, el tiempo medio de fallo para el osciiador de Duffing con bordes 
a 30, 1 de amortiguación y coeficiente no-lineal de 0.05 fue de 7 1 1.47 períodos 
naturales mientras que el tiempo medio para el oscilador de Van der Po1 correspondien- 
te fue 17.8 12 períodos naturales. Finalmente, cuando aumentamos el parámetro 
no-lineal E, los momentos del tiempo de fallo también aumentan para ambos oscila- 
dores. Una representación gráfica de la solución para cada uno de los osciladores 
estudiados aquí se encuentra en la referencia3. Las Tablas 1 y 2 resumen los dos 
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primeros momentos ordinarios del tiempo de la primera excursión de cada sistema 
correspondientes a condiciones iniciales en reposo, aunque la solución se obtiene para 
el plano de fase completo. Estas tablas también proveen estimaciones de la varianza 
y el coeficierite para el que se excede un límite preestablecido (upcrossing rate) calcula- 
dos por 

Var (0,O) = T(2)(0,0) - [T(')(0,0)I2, (37) 

Los momentos ordinarios se presentan en unidades nodimensionales de periodos 
naturales del sistema lineal asociado como en la ecuación (8). 

PROBABILIDAD DE SUPERVIVENCIA PARA LOS OSCILADORES 
DE VAN DER POL Y DUFFING 

Investigamos nuevamente la solución al problema de la primera excursión para 
los osciladores de Duffing y Van der Pol. Resolvimos la ecuación (30) en el tiempo 
por medio del algoritmo de integración de Crank-Nicolson para encontrar la probabili- 
dad de supervivencia y la función de densidad de probabilidad del tiempo para la 
primera excursión. Todos los resultados fueron obtenidos con una malla de 5 15 1 
nodos. Para determinar el efecto del parámetro no-lineal e en la probabilidad de super- 

Sistema 

DlOlOOO 
D201000 
D301000 
ID108000 
D208000 
D308000 
D101005 
D201005 
B301005 
13108005 
D208005 
D308005 
D101020 
D201020 
DI08020 
D208020 
11308020 

Primer y segundo momentos ordinarios y segundo momento central de tiempo para la primera excur- 
sión y cociente de cruce (upcrossing rate) para condiciones iniciales de reposo (unidades de tiempo 
riodimensionales). 

Notación: D 3 08 002 

Duffing B=3 l 4 . 0 8  &.O2 

Tabla 1 
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Sistema T' 2'(o p) 
j9552 EM2 
29757 EM2 
32595 E+02 
37915 EM2 
93435 EMO 
94698 EMO 
.11284 EM1 
.15695 EM1 
.18101 E+03 
.19242 E+03 
.38635 E+01 
.42183 ES01 
3971 1 E+03 
.48753 E+03 
.74607 E+01 
95448 EM1 
.6212 1 E+03 
96984 E+03 
.11185 E+02 
.19695 ES02 
.85242 E+03 
.27041 ES04 
.15174 E+02 
.74896 E+02 

VAR(0 ,O) 

S9567 E+01 
90327 E+01 
,10055 E+02 
.12153 EM2 
S8153 EMO 
.28608 E+OO 
,35153 E+OO 
.5 1888 ESO0 
.46125 E M 2  
.49809 E+02 
9 1  129 EMO 
,10174 E+01 
.79843 ES02 
.lo380 E+03 
,13697 E+01 
.18747 E+01 
.98630 ES02 
.17426 E+03 
,16282 E+01 
.33879 E+01 
.lo986 E M 3  
52825 E M 3  
.17989 ES01 
.17373 E+02 

vB (0 ,O) 

.l 1 165 E+OO 

.lo071 E+OO 

.99450 E-01 

.82282 E 4 1  

.35520 E+01 

.34956 E+01 
28447 E+01 
.19272 E+01 
.2 1680 E-01 
.20077 E-01 
.lo973 E+01 
.98288 EMO 
.12525 E-01 
96338 E 4 2  
.73010 E+OO 
.53343 E+OO 
.lo139 E 4 1  
.57385 E-02 
,61416 E+OO 
.295 16 E+OO 
9 1027 E-02 
.18930 E-02 
.55590 E+OO 
.57561 E-01 

Primer y segundo momentos ordinarios y segundo momento central de tiempo para la primera excur- 
sión y cociente de cruce (upcrossing rate) para condiciones iniciales de reposo (unidades de tiempo 
no-dimensionales). 

Notación: V 3 08 050 

VanderPol B=3 54.08 e 4 5 0  

Tabla 2 

vivencia, se investigó solamente el problema con una barrera simétrica con B = 1.0. 
Aún cuando la solución proporciona la probabilidad de supervivencia y la función 
de densidad sobre el plano de fase zompleto de condiciones iniciales, debido a limita- 
ciones de espacio sólo se da aqi un ejemplo gráfico de la solución. Los diagramas 
de superficie que muestran la evolución de la probabilidad para el oscilador de Duffing 
con e = 0.05 y 5 = 0.8 se presentan en la Figura 3. Se puede observar que, cuando sólo 
ha pasado un período natural, la fiabilidad del oscilador es cero en una gran parte 
del plano de fase de condiciones iniciales. La probabilidad de supervivencia y la función 
de densidad se dan en forma gráfica para el caso de condiciones iniciales cero. En el 
caso del oscilador de Duffing, las soluciones para coeficientes de amortiguamiento 
de 5 = 0.01 y 5 = 0.08 y parámetros no-lineales e = 0.00 (oscilador lineal), e = 0.05 
y e = 0.20 se muestran en las Figuras 4-7. En las mismas figuras se muestran las solucio- 
nes para el oscilador de Van der Po1 para coeficientes de amortiguamiento de {,= 0.01 
y 5 = 0.08 y parámetros no-lineales e = 0.20, e = 2.0 y e = 5 .O. 

Las soluciones por elementos finitos exhiben el comportamiento oscilatorio espe- 
rado6 en las funciones de densidad de probalididad a una frecuencia de dos por ciclo, 
mientras la mayoría de las soluciones aproximadas obtenidas hasta ahora eliminan 
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esta característica de la solución al copsiderar términos medios. Como se dedujo del 
estudio de los momentos estadísticos, la probabilidad de supervivencia aumenta cuando 
el parámetro no-lineal E aumenta. 

Fig. 3.- Diagrmas de superficie mostrando la evolución de la probabilidad de supervivencia del 
oscilador para el sistema D108005. 
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. 
0.4 0.8 

TIEMPO ESCALADI TIEMPO ESCALADO. It 

Fig. 4.- Probabilidad de supervivencia versus Fig. 5.- Densidad de probabilidad para la pri- 
tiempo;B = 1.0, {=0.01. mera excursión versus tiempo; B = 1.0, 

{=O.Ol. 

Fig. 6.- Probabilidad .de supervivencia versus Fig. 7.- Probabilidad de la primera excursión 
tiempo; B = 1.0,5=0.08. versus tiempo; B = 1 .O, {= 0.01. 

Para poder comparar estos resultados con simulaciones de MonteCarlo, las represen- 
taciones gráficas de la probabilidad de supervivencia y la función de densidad de proba- 
bilidad se presentan en unidades dimensionales haciendo o = 1 .O. Más aún, para cada 
clase de oscilador estudiada, los primeros dos momentos ordinarios de tiempo de 
la primera excursión se calculan utilizando la solución transitoria para condiciones 
iniciales de reposo. Estos momentos se presentan en las Tablas 3 y 4 junto con el 
porcentaje de desviación de la solución convergida de la ecuación de Pontriagin-Vitt 
que presentamos en la sección previa. Esta comparación nos permite comprobar 
la convergencia de la solución transitoria. Los momentos se calculan por 
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T(2)(0,0) ' ( T ~ + ~ / ~ ) ~  [F( r i  10,o) - F ( T ~ + ~  10,0)]. 
i 

(40) 

También se ha tabulado la probabilidad de fallo en el último intervalo de tiempo. 
Esto nos da una indicación del potencial para reducir el error si quisiéramos extender 
el análisis o refinar la malla y el intervalo de tiempo, 

Sistema T'~'(o,o) ~ ' ~ ' ( 0  ,O) P(7,b ,O) 
(%Desviación) ( %Desviación) 

DlOlOOO .62204 E+01 58791 E+02 0.99987 
(- 1 -06) (-3 96) 

D 108000 .13261 E+01 .27830 E+01 O 99949 
(+0,05) (-0.81) 

D101005 .635 66 E+01 .61309 E+02 O 99748 
(-1 33) ( 4 . 6  3) 

D108005 .13550 E+01 .29329 E+01 O .99997 
(+O 3 1) (+O .49) 

D101020 -67718 E+01 .69429 E+02 O 99598 
(-2.04) (-6.6 6) 

D108020 .14327 E+01 .32896 ES01 O .99994 
(+O 29) (+O .30) 

Primer y segundo momentos ordinarios para el tiempo para la primera excursión calculados ¿ie la 
función de densidad de probabilidad y desviaciones de las soluciones directas de la ecuación de Pon- 
triagin-Vitt (unidades de tiempo no-dimensionales) Oscilador de Duffmg. 

Tabla 3 

Sistema ~" ' (0  ,O) ~ ( ~ ' ( 0  ,O) P(rn 10 ,o) 
( %Desviación) (%Desviación) 

V101020 .45582 E+01 .29834 E+02 0.99994 
(+O .13) (+O 26) 

V108020 -81735 ESO0 .95495 ESO0 1.00000 
(+O 5 4) (+O 8 4) 

V101200 .47378 E+01 .32449 E+02 O 99989 
(-2 2 1) (-O -45) 

V108200 -88058 E+OO ,11267 E+01 1.00000 
(-0.09) (-0.1 5) 

V101500 S0681 E+lO .37621 E+02 O 99975 
(-0.1 5) (-0.78) 

V108500 .lo235 E+01 .15650 ES01 1.00000 
(-0.1 5) (-0 -29) 

Primer y segundo momentos ordinarios del tiempo para la primera excursión calculados de la función 
de densidad de probabilidad y desviaciones de la solución directa de la ecuación de Pontriagin-Vitt 
(unidades de tiempo no-dímensionales) Oscilador de Van der Pol. 

Tabla 4 



VEWIFICACIBN DE LOS RESULTADOS 

Para demostrar la exactitud y la eficiencia computacional del método de elementos 
finitos, se han iitilizado simulaciones de Monte Carlo extensivas para los dos osciladores 
clásicos mencionados previamente. Un ruido blanco de Gauss se aproximó por medio 
de impulsos rectangulares7 en que el área de cada impulso es una desviación de Gaussl1 
con un ancho de un 0.025-avo de un período natural. Para cada oscilador no-lineal 
considerado, la ecuación de movimiento se escribió en la forma de una ecuación dife- 
rencial vectorial de primer orden de modo que se pudiera usar un método de Runge- 
Kutta de cuarto orden para la integración en el tiempo. Esto limitó la acumulación 
de error en la simulación al aumentar el ancho de banda y el tiempo para que se pro- 
duzca el fallo del sistema. Se simularon 10.000 registros para obtener una buena aproxi- 
mación para la función de densidad, Sin perder generalidad se supuso que w = 1.0 
yo -1 .0 .  

Las probabilidades de supervivencia y la función de densidad de probabilidad para 
la primera excursión obtenidas por medio del método de elementos finitos se comparan 
con simulaciones para sistemas representativos en las Figuras 8-9. Como se ve, la simu- 
lación de Monte Carlo no se puede distinguir de los resultados por elementos finitos 
para la mayor parte de la escala de tiempo. 

Además, resultados de la referencia1' para el oscilador de Van der Po1 se han repro- 
ducido en las Figuras 10-1 1 con los resultados por elementos finitos superimpuestos 
para comparación. IJna vez más los resultados obtenidos por elementos finitos mues- 
tran una correlación excelente con la simulación de doble barrera. Solamente 1.000 
registros se usaron, sin embargo, para generar las curvas de la simulación en la referen- 
cia''. Cuando se aumenta el tamaño de la muestra, la discrepancia entre la solución 
por elementos finitos y la simulación decrece rápidamente. Todos los cálculos fueron 
realizados en un computador IBM 4341 operado por la Oficina de Servicios Compu- 
tacionales en la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign (USA). Una malla unifor- 
me de elementos finitos de 50 x 100 elementos se utilizó para calcular las probabili- 
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Fig . 8 .- Probabilidad de supervivencia versus Fig . 9 .- Probabilidad de supervivencia versus 
tiempo; comparación de resultados del tiempo ; comparación de resultados del méto- 
método de element~s fmitos con simulacio- do de elementos finitos con simulaciones 
nes para los sistemas DI01 020 y V101200. para los sistemas DI08020 y V108200. 
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vivencia versus tiempo; comparación de vivencia versus tiempo; comparación de 
resultados del metodo de elementos finitos resultados del método de elementos finitos 
con simulación y el mdtodo aproximado de con simulación y el mdtodo aproximado de 
la referencia 18 para los sistemsa V201010 la referencia 18 para los sistemas V201050 
y V301010. y V301050. 

y . .  

dades de supervivencia de la primera excursión presentadas aquí. Esta malla contiene 
5 15 1 nodos, con un grado de libertad por nodo, requiriendo un esfuerzo computacio- 
nal relativamente grande. Sin embargo, con relación a esto los siguientes comentarios 
son obligatorios : 

- SOLUCION ANALITICA IIOTERMINOSI 

~~~~E.~",~f,"~LAR SIMULACION: lMa REGISTROS - F.E.M. 

(i) Las condiciones de contorno, que suman 200 grados de libertad deben substraerse. 
(ii) Existe una simetría con respecto al origen que permite la solución del problema 

usando sólo la mitad de la malla. Por lo tanto, se requirieron 2476 grados de liber- 
tad para la solución del problema en cada intervalo de tiempo. 

(iii) La "matriz de rigidez" es una matriz en banda, con una banda de 105. 
(iv) La "matriz de rigidez" sólo se construye y factoriza cuando se cambia el intervalo 

de tiempo; cada paso sucesivo en el tiempo sólo requiere calcular un nuevo segun- 
do miembro usando la solución previa al tiempo t - At y posteriormente dos subs- 
tituciones en la matriz factorizada. El intervalo de tiempo se aumentó entre tres 
y seis veces durante las soluciones, dando así un algoritmo sumamente efectivo 
en coste. 

Se realizó una comparación entre el tiempo requerido por el IBM-4341 para ejecutar 
la simulación de Monte-Carlo y el análisis por elementos finitos. El análisis por elemen- 
tos finitos incluyó el plano de fase de condiciones iniciales completo mientras que 
la simulación de Monte Carlo proporciona la probabilidad de la primera excursión para 
un sólo punto. Para el estudio del sistema de Van der Pol, el intervalo de tiempo 
se aumentó seis veces y se requirieron 2850 segundos de CPU para calcular la probabi- 
lidad de supervivencia en el plano de fase completo. Por otro lado, una simulación 
de Monte Carlo para un sólo conjunto de condiciones iniciales para el mismo oscilador 
requirió 15350 segundos de CPU para obtener 10,000 registros para bandas de impulso 
de 0.025 segundos. Para aprovechar la información contenida en una solución por 
elementos finitos se requerirían muchos de estos análisis. Aquí podemos invocar 
el teorema del límite central para determinar el intervalo de fiabilidad para el tiempo 
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medio para la falla del sistema usando la simulación. Si calculamos 1000 muestras, 
el intervalo de fiabilidad del 95% es I.062 desviaciones standard del tiempo para 
la primera excursión. Para 10000 muestras, el intervalo de fiabilidad es +.O20 desvia- 
ciones standard del tiempo para la primera excursión. Por lo tanto, dependiendo 
de la exactitud requerida, el número de casos se puede reducir para hacer la simulación 
de Monte Carlo más económica. 

Finalmente, dos momentos estadísticos para el oscilador de Van der Po1 se pueden 
generar en un IBM434 1 en 98 segundos de CPU. Se puede utilizar entonces una distri- 
bución de entropía máxima8 para aproximar las probabilidades de supervivencia del 
sistema a un costo extra mínimo. 

CONCLUSIONES 

El problema de la primera excursión para osciladores no-lineales simples sometidos 
a excitaciones de Gauss puras, cuando las fronteras de fallo del sistema se definen 
en forma simétrica, se ha resuelto mediante un método de elementos finitos de Petrov- 
Galerkin. Se han obtenido soluciones para los osciladores de Duffing y Van der Po1 
para momentos del tiempo de la primera excursión y la probabilidad de supervivencia 
sobre un rango amplio de amortiguación del sistema, ancho de la región de seguridad, 
y parámetros no lineales. Dada la ausencia de soluciones analíticas, estos resultados 
son los más exactos a nuestro alcance hoy en día. 

Debemos recordar que las soluciones obtenidas de esta manera cubren el dominio 
de seguridad completo. Por lo tanto, el comportamiento de la primera excursión 
se conoce para todas las combinaciones de desplazamiento y velocidad iniciales. 
Mientras lo primero es de interés para ciertas estructuras bajo el efecto simultáneo 
de cargas estáticas y cargas dinámicas aleatorias, lo segundo se relaciona con el proble- 
ma más crítico de estructuras excitadas simultáneamente por excitaciones aleatorias 
impulsivas y de banda ancha. 

Las soluciones se han comparado con simulaciones de Monte Carlo y se ha demos- 
trado que son casi exactas, e incluso exhiben el comportamiento oscilatorio esperado6 
en la función de densidad de probabilidad a una frecuencia de dos por ciclo. Esto 
se ha obtenido sin ninguna restricción de que la respuesta del sistema sea de banda 
estrecha, sobre el ancho de la región, o el grado de no-linealidad. Se ha demostrado 
que el procedimiento de solución es una herramienta económica para este tipo de 
análisis. 

Quizás la mayor ventaja del método sea su versatilidad. El algoritmo se puede modi- 
ficar fácilmente para incluir una colección de otros osciladores no- l inea le~~.~ ,  etc., 
así como combinaciones de efectos no-lineales. Igualmente, pueden considerarse 
de inmediato contornos asimétricos de la región de fallo del sistema, así como contar- 
nos que varíen con el tiempo. 
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