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filings, quasicrystals, and 
Hilbert’s Wth problem 
These notes consist of two parts: 
Part I. The text of an Invited Hour Address given to the American 
Mathematical Society, Philadelphia, October 13, 1991, and 
Par-t II. Comments and References. 

Abstract 
ilbert’s 18th problem consisted of three loosely re- 
lated questions: Is the number of groups in En with 
(bounded) fundamental region finite? Does there 

exist a tiling on whose tiles no group acts transitively? What 
are the densest packings of congruent bodies in E3? These 
questions pointed mathematical crystallography in new di- 
rections and have been unreasonably effective: in our time 
quasicrystals pose mathematical problems in precisely the 
areas indicated by Hilbert. Indeed, many of the new prob- 
lems are reformulations of Hilbert’s. Considerable progress 
has been made in the last few years, but a key issue-how 
the parts of the problem are related to one another-is still 
not completely understood. 

Les pavages, les quasi-cristaux 
et le 18e probl&me de Hilbert 
Ces notes sont constituees de deux parties: 
Partie 1. Le texte d’une conference donnee dans le cadre d’une rencontre 
de 1’American Mathematical SocieQ a Philadelphie, le 13 o ctobre 1991, et 
Par-tie II. Commentaires et bibliographie. 

R&urn& 
e 18e probleme de Hilbert est constitue de trois ques- 
tions vaguement liees : Le nombre de groupes a re- 
gion fondamentale (bomee) dans E * est-il fini ? Existe- 

t-i1 un pavage sur les paves duquel aucun groupe n’agisse de 
facon transitive ? Quels sont les juxtapositions Les plus denses 
de corps congruents dans E3 ? Ces questions ont oriente la 
cristallographie mathematique vers de nouvell es directions 
et ont ete excessivement efficaces: de nos jours, les quasi- 
cristaux posent des problemes mathematiques qui se situent 
precisement dans les champs indiques par Hilbert. En effet, 
plusieurs des nouveaux problemes sont des reformulations 
de ceux de Hilbert. On a fait de considerables progres dans 
les demieres annees, mais une question cle - comment les 
parties du probleme sont liees entre elles - n’e st pas encore 
completement comprise. 
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1. Introduction 
Crystals are a meeting ground for many mathematical ideas, 
a place where polytopes, lattices, discrete groups, tilings, and 
sphere packings come together to shed light on the structure 
of real objects. 

Mathematical crystallography is a subject with a long his- 
tory. It also has an interesting future-never more so than 
now. The discovery of quasicrystals has occasioned a reex- 
amination of the foundations of the subject and is broadening 
its perspectives. Other fields of mathematics, in addition to 
those mentioned above, are also being brought into play, and 
the quasicrystal problem provides an interesting perspective 
from which to study their interactions. 

In this talk I will try to sketch an overview of mathemati- 
cal quasicrystallography, as I see it. The subject is still devel- 
oping, so the picture I will attempt to sketch is necessarily 
tentative. Almost everything I will say should be qualified by 
“ifs, ands or buts”, but these qualifications must be relegated 
to the printed version of this talk (i.e., part m. 

The proper place for us to begin-and end-is with 
Hilbert’s 18th problem. In formulating it, Hilbert was influ- 
enced by mathematical problems of nineteenth century crys- 
tallography: the concept of symmetry, the enumeration of 
groups of motions, the tiling of space. 

2. Hilbert’s 18th Problem (abridged) 
Hilbert asked: 

A. Is there in n-dimensional Euclidean space . . . only a 
finite number of essentially different kinds of groups of mo- 
tions with a fundamental region? 

B. Whether polyhedra also exist which do not appear as 
fundamental regions of groups of motions, by means of 
which nevertheless by a suitable juxtaposition of congruent 
copies a complete filling up of all space is possible. 

C. How can one arrange most densely in space an infinite 
number of equal solids of given form . . . that is, how can one 
so fit them together that the ratio of the filled to the unfilled 
space may be as great as possible? 

As the 18th is arguably the least celebrated of the 23 prob- 
lems, a few comments on these questions and their current 
status may be helpful. Question A was prompted by the suc- 
cessful enumeration of the three dimensional crystallographic 

1. Introduction 
Les cristaux constituent un domaine de rencontre pour plu- 
sieurs idees mathematiques, un endroit ou les polytopes, les 
treillis, les groupes discrets, les pavages et les juxtapositions 
de spheres interferent pour jeter de la lumiere sur la struc- 
ture d’objets reels. 

La cristallographie mathematique est un sujet possedant 
une longue histoire. Elle a egalement - et plus que jamais - 
un futur interessant. La decouverte des quasi-cristaux a pro- 
voque un reexamen des fondements du sujet et a elargi ses 
perspectives. D’autres domaines des mathematiques, s’ajou- 
tant a ceux mentionnes plus haut, interviennent egalement 
dans la problematique, et le probleme des quasi-cristaux 
foumit une perspective interessante pour etudier leurs 
interactions. 

Dans cette conference, je tenterai de dresser une vue 
d’ensemble de la quasi-cristallographie mathematique telle 
que je la percois. Le sujet est encore en developpement de 
telle sorte que l’image que j’essaierai de donner est necessai- 
rement provisoire. Presque tout ce que je dirai pourrait etre 
nuance par des (( si )) ou des (( mais )), mais ces reserves doivent 
etre releguees a la version imprimee de cette conference 
(c’est-a-dire, la partie II). 

Pour nous, l’endroit le plus approprie pour debuter - et 
terminer - est le 18e probleme de Hilbert. En le formulant, 
Hilbert etait influence par les problemes mathematiques de 
la cristallographie du dix-neuvieme siecle : le concept de sy- 
metric, l’enumeration des groupes de deplacements, le pa- 
vage de l’espace. 

2. Le 18e probleme de Hilbert (version abkge?e) 
Hilbert demandait : 

A. N’existe-t-il, dans l’espace euclidien a n dimensions, 
qu’un nombre fini d’especes differentes de groupes de depla- 
cements a region fondamentale ? 

B. Existe-t-i1 aussi des polyedres qui ne se presentent pas 
comme regions fondamentales de groupes de deplacements, 
et au moyen desquels cependant on peut, en juxtaposant 
convenablement les exemplaires congruents, arriver a rem- 
plir sans lacunes l’espace tout entier ? 

C. Comment peut-on, avec la plus grande densite possible, 
remplir l’espace au moyen d’un nombre infini de corps de 



Topologie structurale l 20 l Structural Topology l 1993 

groups, a laborious task which had been completed in 1891 tx7 
c 

E.S. Fedorov (a c~rs~lllo~~~~~her) and A. Schoenflies (a rmth- 
ematician). There are 219 isomorphism classes (in El, the 
nurnher is I 7). That the number of isomorphixn classes in E” 
is also finite was shown bv Kieberbach and Frobenius be- 
tween 1910 and 1912. In contemporary language, the groups 
in question are short exact sq~~ences 

O+T+G+P+l 

where T is isonmrphic to Z”, P is isomorphic to a finite sub- 
CILIA of 0( II), and the hon~col~lorpl~isl~~ P + AutT is one- 3 
one. An orbit of? is called a lcrtticx, and an orbit of G is a 
union of a finite nuniber of congruent lattices. C1ystallo- 
yaphers used to call these orbits “regular smtems of points.” 
?‘he groups are some times called the c:l?lstr;~~~~~lzq,lric gmq~s 
because their orbits are abstract models fi>r crvstal structure. 

Question I3 asks whether there exists a tile SLK~ that no 
swiniet~~~ group acts transitivel~~ on aii\r tiling in which it ap- ” i 
pears. It has been solved, or remains unsolved, depending on 
how VOLI interpret it. All that Hilbert really asked fix was a tile i 
that is not a fimdaniental region fix any QJ-o~ip; this can hap- 
pen even within a periodic tiling (a periodic tiling of,!? is one 
that is invariant under 11 linearly independent translations). 

A three dinmxional manple of such ;1 tile ~1s found by 
Rcinhardt in 1928; a two dimensional exmple was h~md by 
Heesch in 1935. Since then more exmples have been found, 
some of them convex. In all cases, the tilings are periodic. 
Consider, for example, Escher’s “Ghosts” (Figurr: 1). 

This collll~lic:atc:d-loc~l~illg tiling 
is really &lst a modification of‘ a 
tiling of the plane by equilateral 
triangles. Each triangle has two 
ghosts on each edye and three 
ghosts in its interior. There is no 
rigid motion that intcrchmges the 
interior ghosts with the edge 
ghosts, so the swinieti~~ group of . 
this tiling does not act transitively 
on it. Moreove1; this tiling is 
unique: there is only this one way 
to fit the ghosts together. Thus 
“Ghosts” is a solution to Question 13. 

A more interesting and challcng- 
ing vximt of question 13 is: is tJ7c7-c 

nxke Cmne assign& d’avance. . . autrement dit , on denxmde 
de r6partir cm corps dam l’espace de f:qon yue le rapport de 

7 
1 

l’espace rempli 2 l’espace vide soit le ~1~1s grand possible. 
Conmze on peut soutenir yue le 18” est le mo ins c@li:brc: 

des 23 probl&nzes, il serait utile de f;C-e ici y~wly LWS co~~~n~en- 

taires sur ces questions et leur statut actuel. La question A a 
et@ suscit@e par le succi:s de l’~nunl~ration des qoupes cris- 
tallogmphiyucs tlidinl<:llsiollllels, une t;iche lahorieusc yui felt 
compl@ t6e en 1891 par E.S. Fedorov ( LUI cristallo~mphe) et 
A. Schocnflics (un ~~latlzi:1~-latic:ie~~). I1 existc 219 classes 
d’isol??orpllisllle (dam EL, le nombrc: est 17). C’e st entre 1910 

et 1912 Yale I%c:bcrbach et Frobenius demontraicmt ~LIC 1~: 

nombre de classes d’ison~orphisme dam E” est &galenxmt 
fini. En cnlplo~wlt le laqaqe contenlporain, les qroupes en 
question sont pi-esyue les s&s emctes 

L 

O+T+G+P+l 

oil T cst isonx~rphc: 5 Z”, P est isomorphe 5 un sous-groupe 

fini de 0( II), et l’l~omon?ol~~l~is~~~e P -+AutT est bijectif. Une L 
orbitc: de Z” est appeli: ~111 trdis, et une orbite the G est 
l’union d’un nombre fini de treillis congruents. Les cristallo- 
yraphes nomrnent ces orbites (( swti:mes regulims de points )b. ‘ 
Lcs groupes sont partbis nonini@s ~-qxs cristn 7ZugqAiqzu:s 
car leurs orbites constituent des mod&z ahstraits de la struc- 
ture cristalline. 

La question I3 demande s’il esistc ~111 p;‘vC yui soit tel 
~L~~LKLIII groupe de s\m&ie n’agisse de fiqon transitive sur 
quely~~e pavaqe yui 1~; contienne. Elle a 6t@ r&~lue, OLI elle 
demeurr: sang r@nse, scion l’inter~)ri:tatio1?“~t~~ti~~ll y~l’on en &it. 
Tout ce quc Hilbert denxmdait en r&lit6 c’<;tait LIII pavC; qui 
ne wit pas la region f?>ndanzentalc d'un quclcorque groups: ; 

cc:l;l peut survenir nl(*:nle L1 l’int6rieur d’un pawge p&iodiyuc: 
(un pavagc pc’iiodiquc de P’ est ~113 pavage yui est invariant 
sous 77 translations lin~airenxnt illd(;P’:lld~llltc:s). 

Reinhardt a trout? cn 1928 ~111 esc:nqd(: tridi nxmsionncl 
d'Lll1 tcl pav’ ; I Ieesch donnait LHI escnq~le bicli n~c:nsionnc:l 
cn 19X. Dcpuis, plusieurs excnlples ont eti: trc-,uv@s, dont 
certains sont convcses. I>;iiis tow les c;is, les p;wC:s sont pe- 
riodiques. Considc)rons, par exniple, les (( Faiit~ inies )) 
d’ Escher ( f@..m 1 ). 

0: pavage ;i l’allurc coniplese n’est en rcialitk qu’une nio- 
dif-ication d’un pavagc: du plan par des triangles <-quilat~raux. 
Cliac~~ir: triaiqle a ck:~~x fantOnics SLII- cli;iq~i~ ;ir-he ct trois 
f:int6nies da& son intCeui-. 11 n’esiste pas de i iiouvenient 
riqide clui interchange les Cmtcimcs inti:ric:urs avec les f&l- 
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No such tile has yet been found, though there are several 
pairs of tiles with this property. The Penrose tiles, which we 
will discuss later on, are the most famous example. 

Question C is very broad. Indeed, as Charles &din has 
pointed out, the densest possible packing of congruent bodies 
is a tiling. Thus Question C can be interpreted as asking 
which shapes tile space. This is also an unsolved problem. 
However, most attention has centered on finding dense pack- 
ings of equal spheres. The sphere-packing problem has re- 
ceived a lot of publicity in the last year or so, ever since the 
announcement of a proof of the long-conjectured result that 
no packing in E3 can be denser than the cannonball packing. 
But in the context of crystals and quasicrystals packings of 
unequal spheres, and packings of polyhedra are also impor- 
tant and interesting. 

3. Clysttals and Quasicrystals 
The original quasicrystals were alloys of magnesium and 
aluminum whose x-ray diffraction patterns showed icosahe- 
dral symmetry. You may remember the furor that erupted in 
1985, just after their discovery. (See Figum 2.) Why were 
scientists plunged into uncertainty? Why did Linus Pauling 
square off against the physicists? 

Solid state scientists were shocked because, according to 
long-established theories of crystal structure, no crystal could 
have five-fold rotational symmetry. The structure theory in 
question is the concept of a crystal as a periodic three dimen- 
sional array of congruent subvisible particles. Johann Kepler 
seems to have been the first to suggest this notion: in 1611 he 
attempted to model the shapes of snowflakes by dense pack- 
ings of spheres. In the early nineteenth century, the particles 
were represented by bricks which could be stacked to build 
crystal polyhedral forms. Later, in a more sophisticated ver- 
sion of this model, the bricks were replaced by points. The 
point sets became the “regular systems of points” whose sym- 
metry groups were studied by Fedorov and Schoenflies. The 
model was able to give a good account of crystal growth, crys- 
tal form, and crystal physics. By the early twentieth century, 
periodicity had become the defining feature of a crystal. 

Periodic@ greatly restricts the possibilities for symmetry. 
The symmetry group of a lattice is a crystallographic group of 
a special kind: it is a semidirect product of T and P P is the 
stabilizer of the origin and the symmetry group of the 
Voronoi: cells of these lattices. Figurre 3 shows that lattices 

tomes des a&es ; ainsi, le groupe de symetrie de ce pavage 
n’agit pas sur lui de faGon transitive. De plus, ce pavage est 
unique : il n’existe que cette faGon d’agencer ensemble les 
fantomes. Ainsi, les (( Fantomes )) constituent une solution a la 
question B. 

Une variante plus interessante et plus stimulante de la 
question B est : miste-t-i1 un pave’ qui ne pave que de f&on non 
ph-iodique? On n’a pas encore decouvert de tels paves, meme 
s’il existe plusieurs paires de paves possedant cette propriete. 
Les paves de Penrose, dont on discutera plus loin, en sont les 
exemples les plus connus. 

La question C est tres large. En effet, comme Charles 
I&din le soulignait, la juxtaposition la plus dense possible de 
corps congruents est un pavage. La question peut done etre 
interpretee comme la recherche des formes qui pavent 
l’espace. C’est egalement un probleme non resolu. ?butefois, 
presque toute l’attention a ete portee sur la recherche de 
juxtapositions denses de spheres egales. Le probleme de la 
juxtaposition de spheres a ete l’objet de beaucoup de publi- 
cite en cette demiere annee, depuis l’annonce d’une demons- 
tration du resultat longuement conjecture a l’effet qu’aucune 
juxtaposition dans E3 ne peut etre plus dense que la juxtapo- 
sition du boulet de canon. Mais dans le contexte des cristaux 
et des quasi-cristaux, les juxtapositions de spheres inegales et 
les juxtapositions de polyedres sont aussi importantes et inte- 
ressantes. 

3. Cristaux et quasi-cristaux 
Les premiers quasi-cristaux furent les alliages de magnesium 
et d’aluminium dont les motifs de diffraction radioscopique 
montrent une symetrie icosaedre. Vous pouvez vous souvenir 
de la fureur qui eclats en 1985, juste apres leur decouverte. 
(Voir figu~ 2.) Pourquoi les scientifiques furent-ils plonges 
dans l’incertitude ? Pourquoi Linus Pauling s’eleva-t-il contre 
les physiciens ? 

Les scientifiques du domaine des solides furent stupefaits 
car, selon des theories etablies depuis longtemps a propos de 
la structure cristalline, aucun cristal ne pouvait posseder une 
symetrie de rotation d’ordre cinq. La theorie de la structure 
en question est basee sur la conception d’un cristal comme 
une matrice tridimensionnelle periodique de particules sub- 
divisibles congruentes. Johann Kepler semble avoir ete le 
premier a suggerer cette notion : en 1611, il tenta de modeli- 
ser les formes des flocons de neige par des juxtapositions 



Figure 2 
Newspaper clippings, 
1985. 
Coupures de journaux, 
1985. 

can have two-fold, three-fold, four-fold and six-fold rotational 
symmetry. 

In fact, there are no other possibilities. This is because a 
lattice is discrete (there is a minimum distance Y between its 
points) and its points are equivalent (by translation). Let x 
and y be two lattice points with IX - y J = y. If n-fold rotations 
about the lattice points are to be symmetries of the lattice as 
a whole, then rotation about x must map y to y’e L, where 
Iy - ZJ’I 2 y. This is possible only if n I 6. If n = 5, then 
IZJ - y’l > q but rotation about y produces an image x’ of x 
where IX’- y’( c Y (figu~ 4). 

This contradiction shows that rotational symmetries of 
order greater than six, and also five-fold rotational symmetry, 
are impossible in a two-dimensional lattice. The same argu- 
ment is valid in ES. 

There is also an algebraic version of this argument. Since 
P has a faithful representation in AutT= GL(Yz,Z), its elements 
can be written as integer matrices. But if p EP is a rotation 
about a point in the plane, it can also be written in the form 

case 
sin8 
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denses de spheres. Au debut du dix-neuvieme siecle, les par- 
ticules furent representees par des briques qui pouvaient etre 
empilees pour construire les formes polyedriqu es des cris- 
taux. Plus tard, dans une version plus raffinee de ce modele, 
les briques furent remplacees par des points. Les ensembles 
de points devinrent les ((: systemes reguliers de points )) dont 
Fedorov et Schoenflies etudierent les groupes de symetrie. Le 
modele etait capable de rendre compte de la croissance des 
cristaux, de la forme des cristaux et de la physique des cris- 
taux. Des le debut du vingtieme siecle, la periodicite devenait 
la caracteristique determinante d’un cristal. 

La periodicite restreint grandement les possibilites de sy- 
metric. Le groupe de symetrie d’un treillis est un groupe cris- 
tallographique d’un type particulier : c’est un produit semi- 
direct de T et l? P est le stabilisateur de l’origine et le groupe 
de symetrie des cellules de Voronoi de ces treillis. La figure 3 
montre que les treillis peuvent posseder des symetries de 
rotation d’ordre deux, trois, quatre et six. 

En fait, il n’existe pas d’autres possibilites. On l’explique 
par le fait qu’un treillis est discret (il y a une distance mini- 
male Y entre ses points) et ses points sont equivalents (par 

11 
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a 0 

0 

0 l 

0 a 

0 

0 0 

0 0 0 a 0 

Then, since conjugate matrices have the same trace, we must 
have 

2cose E z . 
This is only possible when 

0 = 0, T, 7~/2,2~/3,2~/6 . 
This result is known as the cystal@@z~c vestiction. Quasi- 
crystals do not obey it. 

There are many myths about quasicystals, including: 
l The structure problem has been solved: the Penrose 

tilings (of 3-space) are realistic structure models; 
l Quasicrystals are inherently full of defects, much more so 

than ordinary crystals; 
l Quasicrystals are a mysterious new form of matter. 

None of these myths is true -though quasicrystals seem 
to have rather peculiar physical properties. 

On the other hand, there are also some fats about quasi- 
cystals: 
l They are real, and today are seen as part of a much larger 

class of “aperiodic crystals”; 
l Crystals with noncrystallographic symmetry have been 

found with many different chemical compositions; all are 
alloys; 

l Their diffraction patterns show either icosahedral symme- 
try or 8,lO or l&fold rotational symmetry (which are also 
“noncrystallographic”); 

l Many geometric models have been proposed but none is 
generally accepted yet. 
The International Union of Crystallography has estab- 

lished, ad intetim, a Commission on Aperiodic Crystals to 
encourage and keep tabs on both experimental and theoreti- 
cal developments world-wide. One of the commission’s first 
accomplishments was to redefine the word “crystal’! Accord- 
ingly, a crystal is no longer any solid with a periodic structure, 
but any solid with an essentially discrete diJ7action diagram. 

This means, experimentally, that when X rays are passed 
through the crystal and are recorded on a photographic plate, 
we see a discrete pattern ofbright spots. Symmetry does not 
enter into this new definition, nor does any a priori structure 
hypothesis. 

4. The quasictystal problem 
There are (at least) two “quasicrystals problems”: one is con- 
cerned with the structures and properties of real quasi- 
crystals; the other is concerned with the mathematical foun- 

translation). Soient x et y deux points d’un treillis pour les- 
quels Ix - yI = y. Si des rotations d’ordre n par rapport aux 
points du treillis sont des symetries du treillis pris en entier, 
alors une rotation par rapport a x doit envoyer y sur y% L, 
ou Iy - y’l 2 y. Cela nest possible que si n 5 6. Si n = 5, alors 
ly - y’l > v, mais une rotation par rapport a y produit une 
image x’ de x telle que Ix’ y’l c Y (figum 4). 

Cette contradiction montre que les symetries de rotation 
d’ordre plus grand que six, de meme que la symetrie de rota- 
tion d’ordre cinq, sont impossibles dans un treillis bidimen- 
sionnel. Le meme argument est valide dans I?. 

I1 existe aussi une version algebrique de cet argument. 
Puisque P possede une representation fidele dans AutT= 
GL(n,Z), ses elements peuvent etre exprimes comme des 
matrices entieres. Mais si p E P est une rotation par rapport a 
un point du plan, elle peut aussi &e exprimee sous la forme 

i 
case -sin8 . 
sin8 case 1 

Ainsi, puisque des matrices conjuguees possedent la meme 
trace, on doit avoir 

2cose E z. 
Ceci n’est possible que lorsque 

8 = 0, T, 7~/2,2~/3,2n/6 . 
Ce resultat est connu sous le nom de rest&-ion cristallogra- 
phique. Les quasi-cristaux n’y obeissent pas. 

I1 existe plusieurs mythes Ci propos des quasi-cristaux. En 
voici quelques-uns : 
l Le probkme de structure a 6tk rksolu: les pavages de 

Penrose (de l’espace tridimensionnel) sont des modeles de 
structures rkalistes ; 

l Les quasi-cristaux sont, de faGon inherente, pleins d’imper- 
fections, plus que ne peuvent l’etre les cristaux ordinaires; 

l Les quasi-cristaux constituent une mysterieuse nouvelle 
forme de mat&e. 
Aucun de ces mythes nest vrai -bien que les quasi-cristaux 

semblent posseder des proprietes physiques plutot etranges. 
D’autre part, il y a egalement certains faits concernant les 

quasi-ctistaux : 
l 11s sont reels, et ils sont consider& aujourd’hui comme 

faisant partie d’une classe plus large, celle des (( cristaux 
aperiodiques )) ; 

l On a trouvk des cristaux posskdant des symhies non 
cristallographiques avec plusieurs composes chimiques 
differents; ce sont tous des alliages; 



Topologie structurale l 20 l Structural Topology l 1993 

r 

Figure 4 

dations of the broader concept of “crystal’! I will not attempt 
to discuss reality. 

Instead, let us ask what properties an abstract crystal 
model should have, if it is no longer to be a regular system of 
points. Because the new definition involves diffraction im- 
ages, these models must satisfy analytic as well as geometric 
and possibly algebraic conditions. 

We can think of the crystal as a set S of points (represent- 
ing atomic positions) which is discrete and relatively dense in 
En (relatively dense means that every ball whose radius ex- 
ceeds a certain fixed positive number contains at least one 
point of S in its interior). We also need some additional condi- 
tions that will serve to distinguish crystals from amorphous 
structures. What are these conditions? That is the problem! 

m formulate it more precisely, let us first translate the 
geometric setting into the language of physics. We associate 
to S a “density function” or measure which assigns unit 
masses to the points: 

l Leurs motifs de diffraction presentent soit des symetries 
icosaedres, soit des symetries de rotation d’ordre 8, 10 ou 
I2 (qui sont aussi (( non cristallographiques H) ; 

mais l Plusieurs modeles geometriques ont ete proposes 
aucun nest encore generalement accepte. 
L’Union intemationale de cristallographie a etabli, cld 

inter&z, une Commission sur les cristaux aperiodiques afin 
d’encourager et d’avoir a l’oeil a la fois les developpements 
experimentaux et les developpements theoriques a travers le 
monde. L’une des premieres realisations de la commission 
fut la redefinition du mot (( c&al)). En consequence, un cris- 
tal nest plus un solide possedant une structure periodique, 
mais tout solide possklant un diagxamme de difiaction essentiel- 
lement discvet. 

Cela signifie, de facon experimentale, que lorsque le cris- 
tal est soumis aux rayons X, on observera un motif discret de 
taches claires sur la plaque photographique. Le concept de 
symetrie ne fait pas partie de cette nouvelle definition, de 
meme qu’aucune hypothese de structure aprioti. 

here 6(x) is the Dirac delta. The diffraction pattern is de- 

fi(2.J = 1 exp(-2niv l y) . 

scribed by the Fourier transform of Q(x): 

KS 

The exponential functions in this sum are wave equations. 

4. Le problikme des quasi-cristaux 
I1 existe (au moins) deux (( problemes de quasi-cristaux )) : l’un I 

/ Porte sur les structures et les proprietes des quasi-cristaux 

Demandons-nous plutot quelles sont les proprietes que 

reels ; l’autre Porte sur les fondements mathematiques du 

doit posseder un modele abstrait de c&al, si ce nest plus un 
systeme regulier de points. Puisque la nouvelle definition 

concept plus large de (( cristal)). Je ne tenterai pas d’aborder 

implique les images de diffraction, ces modeles doivent satis- 
faire des conditions analytiques aussi bien que geometriques 

la realite. 

et possiblement algebriques. 

When the waves are in phase these terms are all alike. For 
such values of y, the infinite sum is a Dirac delta and this will 
show up as a sharp bright spot in the diffraction diagram. 

Thus we are looking for a set S*c En and weights c,, such 
that 

The bright spots occur at the points of ST If+(y) + 0 then 
there is a continuous ‘background”. 

When S satisfies (l), we will say that it satisfies the difiac- 
tion condition. 

When S is a lattice, then so is ST and Q(y) = 0. Thus peri- 
odic crystals are still crystals under the new definition! When 
S is not a lattice, then the interpretation of the exponential 
sum is more complicated. Large classes of S’s that satisfy the 
diffraction condition are known, but there is still no complete 
characterization. 

To translate from physics into mathematics, we need a 

On peut considerer le cristal comme un ensemble S de 
points (representant les positions atomiques) qui est discret et 
relativement dense dans EM (relativement dense signifie que 
toute boule dont le rayon excede un certain nombre positif 
fixe contient au moins un point de S en son interieur). On a 
egalement besoin de certaines conditions supplementaires qui 
serviront a distinguer les cristaux des structures amorphes. 
Quelles sont ces conditions ? Voila le probleme ! 

Pour le formuler plus precisement, traduisons tou&@%%r?%& 
le cadre geometrique en termes physiques. Nous 
S une (( fonction de densite )) ou une mesure qui a 
masses aux points : 

P 13 
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suitable class of generalized functions, and we need to evalu- 
ate or estimate the exponential sums. Both tasks are difficult. 

The quasicrystal problem can be formulated as three tasks: 
(1)Characterize the point sets S which satisfy the diffraction 

condition. 
(2)Develop a suitable tiling model. 
(3)Determine which local properties of (2) are necessary and 

sufficient for (1). 
Tilings have nothing to do with real quasicrystals but they 

are a useful tool for studying the geometry of nonperiodicity. 
We can go back and forth between point sets and tilings in 
various ways. So let us turn to tilings. 

5. Tilings 
A tiling of En is a partition of space into nonoverlapping cells 
called tiles. 

l%$hition. A tiling Iis a countable family of closed sets called 
tiles I={T,, T2 . ..) such that intTnint ?;=0 if i#j and 
Uf”,,Ti=E”. 

We will also assume that: 
l each q is homeomorphic to an n-ball 
l each q is congruent to one element of a finite family P of 

shapes called prototiles. 
A given prototile set CP may admit more than one tiling. 

Consider, for example, two rhombs of edge length one, whose 
small angles are 2n/5 and n/5, respectively. These tiles can 
tile the plane in many ways, some periodic and some nonpe- 
riodic (figure 5). 

What should we look for in a tiling model? The word “non- 
periodic” encompasses a broad spectrum of nonperiodicities, 
including tilings with stacking irregularities or spirals. Tilings 

S(X) represente ici le delta de Dirac. Le motif de diffraction 
est d&it par la transformee de Fourier de p(x) : 

&J) = 1 exp(-2niv l y) . 
YES 

Les fonctions exponentielles de cette somme sont des 
equations d’onde. Lorsque les ondes sont en phase, leurs 
termes sont tous semblables. Pour de telles valeurs de y, la 
somme infinie est un delta de Dirac et ceci se manifestera 
par une nette tache Claire dans le diagramme de diffraction. 

Nous cherchons done un ensemble S*C En et des poids c, 
tels que - 

keS* 
(1) 

Les taches claires apparaissent aux points de ST Si +(y) + 0, 
il existe alors un (( arriere-plan )) continu. 

Lorsque S satisfait (I), on dira qu’il satisfait la condition de 
difiaction. 

Lorsque S est un treillis, S* Pest aussi, et *(y) = 0. Les 
cristaux periodiques sont done encore des cristaux selon la 
nouvelle definition ! Si S nest pas un treillis, l’interpretation 
de la somme exponentielle est alors plus complexe. On con- 
nait de larges classes de S qui satisfont la condition de difiac- 
tion, mais il n’existe toujours pas de caracterisation complete. 

Pour effectuer la traduction du domaine de la physique 
vers les mathematiques, on a besoin d’une classe adequate 
de fonctions generalisees, et on doit evaluer ou estimer les 
sommes exponentielles. Ces deux taches sont difficiles. 

On peut formuler le probleme des quasi-cristaux en enon- 
cant trois taches : 
(1)Caracteriser les ensembles S qui satisfont la condition de 

diffraction. 
(2)Developper un modele adequat de pavage. 
(3)Determiner les proprietes locales de (2) qui soient neces- 

saires et suffisantes pour (1). 
Les pavages n’ont rien a voir avec les quasi-cristaux reels 

mais ils constituent un outil interessant pour Etude de la 
geometric de la non-periodicite. 11 est possible de passer des 
ensembles aux pavages et des pavages aux ensembles de 
differentes facons. Abordons done les pavages. 
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with anomalous regions of that sort are not what we are look- 
ing for. Like a periodic crystal, a quasicrystal is homogeneous 
in the sense that any piece of it is more or less like any other 
piece. Also, if we assume that material assembles itself in the 
quasicrystalline phase for reasons other than sheer chance, 
we should require that nonperiodicity be forced by the tiles 
themselves. 
Dejkition. A set T ofprototiles is apetiodic if evey tiling admit- 
ted by T is nonperiodic. 

In some cases, matching rules or more general rules for 
constructing local neighbourhoods can be imposed on P so 
that T becomes aperiodic. This is the case for the rhombs we 
have been looking at. Figure 6a represent Penrose’s rules. 

The rules are designed to forbid the kinds of juxtapositions 
that could result in a periodic tiling. Notice, for example, that 
the configuration on Figure 6b cannot be correctly marked 
with the Penrose decorations. 

When the rules are followed, the tiling looks like Figure 7. 
Homogeneity implies some sort of repetitiveness. A weak 

form of repetitiveness is the “local isomorphism property!’ 
Definition. A tiling has the local isomo@ism proper& if evey 
local neighborhood of any finite radius is relatively dense in the 
tiling. 

For example, the Penrose rules permit seven different ar- 
rangements of rhombs at a single vertex. You can easily con- 
vince yourself that all of them are relatively dense in the tiling. 
(This can, of course, be proved by more rigorous methods.) 

Local isomorphism is not special-it is a general property. 
7Izeow-m (Radin and WolE 1991). Evey set T of pvototiles ad 
mits a tiling with the local isomo#Gsm pvopeHy. 

Must be black if 
opposite vertex 
is white... a 
contradiction. 
Doit etre noir si I 
sommet oppos6 
est blanc... une 
contradiction. 

6b - blanc. 
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5. Pavages 

Un pavage de En est une partition de l’espace en cellules dis- 
jointes nommees paves. 
Dt@dion. Un pavage I est une famille dhombvable &en- 
sembles fern& nommks pa&s I = { TI, T2 . . . } telle que int T n 
int ?;=a si i#j et uEIT=En. 

Nous supposerons aussi que : 
l chaque q est homeomorphe a une boule de dimension n 
l chaque q est congruent a un element d’une famille finie T 

de formes appelees protopaves. 
Un ensemble donne T de protopaves peut admettre plus 

d’un pavage. Considerons, par exemple, deux losanges de 
longueur d’aretes egale a un, dont les angles aigus sont res- 
pectivement 27r/5 et m/5. Ces pieces peuvent paver le plan 
de differentes faGons, certaines etant periodiques et d’autres 
pas (figure 5). 

Que devrions-nous chercher dans un modele de pavage ? 
L’expression ((non periodique )) recouvre un large spectre de 
non-periodicite, incluant les pavages contenant des irregula- 
rites d’empilements ou des spirales. Les pavages comportant 
de telles regions irregulieres ne font pas partie de ce que 
nous cherchons. Tel un cristal periodique, un quasi-c&al est 
homogene dans le sens ou chacune de ses pieces est plus ou 
moins semblable aux autres pieces. Aussi, si l’on suppose que 
le materiau s’assemble en phase quasi-cristalline pour des 
raisons autres que le pur hasard, nous devrions exiger que la 
non-periodicite ait ete imposee par les paves eux-memes. 
Dbfbdion. Un ensemble T de protopavks est aphodique si tout 
pavage admis par T est non phiodique. 

Dans certains cas, des regles d’appariement ou des regles 
plus generales de construction de voisinages locaux peuvent 
etre imposees a T de telle sorte que T devienne aperiodique. 

’ C’est le cas des losanges consider& plus haut. La figure 6a 
represente les regles de Penrose. 

Les regles sont conGues pour interdire les types de juxta- 
positions qui genereraient un pavage periodique. Notons, par 
exemple, qu’on ne peut correctement etiqueter la configura- 
tion de la figure 6b selon les regles de Penrose. 

Lorsque les regles sont observees, le pavage ressemble a la 
figure 7. 

L’homogeneite entraine un certain type de motif repetitif. 
Une forme faible de la repetitivite est la (( propri&e d’iso- 
morphisme local )). 

15 
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Penrose tiling. 
Pavage de Penrose. 

Is local isomorphism enough to guarantee the diffraction 
property? The answer is NO. What then is enough? The 
question is subtle, and there still is no general answer. 

To explore some of the subtleties, let us consider the 
‘binary tilings” studied recently by God&he and 
LanGon. Its prototiles are the same two rhombs we have 
been looking at, but the juxtaposition rule is different 
from the Penrose rule. In a binary tiling, the angles at 
each vertex must be all odd or all even multiples of 

I n \ n/5. This can be achieved by colouring the vertices, 
as shown in Figure 8, and requiring that colours 

These rules do not force nonperiodicity. How- 
ever, it was discovered recently that, like the 
Penrose tilings, binary tilings can be generated 
by substitution. Here’s how it works. Begin 
with a single tile (either one) and decompose 
it as shown in Figure 9. 

Then rescale the pieces so that the 
(whole) tiles are the same size as the origi- 

position and resealing ad infinitum. Par- %iEf8?l tions of both tilings are shown on 
Figure 10. 

Many properties of substitution 
> tilings are governed by their substitu- 
\ tion matrices: for the Penrose and 

kl M /A respectively. Both tilings are 

the ratio of large to small 
rhombs is T) and both have 
the local isomorphism prop- 
ertv. But the set of vertices 

/ ‘>( the diffraction condition, 
while the vertices of a 
substitution binary 
tiling do not. 

Why not? There a 
w two differences that 

Dt@dion. Un pavage posskk la propriM &isomo@isme local 
si tout voisinage local d’un quelconque rayon fini est relativement 
dense dans le pavage. 

Les regles de Penrose permettent, par exemple, sept diffe- 
rents arrangements de losanges en un sommet. Vous pouvez 
facilement vous convaincre qu’ils sont tous relativement 
dense dans le pavage. (11 est possible, evidemment, de le de- 
montrer en utilisant des methodes plus rigoureuses.) 

Lisomorphisme local nest pas une propriete speciale mais 
generale. 

T%kor+vrze (I&din et WolE 1991). ?but ensemble T de protopave’s 
admet un pavage posstklant lu propti&Z d?somo@isme local. 

Lisomorphisme local est-il suffisant pour assurer la pro- 
priete de diffraction? La reponse est NON. Alors, quest-ce 
qui est suffisant? La question est subtile, et il n’y a toujours 
pas de reponse g&r&ale. 

Pour explorer certaines des subtilites, considerons les (( pa- 
vages binaires )) etudies recemment par God&he et LanGon. 
Leurs protopaves sont les memes deux losanges deja conside- 
res, mais la regle de juxtaposition est differente de la regle de 
Penrose. Dans un pavage binaire, les angles en chaque som- 
met doivent etre des multiples tous impairs ou tous pairs de 
n/5. Gela peut etre realise en coloriant les sommets de la 
faGon illustree a la figu~ 8 et en exigeant l’appariement des 
couleurs. 

Ges regles n’imposent pas la non-periodicite. ?butefois, il a 
ete decouvert recemment que, comme les pavages de 
Penrose, les pavages binaires peuvent etre generes par substi- 
tution. Voici comment cela fonctionne. Debutons avec un 
simple pave (n’importe lequel) et decomposons-le comme le 
montre l’illustration de la figure 9. 

Redimensionnons les pieces de telle sorte que les paves 
(entiers) soient de la meme taille que les paves originaux. On 
repete la procedure de decomposition et d’agrandissement ti 
infinitum. Des parties des deux pavages sont illustrees a la 
figulle 10. 

Plusieurs proprietes des pavages de substitution sont sous 
la gouverne de leurs matrices de substitution ; pour les pa- 
vages de Penrose et les pavages binaires, ces matrices sont 
respectivement 
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Figure 8 A Figure 9 
Penrose 

L+2L+S 

S+L+S 

Binary 

L+3L+S 

S+L+2S 

1. For any substitution tiling, we can define a “popula- 
tion vector,’ @,,,z/n) whose components are the numbers of 
large and small rhombs in generation n. These components 
are easy to compute: define (tlO,vO) to be the numbers of large 
and small rhombs in an initial configuration, and let M be the 
substitution matrix. Then &,v,) = (u,,v,)Mn. If we write (u,,uJ 
as a linear combination of eigenvectors of M, then we can 
easily study the behaviour of the population vector as M is 
iterated. The eigenvectors for both the Penrose and binary 
substitution tilings are proportional to (~,l) and (-I ,T) but the 
eigenvalues are different: in the Penrose case the eigenvalues 
are 72 and I/T~ ; in the binary case they are &T and -$/T. In 
the Penrose case, the population vector is attracted to the 
eigenvector belonging to 72 because the other eigenvalue is 
less than one in absolute value. In the binary case, however, 
the population vector diverges from the line containing (~,l) 
because both eigenvalues are greater than one. 

Les deux pavages sont non periodiques (dans le pavage limite, 
le rapport entre les nombres des grands et des petits losanges 
est T) et ils possedent tous deux la propriete d’isomorphisme 
local. Mais l’ensemble des sommets d’un pavage de Penrose 
satisfait la condition de diffraction, tandis que les sommets 
d’un pavage binaire de substitution ne la satisfont pas. 

Pourquoi ? Deux differences semblent cruciales. 
1. Pour tout pavage de substitution, on peut definir un 

(( vecteur de population ,, (u,,u~) dont les composantes sont les 
nombres de grands et de petits losanges dans la generation 
d’ordre n. Ces composantes sont faciles a calculer : on definit 
(uO,vO) comme etant les nombres de grands et de petits lo- 
sanges dans une configuration initiale, et soit A4 la matrice de 
substitution. Alors (u,,u,) = (u~,vJM,~. Si on exprime (z~,,vJ 
comme une combinaison lineaire des vecteurs propres de M, 
alors on peut aisement etudier le comportement du vecteur 
de population lorsque M est it&e. Les vecteurs propres du 
pavage de Penrose et du pavage binaire de substitution sont 
proportionnels a (+~,l) et (-1 ,T) mais les valeurs propres sont 
differentes: pour le pavage de Penrose, les valeurs pro_pres 
sont ~~ et 1 /,r2 ; dans le cas binaire, elles sont /57 et -&/T. 
Dans le cas du pavage de Penrose, le vecteur de population 
est attire vers le vecteur propre appartenant a r2 car l’autre 
valeur propre est inferieure a un en valeur absolue. Dans le 
cas binaire, toutefois, le vecteur de population diverge de la 
droite contenant (7,1) car les deux valeurs propres sont supe- 
rieures a un. 

Un nombre algebrique 8 > 1 dont tous les conjugues alge- 
briques sont inferieurs a un (en valeur absolue) est appele 
nombre de Pisot-Vijayaraghavan. On peut aussi caracteriser 
les nombres de P-V d’une autre facon: ce sont precisement les 
nombres algebriques 8 pour lesquels il existe un nombre reel t 
tel que km,,, { W} = 0. ({x} est la partie fractionnelle de x.) 
Pour ces valeurs de t, on a egalement Zivn,,exp(-2~it8”) = 1. 
Bombieri et Taylor ont exploite cette caracterisation duale 
pour demontrer que les substitutions de P-V possedent la 
propriete de diffraction. 

2. Les protopaves des deux types de pavages sont des 
projections, sur un plan I-I, des elements bidimensionnels 
d’un hypercube de dimension cinq (figure 11). 

L’hypercube est la cellule de Voronoi du treillis entier IS. 
Les deux pavages peuvent etre releves en des surfaces de 
l’espace de dimension cinq ; ces surfaces sont des (( courte- 
pointes )) dont les blocs sont des carres bilateres du pavage 
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An algebraic number 8 > 1 all of whose algebraic conju- 

gates are less than one (in absolute value) is said to be Pisot- 
Vijayaraghavan number. P-V numbers can also be character- 
ized another way: they are precisely the algebraic numbers 8 
for which there exist real t such that Zim,,,,{ W} = 0. ({x} is 
the fractional part of x.) For these values oft, we also have 
lim ,,,exp(-27MI”) = 1. Bombieri and Taylor exploited this 
dual characterization to show that P-V substitutions have the 
diffraction property. 

2. The prototiles of both kinds of tilings are projections, 
onto a plane II, of two-dimensional facets of a five-dimen- 
sional hypercube (figure 11). 

The hypercube is the Voronoi’ cell of the integer lattice Is. 
Both tilings can be lifted to surfaces in five-dimensional 
space; these surfaces are “quilts” whose blocks are square 
two-faces of the periodic tiling of rj by these cells. Under or- 
thogonal projection into l-I*, the Penrose quilt projects into a 
compact set K; in fact, K is the projection, onto IP, of the 
Voronoi’ cell. The binary quilt, on the other hand, does not 
project into any compact set. 

periodique de I, par ces cellules. A l’aide d’une projection 
orthogonale sur IP, la courtepointe de Penrose se projette 
dans un ensemble compact K; en fait, K est la projection, sur 
W, de la cellule de Voronol. La courtepointe binaire, d’autre 
part, ne se projette dans aucun ensemble compact. 

Tbutes ces caracteristiques-diffraction, attraction vers 
certains espaces propres, et projection dans un ensemble 
compact-sont intimement liees ; sous certaines conditions, 
elles peuvent etre equivalentes. On connait plusieurs liens 
entre elles, mais le tableau general nest pas encore suffisam- 
ment clair. 

l la caracterisation des pavages dont les ensembles de proto- 
paves perrnettent des regles d’appariement ou des regles 
locales plus g&&ales qui imposent la non-periodicite 

6. Retour au 18e probkme de Hilbert 
Les domaines les plus actifs de la recherche en quasi-cristal- 
lographie mathematique sont encore 
l la determination des proprietes de diffraction des pavages 

de substitution 
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All of these features-diffraction, attraction to certain 
eigenspaces, and projection into a compact set-are closely 
related; they may be equivalent under some conditions. 
Many connections among them are known, but the general 
picture is still not sufficiently clear. 

6. Return to Hilbert’s 18* hblem 
The most active areas of research in mathematical quasi- 
crystallography continue to be 
l determining the diffraction properties of substitution 

tilings 
l characterizing those tilings whose prototile sets admit 

matching or more general local rules that force non- 
periodicity 

l generalizing and refining the projection method and its 
many variants 

l providing a rigorous basis for all of the above. 
The “projection method” has been the starting point for 

most work on quasicrystal geometry. It is the reverse of the 
lifting described above. In the simplest version, we start with 
any lattice L in E”, choose any irrational subspace II (that is, 
a subspace which contains no lattice point other than the 
origin), and let K be the orthogonal projection of the Voronol 
cell of the lattice into II*. Then we project x EL onto n if and 
only if x also projects into K in IF. The set of points in IYI ob- 
tained in this way is always the set of vertices of a nonperi- 
odic tiling. The diffraction property follows automatically 
from this construction. 

In this way we can construct an uncountable infinity of 
nonperiodic tilings, though relatively few of them can be 
equipped with matching rules. 

Is the n-dimensional (projection) framework is a frame- 
work for the study of quasicrystal patterns, or is it the frame- 
work? At first sight, projection seems highly artificial. Cer- 
tainly real quasicrystals do not grow this way! However, it 
may be that the high dimensional formalism in some way 
encodes all the other properties that we are looking for. 

Hilbert’s 18th Problem provided a stimulus for the study of 
M-dimensional lattices and groups, and for the study of aperi- 
odic tilings. Now it appears that the two subjects are closely 
related. It is remarkable that this problem, formulated in re- 
sponse to nineteenth century problems in crystallography, 
also provides important insights into some of today’s most 
challenOginn questions. 

l la generalisation et le raffinement de la methode de pro- 
jection et de ses diverses variantes 

l la recherche d’une base rigoureuse pour tout ce qui pre- 
cede. 
La (( methode de projection )) a ete le point de depart de la 

plupart des travaux sur la geometric des quasi-cristaux. 11 
s’agit de l’inverse du relevement d&it plus haut. Dans la 
version la plus simple, on debute avec un quelconque treillis 
L dans E”, on choisit un sous-espace irrationnel II (un sous- 
espace qui ne contient aucun point du treillis sauf l’origine), 
et on nomme K la projection orthogonale de la cellule de 
Voronoi: du treillis dans ITI. On projette alors x t L sur II si et 
seulement si x se projette aussi dans K dans IF, L’ensemble 
des points de II obtenus de cette facon est toujours l’en- 
semble des sommets d’un pavage non periodique. La pro- 
priete de diffraction est une consequence automatique de 
cette construction. 

On peut construire de cette facon une infinite non denom- 
brable de pavages non periodique, bien que relativement peu 
d’entre eux puissent etre afibles de regles d’appariement. 

Est-ce que la charpente n-dimensionnelle (sa projection) 
est une charpente utile pour l’etude des motifs des quasi- 
cristaux, ou est-ce h charpente ? A premiere vue, la projec- 
tion semble hautement artificielle. Les quasi-cristaux reels ne 
croissent certainement pas de cette maniere ! mutefois, il est 
possible que le forrnalisme des dimensions superieures con- 
tiennent en quelque sorte toutes les autres proprietes que 
nous recherchons. 

Le 18” probleme de Hilbert foumit un stimulus pour 
l’etude des treillis n-dimensionnels et des groupes, et pour 
Etude des pavages aperiodiques. 11 apparait maintenant que 
les deux sujets sont intimement relies. 11 est remarquable que 
ce probleme, formule en reponse a des problemes de cristal- 
lographie du dix-neuvieme siecle, foumisse aussi des eclaira- 
ges importants sur certaines des questions contemporaines 
soulevant les plus grands defis. 
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Les pavages, les quasi-cristaux 
et le 18” probkme de Hilbert 

l [Note du traducteu-] II s’agit ici de la traduc- 
tion originaie effect&e par M.L. Laugel, parue 
dans le (( Compte re/jdu du Deuxikme Cong& 
International des Math~matiques tenu ti Paris du 
6 au 72 aolit 7900 )) publie par Gauthier-Villars 
en 1902. 

Warning: I have not made any serious effort to weave the 
following remarks into a coherent whole. 

Section 1 
This lecture was primarily concerned with advances in tiling 
theory stimulated by the discovery of quasicrystals. This is 
only one of many stimuli. Over the past decade or so, tiling 
theory has gradually emerged from crystallography journals, 
the “Mathematical Games” section of Scientific American, and 
the world of Escher enthusiasts to assume a respected place 
in contemporary mathematical thought. This welcome devel- 
opment is due to several factors: to a mathematical climate in 
which there is renewed interest in geometry-including its 
visual content, to a growing awareness that tiling problems 
arise in many areas of mathematics, to the efforts of 
Griinbaum, Shephard and others to unify the theory and put 
it on a solid theoretical basis, and to the high quality of recent 
research on some very challenging tiling problems. The talks 
presented in the Special Session on Tilings at this meeting 
indicate the breadth and depth of the subject, and also its 
increasing cohesiveness. However, the theory of tilings, espe- 
cially aperiodic tilings, is still in its early stages of develop- 
ment. For an introduction to the subject, see GrUnbaum and 
Shephard [24,25]. 

Some of the relations between tilings and other parts of 
mathematics are indicated in [ 1,13,52,40]. 

Section 2 
The full text of Hilbert’s 18th problem [27] is: 

“If we enquire for those groups of motions in the plane for 
which a fundamental region exists, we obtain various an- 
swers, according as the plane considered is Riemann’s, (ellip 
tic), Euclid’s, or Lobachevsky’s (hyperbolic). In the case of the 
elliptic plane there is a finite number of essentially different 
kinds of fundamental regions, and a finite number of congru- 
ent regions suffices for a complete covering of the whole 
plane; the group consists indeed of a finite number of motions 
only. In the case of the hyperbolic plane there is an infinite 
number of essentially different kinds of fundamental regions, 
namely, the well-known Poincare polygons. For the complete 
covering of the plane an infinite number of congruent regions 
is necessary. The case of Euclid’s plane stands between these; 

Avertissement: Je n’ai pas foumi un effort considerable pour 
organiser les remarques suivantes en un tout coherent. 

Section 1 
Cette conference avait pour sujet premier l’avancement en 
theorie des pavages sous la stimulation de la decouverte des 
quasi-cristaux. 11 ne s’agit que de l’un des stimuli. Au cours de 
la demiere decade, la theorie des pavages est graduellement 
sortie des revues de cristallographie, de la rubrique des (( Jeux 
mathematiques )) dans Scientific American (Pow la science), et 
du cercle des passionnes du monde d’Escher pour s’attribuer 
une place respectee au sein de la pensee mathematique con- 
temporaine. Ce developpement opportun est attribuable a 
plusieurs facteurs: un climat mathematique qui presente un 
in&et renouvele pour la geometric-incluant son contenu 
visuel; une conscience croissante du fait que les problemes 
de pavages surviennent dans plusieurs domaines des mathe- 
matiques; les efforts de Griinbaum, Shephard et d’autres 
pour unifier la theorie et la placer sur des bases theoriques 
solides ; et la grande qualite de la recherche recente a propos 
de certains problemes de pavages soulevant des defis. Les 
presentations faites lors de la Session speciale sur les pavages 
a cette rencontre indiquent l’ampleur et la profondeur du 
sujet ; cela permet egalement une plus grande cohesion. mu- 
tefois, la theorie des pavages, et particulierement celle des 
pavages aperiodiques, en est encore a ses premiers stades de 
developpement. A titre d’introduction au sujet, on peut con- 
sulter les travaux de Griinbaum et Shephard [24,25]. 

On trouvera dans [ 1,13,52,40] quelques unes des relations 
entre les pavages et d’autres parties des mathematiques. 

Section 2 
Voici le texte original’ du 18e probleme de Hilbert [27]. 

(( Dans les questions ou il s’agit de ces groupes de deplace- 
ments dans le plan, pour lesquels il existe une region fonda- 
mentale, on sait que la reponse est t-&s differente suivant 
que l’on considere le plan (elliptique) de Riemann, le plan 
(parabolique) d’Euclide, ou le plan (hyperbolique) de 
Lobatchefskij. Dans le cas du plan elliptique, le nombre des 
regions fondamentales d’une espece essentiellement diffe- 
rente est fini, et il suffit d’un nombre fini d’exemplaires de 
regions congruentes pour recouvrir sans lacunes le plan tout 



for in this case there is only a finite number of essentially 
different kinds of groups of motions with fundamental re- 
gions, but for a complete covering of the whole plane an infi- 
nite number of congruent regions is necessary. 

“Exactly the corresponding facts are found in space of 
three dimensions. The fact of the finiteness of the groups of 
motions in elliptic space is an immediate consequence of a 
fundamental theorem of C. Jordan, whereby the number of 
essentially different kinds of finite groups of linear substitu- 
tions in n variables does not surpass a certain finite limit de- 
pendent upon n. Tne groups of motions with fundamental 
regions in hyperbolic space have been investigated by Fricke 
and Klein in the lectures on the theory of automorphic func- 
tions, and finally Fedorov, Schoenflies, and lately Rohn have 
given the proof that there are, in Euclidean space, only a fi- 
nite number of essentially different kinds of groups of mo- 
tions with a fundamental region. Now while the results and 
methods of proof applicable to elliptic and hyperbolic space 
hold directly for n-dimensional space also, the generalization 
of the theorem for Euclidean space seems to offer decided 
difficulties. The investigation of the following question is 
therefore desirable: Is there in n-dimensional Euclidean space 
also only a finite number of essentially diflerent kinds of gxoups of 
motions with a fbndamental region? 

“A fundamental region of each group of motions, together 
with the congruent regions arising from the group, evidently 
fills up space completely. The question arises: Whetherpoly- 
hedra also exist which do not appear as fkdamental regions of 
groups of motions, hy means of which nevertheless by a suitable 
juxtaposition of congruent copies a complete filling up of all space 
is possible. I point out the following question, related to the 
preceding one, and important to number theory and perhaps 
sometimes useful to physics and chemistry: How can one 
arrange most densely in space an infinite number of equal 
solids of given form, e.g., spheres with given radii or regular 
tetrahedra with given edges (or in prescribed positions), that , 
is, how can one so fit them together that the ratio of the filled 
to the unfilled space may be as great as possible?” 

Both Fedorov and Schoenflies wrote monographs about 
their work on enumeration [18,43]. Although this is often 
cited as a remarkable example of simultaneous discovery, the 
two men were well aware of each others’ work, and actually 
encouraged one another and compared results. See [lo]. 

The 4,783 isomorphism classes of four dimensional crys- 
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entier : le groupe est constitue par un nombre fini de deplace- 
ments. Dans le cas du plan hyperbolique, le nombre de re- 
gions fondamentales d’une espece essentiellement differente 
est infini : ce sont les celebres polygones de M. Poincare ; pour 
recouvrir sans lacunes le plan tout entier, il faut un nombre 
infini d’exemplaires de regions congruentes. C’est le plan para- 
bolique euclidien qui forme le cas intermediaire ; en effet, 
dans ce cas il n’existe qu’un nombre fini d’especes essentielle- 
ment differentes de groupes de deplacements a region fonda- 
mentale, tandis que pour recouvrir sans lacunes le plan tout 
entier il faut un nombre infini d’exemplaires de regions con- 
gruentes. 

(( Des faits completement analogues ont lieu dans l’espace a 
trois dimensions. Le fait que le nombre des groupes de depla- 
cements dans l’espace elliptique est fini est une consequence 
immediate dun theoreme de M. C. Jordan, en vertu duquel le 
nombre des especes essentiellement distinctes de groupes 
finis de substitutions lineaires a n variables ne peut depasser 
une certaine limite finie dependant de n. Les groupes de de- 
placements k r&ion fondamentale dans l’espace hyperboli- 
que ont ete etudies par MM. Klein et Fricke dans les Les Zqons 
sur lb thebrie des fond-ions automo@es ; enfin MlYl. Feodorow, 
Schoenflies, et dernierement M. Rohn ont demontre que, 
dans l’espace parabolique d’Euclide, il n’y a qu’un nombre fini 
d’espkces essentiellement diffkrentes de groupes de dkplace- 
ments a region fondamentale. Or, tandis que les resultats et 
les methodes de demonstrations relatives aux espaces ellipti- 
ques et hyperboliques s’etendent immediatement aux espaces 
a n dimensions, il semble, au contraire, que la g&reralisation 
du theoreme relatif a l’espace euclidien presente des difficul- 
tes considerables; il serait done 2 dksirer que l’on se propos2t 
cette recherche: &connaitue si, duns l’espace ez&dien h n di- 
mensions, il n’existe q&n nombre fini d’espkces diflbrentes de 
gsoupes de d@lucements h r&-ion fondhmentale. 

(( Une region fondamentale de chaque groupe de deplace- 
ments, jointe aux regions congruentes provenant du groupe, 
foumit kvidemment un recouvrement sans lacunes de l’es- 
pace tout entier Alors se pose la question suivante : Existe-t-i1 
aussi des polykdres qui ne se prkwntent pas cornme r&ions fonda- 
mentales de groupes de dkplacement, et au moyen desquels cepen- 
dant on peut, en juxtaposant convenublement les tzxemplaires 
conmnts, arriver ki rernplir sans lacunes l&space tout entier? Je 
citerai aussi une question qui se relie a la preckdente ; ques- 
tion importante pour la Theorie des nombres et peut-etre utile 

21 



Tilings, quasicrystals, and 
Hilbert’s 18th problem 

Les pavages, les quasi-cristaux 
et le 18e probkme de Hilbert 

tallographic groups were actually enumerated by a team of 
mathematicians and crystallographers (I7]) in response to the 
needs of crystallographers working on the structure analysis 
of modulated crystals. Their higher dimensional interpreta- 
tion was later adapted to the study of quasicrystals. 

For a mathematical characterization of the classification 
systems used in crystallography, see [37]. . 

The third part of Hilbert’s problem has received renewed 
attention recently, due to the announcement by W.-Y. Hsiang 
of a proof that no packing of equal spheres in E3 can be 
denser than the cannonball packing. Since this result had 
long been anticipated (cf. C.A. Rogers’ famous remark, “all 
physicists know and many mathematicians believe” that no 
denser packing exists) the result in itself, if true, will not shed 
unexpected light on crystal structure problems. Preprints are 
not yet available, so further comments are inappropriate. 

For a discussion of packing models for quasicrystals, see 
[28] and [51]. 

Section 3 
For an illuminating survey of the controversy surrounding 
quasicrystals after their discovery, see [32]. 

The history of the development of the building block 
model of crystal structure is outlined in [45,46]. 

The Voronoi’ cell V(c) of a point u of a lattice L is the set of 
points in En which are closer to u than to any other point of L : 

V@i)= {h!T 11 x---u] < IX-U] pourtoutvEL}. 
A famous conjecture states that every polytope that tiles E” 

by translation is an affine image of the Voronoi’ cell of a lattice; 
it has been proved only for certain classes of polytopes (see [441). 

For an extensive discussion of Voronoi’ cells of n-dimen- 
sional lattices and the analogue of the crystallographic restric- 
tion for those lattices, see 1481. 

So far, no practical use for quasicrystals has been found, 
except as a non-stick coating! But quasicrystal frying pans are 
not yet available commercially. 

The new definition of “crystal” appears in the “l&ms of 
Reference” of the Commission on Aperiodic Crystals. 

Section 4 
A set S is discrete if there is a positive real number Y such that 
X, y E s + IX - y I 2 y. S is relatively dense if there is a positive 
real number R such that every n-ball of radius R contains at 
least one point of S. Discrete, relatively dense point sets 

aussi en Physique et en Chimie : c’est la question de savoir 
comment on pourrait, avec la plus grande densite possible, 
remplir l’espace au moyen d’un nombre infini de corps de 
meme forme assignee d’avance, par exemple au moyen de 
spheres d’un rayon donne ou de tetraedres d’aretes donnees 
(on pourrait aussi assigner d’avance la position des a&es) ; 
autrement dit, on demande de repartir ces corps dans l’espace 
de faGon que le rapport de 
le plus grand possible. )) 

l’espace rempli a l’espace vide soit 

Fedorov et Schoenflies ont tous deux ecrit des ouvrages 
concernant leurs travaux sur l’enumeration [18,43]. Meme si 
cela est souvent cite comme un exemple remarquable de de- 
couverte simultanee, les deux hommes etaient chacun bien 
conscients des travaux de l’autre, et s’encourageaient effecti- 
vement Pun l’autre et comparaient leurs resultats. Voir [lo]. 

Les 4 783 classes d’isomorphisme des groupes cristallogra- 
phiques 2 quatre dimensions etaient de fait &urn&es par 
une equipe de mathematiciens et de cristallographes ([7]) en 
reponse aux besoins des cristallographes travaillant a 

-. l’analyse de structure des crrstaux modules. Leur interpreta- 
tion en dimension superieure fut plus tard adaptee a Etude 
des quasi-cristaux. 

Pour une caracterisation mathematique des systemes de 
classification utilises en cristallographie, on peut consulter [37]. 

La troisieme partie du probleme de Hilbert a reGu recem- 
ment une attention renouvelee attribuable a l’annonce que 
faisait W.-Y Hsiang d’une demonstration qu’aucune juxtaposi- 
tion de spheres egales dans E3 ne peut etre plus dense que la 
juxtaposition du boulet de canon. Puisque ce resultat etait 
anticipe depuis longtemps (cf. la celebre remarque de 
C.A. Rogers a l’effet que (( tous les physiciens savent et plu- 
sieurs mathematiciens croient )) qu’il n’existe pas de juxtaposi- 
tion plus dense), le resultat en lui-meme, s’il est vrai, ne jet- 
tera pas une lumiere inattendue sur les problemes de la struc- 
ture cristalline. Les prepublications n’etant pas encore dispo- 
nibles, aller plus avant dans les commentaires serait malvenu. 

On trouvera dans [28] et [51], une discussion des modeles 
de juxtaposition pour les quasi-cristaux. 

Section 3 
L’article de LaBrecque [32] presente une vue d’ensemble 
eclairante de la controverse entourant les quasi-cristaux apres 
leur decouverte. 

Les grandes lignes de l’histoire du developpement du mo- 
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(“(@)-systems,,) were used by B.N. Delone (Delaunay) and his 
school in their abstract model of crystal structure geometry. 

For a discussion of diffraction physics, see [ 141. 
When S is a lattice, S* is the dual lattice. The case when S 

is a union of finitely many congruent lattices is also handled 
easily. Furthermore, a crystal which is not strictly periodic 
may still fall within the “periodic family’! This is the case 
when S has an average 7atice, i.e. if there exists a lattice L and 
a real number C greater than zero (but in 
much greater than zero), such that 

practice not very 

ZE&+!I+Lsuchthat I&-i] SC. 

Then under reasonable assumptions about the fluctuation 
of S about L, S* is again the dual lattice although I@) may no 
longer be identically zero. Until the discovery of quasicrys- 
tals, few people had realized that a point set with no average 
lattice could still have the diEaction property. 

The general problem of determining which sums 
xrES exp(-2niv l s) can be written in the form (1) is very diffi- 
cult. The sum represents a generalized Dirichlet series on its 
abscissa of convergence, and we need to understand its be- 
haviour on that line. As G.H. Hardy once remarked, this 
problem is “delicate’! The diffraction condition can also be 
studied in the context of generalized functions, and this can 
be done in various ways (see [9,39]). 

Tiling and more general models have been studied by 
Danzer; see, e.g., [16]. 

Only a few of the many mathematical aspects of quasicrys- 
tals can be mentioned here. For a broader discussion, see [46]. 

The distinction between tilings and real quasicrystals was 
first emphasized by Bak [3]. 

Section 5 
For an extended discussion of the Penrose tilings, matching 
rules, and local isomorphism, see [25]. 

The theorem of Radin and Wolff is proved in [41]. 
The binary tilings were introduced by LanGon and Billard 

[33]. The work discussed in this lecture is described in [23]. 
The computation of the diffraction pattern for the Penrose 

tilings is explained in [ 17,291. The computation for the binary 
tiling is based on multifractal analysis [22]. 

For more about P-V numbers and their role in tiling theory, 
see [12,36,6,21]. 

The construction of the Penrose tilings of the plane by 

dele de bloc de construction pour la structure cristalline se 
trouvent dans [45,46]. 

La cellule de Vorono’i V(ii) d’un point u d’un treillis L est 
l’ensemble des points de En qui sont plus pres de IA que de 
tout autre point de L: 

V(ii)= {x EE” (1 K-U] ,< Ix-v] pourtoutvEL}. 
Une conjecture celebre affirme que tout polytope qui pave 

En par translation est une image affine de la cellule de Voro- 
no’i d’un treillis ; cela n’a ete demontre que pour certaines 
classes de polytopes (voir [44]). 

On trouvera une discussion approfondie des cellules de 
Voronoi’ de treillis n-dimensionnels, et l’analogue de la restric- 
tion cristallographique pour ces treillis dans [48]. 

Jusqu’a maintenant, aucune utilisation pratique des quasi- 
cristaux n’a ete decouverte, a l’exception d’une couche anti- 
adhesive! Mais on ne trouve pas encore sur le marche des 
poeles quasi-cristallines. 

La nouvelle definition de (( c&al,, est apparu dans les 
(( ?t=rmes de reference ,) de la Commission sur les cristaux 
aperiodiques. 

Section 4 
Un ensemble S est discret s’il existe un nombre reel positif Y L 
tel que x,y E S + - y I 2 y. s est relativement dense s’il existe 
un nombre reel positif R tel que toute boule de dimension n 
de rayon R contient au moins un point de S. Des ensembles , 
de points discrets et relativement denses ((( &I?)-systemes ,,) 
furent utilises par B.N. Delone (Delaunay) et son ecole pour 
leur modele abstrait de la geometric de la structure cristalline. 

On peut consulter [ 141 pour une discussion sur la physique 
de la diffraction. 

Lorsque S est un treillis, S* est le treillis dual, On peut aussi 
traiter facilement du cas ou S est une union d’un nombre fini 
de treillis congruents. De plus, un cristal qui nest pas stricte- 
ment periodique peut tout de meme faire partie de la (( famille 
periodique ,,. C’est le cas lorsque S possede un tveillis moyevz, 
c’est-adire s’il existe un treillis L et un nombre reel C supe- 
rieur a zero (mais en pratique pas tellement plus grand que 
zero) tels que 

&S+!lGELtelque I?;-$] SC. 
Aloes, sous des hypotheses raisonnables concernant la 

fluctuation de S autour de L, S* est encore le treillis dual 
meme si \Ir(s’) ne peut plus etre identiquement nul. Avant la 
decouverte des quasi-cristaux, peu de gens avaient realise 
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projection from Es is due to deBruijn [9]. The projection 
method has been generalized and modified in various ways. 
For an account of the most modem version, see [30]. 

Section 6 
The discovery of quasicrystals prompted the enumeration 

of those crystallographic groups in E6 with subspace invariant 
under icosahedral symmetry. See [ 11,351. 

Characterization of local rules for tilings were presented in 
the Special Session on Tilings by Joshua Socolar (see [50]) and 
Leonid Levitov. Since Levitov’s results (obtained jointly with 
Andre Katz) are not yet available in preprint form, I include 
their abstract here: 

“Matching rules exist for a quasiperiodic tiling if it can be 
defined by specifying possible local neighbourhoods, i.e., all 
local patterns of some bounded size. We study the existence of 
matching rules for tilings of the (2-D) plane and (3-D) space 
generated by grids. We identify and describe some topological 
content of the problem, as a tool which allows to prove the 
existence of matching rules. We consider the vector space 
E = El1 @El as a fibration E &Eli (7r1 is the projector along 
El : T@*) = 0, ~~(Ell) = Eli). In E we define a “forbidden set” I? 
which is the union over a lattice in E of a family of lattice (af- 
fine) subspaces of E non-transverse with both El and Eli. We 
then consider sections S of the fibration which do not inter- 
sect I? and compute the homotopy classes of these sections. 
The list of these classes contains important inforrnation about 
the matching rules for the corresponding tilings (any family of 
grids generates its own E and r ). We prove the Theorem. 
l%eovem. Matching vLlles exist if and only if any admissible S is 
homotopic to a constant. 

With this theorem, we obtain matching rules for the gener- 
alized Penrose tilings and for tilings with octagonal, dodeca- 
gonal and icosahedral symmetries.” 

The “grid method” and the “projection method” for gener- 
ating nonperiodic tilings were introduced by deBruijn [S]. 
The two methods produce the same tilings (see [ZO]). 

“The theoy of aperiodic tilings is in the zoology stage”, as N.G. 
deBruijn recently remarked. But although the little zoo of 
aperiodic tilings is remarkably diverse, it seems to be possible 
to associate all of the known examples with projected tilings 
by one means or another. In some cases this requires dissect- 
ing and reassembling the tiles. 

qu’un ensemble de points sans treillis moyen peut tout de 
meme posseder la propriete de diffraction. 

Le probleme general qui consiste a determiner quelles 
sont les sommes Y --vEs exp(-2niY l s) qui peuvent etre expri- 
mees sous la forme (1) est tres difficile. La somme represente 
une serie de Dirichlet generalisee sur son abscisse de conver- 
gence, et il est necessaire de connaitre son comportement 
sur cette droite. Comme le faisait remarquer G.H. Hardy, ce 
probleme est (( delicat )). La condition de diffraction peut aussi 
etre etudiee dans le contexte des fonctions generalisees, et 
cela peut etre fait de differentes facons (voir [9,39]). 

Les modeles de pavage et des modeles plus generaux ont 
ete etudie par Danzer ; voir, par exemple, [16]. 

On n’a pu souligner ici que quelques-uns des nombreux 
aspects mathematiques des quasi-cristaux. On trouvera une 
presentation plus large dans [46]. 

C’est Bak qui le premier souligna la distinction entre les 
pavage et les quasi-cristaux reels [3]. 

Section 5 
Louvrage de Griinbaum et Shephard [25] aborde de facon 
extensive les pavages de Penrose, les regles d’appariement et 
l’isomorphisme local. 

Le theoreme de I&din et Wolff est demontre dans [41]. 
Les pavages binaires ont ete present& par Lancon et 

Billard [33]. Les travaux dont il est question dans cette confe- 
rence sont d&its dans [23]. 

Le calcul du motif de diffraction pour les pavages de 
Penrose est explique dans [17,29]. Le calcul concernant le 
pavage binaire est fonde sur l’analyse multifractale [22]. 

Pour en savoir plus sur les nombres de P-V et leur role 
dans la theorie des pavages, on peut consulter [12,36,6,21]. 

La construction des pavages de Penrose du plan par pro- 
jection a partir de E5 est attribuable a deBruijn [9]. La me- 
thode de projection avait ete generalisee et modifiee de diffe- 
rentes facons. Pour une explication de la version la plus 
actuelle, voir [30]. 

Section 6 
La decouverte des quasi-cristaux a provoque l’enumeration 
des groupes cristallographiques dans E6 qui possedent un 
sous-espace invariant sous une symetrie icosaedre. Voir [ 11,351. 

La caracterisation des regles locales pour les pavages a ete 
presentee a la session speciale sur les pavages par Joshua 
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For a closer acquaintance with the residents of the aperi- 
odic zoo, see [25,15,49]. 

“Local &rivabili&’ has been studied recently by R Kramer 
and his school in Tubingen (see, e.g., [2]). Several interesting 
examples are discussed in [38]. 

The concept of symmetry for quasicrystals needs to be 
carefully defined. Except for exceptional cases, neither quasi- 
crystals nor aperiodic tilings have any symmetry at all. How- 
ever, when their Fourier transforms have the symmetry of 
some finite subgroup of O(M), we may say that the quasicrys- 
tal or tiling has this symmetry too. Quasicrystal symmetry is 
discussed in [Katz, 19921. A curious relation between the sym- 
metries of real quasicrystals and aperiodic tilings was first 
explored by Levitov [30]. Is there perhaps a quasicrystallo- 
graphic restriction? 
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Socolar (voir [50]) et Leonid Levitov. Puisque les result&s de 
Levitov (obtenus conjointement avec Andre Katz) ne sont 
pas encore disponibles sous forme de prepublication, j’en 
inclus ici le resume : 

(( Un pavage quasi-periodique admet des regl es d’apparie- 
ment s’il peut etre defini en specifiant les voisinages locaux 
possibles, c’est-a-dire, tous les motifs locaux d’une certaine 
taille bomee. Nous etudions l’existence de regles d’apparie- 
ment pour les pavages du plan (bidimensionnel) et de 
l’espace (tridimensionnel) engendre par des grilles. Nous 
identifions et decrivons un certain contenu topologique du 
probleme comme un outil permettant la demonstration de 
l’existence de regles d’aipariement. Nous considerons 
l’espace vectoriel E = E@E’ comme une fibration E+Ell 
(711 est la projetante le long de E*: q(E’) = 0, q(EIl) = Eli). 
Dans E, on definit un (( ensemble interdit )) I? qui est l’union 
sur un treillis dans E d’une famille de sous-espaces (affines) 
du treillis de E qui ne coupent ni Elni Eli. On considere alors 
les sections S de la fibration qui n’ont pas d’intersection avec 
r, et on calcule les classes d’homotopie de ces sections. La 
liste de ces classes contient d’importantes informations a 
propos des regles d’appariement des pavages correspondants 
(toute famille de grilles engendre ses propres E et r)..Nous 
demontrons le theoreme suivant. 
TMo&m.e. Des rkgles d’appariement existent si et seulement si 
tout S admissible est homotopique h une constante, 

A l’aide de ce theoreme, nous obtenons des regles d’appa- 
riement pour les pavages de Penrose generalis et pour les 
pavages possedant des symetries octogonales, dodecagonale 
et icosaedre. )) 

La (( methode des grilles )) et la (( methode de projection )) 
pour engendrer des pavages non periodiques ont ete intro 
duites par deBruijn [8]. Les deux methodes produisent les 
memes pavages (voir [20]). 

(( La theorie des pavages aperiodiques en est a un stade 
de zoologie )), comme le faisait remarquer recemment 
N.G. deBruijn. Mais meme si le petit zoo des pavages aperio- 
diques est remarquablement diversifie, il semble etre possible 
d’associer tous les exemples connus aux pavages projetes 
d’une faGon ou d’une autre. Cela requiert dans certains cas de 
dissequer et de reassembler les paves. 

Pour faire plus ample connaissance avec les residents du 
zoo aperiodique, on peut consulter [25,15,49]. 
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