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Abstract

ilbert’s 18™ problem consisted of three loosely re-

lated questions: Is the number of groups in E" with

(bounded) fundamental region finite? Does there
exist a tiling on whose tiles no group acts transitively? What
are the densest packings of congruent bodies in E*? These
questions pointed mathematical crystallography in new di-
rections and have been unreasonably effective: in our time
quasicrystals pose mathematical problems in precisely the
areas indicated by Hilbert. Indeed, many of the new prob-
lems are reformulations of Hilbert’s. Considerable progress
has been made in the last few years, but a key issue—how
the parts of the problem are related to one another—is still
not completely understood.
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Les pavages, les quasi-cristaux
et le 18° probléme de Hilbert

Ces notes sont constituées de deux parties:

Partie 1. Le texte d'une conférence donnée dans le cadre d’une rencontre
de I'American Mathematical Society a Philadelphie, le 13 o ctobre 1991, et
Partie 1I. Commentaires et bibliographie.

Résumé

e 18° probléme de Hilbert est constitué de trois ques-

tions vaguement liées : Le nombre de groupes a ré-

gion fondamentale (bornée) dans E” est-il fini ? Existe-
t-il un pavage sur les pavés duquel aucun groupe n’agisse de
fagon transitive ? Quels sont les juxtapositions les plus denses
de corps congruents dans E?? Ces questions ort orienté la
cristallographie mathématique vers de nouvell es directions
et ont été excessivement efficaces: de nos jours, les quasi-
cristaux posent des problémes mathématiques qui se situent
précisément dans les champs indiqués par Hilbert. En effet,
plusieurs des nouveaux problémes sont des reformulations
de ceux de Hilbert. On a fait de considérables progres dans
les derniéres années, mais une question clé —comment les
parties du probléme sont liées entre elles—n'e st pas encore
complétement comprise.
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Part I: Lecture Notes

1. Introduction

Crystals are a meeting ground for many mathematical ideas,
a place where polytopes, lattices, discrete groups, tilings, and
sphere packings come together to shed light on the structure
of real objects.

Mathematical crystallography is a subject with a long his-
tory. It also has an interesting future—never more so than
now. The discovery of quasicrystals has occasioned a reex-
amination of the foundations of the subject and is broadening
its perspectives. Other fields of mathematics, in addition to
those mentioned above, are also being brought into play, and
the quasicrystal problem provides an interesting perspective
from which to study their interactions.

In this talk I will try to sketch an overview of mathemati-
cal quasicrystallography, as I see it. The subject is still devel-
oping, so the picture I will attempt to sketch is necessarily
tentative. Almost everything I will say should be qualified by
“ifs, ands or buts”, but these qualifications must be relegated
to the printed version of this talk (i.e., Part II).

The proper place for us to begin—and end—is with
Hilbert's 18" problem. In formulating it, Hilbert was influ-
enced by mathematical problems of nineteenth century crys-
tallography: the concept of symmetry, the enumeration of
groups of motions, the tiling of space.

2. Hilbert’s 18" Problem (abridged)
Hilbert asked:

A. Is there in n-dimensional Euclidean space ... only a
finite number of essentially different kinds of groups of mo-
tions with a fundamental region?

B. Whether polyhedra also exist which do not appear as
fundamental regions of groups of motions, by means of
which nevertheless by a suitable juxtaposition of congruent
copies a complete filling up of all space is possible.

C. How can one arrange most densely in space an infinite
number of equal solids of given form ... that is, how can one
so fit them together that the ratio of the filled to the unfilled
space may be as great as possible?

As the 18" is arguably the least celebrated of the 23 prob-
lems, a few comments on these questions and their current
status may be helpful. Question A was prompted by the suc-
cessful enumeration of the three dimensional crystallographic

Partie I: Notes de conférence

1. Introduction

Les cristaux constituent un domaine de rencontre pour plu-
sieurs idées mathématiques, un endroit o1 les polytopes, les
treillis, les groupes discrets, les pavages et les juxtapositions
de spheres interferent pour jeter de la lumiére sur la struc-
ture d'objets réels.

La cristallographie mathématique est un sujet possédant
une longue histoire. Elle a également — et plus que jamais —
un futur intéressant. La découverte des quasi-cristaux a pro-
voqué un réexamen des fondements du sujet et a élargi ses
perspectives. D'autres domaines des mathématiques, s'ajou-
tant a ceux mentionnés plus haut, interviennent également
dans la problématique, et le probleme des quasi-cristaux
fournit une perspective intéressante pour étudier leurs
interactions.

Dans cette conférence, je tenterai de dresser une vue
d’ensemble de la quasi-cristallographie mathématique telle
que je la percois. Le sujet est encore en développement de
telle sorte que 'image que j'essaierai de donner est nécessai-
rement provisoire. Presque tout ce que je dirai pourrait étre
nuancé par des «si» ou des « mais», mais ces réserves doivent
étre reléguées a la version imprimée de cette conférence
(c'est-a-dire, la Partie II).

Pour nous, I'endroit le plus approprié pour débuter —et
terminer —est le 18° probleme de Hilbert. En le formulant,
Hilbert était influencé par les problémes mathématiques de
la cristallographie du dix-neuviéme siécle : le concept de sy-
meétrie, 'énumeération des groupes de déplacements, le pa-
vage de 'espace.

2. Le 18° probleme de Hilbert (version abrégée)
Hilbert demandait:

A. N'existe-t-il, dans l'espace euclidien a n dimensions,
gu'un nombre fini d’espéces différentes de groupes de dépla-
cements a région fondamentale ?

B. Existe-t-il aussi des polyédres qui ne se présentent pas
comme régions fondamentales de groupes de déplacements,
et au moyen desquels cependant on peut, en juxtaposant
convenablement les exemplaires congruents, arriver a rem-
plir sans lacunes 'espace tout entier ?

‘ C. Comment peut-on, avec la plus grande densité possible,
‘ remplir 'espace au moyen d'un nombre infini de corps de




groups, a laborious task which had been completed in 1891 by
E.S. Fedorov (a crvstallographer) and A. Schoentlies (a math-
ematician). There are 219 isomorphism classes (in E-, the
number is 17). That the number of isomorphism classes in E”
is also finite was shown by Bieberbach and Frobenius be-
tween 1910 and 1912, In contemporary language, the groups
in question are short exact sequences

0->T—>G->P—>1
where T is isomorphic to 2" Pis isomorphic to a finite sub-
group of O(n), and the homeomorphism P — AutT is one-
one. An orbit of Z" is called a lattice, and an orbit of G is a
union of a finite number of congruent lattices. Crystallo-
graphers used to call these orbits “regular systems of points”
The groups are sometimes called the crystallographic groups
because their orbits are abstract models for crystal structure.

Question B asks whether there exists a tile such that no
svmmetry group acts transitively on any tiling in which it ap-
pears. It has becn solved, or remains unsolved, depending on
how you interpret it. All that Hilbert really asked for was a tile
that is not a fundamental region for any group; this can hap-
pen even within a periodic tiling (a periodic tiling of E" is one
that is invariant under n linearly independent translations).

A three dimensional example of such a tile was found by
Reinhardt in 1928; a two dimensional example was tound by
Heesch in 1935. Since then more examples have been tound,
some of them convex. In all cases, the tilings are periodic.
Consider, for example, Escher’s “Ghosts” (Figure 1).

This complicated-looking tiling
is really just a modification of a
tiling of the plane by equilateral
triangles. Each triangle has two
ghosts on cach edge and three
ghosts in its interiot. There is no
rigid motion that interchanges the
interior ghosts with the cdge
ghosts, so the svmmetry group of
this tiling does not act transitively
on it. Moreover, this tiling is
unique: there is only this one way
to fit the ghosts together. Thus
“Ghosts” is a solution to Question B.

A more interesting and challeng-
ing variant ot question Bis: is there
a tile which tiles only nonperiodically?
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meéme forme assignée d’avance. .. autrement dit, on demande
de répartir ces corps dans I'espace de fagon que le rapport de
I'espace rempli a l'espace vide soit le plus grand possible.

Comme on peut soutenir que le 18 est le moins célebre
des 23 problemes, il serait utile de faire ici quelq ues commen-
taires sur ces questions et leur statut actuel. La qquestion A a
éte suscitée par le succes de I'énumération des groupes cris-
tallographiques tridimensionnels, une tache laboricuse qui fut
complétée en 1891 par E.S. Fedorov (un cristallographe) et
A. Schoentlies (un mathématicien). 1l existe 219 classes
d'isomorphisme (dans E°, le nombre est 17). Ce st entre 1910
et 1912 que Biebherbach et Frobenius démontraient que le
nombre de classes d'isomorphisme dans £ est ¢galement
fini. En emplovant le langage contemporain, les groupes en
question sont presque les suites exactes

0->T->GC->rP->1
ou T est isomorphe a 2", P est isomorphe a un sous-groupe
fini de O(n), et 'homomorphisme P — AutT est bijectit. Une
orbite de 7" est appelé un treillis, et une orhite die G est
I'union d'un nombre fini de treillis congruents. Les cristallo-
graphes nomment ces orbites «systemes réguliers de points».
Les groupes sont partois nommes groupes crista llographiques
car leurs orbites constituent des modeles abstraits de la struc-
ture cristalline.

La question B demande s'il existe un pavé qui soit tel
gu'aucun groupe de symétric n'agisse de facon transitive sur
quelque pavage qui le contienne. Elle a été résolue, ou elle
demeure sans réponse, sclon linterprétation ui'on en fait.
Tout ce que Hilbert demandait en réalité ¢'¢tait un pave qui
ne soit pas la région fondamentale d'un quelcorique groupe;
cela peut survenir méme a l'intérieur d'un pavage periodique
(un pavage périodique de E" est un pavage qui est invariant
sous 1 translations lin¢airement indépendantes).

Reinhardt a trouve en 1928 un exemple tridi mensionnel
d’un tel pavé; Heesch donnait un exemple bidi mensionnel
en 1935, Depuis, plusicurs exemples ont été trouvés, dont
certains sont convexes. Dans tous les cas, les paves sont pe-
riodiques. Considérons, par exemple, les « Fantomes »
d'Escher (figure 1).

Ce pavage a l'allure complexe n'est en réalite qu'une mo-
dification d'un pavage du plan par des triangles ¢quilatéraux.
Chaque triangle a deux fantomes sur chaque arcte ct trois
tantomes dans son intéricur. [I n'existe pas de 1mouvement
rigide qui interchange les tantomes intéricurs avec les fan-
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No such tile has yet been found, though there are several
pairs of tiles with this property. The Penrose tiles, which we
will discuss later on, are the most famous example.

Question C is very broad. Indeed, as Charles Radin has
pointed out, the densest possible packing of congruent bodies
is a tiling. Thus Question C can be interpreted as asking
which shapes tile space. This is also an unsolved problem.
However, most attention has centered on finding dense pack-
ings of equal spheres. The sphere-packing problem has re-
ceived a lot of publicity in the last year or so, ever since the
announcement of a proof of the long-conjectured result that
no packing in E3 can be denser than the cannonball packing.
But in the context of crystals and quasicrystals packings of
unequal spheres, and packings of polyhedra are also impor-
tant and interesting.

3. Crystals and Quasicrystals

The original quasicrystals were alloys of magnesium and
aluminum whose x-ray diffraction patterns showed icosahe-
dral symmetry. You may remember the furor that erupted in
1985, just after their discovery. (See Figure 2.) Why were
scientists plunged into uncertainty? Why did Linus Pauling
square off against the physicists?

Solid state scientists were shocked because, according to
long-established theories of crystal structure, no crystal could
have five-fold rotational symmetry. The structure theory in
question is the concept of a crystal as a periodic three dimen-
sional array of congruent subvisible particles. Johann Kepler
seems to have been the first to suggest this notion: in 1611 he
attempted to model the shapes of snowflakes by dense pack-
ings of spheres. In the early nineteenth century, the particles
were represented by bricks which could be stacked to build
crystal polyhedral forms. Later, in a more sophisticated ver-
sion of this model, the bricks were replaced by points. The
point sets became the “regular systems of points” whose sym-
metry groups were studied by Fedorov and Schoenflies. The
model was able to give a good account of crystal growth, crys-
tal form, and crystal physics. By the early twentieth century,
periodicity had become the defining feature of a crystal.

Periodicity greatly restricts the possibilities for symmetry.
The symmetry group of a lattice is a crystallographic group of
a special kind: it is a semidirect product of T and P P is the
stabilizer of the origin and the symmetry group of the
Voronoi cells of these lattices. Figure 3 shows that lattices

tdmes des arétes ; ainsi, le groupe de symétrie de ce pavage
n'agit pas sur lui de fagon transitive. De plus, ce pavage est
unique : il n’existe que cette facon d’'agencer ensemble les
fantdbmes. Ainsi, les « Fantomes » constituent une solution a la
question B.

Une variante plus intéressante et plus stimulante de la
question B est : existe-t-il un pavé qui ne pave que de fagon non
périodique > On n'a pas encore découvert de tels pavés, méme
8'il existe plusieurs paires de pavés possédant cette propriété.
Les pavés de Penrose, dont on discutera plus loin, en sont les
exemples les plus connus.

La question C est tres large. En effet, comme Charles
Radin le soulignait, la juxtaposition la plus dense possible de
corps congruents est un pavage. La question peut donc étre
interprétée comme la recherche des formes qui pavent
I'espace. C'est également un probléme non résolu. Toutefois,
presque toute l'attention a été portée sur la recherche de
juxtapositions denses de sphéres égales. Le probléme de la
juxtaposition de spheéres a été 1'objet de beaucoup de publi-
cité en cette derniére année, depuis 'annonce d'une démons-
tration du résultat longuement conjecturé a l'effet qu'aucune
juxtaposition dans E* ne peut étre plus dense que la juxtapo-
sition du boulet de canon. Mais dans le contexte des cristaux
et des quasi-cristaux, les juxtapositions de spheres inégales et
les juxtapositions de polyédres sont aussi importantes et inté-
ressantes.

3. Cristaux et quasi-cristaux

Les premiers quasi-cristaux furent les alliages de magnésium
et d'aluminium dont les motifs de diffraction radioscopique
montrent une symétrie icosaédre. Vous pouvez vous souvenir
de la fureur qui éclata en 1985, juste aprées leur découverte.
(Voir figure 2.) Pourquoi les scientifiques furent-ils plongés
dans l'incertitude ? Pourquoi Linus Pauling s'éleva-t-il contre
les physiciens ?

Les scientifiques du domaine des solides furent stupéfaits
car, selon des théories établies depuis longtemps a propos de
la structure cristalline, aucun cristal ne pouvait posséder une
symétrie de rotation d'ordre cing. La théorie de la structure
en question est basée sur la conception d'un cristal comme
une matrice tridimensionnelle périodique de particules sub-
divisibles congruentes. Johann Kepler semble avoir été le
premier a suggérer cette notion : en 1611, il tenta de modéli-
ser les formes des flocons de neige par des juxtapositions




Figure 2
Newspaper clippings,
1985.

Coupures de journaux,
1985.

can have two-fold, three-fold, four-fold and six-fold rotational
symmetry.

In fact, there are no other possibilities. This is because a
lattice is discrete (there is a minimum distance r between its
points) and its points are equivalent (by translation). Let x
and y be two lattice points with |x — y| =r. If n-fold rotations
about the lattice points are to be symmetries of the lattice as
a whole, then rotation about x must map y to y’e L, where
ly—y’| 2 7. This is possible only if n < 6. If n=5, then
|y —y’| >7, but rotation about y produces an image x” of x
where |x¥'-y’| <7 (figure 4).

This contradiction shows that rotational symmetries of
order greater than six, and also five-fold rotational symmetry,
are impossible in a two-dimensional lattice. The same argu-
ment is valid in E*,

There is also an algebraic version of this argument. Since
P has a faithful representation in AutT=GL(n,Z), its elements
can be written as integer matrices. But if p € P is a rotation
about a point in the plane, it can also be written in the form
cos® -—sinf \
( sin® cosf )

Linus Pauling has
aluminium alloy may

Cold water on icosahedral symmetry

produced an alternative explanation of the observat
have 5-fold symmetry on the atomic scale. How can

sy
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denses de spheres. Au début du dix-neuviéme siecle, les par-
ticules furent représentées par des briques qui pouvaient étre
empilées pour construire les formes polyédriqu es des cris-
taux. Plus tard, dans une version plus raffinée de ce modele,
les briques furent remplacées par des points. Less ensembles
de points devinrent les «systemes réguliers de points » dont
Fedorov et Schoenflies étudiérent les groupes de symétrie. Le
modele était capable de rendre compte de la croissance des
cristaux, de la forme des cristaux et de la physique des cris-
taux. Des le début du vingtieme siecle, la périodicité devenait
la caractéristique déterminante d'un cristal.

La périodicité restreint grandement les possibilités de sy-
métrie. Le groupe de symétrie d'un treillis est un groupe cris-
tallographique d'un type particulier : c’est un produit semi-
direct de T et P P est le stabilisateur de l'origine et le groupe
de symétrie des cellules de Voronoi de ces treillis. La figure 3
montre que les treillis peuvent posséder des syrmétries de
rotation d’'ordre deux, trois, quatre et six.

En fait, il n’existe pas d'autres possibilités. On I'explique
par le fait qu'un treillis est discret (il y a une distance mini-

; male r entre ses points) et ses points sont équivalents (par

Crysta

ymm!
icosahe ral sY

ion that solid manganese—
the two views be reconciled?

. w,v,myv%
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Then, since conjugate matrices have the same trace, we must
have
2cosbe Z.
This is only possible when
0=0mn/2 2n/3, 2%/6 .

This result is known as the crystallographic restriction. Quasi-

crystals do not obey it.

There are many myths about quasicrystals, including:
¢ The structure problem has been solved: the Penrose

tilings (of 3-space) are realistic structure models;

¢ Quasicrystals are inherently full of defects, much more so
than ordinary crystals;

® Quasicrystals are a mysterious new form of matter.

None of these myths is true —though quasicrystals seem
to have rather peculiar physical properties.

On the other hand, there are also some facts about quasi-
crystals:

e They are real, and today are seen as part of a much larger
class of “aperiodic crystals”;

e Crystals with noncrystallographic symmetry have been
found with many different chemical compositions; all are
alloys;

e Their diffraction patterns show either icosahedral symme-
try or 8,10 or 12-fold rotational symmetry (which are also
“noncrystallographic”);

e Many geometric models have been proposed but none is
generally accepted yet.

The International Union of Crystallography has estab-
lished, ad interim, a Commission on Aperiodic Crystals to
encourage and keep tabs on both experimental and theoreti-
cal developments world-wide. One of the commission’s first
accomplishments was to redefine the word “crystal”. Accord-
ingly, a crystal is no longer any solid with a periodic structure,
but any solid with an essentially discrete diffraction diagram.

This means, experimentally, that when X rays are passed
through the crystal and are recorded on a photographic plate,
we see a discrete pattern of bright spots. Symmetry does not
enter into this new definition, nor does any a priori structure
hypothesis.

4. The quasicrystal problem

There are (at least) two “quasicrystals problems”: one is con-
cerned with the structures and properties of real quasi-
crystals; the other is concerned with the mathematical foun-

translation). Soient x et y deux points d’un treillis pour les-

quels |x—y| =7 Si des rotations d’ordre n par rapport aux

points du treillis sont des symétries du treillis pris en entier,

alors une rotation par rapport a x doit envoyer y sur y’e L,

ol [y—y’| 2. Cela n'est possible que si n < 6. Sin=5, alors

|y = ¥’| >, mais une rotation par rapport a y produit une

image x” de x telle que |- y’| <7 (figure 4).

Cette contradiction montre que les symétries de rotation
d'ordre plus grand que six, de méme que la symétrie de rota-
tion d’ordre cing, sont impossibles dans un treillis bidimen-
sionnel. Le méme argument est valide dans E*.

11 existe aussi une version algébrique de cet argument.
Puisque P posseéde une représentation fidele dans AutT=
GL(n,Z), ses €léments peuvent étre exprimés comme des
matrices entieres. Mais si p € P est une rotation par rapport a
un point du plan, elle peut aussi étre exprimée sous la forme

cos® -sin@ \
( sin®  cos® )
Ainsi, puisque des matrices conjuguées posseédent la méme
trace, on doit avoir
2cosBe Z.
Ceci n'est possible que lorsque
0=0mmn/2 2n/3, 21/6.

Ce résultat est connu sous le nom de restriction cristallogra-

phique. Les quasi-cristaux n'y obéissent pas.

1l existe plusieurs mythes a propos des quasi-cristaux. En
voici quelques-uns:

e Le probleme de structure a été résolu: les pavages de
Penrose (de I'espace tridimensionnel) sont des modeles de
structures réalistes;

e Les quasi-cristaux sont, de fagon inhérente, pleins d'imper-
fections, plus que ne peuvent l'étre les cristaux ordinaires;

¢ Les quasi-cristaux constituent une mystérieuse nouvelle
forme de matiére.

Aucun de ces mythes n’est vrai—bien que les quasi-cristaux
semblent posséder des propriétés physiques plutét étranges.

D’autre part, il y a également certains faits concernant les
quasi-cristaux :

o IlIs sont réels, et ils sont considérés aujourd’hui comme
faisant partie d’'une classe plus large, celle des «cristaux
apériodiques »;

e On a trouvé des cristaux possédant des symétries non
cristallographiques avec plusieurs composés chimiques
différents; ce sont tous des alliages;
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dations of the broader concept of “crystal”. I will not attempt
to discuss reality.

Instead, let us ask what properties an abstract crystal
model should have, if it is no longer to be a regular system of
points. Because the new definition involves diffraction im-
ages, these models must satisfy analytic as well as geometric
and possibly algebraic conditions.

We can think of the crystal as a set S of points (represent-
ing atomic positions) which is discrete and relatively dense in
E" (relatively dense means that every ball whose radius ex-
ceeds a certain fixed positive number contains at least one
point of S in its interior). We also need some additional condi-
tions that will serve to distinguish crystals from amorphous
structures. What are these conditions? That is the problem!

To formulate it more precisely, let us first translate the
geometric setting into the language of physics. We associate
to S a “density function” or measure which assigns unit
masses to the points:

p() = > d(x=1);
res
here 8(x) is the Dirac delta. The diffraction pattern is de-
scribed by the Fourier transform of p(x):
pY) = Z exp(=2mir - y) .
re

The exponential functions in this sum are wave equations.
When the waves are in phase these terms are all alike. For
such values of y, the infinite sum is a Dirac delta and this will
show up as a sharp bright spot in the diffraction diagram.

Thus we are looking for a set $*c E™ and weights ¢, such
that

p(Y) =Z Y=k +b(y). @

The bright spots occur at the points of $* If Y(y) # 0 then
there is a continuous “background”.

When S satisfies (1), we will say that it satisfies the diffrac-
tion condition.

When S is a lattice, then so is §* and y(y) = 0. Thus peri-
odic crystals are still crystals under the new definition! When
Sis not a lattice, then the interpretation of the exponential
sum is more complicated. Large classes of S's that satisfy the
diffraction condition are known, but there is still no complete
characterization.

To translate from physics into mathematics, we need a
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e Leurs motifs de diffraction présentent soit des symétries
icosaedres, soit des symétries de rotation d'ordre 8, 10 ou

12 (qui sont aussi « non cristallographiques ») ;
¢ Plusieurs modeles géométriques ont été proposés mais

aucun n’est encore généralement accepté.

LUnion internationale de cristallographie a établi, ad
interim, une Commission sur les cristaux apériodiques afin
d’encourager et d’avoir a l'oeil a la fois les développements
expérimentaux et les développements théoriques a travers le
monde. Lune des premiéres réalisations de la commission
fut la redéfinition du mot «cristal». En conséquence, un cris-
tal n'est plus un solide possédant une structure périodique,
mais tout solide possédant un diagramme de diffraction essentiel-
lement discret.

Cela signifie, de fagon expérimentale, que lorsque le cris-
tal est soumis aux rayons X, on observera un motif discret de
taches claires sur la plaque photographique. Le concept de
symétrie ne fait pas partie de cette nouvelle définition, de
méme qu'aucune hypotheése de structure a priori.

4. Le probléme des quasi-cristaux

11 existe (au moins) deux «problémes de quasi-cristaux»: 'un
porte sur les structures et les propriétés des quasi-cristaux
réels; 'autre porte sur les fondements mathématiques du
concept plus large de «cristal ». Je ne tenterai pas d'aborder
la réalité.

Demandons-nous plutét quelles sont les propriétés que
doit posséder un modele abstrait de cristal, si ce n'est plus un
systeme régulier de points. Puisque la nouvelle définition
implique les images de diffraction, ces modeles doivent satis-
faire des conditions analytiques aussi bien que géométriques
et possiblement algébriques.

On peut considérer le cristal comme un ense mble S de
points (représentant les positions atomiques) qui est discret et
relativement dense dans E" (relativement dense: signifie que
toute boule dont le rayon excéde un certain nombre positif
fixé contient au moins un point de S en son inté rieur). On a
également besoin de certaines conditions suppl€mentaires qui
serviront a distinguer les cristaux des structures amorphes.
Quelles sont ces conditions ? Voila le probleme! .

Pour le formuler plus précisément, traduisors to %%rﬂ“-’od
le cadre géométrique en termes physiques. Nous aggocions a&%

-]

S une « fonction de densité » ou une mesure qui asgicie d\qs;&6 '
masses aux points: 3 o\

%’(’J.n.ﬂ"’(a\

R

Iy
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Les pavages, les quasi-cristaux
et le 18° probléme de Hilbert

suitable class of generalized functions, and we need to evalu-
ate or estimate the exponential sums. Both tasks are difficult.

The quasicrystal problem can be formulated as three tasks:

(1)Characterize the point sets S which satisfy the diffraction
condition.

(2)Develop a suitable tiling model.

(3) Determine which local properties of (2) are necessary and

sufficient for (1).

Tilings have nothing to do with real quasicrystals but they
are a useful tool for studying the geometry of nonperiodicity.
We can go back and forth between point sets and tilings in
various ways. So let us turn to tilings.

5. Tilings
A tiling of E" is a partition of space into nonoverlapping cells
called tiles.

Definition. A tiling T is a countable family of closed sets called
tiles T={T,, T,...} suchthat int TNint =D if i#j and
VL T=E"

We will also assume that:

e each T is homeomorphic to an n-ball

¢ each T is congruent to one element of a finite family ? of
shapes called prototiles.

A given prototile set ? may admit more than one tiling.
Consider, for example, two rhombs of edge length one, whose
small angles are 27/5 and 7/5, respectively. These tiles can
tile the plane in many ways, some periodic and some nonpe-
riodic (figure 5).

What should we look for in a tiling model? The word “non-
periodic” encompasses a broad spectrum of nonperiodicities,
including tilings with stacking irregularities or spirals. Tilings

OVEF &

PR = D 8(x=1);
res
d(x) représente ici le delta de Dirac. Le motif de diffraction
est décrit par la transformée de Fourier de p(x) :
p(y) = D exp(=2mir - y).
res

Les fonctions exponentielles de cette somme sont des
équations d'onde. Lorsque les ondes sont en phase, leurs
termes sont tous semblables. Pour de telles valeurs de y, la
somme infinie est un delta de Dirac et ceci se manifestera
par une nette tache claire dans le diagramme de diffraction.

Nous cherchons donc un ensemble S*c E” et des poids ¢,
tels que

bW) = 2 cdY =K + b(y). M
=

Les taches claires apparaissent aux points de $* Si () # 0,
il existe alors un «arriére-plan » continu.

Lorsque S satisfait (1), on dira qu'il satisfait la condition de
diffraction.

Lorsque S est un treillis, S* I'est aussi, et s(y) = 0. Les
cristaux périodiques sont donc encore des cristaux selon la
nouvelle définition! Si S n’est pas un treillis, I'interprétation
de la somme exponentielle est alors plus complexe. On con-
nait de larges classes de S qui satisfont la condition de diffrac-
tion, mais il n'existe toujours pas de caractérisation compléte.

Pour effectuer la traduction du domaine de la physique
vers les mathématiques, on a besoin d’'une classe adéquate
de fonctions généralisées, et on doit évaluer ou estimer les
sommes exponentielles. Ces deux taches sont difficiles.

On peut formuler le probléme des quasi-cristaux en énon-
gant trois taches:

(1)Caractériser les ensembles S qui satisfont la condition de
diffraction.

(2)Développer un modele adéquat de pavage.

(3)Déterminer les propriétés locales de (2) qui soient néces-

saires et suffisantes pour (1).

Les pavages n’ont rien a voir avec les quasi-cristaux réels
mais ils constituent un outil intéressant pour I'étude de la
géomeétrie de la non-périodicité. Il est possible de passer des
ensembles aux pavages et des pavages aux ensembles de
différentes fagons. Abordons donc les pavages.




Figure 6

with anomalous regions of that sort are not what we are look-
ing for. Like a periodic crystal, a quasicrystal is homogeneous
in the sense that any piece of it is more or less like any other
piece. Also, if we assume that material assembles itself in the
quasicrystalline phase for reasons other than sheer chance,
we should require that nonperiodicity be forced by the tiles
themselves.

Definition. A set P of prototiles is aperiodic if every tiling admit-
ted by P is nonperiodic.

In some cases, matching rules or more general rules for
constructing local neighbourhoods can be imposed on P so
that P becomes aperiodic. This is the case for the rhombs we
have been looking at. Figure 6a represent Penrose’s rules.

The rules are designed to forbid the kinds of juxtapositions
that could result in a periodic tiling. Notice, for example, that
the configuration on Figure 6b cannot be correctly marked
with the Penrose decorations.

When the rules are followed, the tiling looks like Figure 7.

Homogeneity implies some sort of repetitiveness. A weak
form of repetitiveness is the “local isomorphism property”
Definition. A tiling has the local isomorphism property if every
local neighborhood of any finite radius is relatively dense in the
tiling.

For example, the Penrose rules permit seven different ar-
rangements of rhombs at a single vertex. You can easily con-
vince yourself that all of them are relatively dense in the tiling.
(This can, of course, be proved by more rigorous methods.)

Local isomorphism is not special—it is a general property.

Theorem (Radin and Wolff, 1991). Every set P of prototiles ad-
mits a tiling with the local isomorphism property.

opposite vertex \

is white... a

contradiction.

Doit étre noir si le

sommet opposé

est blanc... une

contradiction.
Must be
white.
Doit étre

6a

Must be black if

\

6b blanc.
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5. Pavages
Un pavage de E" est une partition de I'espace en cellules dis-
jointes nommeées pavés.

Définition. Un pavage T est une famille dénombrable den-
sembles fermés nommés pavés T={T,, T, ...} telle que int T, N
nt T= si i#j et UL, T=E"

Nous supposerons aussi que :
¢ chaque T, est homéomorphe a une boule de dimension n
e chaque T, est congruent a un élément d'une famille finie 2

de formes appelées protopavés.

Un ensemble donné P de protopavés peut admettre plus
d'un pavage. Considérons, par exemple, deux losanges de
longueur d'arétes égale a un, dont les angles aigus sont res-
pectivement 27/5 et w/5. Ces pieces peuvent paver le plan
de différentes facons, certaines étant périodiques et d'autres
pas (figure 5).

Que devrions-nous chercher dans un modéle de pavage ?
Lexpression «non périodique » recouvre un large spectre de
non-périodicité, incluant les pavages contenant des irrégula-
rités d’'empilements ou des spirales. Les pavages comportant
de telles régions irréguliéres ne font pas partie de ce que
nous cherchons. Tel un cristal périodique, un quasi-cristal est
homogene dans le sens ol chacune de ses piéces est plus ou
moins semblable aux autres piéces. Aussi, si l'ora suppose que
le matériau s'assemble en phase quasi-cristalline pour des
raisons autres que le pur hasard, nous devrions exiger que la
non-périodicité ait été imposée par les pavés eux-mémes.
Définition. Un ensemble P de protopaves est apértodique si tout
pavage admis par ‘P est non périodique.

Dans certains cas, des régles d’appariement ou des regles
plus générales de construction de voisinages locaux peuvent
étre imposées a P de telle sorte que P devienne apériodique.
C'est le cas des losanges considérés plus haut. La figure 6a
représente les régles de Penrose.

Les regles sont congues pour interdire les types de juxta-
positions qui généreraient un pavage périodique. Notons, par
exemple, qu'on ne peut correctement étiqueter la configura-
tion de la figure 6b selon les reégles de Penrose.

Lorsque les regles sont observées, le pavage ressemble a la
figure 7.

Lhomogénéité entraine un certain type de motif répétitif.
Une forme faible de la répétitivité est la « propriété d'iso-
morphisme local ».

-
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Figure 7
Penrose tiling.
Pavage de Penrose.

<>

sy,
e
X

20
I/
55
2
(Y2
i

N3

()7

3
“
>
o

\
C5X
N\
>
(]
o8
<
%
.\1
(7
0

‘VT.:’
Vg
(5

X

R
hes
et
a0
s
7
e
DAY
%

=9

I\,
N
’i’,l'f

N\
5y

DAY
>
%
s
5
N
o
0'),
“
o
i

74
\s
o
N
L

(7
N
X
)

Les pavages, les quasi-cristaux
et le 18¢° probléme de Hilbert

Is local isomorphism enough to guarantee the diffraction
property? The answer is NO. What then is enough? The
question is subtle, and there still is no general answer.
To explore some of the subtleties, let us consider the
\’. “binary tilings” studied recently by Godréche and
“\“ Langon. Its prototiles are the same two rhombs we have
‘ o, been looking at, but the juxtaposition rule is different
” from the Penrose rule. In a binary tiling, the angles at
“\ each vertex must be all odd or all even multiples of
‘ 7/5. This can be achieved by colouring the vertices,
/ as shown in Figure 8, and requiring that colours
be matched.
\ These rules do not force nonperiodicity. How-
[ [ ever it was discovered recently that, like the
)‘ Penrose tilings, binary tilings can be generated
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by substitution. Here’s how it works. Begin
with a single tile (either one) and decompose
it as shown in Figure 9.
Then rescale the pieces so that the
(whole) tiles are the same size as the origi-
nal ones. Iterate the procedure of decom-
position and rescaling ad infinitum. Por-
tions of both tilings are shown on
Figure 10.
Many properties of substitution
tilings are governed by their substitu-
.‘ tion matrices; for the Penrose and
‘. binary tilings these matrices are
21 and (31
()= (0s)
respectively. Both tilings are
nonperiodic (in the limit tiling,
the ratio of large to small
rhombs is 1) and both have
the local isomorphism prop-
erty. But the set of vertices
of a Penrose tiling satisfies
the diffraction condition,
while the vertices of a
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two differences that
seem to be crucial.
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Définition. Un pavage possede la propriété disomorphisme local
si tout voisinage local d'un quelconque rayon fini est relativement
dense dans le pavage.

Les regles de Penrose permettent, par exemple, sept diffé-
rents arrangements de losanges en un sommet. Vous pouvez
facilement vous convaincre qu'ils sont tous relativement
dense dans le pavage. (11 est possible, évidemment, de le dé-
montrer en utilisant des méthodes plus rigoureuses.)

Lisomorphisme local n'est pas une propriété spéciale mais
générale.

Théoréme (Radin et Wolff, 1991). Tout ensemble P de protopavés
admet un pavage possédant la propriété disomorphisme local.

Lisomorphisme local est-il suffisant pour assurer la pro-
priété de diffraction ? La réponse est NON. Alors, qu'est-ce
qui est suffisant? La question est subtile, et il n'y a toujours
pas de réponse générale.

Pour explorer certaines des subtilités, considérons les « pa-
vages binaires » étudiés récemment par Godréche et Lancon.
Leurs protopavés sont les mémes deux losanges déja considé-
rés, mais la régle de juxtaposition est différente de la regle de
Penrose. Dans un pavage binaire, les angles en chaque som-
met doivent étre des multiples tous impairs ou tous pairs de
/5. Cela peut étre réalisé en coloriant les sommets de la
facon illustrée a la figure 8 et en exigeant I'appariement des
couleurs.

Ces régles n'imposent pas la non-périodicité. Toutefois, il a
été découvert récemment que, comme les pavages de
Penrose, les pavages binaires peuvent étre générés par substi-
tution. Voici comment cela fonctionne. Débutons avec un
simple pavé (n'importe lequel) et décomposons-le comme le
montre l'illustration de la figure 9.

Redimensionnons les piéces de telle sorte que les pavés
(entiers) soient de la méme taille que les pavés originaux. On

i répete la procédure de décomposition et d'agrandissement ad

infinitum. Des parties des deux pavages sont illustrées a la
figure 10.

Plusieurs propriétés des pavages de substitution sont sous
la gouverne de leurs matrices de substitution ; pour les pa-
vages de Penrose et les pavages binaires, ces matrices sont

respectivement
( 21 ) et ( 31 ) '
11

1 2




Figure 8 A

Figure 9 »

Penrose

L—->2L+S
S—>L+S

Binary
L—->3L+S
S—>L+2S

B 1. For any substitution tiling, we can define a “popula-
tion vector” (u,,u,) whose components are the numbers of
large and small rhombs in generation n. These components
are easy to compute: define (u,,v,) to be the numbers of large
and small rhombs in an initial configuration, and let M be the
substitution matrix. Then (u,,y,) = (U, v,)M". If we write (u,,,)
as a linear combination of eigenvectors of M, then we can
easily study the behaviour of the population vector as M is
iterated. The eigenvectors for both the Penrose and binary
substitution tilings are proportional to (7,1) and (-1,7) but the
eigenvalues are different: in the Penrose case the eigenvalues
are 12 and 1/72; in the binary case they are 51 and —/5/7. In
the Penrose case, the population vector is attracted to the
eigenvector belonging to 7° because the other eigenvalue is
less than one in absolute value. In the binary case, however,
the population vector diverges from the line containing (7,1)
because both eigenvalues are greater than one.

Topologie structurale * 20 * Struct ural Topology * 1993

Les deux pavages sont non périodiques (dans le pavage limite,
le rapport entre les nombres des grands et des petits losanges
est T) et ils possedent tous deux la propriété d'isomorphisme
local. Mais I'ensemble des sommets d’'un pavage de Penrose
satisfait la condition de diffraction, tandis que les sommets
d'un pavage binaire de substitution ne la satisfont pas.

Pourquoi ? Deux différences semblent cruciales.

B 1. Pour tout pavage de substitution, on peut définir un
«vecteur de population » (u,,1,) dont les composantes sont les
nombres de grands et de petits losanges dans la génération
d'ordre n. Ces composantes sont faciles a calculer: on définit
(u,,v,) comme étant les nombres de grands et d.e petits lo-
sanges dans une configuration initiale, et soit M la matrice de
substitution. Alors (u,,u,) = (Uy,v,)M". Si on exprime (u,,v,)
comme une combinaison linéaire des vecteurs propres de M,
alors on peut aisément étudier le comportement du vecteur
de population lorsque M est itéré. Les vecteurs propres du
pavage de Penrose et du pavage binaire de substitution sont
proportionnels a (1,1) et (—1,7) mais les valeurs propres sont
différentes: pour le pavage de Penrose, les valeurs propres
sont 72 et 1/72; dans le cas binaire, elles sont \5"5'r et—/5/7.
Dans le cas du pavage de Penrose, le vecteur de population
est attiré vers le vecteur propre appartenant a v car l'autre
valeur propre est inférieure a un en valeur absolue. Dans le
cas binaire, toutefois, le vecteur de population diverge de la
droite contenant (7,1) car les deux valeurs propres sont supé-
rieures a un.

Un nombre algébrique 6 >1 dont tous les conjugués algé-
briques sont inférieurs a un (en valeur absolue) est appelé
nombre de Pisot-Vijayaraghavan. On peut aussi caractériser
les nombres de P-V d'une autre fagon: ce sont précisément les
nombres algébriques 0 pour lesquels il existe ur1 nombre réel ¢
tel que lim,_,_ {t0"} =0. ({x} est la partie fractionnelle de x.)

. Pour ces valeurs de t, on a également lim,_, exp(-2wit6")=1.
Bombieri et Taylor ont exploité cette caractérisation duale
pour démontrer que les substitutions de P-V possédent la
propriété de diffraction.

MW 2. Les protopavés des deux types de pavages sont des
projections, sur un plan I1, des éléments bidimensionnels
d’un hypercube de dimension cing (figure 11).

Lhypercube est la cellule de Voronoi du treillis entier I,.
Les deux pavages peuvent étre relevés en des surfaces de
'espace de dimension cing ; ces surfaces sont des « courte-
pointes» dont les blocs sont des carrés bilateres du pavage
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Figure 10

An algebraic number 6 >1 all of whose algebraic conju-
gates are less than one (in absolute value) is said to be Pisot-
Vijayaraghavan number. P-V numbers can also be character-
ized another way: they are precisely the algebraic numbers 6
for which there exist real t such that lim, __{t6"} =0. ({x} is
the fractional part of x.) For these values of ¢, we also have
lim,_, exp(—2wit®")=1. Bombieri and Taylor exploited this
dual characterization to show that P-V substitutions have the
diffraction property.

B 2. The prototiles of both kinds of tilings are projections,
onto a plane I1, of two-dimensional facets of a five-dimen-

| sional hypercube (figure 11).

The hypercube is the Voronoi cell of the integer lattice ..
Both tilings can be lifted to surfaces in five-dimensional
space; these surfaces are “quilts” whose blocks are square
two-faces of the periodic tiling of I, by these cells. Under or-

| thogonal projection into IT*, the Penrose quilt projects into a

compact set K; in fact, K is the projection, onto [T+, of the

I Voronoi cell. The binary quilt, on the other hand, does not

project into any compact set.

| périodique de I, par ces cellules. A l'aide d’'une projection

dans un ensemble compact K; en fait, K est la projection, sur
[T+, de 1a cellule de Voronoi. La courtepointe binaire, d'autre
part, ne se projette dans aucun ensemble compact.

Toutes ces caractéristiques—diffraction, attraction vers
certains espaces propres, et projection dans un ensemble
compact—sont intimement li€es ; sous certaines conditions,
elles peuvent étre équivalentes. On connait plusieurs liens
entre elles, mais le tableau général n'est pas encore suffisam-
ment clair.

’ orthogonale sur I1+, 1a courtepointe de Penrose se projette

6. Retour au 18° probleme de Hilbert

Les domaines les plus actifs de la recherche en quasi-cristal-

lographie mathématique sont encore

e la détermination des propriétés de diffraction des pavages
de substitution

- e la caractérisation des pavages dont les ensembles de proto-

pavés permettent des regles d’'appariement ou des regles

locales plus générales qui imposent la non-périodicité




Figure 11

All of these features—diffraction, attraction to certain
eigenspaces, and projection into a compact set—are closely
related; they may be equivalent under some conditions.
Many connections among them are known, but the general
picture is still not sufficiently clear.

6. Retum to Hilbert's 18" Problem

The most active areas of research in mathematical quasi-

crystallography continue to be

¢ determining the diffraction properties of substitution
tilings

¢ characterizing those tilings whose prototile sets admit
matching or more general local rules that force non-
periodicity

® generalizing and refining the projection method and its
many variants

e providing a rigorous basis for all of the above.

The “projection method” has been the starting point for
most work on quasicrystal geometry. It is the reverse of the
lifting described above. In the simplest version, we start with
any lattice L in E", choose any irrational subspace II (that is,
a subspace which contains no lattice point other than the
origin), and let K be the orthogonal projection of the Voronoi
cell of the lattice into IT*. Then we project x € L onto IT if and
only if x also projects into K in II*. The set of points in IT ob-
tained in this way is always the set of vertices of a nonperi-
odic tiling. The diffraction property follows automatically
from this construction.

In this way we can construct an uncountable infinity of
nonperiodic tilings, though relatively few of them can be
equipped with matching rules.

Is the n-dimensional (projection) framework is a frame-
work for the study of quasicrystal patterns, or is it the frame-
work? At first sight, projection seems highly artificial. Cer-
tainly real quasicrystals do not grow this way! However, it
may be that the high dimensional formalism in some way
encodes all the other properties that we are looking for.

Hilbert's 18™ Problem provided a stimulus for the study of
n-dimensional lattices and groups, and for the study of aperi-
odic tilings. Now it appears that the two subjects are closely
related. It is remarkable that this problem, formulated in re-
sponse to nineteenth century problems in crystallography,
also provides important insights into some of today's most
challenging questions.

Topologie structurale ¢ 20 * Structural Topology * 1993

¢ la généralisation et le raffinement de la méthode de pro-
jection et de ses diverses variantes
¢ larecherche d’'une base rigoureuse pour tout ce qui pré-
cede.
La «méthode de projection » a été le point de départ de la
plupart des travaux sur la géométrie des quasi-cristaux. I
s'agit de 'inverse du relevement décrit plus haut. Dans la

. version la plus simple, on débute avec un quelconque treillis

L dans E", on choisit un sous-espace irrationnel II (un sous-
espace qui ne contient aucun point du treillis sauf l'origine),
et on nomme K la projection orthogonale de la cellule de
Voronoi du treillis dans ITt. On projette alors x = L sur 1 si et
seulement si x se projette aussi dans K dans I[11. Lensemble
des points de I1 obtenus de cette facon est toujours l'en-
semble des sommets d'un pavage non périodique. La pro-
priété de diffraction est une conséquence autornatique de
cette construction.

On peut construire de cette fagon une infinité non dénom-
brable de pavages non périodique, bien que relativement peu
d’entre eux puissent étre affublés de régles d’appariement.

Est-ce que la charpente n-dimensionnelle (sa projection)
est une charpente utile pour I'étude des motifs des quasi-
cristaux, ou est-ce la charpente ? A premiére vie, la projec-
tion semble hautement artificielle. Les quasi-cristaux réels ne
croissent certainement pas de cette maniére ! Toutefois, il est
possible que le formalisme des dimensions supérieures con-
tiennent en quelque sorte toutes les autres propriétés que
nous recherchons.

Le 18¢probleme de Hilbert fournit un stimualus pour
I'étude des treillis n-dimensionnels et des groupes, et pour
I'étude des pavages apériodiques. 11 apparait m aintenant que
les deux sujets sont intimement reliés. Il est rearquable que
ce probleme, formulé en réponse a des problérnes de cristal-
lographie du dix-neuviéme siécle, fournisse aussi des éclaira-
ges importants sur certaines des questions con temporaines
soulevant les plus grands défis.
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! [Note du traducteu] Il s'agit ici de la traduc-
tion originale effectuée par M.L. Laugel, parue
dans le « Compte residu du Deuxieme Congres
International des Mathématiques tenu a Paris du
6au 12 aodt 1900 » publié par Gauthier-Villars
en 1902.

Part ll: Commentary and References

Warning: I have not made any serious effort to weave the
following remarks into a coherent whole.

Section 1
This lecture was primarily concerned with advances in tiling
theory stimulated by the discovery of quasicrystals. This is
only one of many stimuli. Over the past decade or so, tiling
theory has gradually emerged from crystallography journals,
the “Mathematical Games” section of Scientific American, and
the world of Escher enthusiasts to assume a respected place
in contemporary mathematical thought. This welcome devel-
opment is due to several factors: to a mathematical climate in
which there is renewed interest in geometry—including its
visual content, to a growing awareness that tiling problems
arise in many areas of mathematics, to the efforts of
Griinbaum, Shephard and others to unify the theory and put
it on a solid theoretical basis, and to the high quality of recent
research on some very challenging tiling problems. The talks
presented in the Special Session on Tilings at this meeting
indicate the breadth and depth of the subject, and also its
increasing cohesiveness. However, the theory of tilings, espe-
cially aperiodic tilings, is still in its early stages of develop-
ment. For an introduction to the subject, see Griinbaum and
Shephard [24,25].

Some of the relations between tilings and other parts of
mathematics are indicated in [1,13,52,40].

Section 2
The full text of Hilbert's 18" problem [27] is:

“If we enquire for those groups of motions in the plane for
which a fundamental region exists, we obtain various an-
swers, according as the plane considered is Riemann’s, (ellip-
tic), Euclid’s, or Lobachevsky's (hyperbolic). In the case of the
elliptic plane there is a finite number of essentially different
kinds of fundamental regions, and a finite number of congru-
ent regions suffices for a complete covering of the whole
plane; the group consists indeed of a finite number of motions
only. In the case of the hyperbolic plane there is an infinite
number of essentially different kinds of fundamental regions,
namely, the well-known Poincaré polygons. For the complete
covering of the plane an infinite number of congruent regions
is necessary. The case of Euclid’s plane stands between these;

Partie II: Commentaires et bibliographie

Avertissement: Je n'ai pas fourni un effort considérable pour
organiser les remarques suivantes en un tout cohérent.

Section 1
Cette conférence avait pour sujet premier 'avancement en
théorie des pavages sous la stimulation de la découverte des
quasi-cristaux. Il ne s'agit que de 1'un des stimuli. Au cours de
la derniere décade, la théorie des pavages est graduellement
sortie des revues de cristallographie, de la rubrique des «Jeux
mathématiques» dans Scientific American (Pour la science), et
du cercle des passionnés du monde d’Escher pour s'attribuer
une place respectée au sein de la pensée mathématique con-
temporaine. Ce développement opportun est attribuable a
plusieurs facteurs: un climat mathématique qui présente un
intérét renouvelé pour la géométrie—incluant son contenu
visuel; une conscience croissante du fait que les problemes
de pavages surviennent dans plusieurs domaines des mathé-
matiques; les efforts de Griinbaum, Shephard et d’autres
pour unifier la théorie et la placer sur des bases théoriques
solides ; et la grande qualité de la recherche récente a propos
de certains problémes de pavages soulevant des défis. Les
présentations faites lors de la Session spéciale sur les pavages
a cette rencontre indiquent l'ampleur et la profondeur du
sujet; cela permet également une plus grande cohésion. Tou-
tefois, la théorie des pavages, et particulierement celle des
pavages apériodiques, en est encore a ses premiers stades de
développement. A titre d'introduction au sujet, on peut con-
sulter les travaux de Griinbaum et Shephard [24,25].

On trouvera dans [1,13,52,40] quelques unes des relations
entre les pavages et d’autres parties des mathématiques.

Section 2
Voici le texte original' du 18° probleme de Hilbert [27].
«Dans les questions o1 il s'agit de ces groupes de déplace-
ments dans le plan, pour lesquels il existe une région fonda-
mentale, on sait que la réponse est tres différente suivant
que l'on considere le plan (elliptique) de Riemann, le plan
(parabolique) d’Euclide, ou le plan (hyperbolique) de
Lobatchefskij. Dans le cas du plan elliptique, le nombre des
régions fondamentales d'une espece essentiellement diffé-
rente est fini, et il suffit d'un nombre fini d'exemplaires de
régions congruentes pour recouvrir sans lacunes le plan tout




for in this case there is only a finite number of essentially
different kinds of groups of motions with fundamental re-
gions, but for a complete covering of the whole plane an infi-
nite number of congruent regions is necessary.

“Exactly the corresponding facts are found in space of
three dimensions. The fact of the finiteness of the groups of
motions in elliptic space is an immediate consequence of a
fundamental theorem of C. Jordan, whereby the number of
essentially different kinds of finite groups of linear substitu-
tions in n variables does not surpass a certain finite limit de-
pendent upon n. The groups of motions with fundamental
regions in hyperbolic space have been investigated by Fricke
and Klein in the lectures on the theory of automorphic func-
tions, and finally Fedorov, Schoentlies, and lately Rohn have
given the proof that there are, in Euclidean space, only a fi-
nite number of essentially different kinds of groups of mo-
tions with a fundamental region. Now while the results and
methods of proof applicable to elliptic and hyperbolic space
hold directly for n-dimensional space also, the generalization
of the theorem for Euclidean space seems to offer decided
difficulties. The investigation of the following question is
therefore desirable: Is there in n-dimensional Euclidean space
also only a finite number of essentially different kinds of groups of
motions with a fundamental region?

“A fundamental region of each group of motions, together
with the congruent regions arising from the group, evidently
fills up space completely. The question arises: Whether poly-
hedra also exist which do not appear as fundamental regions of
groups of motions, by means of which nevertheless by a suitable
Juxtaposition of congruent copies a complete filling up of all space
is possible. 1 point out the following question, related to the
preceding one, and important to number theory and perhaps
sometimes useful to physics and chemistry: How can one
arrange most densely in space an infinite number of equal
solids of given form, e.g., spheres with given radii or regular
tetrahedra with given edges (or in prescribed positions), that
is, how can one so fit them together that the ratio of the filled
to the unfilled space may be as great as possible?”

Both Fedorov and Schoenflies wrote monographs about
their work on enumeration [18,43]. Although this is often
cited as a remarkable example of simultaneous discovery, the
two men were well aware of each others’ work, and actually
encouraged one another and compared results. See [10].

The 4,783 isomorphism classes of four dimensional crys-
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entier : le groupe est constitué par un nombre fini de déplace-
ments. Dans le cas du plan hyperbolique, le nombre de ré-
gions fondamentales d'une espece essentiellement différente
est infini: ce sont les célébres polygones de M. Poincaré ; pour
recouvrir sans lacunes le plan tout entier, il faut un nombre
infini d’exemplaires de régions congruentes. C'est le plan para-
bolique euclidien qui forme le cas intermédiaire ; en effet,
dans ce cas il n’existe qu'un nombre fini d’'espéces essentielle-
ment différentes de groupes de déplacements a région fonda-
mentale, tandis que pour recouvrir sans lacunes le plan tout
entier il faut un nombre infini d’'exemplaires de régions con-
gruentes.

«Des faits completement analogues ont lieu dans l'espace a
trois dimensions. Le fait que le nombre des groupes de dépla-
cements dans I'espace elliptique est fini est une conséquence
immédiate d'un théoréme de M. C. Jordan, en vertu duquel le
nombre des espéces essentiellement distinctes de groupes
finis de substitutions linéaires a n variables ne peut dépasser
une certaine limite finie dépendant de n. Les groupes de dé-
placements a région fondamentale dans l'espace hyperboli-
que ont été étudiés par MM. Klein et Fricke dans les Les lecons
sur la théorie des fonctions automorphes ; enfin MM. Feodorow,
Schoenflies, et derniéerement M. Rohn ont démontré que,
dans l'espace parabolique d’Euclide, il n’y a qu'uan nombre fini
d'espéces essentiellement différentes de groupess de déplace-
ments a région fondamentale. Or, tandis que les résultats et
les méthodes de démonstrations relatives aux e spaces ellipti-
ques et hyperboliques s'étendent immédiatement aux espaces
andimensions, il semble, au contraire, que la généralisation
du théoréme relatif a 'espace euclidien présente des difficul-
tés considérables; il serait donc a désirer que 'on se proposat
cette recherche: Reconnaitre si, dans lespace euclidien a n di-
mensions, il nexiste qu'un nombre fini despeces différentes de
groupes de déplacements a région fondamentale.

«Une région fondamentale de chaque group e de déplace-
ments, jointe aux régions congruentes provenant du groupe,
fournit évidemment un recouvrement sans lacunes de l'es-
pace tout entier. Alors se pose la question suivante : Existe-t-il
aussi des polyedres qui ne se présentent pas commae régions fonda-
mentales de groupes de déplacement, et au moyen desquels cepen-
dant on peut, en juxtaposant convenablement les exemplaires
congruents, arviver a remplir sans lacunes lespace tout entier? Je
citerai aussi une question qui se relie a la précédente ; ques-
tion importante pour la Théorie des nombres et peut-étre utile
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tallographic groups were actually enumerated by a team of
mathematicians and crystallographers ([7]) in response to the
needs of crystallographers working on the structure analysis
of modulated crystals. Their higher dimensional interpreta-
tion was later adapted to the study of quasicrystals.

For a mathematical characterization of the classification
systems used in crystallography, see [37]. .

The third part of Hilbert's problem has received renewed
attention recently, due to the announcement by W.--Y. Hsiang
of a proof that no packing of equal spheres in E* can be
denser than the cannonball packing. Since this result had
long been anticipated (cf. C.A. Rogers’ famous remark, “all
physicists know and many mathematicians believe” that no
denser packing exists) the result in itself, if true, will not shed
unexpected light on crystal structure problems. Preprints are
not yet available, so further comments are inappropriate.

For a discussion of packing models for quasicrystals, see
[28] and [51].

Section 3
For an illuminating survey of the controversy surrounding
quasicrystals after their discovery, see [32].

The history of the development of the building block
model of crystal structure is outlined in [45,46].

The Voronoi cell V(i) of a point u of a lattice £ is the set of
points in E" which are closer to u than to any other point of £ :
V()= {x€E" ||x—u| < |x—v| pour toutveL}.

A famous conjecture states that every polytope that tiles E”
by translation is an affine image of the Voronoi cell of a lattice;
it has been proved only for certain classes of polytopes (see [44]).

For an extensive discussion of Voronoi cells of n-dimen-
sional lattices and the analogue of the crystallographic restric-
tion for those lattices, see [48].

So far, no practical use for quasicrystals has been found,
except as a non-stick coating! But quasicrystal frying pans are
not yet available commercially.

The new definition of “crystal” appears in the “Terms of
Reference” of the Commission on Aperiodic Crystals.

Section 4

A set Sis discrete if there is a positive real number r such that
x,y €S >lx—y| 27 Sis relatively dense if there is a positive
real number R such that every n-ball of radius R contains at
least one point of S. Discrete, relatively dense point sets

aussi en Physique et en Chimie : c'est la question de savoir
comment on pourrait, avec la plus grande densité possible,
remplir 'espace au moyen d'un nombre infini de corps de
méme forme assignée d’avance, par exemple au moyen de
spheres d'un rayon donné ou de tétraédres d’arétes données
(on pourrait aussi assigner d’'avance la position des arétes);
autrement dit, on demande de répartir ces corps dans l'espace
de fagon que le rapport de 1'espace rempli a I'espace vide soit
le plus grand possible. »

Fedorov et Schoenflies ont tous deux écrit des ouvrages
concernant leurs travaux sur 'énumeération [18,43]. Méme si
cela est souvent cité comme un exemple remarquable de dé-
couverte simultanée, les deux hommes étaient chacun bien
conscients des travaux de l'autre, et s'encourageaient effecti-
vement l'un l'autre et comparaient leurs résultats. Voir [10].

Les 4 783 classes d'isomorphisme des groupes cristallogra-
phiques a quatre dimensions étaient de fait énumérées par
une équipe de mathématiciens et de cristallographes ([7]) en
réponse aux besoins des cristallographes travaillant a
l'analyse de structure des cristaux modulés. Leur interpréta-
tion en dimension supérieure fut plus tard adaptée a 'étude
des quasi-cristaux.

Pour une caractérisation mathématique des systémes de
classification utilisés en cristallographie, on peut consulter [37).

La troisieme partie du probleme de Hilbert a recu récem-
ment une attention renouvelée attribuable a 'annonce que
faisait W.-Y. Hsiang d'une démonstration qu'aucune juxtaposi-
tion de spheres égales dans E® ne peut étre plus dense que la
juxtaposition du boulet de canon. Puisque ce résultat était
anticipé depuis longtemps (cf. la célebre remarque de
C.A. Rogers a l'effet que «tous les physiciens savent et plu-
sieurs mathématiciens croient» qu'il n'existe pas de juxtaposi-
tion plus dense), le résultat en lui-méme, s'il est vrai, ne jet-
tera pas une lumiere inattendue sur les problemes de la struc-
ture cristalline. Les prépublications n’étant pas encore dispo-
nibles, aller plus avant dans les commentaires serait malvenu.

On trouvera dans [28] et [51], une discussion des modeles
de juxtaposition pour les quasi-cristaux.

Section 3
Larticle de LaBrecque [32] présente une vue d’ensemble
éclairante de la controverse entourant les quasi-cristaux apres
leur découverte.

Les grandes lignes de l'histoire du développement du mo-




(“(rR)-systems”) were used by B.N. Delone (Delaunay) and his
school in their abstract model of crystal structure geometry.

For a discussion of diffraction physics, see [14].

When S is a lattice, S* is the dual lattice. The case when S
is a union of finitely many congruent lattices is also handled
easily. Furthermore, a crystal which is not strictly periodic
may still fall within the “periodic family”. This is the case
when S has an average lattice, i.e. if there exists a lattice L and
a real number C greater than zero (but in practice not very
much greater than zero), such that

X*eS—3JjeLsuchthat |x-y|<C.

Then under reasonable assumptions about the fluctuation
of S about L, S* is again the dual lattice although {(3) may no
longer be identically zero. Until the discovery of quasicrys-
tals, few people had realized that a point set with no average
lattice could still have the diffraction property.

The general problem of determining which sums
Y, es €Xp(—2mir - §) can be written in the form (1) is very diffi-
cult. The sum represents a generalized Dirichlet series on its
abscissa of convergence, and we need to understand its be-
haviour on that line. As G.H. Hardy once remarked, this
problem is “delicate”. The diffraction condition can also be
studied in the context of generalized functions, and this can
be done in various ways (see [9,39]).

Tiling and more general models have been studied by
Danzer; see, e.g., [16].

Only a few of the many mathematical aspects of quasicrys-
tals can be mentioned here. For a broader discussion, see [46].

The distinction between tilings and real quasicrystals was
first emphasized by Bak [3].

Section 5
For an extended discussion of the Penrose tilings, matching
rules, and local isomorphism, see [25].

The theorem of Radin and Wolft is proved in [41).

The binary tilings were introduced by Lancon and Billard
[33). The work discussed in this lecture is described in [23].

The computation of the diffraction pattern for the Penrose
tilings is explained in [17,29]. The computation for the binary
tiling is based on multifractal analysis [22].

For more about P-V numbers and their role in tiling theory,
see [12,36,6,21].

The construction of the Penrose tilings of the plane by
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dele de bloc de construction pour la structure cristalline se
trouvent dans [45,46].

La cellule de Voronoi V(i) d'un point u d'un treillis £ est
I'ensemble des points de E" qui sont plus pres de u que de
tout autre point de L:

V()= {xe€E" ||x—u| < |x—v| pourtoutv € L }.

Une conjecture célebre affirme que tout polytope qui pave
E" par translation est une image affine de la cellule de Voro-
noi d'un treillis; cela n'a été démontré que pour certaines
classes de polytopes (voir [44]).

On trouvera une discussion approfondie des cellules de
Voronoi de treillis n-dimensionnels, et 'analogue de la restric-
tion cristallographique pour ces treillis dans [48].

Jusqu'a maintenant, aucune utilisation pratique des quasi-
cristaux n'a été découverte, a l'exception d'une couche anti-
adhésive ! Mais on ne trouve pas encore sur le rmarché des
poéles quasi-cristallines.

La nouvelle définition de «cristal » est apparu dans les
« Termes de référence » de la Commission sur les cristaux
apériodiques.

Section 4

Un ensemble S est discret s'il existe un nombre réel positif r
tel que x,y € S >|x—y| 2. Sest relativement dense s'il existe
un nombre réel positif R tel que toute boule de dimension n
de rayon R contient au moins un point de S. Des ensembles
de points discrets et relativement denses (« (,R)-systémes »)
furent utilisés par B.N. Delone (Delaunay) et son école pour
leur modele abstrait de la géométrie de la structure cristalline.

On peut consulter [14] pour une discussion sur la physique
de la diffraction.

Lorsque S est un treillis, S* est le treillis dual. On peut aussi
traiter facilement du cas o1 S est une union d’'un nombre fini
de treillis congruents. De plus, un cristal qui n’esst pas stricte-
ment périodique peut tout de méme faire partie de la « famille
périodique ». C'est le cas lorsque S possede un treillis moyen,
c'est-a-dire s'il existe un treillis L et un nombre réel C supé-
rieur a zéro (mais en pratique pas tellement plus grand que
zéro) tels que

¥eS—>3jeLtelque |X-F|<C.

Alors, sous des hypothéses raisonnables concernant la
fluctuation de S autour de L, S* est encore le treillis dual
meéme si §(§) ne peut plus étre identiquement nul. Avant la
découverte des quasi-cristaux, peu de gens avaient réalisé

23
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Les pavages, les quasi-cristaux
et le 18° probléme de Hilbert

projection from E* is due to deBruijn [9]. The projection
method has been generalized and modified in various ways.
For an account of the most modern version, see [30].

Section 6

The discovery of quasicrystals prompted the enumeration
of those crystallographic groups in E® with subspace invariant
under icosahedral symmetry. See [11,35].

Characterization of local rules for tilings were presented in
the Special Session on Tilings by Joshua Socolar (see [50]) and
Leonid Levitov. Since Levitov’s results (obtained jointly with
Andre Katz) are not yet available in preprint form, I include
their abstract here:

“Matching rules exist for a quasiperiodic tiling if it can be
defined by specifying possible local neighbourhoods, i.e., all
local patterns of some bounded size. We study the existence of
matching rules for tilings of the (2-D) plane and (3-D) space
generated by grids. We identify and describe some topological
content of the problem, as a tool which allows to prove the
existence of matching rules. We consider the vector space
E=EI@E" as a fibration E™,E!l(m, is the projector along
Et:m(EH=0,w(E)=El). In E we define a “forbidden set” T’
which is the union over a lattice in E of a family of lattice (af-
fine) subspaces of E non-transverse with both E*and E!l. We
then consider sections S of the fibration which do not inter-
sect I' and compute the homotopy classes of these sections.
The list of these classes contains important information about
the matching rules for the corresponding tilings (any family of
grids generates its own E and I" ). We prove the Theorem.
Theorem. Matching rules exist if and only if any admissible S is
homotopic to a constant.

With this theorem, we obtain matching rules for the gener-
alized Penrose tilings and for tilings with octagonal, dodeca-
gonal and icosahedral symmetries.”

The “grid method” and the “projection method” for gener-
ating nonperiodic tilings were introduced by deBruijn [8].
The two methods produce the same tilings (see [20]).

“The theory of aperiodic tilings is in the zoology stage”, as N.G.
deBruijn recently remarked. But although the little zoo of
aperiodic tilings is remarkably diverse, it seems to be possible
to associate all of the known examples with projected tilings
by one means or another. In some cases this requires dissect-
ing and reassembling the tiles.

gu'un ensemble de points sans treillis moyen peut tout de
méme posséder la propriété de diffraction.

Le probleme général qui consiste a déterminer quelles
sont les sommes X _ exp(—2wir - ) qui peuvent étre expri-
mées sous la forme (1) est trés difficile. La somme représente
une série de Dirichlet généralisée sur son abscisse de conver-
gence, et il est nécessaire de connaitre son comportement
sur cette droite. Comme le faisait remarquer G.H. Hardy, ce
probléme est «délicat ». La condition de diffraction peut aussi
étre étudiée dans le contexte des fonctions généralisées, et
cela peut étre fait de différentes facons (voir [9,39)).

Les modeles de pavage et des modeles plus généraux ont
été étudié par Danzer ; voir, par exemple, [16].

On n'a pu souligner ici que quelques-uns des nombreux
aspects mathématiques des quasi-cristaux. On trouvera une
présentation plus large dans [46].

C'est Bak qui le premier souligna la distinction entre les
pavage et les quasi-cristaux réels [3].

Section 5

Louvrage de Griinbaum et Shephard [25] aborde de fagon
extensive les pavages de Penrose, les régles d’'appariement et
l'isomorphisme local.

Le théoreme de Radin et Wolff est démontré dans [41].

Les pavages binaires ont été présentés par Lancon et
Billard [33]. Les travaux dont il est question dans cette confé-
rence sont décrits dans [23].

Le calcul du motif de diffraction pour les pavages de
Penrose est expliqué dans [17,29]. Le calcul concernant le
pavage binaire est fondé sur I'analyse multifractale [22).

Pour en savoir plus sur les nombres de P-V et leur role
dans la théorie des pavages, on peut consulter [12,36,6,21].

La construction des pavages de Penrose du plan par pro-
jection a partir de E® est attribuable a deBruijn [9]. La mé-
thode de projection avait été généralisée et modifiée de diffé-
rentes facons. Pour une explication de la version la plus
actuelle, voir [30].

Section 6

La découverte des quasi-cristaux a provoqué 'énumération

des groupes cristallographiques dans E® qui possedent un

sous-espace invariant sous une symétrie icosaédre. Voir [11,35].
La caractérisation des régles locales pour les pavages a été

présentée a la session spéciale sur les pavages par Joshua
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For a closer acquaintance with the residents of the aperi-
odic zoo, see [25,15,49].

“Local derivability” has been studied recently by P. Kramer
and his school in Tubingen (see, e.g., [2]). Several interesting
examples are discussed in [38].

The concept of symmetry for quasicrystals needs to be
carefully defined. Except for exceptional cases, neither quasi-
crystals nor aperiodic tilings have any symmetry at all. How-
ever, when their Fourier transforms have the symmetry of
some finite subgroup of O(n), we may say that the quasicrys-
tal or tiling has this symmetry too. Quasicrystal symmetry is
discussed in [Katz, 1992]. A curious relation between the sym-
metries of real quasicrystals and aperiodic tilings was first
explored by Levitov [30]. Is there perhaps a quasicrystallo-
graphic restriction?
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Socolar (voir [50]) et Leonid Levitov. Puisque les résultats de
Levitov (obtenus conjointement avec André Katz) ne sont
pas encore disponibles sous forme de prépublication, j'en
inclus ici le résumé:

«Un pavage quasi-périodique admet des régl es d’apparie-
ment §'il peut étre défini en spécifiant les voisinages locaux
possibles, c'est-a-dire, tous les motifs locaux d'une certaine
taille bornée. Nous étudions l'existence de régles d'apparie-
ment pour les pavages du plan (bidimensionnel) et de
I'espace (tridimensionnel) engendré par des grilles. Nous
identifions et décrivons un certain contenu topologique du
probléme comme un outil permettant la démonstration de
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l'espace vectoriel E=EIBE* comme une fibration E ™, El
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du treillis de E qui ne coupent ni E*ni Ell. On considere alors
les sections S de la fibration qui n’ont pas d'inte rsection avec
T', et on calcule les classes dhomotopie de ces sections. La
liste de ces classes contient d’'importantes informations a
propos des régles d’appariement des pavages correspondants
(toute famille de grilles engendre ses propres E et I')..-Nous
démontrons le théoreme suivant.

Théoréme. Des régles dappariement existent si et seulement si
tout S admissible est homotopique a une constante.

ATaide de ce théoreme, nous obtenons des Tégles d’appa-
riement pour les pavages de Penrose généralis€s et pour les
pavages possédant des symétries octogonales, dodécagonale
et icosaédre. »

La «méthode des grilles» et la «méthode de projection»
pour engendrer des pavages non périodiques ont été intro-
duites par deBruijn [8]. Les deux méthodes produisent les
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«La théorie des pavages apériodiques en est a un stade
de zoologie », comme le faisait remarquer récemment
N.G. deBruijn. Mais méme si le petit zoo des pavages apério-
diques est remarquablement diversifié, il semb1le étre possible
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d’'une fagon ou d'une autre. Cela requiert dans certains cas de
disséquer et de réassembler les pavés.
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