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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un nuevo modelo constitutivo� basado en la mec�anica de medios continuos�
que permite modelizar el comportamiento a fatiga isot�ermica bajo cargas peri�odicas� Este modelo abre la
posibilidad de tratar en forma conjunta fen�omenos acoplados� tales como la combinaci�on de fatiga con
da�no� plasticidad� fen�omenos viscosos y temperatura� Se presenta una formulaci�on basada en la teor��a de la
plasticidad y da�no y se establecen las modi�caciones necesarias a realizar en estas teor��as para garantizar
la inclusi�on del fen�omeno de fatiga� Por �ultimo se muestran las cualidades del modelo mediante un ejemplo
que permite deducir sus capacidades�

ISOTHERMIC FATIGE FORMULATION USING THE CONTINUUM MECHANICS FRAME

WORK

Summary

In the present work is developed a new constitutive model� based on the mechanics of continuous medium�
which permits the simulation of the isothermal behavior fatigue of the parts under non�periodic loads� This
model permit to behave in uni�es form�coupled phenomena� such as the fatigue combination with damage�
plasticity� viscous phenomena and temperature� It is presented a formulation based on the theory of the
plasticity and damage and are established the necessary modi�cations to accomplish in these theories� to
guarantee the incorporation of the fatigue phenomenon� Finally� through an academic example are shown
the qualities of the model�

INTRODUCCI�ON

Las cargas cuyas amplitudes son variables a lo largo del tiempo producen sobre las
estructuras una rotura a valores de tensi�on inferior a las producidas por cargas de amplitud
constante� A este fen�omeno se le denomina fatiga y es de�nido de un modo m�as general por
las normativas ASTM�� como� �el proceso de cambio estructural permanente� progresivo
y localizado que ocurre en un punto del material sujeto a tensiones y deformaciones de
amplitudes variables y que produce grietas que conducen a una fractura total luego de un
cierto n�umero de ciclos��

La fatiga es la causante de la mayor parte de las roturas de las piezas en servicio� tanto
en los mecanismos actuantes en estructuras aeron�auticas� navales y automovil��sticas� como
en las estructuras civiles de puentes� etc�

El estudio de la fatiga exige comprender que no es un fen�omeno asociado al concepto
cl�asico de plasticidad y	o da
no y que la rotura se produce bajo cargas que est�an aun en el
per��odo el�astico del comportamiento del material� Concretamente se produce una p�erdida de
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resistencia en funci�on del n�umero de ciclos que induce a un posterior rebase de la resistencia
m�axima� provocando un problema de plasticidad y	o da
no secundario�

Las roturas por fatiga son especialmente peligrosas porque no suelen presentar indicios
de fallo inminente� sino que este se produce de modo repentino y sin observar deformaciones
pl�asticas de conjunto� Se trata pues de roturas fr�agiles que se caracterizan por presentar
zonas bien diferenciadas� una de textura lisa con muestra de rotura d�uctil y otra de textura
gruesa rugosa m�as brillante que es donde se localiza la rotura �nal al rebasar la resistencia
m�axima disminuida por el fen�omeno de fatiga�

Hay que recordar que normalmente la fatiga no sobreviene sola y que siempre est�a
acompa
nada de otros efectos mec�anicos que en un principio pueden parecer secundarios�
pero al �nal se tornan determinantes en la vida de las piezas�

En una pieza sometida a cargas c��clicas se pueden distinguir varias etapas durante el
proceso de fatiga �Figura �
�

� Regi�on I� que corresponde a una fase donde se producen los primeros cambios microestruc�
turales� aumento de densidad de dislocaciones y formaci�on de micro�suras y posterior
localizaci�on de las zonas con da
no irreversible�

� Regi�on II� donde se inician las macrogrietas y formaci�on de �suras con orientaci�on
dominante�

� Regi�on III� donde se produce un proceso de propagaci�on inestable� provocando la fractura
o fallo total de la pieza�

Figura �� Etapas de la vida a fatiga de un material

La duraci�on de cada etapa descritas anteriormente puede variar considerablemetente en
funci�on del tipo de material� carga� geometr��a� temperatura� irregularidades� etc� Tambi�en
es necesario hacer notar que a menudo es bastante dif��cil distinguir n��tidamente las etapas
antes mencionadas�
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BREVE REVISI�ON DEL TRATAMIENTO TRADICIONAL DE LA FATIGA

El primer estudio sobre la fatiga se realiz�o sobre materiales met�alicos alrededor del a
no
���� en Alemania� despu�es de observar el fallo en cadena de estructuras de soporte en minas�
sometidas a cargas que usualmente eran consideradas seguras� Esta situaci�on despert�o el
inter�es por el estudio de piezas sometidas a cargas c��clicas� M�as tarde tuvo especial relevancia
con el advenimiento del transporte ferroviario�

Hacia ���� A� W�ohler��� un ingeniero de ferrocarriles b�avaro� dio un impulso trascen�
dental al conocimiento del fen�omeno de fatiga� despu�es de realizar numerosos ensayos bajo
diversas condiciones de carga para determinar la causa de la rotura prematura de los ejes
ferroviarios� Fruto de sus estudios eran las caracterizaciones sobre comportamiento a fatiga
en t�erminos de amplitud de tensi�on�n�umero de ciclos de vida �curvas S�N
� as�� como el
concepto de resistencia l��mite de fatiga o indurancia�

Las curvas S�N� o curvas de W�ohler �Figura �
� se obtienen experimentalmente tras
someter a distintas muestras a estados c��clicos de carga y establecer la relaci�on de p�erdida
de resistencia en funci�on del n�umero de ciclos de carga� La de�nici�on de la carga se realiza
mediante su per��odo� su relaci�on de amplitudes �S � Smax�Smin o la relaci�on de reversi�on
R � Smin�Smax�

Figura �a� Evoluci�on de la tensi�on en un punto

Figura �b� Curvas S�N o curvas de W�ohler

A
nos m�as tarde� a principios del ����� los estudios se encaminaron a entender el en�
durecimiento y ablandamiento c��clico de los metales y encontrar curvas de hist�eresis de
deformaci�on y vida en fatiga��� Esto se hizo a partir de ciclos de desplazamiento de ampli�
tud constante� evitando as�� efectos de crecimiento desmedido de la tensi�on� que provocan
fen�omenos de rotura combinado con fatiga�
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Hacia ���� Manson�� y Co�n�� establecieron la idea de que la deformaci�on pl�astica es
la responsable �nal del da
no c��clico en los metales y propusieron un expresi�on derivada de
experimentos que relaciona el n�umero de ciclos con la magnitud de la deformaci�on inel�astica�

Otra direcci�on de los estudios de fatiga fue propuesta sobre la base de la mec�anica de
fractura� As�� aparecen los trabajos de Irwin�� que intentan relacionar los fen�omenos de fatiga
con la fractura a trav�es de los factores de intensidad de tensiones� En esta misma l��nea� a
nos
m�as tarde� Paris� G�omez y Anderson�� caracterizan el crecimiento de las �suras por fatiga
mediante la utilizaci�on del factor de intensidad de tensiones� Ellos fueron los primeros en
sugerir que el aumento de la longitud de estas �suras depend��an del rango de �uctuaci�on
del factor de intensidad de tensiones� A
nos m�as tarde Paris�	 propone una notoria relaci�on
matem�atica entre el n�umero de ciclos y la longitud de �sura� haciendo as�� realidad su idea
original�

En estos �ultimos a
nos se produce un cambio fundamental en el estudio de la fatiga y
Chaboche�
��� presenta un trabajo donde se puede ver como este fen�omeno de fatiga puede
ser incorporado en la teor��a de da
no de la mec�anica de medios continuos� Este estudio se
basa en admitir que el da
no depende en una variable interna de deterioro que permite tratar
adecuadamente el fen�omeno de acumulaci�on y localizaci�on de dislocaciones� Esta variable
interna se propone estableciendo una relaci�on entre el da
no y el n�umero de ciclos�

Todo esto ha sido presentado para cargas peri�odicas� donde se puede establecer en forma
clara un per��odo dominante� Poco se ha hecho en el caso de cargas no peri�odicas� sin embargo
pueden consultarse los trabajos escritos al respecto por Miner���

LA FATIGA DENTRO DE LA MEC�ANICA DE MEDIOS CONTINUOS

Como se pude ver en el apartado anterior� los estudios para modelar el comportamiento
a fatiga de los metales sometidos a alto n�umero de ciclos se han basado hasta hace poco
tiempo en aproximaciones emp��ricas�� y m�as recientemente en la utilizaci�on de la mec�anica
de fractura�	� Si bien este �ultimo trabajo ha conseguido caracterizar bastante bien el
comportamiento para cortos ciclos de vida� no ha ocurrido lo mismo para cargas de larga
duraci�on� Tambi�en han habido grandes inconvenientes en el estudio de problemas c��clicos
con amplitudes variables y per��odos no constantes� asimismo como en la predicci�on de los
efectos acoplados que ocurren bajo la acci�on conjunta de una carga c��clica que produce
fatiga superpuesta a otra carga no c��clica que produce efectos no lineales instant�aneos�

El problema se complica aun m�as cuando sobrevienen efectos pl�asticos producidos por
la elevada magnitud de la carga� combinados con sus efectos c��clicos que tambi�en producen
plasticidad� La fatiga� aun en ausencia de plasticidad detectable a escala macrosc�opica�
produce un comportamiento no lineal pl�astico por cambio a nivel microestructural en el
metal� Esto conlleva a la formaci�on de �suras y desemboca en el fen�omeno fundamental de
fatiga que se presenta a altos n�umeros de ciclos�

Toda la descripci�on que antecede hace pensar que la estructura te�orica mec�anica de las
formulaciones inel�asticas continuas� como la plasticidad y el da
no��
��� son apropiadas para
el tratamiento de este fen�omeno no lineal� Desde otro punto de vista� se puede decir que el
efecto mec�anico conocido como fatiga produce una disminuci�on de la resistencia del material
en funci�on del n�umero de ciclos� ��ndice de reversi�on� amplitud de la solicitaci�on� frecuencia�
etc� Esta disminuci�on de resistencia somete al material a comportamientos inel�asticos que
pueden entenderse como microfracturas y posterior coalecencia de las mismas� conduciendo
al colapso total en las piezas estructurales�

Adem�as de la justi�caci�on fundamental que se acaba de exponer� un modelo formulado
dentro de la mec�anica de medios continuos permite solventar una serie de carencias que
tienen aquellos basados en mec�anica de fractura� como�

� Los modelos cl�asicos propuestos para el estudio de la fatiga se limitan a predecir el n�umero
de ciclos de vida de los materiales bajo cargas peri�odicas����	� El modelo propuesto� en
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cambio permite introducir el fen�omeno de p�erdida de resistencia de los metales pro�
ducido por los efectos combinados de fatiga� fractura� da
no� plasticidad� viscoelasticidad�
etc� As��� se puede tener en cuenta fen�omenos complejos que ocurren en los materiales�
pudiendo hacer predicciones sobre piezas en servicio y estudiar su seguridad en un de�
terminado momento de su vida�

� Extendiendo aun m�as la idea presentada en el p�arrafo anterior� conviene recordar que
los ensayos experimentales constituyen una buena herramienta para casos concretos y
para obtenci�on de par�ametros� pero no pueden extrapolarse sus resultados a situaciones
m�as complejas que las estudiadas en el laboratorio� Tampoco la �mec�anica de fractura�
ofrece una soluci�on amplia a este problema� resultando complicado cuanti�car de este
modo el efecto producido en condiciones complejas de carga� Abordando de una forma
m�as general el problema� desde la �optica de la mec�anica de medios continuos� es posible
tener en cuenta los efectos combinados de otros factores como la temperatura� la tensi�on
media� los estados multiaxiales� el fen�omeno de da
no pl�astico� la viscoelasticidad� etc�

� La introducci�on de una nueva variable interna� relacionada con el problema de la fatiga�
permitir�a tratar el fen�omeno de acumulaci�on de da
no sin necesidad de formular una regla
complementaria� De este modo el modelo que aqu�� se propone es capaz de tener en cuenta
fen�omenos de acumulaci�on no lineal del da
no� que tiene lugar cuando se solicita a una
pieza a distintos niveles de amplitud de carga�

Modelo elasto�pl�astico con da�no� Formulaci�on b�asica

Se considera un problema general termomec�anico acoplado y en particular en este trabajo
s�olo se presenta la parte correspondiente al problema mec�anico afectado de los t�erminos
t�ermicos��
��� por lo tanto se debe tener presente que no se incluye la parte t�ermica in�
�uenciada por el problema mec�anico� debido a que se trata de un problema est�andar de
conducci�on de calor��

Las teor��as inel�asticas de plasticidad y	o da
no� resuelven el problema del comportamiento
del material una vez abandonado el r�egimen el�astico y ambas teor��as permiten estudiar
el cambio de resistencia que sufre un punto del s�olido por efectos inel�asticos� pero no
son sensibles al efecto c��clico de las cargas� No obstante� su formulaci�on b�asica permite
incorporar estos fen�omenos de p�erdida de resistencia por efectos instant�aneos� acoplados
con los efectos c��clicos�

Cada punto del s�olido� sigue una ley constitutiva el�asto�pl�astica con da
no �plasticidad
con degradaci�on de rigidez�����
� As�� la evoluci�on de la tensi�on depende de la variable libre
de deformaci�on del componente y del grupo de variables internas pl�asticas y de da
no�

Esta teor��a trata en conjunto los fen�omenos de acumulaci�on de deformaci�on permanente
mediante la teor��a de plasticidad y el de degradaci�on de rigidez mediante la teor��a de da
no�

Modelo de da�no pl�asticoModelo de da�no pl�astico

Se basa en la hip�otesis de aditividad de la energ��a libre entre la parte el�astica �e y la
pl�astica �p� Esto ocurre en la con�guraci�on referencial para un cierto campo de entrop��a ��
una temperatura � y una deformaci�on el�astica de Green Ee

ij � Eij �Ep
ij �E�

ij � tal que estas

dos �ultimas act�uan como variables libres del problema�������
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Considerando la segunda ley de la termodin�amica �desigualdad de Clasius�Duhem��
��
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resulta la siguiente de�nici�on de la tensi�on y entrop��a

Sij � mo ��e

�Ee
ij

� ��� d
��Co
ijkl�E

e
kl
 � � �

��

��
�!


donde mo es la densidad del material� Ee
ij � Eij � E

p
ij � E

�
ij los tensores de deformaci�on� el�astico�

total� pl�astico y t�ermico� respectivamente� dini � d � � variable de da
no mec�anica� Co
ijkl

tensor constitutivo del material en estado virgen� Sij el tensor de tensiones para un punto
y �� variable de regradaci�on del material�

Funci�on de discontinuidad pl�astica F y potencial pl�astico GFunci�on de discontinuidad pl�astica F y potencial pl�astico G

Se de�nen funciones homog�eneas de primer grado en las tensiones� de la forma

F �Sij � �
p� �
 � f�Sij � �
�K�Sij � �

p� �
 � �

G�Sij � �
p
 � g�Sij
 � cte�

�"


donde f�Sij � �
 y g�Sij
 son funciones de tensi�on y potencial equivalente� respectivamente�

K�Sij � �
p� �
 el umbral de resistencia y �p �

R t
	

 �pdt las variables internas del modelo
pl�astico������

Evoluci�on del �ujo pl�astico y de las variables internasEvoluci�on del �ujo pl�astico y de las variables internas

Se adopta la forma cl�asica para la de�nici�on de las variables internas� Esto es

 Ep
ij �  �

�G

�Sij

 �p �  �H�Sij � �
p
 �  ��hp
ij

�G

�Sij

��


donde � es el factor de consistencia pl�astica y H una funci�on escalar de argumentos
tensoriales������

Funci�on de discontinuidad de da�noFunci�on de discontinuidad de da�no

Se de�ne� al igual que en plasticidad� funciones homog�eneas de primer grado en las
tensiones� Esto es

GD�Sij � d� �
 � #S�Sij � �
� fc�Sij � d� �
 � � ��


donde #S�Sij � �
 es la funci�on de da
no en el espacio da
nado� fc�Sij � d� �
 es el umbral de

resistencia de da
no y d �
R t
	

 d dt la variable interna del modelo de da
no������

Regla de evoluci�on de las variables interna de da�noRegla de evoluci�on de las variables interna de da�no

 dmec �  	
�GD

� #S
�$


donde 	 es el factor de consistencia de da
no y GD la funci�on umbral de da
no������
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Ley constitutiva tangenteLey constitutiva tangente

A partir de las condiciones de consistencia  F � �� y  GD � �� resulta la variaci�on temporal
de la tensi�on� que puede escribirse en la siguiente forma
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De esta forma se ha descrito la ley constitutiva tangente para un modelo de plasticidad
con da
no afectado por la temperatura� A continuaci�on se describe la forma en que se incluye
el fen�omeno de fatiga dentro de esta estructura te�orica�

Formulaci�on del problema de fatiga isot�ermica� Modelo elasto�pl�astico con da�no

Presentaci�on de la formulaci�onPresentaci�on de la formulaci�on

A continuaci�on se de�ne s�olo el caso particular de fatiga isot�ermica sin regradaci�on� El
tratamiento que se presenta en este trabajo di�ere considerablemente de aquel introducido
por Chaboche��� pues aqu�� no se de�ne la evoluci�on de la variable interna de da
no en
funci�on del n�umero de ciclos� sino que se formula una funci�on que modi�ca del umbral
de discontinuidad ��uencia pl�astica o da
no
� y a trav�es de esta se provoca una evoluci�on
impl��cita de las variables internas de los modelo inel�asticos de plasticidad o da
no�

Consiste en introducir el efecto del n�umero de ciclos en la funci�on de discontinuidad
pl�astica y de da
no� exigiendo el cumplimiento simult�aneo de las mismas

f�Sij
�K�Sij � �
p
 � fred�N�Smed� R
 � � ��

�
f�Sij
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�
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 � � ��
� #S�Sij


fred�N�Smed� R


�
	 
z �


S��Sij �N�R�

�fc�Sij � d
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La funci�on fred�N�Smed� R
 hace sensible los modelos de plasticidad y da
no al fen�omeno
de fatiga� N es el n�umero de ciclos actual� R � Smax�Smin es el factor de reversi�on de la
tensi�on y Smed la tensi�on media �Figura !
�

Figura �� Evoluci�on de la tensi�on en un punto

De esta forma� la ley constitutiva tangente para un problema de fatiga isot�ermico queda
escrita como

 Sij � Ct
ijkl

 Ekl ���


donde

Ct
ijkl � Ce

ijkl �
Cs

ijrs
�G
�Srs

�f �

�Smn
Ce
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�hp
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�
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donde

Ce
ijkl � Cs

ijkl �
�

��� d


�
� #S�

�S	
rs

C	
ijrs

�
Skl

Se de�ne tambi�en la variable de deterioro global en funci�on de la disipaci�on normalizada�
esto es

 q � �mf�Sij
 � ��p � �d


�
r�Sij


gf
�

��� r�Sij



gc

�
� r�Sij
 �

n
� para tracci�on pura
� para compresi�on pura

donde �p� �d son las disipaciones producidas por el problema pl�astico y de da
no respec�
tivamente y gf � gc los l��mites m�aximos de energ��a que puede disipar un punto al �nal del
proceso de deterioro total� Debe observarse que esta de�nici�on obliga al cumplimiento si�
mult�aneo de las condiciones de consistencia pl�astica y de da
no� Tambi�en se puede ver que el
proceso mec�anico que se ha descrito anteriormente permite acoplar fen�omenos dependientes
o no del tiempo y del n�umero de ciclos� por lo tanto el camino para alcanzar una determi�
nada resistencia� resulta de la composici�on de otros dos de�nidos en espacios independientes
�Figura "
�
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Figura �� Distintos caminos para converger a un punto del espacio de tensi�on equivalente

En la Figura " tambi�en se observa esquem�aticamente la evoluci�on de la variable de da
no
global� luego de ocurrir un n�umero de ciclos y haber entrado en plasticidad y	o da
no�

Curvas de W�ohlerCurvas de W�ohler

Las curvas de W�ohler permiten de�nir la funci�on fred�N� Smed� R
 de disminuci�on de
resistencia por fatiga� Como se ve en la de�nici�on b�asica de estas curvas� puede ocurrir una
disminuci�on de resistencia del material� aun para puntos del material sometidos por debajo
del l��mite el�astico�

Se denomina NF al n�umero de ciclos que necesita un punto del s�olido sometido a una
tensi�on Sf � para alcanzar el umbral de comportamiento el�astico�

Figura �� Curva de W�ohler y la resistencia m�axima de un punto
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Particularizaci�on de la funci�on de reducci�on fred�N� Smed� R
 para un acero A���Particularizaci�on de la funci�on de reducci�on fred�N� Smed� R
 para un acero A���

A continuaci�on se presenta a modo de ejemplo las expresiones que describen la evoluci�on
de la resistencia del material para un acero del tipo A��$� Para un estado virgen� es decir
para N � � ciclos la resistencia vale Smax � S	

f � �!�� kp	cm�� y a su vez esta corresponde
al umbral de resistencia instant�aneo para un problema no�c��clico�

Se propone para N �� alcanzar el l��mite de indurancia Slim � S	
f

�
�

����
� R

���

�
a trav�es

de una evoluci�on de la resistencia m�axima de la forma

Smax � S	
fe

�A�logN�� ���


Imponiendo Slim � Smax�N � Nlim � ���
� se obtiene el l��mite de indurancia

Slim � S	
f

�
�

�� ��
�

R

!� !

�
S	
fe

A�logN�� � A � �
ln
�

�
����

� R
���

�
$�

��!


Con el objeto de ajustar las curvas de W�ohler se adopta � � "���R
� resultando curvas
como la que se muestra en la Figura ��

Figura �� Aproximaci�on de las curvas de W�ohler

Se de�nen las curvas de resistencia l��mite a la fatiga para el acero A��$ a partir de sus
caracter��sticas�
 y resultan seg�un las siguientes aproximaciones

Sf �N
 �

�






�







�

Sf �N � �
 � S	
f

Sf �N 
 NF 
 � S	
fe

�B��logN�� � S	
ffred�N�Smed� R
 � Smax�N


Sf �N � NF 
S	
fe

�A�logN��

Sf �NF � N � Nlim
 � Sf � S	
fe

�B��logN�� � S	
ffred�N�Smed� R


Sf �N � Nlim
 � Sf � S	
fe

�B��logN�� � S	
ffred�N�Smed� R


��"


donde

B� � �
ln
�
SAPLI
S�f

�
�logNF 
�

� B� � �
ln
�
Slim
S�f

�
�$
�

� � � "� ��RC

NF � log��

�
��$ �

vuuut ln
�
SAPLI
S�f

�
ln
�

�
����

� R
���

�
�
��

Donde SAPLI representa el nivel de tensi�on aplicada en el punto�
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Tratamiento de la fatiga t�ermica

Se entiende por fatiga t�ermica aquella que se desarrolla por la sola acci�on de la tem�
peratura� sin la in�uencia de cargas mec�anicas externas��� Este fen�omeno ha sido estudia�
do experimentalmente y se conocen las cualidades del comportamiento de los materiales
met�alicos cuando est�an sometidos a ciclos t�ermicos a baja y alta temperatura� Actualmente
el tratamiento num�erico de este problema no ha sido abordado y se est�a investigando una
v��a de soluci�on siguiendo en la l��nea te�orica que se ha descrito en este trabajo�

EJEMPLOS DE COMPROBACI�ON

Formas de las curvas de p�erdida de resistencia por fatiga seg�un la teor��a

A continuaci�on se muestran las curvas de p�erdida de resistencia del material que se utiliza
en el ejemplo de fatiga que se expone en el apartado siguiente� Estas curvas son hipot�eticas
y s�olo est�an pensadas para mostrar la cualidad de la respuesta del modelo descrito en
el presente trabajo� Es importante notar� cuan sensible son estas curvas a la magnitud
de la tensi�on media y al factor de reversi�on de tensiones� Estos casos que se muestran a
continuaci�on deben interpretarse como explicativos del funcionamiento de un punto sometido
a desplazamiento impuesto arm�onico que produce un nivel de tensi�on m�axima durante el
campo el�astico de comportamiento y luego decae esta tensi�on a medida que aumenta el
n�umero de ciclos de aplicaci�on de la acci�on�

Estas curvas han sido obtenidas a partir de las expresiones ��"
 y han sido particular�
izadas para un determinado nivel de tensi�on aplicada�

Ciclos de carga bajo una tensi�on media alta cercana al l��mite de �uencia pl�astico instant�aneoCiclos de carga bajo una tensi�on media alta cercana al l��mite de �uencia pl�astico instant�aneo

En la Figura $ se puede observar un punto del material sometido a una tensi�on aplicada
SAPLI muy cercana al l��mite de �uencia pl�astico� Esta situaci�on produce un pronto deterioro
del material por fatiga� obligando a una p�erdida de resistencia a medida que aumenta el
n�umero de ciclos�

S	
f � �!��� � kg	cm�� SAPLI � $�"� kg	cm�� R � ��� C � �

Figura �� Evoluci�on de la tensi�on en un punto para	
S�f 
 ���
� � kg�cm�� SAPLI 
 ���� kg�cm�� R 
 ��� C 
 �
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Ciclos de carga bajo una tensi�on media baja cercana a ceroCiclos de carga bajo una tensi�on media baja cercana a cero

En este caso �Figura �
� se puede ver que a pesar del aumento del n�umero de ciclos la re�
sistencia del material baja muy poco� debido a que la tensi�on aplicada SAPLI es pr�acticamente
nula�

S	
f � �!��� � kg	cm�� SAPLI � �� �� kp	cm�� R � ��� C � �

Figura 	� Evoluci�on de la tensi�on en un punto para	
S�f 
 ���
� � kg�cm�� SAPLI 
 �� �� kp�cm�� R 
 ��� C 
 �

Ciclos de carga bajo una tensi�on media alta cercana al l��mite de �uencia pl�astico instant�aneoCiclos de carga bajo una tensi�on media alta cercana al l��mite de �uencia pl�astico instant�aneo

En este caso� similar al que se ha presentado en la Figura $� se observa como al disminuir
el factor de reversi�on R� se produce un efecto de p�erdida de resistencia m�as pronunciada�

S	
f � �!��� � kg	cm�� SAPLI � $�"� kp	cm�� R � ��� �

Figura 
� Evoluci�on de la tensi�on en un punto para	
S�f 
 ���
� � kg�cm�� SAPLI 
 ���� kp�cm�� R 
 ��� �

Evoluci�on de la fractura por fatiga en una probeta entallada

A continuaci�on se presenta la evoluci�on de la fractura en una probeta de acero A��$�
cuyas caracter��sticas se muestran en la Figura ��� sometida a un desplazamiento arm�onico
de amplitud constante 
 � �� ��� cm�
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Caracter��sticas del material� geometr��a y malla de elementos �nitosCaracter��sticas del material� geometr��a y malla de elementos �nitos

Elementos� ��� Nodos� ��� Elementos cuadrangulares de " nodos y " puntos de Gauss

Caracter��sticas del material�

Material met�alico sometido a micro�suraci�on mediante un modelo de da
no is�otropo

E � �� �	 ��� kp�cm
�
� � � �� �� Sf

	 � �!��� � kp�cm
�
� Gf � Gc � �� kp�cm

Caracter��stica de la solicitaci�on�

Per��odo medio de la acci�on� T � � s� factor de reversi�on de la carga� R � ���

incremento de tiempo� �t � ! s� incremento de ciclos� N � �t�T 
�

Figura ��� Malla de elementos �nitos y esquema de c�alculo� a� Geometr��a y condiciones de
borde� b�Malla de elementos �nitos y esquema de c�alculo
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Crecimiento de la localizaci�on de deformaciones�	suraci�onCrecimiento de la localizaci�on de deformaciones�	suraci�on

A continuaci�on se muestra la evoluci�on del deterioro que se produce sobre la pieza�
sometida a ciclos de desplazamientos de amplitud constante� Es importante observar que
durante estos ciclos� el estado tensional m�aximo es ligeramente inferior al l��mite el�astico en
los puntos m�as exigidos de la pieza� No obstante esto� se puede ver un agotamiento de la
pieza que conlleva a un crecimiento de la �sura a lo largo de su eje de simetr��a horizontal�

En la �ultima serie de estas �guras puede observarse como la �sura producida por la fatiga
queda marcada por el fen�omeno de localizaci�on de deformaciones que se produce sobre el
eje de la entalla�

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ��

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ���

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ""�
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Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � $��

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ����

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ����

Malla deformada y mapa de deformaciones �yy para Nc � ��!�

Figura ��� Evoluci�on del ��ndice de da�no ��suraci�on� a lo largo del eje de la pieza
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Curvas de evoluci�on del da�no a lo largo del eje de la piezaCurvas de evoluci�on del da�no a lo largo del eje de la pieza

La siguiente curva muestra la evoluci�on del da
no en cada punto que se indica en la
Figura ��� en funci�on del n�umero de ciclos� Se puede observar como los primeros puntos
sufren un r�apido crecimiento del da
no� en tanto� por ejemplo el punto �$ inicia su da
no en
N � �� � 	 ��	��

Figura ��� Curvas de evoluci�on del ��ndice de da�no a lo largo del eje de la pieza

Figura ��� Evoluci�on de la longitud de �sura a en funci�on del n�umero de ciclos
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Figura ��� Envolvente de la evoluci�on de la longitud de �sura a en funci�on del n�umero de
ciclos �envolvente de las curvas de la Figura ���

En las Figuras �! y �" se presenta la evoluci�on de la longitud de �sura a en funci�on del
n�umero de ciclos� En el primer gr�a�co se muestra la evoluci�on punto por punto y en el
segundo su envolvente� Obs�ervese que la tendencia de esta envolvente es una recta� Esto
se debe a que la acci�on es un desplazamiento constante y no una carga� lo que hace que a
medida que se va abriendo la probeta tambi�en se va relajando la carga�

Curvas de evoluci�on de la tensi�on a lo largo del eje de la piezaCurvas de evoluci�on de la tensi�on a lo largo del eje de la pieza

En esta serie de curvas se puede observar la evoluci�on de la tensi�on en cada punto de la
pieza por donde discurre la fractura� Es conveniente recordar� que cada una de estas series
corresponde a un punto de los se
nalados en la �gura del subapartado anterior� En ellas se
puede observar tambi�en que en ning�un momento del proceso se alcanza el l��mite instant�aneo
de da
no Sf

	 � �!��� � kp	cm�� Apesar de esto se entra en estado de da
no en todos los
puntos� tal como se muestra en las �guras del subapartado anterior�

Figura ��� Curvas de evoluci�on de tensi�on a lo largo del eje de la pieza
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En esta �ultima �gura tambi�en puede observarse como como los puntos mantienen una
cierta tensi�on media y luego crecen bruscamente� para inmediatamente caer a cero� Ejemplo
de esto es lo que muestra la evoluci�on de tensi�on en el punto �$ ��ultimo de la serie
�

A continuaci�on se presentan las curvas punto por punto para los distintos n�umeros de
ciclos� En estas curvas se puede observar como la tensi�on es nula en todos los puntos
para cero ciclos �serie �
 y as�� va aumentando a medida que aumentan los ciclos hasta
llegar a !��� ciclos donde la tensi�on es pr�acticamente nula en todos los puntos �serie ��
�
Tambi�en es importante mostrar nuevamente� que en ning�un caso se alcanza el umbral de
da
no instant�aneo Sf

	 � �!��� � kp	cm�� sin embargo el material se fatiga y pierde resistencia�
haciendo crecer el da
no y la longitud de la �sura�

Figura ��� Curvas de evoluci�on de tensi�on para cada posici�on de los puntos
�curvas tensi�on�posici�on�

Evoluci�on de la fractura por fatiga en una probeta� M�etodo cl�asico de Paris

En este subapartado se resuelve parte del problema ya de�nido en el apartado anterior�
siguiendo la formulaci�on cl�asica de mec�anica de fractura propuesta por Paris�	� Como veri�
�caci�on de los resultados presentados anteriormente se obtiene a continuaci�on la evoluci�on
de la apertura de �sura vs� el n�umero de ciclos �Figura �"
� utilizando la f�ormula de Paris�

La formulaci�on de Paris�	 de�ne el crecimiento de una �sura a partir de la siguiente
ecuaci�on diferencial

da

dN
� A � ��KI


m

donde las constantes A � �� ��	 ���� y m � �� �� est�an de�nidas en este caso para el acero
tipo A��$� El factor de intensidad de tensiones se de�ne en mec�anica de fractura cl�asica
como KI � �� ��

p
� � a � S para una pieza del tipo de la que se estudia en este ejemplo�

luego el incremento de dicho factor se escribe como �KI � �� ��
p
� � a ��S �

Integrando la ecuaci�on de Paris� se obtiene el n�umero de ciclos necesario para provocar
una apertura de �sura de tama
no a
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�N �

Z af

a�

da

A��KI
m

Sustituyendo en esta �ultima las constantes antes de�nidas� se puede escribir en forma
discreta

�N �
�a

�� �� 	 ������� ����S
 � pavg�

siendo �a � a��a� el incremento de �sura en pulgadas desde a� hasta a�� avg � �a� �a�
��
el tama
no medio de la �sura expresado en pulgadas y �S � Smax � Smin la amplitud de
tensi�on del ciclo de carga en �ksi��

Es necesario recordar que la formulaci�on de Paris� est�a pensada para cargas que producen
tensiones impuestas cuyos m�aximos se mantienen constantes� mientras dure la acci�on y
proporcionan un crecimiento de �sura de tipo exponencial respecto del n�umero de ciclos�
Por el contrario� aqu�� se presenta un ejemplo donde se impone un desplazamiento controlado�
por lo tanto el aumento del tama
no de la �sura �p�erdida de secci�on resistente
 provoca una
relajaci�on tensional en el material� Para utilizar la f�ormula de Paris bajo estas condiciones
de desplazamiento impuesto� es necesario considerar la disminuci�on de tensi�on en funci�on
del decrecimiento de la secci�on resistente mediante la siguiente expresi�on

S � S	

�
L� �a

L

�

donde L es el ancho de la pieza a el tama
no de la �sura y S	 la tensi�on inicial necesaria
para producir el desplazamiento impuesto �tensi�on media
�

Con estas consideraciones se obtiene el crecimiento de la �sura seg�un el m�etodo de Paris
y se compara con los resultados obtenidos mediante la teor��a que se presenta en este art��culo
�Figura �"
� comprobando que las respuestas coinciden bastante bien y que en ambos casos
se obtiene un crecimiento de grieta cuasilineal con el n�umero de ciclos�

Figura ��� Envolvente de la evoluci�on de la longitud de �sura a en funci�on del n�umero de
ciclos� Obtenida mediante la formulaci�on de Paris��

Recordar que para comparar las curvas de las Figuras �" y �$ hay que tener en cuenta
que el tama
no de �sura en el m�etodo de Paris se de�ne a partir del borde exterior de la pieza
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es decir a	 � �� mientras que en el c�alculo mediante el modelo presentado en este art��culo�
a representa el tama
no real de la �sura �no incluye la dimensi�on de la entalla
�

La ventaja del modelo que se presenta en este art��culo� respecto de la formulaci�on cl�asica
de mec�anica de fractura� est�a en que adem�as de reproducir correctamente el fen�omeno
de propagaci�on de �suras y la rotura de piezas sometidas a cargas c��clicas� la formulaci�on
basada en la mec�anica de medios continuos ofrece otras ventajas ya comentadas a lo largo del
presente trabajo� como la combinaci�on con otros fen�omenos mec�anicos� plasticidad� da
no�
grandes deformaciones� inestabilidad� acoplamiento termo�mec�anico� fen�omenos viscosos�
etc�

CONCLUSIONES

El presente trabajo trata sobre un modelo constitutivo� basado en la mec�anica de
medios continuos� que permite modelizar el comportamiento a fatiga isot�ermica para cargas
peri�odicas� Las ventajas que comporta la utilizaci�on de esta formulaci�on son evidentes� pues
permite considerar el s�olido como un continuo� donde pueden tratarse una gran cantidad de
fen�omenos adicionales que con las teor��as cl�asicas de fatiga ser��a imposible� Como ejemplo
de esto� se puede decir que la combinaci�on de fatiga con da
no� plasticidad fen�omenos viscosos
y temperatura dan a esta estructura de trabajo un atractivo importante� Otro aspecto rel�
evante es que utiliza como base de soporte a teor��as mec�anicas con una base termodin�amica
bien establecidas� y por lo tanto se garantiza el cumplimiento de los principios b�asicos de la
mec�anica� En este trabajo se pueden observar tambi�en algunos resultados que muestran las
capacidades de esta teor��a�
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