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SUPER AND SUPERB
COLOURINGS OF TILINGS

1. INTRODUCTION

There exists an extensive literature concerning colour groups and
the related colourings of the motifs of a plane pattern [2, Chapter
8], [6], [8]. It is strange that none of this work seems to refer
directly to the problems of colouring tilings as such. To be more
specific, though colour groups are often displayed as the colour
symmetry groups of tilings, careful examination will show that it
is only the patterns of the tiles in the tilings which are under
consideration; other essential properties of a tiling such as its
topoiogical type, and the adjacencies of certain pairs of tiles, are
ignored. |fthe fatter are taken into account, several interesting (and
difficult) problems emerge. It is the purpose of the present paper
to consider some of these.

In particular, we shall be concerned with what are called super
colourings of isohedral tilings. (These words and other essential
terminology, will be explained shortly.) Besides being mathemati-
cally interesting, super colourings are very attractive from an
aesthetic point of view, and have been used by artists such as
M.C. Escher. In fact, in the published collections of Escher’s

DES COLORIAGES DE PAVAGES
SUPER ET SUPERBES

1. INTRODUCTION

Il existe une vaste littérature sur le sujet des groupes de couleurs
et des coloriages des motifs dans le plan [2, chapitre 8], [6], [8].
It est toutefois étrange qu'aucun de ces travaux ne semble porter
directement sur les problémes du coloriage des pavages comme
tel. Plus particuligérement, bien que les groupes de ¢ ouleurs soient
souvent présentés comme des groupes de symétrie de couleurs
des pavages, un examen approfondi révélera que ce ne sont que
les motifs des pavés du pavage qui sont considérés; d’autres
propriétés essentielles d’un pavage tel gue son type topologique
et 'adjacence de certaines paires de pavés sont ignorées. Si, par
contre, on en tient compte, plusieurs problémes intéressants (et
complexes) se présentent. Le but de cet article est d’aborder
quelques-uns de ces problémes.

Ons'intéressera plus particuliérementa ce qu’on appelle les super
coloriages de pavages isoédriques. (On expliguera ci-dessous les
termes essentiels.) Au-dela de I'intérét mathématique, les super
coloriages sont trés attrayants d’un point de vue esthétique et, & ce
titre, ils ont été utilisés par des artistes comme M.C. Escher. Enfait,
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works, all his colourings of isohedral tilings are super. (See, for
example, [1, Plates E2-E23, E32-E31, E36-E51, E55, E62-E66,
E70, E73-E79, E86, E88-E92, E94-E98, E102-E109, E116-E119,
E124, E127, E128].) This fact motivated the present paper, which
is a sequel to the talk given by the author at the Escher Symposium
in Rome in March 1985, and reported in the Proceedings of that
meeting [7]. However, for the convenience of the reader, essential
terminology will be repeated here and the presentation will be self-
contained. The author wishes to express his gratitude to Marjorie
Senechal and Tom Wieting for supplying him with corrections to
[6], and, more especially to Branko Grinbaum for helpful discus-
sions and for his comments on preliminary versions of this paper
which led to many improvements.

2. TERMINOLOGY AND DEFINITIONS

Anisohedral tiling 3 is a tiling in which all the tiles belong to one
transitivity class under the group of symmetries S(3) of 3. ltis
known {[2], [3]) that such tilings can be classified in a natural way
(by homeomerism) into 93 types. Itis not necessary to give details
of this classification here since it is fully described in [2, Chapter
6]; it suffices to say that it is “natural” in the sense that it fits our
intuitive concept of when two isohedral tilings should be regarded
as of the same type or not. Each of the 93 types can be displayed
as one of the eleven Laves Tilings in which a “marking” or “motif”
has been added to each tile ([3], [2, Chapter 6]); 81 types can also
be displayed using unmarked tiles of suitable shapes. Examples of
all types appear in Figures 9 and 11. it will be convenient to refer
to the types by their list numbers IH1 to IH93 in the tables of [3, pp.
183-186] or [2, pp. 285-287].

Inan isohedral tiling 3, two tiles T;, 7, are said to be of the same
aspect if there exists a translation se S(3) such that s7, = 7,. This
is an equivalence relation on the set of all tiles in 3, and for a given
isohedral tiling 3, there is clearly only a finite number of equiva-
lence classes. This number will be denoted by a(3). In Table1we
list all 93 types of isohedral tilings and give additional information
for each, such as its topological type in Column 2, its pattern type
in Column 3, its symmetry group in Column 4, and the aspects of
its tiles in Column 5. Later columns, which relate to possible

dans’ensemble des collections publiées d’oeuvres d'Escher, tous
les coloriages de pavages isoédriques sont super. (On peut
consulter, par exemple, [1, Planches E2-E23, E32-E31, E36-E51,
E55, E62-E66,E70, E73-E79, E86, E88-E92, E94-E98, E102-E109,
E116-E119, E124, E127, E128].) Ce fait fut & I'origine du présent
article, il est la suite d'une présentation de I'auteur au Escher
Symposium de Rome en mars 1985 (un rapport en a été donné
dans les Comptes-rendus de cette rencontre [7]). Toutefois, dans
Iintérét du lecteur, on répéteraici laterminologie jugée essentielle
etcette présentation seraauto-suffisante. L'auteurtient a exprimer
sa reconnaissance a Marjorie Senechal et a Tom Wieting pour lui
avoir suggéré les corrections a [6], et, plus particulierement a
Branko Griinbaum pour nos discussions utiles et les commen-
taires qu'il porta sur les versions préliminaires de cet article,
commentaires qui menérent a plusieurs améliorations.

2. TERMINOLOGIE ET DEFINITIONS

Un pavage isoédrique S est un pavage dans lequel chaque pavé
appartienta une classe de transitivité sous le groupe des symétries
S(3) de 3. On sait ([2], [3]) que de tels pavages peuvent &tre
classifiés de fagon naturelle (par homéomérisme) en 93 types. |l
n’est pas nécessaire de donnerici les détails de cette classification
car elle est décrite de fagon exhaustive dans [2, chapitre 6]; il
suffira de dire qu’elle est «naturelle» en ce sens qu’elle est
compatible avec notre conceptualisation intuitive de I'équivalence
en type de deux pavages isoédriques. Chacun des 93 types peut
gtre représenté comme{'un des onze pavages de Laves dans leque!
un «marguage» ou un «motif» a &té ajouté a chaque pavé (voir [3],
[2,chapitre 6] ; 81 types peuventaussi étre représentés en utilisant
des pavés non marqués de formes adéquates. Aux figures 9 et 11,
on trouvera des exemples de tous les types. Pour des questions
pratigues, on conviendra d’utiliser les numéros de liste IH1 2 IH93
des tableaux de [3, p. 183—186] ou [2, p.285-287] pour nommer
les types.

Dans un pavage isoédrique 3, deux pavés T, et T, sont dits de
méme aspect s'il existe une translation se S(3) telle que s7, = 7,.
C'est une relation d’équivalence sur I'ensemble de tous les pavés
de 3, et pour un pavage isoédrique donné S, il n’existe qu’un
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TABLE 1

The first column gives the isohedral type IH1 — IH93 in
the notation of [3, Table I] or [2, Table 6.2.1]. Columns
(2), (3), (4) give the corresponding topological type,
pattern type and symmetry group. If the pattern type is
in parentheses, then the isohedral type can only be
realised using marked tiles. Column (5) lists the aspects
of the tiles; an entry such as nD, mR means that there
are ndirect aspects and m reflected aspects in the tiling.
An integer without D or R is used if the tile has reflective
symmetry, so direct and reflected aspects coincide. In
Cotumn (6) we give the numbers of colours that can
occur in a perfect colouring of an isohedral tiling of the
given type: Here p, g represent any positive integers.
This information is adapted from Senechal’s paper [6,
Table 4]. The final column lists the numbers of colours
that can actually occur in a super colouring. A number
in heavy type means that it is equal to either the upper
bound or the lower bound given in the main theorem.
An asterisk (%) against any entry implies that there is a
discrepancy between the information recorded here and
that tabulated in [6, Table 4]. See also the footnote to
the table, page 47.

TABLEAU 1

La premiére colonne donne les types isoédriques 1H1 -
IH93 en employant la notation de [3, tableau 1] ou [2,
tabieau 6.2.1]. Les colonnes (2), (3) et (4) donnent les
types topologiques, les types de motifs et les groupes
de symétries correspondants. Si le type de motif est
entre parenthéses, le type isoédrique ne peut étre réalisé
qu'en employant des pavés marqués. On trouve & la
colonne (5) la liste des aspects des pavés ; une donnée
comme nD, mR signifie qu'il existe n aspects directs et
m aspects réfléchis dans le pavage. Un entier sans D ou
R est utilisé lorsque le pavé possede une symétrie de
réflexion, dans ce cas, les aspects directs et réfléchis
coincident. Dans ia colonne (6), on trouve les nombres
de couleurs que peut comporter un coloriage parfait
d'un pavage isoédrique du type donné. Ici, p, g
représentent n'importe quel entier positif. Cette
information est adaptée de l'article de Senechal [6,
tableau 4]. La derniére colonne donne la liste des
nombres de couleurs que peut comporter un super
coloriage. Un nombre est en caractére gras lorsqu'il est
égal a la borne supérieure ou a la borne inférieure du
théoréme principal. Un astérisque (%) accompagne une
donnée lorsqu'it y a contradiction entre I'information
donnée ici et celle provenant de [6, tableau 4]. Voir
aussi la note a la fin du tableau, page 47.

Isohedral Topological  Pattern Symmetry  Aspects Numbers of colours Numbers of colours

Type Type Type Group of liles in a perfect colouring in a super colouring

M (2) @) (4) (5) (6) o

Type Type Type Groupe Aspects Nombres de couleurs Nombres de couleurs

isoédrique  topologique  de motif de symétrie  des pavés dans un coloriage parfait dans un super coloriage

[H1 [3] PP1 p1 10 p 3,4,56,7

H2 PP2 Py 10,18 P 3,45

[H3 PP2 pg 1D, 1R p 3,4,56,7

1H4 PR7 p2 2D P 3456789101

IH5 PP9 pgg 20, 2R p 3,456,789

IH6 PP9 peg 20, 2R P 3.4,5.6,7

IH7 PP21 p3 30 3p or p-p+qt 34,7.9,12, 13,16,19

IH8 PP8 p2 10 ) 3,4,5,6.7

IH9 PP10 pog 1D,1R p 3.4,5

H10 PP22 3 1D P pge? 347

IH11 PP45 p6 10 D-pa+q 3,47

H12 PPE em 1 o 345

(H13 PP13 pmg 2 p 34,567

IH14 PP6 em 1 p 345

IH15 PP13 pmg 2 D 3,4,5

H16 PP25 o3 m 3 3p or P2 3,49

IH17 PP20 pem 1 p 345

iH18 PP 26 o8 m 1 por 3p? 3,4

IH19 (P P29) p3mi 1 p? or 3p? 3,4

1H20 PP51 % pBm 1 p*or:3pt 34

JH21 [34.6] P P42 pe 60 3p or p*-pg+@? 3.4,6, 7 8,9,12,13,19
or 2(p*-pg+q?)

[H22 [3%.4% PP5 cm 1D, 1R g 4,8

IH23 PP7 p2 20 p 3,456,789

1H24 PPt pmy 20, 2R P 46

[H25 PP9 Pgg 2D, 2R p 4,6

1H26 PP1g cemm 2 p 46

{H27 [32.4.34] PP9 c1 2D, 2R p 4,56,7,9

1H28 PP30 ¢ 4D 2por pegt 4,56,9,16,13

I1H29 PP35 pég 4 2por (2p+1)? 4,6,9

1H30 [3.4.6:4] pPp23 p3tm 3D, 3R 3porp? % 3.9

TOPOLOGIE STRUCTURALE NP 15
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(1) (2) (3) 4) {9) (6) (7)
IH31 [3464]  PP42 p6 6D 3p or p—pg+q? 3,4,7,9,13
or 2(p*-pg+g?)

M2 . PPA8  pém 8 Jporporzt 88

IH33 [3.6.3.6] PP21 p3 3D 3p or p*-pg+q? 3,47, 13

4 PP43  pb 30 Sporppged.
. ‘ ' if# B(mod 2} e

IH35 (P P 28) p3mi 3 3por p? 3 (superb)

1436 ’ . pp2s p3m 3 porgt s

1H37 P P49 % pém 3 3por (2p+1)? 3 (superb)

438 3124 PP23 p3tm 3D, 3R por k. 488

I1H39 PP42 p6 60 3por p*-pg+¢? 3,467,913

or 2(p-pg+q?)

140 PP48 %  pém 6 3por p? or 2p° 489

IH41 44 PP1 p1 1D p 2,3,4,5

1H42 PP3 pm 1D.1R p 248

IH43 PP2 pg 1D,1R p 2,3,4,5

144 pp2 Py 1D.1R p 2,3

H45 PP5 cm 10, 1R p 2,45

IH46 PP7 p2 2 p 23456780

IH47 PP7 p2 20 p 234,567

(H48 (PP pmm 20,28 p 2486

H49 PP pmg 20, 2R p 2,46

W80 PP11 pmy 20,28 p 2,46

H51 PP9 pgg 20, 2R p 2,4

1H52 - PP3 Py 2D.2R p 2,345

IH53 PP9 pgg 2D, 2R p 2,3,4,5

154 PPI7 cmm 20,2R P . sap

1H55 PP30 p4 4D 2por P+ 2,4,5,9

s PP % pag 4D.4R Zor@pvt® 248

IH57 PP8 p2 1D p 2,3,4,5

vl‘H58v o ‘ i :i,“ : P_M? . pmg 104n b : 2’4

IH59 ' PP10 PYT 1D, 1R p 2,3

Mo kew emm M e

IH61 PR3 p4 20 2por Qppe2gH}
P R R R
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* For the convenience of workers in this field, the

following corrections to [6, Table 5] should also
be noted. (The author wishes to express his
indebtedness to Tom Wieting of Reed College,
Portland, Oregon, for supplying this list of
corrections.)

In the column headed 6, row pmm, the entry 10
should be 9 giving a total of 90 (instead of 91) at
the bottom of the column. Column headed 2p: row
pmm should read 1/4 (p+35) if p=4n+1 and

1/4 (p+33) it p=4n+3; row pmg should read

1/4 (p+1) + 9; row cmm should read 1/4 (p+31) if
p=4n+1and 1/4 (p+29) if p=4n+3. The total at
the bottom of the column should be adjusted
accordingly.

* Dans l'intérét des chercheurs de ce domaine, on

doit aussi noter les corrections suivantes a [6,
tableau 5]. (L'auteur tient & exprimer sa dette
envers Tom Wieting de Reed College, Portland,
Oregon, qui lui a fourni la liste des corrections )

Dans la colonne B, ligne pmm, la donnée 10
devrait se lire 3 donnant un total de 90 (au lieu de
91) au bas de la colonne. La colonne 2p, ligne
pmm devrait se lire 1/4 (p+35) si p=4n+1 et

1/4 (p+33) si p=4n+3, la ligne pmg devrait se
lire 1/4 (p+1) + 9; la ligne cmm devrait se lire

1/4 (p+31) si p=4n+1 et 1/4 (p+29) si p=4n+3.
Le total au bas de la colonne devrait &tre ajusté en
conséquence.

(1) 2) (3) (4) (5) (6) (7
IH63 [4¢] (PP 34) pdg 10,1R 2(p*+g%) or (2p+1)? 2 (superb)
1H64 PP4 pm 1 p 24
IH65 (PP15) pmm 2 p 2,4
IH66 PPI3  pmyg 2 p 23,45
IH67 PP19 % cmm 2 P 2,4
{HE8 PPB cm 1 P 23
1H69 PP13 pmg 2 p 2,3,45
H70 PP39)  pdm 4 2por p2 24
I1H71 PP35 pdg 4 2por (2p+1)? 2 (superb)
H72 PP16 pmm 1 p 2.4
IH73 P P36 pdg 2 2por (2p+1) 2 (superb)
IH74 PP cmm 1 p 23
IH75 (P P 40) pdm 2 2por(2p+1)? 2 (superb)
176 PP 41 pdm 1 P or 22 2 (superb)
IH77 [4.6.12] P P 46 p6m 60, 6R 3por p?or2p? or6p2 or 2,3
2(p-pa+q) or 4(p*~pg+)
|H78 {489 PPA7 cmm 20,2R o 24,9
IH79 PP30 p4 4D 2p OF pr+q° 24,59
1H80 (PP37 pam 40, 4R 2p0r o 2,49
{H81 PP33 pdg 4D, 4R 2p or p? 2,49
|H82 PP3s pdm 4 2p0r 2,4.9
(H83 [6%] PP5 cm 1D,1R p 2.4
1H84 PP7 p2 20 P 23,4567
IH85 PP11 pmg 20, 2R p 2,4
188 PPOx  pgg 20,28 p 234
IH87 (P P27) p3mi 30, 3R 3porp? % 2,3,4
188 PP pé 6D 30 0F popos gt 2,3,4.7,9,13
‘ or 2(p*-pg+q°)
IH89 (PP24) p3tm 10,1R meit m# 0(mod3) * 2,4
jH9D PPa4 o ] 20 2 p*-parg?) or 24,7
P-pg+gt i & G{mod3)
IH91 PP19 cmm 2 p 2,3,4,5
tHg2 {PP47) pém 8 3por p?or 2 23,4
IH93 P P50 % pém 2 2p% or 6p% or 2.4

p2ifp 0(mod 3)
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colourings, are explained in the caption to the table.

Let 3 be an isohedral tiling. By a k-colouring of 3, or a colouring
of 3 using k colours, we mean a surjection which maps the set of
alltiles of 3 ontothe set{1,2, ..., k). The integers 1,2, ..., k are
called the colours. We shall be interested in colourings which are
proper, neighbourly, and perfect. These terms will now be ex-
plained. They are illustrated by the coloured tilings shown in
Figure 1, which have all three properties, as well as by all the
coloured tilings in Figures 9, 10 and 11. (The well-known 4-
colouring of the tiling by fishes in Figure 1a is due to Escher. As
pointed out in [4] and [7], it seems that he was not aware of the
equally satisfactory 5-colouring of this tiling shown in Figure 1b.
Infact, examination of the published collections of Escher’s works
seems to show that he never used more than 4 colours when
colouring isohedral tilings.)

Two colourings of a given isohedral tiling 3 are said to be equal,
or the same, if one can be made to coincide with the other by first
applying to 3 a symmetry of 3, and then permuting the colours
in some way.

Acolouring of atiling S is said to be proper if no two adjacent tiles
(tiles which have an edge in common) are of the same colour. A &
colouring of S is called neighbourly if, forevery x, y {1, 2, ..., k}
with x= , itis possible to find two adjacenttilesin 3, one of colour
x and the other of colour y.

To define a perfect colouring we need the concept of a colour
symmetry. In Figure 2 we show a proper neighbourly 3-colouring
of the regular tiling by squares (isohedral type IH76). Two lines A,
M., are indicated and it will be observed that reflection 7, inthe line
A, not only maps the (uncoloured) tiling onto itself (that is, it is a
symmetry of the tiling) but also induces a permutation rt = (1)(23)
of the colours. Onthe other hand, reflection , in the ling A,,, though
a symmetry of the uncoloured tiling, does not induce a permuta-
tion of the colours; for example it maps some tiles of colour 1 onto
tiles of colour 2, and other tiles of colour 1 onto tiles of colour 3.
In the former case we shall say that r, , together with the permu-
tation =, forms a colour symmetry of the coloured isohedral tiling.

nombre fini de classes d’équivalence. On notera ce nombre a(3).
Dans le tahleau 1, on dresse la liste des 93 types de pavages
isoédriques et on fournit des informations additionnelles pour
chacun d’eux : le type topologique en colonne 2, le type de motif
en colonne 3, le groupe de symétrie en colonne 4, et I'aspect des
pavés en colonne 5. Le contenu des autres colonnes est lié aux
possibles coloriages, il est expliqué dans la légende du tableau.

Soit 3 un pavage isoédrique. Par un k-coloriage de 3, ou un
coloriage de S utilisant k couleurs, on entendra une surjection
qui envoie 'ensemble des pavés de 3 surl’ensemble{1,2, ..., k}.
Lesentiers 1,2, ..., ksont appelés les couleurs. On s’intéressera
aux coloriages qui sont propres, conciliants et parfait. Expliquons
maintenant ces termes. Iis sont illustrés par les pavages coloriés
de la figure 1, qui possedent les trois propriétés, comme par les
pavages coloriés des figures 9, 10 et 11. (Le célébre 4-coloriage
du pavage en poissons dans |a figure 1a est d’Escher. Comme
c’est mentionné dans [4] et dans [7], it semble qu'il n’ait pas été
conscient que ce pavage satisfaisait également un 5-coloriage
montré a la figure 1b. En fait, un examen des oeuvres publiées
d’Escher semble démontrer que jamais il n’utilisa plus de 4 cou-
leurs dans un coloriage de pavage isoédrique.)

Deux coloriages d’un pavage isoédrigue donné 3 sont dits égaux,
ou on parle du méme coloriage, si on peut les faire coincider en
appliguantd’'abord a 3 une symétrie de 3 et en effectuant ensuite
une certaine permutation des couleurs.

On dira qu'un coloriage d’un pavage 3 est propre si aucune paire
de pavés adjacents (pavés possédant une aréte en commun) ne
sont de lamé&me couleur. Un k-coloriage de 3 est dit conciliantsi,
pourtout x,yef{1,2,..., k}oll x= y, il est possible de trouver dans
3 deux pavés adjacents, I'un de couleur x et I'autre de couleur y.

Pour définir un coloriage parfait, on a besoin du concept de
symétrie de couleur. Dans la figure 2, on montre un 3-coloriage
propre et conciliant du pavage régulier de carrés (type isoédrique
[H76). Deux droites A, et A, sont indiquées et on peut noter que
|a réflexion r, par rapport a la droite A, non seulement envoie le
pavage (non colorié) sur lui-méme (c’est en fait une symétrie du
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FIGURE1 =

A tiling by M.C. Escher
of isohedral type [H28.
Escher’s original
colouring is shown in
a; a super 5-colouring
appears in b. This tiling
can be super coloured
with 4.5,9. 10 or 13
colours: see Table 1
and Figure 7.

FIGURE2 =

A 3 colouring of the
regular tiling by
squares (isohedral type
IH76) which is not
perfect. The only super
colouring of this tiling
is the familiar chequer-
board colouring, see
Figure 4.

Un pavage de M.C.
Escher de type
isoédrique I1H28. Le
coloriage original
d'Escherestena;un
super 5-coloriage
apparait en b. Ce pa-
vage peut &tre super
colorié avec 4. 5. 9.
10 ou 13 couleurs :
voir le tableau 1 et la
figure 7

Un 3-coloriage du
pavage régulier en
carrés (type isoédrique
IH76) qui n'est pas
parfait. Le seul super
coloriage de ce pavage
est le célébre coloriage
de I"échiguier, voir
figure 4.

8 HE 2
7 2 3
3 HE 2
2 2 3
- BE 2
2 2 3
A, .
mzs 213 U BERA ABE
S HBRERBE 6(718151617/815]6
6lalsle6lz|5s ARBA HAHA E
] HB  BE slo(sl76ls5(6]7]8
NREBEBHEBE Iz 4!2 4
ABRBEABE 6(718|5/60718]5]6
3 HBH BE ABE BRBA E
9l718]ol7[38]9 A BRHEBBEHHE
1 AR ABRL
6171815(617|8]5]6

< FIGURE 3

The construction of all perfect
colourings of the regular tiling by
squares (ischedral type IH76). Each
perfect colouring has a repeating

nx n block of tiles and each such
block contains either one tile of each
color {(as ina with n=3, s0 9 colours
are used), or two tiles of each colour
(asin b with n=4, so 8 colours are

used). For details, see [4].

La construction de tous les colo-
riages parfaits du coloriage régulier
en carrés (type isoédrique [H76).
Chague coloriage parfait comporte
une répétition d'un bloc nx nde
pavés et chacun de ces blocs con-
tient soit un pavé de chaque couteur
(comme en a avec /1= 3, ainsi on
utilise 9 couleurs), ou deux paveés de
chaque couleur (cormme en b avec
n=4, ainsi on utilise 8 couleurs).
Pour plus de détails, voir [4].

TOPN! NG F STRIUNTIRAIF M 14
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More generally, let an isohedral tiling 3 be k-coloured in some
manner. Then if a symmetry se S(3) corresponds to a permuta-
tionmofthe colours inthe sense that, forall xe{1,2, ..., k}, s maps
every tile of colour x onto a tile of colour w(x), then the pair (s,x)
is called a colour symmetry of the tiling. The set of all colour sym-
metries of a k-coloured tiling forms, with the usual composition,

(8, m) (S, ®,) = (5,5, ®m,)

a group called the colour symmetry group of the coloured tiling.

A colouring of an isohedral tiling 3 is called perfect if, to every
symmetry s eS(3) there exists a permutation 7t such that the pair
(s, m) is a colour symmetry.

It is well-known that many types of isohedral tilings can be per-
fectly coloured with k colours for only certain values {and not all
values) of k. For example, the regular tiling by squares (type IH76)
can be perfectly k-coloured only if & is an integer of the form p2or
2p?; thus, in particular, no perfect 3-colouring is possible [4]. In
Figure 3 we indicate how all perfect colourings of this type of
isohedral tiling can be constructed. In Senechal’s paper [6], she
lists the possible numbers of colours in perfect colourings of all 93
types of isohedral tilings in her Table 4 (pp. 66~67).

A colouring of an isohedral tiling, which has the three properties
of being proper, neighbourly and perfect, is called a super colour-
ing. The colourings shownin Figures 1,9, 10and 11 are all super.
Clearly the possible numbers of colours in super colourings of
isohedral tilings are even more restricted than those in perfect
colourings. In fact, for every type of isohedral tiling, this number
is finite. This is an immediate consequence of our main theorem,
to be stated in the next section.

pavage) mais induit aussi une permutation n = (1)(23) des tou-
leurs. D'autre pag; la réflexion , par rapport a la droite A, quoique
ce soit une symétrie du pavage non colorié, n’'induit pas une
permutation des couleurs ; elle envoie par exemple certains pavés
de couleur 1 sur des pavés de couleur 2, et d’autres pavés de
couleur 1 sur des pavés de couleur 3. Dans le cas précédent, on
dira que r,, accompagné de la permutation x, constitue une
symétrie de couleur du pavage isoédrigue colorié.

De fagon plus générale, considérons un pavage isoédrique 3 k-
colorié de maniére arbitraire. Si une symétrie seS(3) correspond
alors 2 une permutation &t des couleurs en ce sens que, pour tout
xefl,2, ..., k}, senvoie tout pavé de couleur x sur un pavé de
couleur m(x), le couple (s, ) est alors appelée une symétrie de
couleurs du pavage. L'ensemble de toutes les symétries de cou-
leurs d’un pavage k-colorié forme, avec la composition habituelle,

(8, m) (s, m,) = (55, mm,)

un groupe appelé le groupe de symétrie de couleurs du pavage
colorié.

Un coloriage d’un pavage isoédrique 3 est dit parfait si, a chaque
symétrie seS(Q) correspond une permutation = telle que le
couple (s, ) soit une symétrie de couleurs.

| est bien connu que plusieurs types de pavages isoédriques ne
peuvent étre parfaitement coloriés avec k couleurs que pour
certaines valeurs (et non toutes les valeurs) de k. Par exemple, le
pavage régulier par des carrés (type IH76) ne peut étre par-
faitement k-colorié que si k est un entier de la forme p2 ou 2p?;
ainsi, par exemple, aucun 3-coloriage parfait n’est possible [4]. A
lafigure 3, on indique comment tous les coloriages parfaits de ce
type de pavage isoédrique peuvent &tre construits. Dans I'article de
Senechal [6], on trouve dans le tableau 4 (p. 66-67) la liste des
nombres possibles de couleurs dans les coloriages parfaits de
chacun des 93 types de pavages isoédriques.

Un coloriage d’un pavage isoédrique possédant les trois proprié-
tés d'étre propre, conciliant et parfait, est appelé un super colo-
riage. Les coloriages des figures 1, 9, 10 et 11 sont tous super.
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FIGURE 4

Examples of chequer-

board colourings.
Those are possible
aonly if every vertex
has even valence.

Exemples de colo-
riages en échiquier. lis
ne sont possibles que
si tout sommet est de
degré pair.

Evidemment les nombres possibles de couleurs dans les super
coloriages de pavages isoédriques sont encore plus limités que
pour les coloriages parfaits. En fait, pour chaque pavé d'un pavage
isoédrique, ce nombre est fini. Ceci est une conséquence immé-
diate de notre théoréme principal qui sera énoncé a la section
suivante.

3. SUPER COLORIAGES

Théoréme: Soit m et M, respectivement le minimum et le
maximum du nombre de couleurs qu’on peut utiliser dans un
super coloriage d’un pavage isoédrique donné 3. Alors

gsmsM<a@inS)+1

ot m=d=2 sitous les sommets de 3 sont de degré pairetd =3
autrement, a{3) est le nombre d'aspects des pavés dans S et
n{3) est le nombre de pavés adjacents & chague pavé dans 3.

Le théoréme est faible en ce sens que les bornes (en particulier la
borne supérieure) ne sont atteintes que pour peu de types de
pavages. Par exemple, pour le pavage régulier encarrés, a(3) =1,
n(3) = 4 et puisque tous les sommets sont de degré 4, d=2. Le
théaréme affirme donc que

2=m< M<5.
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3. SUPER COLOURINGS

Theorem: Let m and M be, respectively, the minimum and
maximum numbers of colours that can occur in a super colouring
of a given isohedral tiling 3. Then

d<smsM< aS)nS) +1

where m=d =2 if all the vertices of 3 are of even valence and
d = 3 otherwise, a(3) is the numberofaspects of the tiles in S and
n(3) is the number of adjacents of each tile in 3.

The theorem is weak in the sense that the bounds (especially the
upper bound) are attained for few types of tilings. For example, in
the regular tiling by squares, a(3) =1, n(3) =4 and since all the
vertices are of valence 4, d = 2. Hence the theorem asserts that

2=m<sM<5h.

Inthis case, since it is possible to describe all perfect colourings,
and therefore all super colourings, in a simple manner (Figure 3),
it is easy to see that m=M=2.

Atiling for which m= M (as in the exampie just described) is said
to possess a superh colouring. This means that there is a unique
integer k for whicha super k-colouring is possible. Superb colour-
ings exist for only seven types of isohedral tilings, namely |H35,
[H37,1H63, IH71,1H73, IH75and IH76. These are shownin Figure
9. The existence of a superb colouring does not imply that the
super colouring is unique; two superb colourings of tilings of types
IH35 and IH37 are shown in Figure 9. On the other hand, the other
five tilings of Figure 9 admit a unique superb colouring; it is
familiar chequerboard colouring.

We shall now prove the theorem. The left inequality is almost
immediate. If a tiling 3 possesses a proper 2-colouring then not
only must a tile of one colour be completely surrounded by tiles of
the other colour, butthe two colours must alternate as we go round
any vertex. This is possible if and only if every vertex has even
valence. Gonversely, if every vertex has even valence, then the
assignment of two coloursto the tiles inthe manner just described,
will necessarily be both proper and neighbourly. 1t will also be

Dans ce cas, puisqu'il est possible de décrire de maniére simple
tous les coloriages parfaits, et donc tous les super coloriages
(figure 3), on peut voir facilement que m= M=2.

Lorsqu’'un pavage est tel que m = M (comme dans I'exemple
précédent), on dira qu’il posséde un superbe coloriage. Ceci
signifie qu’il existe un unigue entier k pour lequel on peut cons-
truire un super k-coloriage. Des superbes coloriages n'existent
que pour sept types de pavages isoédriques, ce sont IH35, 1H37,
IH63, IH71, IH73, IH75 et IH76. lls sont illustrés a la figure 9.
L'existence d'un superbe coloriage n’'implique pas Vunicité du
super coloriage; ontrouve a la figure 9 deux superbes coloriages
de pavages de types IH35 et 1H37. D’autre part, les cing autres
pavages de la figure 9 n'admettent qu’un seul superbe coloriage;
c’est le classique coloriage de I'échiquier.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme. L'inégalité
de gauche est presque immédiate. Si un pavage 3 posséde un
2-coloriage propre alors non seulement un pavé d’'une couleur
donnée doit étre complétement entouré de pavés de I'autre cou-
leur, mais aussiles deux couleurs doivent apparaitre en alternance
lorsqu’on tourne autour d’'un sommet. Ce sera possible si et
seulement si tous les sommets sont de degré pair. Réciproque-
ment, sitout sommet est de degré pair, 'assignation aux pavés des
deux couleurs de la fagon décrite précédemment ménera néces-
sairement & un pavage a la fois propre et conciliant. Il sera
également parfait puisque toute symétrie du pavage laissera
chaque couleur invariante ou les interchangera.

Pour ce qui est de I'inégalité de droite du théoréme, on devra
approfondir les propriétés des super coloriages. Onaura besoin de
ces propriétés lorsqu’on abordera dans la section suivante un
certain nombre d’exemples particuliers.

Propriété 1

Soit T un pavé quelconque dans un pavage isoédrique 3 super
colorié et soit s eS(3) tel que T et sT soient de la méme couleur.
Alors tous les pavés s"T (o n est un entier quelconque) sont de
la méme couleur.




perfect since every symmetry of the tiling either leaves each colour
invariant, or else interchanges them.

For the right inequality of the theorem we need to investigate the
properties of super colouringsin some detail. These properties will
be needed in the next section when we discuss a number of
particular examples.

Property 1

Let T be any tile in a super-coloured isohedral tifing 3 and let
s € S(Q) be such that T and sT are the same colour. Then all the
tiles s"T (where n is any integer) are the same colour.

If T is of colour x, then the permutation = of colours in the colour
symmetry (s, w) must leave colour x invariant. Since the colour
symmetries form a group, for each integer n, (8", =) will be a
colour symmetry, and =" will also leave colour x invariant. It
follows that all tiles sT are of colour x.

If s is areflection or a rotation, as n runs through the integers, the
set of tiles {s"T} of colour x will be finite. If s is a translation or
a glide, this set will be infinite.

Property 2

Let x,yefl, 2, ..., kl. Then in any super k-colouring of an
isohedral tiling 3, the set of tiles of colour X is congruent to the
set of tiles of colour .

Let us denote the set of all tiles in 3 of colour x by 3(x), and those
of colour y by 3 (). Because the k-colouring is perfect, given
T, € 3(x) and T, e 3(y), there will exista symmetry se 5(3) with
sT, = T,. Butif mis the permutation of colours such that (s, x) is
acolour symmetry, then x will map x to y and so s will map 3(x)
into 3(y). Likewise s=" will map 3(y) into 3(x) from which we
deduce 3(x) and 3 ()) are congruent.

Clearly the set of symmetries se S(3) which leave 3(x) invariant
forms a subgroup S, (3) of S(3). Further, forall ne{1,2, ..., k},
the subgroups S, (3) are isomorphic.
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Si Test de la couleur x, alors la permutation = de couleurs dans
la symétrie de couleurs (s, =) doit laisser invariante fa couleur x.
Puisque les symétries de couleurs forment un groupe, pour
chaque entier n, (87, &) sera une symétrie de couleurs et "
laissera également invariante la couleur x. 11 s’ensuit que tous les
pavés s"T sont de la couleur x.

Si s est une réflexion ou une rotation, lorsque n parcourt les
entiers, 'ensemble des pavés {s"T} de couleur xserafini. Si s est
une translation ou un glissement, 'ensemble sera infini.

Propriété 2

Soit x, ye {1, 2, ..., kl. Alors dans tout super k-coloriage d’un
pavage isoédrique 3, I'ensemble des pavés de couleur x est
congruent a 'ensemble des pavés de couleury.

Notons 3(x), 'ensemble des pavés de 3 de couleur x et 3(y),
I'ensemble des pavés de couleur y. Puisque le A-coloriage est
parfait, étant donnés 7, € 3 (x) et T, € 3 (y), il existera une
symétrie s € S(3) telle que sT, = 7,. Mais si mest la permutation
de couleurs telle que (s, ) est une symétrie de couleurs, alors
gnverra x sur y et ainsi s enverra 3(x) sur 3(y). De la méme
maniére, s~' enverra 3(y) sur 3(x) et on pourra en déduire que
3(x) et 3(y) sont congruents.

On constate évidemment que I'ensemble des symétries s € S(3)
qui laissent invariant 3(x) constitue un sous-groupe S (S) de
S(3). Deplus, pourtout ne{1,2, ..., k}, les sous-groupes S,(3)
sont isomorphes.

La propriété suivante est un renforcement de I'énoncé 2.

Propriété 3

Dans un superk-coloriage d’un pavage isoédrique 3, désignons
par 3 (j,x) 'ensemble des pavés d'aspect | et de couleur X
(i=12,....a3);x=12,....,k). Soit P(j,n) I'ensernble des cen-
troides des pavés de S(j,x). Alors pour tout aspect et toute
couleur, les ensembies P(j,x) sont des transiations les uns des
autres.
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The next property is a strengthening of statement 2.

Property 3

In a super k-colouring of an isohedral tiling 3, let 3(j,x) denote
the set of all tiles of aspect j and colour x (j=12,...,a(3); x =
1,2,...,k). Let P(j,n} be the point set consisting of the centroids of
the tiles in S (j,x). Then for all aspects and colours, the sets P(j,x)
are translates of one another.

First consider 3(jix) and 3(j,y) with colours xz y. If T, 3(/,X)
and T, € 3(jy) then because 7, and T, are of the same aspect
J there will existatranslation te S (3) suchthat t7, = 7,. Butthen,
by an obvious modification of (2), t will map 3(j,x) onto S(jy)
and so these two sets are congruent. Consequently P(jx) is a
translate of P(j,y) for alt colours x and y.

Now consider 3(j,x) and 3(k,x) with aspects j= k. Lett € 3(j.x),
T,e 3(kx) and se S(3)besuchthat sT, = T,. (The permutation
n of colours in the colour symmetry (s, =) will leave colour x
invariant.) If T,e 3(j.x) there will be a translation te 5(3) such
that tT,=T,, and so if tst'T,= T, say, then T, € S(k.x) and
tT, = T,. Thus the set of all translations in $(3 ) that map T, onto
the tiles of 3(j x) is exactly the same as the set of translations that
map T, onto the tiles of 3(k,x). We deduce that for all aspects j
and k, P(jx) is atranslate of P(kx). (In fact P(j,x) is simply the
translate of P(k.x) by the vector from the centroid of 7, to the
centroid of T, .)

The statements proved in the previous two paragraphs clearly
imply the truth of (3).

We now establish two further properties of the sets P(j,x). These
are notrequired in the proof of the theorem but are essential for the
examples of Section 4, and it is convenient to state them here.

Property 4
Each set P(j,x), defined in (3), is a lattice.

From (1), P(j.x) is invariantunder any transiation that maps a point
of P(j x) onto another such point. This implies that P(j x) must be

Considérons tout d’abord 3 (j.x) et 3(jy) de couleurs x= y. Si
T, e 3(jx) et T,e 3(jy) alors, puisque 7, et 7, sont de méme
aspect /, il existera une translation t e S(3) telle que {7, = 7,. Mais
alors, par une modification évidente de (2), ¢ enverra 3(j,x) sur
S(j,y) etainsices deux ensembles sont congruents. Conséquem-
ment, P(j x) est un translaté de P(J,y) pour toutes couleurs x et y.

Considérons maintenant 3 (j.x) et 3 (k.x) d’aspects j # k. Soit
T, e 3(jx), T,e 3(kx) et se S(3)tel que sT, = T,. (La permu-
tation de couleurs = dans la symétrie de couleurs (s, rt) laisserain-
variante la couleur x) Si T, e 3(jix), il existera une translation
t e §(3) telle que T, = T,, et aussi si tst'T, = T,, disons, alors
T,e S(kx) et tT, = T,. Ainsi, 'ensemble de toutes les translations
dans S(3) quienvoient T, sur les pavés de S(j,x) est exactement
le méme que I'ensemble des translations qui envoient T, sur les
pavés de 3 (k.x). On en déduit que pour toute paire d’aspects jet
k, P(j,x) estun translaté de P(k.x). (En fait, P(j,x) est simplement
le translaté de P(k.x) par le vecteur allant du centroide de T, au
centroide de 7, .)

Les énoncés démontrés dans les deux paragraphes précédents
impliquent de fagon claire la véracité de (3).

Nous énongons maintenant deux propriétés additionnelles des
ensembles P(j,x). Elles ne sont pas requises dans la démonstra-
tion du théorgéme mais sont essentielles a la compréhension des
exemples de la section 4, et il apparait naturel de les énoncer ici.

Propriété 4
Tout ensemble P(j,x), défini en (3), est un treillis.

On déduit de (1) que P(jx) reste invariant sous toute translation
qui envoie un point de P(j x) sur tout autre tel point. Ceciimplique
que P(j.x) doit &tre soit un treillis soit un ensemble de points
équidistants sur une droite. Mais les nombres d’aspects et de
couleurs sont tous deux finis, ainsi (3) implique que 'ensembie
des centroides de tous les pavés de 3 est la réunion d'un nombre
fini de tranlatés de P(jx). Evidemment, ceci est impossible si
P(jx)estunensemble de points colinéaires et, par conséquent, on
en déduit que P(j,x) est un treillis.




gither a lattice or a set of equidistant points on a line. But the
numbers of aspects and colours are both finite, so (3) implies that
the set of centroids of all tiles in S is the union of a finite number
of translates of P(j,x). Clearly this is impossible if P(jx) is a set of
collinear points and therefore we deduce that P(jx) is a lattice.

Property 5

If 3 admits, as a symmetry, a rotation of period n then each lattice
P(i,x) admits, as a symmetry, a rotation of peried n about some
point. If 3 admits, as a symmetry, a reflection with mirror A, or
aglide withaxis ., then each lattice P(j,x) admits, as a symmetry,
reflection in some mirror parallel to A .

Consider a rotation of period n that maps T, e 3(jx) onto
T, € S(k.y). This will map P(j.x) onto P(k.y), and since P(j.x) is
atranslate of P(k,y), we deduce that P(j x) admits, as a symmetry,
a rotation of period n about some point.

Inasimilarway, if s is a reflection with mirror A ora glide with axis
A, thatmaps T, € 3(j.x) onto 7, e 3(k,y), then s will map P(jx)
onto P(k,y) and since P(jx) is atranslate of P(k,y) thisimplies that
P(/.x) admits, as a symmetry, a refiection in some mirror paralle!
toA.

After these preliminaries the proof of the right inequality of the
theorem is easy. From (3) it follows that two tiles of the same
aspect and the same colour must each be surrounded by n(3)
adjacenttiles which are coloured in exactly the same way. (In other
words, if T,, T, € S(j,x) and s € 5(3) is a translation such that
sT,=T,, then s will not only map the adjacents of 7, onto those
of T, butalso preserve their colours. Hence, in the colour symme-
try (s, m), m is the identity permutation of the colours.) If the tiles
of colour x appearin a,(3) aspects, then a (3)<a(3). Asthe n(3)
adjacents of the tiles of each aspect may be of different colours,
then along with the colour x, we have inail a(3) n(3) + 1 colours.
Neighbourliness implies that no other colours occur, so

M< a@)nS)+1 < a(3)n(3)+1
and right hand inequality of the theorem is established.
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Propriété 5

Si 3 admet, comme symétrie, une rotation de période n alors
chaque treillis P(j,x) admet, comme symétrie, une rotation de
période n par rapport & un certain point. Si 3 admet, comme
symétrie, une réflexion de miroir A, ou un glissement d'axe A,
alors chaque treillis P(j,x) admet, comme symétrie, une réflexion
dans un certain miroir paralléle a ). .

Considérons une rotation de période n qui envoie T, e 3(/,X) sur
T,e S(ky).Elle enverra P(j.x) sur P(k.y), et puisque P(j,X) estun
translaté de P(k.y), on en déduit P(j.x) admet, & titre de symétrie,
une rotation de période n par rapport a un certain point.

De la méme maniére, si s est une réflexion de miroir A ou un
glissement d’axe A, qui envoie 7, € 3(jix) sur T, 3(ky), alors
s enverra P(j,x) sur P(k.y), et puisque P(j,x) est un translaté de
P(k.y), onaura que P(jx) admet, a titre de symétrie, une réflexion
dans un certain miroir paralléle a A .

Aprés ces quelques préliminaires, la démonstration de I'inégalité
de droite duthéoréme estsimple. De (3), on déduit que deux pavés
de méme aspect et de méme couleur doivent étre entourés par
n(3 ) pavés adjacents qui sont coloriés exactement de la méme
fagon. (En d'autres mots, si T, T, € 3(j.x) et s = S(3) est une
translation telle que s7, = T, alors s enverra non seulement ies
pavés adjacents de T, sur ceux de T, mais respectera aussi leurs
couleurs. Donc, dans la symétrie de couleurs (s, =),  est la
permutation identité des couleurs.) Si les pavés de couleur x
apparaissent en a,(3) aspects, alors 2,(3) < a(3). Puisque les
n(3 ) pavés adjacents aux pavés de chaque aspect doivent étre de
couleurs différentes, on a donc en tout, en considérant la couleur
x, a(3) n(3) + 1 couleurs. La conciliation implique I'absence de
tout autre couleur, ainsi

M< a@)nS)+1 < a@@)n(S)+1
et I'inégalité de droite du théoréme est vérifiée.
Dans le tableau 1, pour chacun des 93 types de pavages isoé-

driques, ondresse la liste des nombres possibles de couleurs dans
les super coloriages. Ces nombres satisfont les inégalités du
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The construction of
super colourings of
tilings of isohedral
type 1H73.

La construction de
super coloriages de
pavages de type
isoédrique IH73.

In Table 1 we list, for each of the 93 types of isohedral tilings, the
possible numbers of colours in super colourings. These satisfy the
inequalities of the theorem and also the restrictions on the num-
bers of colours in perfect colourings given by Senechal [6].
However certain numbers that satisfy both conditions cannot
occur; these can only be found by carefully examining all the super
colourings of tilings of the given type.

Clearly there are too many super colourings for descriptions or
illustrations of all of them to be included here. In Figure 9 we show
the superb colourings of seven types of tilings, and in Figure 11
the super colourings of the remaining 86 types that use the
maximumnumber M of colours. In Figure 10 we show some super
colourings that use the minimum number m of colours, namely
those for which m is notequal to the lower bound of the theorem.

4. EXAMPLES

We now illustrate, by means of examples, some of the methods
used to construct the super colourings described in this paper. As
will be seen, we make extensive use of properties (1) to (5) given
in the previous section.

théoréme ainsi que les restrictions imposées aux nombres de
couleurs dans des coloriages parfaits données par Senechal [6].
Toutefois, on ne peutvoirapparaitre certains nombres satisfaisant
les deux conditions ; on ne pourra les trouver qu'en examinant
minutieusement tous les super coloriages de pavages d'un type
donné.

[l'y a manifestement trop de super coloriages pour donner ici, de
fagon exhaustive, les descriptions et les illustrations. A la figure 9,
on trouve les superbes coloriages de sept types de pavages, et a
la figure 11, les super coloriages utilisant le nombre maximum M
de couleurs pour les 86 autres types. La figure 10 illustre certains
supercoloriages n'utilisant que le nombre minimal mde couleurs,
ceux pour lesquels m n'est pas égal a la limite inférieure du
théoréme.

4. EXEMPLES

Nous illustrerons maintenant, a I'aide d’exemples, certaines des
méthodes de construction des super coloriages décrits dans cet
article. Comme on le verra, nous ferons une trés grande utilisation
des propriétés (1) & (5) formuiées a la section précédente.

LIH|ILZ(H|L{H
H{L{H|L{H|L
LT{H|L|HL|H
(H|{IZ|H|{I|H|I

|

JIH| T {H[ L H
H| L {H| L |H|L




Example 1: IH73 — Figure 5a

Here the tiles are marked and occur in two aspects. Because of the
reflectional and rotational symmetries of S(3), conditions (4) and
(5) imply that the point set P(1,x) (the centroids of the tiles of
colour x) must be alattice which admits as symmetries 4-fold rota-
tions and also reflections in vertical and horizontal lines (thatis, in
lines parallel to the edges of the tiles). Thereis an infinite sequence
of lattices of this kind; the first four correspond to the centroids of
the shaded tiles in Figures 5b, 5¢, 5d, and 5e. In the last three of
these diagrams we have indicated possible positions of tiles of a
second colour y, inaccordance with condition (2). Butitis obvious
that in any of these arrangements the colouring cannot be neigh-
bourly since no tile of colour y is adjacent to any tile of colour x.
Thusin any super colouring, tiles of colour x must be arranged as
in Figure 5b. There are thus only two colours; the colouring is
unique and so superb. It is the chequerboard colouring.
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Exemple 1: IH73 — Figure 5a

Les pavés sont ici marqués et ils apparaissent sous deux aspects.
Etant donné les symétries de réflexion et de rotation de S(3), les
conditions (4) et (5) impliquent que I'ensemble d e points P(1,%)
(les centroides des pavés de couleur x) doit étre un treillis ad-
mettant comme symétries les rotations d'ordre 4 et |es réflexions
par rappoert & des droites verticales et horizontales (c’est-a-dire,
par rapport  des droites paralléles aux arétes des pavés). Il existe
une suite infinie de treillis de la sorte ; les quatre premiers corres-
pondent aux centroides des pavés ombragés des figures 5b, 5¢,
5d et 5e. Dans les trois derniers diagrammes, on a indiqué les
positions possibles des pavés d’une seconde coulgur v, en respect
dela condition (2). Il est évident, toutefois, que dans aucun de ces
arrangements, le coloriage ne peut étre conciliant puisqu’aucun
pavé de couleur yn'estadjacenta un pavé de couleur x. Ainsi, dans
tout super coloriage, les pavés de couleur xdoivent étre disposés
comme alafigure5b. Il n'y a ainsi que deux couleu rs; le coloriage
gst unique et donc superbe. C'est le coloriage de I'échiquier.

H{L|H|L|H|L

alESinlEYialn
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Example 2: IH26 — Figure 6a

Since thetiles of 3 are of two aspects (those pointing up and those
pointing down), we deduce from conditions (3) and (4), that the
centroids of the tiles 3(x) of colour x must form either one or two
lattices. Moreover, by condition (5) each of these lattices must
admit, as symmetries, reflections in horizontal and vertical lines.
The actual arrangement of tiles in 3, together with these condi-
tions onthe lattices, places severe restrictions on the possible sets
3 (x).

The tiling 3 may be described as built up from “double rows” of
tiles between parallel lines; in Figures 6b, 6¢ and 6d these rows are
labelled A, B, C, ... Now it is easy to see that a proper perfect
colouring cannot be neighbourly (and so super) unless every
colour occurs somewhere in each of the rows. For example,
suppose the tiles of colour xwere arranged in a similar manner to
thatindicated by the shaded tiles in Figure Bb. Here, as an example,
tiles of colour x of both aspects occurin rows A, G, E, ..., butthere
is no tile of this colour in rows B, D, F, ... Inthe diagram each pair
of tiles of the same colour and aspect are separated horizontally by

FIGURE 6

The construction of La construction de
super colourings of super coloriages de
tilings of isohedral pavages de type
type 1H26. isoédrique IH26.

Exemple 2 : IH26 — Figure ba

Puisque les pavés de 3 apparaissent sous deux aspects (ceux
orientés vers le haut et ceux orientés vers le bas), les conditions
(3) et (4) nous portent & conclure que les centroides des pavés
G (x) de couleur x doivent former soit un ou deux treillis. De plus,
la condition (5) fait que chacun de ces treillis doit admettre, a titre
de symétrie, les réflexions par rapport & des droites horizontales
et verticales. La disposition réelle des pavés de 3, ainsi que les
conditions imposées aux treillis, posent de séveres restrictions
sur les possibles ensembles 3(x).

On peut décrire le pavage 3 comme une construction de «doubles
rangées» de pavés entre des droites paraliéles; aux figures 6b, 6¢
et 6d, ces rangées sont étiquetées A, B, C, ... Il est maintenant
facile de constater qu’un coloriage propre et parfait ne peut &tre
conciliant (et donc super) & moins que toutes les couleurs appa-
raissent quelque part dans chaque rangée. Par exemple, suppo-
sons que les pavés de couleur x soient disposés a la maniére des
pavés ombragés dans lafigure 6b. Ici, A titre d’exemple, des pavés
de couleur xdes deux aspects apparaissent dans les rangées A, G,

STRUCTURAL TOPOLOGY WP 15
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4 tiles — but any even number p of tiles (p > 0) is possible. It is
clear thatin any such arrangement there would exist tiles in rows
B, D, F, ... whose colours were not adjacent to colour x, so the
colouring would not be neighbourly. Examination of all possibili-
ties leads to the conclusion stated above — that unless tiles of
colour x occur in every row the colouring cannot be super.

Hence we must consider arrangement of tiles of colour x similar
to those shown in Figures 6¢ and 6d. In fact, it is hard to see that
these are the only two possibilities:

() InFigure 6¢ the tiles 3(x) are all of the same aspect and the
tiles in the same row must be separated horizontally by an even
number p of tiles. In the diagram p = 4, but this does not lead to
a super colouring; in fact the only super colouring that can arise
correspondsto p=2. Itis a 6-colouring and is shown in Figure 11.

(i) InFigure 6d tiles of opposite aspects occur in alternate rows,
and two tiles in the same row must be separated horizontally by an
odd number p of tiles. In the diagram p = 3, but this does not lead

E, ..., mais il n'y a aucun pavé de cette couleur dans les rangées
B, D, F, ... Dans le diagramme, chaque paire de pavés de méme
couleur et de méme aspect sont séparés horizontalement par 4
pavés — mais tout nombre pair p de pavés (p>0) est possible. Il
est clair gue dans toute disposition de ce type il doit exister des
pavés dans les rangées B, D, F, ... dont les couleurs ne sont pas
adjacentes a la couleur x, ainsi le coloriage ne peut étre conciliant.
Unexamendetoutes les possibilités méne a laconciusion énoncée
ci-dessus — & moins que des pavés de couleur x n'apparaissent
dans toutes les rangées, le coloriage ne peut tre super.

On doit donc considérer des dispositions des pavés de couleur x
semblables a ceux illustrées aux figures 6¢ et 6d. En fait, il n’est
pas difficile de vérifier que ce sont les deux seules possibilités :

(i) Alafigure 6c, les pavés 3 (x) sonttous du méme aspect et les
pavés d'une méme rangée doivent étre séparés horizontalement
par un nombre pair p de pavés. Dans le diagramme, p = 4, mais
cela ne crée pas un super coloriage. De fait, le seul super coloriage
pouvantsurvenircorrespond & lavaleur p=2. C’est un 6-coloriage,
il estillustré a la figure 11.
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FIGURE 7

The construction of
super colourings of
tilings of isohedral

type IH28.

La construction de
super coloriages de
pavages de type
isoédrique IH28.

to a super colouring; in fact the only super colouring that can arise
corresponds to p=1. Itis a 4-colouring and is shown in Figure 10,

Thus a tiling of type IH26 can be super coloured only with 4 or 6
colours, in accordance with the entry in Column 7 of Table 1.

Example 3: IH28 — Figure 7a

In the previous two examples the existence of reflections in the
symmetry group S(3) placed great restrictions on the lattices
P(j.x) and hence on the sets S(x). This, in turn, had the conse-
guence that the maximum number of colours in a super colouring
was quite smail compared with the upper bound given by the
theorem. For tilings of type IH28 the symmetry group is p4. Hence
there are no reflections; there are only transiations and rotations
of periods 2 and 4.

Let us choose any two tiles to be colour 1 (for example, the shaded
tiles which are heavily outlined in Figure 7b). We observe that
rotation through an angle of 1/4 = about the point marked 1 maps
one tile into the other, so condition {1) implies that all the shaded
tiles must be of colour 1. Now examine all the tiles adjacent to these

(i) A la figure 6d, les pavés d'aspects opposés apparaissent
alternativement dans lesrangées et deux pavés de la méme rangée
doivent étre séparés horizontalement par un nombre impair p de
pavés. Dans le diagramme p = 3, mais cela ne crée pas un super
coloriage. De fait le seul super coloriage pouvant survenir cor-
respond a la valeur p=1. C'est un 4-coloriage, il estillustré a la
figure 10.

Ainsi un pavage de type [H26 ne peut tre super colorié qu'avec 4
ou 6 couleurs, en accord avec les données de la colonne 7 du
tableau 1.

Exemple 3: IH28 — Figure 7a

Dans les deux exemples précédents, I'existence de réfiexions dans
le groupe de symétrie S(3) imposait de grandes restrictions aux
treillis P(j,x) et ainsi sur les ensembles 3(x). Ceci avait la consé-
quence de limiter le nombre maximum de couleurs dans un super
coloriage qui demeurait petit par rapport 2 la borne supérieure
donnéedanslethéoréme. Pour les pavages de type IH28, le groupe
de symeétrie est pd. 11 n'y a donc pas de réflexions ; i’y a que des
translations et des rotations d’ordres 2 et 4.
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four tiles, marking the corresponding centres of rotation (Figure
7c). There are 13 centres in all, arranged in the form of a swastika.
Replicas of this swastika can be used to cover the lattice consisting
of all centres of rotation as indicated in Figure 7d. For each centre
labelled x (x=1,2, ..., 13) we colour four tiles with colour xas in
Figure 7b. This leads to the super colouring shown in Figure 7e.
In order to discover a/l super colourings of this type of tiling we
proceed inasimilar manner, starting the construction with any two
tiles. If tiles of different aspects are chosen then there will be a
rotation that maps one into the other, the centres of rotation can
then be marked and an analysis of the possibilities proceeds as
above. The swastikas or other arrangements of centres may
overlap, but in such cases we must be careful not to violate the
condition thatthetiling is proper. (In fact, the construction we have
described for 13 colours corresponds to a maximum colouring; it
is the same colouring as that shown in Figure 11, even though it
may appear, superficially, to be quite different.)

On the other hand, if the two chosen tiles are of the same aspect
then the colouring cannot be neighbourly unless every tile of this
aspect has the same colour. In this case we are led to a super
colouring with a minimum number m = 4 colours, see Figure 10.

Choisissons arbitrairement deux pavés et colorion s-les de la cou-
feur 1 (par exemple, les pavés ombragés dont le contour est gras
dans la figure 7b). On note qu’une rotation d’un angle de =/4 par
rapportau point étiqueté 1 envoie un pavé sur l'autre ; la condition
(1) implique donc que tous les pavés ombragés doivent étre de
couleur 1. Examinons maintenant tous les pavés adjacents a ces
quatre pavés et identifions les centres de rotation correspondants
(figure 7¢). Ilyaentout 13 centres disposés en forme de svastika.
On peut utiliser des copies de cette svastika pour réaliser un
recouvrement du treillis formés de tous les centres de rotation
comme I'indique la figure 7d. Pour chaque centre tiqueté x (x=
1,2, ..., 13), on colorie quatre pavés de couleur xcomme a la
figure 7b. Ceci méne a la réalisation du super coloriage illustré a
la figure 7e. Sion veut découvrir tousles super coloriages de ce
type de pavage, on procéde de maniére similaire en débutant la
construction avec deux pavés choisis arbitrairement. Sionchoisit
des pavés d’aspects différents, ce sera alors une rotation qui les
enverra I'un sur l'autre, on peut alors marquer les centres de
rotation et on procéde a une analyse des possibilités comme ci-
dessus. Les svastikas ou d'autres dispositions de ¢ entres peuvent
se chevaucher, mais dans ces cas on doit faire atten tion au respect
de 1a condition qui demande au pavage d'étre un pavage propre.
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5. CONCLUSION

We now make some remarks of a general nature about super
colourings of tilings and related topics. From the numerical data in
Table 1itis clear that the bounds given in the main theorem (and
especially the upper bound for M) are rather weak. Yet there seems
to be no obvious way in which these can be strengthened. A more
challenging problem than improving the bounds is to find an
explanation, in general terms, for the “missing numbers of col-
ours” inthe possible super colourings indicated in the last column
of Tahle 1. For example, why is it not possible to find a super 5-
colouring of an isohedral tiling of type IH22, when super colour-
ings by 4 and 6 colours exist and a perfect colouring by 5 colours
is possible?

There are extensions of the topics presented in this paper to space
of three or more dimensions. Itis clearly not possible to make any
progress with the problems of super colouring three-dimensionai
isohedral tilings for the simple reason that the types of such tilings
are at present unknown (and certainly occur in great numbers!) A
simpler problem is that of colouring the faces of isohedral polyhe-
dra in three-dimensional space or, more generally, colouring
isohedral tilings on the sphere S2. (See [5] for a list of the types
of such tilings.) The terms proper, neighbourly, and perfect
colourings can be applied without difficulty to these situations, and
50 super and superb colourings can be defined.

The following few remarks will be confined to super colourings of
the regular potyhedra. It will be seen that even in these simple
cases there are some interesting differences from the theory of
colouring plane tilings.

The regular tetrahedron can be superbly coloured with 4 colours,
each face a different colour. The cube can also be superbly colour-
ed, in this case with 3 colours. Each pair of opposite faces is a

(En fait, la construction décrite ici pour 13 couleurs correspond au
coloriage maximum ; c'est le méme coloriage que celui illustré &
lafigure 11, méme s'il peut, au premier abord, sembler différent.)

D’autre part, si les deux pavés choisis sont de méme aspect, le
coloriage ne peut alors étre conciliant & moins que fous les pavés
de cet aspect soient de la méme couleur. Ceci méne alors & un
super coloriage d'un nombre minimum m = 4 de couleurs, voir
figure 10.

5. CONCLUSION

Nous allons maintenant énoncer quelques remarques d’ordre
général au sujet des super coloriages de pavages et de sujets
connexes. Les données numériques du tableau 1 montrent claire-
ment que les bornes données dans le théoréme principal (et
spécifiquement la borne supérieure pour M) sont plutdt faibles. |
ne semble pas exister maintenant de fagon évidente de les rendre
plus fortes. Un défi encore plus grand que parfaire les bornes est
de trouver une explication, en termes généraux, pour les
«nombres de couleurs manquants» dans les super coloriages
indiqués a la derniére colonne du tableau 1. Pourquoi, par
exemple, n’est-il pas possible de trouver unsuper 5-coloriage d’un
pavage isoédrique de type [H22 lorsqu’existent des super colo-
riages de 4 et 6 couleurs et qu'il est possible de construire un
coloriage parfait avec 5 couleurs ?

[l existe, pour les sujets abordés dans cet article, des généralisa-
tions & des espaces tridimensionnels ou multidimensionnels. |l est
clair qu’on ne peut faire avancer les recherches au sujet des
problémes de super coloriages de pavages isoédriques dans
I’espace tridimensionne! pour la simple raison que, jusqu’a pré-
sent, on ne connait pas !es types de ces pavages (il y en a
certainement un grand nombre !). Un probléme plus simple est
celui du coloriage des faces des polyédres isoédriques dans

STRUCTURAL TOPOLOGY N° 15



A Schlegel diagram of
the regular icosahe-
dron showing a 5-
colouring which is
perfect (and super)
for the rotational
group of symmetries.
There is no super
colouring of the
regular icosahedron
with respect to its full
symmetry group.

Un diagramme
Schlegel de l'icosa-
édre régulier montrant
un 5-coloriage qui est
parfait (et super) pour
le groupe des
symétries de rotation,
Il nexiste pas de
super coloriage de
l'icosaédre régulier en
tenant compte en
entier de son groupe
de symétrie.

different colour. In contrast, the regular octahedron admits two
super colourings, namely a maximum one with 4 colours (each
pair of opposite faces a different colour) and a minimum one with
2 colours (the chequerboard colouring). The regular dodecahe-
dron has a super colouring with 6 colours (each pair of opposite
faces a different colour). To see that no other super colouring is
possible we can proceed as follows. Suppose faces T, and 7, of
the regular dodecahedron are of the same colour x, and 7, is not
opposite to T,. Then the dihedral group of order 10 that maps T,
onto itself will map 7, onto at least 4 other faces, and since the
colouring is perfect, all of these must be of colour x. This is
inconsistent with the condition thatthe colouring is proper. Finally,
the regularicosahedronadmits no super colouring. To see this, we

b
N2av
/ 4
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I'espace tridimensionnel ou, de fagon plus générale, le coloriage
de pavages isoédriques sur la sphére S2. (Voir [5] pour une liste
des types de ces pavages.) On peut, sans difficulté, transposer les
termes de pavages propres, conciliants ou parfaits a ces nouvelles
situations. On peut ainsi définir les concepts de super et superbes
coloriages.

Les quelques remarques suivantes ne s'appliqueront qu'aux super
coloriages des polyédres réguliers. On verra, méme pour ces cas
simples, quelques particularités intéressantes par rapport a la
théorie du coloriage des pavages du plan.

On peut donner un superbe coloriage de quatre couleurs pour le
tétraédre régulier, chaque face étant d’une couleur différente. On
peut aussi colorier te cube de fagon superbe, dans ce cas il suffit
de trois couleurs. Chaque paire de faces opposées est de couleur
différente. Par contraste, I'octaédre régulier admet deux super
coloriages, nommément un super coloriage maximum de 4 cou-
leurs (chaque paire de faces opposées est couleur différente) etun
super coloriage minimum de 2 couleurs (le pavage de I'échiquier).
Le dodécaddre régulier posséde un super coloriage de 6 couleurs
{chaque paire de faces opposées est de couleur différente). Pour
vérifier qu'iln’est pas possible de créer d’autre super coloriage, on
peut procéder comme suit. Supposons que les faces T, et 7,d’un
dodécaédrerégulier soientde méme couleur xsans étre opposées.
Le groupe diedre d’ordre 10 qui fera correspondre la face 7, a elle-
méme enverra T, sur au moins 4 autres faces, et puisque le
coloriage est parfait, elles devront toutes étre de couleur x. |l
survient alors une contradiction avec la condition demandant que
le coloriage soit propre. Enfin, I'icosaédre régulier n'admet pas de
super coloriage. Pour le vérifier, supposons que deux faces non
opposées soient de la méme couleur. En appliguant alors des
arguments similaires a ceux utilisés pour le dodécaédre, on arrive
alaconclusion qu'il ne peut exister de coloriage propre ayant cette
propriété. Toutefois, le 10-coloriage pour lequel chaque paire de
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suppose that two faces which are not opposite to one another are
of the same color. Then applying arguments similar to that just
given for the dodecahedron leads to the conclusion that there can
be no proper colouring with this property. However the 10-colour-
ing in which each pair of opposite faces is a different colour is
certainly not neighbourly. In fact here we have a minimum perfect
proper colouring which is not neighbourly. By contrast, it is easy
to check that every perfect proper minimum colouring of an
isohedral plane tiling is necessarily neighbourly and therefore
super.

On the other hand, if we only allow rotational symmetries of the
reqular icosahedron then there exists a super 5-colouring. This is
indicated on the Schlegel diagram of the icosahedron shown in
Figure 8.

faces opposées est de couleur différente n'est certainement pas
conciliant. En fait, on a ici un coloriage propre et parfait minimum
qui n’est pas conciliant. Par contraste, on peut facilement vérifier
que tout coloriage propre et parfait minimum d'un pavage isoé-
drique du plan est nécessairement conciliant et par le fait méme
super.

D'autre part, si on ne permet que les symétries de rotation de
I'icosaédre régulier, on peutalors construire un super 5-coloriage.
Ceci est illustré sur le diagramme Schiegel de I'icosaeédre a la
figure 8.
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FIGURE 11

Sup lourings Les sup loriag
using a maximum mploy: b
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all 86 types of pour tous les 86 types
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than the seven types ques autres que les
for which superb sept types pour
colourings are lesquels il est possible
possible shown in de construire des
Figure 9. superbes coloriages
Pages 67 to 74, illustrés a la figure 9.

Pages 67 a 74.
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