
Vol� ��� �� ������� ��			
 Revista Internacional de
M�etodos Num�ericos para

C�alculo y Dise�no en Ingenier��a

Un estudio comparativo de distintas funciones de
prueba en la detecci�on de puntos l��mite y de
bifurcaci�on

William Taylor Matias Silva
Departamento de Engenharia Civil � Faculdade de Tecnologia

Universidade de Bras�lia � UnB

Campus Darcy Ribeiro� ��	���	�� Bras�lia� Brasil

Tel�� ��������� �� ��� Fax� ��������� �� ��

e�mail� taylor�unb�br

Resumen

Se presenta un estudio comparativo de distintas funciones de prueba para la detecci�on de puntos l��mite
y de puntos de bifurcaci�on� Se eligen como par�ametros de dichas funciones el determinante� el menor
pivote y el menor autovalor de la matriz de rigidez tangente� obtenida a trav�es del m�etodo de los elementos
�nitos en el an�alisis no lineal de distintas tipolog��as estructurales� Se presenta un algoritmo sencillo para
la b�usqueda de ramas de equilibrio secundarias en la proximidad de puntos singulares� Dicho algoritmo se
de�ne en funci�on de los autovectores pertenecientes al espacio nulo de la matriz de rigidez tangente� Estos
autovectores son utilizados para calcular el n�umero y la direcci�on de ramas secundarias existentes en el
punto singular� La direcci�on de dichas ramas se calcula mediante la suma de los autovectores escalados y el
campo de desplazamientos correspondientes a la con�guraci�on deformada en el punto singular� Se presenta el
comportamiento num�erico de estos m�etodos en el an�alisis de inestabilidad de algunas tipolog��as estructurales
tales como� vigas� p�orticos y arcos�

A COMPARATIVE STUDY OF THE TEST FUNCTIONS FOR THE DETECTION OF LIMIT

AND BIFURCATION POINTS

Summary

In this paper we present a comparative study of the test functions for the detection of limit and bifurcation
points and discuss a simple method for the calculation of postcritical branches� Test functions for this
purpose are given by inspection of the determinat� the least eigenvalue and the least pivot of the current
sti�ness parameter� Near stability points� the associated eigenvalue problem has to be solved in order to
calculaate the number of existing branches� The associated eigenvectors are used for a perturbation of
the solution at bifurcation points� This perturbation is performed by adding the scale eigenvector to the
deformed con�guration in an appropriate way� Several examples of beams� archs and plane frames show the
performance of the method�
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INTRODUCCI�ON

La detecci�on y localizaci�on de puntos l��mite y de puntos de bifurcaci�on� denominados en
el presente contexto puntos cr��ticos o puntos singulares� ha recibido una atenci�on especial en
el �area de mec�anica computacional� De hecho� la p�erdida de estabilidad del equilibrio y el
consecuente cambio de geometr��a o bifurcaci�on de la trayectoria de equilibrio son fen�omenos
usuales de algunos sistemas f��sicos tratados en m�ecanica no lineal del s�olido� Los problemas
cl�asicos de inestabilidad se presentan tanto en los fen�omenos de pandeo de vigas� placas y
l�aminas como en la bifurcaci�on difusa en los modelos constitutivos inel�asticos� que ocurre
por ejemplo en el estiramiento de una barra circular con material elastopl�astico sometida a
un estado homog�eneo de tensi�on�

Los m�etodos num�ericos para la detecci�on de puntos cr��ticos pueden ser directos o
indirectos��� En los m�etodos indirectos� el par�ametro para detectar el punto cr��tico es
calculado a medida que se resuelve el sistema de ecuaciones no lineales de equilibrio� Se
pueden elegir como par�ametros el determinante� el menor autovalor o el menor pivote de la
matriz de rigidez tangente� El punto cr��tico se obtiene cuando estos par�ametros se anulan�
es decir cuando la matriz de rigidez tangente es singular�

En los m�etodos directos� la condici�on de existencia de punto cr��tico se expresa por un
conjunto de ecuaciones� que se a�nade al sistema de ecuaciones de equilibrio� Se forma as��
un sistema de ecuaciones aumentado� de cuya resoluci�on se obtiene el punto cr��tico y sus
autovectores asociados�

Obtenido el punto cr��tico� es necesario analizar el comportamiento postcr��tico� activando
para ello un algoritmo de b�usqueda de ramas de equilibrio secundarias� En la referencia�

se presenta un resumen de los m�etodos directos e indirectos m�as usuales en el marco del
m�etodo de los elementos �nitos� as�� como el de algoritmos de b�usqueda de ramas secundarias
de equilibrio cuando se trata de puntos de bifurcaci�on�

En este trabajo se presentan algunas funciones de prueba para la detecci�on de puntos
singulares y un algoritmo muy sencillo para la b�usqueda de ramas secundarias de equilibrio�
Se estudia la evoluci�on de los par�ametros de la matriz de rigidez tangente �el determinante�
el menor autovalor y el menor pivote�a lo largo de la trayectoria de equilibrio con el �n de
observar sus comportamientos en la proximidad de puntos singulares�

En los puntos singulares se resuelve un problema de autovalores y autovectores asociados
a la matriz de rigidez tangente para determinar el n�umero de ramas secundarias posibles�
Los autovectores son utilizados para perturbar la soluci�on� Dicha perturbaci�on se calcula
al a�nadir el autovector� asociado al autovalor nulo� al campo de desplazamientos de la
con�guraci�on deformada de una manera adecuada�

DESCRIPCI�ON DE LA CINEM�ATICA

En este apartado se describe de manera sucinta la obtenci�on de las ecuaciones de equi	
librio en problemas de mec�anica no lineal del s�olido por medio del m�etodo de elementos
�nitos� utilizando la formulaci�on Lagrangeana Total�
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Ecuaciones b�asicas

Se considera la descripci�on de las ecuaciones del movimiento para s�olidos 
D de la
mec�anica de los medios continuos� Adem�as� se supone el sistema conservativo con deforma	
ciones en r�egimen el�astico� lo cual es su�ciente para el an�alisis de inestabilidad propuesta
en este trabajo� El principio de m��nimo del potencial total respecto a la con�guraci�on
indeformada se escribe del modo siguiente

� �

Z
B

��E�dv �

Z
B

�b � udv �

Z
�B�

t � uda �� min ���

Donde � representa la densidad de energ��a de deformaci�on� E � ����FTF � I� es el
tensor de deformaci�on de Green	Lagrange� �b son las fuerzas de volumen y t describe las
fuerzas de super�cie que actuan en �B�� De la derivada direccional de � respecto al campo
de desplazamientos virtuales �������������� se obtiene la ecuaci�on de Euler	Langrange

D� � �������������� �

Z
B

��

�E
� �Edv �

Z
B

�b � ��������������dv �

Z
�B�

t � ��������������da � � ���

con

S �
��

�E

�E �
�

�
�FTGRAD�������������� �GRADT��������������F� F � I�GRADu

que es la base para la discretizaci�on en elementos �nitos� En funci�on del problema analizado
se elige la funci�on � correspondiente� Para el caso de deformaciones in�nitesimales se puede
adoptar � correspondiente al material de St� Vennant

� �
�

�
��� ���I�E � ��IIE �
a�

IE � tr�E� IIE �
�

�
�tr�E��� tr�E��� �
b�

de la cual se obtiene el segundo tensor de tensiones de Piola	Kirchho� S � �tr�E� � ��E�
En situaciones donde ocurren deformaciones �nitas se puede considerar otras formas de ����

Discretizaci�on por elementos �nitos

Se discretiza el s�olido en ne elementos del modo siguiente

Bh �

ne�
e��

�e

Se interpolan el campo de desplazamientos u y su variaci�on virtual �������������� en el elemento �e

de la siguiente manera

uh � Nve ��������������h � N�ve ���
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donde N contiene las funciones de forma� ve y �ve representan los desplazamientos nodales
y sus variaciones virtuales� respectivamente� Por otro lado� la interpolaci�on del campo de
deformaciones y de sus variaciones virtuales se expresan como

Eh � �Bl �
�

�
Bnl�ve ��a�

�Eh � �Bl �Bnl��ve ��b�

donde las matrices Bl y Bnl contienen las derivadas de las funciones de forma�
A trav�es de las ecuaciones ��� y ��� la forma d�ebil��� se expresa como

D� � �v �

ne�
e��

�vTe

�
� Z

�e

BTSd��

Z
�e

NT�bd��

Z
��e

NTtd����

�
A � � ���

Aplic�andose el lema fundamental del an�alisis variacional en la ecuaci�on ���� se obtiene el
sistema de ecuaciones algebraico R�v� � P � �� donde

R�v� �

ne�
e��

Z
�e

BTSd� ��a�

y P �

ne�
e��

�
� Z

�e

NT�bd��

Z
��e

NTtd����

�
A ��b�

representan los vectores de fuerzas internas y externas� respectivamente� Suponi�endose que
las fuerzas externas son proporcionales� se introduce un escalar tal que

R�v� � �P � � ���

donde � es el factor de carga�

M�ETODOS DE CONTINUACI�ON DE LA RESPUESTA

El sistema de ecuaciones ��� es no lineal en v� El grado de no linealidad depende de la
teor��a que se utiliza para describir el problema en particular� En el an�alisis de no linealidad
geom�etrica del s�olido R es una funci�on c�ubica de v� Por otro lado� por ejemplo en el an�alisis
no lineal de l�aminas� placas y vigas� la dependencia de R respecto a v se describe a trav�es
de polin�omios de grado superior���

Los m�etodos que se basan en los procedimientos incrementales	iterativos con control de
la carga fallan cuando la matriz de rigidez tangente se torna singular� Por otro lado� los
m�etodos de continuaci�on de la respuesta son capaces de superar dicho problema������ Puesto
que los m�etodos de longitud de arco son esenciales en la obtenci�on de la respuesta de los
sistemas estructurales en la fase postcr��tica� se describe a continuaci�on de manera sucinta
la formulaci�on general de dichos m�etodos�
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Formulaci�on general

En la Figura �a se muestran algunos casos en los que los procedimientos incrementales	
iterativos no interceptan la curva carga	desplazamiento a trav�es del control de la carga o
de una componente del vector de desplazamiento� Por ejemplo� esto puede ocurrir para un
dado factor de carga � � c o para un desplazamiento prescrito v � va� Para superar dicho
problema se adopta una ecuaci�on de restricci�on que se a�nade al sistema de ecuaciones de
equilibrio ��� cuya representaci�on geom�etrica se muestra en la Figura �b� De esta manera
se escribe un sistema aumentado de ecuaciones del modo siguiente

G�v	 �� � R�v� � �P � � ��a�

f�v	 �� � � ��b�

Mediante la linealizaci�on de ��� en una con�guraci�on de equilibrio conocida �v	 �� se
obtiene

�
Gv G�

fTv f�

��
�v
��

�
� �

�
G
f

�
����

cuyas derivadas direccionales se expresan como

Gv ��v �
d

d


	
G�v � 
�v	 ��



j��	

G� ��� �
d

d


	
G�v	 �� 
���



j��	

fTv ��v �
d

d


	
f�v� 
�v	 ��



j��	

f� ��� �
d

d


	
f�v	 �� 
���



j��	

����

En la literatura ingenierilGv se conoce como la matriz de rigidez tangente KT � mientras
G� describe un sistema de cargas que se de�ne como G� � �P�

λ λ

v v
v=va=const

G( v ,λ) = 0 G( v ,λ) = 0

f ( v ,λ) = 0
λ=c=const

Figura �� Curvas carga�desplazamiento
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En la i	�esima iteraci�on se resuelve el sistema de ecuaciones no sim�etrico ���� parti	
cion�andolo de tal modo que se obtiene dos ecuaciones para �vi y ��i� respectivamente�


�vi � ��i�vPi ��vGi ����

��i � �
fi � fTvi�vGi
f�i � fTvi�vPi

��
�

con

�vPi � K��TiP �vGi � K��TiGi

Se obtiene convergencia cuadr�atica si se realiza la linealizaci�on de la ecuaci�on de re	
stricci�on ��b� de manera consistente�
�

En general esta formulaci�on tiene validez s�olo en la fase de correcci�on� En la literatura
t�ecnica se describen diferentes ecuaciones de restricci�on� Por ejemplo� se puede mencionar
ecuaciones de coacci�on cuyo proceso de iteraci�on se da en hiperplanos normales��� en hiper�
planos normales actualizados��� en hiperplanos tangentes� o en super�cies esf�ericas��

Obtenci�on del predictor mediante parametrizaci�on

En este apartado se describe un m�etodo alternativo para el c�alculo del incremento de
carga �� en el paso predictor� Con ese �n se parametriza el campo de desplazamiento y el
factor de carga tal que v � v�s� y � � ��s�� respectivamente� El par�ametro s expresa la
longitud de arco� De esta manera se reescribe el sistema aumentado ��� de ecuaciones del
modo siguiente

�G�v	 �	 s� �

�
G�v�s�	 ��s��
f�v�s�	 ��s�	 s�

�
����

Predictor lineal

De la linealizaci�on de ���� respecto al par�ametro s en una con�guraci�on de equilibrio
conocida �v	 �� se obtiene �

Gv G�

fTv f�

��
�v
��

�
�

�
�
�fs

�
����

con �v � �v��s� �� � ����s y fs � �f��s� La longitud del paso predictor es gobernado por
la ecuaci�on de restricci�on f � En este trabajo se adopta la ecuaci�on de restricci�on descrita
en�� que en forma matricial se expresa como

f�v	 �� � �vT �v � v� � ����� ����s

f � tTx��s ����

con

t �

�
�v
��

�
x �

�
v � v
�� �

�
�s � s� s

En la Figura � se muestra la interpretaci�on geom�etrica de la ecuaci�on ����� Las derivadas
de dicha ecuaci�on se expresan como
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fv � �vT �
�vT

�s
f� � �� �

��

�s
fs � �� ����

Sustituyendo los valores dados en ���� en la ecuaci�on ����� se obtienen las predicciones
del factor de carga y de los desplazamientos conforme se muestra en el Cuadro ��

�� Resu�elvase el sistema KT�vP � P

�� Eval�uese el incremento del factor de carga ��	 � �
�sp

� ��vTP�vP


� Eval�uese el incremento de desplazamiento �v	 � ��	�vP

�� Calc�ulense las predicciones �	 � ����	

v	 � v ���	�vP

Cuadro �� Predicci�on del factor de carga y de los desplazamientos

En el paso predictor es necesario determinar en que sentido avanza la soluci�on� En cada
punto de la trayectoria de equilibrio el vector tangente �v	 determina dos sentidos distintos�
Se calcula el signo de ��	 imponiendo la siguiente condici�on


�vT�v	 � � �� ��	�vT�vP � � ����

donde �v es el incremento de desplazamientos del paso n� � al paso n� Por tanto el signo
de ��	 queda determinado a trav�es del signo del t�ermino �vT�vP �

v v
0

v

λ

λ
0

λ

λ

v

t

x

v
λ( )t = , It I=1

∆s

∆v
0

∆λ
0

Figura �� Interpretaci�on geom�etrica de la ecuaci�on de restricci�on en el paso predictor
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Paso corrector

En el paso corrector se adopta la ecuaci�on de restricci�on que describe el proceso de
iteraci�on en hiperplanos normales cuya expresi�on viene dada por

f�v	 �� � �vT	 �v � v� � ��	��� �� � � ����

donde �v	 y ��	 son las predicciones de los incrementos de desplazamientos y del factor
de carga� respectivamente� Las derivadas de esta ecuaci�on se calculan como

fTv � �vT	 f� � ��	 ����

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones ���� y ��
�� se obtienen las correciones del
factor de carga y de los desplazamientos correspondientes a la i	�esima iteraci�on� Se detallan
estos c�alculos en el Cuadro ��

�� Calc�ulense KTi	G�vi	 �i�	P

�� Resu�elvanse los sistemas KTi�vPi � P

KTi�vGi � �G�vi	 �i�


� Eval�uese el incremento del factor de carga ��i � �
�vT	 �vGi

��	 ��vT	 �vPi
�� Eval�uese el incremento de desplazamiento �vi � ��i�vPi ��vGi

�� Actual��cense las variables �i�� � �i ���i

vi�� � vi ��vi

�� Verif��quese la convergencia Si k G�vi��	 �i��� k

� TOL � Fin

Si no	 i� i � � Ret�ornese a �

Cuadro �� Algoritmo iterativo para la correcci�on del factor de carga y de los desplazamientos

Normalizaci�on de las unidades

Cuando se utilizan elementos �nitos de l�aminas� placas y vigas� en las distintas ecuaciones
de coacci�on que se utilizan en los m�etodos de longitud de arco aparecen mezcladas cantidades
con diferentes signi�cados f��sicos como por ejemplo desplazamientos� rotaciones y cargas�
Por ello se hace necesario normalizar dichas cantidades� La referencia� propone la siguiente
expresi�on

f�vs	 �s� �
p

�vTVs�v � ���� � s � � ����

donde  es un factor de escala� Vs representa una matriz diagonal cuyos componentes Vi
son factores de escala� La expresi�on de dicha matriz viene dada por

Vs �

�
��
V�

V�
� � �

Vn

�
���
n�

����
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Se puede obtener una familia de m�etodos de longitud de arco�
 al asignar valores arbi	
trarios a los factores de escala Vi y � En este trabajo se adopta el control solamente de
las componentes de desplazamientos translacionales del vector de desplazamientos� es decir
Vdis � �� Vrot �  � ��

CARACTERIZACI�ON DE PUNTOS CR�ITICOS

Puntos cr��ticos o no regulares son puntos en los cuales la matriz de rigidez tangente KT se
torna singular� Estos puntos est�an��ntimamente relacionados con la p�erdida de la estabilidad
estructural� En estos puntos el vector de incrementos de desplazamientos �v	 de�nido en
el ��tem 
 del Cuadro � no existe o no est�a �unicamente determinado� Para caracterizar los
puntos cr��ticos se adoptar�an algunos resultados del �algebra lineal�

Sea z un autovector del espacio nulo de KT � esto es KTz � �� o una vez que KT es
sim�etrica

zTKT � � ��
�

Multiplicando ambos lados de la ecuaci�on incremental de equilibrio KT�v � ��P por
zT y teniendo en cuenta ��
�� se obtiene que

��zTP � � ����

Existen dos posibilidades para que se cumpla la ecuaci�on ����� La primera� si zTP ��
� �� �� � � caracteriza un punto l��mite� La segunda� si zTP � � �� �� �� �� se trata
de un punto de bifurcaci�on�

En la Figura 
 se muestra la interpretaci�on geom�etrica de estos puntos singulares a
trav�es de la curva de�nida en el plano �vk	 �� para el caso unidimensional� Cuando la
relaci�on carga	desplazamiento incrementa monot�onicamente �curva C�� la matriz de rigidez
tangente no presenta singularidades a lo largo de dicha curva� Por tanto C� representa
la respuesta de una estructura en equilibrio estable� Por otro lado� si existe m�as de uno
estado de equilibrio para un dado nivel de carga� por ejemplo representado por los puntos
����	 v��	 ���	 v��	 ���	 v��� en la curva C�� hay que considerar la inestabilidad del equilibrio�
Se observa que en los puntos l��mite L� y L� la tangente a la curva C� tiene inclinaci�on nula�
es decir que en estos puntos no existe soluci�on de la ecuaci�on incremental de equilibrio�
mientras que en el punto de bifurcaci�on B existen otras tangentes� una correspondiente a la
curva C� y la otra a la rama secundaria de equilibrio C�� lo que signi�ca que existen in�nitas
soluciones de la ecuaci�on incremental de equilibrio�

C1

C2

C3

L1

L2B

v1 v2 v3
v

λ

λ1

Figura �� Caracterizaci�on de puntos cr��ticos en la curva carga�desplazamiento
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DETECCI�ON DE PUNTOS CR�ITICOS

El tratamiento num�erico de puntos cr��ticos o singulares es completamente distinto al
de puntos regulares� Para realizar un an�alisis num�erico de puntos singulares con �exito es
necesario enfocar esta tarea en dos frentes� en la primera fase se trata de la detecci�on y en la
segunda de la traves��a sobre puntos singulares� Los algoritmos utilizados para pasar puntos
singulares dependen del tipo de dichos puntos� Para puntos de bifurcaci�on la segunda fase
del an�alisis corresponde a la elecci�on de la rama secundaria y para puntos l��mite se trata
simplemente de pasarlos�

Hay dos m�etodos cl�asicos para detectar puntos singulares� Se puede encontrar el punto
singular a trav�es de la soluci�on de un sistema de ecuaciones algebraico aumentado donde
una de las ra��ces es el punto singular� El otro m�etodo consiste en detectar el punto singular
a medida que se avanza sobre el camino de soluci�on� El primer m�etodo� denominado m�etodo
directo� consiste en la formulaci�on de un sistema de ecuaciones que tiene como soluci�on
el punto singular� Este sistema de ecuaciones debe contener el sistema de ecuaciones de
equilibrio� As��� esta formulaci�on deduce un sistema aumentado de ecuaciones que incorpora
un conjunto de restricciones que caracteriza el punto singular� En el segundo m�etodo� de	
nominado m�etodo indirecto� la detecci�on de puntos singulares est�a ��ntimamente relacionada
con el procedimiento de continuaci�on de la respuesta� es decir que depende de la trayectoria
de soluci�on� Una discusi�on detallada sobre la aplicaci�on pr�atica de los m�etodos directos e
indirectos se encuentra en la referencia��� Se detalla a continuaci�on el proceso de detecci�on
de puntos cr��ticos por m�etodos indirectos que se ha implementado en este trabajo�

Determinaci�on de puntos singulares por m�etodos indirectos

La idea fundamental de este m�etodo es reconocer la existencia de un punto cr��tico
mientras se traza la rama de equilibrio con el m�etodo de continuaci�on de la respuesta�
La clave del �exito de estos m�etodos se basa en la elecci�on de una buena funci�on de prueba � �
La discusi�on sobre c�omo calcular la funci�on de prueba se ver�a posteriormente� Por ahora�
se supone una funci�on de prueba capaz de detectar la existencia de un punto cr��tico� Estos
m�etodos se bene�cian de datos obtenidos del procedimiento de continuaci�on de la respuesta�
Un punto cr��tico se caracteriza por ser la ra��z de la funci�on de prueba� Puesto que encontrar
num�ericamente la ra��z exacta de una funci�on es poco probable� se puede comprobar la
existencia de un punto singular a trav�es de la siguiente condici�on

��v�n���	 ��n���� ��v�n�	 ��n�� � � ����

La interpretaci�on geom�etrica del criterio ���� para un grado de libertad se encuentra en
la Figura �� Se supone que el cambio de signo de la funci�on de prueba detecta la existencia
de un punto cr��tico� Adem�as se supone que esta funci�on es continua en � y que tiene s�olo
una ra��z en el intervalo de inter�es� Esta hip�otesis requiere el uso de un tama�no de paso
incremental adecuado no conocido a priori� Sin embargo� la determinaci�on de un paso
incremental apropiado puede resolverse a trav�es de una combinaci�on de experiencia y de
una estrategia de control adaptativa que permitan controlar la convergencia de la soluci�on�

Una vez el algoritmo detecta la ra��z que se encuentra en el intervalo correspondiente a
dos soluciones de la rama de equilibrio� se obtiene como primera aproximaci�on a dicha ra��z
el valor obtenido interpolando linealmente como

�c 	 ��n� �
��n��� � ��n�

� �n� � � �n���
� �n� ����
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Figura �� Valores de la funci�on de prueba � conteniendo la ra��z

En la Figura � se encuentra la interpretaci�on geom�etrica de ����� Se puede adoptar un
m�etodo adaptativo para mejorar la aproximaci�on inicial en ����� Para ello se debe conocer
la evoluci�on del gradiente d��d� de la funci�on de prueba a lo largo del camino de equilibrio�
Puesto que� si dicho gradiente presenta cambios bruscos o fuertes descontinuidades en las
proximidades de puntos singulares� resulta dif��cil obtener la ra��z a trav�es de una interpolaci�on
polinomial tomando m�as puntos de la funci�on de prueba� Por ello en este trabajo se supone
la interpolaci�on lineal dada en ����� Por otro lado� se adoptan longitudes de arco peque�nas
con el �n de disminuir el intervalo ��n	 �n���� obteni�endose as�� una mejor aproximaci�on para
la ra��z �c conforme se muestra en la Figura ��
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τ
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Figura �� Aproximaci�on lineal al cero de �

Funciones de prueba �

El prop�osito del presente apartado es investigar las posibles alternativas para la funci�on de
prueba� Una funci�on de prueba es una funci�on que permite el seguimiento del procedimiento
de continuaci�on de la respuesta para veri�car la existencia de puntos singulares en la
trayectoria de equilibrio� Por de�nici�on� un punto singular es la ra��z de dicha funci�on�
Como se coment�o anteriormente� los puntos singulares se caracterizan por la singularidad
de la matriz de rigidez tangente KT � Por tanto la funci�on de prueba controla esencialmente
la matriz KT para obtener una estimaci�on de su proximidad a puntos cr��ticos�
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La mejor estimaci�on de la singularidad de KT se hace a trav�es del menor autovalor de
dicha matriz� Una vez que KT es real y sim�etrica� sus valores propios son reales� Adem�as� si
KT var��a continuamente� sus valores propios tambi�en lo hacen� La singularidad se detecta
simplemente averiguando la existencia de autovalores nulos� De esta manera se de�ne el
siguiente problema est�andar de valores propios

� KT � �j I ���������������j � � ���a�

donde la funci�on de prueba se escribe como

� � min
��j�N

j�j j ���b�

Se normaliza dicha expresi�on del modo siguiente

� �
min

��j�N
j�jn j

min
��j�N

j�j� j
���c�

donde �min��j�N j�jn j� y �min��j�N j�j� j� corresponden al menor autovalor en valor absoluto
de la matriz de rigidez tangente del paso n y de la matriz de rigidez lineal� respectivamente�

El menor autovalor de KT es una elecci�on atractiva para la funci�on de prueba� Sin
embargo� el an�alisis de valores propios en cada paso incremental es muy costoso�

Otra posible funci�on de prueba es el determinante de KT � La singularidad se caracteriza
por det�KT � � �� El rasgo m�as atractivo de esta elecci�on es que el determinante de KT es
un subproducto del m�etodo de soluci�on de ecuaciones� En los m�etodos directos de soluci�on
de un sistema lineal de ecuaciones se utiliza usualmente la siguiente descomposici�on de la
matriz de rigidez ���

��
KT � LDLT

donde L es una matriz triangular inferior

con Lii � � y LT � L��
���a�

y D es una matriz diagonal

D � diag �Dii� �

�
��
D�� � � � � �
� D�� � � � �
���

���
� � �

���
� � � � � DNN

�
��� ���b�

De esta manera la funci�on de prueba se escribe como

� � det�D� �

NY
i��

Dii ����

Hay algunas desventajas en ����� La magnitud del determinante puede ser computa	
cionalmente incoveniente� especialmente para problemas con gran n�umero de grados de
libertad� Por ejemplo la multiplicacin de todos los componentes Dii por un factor � conduce
a un factor �N en el determinante de KT � De esta manera resulta dif��cil decir si un valor
particular de la funci�on de prueba � es  grande! o  peque�no!� Otra desventaja es que si el
autovalor nulo de KT posee multiplicidad par� no hay cambio de signo en el determinante�
y por tanto la ecuaci�on ���� no detecta la existencia del punto cr��tico�
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Para superar estas di�cultades� varios investigadores han propuesto modi�caciones en
����� Por ejemplo en la referencia�	 se ha propuesto una expresi�on normalizada en la cual
se eval�ua el logaritmo natural del determinante de la matriz de rigidez tangente� Dicha
expresi�on se escribe como

� � �
ln �jdet�KTn�j�

ln �jdet�KT ��j�
�
��

donde el signo de �
�� se toma como � cuando el n�umero de valores pivotes positivos de
D es el mismo en el paso anterior n � � y en el paso n� Se de�ne con el signo � cuando
el n�umero de pivotes positivos cambia entre dos pasos consecutivos� N�otese que la funci�on
logar��tmica escala las componentes de KT � de tal modo que la magnitud del determinante
es computacionalmente aceptable� El denominador en �
�� delimita el valor de � entre cero
y uno�

Sustituyendo ���a� en �
�� se llega a

� � �
ln �jdet�Dn�j�

ln �jdet�D��j�
� �

ln jDn
��j� � � �� ln jDn

NN j

ln jD�

��j� � � �� ln jD�

NN j
�
��

teniendo en cuenta la de�nici�on del determinante de la matriz diagonal y las propiedades
de la funci�on logar��tmica� N�otese que la expresi�on �
�� es f�acilmente programable� En este
trabajo se propone una expresi�on alternativa a la ecuaci�on �
�� tomando como base una
expresi�on similar propuesta en��� Se normaliza el determinante del modo siguiente

� � �
�jdet� KTn�j�

�jdet� KT ��j�
con jdet� KTn�j �

NY
i��

jDiin j

kD	k�
�
��

donde el signo de �
�� se toma del mismo modo que en �
���
Otra alternativa para la funci�on de prueba se basa en el conocimiento de que se puede

controlar el menor autovalor de KT a trav�es del control del menor pivot� Por tanto se
puede de�nir la siguiente expresi�on para la funci�on de prueba

� � min
��i�N

jDiij �

a�

Se normaliza esta expresi�on de la siguiente manera

� �
min

��i�N
jDiin j

min
��i�N

jDii� j
�

b�

Si KT es de�nida positiva� implica que todos los pivotes de D son mayores que cero�
consecuentemente � � �� Si KT es singular� existir�a entonces por lo menos un pivote nulo
en D� y por tanto � � �� Si KT es de�nida negativa� existir�a por lo menos un pivote
negativo en D� lo que implica que � � �� De esta manera el menor pivote en valor absoluto�
jDiij puede ser una funci�on de prueba� Adem�as� extraer informaci�on sobre pivotes de los
m�etodos de resoluci�on directos es inmediato� La mayor��a de estos m�etodos de soluci�on
proporcionan esta informaci�on como un subproducto del proceso de reducci�on de la matriz�
De las funciones de prueba aqu�� presentadas �esta es la m�as sencilla� Esta funci�on es utilizada
por ejemplo en las referencias���

En este trabajo se utilizan las ecuaciones ���c�� �
��� �
�� y �

b� para detectar puntos
cr��ticos una vez que las simulaciones n�umericas se han realizado en problemas con pocos
grados de libertad� Sin embargo� estas funciones de prueba no di�eren si la singularidad de
KT se trata de un punto l��mite o de un punto de bifurcaci�on� Por tanto se necesita de�nir un
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criterio para determinar el tipo de punto singular� Dicho criterio� se de�ne como par�ametro
de rigidez cuya expresi�on se escribe como

k �
�vTP P

�vTP�vP
�
�a�

La expresi�on normalizada de �
�a� se escribe como

Sp �
kn
k	

�
�b�

Se alcanza el punto l��mite cuando Sp tiende a cero� mientras que en el punto de bifur	
caci�on Sp supone un valor arbitrario distinto de cero� Se utiliza el par�ametro de rigidez Sp
y las funciones de prueba � para detectar y clasi�car puntos singulares del modo siguiente

punto l��mite � � � � Sp � �

punto de bifurcaci�on � � � � Sp �� �
�
��

Una vez que se ha determinado la existencia de un punto singular entre las soluciones
correspondientes a los pasos n y n��� �c 
 �n	 n���� el pr�oximo paso es elegir una direcci�on
de avance de la respuesta en una rama secundaria de equilibrio�

OBTENCI�ON DE RAMAS DE EQUILIBRIO SECUNDARIAS

La obtenci�on de ramas secundarias en problemas que presentan bifurcaci�on del equilib	
rio requiere consideraciones adicionales� En las proximidades de los puntos singulares es
necesario resolver el problema de valores propios ���a� con el �n de calcular el n�umero de
ramas secundarias que puedan existir en dichos puntos� Se determina el n�umero de ramas
secundarias a trav�es del n�umero de valores propios nulos �j de ���a�� Los autovectores ��������������j
correspondientes a �j � � indican las direcciones de avance de la soluci�on en el c�alculo de
las distintas ramas secundarias si se trata de un problema de bifurcaci�on m�ultiple� En el
caso de bifurcaci�on simple s�olo existe un autovector ��������������j asociado a �j � �� As�� se utilizan
estos autovectores para perturbar la soluci�on en las proximidades del punto de bifurcaci�on�
Se de�ne dicha perturbaci�on como la suma de un autovector escalado y a la con�guraci�on
deformada del modo siguiente

vj � v� �j
��������������j
k��������������jk

�
��

donde vj denota la con�guraci�on perturbada que se utiliza como vector de partida para
el c�alculo de la direcci�on de la rama secundaria� v es el vector de desplazamientos de la
�ultima soluci�on convergida y ��������������j es j	�esimo autovector asociado al autovalor nulo de ���a��
�j representa un factor de escala cuyo valor juega un papel importante en la obtenci�on de
la rama secundaria� Puesto que se puede considerar ��������������j como un estado de deformaciones
iniciales en v� se considera como estima de la magnitud de �j la siguiente expresi�on

�j � �
kvk

�j
�
��

donde �j es un factor que tiene en cuenta las imperfecciones� En los problemas m�as usuales en
engenier��a se en la referencia�� sugiere que se suponga �j � ���� Una discusi�on m�as detallada
sobre que valores tomar para los par�ametros �j y �j se encuentra en dicha referencia� En los
puntos de bifurcaci�on simple existen tres direcciones a elegir� Una direcci�on est�a relacionada
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con la trayectoria primaria de equilibrio y las otras dos con la rama secundaria� As��� para
�j � � la soluci�on permanece en la trayectoria primaria� Para �j �� � el signo de �j controla
cual de las partes de la rama secundaria se calcular�a� El m�etodo descrito anteriormente
puede ser f�acilmente introducido en un c�odigo num�erico del m�etodo de los elementos �nitos�
En las referencias�������� se presentan t�ecnicas m�as elaboradas para el c�alculo de ramas
secundarias�

EJEMPLOS NUM�ERICOS

En este apartado se presenta el an�alisis de inestabilidad del equilibrio de varias tipolog��as
estructurales a trav�es del seguimiento a lo largo de la trayectoria de equilibrio� de los
par�ametros deKT de�nidos en las ecuaciones ���c�� �
��� �
�� y �

b�� adem�as del par�ametro
de rigidez de�nido en �
�b�� Se calcula la ra��z de estas funciones de prueba mediante la
interpolaci�on lineal dada en ����� Se elige el elemento de viga de Timoshenko C	 para
discretizar vigas� arcos y p�orticos� La formulaci�on de dicho elemento se encuentra detallada
en las referencias����

An�alisis de inestabilidad de arcos circulares de gran altura

En este ejemplo se considera un arco circular de gran altura sometido a la acci�on de
una fuerza vertical actuando en la clave� Sus caracter��sticas geom�etricas y propiedades
mec�anicas se muestran en la Figura �� Se suponen distintas condiciones de borde debido a
las cuales el arco presenta diferentes comportamientos postcr��ticos� incluso pudi�endose en
las fases precr��ticas presentar bifurcaci�on del equilibrio�

Se discretiza el arco con �� elementos de viga de Timoshenko C	�

215
o

v

P

R

EA= 106

GAs= 106

EI= 106

R= 100

Figure �� Arco circular de gran altura

Arco circular biempotrado

Para obtener la trayectoria primaria de equilibrio conforme se muestra en la Figura �a�
se ha utilizado el m�etodo de continuaci�on de la respuesta con las siguientes caracter��sticas�
la componente vertical del desplazamiento en la clave del arco con una magnitud de ��
y una tolerancia para la convergencia de ���� con un n�umero total de �� incrementos de
carga� Para este tipo de condiciones de borde el arco presenta s�olo puntos l��mite �A y B�
conforme se muestra en la Figura �a� El comportamiento postcr��tico se caracteriza por un
rebote hacia adelante�
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Figure �� Arco circular biempotrado� a	 Trayectoria de equilibrio
 b	 Detecci�on de puntos
cr��ticos a trav�es de funciones de prueba

En la Figura �b se muestra la evoluci�on de las funciones de prueba a lo largo de la
trayectoria de equilibrio� Se observa que estas funciones se anulan en las proximidades de
los puntos singulares �A y B�� La funci�on det� presenta saltos en dichos puntos y sigue
continua en los puntos regulares� La funci�on menor pivote presenta discontinuidades entre
los puntos A y B� Las dem�as funciones son continuas� Cabe destacar que la obtenci�on de
las ra��ces de las funciones det� y menor pivote utilizando m�as de dos puntos alrededor de las
singularidades resulta una tarea num�erica de gran di�cultad debido a sus discontinuidades en
dichas singularidades� En la Tabla I se calculan los valores de las cargas cr��ticas a trav�es de la
interpolaci�on lineal dada en ���� de las distintas funciones de prueba� Se puede observar que
dichas funciones obtienen valores muy pr�oximos para la carga cr��tica� Se contrastan estos
valores con los obtenidos en la referencia�� donde se puede observar la buena aproximaci�on
entre los mismos� Asimismo es importante citar que en los ejemplos que se presentan a
continuaci�on se observan comportamientos similares de las funciones de prueba descritos en
este ejemplo�
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Funci�on de prueba Punto l��mite A Punto l��mite B

Determinante � ����
�� ������


Determinante � ����
�� �������

Menor autovalor ����
�� ����
�


Menor pivote ������� ������


Par�ametro de rigidez ����
�� ����
��

Wriggers y Simo ������ ������� �������

Tabla I� Cargas cr��ticas del arco circular biempotrado

Arco circular biarticulado

Se obtuvo la curva carga	desplazamiento conforme se muestra en la Figura �a utilizando
el m�etodo de continuaci�on de la respuesta con las siguientes caracter��sticas� la componente
vertical del desplazamiento en la clave del arco con una longitud de �� y una tolerancia
para la convergencia de ���� con un n�umero total de �� pasos de carga� Se observa que
para estas condiciones de borde el arco presenta inestabilidad del equilibrio de dos formas
distintas� pandeo antisim�etrico con bifurcaci�on de equilibrio a un nivel de carga PA � 

���
y pandeo sim�etrico para una carga de PB � ����
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Figure 	� Arco circular biarticulado� a	 Trayectoria de equilibrio
 b	 Detecci�on de puntos
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Se ha obtenido la trayectoria de equilibrio secundaria �bifurcada� activando las ecuaciones
�
�� y �
��� suponi�endose � � ���� cuando la funci�on �
�� alcanz�o un valor menor que
TOL � ����� De esta manera se a�nadi�o al estado deformacional v �correspondiente a un
factor de carga � � 
	 ��� el autovector ��������������j asociado a �j � � en ���a��

Se muestran en la Figura �b las funciones de pruebas� Se nota que las funciones det��
menor pivote y menor autovalor presentan discontinuidades� La funci�on menor pivote no
detecta el punto l��mite �B�� En el punto de bifurcaci�on A el par�ametro de rigidez toma valor
diferente de cero� En la Tabla II se obtienen los valores de las cargas cr��ticas a trav�es de
dichas funciones� Se comparan estos resultados con los obtenidos en la refrencia�� para la
carga de pandeo� Se puede observar la buena aproximaci�on entre los mismos�

Funci�on de prueba Punto de bifurcaci�on A Punto l��mite B

Determinante � 
������ �������

Determinante � 

���
� ����
�


Menor autovalor 

����� ����
��

Menor pivote 

����� "

Par�ametro de rigidez " ����
��

Wriggers y Simo ������ 

����� "

Tabla II� Cargas cr��ticas del arco circular biarticulado

Arco circular empotrado y articulado

Para estas condiciones de borde el arco presenta s�olo puntos l��mite �A y B� conforme se
muestra en la curva carga	desplazamiento en la Figura �a�

La p�erdida de rigidez �punto A� se caracteriza por una deformada antisim�etrica despu�es
de sufrir la estructura grandes desplazamientos y grandes rotaciones� Se observa en la
trayectoria de equilibrio primaria la fuerte no linealidad de la respuesta del arco en la
fase postcr��tica� Para resolver este problema se ha utilizado el m�etodo de control de la
respuesta con las siguientes caracter��sticas� ecuaci�on de restricci�on en planos normales con
una longitud de arco de ����# TOL � ���� y con �� incrementos de carga�

En la Figura �b se muestran las funciones de pruebas� Se nota que las funciones det�
y menor pivote presentan discontinuidades� En la Tabla III se obtienen los valores de las
cargas cr��ticas a trav�es de dichas funciones� Se comparan estos resultados con lo obtenidos
en la referencia�� para la carga cr��tica correspondiente al punto A� Se puede observar la
buena aproximaci�on entre los mismos�
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Figure 
� Arco circular empotrado y articulado� a	 Trayectoria de equilibrio
 b	 Detecci�on
de puntos cr��ticos a trav�es de funciones de prueba

Funci�on de prueba Punto l��mite A Punto l��mite B

Determinante � ������� 	������

Determinante � ������� 	������

Menor autovalor ����
�� 	������

Menor pivote ����

� 	����
�

Par�ametro de rigidez ������� 	������

Wood y Zienkiewicz ������ ������� "

Tabla III� Cargas cr��ticas del arco circular empotrado y articulado

Columna de Euler

En este ejemplo se discute la inestabilidad del equilibrio de la columna de Euler� Las
caracter��sticas geom�etricas y las propiedades mec�anicas se muestran la Figura ��� Se
discretiza dicha estructura con �� elementos de viga de Timoshenko C	� Para este ejemplo
existe un in�nito n�umero de cargas cr��ticas y ramas secundarias de equilibrio dados por la
siguiente expresi�on

Pcritn � n�
EI��

L�
�
��
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donde n denota el modo de pandeo asociado con Pcritn � Se han calculado las cuatros primeras
cargas cr��ticas y el modo de pandeo asociado a la primera carga cr��tica� Para ello se ha
utilizado el m�etodo de control de la respuesta con las siguientes caracter��sticas� ecuaci�on
de restricci�on en planos ortogonales con una longitud de arco de �	 �# TOL � ���� y con
�� pasos de carga� En la Figura ��a se muestran las trayectorias de equilibrio primaria
y secundaria �asociada a la primera carga cr��tica�� Una vez que el modo de pandeo est�a
asociado con los desplazamientos laterales� se deben asignar valores peque�nos a �j en las
ecuaciones �
�� y �
��� por ejemplo � � �	 �� Se han activado dichas ecuaciones para un
factor de carga � � �	 ��
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Figure ��� Columna de Euler� a	 Trayectoria de equilibrio
 b	 Detecci�on de puntos cr��ticos
a trav�es de funciones de prueba

En la Figura ��b se muestra la evoluci�on de las funciones de prueba a lo largo de la
trayectoria de equilibrio primaria� Se puede observar que las funciones det�� menor pivote
y menor autovalor presentan discontinuidades siendo que la funci�on menor pivote no fue
capaz de detectar los puntos B� C y D� Por otro lado� el par�ametro de rigidez toma valores
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distintos de cero en todos los puntos de bifurcaci�on� De acuerdo con las de�niciones dadas
en �
�� se puede clasi�car los puntos singulares A� B� C e D como puntos de bifurcaci�on�
En la Tabla IV se calculan los valores de las cargas cr��ticas a trav�es de la interpolaci�on lineal
dada en ���� de las distintas funciones de prueba� Se puede observar que dichas funciones
obtienen valores muy pr�oximos para la carga cr��tica� Se contrastan estos valores con los
obtenidos en �
�� donde se puede observar la buena aproximaci�on entre los mismos�

Funci�on de prueba P� bifur� A P� bifur� B P� bifur� C P� bifur� D

Determinante � ������� �������
 �������
 ������



Determinante � ������� �������� �������� ��������

Menor autovalor ������� �������� �������� ��������

Menor pivote �����
� " " "

Par�ametro de rigidez " " " "

Soluci�on anal��tica ������� ������� �������� 
�������

Tabla IV� Cargas cr��ticas de la columna de Euler

Viga William�s toggle

Este problema consiste de dos vigas� planas e inclinadas� unidas r��gidamente y empo	
tradas en ambas extremidades� La carga P es aplicada en la clave de la estructura� La
geometr��a y las propiedades f��sicas se muestran la Figura ��� Se ha discretizado esta estruc	
tura con � elementos de viga de Timoshenko C	 por cada miembro�

Para obtener la trayectoria primaria de equilibrio se ha adoptado el m�etodo de control
de la respuesta con las siguientes caracter��sticas� control de la componente vertical del
desplazamiento de la clave con longitud de 	�����# TOL � ���� y �� pasos de carga� La
curva carga	desplazamiento se muestra en la Figura ��a� Se puede observar la p�erdida de
rigidez de la estructura en el punto A y el consecuente rebote hacia adelante�

En la Figura ��b se muestra la evoluci�on de las funciones de prueba a lo largo de la
trayectoria de equilibrio primaria� Se puede observar que las funciones det� y menor pivote
presentan discontinuidades en las proximidades de los puntos singulares A y B�
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Figure ��� Continuaci�on
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En la Tabla V se calculan los valores de las cargas cr��ticas a trav�es de la interpolaci�on
lineal dada en ���� de las distintas funciones de prueba� Se puede observar que dichas
funciones obtienen valores muy pr�oximos para la carga cr��tica�

Funci�on de prueba Punto l��mite A Punto l��mite B
�lbf� �lbf�

Determinante � 
����� 
��
��

Determinante � 
����
 
��
��

Menor autovalor 
����� 
��
��

Menor pivote 
����� 
��
��

Par�ametro de rigidez 
����� 
��
��

Tabla V� Cargas cr��ticas de la viga William�s toggle
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P�ortico de Lee

Este ejemplo consiste de la uni�on de una viga y una columna formando entre s�� un
�angulo recto� Sus extremidades est�an apoyadas a trav�es de v��nculos de segundo g�enero�
Las caracter��sticas geom�etricas y propiedades f��sicas se muestran en la Figura ��� La
inestabilidad del equilibrio para este caso ocurre despu�es que la estructura sufre grandes
desplazamientos conforme se muestra en la Figura ��a� La estructura pierde su capacidad
portante en el punto A� La respuesta en la fase postcr��tica se caracteriza por un rebote hacia
atr�as conforme se observa en la Figura ��a� Para obtener la respuesta de la estructura se
ha utilizado el m�etodo de control de la respuesta con las siguientes caracter��sticas� ecuaci�on
de restricci�on cil��ndrica con una longitud de arco de ����# TOL � ���� y �� incrementos de
carga�

En la Figura ��b se muestra la evoluci�on de las funciones de prueba a lo largo de la
trayectoria de equilibrio primaria� Se puede observar que las funciones det� y menor pivote
presentan discontinuidades en las proximidades de los puntos singulares A y B�
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En la Tabla VI se calculan los valores de las cargas cr��ticas a trav�es de la interpolaci�on
lineal dada en ���� de las distintas funciones de prueba � Se puede observar que dichas
funciones obtienen valores muy pr�oximos para la carga cr��tica� Se constratan estos valores
con los obtenidos en la referencia�
 para la carga cr��tica correspondiente al punto A� Se
puede observar la buena aproximaci�on entre los mismos�

Funci�on de prueba Punto l��mite A Punto l��mite B
�KN� �KN�

Determinante � ������ 	������

Determinante � ������ 	����
�

Menor autovalor ������ 	����
�

Menor pivote ������ 	����
�

Par�ametro de rigidez ������ 	����
�

Schweizerhof y Wriggers ������ ������ "

Tabla VI� Cargas cr��ticas del p�ortico de Lee

CONCLUSIONES

En este trabajo se han propuesto distintas funciones de prueba para detectar y clasi�car
las singularidades en la trayectoria primaria de equilibrio de diversas tipolog��as estructurales
tales como vigas� p�orticos y arcos� Cabe destacar que la caracter��stica m�as importante en
la aplicaci�on num�erica de las funciones de prueba es la sencillez en la implementaci�on de
dichas funciones en un c�odigo del m�etodo de los elementos �nitos� Por otro lado� aunque
se ha utilizado la interpolaci�on lineal para el c�alculo de las cargas cr��ticas� se han obtenido
buenos resultados utilizando estas funciones� Naturalmente� si se desean obtener resultados
a�un m�as re�nados utilizando la interpolaci�on lineal es necesario adoptar longitudes de arco
m�as peque�nas� De esta manera no hace falta adoptar una interpolaci�on no lineal tomando
m�as puntos en la trayectoria de equilibrio� Una vez que el inter�es en el �area de la ingenier��a
estructural es el conocimiento de la capacidad portante de la estructura a�un en la fase
precr��tica� es decir el c�alculo de la primera carga cr��tica� la funci�on de prueba m�as sencilla
y sin coste computacional para efectuar dicho c�alculo� es la funci�on menor pivote� Con
relaci�on al c�alculo de ramas secundarias de equilibrio el algoritmo adoptado en este trabajo
han obtenido resultados con �exito� La gran ventaja de este algoritmo es su sencillez frente
a los m�as potentes existentes en el contexto del an�alisis de inestabilidad del equilibrio�
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