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0. 1.  Resumen 
 

El modelo hiperbólico fue usado como 
función densidad con varias ventajas con respecto 
a la distribución normal estándar. El modelo 
anterior fue aplicado a cuatro histogramas 
unimodales correspondientes a las propiedades 
mecánicas de multifilamentos de poliéster estirados 
en una máquina Barmag y posteriormente 
texturizados en una máquina de doble torsión RPR. 
Las condiciones de texturizado fueron a un nivel de 
torsión de 600 v/m y a una temperatura de fijado de 
100°C. Los multifilamentos texturizados fueron 
ensayados a la tracción en un dinamómetro 
universal Statimat M Textechno de acuerdo a 
norma técnica vigente. Los resultados del ajuste 
estadístico indicaron que el modelo hiperbólico 
condujo a determinar el tamaño de individuos a 
través de un cálculo sencillo obtenido de la función 
cumulativa. 

 
 

Palabras clave: función densidad, multifilamento texturizado, 
control de calidad.   

 
 
0.2. Summary: HYPERBOLIC MODEL 

USED AS A DENSITY FUNCTION 
AND APPLIED TO MECHANICAL 
PROPERTIES OF TEXTURED 
MULTIFILAMENT POLYESTER 
YARN 

 

Hyperbolic model has been used as a 
density function as it has various advantages. 
Previous model was applied to for mechanical 
properties of multifilament polyester yarn processed 
on Barmag machine and then textured on RPR. 
The texturing conditions were: 600 t/m, setting 
temperature 100 °C. The texture yarn was tested 
for textile properties on Statimat, Textechno. 
Statistics setting results indicate that the hyperbolic 

model led to identify the size of individuals through 
simple calculation of accumulative function. 
 
 

 

Key words: function, density, textured multifilament, quality 
control. 

 
 
0.3. Résumé: UN MODÈLE 

HYPERBOLIQUE UTILISÉ COMME 
FONCTION DENSITÉ ET 
APPLIQUÉ AUX PROPRIÉTÉS 
MÉCANIQUES DE MULTIFILAMENTS 
DE POLYESTER TEXTURISÉS 

 

Le modèle hyperbolique a été utilisé comme 
fonction densité avec plusieurs avantages sur la 
distribution normale standard. Le modèle précédent 
a été appliqué à quatre histogrammes unimodaux 
correspondant aux propriétés mécaniques de 
multifilaments de polyester étirés dans une 
machine Barmag et postérieurement texturés dans 
une machine de double torsion RPR. Les 
conditions de thermofixé sont allées à un niveau de 
torsion de 600 v/m et à une température de fixage 
de 100°C. Les multifilaments texturisés sont été 
essayés à la traction dans un dynamomètre 
universel Statimat M Textechno en accord avec la  
norme technique en vigueur. Les résultats de 
l'ajustement statistique ont indiqué que le modèle 
hyperbolique a conduit à déterminer la taille 
d'individus à travers un calcul simple obtenu de la 
fonction cumulative. 

 
Mots clés: fonction, densité, multifilaments texturisés, control de 
qualité. 

 
 
1. INTRODUCCIÓN 
 

 Durante la formación de los futuros 
ingenieros en las aulas universitarias, es común 
que en las asignaturas de control de calidad o de la 
estadística misma, ellos se familiaricen con el 
estudio y aplicación de la función de distribución de 
la ley  1;0N , también conocida como ley normal 

centrada, reducida o ley normal estándar, misma 
que se ilustra en la figura 1, y que debido a que no 
tienen una integral directa aparece frecuentemente 
en forma de tablas o programada en muchas de las 
calculadoras existentes en el mercado1).  
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FIGURA 1:   Gráfica de la función de distribución de 
la ley normal 

 
Los estudiantes y/o ingenieros no suelen 

acercarse a otras funciones de densidad, porque 
desconocen las ventajas que ofrecen otras 
funciones con respecto a la tradicional ley normal.  

Por ejemplo, el modelo de secante 
hiperbólica al cuadrado2) que obedece la expresión 
(1), ofrece varias ventajas, las cuales se indican a 
continuación: 

 
 El modelo cumulativo de muestra se 

obtiene por simple integración.  
 El tamaño de un individuo "" x  es 

calculable a partir de un modelo cumulativo 
muy sencillo, que permite conocer el 
número de individuos inferiores a éste de 
izquierda a derecha en el modelo de 
densidad de muestra. 

 

 1sec 2 uhY   

 
Adicionando los correspondientes 

parámetros de desplazamiento y cambio de escala 
al modelo (1) resulta:  

 

   2sec 2
mm xxkhYY   

Donde: 

 
Y .- es la frecuencia dimensional correspondientes 
a la observación del tamaño "."x  

mY .- es la frecuencia en el máximo de la 

distribución de peso estadístico de muestra, que se 
manifiesta para una observación de tamaño 

"" mx (moda estadística). 

k .- es la constante de esbeltez de la distribución 
de peso estadístico de muestra. 
 

La expresión (2) se simplifica al estimar el 
máximo de la curva de la campana “Ym”, que 
envuelve al histograma unimodal de moda 
centrada. Resultando la transformación lineal de 
manera inmediata, como se indica: 

 

 3cosh m
m xkxk

Y

Y
arc   

 
La expresión (3) señala que al graficar "" x  

contra "cosh" yYarc m  se obtiene una recta, de 

cuya pendiente e intersección al origen podrá 
conocerse los valores numéricos de los parámetros 

""k  y "" mx . Es decir:  

 

 4,
k

b
xmk m   

 
El arco coseno hiperbólico es una función 

par de las que omiten el signo, y por ello, al trazar 
la grafica descrita anteriormente, hay que adicionar 
el signo negativo a los primeros valores de la lista 
numérica de arcos cosenos hiperbólicos, hasta 
antes de llegar al valor máximo de “Ym”. El modelo 
(1) posee una integral cerrada directa2), por ende al 
integrar el modelo (2) desde menos infinito hasta 
un valor de cualquiera de la abscisa se tiene: 

 

    51 m
m

x

C xxkhtg
k

Y
xYdxY 



 
 
El primer miembro de la ecuación (5) es el 

área de la función densidad de muestra desde 
extrema izquierda hasta un valor de la abscisa de 

"" x , y es igual a número de individuos acumulados 
en dicho intervalo, que multiplicado por  del 

histograma da lugar a "" CY : 
 

    61
2

2

1
m

m
C xxkhtg

k

Y
Y 












 
 

Donde, 
 

CY  es la frecuencia cumulativa medida en número 

de individuos. 
 es el intervalo de las abscisas utilizado para 
construir el histograma. 
 

Mediante un simple análisis de límites 
sobre la expresión anterior, se concluye que: 

 7
2


 k

Y
Y m

C  

Donde, 
 

CY .- es el valor máximo asintótico de la curva de 

frecuencias cumulativas. 
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 Las expresiones (6) y (7), dan origen al 
modelo siguiente: 

    81
2 m
C

C xxkhtg
Y

Y  
 

 El modelo cumulativo anterior permite el 
cálculo del tamaño de individuos acumulados "" x  
que son inferiores de izquierda a derecha en el 
modelo. Es decir: 

 

  91
21














C

C
m Y

Y
htgarc

k
xx  

 
 También la expresión (8) de la frecuencia 

cumulativa a un valor "" x de la variable 
experimental puede abordarse usando otro sistema 
numérico. 

 
1.1. Otro sistema numérico 
 

 El modelo (8) se simplifica si el valor 
numérico de "" CY  se determina, esto es posible 

por extrapolación geométrica, entonces la 
transformación línea de dicho modelo se expresa a 
continuación: 

 101
2

tan m
C

C xkxk
Y

Y
harc 
















 

 De la expresión anterior se deducen las 
expresiones para el cálculo de los parámetros 

""k y "" mx  como se indica en (4). Sólo falta 

calcular el valor numérico del parámetro "" mY  para 

que el modelo (8) este completo, para ello se uso la 
ecuación siguiente: 

   11cos 2
mm xxkhYY   

 Lo anterior, para todos los reglones de la 
frecuencia absoluta y con ello obtener el valor 
promedio del citado parámetro:  

 12
1 mm Y
n

Y  

 En este trabajo se usaron los 
procedimientos antes explicados, para ajustar la 
función de la secante hiperbólica al cuadrado a 
histogramas unimodales de moda centrada.  Los 
cuales fueron construidos a partir de datos 
experimentales obtenidos del ensayo de tracción 
aplicado a multifilamentos de poliéster texturizados.  

2. PARTE EXPERIMENTAL. 
 
 Para el desarrollo de este trabajo se usaron 

multifilamentos de poliéster texturizados3) de 16.7 
tex, de uso común en la industria textil. Los 
multifilamentos citados se procesaron en una 
estiradora Barmag4 y posteriormente en una 
máquina de doble torsión RPR4, donde las 
condiciones de esta última fueron torsión de 600 
v/m y 100ºC de temperaturas de fijado. El ensayo 
de tracción aplicado a los multifilamentos 
texturizados se realizó bajo norma técnica vigente5) 
y en un dinamómetro Statimat M Textechno, y las 
propiedades mecánicas obtenidas fueron el 
alargamiento (%), resistencia (cN), resistencia 
específica (cN/tex) y trabajo (cN.cm) de los 
multifilamentos en estudio.  

 
3. PRESENTACIÓN DE RESULTADOS 
 

 Con la finalidad de exponer a detalle el 
ajuste del modelo que da pie al documento, se 
usaron en primera instancia, los datos de 
alargamiento a la rotura de los multifilamentos en 
estudio, que se muestran en la tabla 1.  

 
 

TABLA 1 
 

Datos de alargamiento a la rotura del multifilamento 
de poliéster texturizado. 

 
Alargamiento a la rotura 

Multifilamento de 16.7 tex 
A   

(%) 
frecuencia  
absoluta 

25.281 5 
25.844 18 
26.406 43 
26.969 49 
27.531 57 
28.094 50 
28.656 26 
29.219 2 

 
 
 En la figura 2 que aparece a continuación, 

se ilustra el histograma unimodal de moda centrada 
construido a partir de los datos de alargamiento a 
la rotura. También se ilustra la gráfica 
probabilística6), misma que señala la tendencia 
lineal y con ello la normalidad de los datos 
experimentales.
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FIGURA 2: Histogramas de frecuencia de datos de alargamiento a la rotura de multifilamentos de poliéster 
texturizados, y su correspondiente gráfico probabilístico. 

 
 
El procedimiento matemático expuesto, 

señala que hay que estimar la frecuencia máxima 
sobre la campana envolvente al histograma, para el 
caso que nos ocupa el valor numérico es: 

 1357mY  

Con esto, el modelo (2) se simplificó y 
usando la expresión de la transformación lineal (3) 
con los datos de la tabla inicial, se llega a los 
valores numéricos de  los parámetros de pendiente 
e intersección al origen, los cuales son:  

 1496886559.0,1094138.25,91991625.0  rbm

 

Sustituyendo los valores (14) en las 
expresiones (4) conduce a los valores numéricos 
de los parámetros de modelo es estudio. Es decir: 

 15%2953257.27%),/1(91991625.0  mxk

 

Entonces, sustituyendo los valores 
numéricos (13) y (15) en la expresión (2) llegamos 
al modelo numérico-funcional siguiente: 

    162953257.2791991625.0sec57 2  xhY
 

Aplicando los valores anteriores en (5) 
tenemos la expresión: 

    172953257.2791991625.019621621.61  xhtgxYC

 

En el histograma examinado x vale 50%, 
por ende: 

 
   18848648.247

5.091991625.0

572
CY  

Con esto, la expresión numérico-funcional 
cumulativa es: 

    192953257.2791991625.01
2

848648.247
 xhtgYC  

Finalmente, usando la expresión (9) con los 
valores anteriores y "20" CY  se calcula el tamaño 

de individuos acumulados "" x  inferiores de 
izquierda a derecha. 

 20%9729503.25x  

De esta manera si hay 20 individuos 
acumulados, todos ellos tendrán un alargamiento 
de rotura inferior a “25.9729503%”. 

El modelo numérico-funcional (16) puede 
calcularse a través del otro sistema numérico como 
se señaló en antecedentes, para ello se procedió a 
determinar por extrapolación geométrica el valor 
máximo asintótico usando la tabla 2 de frecuencias 
cumulativas, entonces "95.251" CY . 

 
TABLA 2 

 

Datos de frecuencia cumulativa del alargamiento 
del multifilamento de poliéster texturizado. 

 
Alargamiento a la rotura 

A   
(%) 

frecuencia  
cumulativa 

25.281 5 
25.844 23 
26.406 66 
26.969 115 
27.531 172 
28.094 222 
28.656 248 
29.219 250 

 
Con ello la transformación lineal del modelo 

cumulativo (10) es viable. Es decir, al graficar 
"" x contra   "12tan" CC YYharc usando los 

datos de la tabla 2 se obtiene una recta, y sus 
correspondientes valores numéricos son: 

 
 2199433149.0,5774519.29,09539805.1  rbm
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Sustituyendo los valores numéricos 
anteriores en (4) se determinan los valores para 

""k y "" mx : 

 
 22001556.27,09539805.1  mxk  

 
Para tener completo el modelo cumulativo, 

es necesario calcular "" mY , usando la ecuación 

(11) y procediendo a calcular el citado parámetro 
para todas las frecuencias absolutas contenidas en 
la tabla inicial, y entonces determinar su valor 
numérico promedio: 

 239762234.99mY  

Sustituyendo los valores numéricos (22) y 
(23) en la ecuación (8) se llega al modelo 
numérico-funcional siguiente: 

   24001556.2709539805.1sec9762234.99 2  xhY  

A continuación, en la tabla 3 se compararon 
los valores numéricos de los parámetros del 
modelo que da pie al documento usando los dos 
procedimientos ya descritos, a través del uso de 
frecuencias absolutas o de frecuencias 
cumulativas, en ambos casos se obtienen 
resultados similares, aunque cabe destacar que el 
segundo procedimiento es más exacto porque 
considera integrales. 

 
 

 
 

TABLA 3 
 

Comparativo en la determinación numérica de los parámetros del modelo en estudio usando frecuencias 
absolutas y un máximo asintótico. 

 
 

Parámetros del modelo de secante hiperbólica al cuadrado 
 

Propiedad Parámetros Usando 
frecuencias 
absolutas 

Usando un 
máximo 

asintótico 
mY  57 99.9762234 

k  0.91991625 1.09539805 

Alargamiento 
(%) 

mx  27.2953257 27.0015560 

 
 
 

 
 

La figura 3 abajo mostrada contiene los 
datos experimentales en forma de histograma de la 
resistencia a la rotura (cN), resistencia específica a 
la rotura (cN/tex) y trabajo de rotura (cN.cm) de los 
multifilamentos de poliéster texturizados ensayados 

a la tracción. En un anterior trabajo3 se publicó las 
gráficas probabilísticas de los citados histogramas 
validando la normalidad de las propiedades 
mecánicas. 
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FIGURA 3:  Histogramas de frecuencia de los datos de resistencia (cN), resistencia específica (cN/tex) y 

trabajo (cN.cm) de los multifilamentos de poliéster texturizados. 
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Continuando con el estudio, la tabla 4 

contiene los valores de marcas de clase, 
frecuencias absolutas y frecuencias cumulativas de 
cada uno de los histogramas arriba citados. 

 
 

TABLA 4 
 

Datos marca de clase, frecuencia absoluta y cumulativa del alargamiento a la rotura  del multifilamento de 
poliéster texturizado 

 
Resistencia a la rotura 

 
Resistencia específica a la rotura 

 
Trabajo de rotura 

 
R   

(cN) 
frecuencia 
absoluta 

frecuencia 
cumulativa. 

   
(cN/tex)

frecuencia 
absoluta 

Frecuencia 
cumulativa.

W  
 (cN.cm) 

Frecuencia
Absoluta 

frecuencia 
cumulativa.

352.188 5 5 29.2 2 2 2546.875 10 10 
356.563 26 31 29.6 10 12 2640.625 30 40 
360.938 52 83 30 57 69 2734.375 25 65 
365.313 65 148 30.4 51 120 2828.125 60 125 
369.688 46 194 30.8 63 183 2921.875 63 188 
374.063 37 231 31.2 46 229 3015.625 28 216 
378.438 16 247 31.6 18 247 3109.375 26 242 
382.813 3 250 32 3 250 3203.125 8 250 

 
 

 
 Procediendo de manera similar al ajuste 

del modelo hiperbólico sobre el histograma de 
alargamiento (%) de los multifilamentos 
texturizados expuesto anteriormente, en la tabla 5 
aparecen los parámetros de la transformación 
lineal (3) del modelo de secante hiperbólica al 
cuadrado usando las frecuencias absolutas para 
cada histograma de frecuencias indicadas en la 

tabla anterior. En ella también aparecen los 
parámetros de la transformación lineal (10) del 
mismo modelo pero usando ahora el otro sistema 
numérico, que hace referencia a las frecuencias 
cumulativas  y a un valor de máximo asintótico 

"95.251" CY . 

  
 

TABLA 5 
Parámetros de la transformación lineal de los histogramas correspondientes a las propiedades mecánicas de 
multifilamentos texturizados. 
 
 

Transformación lineal del modelo de secante hiperbólica la cuadrado 
 

Propiedad Parámetros de la recta Usando frecuencias 
absolutas 

Usando un máximo 
asintótico 

m  0.12359601 0.13718572 
b  -45.2381114 -50.0313820 

Resistencia 
(cN) 

 r  0.99040345 0.99577166 
m  1.47309056 1.68448523 
b  -45.1703516 -51.34859390 

Resistencia 
específica 
(cN/tex) 

 
r  0.97792503 0.99463584 

m  0.00491346 0.00572795 
b  -14.1361713 -16.1559302 

Trabajo 
(cN.cm) 

 r  0.98203437 0.99376100 
 
 
 
A partir de los valores numéricos de la tabla 
anterior, se calculan los parámetros del modelo en 
estudio ajustado a los histogramas de resistencia 
(cN), resistencia específica (cN/tex) y trabajo de 

rotura (cN.cm) de los multifilamentos texturizados, 
usando los dos sistemas numéricos, es decir aquel 

que usa las frecuencias absolutas y de "20" CY  
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para determinar el tamaño de individuos "" x , y el 
otro sistema numérico que usa un máximo 

asintótico 
"95.251" CY

. Los resultados se 
indican en la tabla 6 respectivamente 

 
TABLA 6 

 

Los valores numéricos de los parámetros del modelo de secante hiperbólica al cuadrado usando los dos 
sistemas numéricos expuestos fueron ajustados a los histogramas de las propiedades mecánicas de los 

multifilamentos en estudio 
 
 

Modelo de secante hiperbólica al cuadrado 
 

Propiedades 
mecánicas 

Parámetros Usando 
frecuencias 
absolutas 

Usando un 
máximo 

asintótico 
mY  65 93.7924038 

k  0.12359601 0.13718572 

Función 
densidad 

mx  366.015959 364.698171 

Asíntota cY  2103.62781 

Resistencia (cN) 
 

Tamaño x  347.220313 

 

mY  63 101.585225 
k  1.47309056 1.68448523 

Función 
densidad 

mx  30.6636624 30.4832557 

Asíntota cY  171.068912 

Resistencia 
específica 
(cN/tex) 
 

Tamaño x  29.9773489 

 

mY  63 93.9047641 

k  0.00491346 0.00572795 

Función 
densidad 

mx  2877.02942 2820.54188 

Asíntota cY  51287.679 

Trabajo (cN.cm) 
 

Tamaño x  2078.7326 

 

 
 

4. CONCLUSIONES 
 
 

4.1. El presente estudio concluyó que el 
modelo de secante hiperbólica al cuadrado es 
determinable usando dos sistemas numéricos, el 
primero de ellos haciendo uso de las frecuencias 
absolutas y el otro sistema usando un máximo 
asintótico de los histogramas unimodales de moda 
centrada, con resultados muy cercanos entre sí.  

4.2. Que las propiedades de alargamiento 
a la rotura (%), resistencia a la rotura (cN), 
resistencia específica a la rotura (cN/tex) y trabajo 
de rotura (cN.cm) de multifilamentos de poliéster 
texturizados que se estudiaron son eventos que se 
ajustan a una distribución normal de acuerdo a la 
gráfica probabilística obtenida para cada caso.  

4.3. Que del modelo en estudio obtenido 
por frecuencias cumulativas y valor máximo 
asintótico es posible obtener el tamaño de 

individuos "" x  de izquierda a derecha usando un 
modelo muy sencillo. 
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